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SILVA, E. G. .Area Maxima de um Tridngulo Equilatero Circunscrito a um tridangulo qualquer.

2026. 88p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Este trabalho explora um problema cldssico de otimizacdo em Geometria Euclidiana
Plana que consiste na determinacdo do triangulo equiladtero de maior area que circuns-
creve um triangulo qualquer. A abordagem adotada relaciona ferramentas da Geo-
metria e do Calculo Diferencial, permitindo modelar grandezas geométricas por meio
de funcdes reais e analisar seus valores maximos com técnicas analiticas. E apresen-
tada uma demonstracdo para este problema cldssico acompanhado de uma construcao
geométrica com régua e compasso. Como desdobramento aplicado, propde-se uma
sequéncia didatica voltada ao ensino fundamental e médio, bem como o relato de sua

aplicacao em sala de aula.

Palavras-chave: Construcdes Geométricas, Régua e Compasso, Geometria Euclidi-

ana, Otimizacao, Sequéncia didatica.



SILVA, E. G. Maximum area of an equilateral triangle circumscribed around any triangle.

2026. 88p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

This work explores a classic optimization problem in Plane Euclidean Geometry: de-
termining the equilateral triangle with the largest area that circumscribes any given
triangle. The approach adopted relattes tools from Geometry and Differential Calculus,
allowing the modeling of geometric quantities through real functions and the analysis
of their maximum values using analytical techniques. A proof of this classic problem is
presented, accompanied by a geometric construction using ruler and compass. As an
applied development, a didactic sequence aimed at elementary and secondary educa-
tion is proposed, as well as a report of its application in the classroom.

Keywords: Geometric Constructions, Ruler and Compass, Euclidean Geometry, Opti-

mization, Learning Sequence.
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Introducao

A grande maioria dos problemas geométricos inerentes a Geometria Euclidiana e considerados
mais elementares é resolvida geralmente com ferramentas presentes em sua prépria teoria. Por
exemplo, certos problemas podem ser resolvidos utilizando propriedades e relacdes entre figuras
planas, como congruéncia, semelhanca, angulos, perimetros e areas etc. Essa abordagem valoriza
a intuicdo visual, que conduz a formalizacdo dos argumentos baseados nos postulados e fatos ja
obtidos, sendo uma das bases classicas da Matemdtica, como se observa na obra Os Elementos, de
Euclides, considerada um marco fundamental da Geometria Euclidiana e amplamente estudada e

reinterpretada em edicdes e comentdrios modernos [2].

Por outro lado, para resolver problemas envolvendo funcdes de variaveis reais, sao utilizadas di-
versas ferramentas do Calculo Diferencial e Integral ou da prépria Analise Real [6]. Com sua utilizacao
é possivel modelar fen6menos, estudar taxas de variacao e resolver problemas de otimizacao, além
de analisar o comportamento, como crescimento, decrescimento, concavidade e comportamentos

assintéticos, dessas fungdes em diferentes contextos.

A proposta deste trabalho é, justamente, unir esses dois contextos, ou seja, problemas que, a pri-
meira vista, sdo puramente geométricos e resolvidos utilizando ferramentas do Calculo, em especial
aqguelas relacionadas a funcdes reais e otimizacdo. Da Geometria, é trabalhado o contexto e sdo ob-
tidas as relacdes iniciais e, por meio do Célculo, é formulado um modelo por meio de funcdes reais,
permitindo a andlise e a descoberta de resultados, conectando essas duas areas de conhecimento

fundamentais na Matematica.

Nesse contexto, autores como [3] e [15] trabalharam com problemas de otimizacao relacionados

a figuras geométricas, utilizando ferramentas de Calculo.

Alguns autores tém investigado problemas de otimizacdo em contextos geométricos, abordando-
os por meio de ferramentas do Calculo Diferencial e Integral em varias varidveis. Problemas classicos,

como o problema isoperimétrico [12] e [8], o problema de Fagnano [11] e o problema de Regiomon-

& UFU-FAMAT-PROFMAT 1l



tanus [11], ilustram como grandezas geométricas podem ser modeladas por funcdes reais e, entao,
analisadas a partir do estudo de maximos e minimos. Nesse contexto, autores como Dong, Zhao e Ho
([3] e [15]) utilizam abordagens que articulam propriedades geométricas com técnicas analiticas, evi-
denciando que o uso de funcdes adequadas proporciona o estudo rigoroso de areas, perimetros e ou-
tras grandezas associadas as figuras planas. Além disso, pesquisas contemporaneas em otimizacao
de formas (shape optimization), cujo tema central é a determinacado de configuracdes geométricas
que maximizam ou minimizam grandezas como areas ou raios sob restricdes geométricas podendo
serem vistos na referéncia [1], ampliam esse panorama, evidenciando a relevancia do tema tanto no

ensino quanto na pesquisa matematica.

O presente projeto propde desenvolver a teoria de Geometria Plana e de Calculo (ou Andlise Real)
preliminar necessaria para resolver o seguinte problema. Se cada lado do tridngulo de vértices DEF
contiver um vértice de um dado tridngulo de vértices ABC, entdo o triangulo de vértices DEF é

denominado um triangulo circunscrito externamente ao triangulo de vértices ABC.

Problema. ([3]) Se ®,;3. denota o conjunto de todos os triangulos equildteros circunscritos ex-
ternamente a um dado AABC, entdo é possivel determinar em ®,,;- 0 elemento de maior area e

mostrar que esse elemento maximal pode ser construido com régua e compasso a partir de AABC.

Este problema é resolvido através de uma formulacao geométrica, utilizando-se propriedades e
identidades tais como Lei dos Senos e Lei dos Cossenos, casos de congruéncias de triangulos, areas e
comprimentos, onde se gera uma funcado trigonométrica real, com algumas restricdes em seu domi-
nio, cujo valor maximal permite resolver o problema proposto. Além disso, com o uso de geometria,

é apresentada uma construcdo com régua e compasso que conduz ao elemento maximal procurado.

Uma consequéncia importante de todo o estudo relacionado ao principal problema presente neste
trabalho foi a elaboracao da construcao geométrica com régua e compasso mencionada anterior-
mente, a qual motivou a idealizacdo e o desenvolvimento de materiais didaticos que foram utilizados
em sala de aula, em especial no ensino fundamental, contribuindo para a visualizagao dos conceitos
e para a aprendizagem significativa dos alunos. Como produto derivado destas atividades, é apresen-
tado um relato bem detalhado e acompanhado de registros fotograficos de como se deu a aplicagao
de uma sequéncia didatica em anos finais do ensino fundamental de duas escolas da cidade de Uber-

landia em Minas Gerais.

O presente trabalho esta estruturado da seguinte forma. No Capitulo 1, sdo recordados de forma
breve alguns conceitos e resultados de Geometria Plana e de Célculo Diferencial, que servirdo de base

tedrica para o desenvolvimento do trabalho. No Capitulo 2, é desenvolvido o problema principal, de-
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terminando o triangulo equildtero circunscrito de maior area a um triangulo qualquer e apresentando
sua construcao geométrica. Por fim, no Capitulo 3, é apresentada uma sequéncia didatica pensada
para ser utilizada no ensino fundamental e médio, baseada nos resultados obtidos nos capitulos an-

teriores. Além disso, é apresentado um relato de sua aplicacdo em duas escolas.
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CAPITULO 1

Conceitos preliminares e um pouco de

histdria

Neste capitulo serdo revisitados dois problemas classicos em geometria euclidiana. Além disso,
serao recordados, de forma breve, alguns conceitos e resultados que serao utilizados adiante nas
demonstracodes. Tais problemas serviram de motivacao para o estudo do problema principal abordado

neste trabalho e presente na referéncia [3].

1.1 Um pouco de histdria

Nesta secdo serao apresentados dois problemas cldssicos em geometria euclidiana que tratam de
maximizar ou minimizar medidas em determinados problemas envolvendo figuras planas, a saber, o

Problema de Fagnano e o Problema de Regiomontanus.

1.1.1 O problema de Fagnano

Um importante problema de minimizacdo em Matematica é o problema de Fagnano, proposto pelo
matematico italiano Giulio Carlo Fagnano dei Toschi (1682-1766). O problema consiste em encontrar,
dentro de um triangulo acutangulo, outro triangulo que tenha o menor perimetro possivel. Fagnano
mostrou que esse problema de minimizacao admite solucao. Mais tarde, em 1775, seu filho Giovanni
Francesco Fagnano completou a demonstracao utilizando ideias do calculo diferencial. Outros mate-
maticos também estudaram esse problema por meio de métodos geométricos, sem o uso do calculo,

entre eles Hermann Amandus Schwarz e Lip6t Fejér. Dados foram retirados da referéncia [9].

& UFU-FAMAT-PROFMAT 4



Conceitos preliminares e um pouco de histéria Um pouco de histéria

Teorema 1.1: Problema de Fagnano [9] e [11]

Dado um triangulo acutangulo, inscrever-se nele um outro triangulo com o menor perimetro

possivel.

Apesar de nao ser o objetivo apresentar uma demonstracdao detalhada aqui, para entender um
pouco sobre a estratégia utilizada, serd apresentado o resumo acerca das duas formas de realiza-la.
Na demonstracao de Schwarz, é dado um triangulo ABC, acutangulo, supondo que o triangulo PQR
seja a solucdo do problema. Assim, Schwarz demonstra que existe um Unico triangulo que satisfaz
as condicbes do problema e que esse tridngulo tem seus vértices nos pés das alturas do triangulo
dado (ver Figura 1.1 a esquerda). Esse triangulo é chamado de triangulo értico, definido como o

triangulo formado pelos pés das trés alturas de um triangulo.

Na demonstracao de Fejér, sao utilizadas reflexdes dos lados do triangulo ABC para transformar o
caminho do perimetro do triangulo inscrito em um segmento de reta. Como o0 menor caminho entre
dois pontos é uma linha reta, conclui-se que o perimetro é minimo quando os vértices do triangulo
inscrito sdo os pés das alturas do triangulo original, formando o j& conhecido triangulo értico (ver

Figura 1.1 a direita).

C
{2

Solucdo de Schwarz Solucdo de Fejér

Figura 1.1: Fonte: solucdo de Schwarz [9] e solucdo de Fejér [11].

1.1.2 O problema de Regiomontanus

Regiomontanus realizou importantes estudos nas areas de Astronomia, Geometria e Trigonome-
tria e, em sua obra mais conhecida, De Triangulus Omnimodis, escrita em 1464 e impressa em 1533,

apresentou uma abordagem sistematica e inovadora da Trigonometria, incluindo tabelas de valores
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Conceitos preliminares e um pouco de histéria Um pouco de histéria

de funcgdes trigonométricas e diversas aplicacdes geométricas. Entre os problemas por ele discuti-
dos, destaca-se um problema de otimizacdao formulado em 1471, o qual foi considerado por Mello
(2003) como um dos primeiros problemas de extremos registrados na Histéria da Matematica desde
a Antiguidade, antecipando ideias fundamentais de maximizagao e minimizagao resolvidas por meio
de argumentos geométricos e trigonométricos, sem o uso do Calculo Diferencial; o enunciado desse
problema, bem como sua demonstracdo - que ndo serd reproduzida neste trabalho —, pode ser en-

contrado na referéncia [5].

Teorema 1.2: Problema Regiomontanus [5]

Suponha uma estatua de altura h sobre um pedestal de altura p. Um homem de altura m
(m < p) enxerga do pé ao topo da estatua sob um angulo a, que varia de acordo com a distancia
d entre o homem e a base do pedestal. Determinar d para que o angulo de visdo a seja o maior
possivel (um maior angulo de visao determina uma imagem maior na retina ou, de outra forma,

uma visao mais completa do objeto).

h
p o
_l_
E m
_E"'TH L

t d

Fonte: Elaboracdo prépria com auxilio de IA.

Solucdo geométrica do problema de Regiomontanus.

Fonte:[11]
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1.2 Alguns conceitos e resultados em Geometria Plana

Nesta secdo, recordaremos alguns elementos bésicos e teoremas usuais em Geometria Euclidiana
Plana. No entanto, serdo considerados elementos basicos, tais como: drea de um triangulo em fun-
cao de um angulo, desigualdade triangular e relacdo entre lados e angulos, Lei dos Senos e Lei dos
Cossenos, casos de congruéncia de triangulos, Teorema do angulo externo de um triangulo, proprie-
dade do angulo inscrito e quadrildtero circunscritivel, conteldos que podem ser encontrados no livro
Geometria, de Antonio Caminha Muniz Neto [7] e nas videoaulas do Professor Eduardo Wagner no site

do PROFMAT [14].

,J Teorema 1.3: Area de um tridngulo em funcao de um angulo

Seja um tridngulo com lados b e ¢ e com angulo a entre eles. Ent&o, a area do AABC ¢é dada

por:

A c B
Figura 1.2: Fonte: Elaboracao prépria.

b-c-sena

Spapc = 2

Teorema 1.4: Desigualdade triangular e ordem entre lados e angulos L,

Dado um AABC, tem-se que:

Fonte: Elaboracao prépria.

(i) Relacao entre lados e angulos de um triangulo
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Sea> 6 >y, entdo AB > BC > AC. Vale também a reciproca se AB > BC > AC entéo,
a=>0>y

(ii) Desigualdade triangular

Cada lado do triangulo tem comprimento menor que a soma dos comprimentos dos outros dois
lados, ou seja:

AB <AC + CB,
BC < BA+AC,

AC <AB +BC.

—| Teorema 1.5: Lei dos Senos e Lei dos Cossenos |

Em um triangulo qualquer, com lados a, b e ¢ e angulo a oposto ao lado a, tem-se:

Fonte: Elaboracao prépria.

Lei dos Senos

a b C

senf seny sena

Lei dos Cossenos

a?=b*+c>—2-b-c-cos0,
b>=a*+c*—2-a-c-cosv,

c2=a’+b*—2-a-b-cosa.
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Teorema 1.6: Casos de congruéncia de triangulos

Dizemos que dois tridngulos sdao congruentes se for possivel mover um deles no espaco, sem
deforma-lo, até fazé-lo coincidir com o outro. Em outras palavras, dois triangulos sao congru-
entes se existe uma isometria que transforma um no outro.

Caso 1: Lado, Angulo, Lado (LAL)

Dois triangulos sao congruentes se tiverem dois lados correspondentes congruentes e o angulo

compreendido entre esses lados também for congruente.

C C
A B A B’

Figura 1.3: Caso LAL.

Fonte: Elaboracao prépria.
AB=AB', /A=/A, AC=AC —> AABC = AA'B'C’

Caso 2: Angulo, Lado, Angulo (ALA)
Dois triangulos sdo congruentes se um lado de um deles for congruente a um lado do outro e

0s angulos cujos vértices estao nas extremidades desse lado forem congruentes.

AL
/ /N
A A A

Figura 1.4: Caso ALA

Fonte: Elaboracdo prépria.

/A= /A, AB=AB', /B=/B = AABC=AABC
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Caso 3: Lado, Lado, Lado (LLL)

Dois triangulos sdo congruentes se seus trés lados correspondentes forem congruentes.

A A’

B C B’ e

Figura 1.5: Caso LLL

Fonte: Elaboracao prépria.
AB=AB’, BC=B'C’, CA=C'A = AABC = AA'B'C’

Caso 4: Lado, Angulo, Angulo oposto (LAA,)
Se dois angulos de um triangulo e o lado oposto a um desses angulos forem, respectivamente,
iguais a dois angulos de outro tridngulo e ao lado oposto ao dngulo correspondente nesse outro

triangulo, entdo os dois triangulos sdo congruentes.

A!
A

O »
y . A

C B c’

Figura 1.6: Caso LAA,

Fonte: Elaboracao prépria.

AB=AB, /A=/A, /C=/C = AABC=AABC
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Teorema 1.7: Teorema do angulo externo de um triangulo

Em todo triangulo, a medida de um angulo externo é igual a soma das medidas dos dois angulos

internos nao adjacentes a ele.

Fonte: Elaboracdo prépria.

e =B+y
e =a+y
es=a+f

Teorema 1.8: Propriedade do angulo inscrito

Um angulo inscrito em um circulo é um angulo cujo vértice € um ponto do circulo e cujos lados

sdo duas cordas desse circulo.

Fonte: Elaboragdo prépria.

Se AB e AC sao cordas de um circulo de centro O, entdao a medida do angulo inscrito ZBAC é

igual a metade da medida do angulo central ZBOC correspondente.

& UFU-FAMAT-PROFMAT
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Teorema 1.9: Quadrilatero inscritivel

Um quadrildtero convexo ABCD, de lados AB, BC, CD e DA, é inscritivel se, e somente se, uma

das condicdes a seguir for satisfeita:
1. DAB+DCB = 180°.

2. ABC +ADC = 180°.

0

A\—/B

Fonte: Elaboracao prépria.

1.2.1 Construcoées com régua e compasso

Nesta secdo serd apresentado um conjunto de regras que estabelecem as construcées com régua
e compasso em Geometria Euclidiana e alguns exemplos elementares de construcdes que serao uti-
lizadas no capitulo seguinte. Nao sera apresentada toda a teoria relacionada a estas construgdes por

nao ser o tema principal aqui abordado, para mais detalhes consultar por exemplo [10].

Antes de apresentarmos alguns exemplos de problemas envolvendo construcées com régua e com-
passo, é necessario estabelecer como proceder em sua construcao, isto é, o que é permitido utilizar

bem como o que ndo é permitido.

Definicdo 1.1: Regras para construcao com régua e compasso

Construcoes geométricas com régua e compasso devem ser realizadas com uma régua nao
graduada (sem marcacdes de medidas) e um compasso simples. Sao permitidos apenas as

seguintes construcodes (elementares):

1. Tracar uma reta conhecendo dois de seus pontos.
2. Tracar um circulo, conhecendo o seu centro e um ponto do circulo.

3. Determinar as intersecdes de retas ou circulos ja construidos com retas ou circulos ja

construidos.
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Observacao 1.1: Nao permitido em construcoes com régua e compasso

Importante destacar algumas construcdes que nao sao permitidas:

1. Tracar um circulo de raio ou centro “arbitrario”.

2. Usar uma graduacdo previamente preparada da régua ou do compasso.

3. Tomar sobre uma reta um ponto “arbitrario”.

4. Deslizar a régua até uma certa posicao.

A sequir serdo apresentados alguns exemplos de construcdes basicas a serem utilizados no pré-

ximo capitulo.

Exemplo 1.1: Perpendicular |

Problema I: Dada uma reta r e um ponto P nao pertencente a r, tragar, por P, uma reta
perpendicularar.

Solucao: Siga os passos seguintes:

1. Trace um circulo com centro em P e qualquer raio, cortando a reta r nos pontos A e B.

2. Trace circulos de mesmo raio, com centros em A e B, obtendo Q como um dos pontos de

intersecao.

3. Areta que passa por P e Q é perpendicular a reta r.

Q

>

Reta perpendicular a r passando por P.

Fonte: [10]
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Justificativa: Os triangulos APQ e BPQ sao congruentes, pois AP = BP e AQ = BQ. Assim,
/APQ = /BPQ, ou seja, a reta PQ é a bissetriz do angulo ZAPB. Como APB é um tridngulo

isésceles, segue que essa bissetriz é também uma altura.

Exemplo 1.2: Perpendicular 1l

Problema II: Dada uma reta r e um ponto P € r, tracar por P uma reta perpendicularar.

Solucao: Siga os passos seguintes:

1. Trace um circulo com centro em P e qualquer raio, cortando a reta r nos pontos A e B.

2. Trace circulos de mesmo raio, com centros em A e B, obtendo Q, um dos pontos de
intersecao.

3. Areta que passa por P e Q é perpendicular a reta r.

Reta perpendicular a r passando por P € r.

Fonte: [10]

Justificativa: Inicialmente, traga-se um circulo de centro em P, o qual intercepta a reta r em

dois pontos distintos, A e B. Por construcao, tem-se que

PA= PB,

de onde se conclui que P é o ponto médio do segmento AB.
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Em seguida, tracam-se dois circulos de mesmo raio, com centros em A e B, respectivamente,

0S quais se intersectam em um ponto Q. Dessa construcdo, segue que

QA=QB,

isto é, o ponto Q é equidistante das extremidades do segmento AB.

Assim, tanto o ponto P quanto o ponto Q sao equidistantes de A e B, o que implica que am-
bos pertencem a mediatriz do segmento AB. Conseqguentemente, a reta PQ coincide com a
mediatriz de AB.

Como a mediatriz de um segmento é perpendicular a reta que contém esse segmento e passa

pelo seu ponto médio, e considerando que AB C r, conclui-se que

PQLr.

Recorde que a mediatriz de um segmento AB é a reta perpendicular a AB que contém o seu ponto

médio.

Exemplo 1.3: Mediatriz

Problema Ill:Construir a mediatriz de um segmento AB.

Solucao: Siga os passos seguintes:

1. Construa dois circulos de mesmo raio, com centros em A e B, determinando dois pontos

de intersecao, P e Q.

2. Areta que contém PQ é a mediatriz do segmento AB.

Mediatriz de AB.

Fonte: [10]
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Justificativa: Observe que os triangulos APQ e BPQ sao congruentes. Em particular, ZAPQ =
/BPQ. Assim, a reta PQ é a bissetriz do angulo ZAPB. Como APB é um triangulo isésceles,

segue que PQ é perpendicular a AB.

Exemplo 1.4: Construcao de um triangulo equilatero

Problema IV: Dado um segmento AB, construir um triangulo equildtero cujos lados possuem
medidas iguais a de AB.

Solucao: Siga os passos seguintes:

1. Construa dois circulos de mesmo raio AB com centros em A e B, determinando dois pontos

de intersecao, C e D.
2. Trace os segmentos AC e BC, formando um tridangulo equilatero AABC.

3. Trace os segmentos AD e BD, formando outro triangulo equilatero AABD.

[
- X 5
L.

/ £ KN N

b _,'( 'r.r' NN h,
."'l In'"-: .".. .\'\ \'\. -\\
|I III_.r';. l\'\\-ll II|
| Al /B |
\ \\ / f

™, N / /

. S\l P

Fonte: Elaboracao prépria.

Justificativa: Basta observar que, por serem raios das circunferéncias, entdo os segmentos
AB, AC, AD, BC e BD possuem todos a mesma medida, logo, AABC e AABD sé&o triangulos

equilateros.

1.3 Conceitos e resultados em Calculo e Analise Real

Como este trabalho propde, justificar alguns fatos em Geometria Euclidiana Plana fazendo uso
de resultados de Célculo Diferencial, nesta secdo serdo relembrados alguns conceitos e teoremas

nesse contexto. Para tanto, serdo considerados conhecidos os conceitos de funcao continua, funcéo
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derivavel e algumas propriedades basicas, as quais podem ser encontradas por exemplo em [6] ou

[13].

Recordemos o conceito de ponto critico, maximo e minimo local para funcdes derivaveis.

Definicao 1.2: Pontos Criticos e Extremos Locais

Seja f uma funcao definida em um intervalo I C R.

1. Dizemos que um ponto x, € I é um ponto critico de f se

f'(xp)=0.

Além disso, se f nao for derivadvel em x,, mas for continua nesse ponto, entdo x, também

é considerado um ponto critico.

2. Um ponto x, € I é um ponto de maximo local de f se existir um intervalo abertoJ C I,
com x, €J, tal que

f(xg)=f(x), paratodoxelJ.

3. Um ponto x, € I é um ponto de minimo local de f se existir um intervalo abertoJ C I,
com x, €J, tal que

f(xg) £ f(x), paratodoxelJ.

4. Chamamos de extremos locais de f os pontos de méximo local e os pontos de minimo

local.

—| Teorema 1.10: Teste da Primeira Derivada |

Suponha que ¢ seja um ponto critico de uma funcao f : I — R derivadvel em um intervalo aberto
I.

i) Se o sinal de f’ mudar de positivo para negativo em ¢, entdo f tem um maximo local em c.
ii) Se o sinal de f’ mudar de negativo para positivo em c, entdo f tem um minimo local em c.
iii) Se f’ é positiva a esquerda e a direita de ¢, ou negativa a esquerda e a direita de ¢, entéo f

nao tem maximo ou minimo locais em c.
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Teorema 1.11: Teste da Segunda Derivada

Suponha que f” : I — R seja continua no intervalo aberto contendo c.
i)Se f'(c)=0e f”(c) >0, entdo f tem um minimo local em c.

ii) Se f'(c)=0e f”(c) <0, entdo f tem um maximo local em c.
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CAPITULO 2

Area maxima de um tridngulo circunscrito

a um triangulo qualquer

Neste capitulo, sera trabalhado um interessante resultado em geometria euclidiana plana que re-
laciona dois tridngulos, um inscrito no outro, sendo o segundo equilatero e de drea méxima, fazendo
uso de resultados sobre méximos e minimos provenientes do Calculo Diferencial. A principal referén-
cia utilizada é o artigo de Dong Zhao Ho [3], no qual se determina o triangulo equiladtero de maior

area que circunscreve um triangulo qualquer, bem como sua construcao por régua e compasso.

Para detalhar um pouco melhor, é necessario introduzir uma familia de triangulos com a proprie-
dade desejada. Dados dois tridangulos AABC e ADEF, se cada lado de ADEF contém um vértice de
AABC, entdo chamamos ADEF de um triangulo circunscrito a AABC. Dado um tridngulo AABC, seja
® , 45c O conjunto de todos os triangulos equildteros circunscritos a AABC. Veremos, adiante, que é
possivel verificar que ® 45, Nao € vazio. A seguir, determinaremos o elemento de ® 5. que possui
a maior area e mostraremos que esse membro maximal pode ser construido com régua e compasso

a partir de AABC.

2.1 Tridngulo equilatero circunscrito de maior area

Dado um triangulo AABC, sejam a e b os comprimentos dos lados BC e AC, respectivamente, e
seja 6 a medida do angulo ZACB. Seja ADEF um triangulo qualquer pertencente a ® x4, conforme

ilustrado na Figura 2.1.
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E A F

Figura 2.1: Representacdo geométrica do triangulo AABC e de um triangulo ADEF circunscrito a ele.

Fonte: Elaboracao prépria.

Definimos t = ZDCB e, portanto, t + 86 = ZDCA. Observa-se, a partir da Figura 2.1, que

t = n—(/CDB+ /CBD) =1 — (g + ZCBD) - 2?” — /CBD,

e, como t + 0 é o angulo externo ao angulo ZECA, temos

t+6=/DCA=/CEA+ /CAE = g + /CAE.

Portanto, as condicbes que t deve satisfazer sao
2T
0<t< —,
3

T
§<t+9STC.

Adicionalmente, para todo t que satisfaz as condigdes acima, existe um triangulo ADEF € ® p 43¢,
tal que t = ZDCB.
Pelo Teorema 1.5 (Lei dos Senos), deduz-se que:

a 27 b T
DE = Tsen | ——t|+ sen(t+9——),
3 T 3
Seng SeIlg
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ou, equivalentemente,
T 27 T
sen(—).DE=asen(——t)+bsen(t+9——). (2.1)
3 3 3

Seja f(t) o termo do lado direito da expressao anterior. Assim, f é uma funcao real da variavel t.

Nosso objetivo é determinar o valor maximo de f(t) onde
21 T
f(t)=asen ?—t +bsen(t+9—§). (2.2)

Com o intuito de simplificar a andlise de f, introduzimos a substituicdo

27 T
X=——t e a=—+0.
3 3

—(r 2n — T
a—x (_+9)_(__t) t+9__

Dessa forma, a funcdo f(t) pode ser reescrita, em termos da nova variavel x, como

g(x)=asen(x)+ bsen(a—x) (2.3)

a qual sera estudada a seguir para a determinacao de seu valor maximo.

| Lema 2.1: |

J

b
Sejama, b e a constantescom0<b<aeO< a <. Se cos(a) < —, entdo a funcéo
a
g(x)=asen(x)+ bsen(a—x), xe€[0,a]

atinge seu valor maximo

g(xy) = \/a2 + b2 —2abcos (a)

em um Unico ponto x, € [0, a] satisfazendo a equagdo

g'(xy) = acos (x,)— bcos (a—x,) =0,
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nas seguintes situacoes:
. T
(i) Sea =, entao x5 = b%
T
(ii) Se x, # 5 entdo x, € (0,%) N [2, a].

b
(iii) x, = a, se, e somente se, cos (a) = —
a

Demonstracao:

Item (i). Assumindo a = 7, a funcdo g(x) = asen(x) + bsen(a — x) assume a forma

g(x)=asen(x)+ bsen(m— x)
=asen(x) + bsen(x)

= (a+ b)sen(x).

T
Como a + b > 0, entéo, no intervalo [0, ], sabemos que x, = 3 € o Unico ponto critico de g o qual,
em particular, € ponto de méaximo de g. Nesse caso, note que g’'(x) = (a + b)cos (x) = 0 implica em

n .. , T T
x= e, consequentemente, o valor de maximo é g (5) =(a+ b)sen(i) =a+b.

Item (ii). Agora assumimos a # 7, ou seja, a funcdo g(x) = asen(x) + bsen(a — x) tem como
dominio o intervalo [0, a], com 0 < a < 7. Um nimero real x, € [0, a] é ponto critico de g quando
satisfaz

g'(xo) = acos (x,)— bcos (a—x,) = 0.

Afirmacao 1. Se g possuir um ponto critico no intervalo [0, a], entéo ele é Unico.

Para justificar esta afirmac&o, basta mostrar que a funcdo g’ é injetora no intervalo [0, a], pois,
nesse caso, g’'(x,) = 0 ocorrerd para um Unico x,. De fato, mais que isso, mostraremos que g’ é

estritamente decrescente em [0, a]. Note que

g"(x) =—asen(x)— bsen(a —x)
=—[asen(x)+ bsen(a—x)]

=—g(x)
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Como para todo x € [0,a], 0 < a < 7, tem-se sen(x) > 0 e sen(a — x) = 0, com ambas nao sdo
simultaneamente nulas, entdo g(x) = asen(x) + bsen(a — x) > 0. Nesse caso, g’(x) = —g(x) <0
para todo x € [0, a]. Logo, neste intervalo, g’(x) é estritamente decrescente e, consequentemente,
injetora. Por ser continua e estritamente decrescente, g’ admite no maximo uma raiz, garantindo que

X, Seja o Unico ponto critico neste intervalo.

Agora, vamos mostrar a existéncia desse ponto critico x, € [0,a], com 0 < a < 7. Para isso,

reescrevemos a funcéo g’(x) em termos da fungdo seno, ou seja,

g'(x)=acos(x)—bcos(a—x) = asen(g —x) — bsen(g +x— a) == (2.4)

g'(xg) = acos (xq)—bcos (a—x,) = asen(g —xo) —b sen(g +x,— a) (2.5)

Estudaremos a funcdo g’, expressa na forma acima, com auxilio do triangulo AA'B'C’ expresso
na Figura 2.2 em que, C' = a, A =y e B’ = w. Paraisso, trace a altura relativa ao vértice C’ que
encontra o lado A'B’ no ponto D’. Para garantir que esta altura é interna ao tridngulo, basta mostrar

quey < 3.

Bl

Figura 2.2: AA'B’C’ auxiliar com altura relativa ao vértice C’, utilizada na andlise de g’

Fonte: Elaboracgdo prépria.

Afirmacao 2. O angulo y < 7.

De fato, suponha por absurdo que y > g conforme ilustrado na Figura 2.3.
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Figura 2.3: Representagdo da altura relativa a C' sendo y obtuso

Fonte: Elaboracao prépria.

e A
Considere o ponto P’ na semirreta C’A’ tal que o angulo C’P’B’ seja reto. Assim, no tridngulo

retdngulo AC’P’'B’, cos (a) = ch > 3 ja que C’P’ > b. Nesse caso, cos (a) > g contraria a hipétese,

. T
ou seja, de fato tem-se y < 7.

Como a = b, entdo seus respectivos lados opostos mantém a ordem das medidas v > w. Pela
Afirmacgao 2, w <y < g Em particular, isso implicaem 0 < w < g j& que no maximo um angulo do
tridngulo é reto. Assim nesse caso, a altura C’D’ forma um tridngulo retangulo AC’D’B’, como visto

na Figura 2.2.

Afirmacao 3. x, = 5 — w é ponto critico de g no intervalo [0,a], com 0 < a < 7.

Relembre agora que:

g(x)=asen(x)+ bsen(a—x), xe[0,a]

g(x,) = asen(x,)+ bsen(a— x;).

'n/

Observe que, denotando-se x, = 5—w, entdo sen(x,) =

,ouseja, D'B’ = asen(x,). Do mesmo
A'D’

b

modo, o tridngulo AC’D’A’ é retadngulo com AC'D =a — Xy, de onde obtém-se sen(a — x,) =
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ou seja, A’D’ = bsen(a — x,). Desse modo,

T T
AB'=A'D'+D'B' = asen(i —x) + bsen(a—a + co)
= asen(x,) + bsen(a—x,)

= g(xo)

Sendo esta Ultima expressdo exatamente a mesma que g(x,), isso nos permite intuir geometrica-

mente que o valor maximo g(x,) no intervalo [0, a] é a medida do segmento A'B’ que, em particular,
A : T : . (o

corresponde ao angulo de medida x, = 37 w. Para concluir que de fato este é o valor de maximo,

basta verificar que x, € um ponto critico, ou seja, que g’(% — w) = 0. Para isso, note que

T
CO:__XO
2

=nT—a—w=n—a—|——X,|=—+x,—a.
Y 5 0 5 0
Agora, aplicando a Lei dos Senos nos angulos y e w do triangulo AA'B’C’, obtém-se

a b — a B b
sen(y)  sen(w) sen(s +x,—a) B sen(5 — xq)

s s
@asen(a—xo) = bsen(§+x0—a)

s s
(:}asen(i—xo)—bsen(§+x0—a)=0.

Logo, de acordo com a Equacao (2.5),

g2'(xy) = asen(g —xo) —b sen(g + xo— a) =acos (x,)—bcos (a—x,) =0.

Portanto, x, = 5 — w é ponto critico de g no intervalo [0,a], com 0 < a < 7, o qual, pela
Afirmacdo 1 é tnico. Além disso, na mesma afirmacao, prova-se que g”(x) < 0 para todo x € [0, a],

em particular, g”(x,) <0, o que garante x, é ponto de maximo.

. ~ T N TT a
Afirmacao 4. Se x, # E entao x, € (O, E) N [E, a]
T

s T T
De fato, como visto anteriormente, w <y < —, xg=——wel<w < —,tem-seque, 0 < x, < —
2" 7% 2 2 072

, T
ou seja, X, € (O, E)
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s
Comoy < bY tem-se

T i T
a—xoza—[g—a)]:(a+a))—5:n—y—EZE—yZO,

ou seja, Xy < a.
, - . « T
Em particular, esta Ultima inequacdo fornece que x, = a se, e somente se, y = ey Neste caso,

b
cos (a) = —, o que demonstra o item (iii) do lema.
a

T . , . a
Por outro lado, x, # 5 ew < yimplicamem 2xy =T —2w = T—w—7 = &, OU seja, Xy = 5
a . a ., o LU
Logo, 5 < xy, < a, ou seja, X, € [—,a]. Portanto, como ja mostrado inicialmente que x, € (0, E) e

a T a
agora visto que x, € [5, a] entdo conclui-se que x, € (O, 5) N [5’ a].

Afirmacao 5. Para x,, ponto de méaximo, tem-se g(x,) = v/a? + b2—2abcos (a).

De fato, como x, é ponto critico de g, entdo g’(x,) = acos (x,) — bcos(a — x,) = 0, de onde
obtém-se acos (x,) = bcos(a — x,). Esta Ultima igualdade corresponde a altura C'D’ conforme

representado na Figura 2.2. Nesse caso, o valor maximo é g(x,) =A'B’, que pela lei dos cossenos

g(x,)=AB' = \/a2 + b2 —2abcos (a).

Agora, iremos utilizar as propriedades obtidas no lema anterior feitos para g(t), na funcdo inicial
f(t), por meio de uma mudanca de varidveis. Relembre, pelas equacbes 2.2 e 2.3, que f(t) =

2 2
asen(?ﬂ—t)+bsen(t+9—g) e g(x)=asen(x)+ bsen(a—x) onde x = ?Tc—t ea=g+9.

Proposicao 2.1

27 m b . . 27
Suponha que 0 < b <a, 0< 6 < Y e cos (9+§) < —. Entdo, no dominio 0,? N
a

2
(g—@,n—G], f(t)= asen(?ﬂ-— t) + bsen(t + 60— g) tem o valor méximo igual a:

flty) = \/a2 + b2 —2abcos (9 + g)
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no unico ponto t, dentro do dominio tal que

f/(to) =acos (Z?H — to) —bcos (to + 60— g) =0.

Demonstracao:

Note que

w|

(Z—ﬂ—t)+(t+9—z)=9+n
3 3

atinge o valor méaximo igual a

\/a2 + b2 —2abcos (9 + g)

no Unico zero da seguinte equacao:

acos(z—n—t)—bcos(t+9—ﬁ):0.
3 3

Além disso, tem-se que:

27 U T
ou ——ty=—, quando O+ — =,
3 2 3
T
0+ —
271 3 T
ou ——t,€(0,=]n , 0+ —
3 2 3

Isto é,
(7’[ 277:) (n s 9)
tv€|l = — |N|=—06, ———].
6 3 3 2 2

Assim, t, pertence ao dominio
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Observe que, se

te[O,z—n)ﬂ(E—Q,Tc—G],
3 3

27 [ 9]
——te|0, T+ —|.
3 3

entao

Portanto, o resultado é valido.

Proposicao 2.2

Seja AABC um tridangulo com lados de comprimentos a, b, c, como mostrado na Figura 2.4.

Figura 2.4: Triangulo inscrito ao triangulo equiladtero de maior area

Fonte: Elaboracdo prépria.

Entdo, a drea do maior triangulo equildtero que circunscreve o tridngulo AABC é dada por

V3

- (a® 4+ b%+ 2+ 4v3S 50),

onde S denota a area de AABC.

Demonstracao:

Admita que A> B > C. De acordo com o Teorema 1.4, que trata da ordem entre lados e angulos
de um tridngulo, em todo triangulo, ao maior lado se opde o maior angulo, e ao menor lado se opde

o menor angulo. Assim, tem-se

Q
v
S
v
o
)
o)
IA
o>
A\
DA
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) A T . A A B ) A
Com efeito, se fosse B > E entdao, como A > B, teriamos necessariamente A > —. Nesse caso, a

N

soma dos angulos internos do triangulo seria maior que 7, o que é impossivel, uma vez que a soma

dos angulos internos de qualquer triangulo é exatamente 7.

. . AT c A T b
Afirmacao. cos (B + —) < —oucos (C =+ —) < -
3 a 3 a

Pelo Teorema 1.4, que também estabelece a condicdo de existéncia de um tridngulo, trés segmen-

tos de comprimentos a, b e ¢ formam um triangulo se, e somente se, satisfazem:

a<b+c, b<a+c, c<a+b.

Dividindo-se a primeira desigualdade por a > 0, obtemos:

b ¢
1<—+4+-.
a a

Suponha, por absurdo, que

AT c AT
cos(B+§)>— e cos(C+§)>—.

Somando as duas desigualdades, segue que

A T A T b+c
cos(B+—)+cos(C+—)> > 1.
3 3 a

Entretanto, como B’, C>0eB+C < m, tem-se:

. T T A T T
B+—->—- e C+=->—
3 3 3 3
AT T N . .
Logo, B+—, C+ § S (—, ) Como a funcgdo cos x é estritamente decrescente em [0, 7t], resulta
que
AT T AT T 1
cos (B + —) < cos (—) e cos (C + —) < cos (—) = —
3 3 2
Portanto,

A TT A TT
cos (B+—)+cos (C+—)<1,
3 3
0 que contradiz a desigualdade anterior.

Assim, a suposicao inicial é falsa. E, portanto, concluimos que a Afirmacao é verdadeira.
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A T b n
Agora, sem perda de generalidade, supondo que cos (C + §) < — e considerando 6 = C tem-se
a

que as condicdes da Proposicao 2.1 sao satisfeitas.

Por outro lado, sabe-se que a area de um triangulo equilatero qualquer ADEF é dado pela seguinte

expressao:

12/3
SApEr = T (2.6)

Ainda, de acordo com a Equacao 2.1, temos que o valor maximo de:

f(t):asen(zg—t)+bsen(t+9—§),

27 T L
para o ponto t, € 0,? ﬂ(g—e,n—e],elguala

fty) = \/a2+b2—2abcos (9+§). (2.7)

f(to)

n(’)

T
Como f(t,) = DE sen(g) e DE = , onde DE corresponde ao lado do ADEF, substituindo

em 2.6, obtemos:

f(tog /3
s _Iv3_(DEYV3 _ Se“(E)
ADEF — 4 - 4 - 4

\/a2 + b2 —2abcos (9 + g)

(%)
2
4
(a2 + b%—2abcos (9 + g))

V3
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a® + b>—2abcos (9 + E)

a®+b?+a®+ b* —2abcos (0) + 4S aupc |

3
?[a2+b2—2ab(cos(9)cos( ) —sen(6)sen(3))]
?[a2+b2—2ab(cos(9)2 sen(6) %) |
= ? [a®+ b*—abcos (6) + v3absen(6)]
:g[z(az;bz)_zabcgs (9)+2ab‘/7§sen(9)]
_ \/g[z(az_;bz)_Zabcos (9)+2@SMC]
[
[

a®+b?+c*+4v3Spupc |

2.2 Construcao do tridangulo equilatero circunscrito

Tendo determinado a area do maior tridngulo equildtero inscrito externamente ADEF de AABC,
¢é natural perguntar se ADEF pode ser construido a partir de AABC com régua e compasso. Nesta

secao, demonstramos que isso é possivel.

Primeiro, construimos ADEF mostrado na Figura 2.5 pelos seguintes passos e, em seguida, prova-

mos que ele é o maior membro de ® p¢.

=

. Construa os tridangulos equilateros ABC, AB’C e ABC’ externos a AABC, como mostrado abaixo.
2. Trace os segmentos AA’, BB’ e CC’.

3. Trace a reta passando por A e perpendicular a AA’. Da mesma forma, trace a reta passando por

B e perpendicular a BB’, e trace a reta passando por C e perpendiculara CC’.

4. Seja D, E,F os trés pontos de intersecdo das trés retas acima.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 31



Area maxima de um tridngulo circunscrito a um tridangulo qualquerConstrucao do triangulo equilatero circun

Proposicao 2.3

O tridngulo DEF construido abaixo é um triangulo equilatero com

V3

SADEF - ? (az + bZ + CZ +4'\/§SAABC).

Figura 2.5: Construgao inicial.

Fonte: Elaboracdo prépria.

Portanto, o tridngulo ADEF é o membro de ®,;- com maior area.

Demonstracao: A demonstracdo serd conduzida em duas etapas: na primeira, demonstra-se que o

ADEF é equiladtero; na segunda, procede-se a determinacéo de sua area.
Etapa(l). Demonstrar que o ADEF é equilatero.

Pelo caso de congruéncia LAL (lado-dngulo-lado) (Teorema 1.6), tem-se que os triangulos AB’AB

e ACAC’ s&o congruentes, pois:

AB'=AC, AB=AC' e /BAB'=/CAC),
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uma vez que:

/BAB' = /BAC +60° e ZCAC’' = ZCAB+ 60°.
Assim, conclui-se que BB’ = CC’.

De modo anélogo, pelo caso de congruéncia LAL, os triangulos AABA’ e ACBC’ sdo congruentes,

pois:
AB=BC, AB=BC' e /ABA =/CBC/,
sendo:
/ABA' = /ABC +60° e /CBC'=/CBA+60°.
Logo, AA' = CC'.

Por fim, aplicando o caso de congruéncia LLL (Lado-Lado-Lado), verifica-se que os triangulos

AACA’ e ABCB’ também sdo congruentes, pois:

CB'=CA, CB=CA e BB =AA.

Dessa forma, AACA’ = ABCB'.

Das congruéncias estabelecidas, obtemos:

AA' =BB' =CC'.

Além disso, das correspondéncias angulares entre os triangulos congruentes, segue que:

a=/CAA= /CBB,
B =/CB'B=/CAA,
y=/BC'C = /BAA,
n = /AC'C = /ABB’,
6 = /ACC' = /AB'B,

e =/BCC’ = /BA'A.

Seja O o ponto de intersecéo entre BB’ e CC’. Conforme ilustrado na Figura 2.6, observa-se que

os quadrildteros AOBC’ e AOCB’ séo quadrilteros inscritiveis.
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A

Q
I
[
\
|

-

a

m
-

\

|
|
\ \
|
I

| %
|

Figura 2.6: Congruéncias dos triangulos

Fonte: Elaboracdo prépria.
De fato, tem-se

/AOB = 7 —(LOAB + ZOBA) = 2—”,

e, por construcao,

/AC'B="L.
3
Logo,

/AOB + /AC'B =T,

0 que demonstra que os angulos opostos ZAOB e ZAC’B sdo suplementares, e, portanto, de acordo

com o Teorema 1.9, o quadrildtero AOBC’ é inscritivel. De modo andlogo, usando

2
/AOC = 11— (LOCA+ ZOAC) = ?ﬂ'

e que, por construcao,

2aB'C ="
3
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obtém-se

/AOC + /AB'C =,

0 que garante que o quadrildtero AOCB’ também é inscritivel. Observa-se ainda que, por construcéo,

o ponto O é comum a ambos os quadriladteros AOBC’ e AOCB'.

Além disso, o quadrilatero A’COB também é inscritivel, pois

2
/BOC = 11— (/OCB + /ABC) = ?ﬂ
e, por construcao,

/CcAB=".
3

Portanto,

/BOC + LCAB =T,

0 que confirma que os vértices A’, C, O e B pertencem a uma mesma circunferéncia, garantindo a

inscritibilidade do quadriladtero A’'COB.

Conclui-se, portanto, que existe uma circunferéncia circunscrita ao quadrildtero AOCB’ que passa
pelo ponto O, o qual é também o ponto de intersecao comum as circunferéncias circunscritas aos

quadrilateros ABOC e AOBC’, conforme ilustrado na Figura 2.7.

Figura 2.7: Circulos circunscritiveis

Fonte: Elaboracao prépria.
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Pode-se afirmar que os angulos ZCOB’, ZAOB’ e ZCOA’ sdo congruentes, respectivamente, aos
angulos ZCAB’, ZACB’ e ZCBA' pois, de acordo com a propriedade dos &ngulos inscritos (Teorema
1.8), angulos inscritos que subtendem o mesmo arco possuem medidas iguais. Assim, conforme
ilustrado na Figura 2.8, tem-se que:

/COB' = /CAB',

pois ambos sdo angulos inscritos correspondentes ao arco CB’;
/AOB’ = /ACB/,
ja que sdo angulos inscritos correspondentes ao arco AB’; e, por fim,

/COA' = /CBA,

—

uma vez que ambos s&o angulos inscritos correspondentes ao arco CA'.

Portanto, as igualdades acima decorrem diretamente da propriedade dos angulos inscritos na cir-

cunferéncia.

Figura 2.8: Angulos inscritos

Fonte: Elaboracdo prépria.

Assim , conclui-se que os pontos A, O e A estdo alinhados j& que, a unido dos angulos ZAOB,

/B’OC e ZCOA’ forma o angulo ZAOA’ cuja medida é . Consequentemente, o ponto O pertence
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simultaneamente aos segmentos AA’, BB’ e CC’. Assim, demonstra-se que as retas AA’, BB’ e CC’

sao concorrentes no ponto O ou seja:
{0} =AA'NBB'NncCC’.
27 .
Uma vez que, ZAOC = ?AE 1 AO e CE L CO, entado

2 5
LAEC:27t—(ZECO+LEAO+LAOC):27r—(g+E+—n):271 T

2 3

27
Analogamente, se ZAOB = ?AF 1 AO e BF 1 BO, entdo

T T 27‘[)_7‘[
=3

ZAFB:271—(LOAF+LOBF+LAOB)=27T—(E+§+?

2
E por fim, se ZCOB = ?TC BD 1 BOeCD 1 CO, entdo

T T 27t)_7r
3"

/CDB = 21— (£OCD + ZOBD + Z/COB) = 27 — (5 ot

T
Portanto, ZAEC = /AFB = ZCDB = 3 0 que mostra que ADEF é equilatero conforme ilustrado
na Figura 2.9.

Figura 2.9: AEDF Equilatero

Fonte: Elaboragdo prépria.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 37



Area maxima de um tridngulo circunscrito a um tridangulo qualquerConstrucao do triangulo equilatero circun

Etapa (2). Determinar, a area do triangulo ADEF.

Sejam t = /ZBCD e 6 = ZACB, conforme indicado na Figura 2.1. De acordo com a Equacédo 2.1,

s 27 U
sen(—) DE:asen(——t)+bsen(t+9——),
3 3 3

tem-se:

ondea=BCeb=AC.

Seja CG a altura do triangulo BCB' relativa a base BB’. Como as retas DB e CG s&o perpendicula-

res a BB’, conclui-se que CG || DB, o que implica

2
ADCGzn—LBDCzn—gz—TC.

Assim, obtém-se
2T
/BCG=/DCG—4ZDCB = N t,
2
LB’CG=E—AGCAzE—[—n—(t+9)]=t+9—z.
3 3 3 3

Dessa forma,

BB'=BG+GB’

=BC sen/BCG +B'C sen /B'CG

=asen(2—ﬂ—t)+bsen(t+9—ﬁ)
3 3
T
= DE sen(—).
3

Pela Lei dos Cossenos, segue que:

(BB')* = (BC)*+(B'C)*—2(BC)(B'C)cos /BCB’

= a’®+ b>—2abcos (9+§). (2.8)

Logo,

BB’ = \/a2 + b2 —2abcos (9 + g)
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Fonte: Elaboracao prépria.

Como DE = #J(B;), pela Proposicédo 2.2 conclui-se que a area do triangulo ADEF é dada por
3

3

em que ¢ = AB e S 5¢ representa a area do triangulo AABC.

Portanto, ADEF é, de fato, o maior elemento do conjunto ®,5..
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CAPITULO 3

Proposta de sequéncia didatica

Neste capitulo, serd apresentada uma sequéncia didatica que pode ser utilizada no Ensino Funda-

mental e Médio, baseada nos principais resultados obtidos neste trabalho.

Sequéncia didatica

1. Titulo da atividade: Apresentacao de triangulo de drea maxima circunscrito a um triangulo

qualquer.
2. Publico-alvo: Alunos do Ensino Fundamental e Médio.
3. Carga horaria: 12 horas-aula, cada uma com duracao de 50 minutos.

4. Objetivo: Apresentar aos discentes conteldos de geometria plana e trigonometria por meio de

aulas tedricas e de atividades praticas incluindo projetos de construcdo de maquetes.

5. Conteudos a serem trabalhados:

* Classificacao de triangulos guanto ao nimero de lados.
e Construcao geométrica de triangulo equilatero.

* Construcao geométrica de reta perpendicular a um segmento passando por um ponto

dado.
¢ Construcao geométrica de mediatriz.
e Construcao geométrica da altura de um triangulo.

* Conceito de triangulo inscrito e circunscrito a um poligono dado.
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¢ Leis dos Senos e Cossenos.

e Cdélculo da area de um triangulo a partir das medidas dos lados.

6. Materiais necessarios:

* Folha de isopor;

* Régua, compasso, transferidor e esquadro (opcional).

* Cola para isopor, pistola de cola quente (opcional), Tesoura, Pincel, Tinta guache ou acri-
lica;

* Folha de papel sulfite A4.

7. Detalhamento de cada aula, organizacao e desenvolvimento

(a) Proposta de organizacao das aulas:

e Etapa 1: Explicar a parte tedrica do conteldo a ser trabalhado.
» Etapa 2:Elaborar e aplicar exercicios para a fixacao do conteldo trabalhado;
e Etapa 3:Dividir a turma em grupos de 4 ou 5 alunos.
e Etapa 4:Atividade pratica de avaliacdo.
(b) Proposta de desenvolvimento de acordo com cada ano do ensino do ensino fun-
damental.
O material proposto pode ser aplicado em todas as séries do Ensino Fundamental, sendo

gue cada uma delas possui objetivos especificos e progressivos da seguinte maneira:

(i) 62 ano: Introduzir os alunos ao universo das construcées geométricas com régua e
compasso, despertando curiosidade, motivagao e familiaridade com os instrumentos
de desenho.

Nesta etapa, trabalhamos apenas ideias visuais, formas bdasicas e conceitos introdu-
térios, sem trigonometria ou demonstracdes formais.

Conteudos propostos:
* |dentificacao de tridngulos e suas classificacdes (equilatero, isésceles, escaleno);
* Nocdo intuitiva de construcao geométrica;
* Nocdo de triangulo dentro de outro;

* Introducao ao conceito de comprimento de lados e semelhanca de formas (de

maneira visual);
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e Conceito visual de area de triangulos simples;
Abordagem: Explorar atividades de desenho, construcao de triangulos equilateros e
interpretacao de figuras.

(if) 72 ano: Desenvolver construcdes geométricas de maneira criativa, estimulando a au-
tonomia, o pensamento légico e a compreensao das etapas envolvidas nos processos
de construcao.

Com mais maturidade geométrica, é possivel introduzir construcdes completas vistas
no decorrer desse trabalho.

Conteudos propostos:

¢ Construcao de triangulos equildteros usando compasso;

* Tracado de retas perpendiculares por um ponto exterior a reta;

* Nocao de pontos de encontro de retas;.

¢ Compreensdao do conceito de triangulo circunscrito;

* Desenvolvimento da criatividade geométrica, construindo triangulos a partir de

instrucdes passo a passo.

Abordagem:Explorar atividades de desenho, construcdo de triangulos equildteros e
interpretacao de figuras.

(iii) 82 ano: Aprofundar o estudo dos pontos notdveis de um triangulo no contexto das
construcdes geométricas, além de explorar o conceito de dreas maximas dentro do
estudo das medidas de superficie.

Aqui os alunos ja estudam é&rea de poligonos, ponto notdveis e relacdes geométricas
mais ricas.
Conteudos propostos:
e Conceito de areas maximas;
¢ Aplicacao de férmulas de érea de triangulo.
¢ Uso de triangulos equilateros como casos especiais.
* Aplicacao pratica exemplificando a teoria estudada em relacdo a congruéncia de
triangulos;
* Pontos notdveis e propriedades como: simetria, retas perpendiculares, constru-
¢Oes externas ao triangulo.
Abordagem: Explorar o resultado da drea maxima do triangulo equildtero construido,

sem trigonometria, usando valores numéricos.
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(iv) 92 ano: Os alunos ja estao familiarizados com conceitos fundamentais de funcdes e
tém contato inicial com a trigonometria. Com base nisso, o estudo do triangulo equi-
ldtero de drea mdéxima circunscrito a um triangulo dado pode ser aproveitado para
aprofundar a compreensao sobre: funcdes reais (comportamento, crescimento, de-
crescimento), maximos e minimos, relacdes trigonométricas e aplicacdes geométricas
das funcdes.

Conteudos propostos:
* Funcodes e reforco do estudo de seu comportamento (crescimento/decrescimento).
* Maximos e minimos — Apresentando como exemplo a funcao desenvolvida em

sala de aula

f(t)=asen (zg—t)+bsen (t+9—g),

devendo a mesma ser apresentada mais simplificadamente ou seja,
f(t)=asen(120°—t)+ bsen (t + 6 —60°),

* Introducao e aplicacao pratica ao uso da Lei dos Senos e Cossenos;

* Trabalhar os Conceitos e aplicacOes de seno e cosseno de um angulo bem como a

andlise geométrica de angulos.
* Interpretacao de demonstracao matematica (nivel introdutoério).
¢ Construcao final do maior triangulo equilatero conforme desenvolvido no trabalho;

Abordagem: Analisar como a funcéo f(t) atinge valor maximo e estudar o compri-
mento maximo que o triangulo podera ter e assim calcular a drea maxima procurada

conforme desenvolvida neste trabalho.

8. Avaliacao

Propde-se avaliar a atividade por meio de projetos, em que os discentes executem célculos
tedricos e elaborem maquetes em grupos. Além disso, cada grupo devera produzir um relatério

apresentando suas reflexdes sobre a atividade.
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CENTRO EDUCACIONAL BATISTA BETEL
ATIVIDADE AVALIATIVA ETE
IV Bimestre St

Professor: Eliezer Gongalves Silva Valor: 6,0 pts. Turno: Manhi Data: Ao 2025

Aluno (a):

Almne (3): Turma: 8° ano

Aluno (a):

Alme (3): Nota:

;Ssmm ——— mspmwﬁ .................................................

Grupo 1: O Desafio da Joia de Esmeralda

O re1 Aethelred, famoso por sua asticia e amor por emg-
mas, herdon um dos tesouros mais valiosos de seu reino: a Es-
meralda da Fortuna, uma pedra gigantesca pela qual, lem-
brava um infngulo 1sosceles de lados 24 cm, 18 cme 30 cm. No
entanto, sua beleza nio estava apenas em sua forma, mas tam-

! 30 cm - I bém na lenda que a cercava: a pedra s6 revelaria seu verdadeiro
poder — uma fonte de sabedoria e conhecimento ilimitados — se fosse colocada em uma moldura de ouro
que a abracasse perfeitamente.

Na tentativa de alcancar tal poder o re1 convocou os trés matores ounives de seu remno. Conceden a
cada um deles um tningulo de ouro, com um formato e dimensdes idénticos, e impds um desafio: deveriam
esculpir o maior tnidngulo equilitero possivel dentro do tndngulo de ouro recebido. No entanto, nfio seria um
tnidngulo qualquer. Esse novo tnangulo devena circunscrever a moldura original de ouro, de modo que cada
um dos vértices da moldura sobre a pedra coincidisse com um dos lados tridngulo esculpido.

O ounives que esculpisse o tnangulo equilitero com a maior drea possivel seria recompensado com
o titulo de "Mestre Ourives Real" e teria a honra de ser o responsavel por engastar a lendana Esmeralda da
Fortuna. Assim, o desafio consistia em determinar qual sena o tringulo de maior drea e a posicio exata em
que os vértices do tridngulo esculpido deveriam tocar os lados do tnidngulo dado.

Como um dos ourives a sua tarefa sera:
1) Construcio geometrica: (3.0pts.)

* Fazer um desenho de construgio de triiingulo, mostrando passo a passo como encontrar a po-
sigio exata do tningulo equilitero procurado dentro do tridngulo de ouro.

%+ Contetidos desenvolvidos: Conceito de Area, Célculo de drea de poligonos, Retas perpendiculares,
pontos notdveis e construgdes geométrica;

Figura 3.1: Atividade aplicada ao Grupo 1 (imagem 1)

Fonte: Atividade com texto e imagem elaborados pelo autor, com auxilio de IA e do Google [4].
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* Calcule a drea do tridngulo que vocé constrmm.
» TUsando as medidas da pedra (tningulo equilitero dado pelo re1), calcule também a area do tridn-
gulo oferecido pelo re1 para escultura.

2) Maquete: (3.0 pts)

+ Construa uma maguete simples (utihzando 1sopor, cartolina e outros materiais) mostrando como fi-
card o projeto final a ser entregue ao rei.

Apoio Pedagégico

1 — Procedimento para Construcio Geométrica do triingulo procurado.

< Passo 1: Desenhe tridngulos equilateros para fora de cada lado
do tridngulo ABC. Dé os nomes "A, "B’ e 'C' aos novos vértices.

4% Passo2: Ligucospontos AaA’ BaB'eCal"

4 Passo 3: Agora, trace uma reta passando por A que seja per-
pendicular ao segmento AA°. Faca o mesmo com o ponto B,
desenhando uma reta perpendicular a BB', e com o ponto C, per-
pendicular a CC".

< Passo 4: Marque os pontos D, E e F, que so os pontos de en-
contro dessas trés retas.

)? Dica: Lembre-se de usar régua, compasso e esquadros para deixar
sua construcdo geométrica bem organizada.

2 - Calculo da Area do triingulo equilitero procurado.

“* SppEF = %(‘12 +b? + ¢% + 4V3 . Spapc)

“* Spapc=A/P(P —a)(p — b)(p — ¢) onde p =

at+b+c
2

% Contetidos desenvolvidos: Conceito de Area, Cdlculo de drea de poligonos, Retas perpendiculares,
pontos notdveis e construgbes geométrica;

Figura 3.2: Atividade aplicada ao Grupo 1 (imagem 2)

Fonte: Atividade com texto e imagem elaborados pelo autor, com auxilio de IA e do Google [4].
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CENTRO EDUCACIONAL BATISTA BETEL

ATIVIDADE AVALIATIVA
IV Bimestre

: Valor: 6,0 pts. : Turno: Manhi

Assinatura dos pais e/ou responsaveis:

Grupo 2: O Projeto de Urbanismo em Berlim

A cidade de Berlim, conhecida por sua
rica histéna e planejamento urbano
complexo, enfrenta um desafio: revitali-
zar uma area triangular degradada no co-
ragio da cidade. Trés monumentos his-
toricos, o Brandenburg Gate (A), o
Reichstag Building (B) e o Memorial
do Holocausto (C), delimtam essa
area. O govemno local decide transfor-
mar esse espago em um grande parque
triangular, com a condigdo de que a sua
forma seja triangular equilitera per-
feita.

A exigéncia de que o parque seja equilitero ndo €
apenas estética O objettvo é homenagear os ftrés
monumentos, garantindo que cada um deles fique em contato
com um dos lados do parque. Assim, de qualquer ponto do
espago verde, os trés momumentos serfio visivels e
reconhecidos como referéncias.

O problema é que o governo quer criar o maior par-
que possivel dentro dessas condigbes. A equipe de urba-
mismo, hiderada por vocé, deve encontrar as coordenadas exa-
tas dos vértices do triingulo. E preciso determinar o maior

LUtilizar esses dados para calculos

% Contetdos desenvolvidos: Conceito de Area, Cdlculo de drea de poligonos, Retas perpendiculares,
pontos notdveis e construgbes geométrica;

Figura 3.3: Atividade aplicada ao Grupo 2 (imagem 1)
Fonte das imagens: Wikimedia Commons (adaptado pelo autor).

Fonte do texto: Elaborado pelo autor com auxilio de IA e Google [4].
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tninpulo equilitero que possa ser construido, de modo que cada monumento toque um de seus lados.
1) Construcio geométrica: (3.0 pis)

* Fazer um desenho de construcio do triingule, mostrando passo a passo como encontrar a po-
si¢io exata do parque projetado.
» Calcule a drea mixima do parque a ser construido.

2) Maquete: (3.0 pts)

+ Construa uma maquete simples (utilizando 1sopor, cartolina e outros materiais) mostrando como fi-
card o parque apds ser construido.

Apoio Pedagégico

1 — Procedimento para Construcio Geométrica do triingule procurado.

% Passo 1: Desenhe tridingulos equiliteros para fora de cada lado
do tndngulo ABC. Dé os nomes 'A, B’ e 'C' aos novos vértices.

% Passo2: Ligueospontos AaA’ , BaB'eCacC'.

+ Passo 3: Apgora, trace uma reta passando por A que seja per-
pendicular ao segmento AA’. Faca o mesmo com o ponto B,
desenhando uma reta perpendicular a BB', e com o ponto C, per-
pendicular a CC’.

* Passo 4: Marque os pontos D, E e F, que sdo os pontos de en-

contro dessas trés refas.

);'}'3 Dica: Lembre-se de usar régua, compasso e esquadros para deixar
sua construcio geoméltrica bem organizada.

2—Calculo da Area do triingulo equilitero procurado.

" Saper = ?(az +b%+c%+ 4\!’5.55,43(:)

a+b+c

% Spac=A/P(P — a)(p — b)(p — ¢) onde p =—

Figura 3.4: Atividade aplicada ao Grupo 2 (imagem 2)
Fonte das imagens: Wikimedia Commons (adaptado pelo autor).

Fonte do texto: Elaborado pelo autor com auxilio de IA e Google [4].
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CENTRO EDUCACIONAL BATISTA BETEL

ATIVIDADE AVALIATIVA
IV Bimestre

Professor: Eliezer Goncalves Silva Valor: 6,0 pts. Turno: Manha Data: %
Aluno (a):
Aluno (a):
Aluno (a):
Aluno (a):

Turma: 8° ano

Assinatura dos pais e/ou responsaveis:

Grupo 3 O Projeto da Concha Acistica

A cidade de Ouro Preto, em Minas Gerais,

famosa por sua arquitetura barroca e relevo monta-

reens30 @M.y

nhoso, planeja construir uma nova concha acistica
para festivais de musica. O local escolhido para a
construgao é um pequeno vale, onde trés rochas na-
turais servem como pontos de sustentagdo. Essas ro-
chas, R1, R2 e R3, formam um tridngulo no solo de
lados 30 dm, 16 dm e 34 dm
A equipe de arquitetos, visando a melhor propagac@o do som e uma estética moderna, decide que a

concha acistica deve ter a forma de um triangulo equilatero e ser feita de um material especial que reflete
o som. A prefeitura impde uma condig@o: para minimizar o impacto ambiental e preservar a paisagem, a es-
trutura deve ser construida de tal forma que as rochas de sustentacdo (R1, R2 e R3) toquem os lados do tri-
angulo da concha.

A equipe de engenharia actstica também adicionou um requisito crucial: para garantir que o som alcance
toda a plateia e se espalhe de forma ideal, a area da concha acistica deve ser a maior possivel. Vocé foi
contratado para comandar a construgao dessa concha actstica e devera seguir os passos abaixo na execugao

desse trabalho.
1) Construcio geométrica: (3.0 pts.)

e Fazer um desenho de construcao do trianguloe, mostrando passo a passo como encontrar a po-
sicdo exata do tridngulo equildtero procurado dentro da concha a ser construida.

e Calcule a drea maxima da concha que dever4 ser construida sobre as pedras.
<+ Conteldos desenvolvidos: Conceito de Area, Cdlculo de drea de poligonos, Retas perpendiculares,

pontos notdveis e construcbes geométrica;

Figura 3.5: Atividade aplicada ao Grupo 3 (imagem 1)

Fonte: Atividade com texto e imagem elaborados pelo autor, com auxilio de IA e do Google [4].
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2) Maquete: (3.0 pts.)

« Construa uma maquete simples (utilizando isopor, cartolina e outros materiais) mostrando como fi-

cara o projeto final apds a execugdo da obra.

Apoio Pedagogico
- Procedimento para Construciao Geométrica do tridngulo procurado.

- Passo 1: Desenhe tridngulos equildteros para fora de cada lado
do tridangulo ABC. D¢ os nomes 'A, 'B" ¢ 'C’ aos novos vértices.

- Passo 2: LigueospontosAaA’, BaB'eCaC'.

- Passo 3: Agora, trace uma reta passando por A que seja per-
pendicular ao segmento AA’. Faca o mesmo com o ponto B,
desenhando uma reta perpendicular a BB’, e com o ponto C, per-

pendicular a CC'.

- Passo 4: Marque os pontos D, E e F, que sio os pontos de en-

contro dessas trés retas.
57 Dica: Lembre-se de usar régua, compasso e esquadros para deixar
sua construgcdo geométrica bem organizada.

2 - Calculo da Area do tridngulo equildtero procurado.

.:’SADEF = g(az + bZ + CZ + 4\/§'SAABC)

a+b+c
2

“*Spapc=A/P(p —a)(p —b)(p —¢) onde p =

Figura 3.6: Atividade aplicada ao Grupo 3 (imagem 2)

Fonte: Atividade com texto e imagem elaborados pelo autor, com auxilio de IA e do Google [4].
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CENTRO EDUCACIONAL BATISTA BETEL

ATIVIDADE AVALIATIVA
IV Bimestre

Professor: Eliezer Goncalves Silva Valor: 6,0 pts. Turno: Manha
Aluno (a):
Aluno (a):
Aluno (a):
Aluno (a):

Assinatura dos pais e/ou responsaveis:

Grupo 4: A Instalacao do Painel Solar na Lua

A empresa "Astro-Energia" ganhou o contrato para
construir uma base de pesquisa lunar. Um dos desafios cru-
ciais € a instalagdo de um enorme painel solar para forne-
cer energia a base. O local de instalacdo foi escolhido em
uma cratera que, por sua forma e inclinacdo, oferece a
maior exposi¢do a luz solar.

Trés pilares de sustentagdo de rocha, designados
como Ponto A, Ponto B e Ponto C, foram fixados no solo
lunar. Estes pontos formam um tridngulo irregular com di-

mensdes 15m, 20m e 25m. O painel solar, por sua vez, deve

20m

_ B . ' = C 4 ter a forma de um tridngulo equilitero perfeito para ga-

rantir a distribiligﬁo uniforme da luz ¢ maximizar a eficiéncia energética.

A exigéncia do projeto € que o painel solar deve circunscrever os trés pilares, ou seja, cada pilar deve
tocar uma das bordas do painel. Além disso, para otimizar a captagdo de energia e evitar perdas, o projeto
precisa que a area do painel seja a maior possivel. Vocé foi contratado para comandar a execugio desse

projeto e devera seguir 0s passos abaixo.
1) Construcao geométrica: (3.0 pts.)

¢ Fazer um desenho de construcéo do tridngulo, mostrando passo a passo como encontrar a po-
si¢do exata do triangulo equildtero procurado acima dos painéis.

e Calcule a drea maxima do painel a ser construido.

2) Maquete: (3.0 pts.)

%+ Conteltdos desenvolvidos: Conceito de Area, Cdlculo de drea de poligonos, Retas perpendiculares,
pontos notdveis e construcbes geométrica;

Figura 3.7: Atividade aplicada ao Grupo 4 (imagem 1)

Fonte: Atividade com texto e imagem elaborados pelo autor, com auxilio de IA e do Google [4].

& UFU-FAMAT-PROFMAT 50



Proposta de sequéncia didatica

¢ Construa uma maquete simples (utilizando isopor, cartolina e outros materiais) mostrando como fi-
cara o projeto final apds a construgéo do painel.
Apoio Pedageégico
1 — Procedimento para Construcio Geométrica do tridngulo procurado.

% Passo 1: Desenhe tridngulos equildteros para fora de cada lado

do tridngulo ABC. Dé os nomes 'A, 'B’ e 'C’ aos novos vértices.

7
0'0

Passo 2: Ligueospontos AaA’, BaB'eCaC'

K
000

Passo 3: Agora, trace uma reta passando por A que seja per-
pendicular ao segmento AA’. Faca o mesmo com o ponto B,
desenhando uma reta perpendicular a BB’, e com o ponto C, per-

pendicular a CC'.

« Passo 4: Marque os pontos D, E e F, que sdo os pontos de en-

contro dessas trés retas.

;? Dica: Lembre-se de usar régua, compasso e esquadros para deixar
sua construcdo geométrica bem organizada.

2 - Calculo da Area do tridngulo equilitero procurado.

* Saper = g(az +b% + ¢ 4+ 4V3 . Spapc)

a+b+c

*Spapc=/P(@ —a)(p — b)(p — ¢) onde p = 2

Figura 3.8: Atividade aplicada ao Grupo 4 (imagem 2)

Fonte: Atividade com texto e imagem elaborados pelo autor, com auxilio de IA e do Google [4].
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CAPITULO 4

Relato da aplicacao em sala de aula

Neste capitulo serd apresentado um relato do autor de como foi importante e proveitosa a aplica-

cao desta atividade, tanto para a escola, como para os alunos e para os professores.

O relato sera dividido com base na aplicacdo em duas escolas nas quais o autor atuou como pro-
fessor regente: na primeira, participaram alunos do sexto ao oitavo ano de uma escola particular; na

segunda, participaram alunos de uma escola publica, ambas localizadas em Uberlandia.

4.1 Metodologia e desenvolvimento

Para se desenvolver o tema deste trabalho, inicialmente foi apresentada a parte teérica do assunto
em um breve resumo descrito no quadro de aula. Em seguida, foram criados exercicios introdutérios
de aprendizagem e fixacao para facilitar a assimilacdo pratica do tema estudado. Em particular,
os alunos do 8° ano foram organizados em quatro grupos, sendo aplicada uma atividade avaliativa
contendo uma parte tedrica, na qual o aluno apresentava matematicamente, por meio de calculos, a
solucao da atividade aplicada e, logo apds, expde os resultados obtidos por meio de uma maquete,

representando como seria o projeto final apds sua execucao.

Durante o desenvolvimento prético do trabalho, foram abordados os seguintes tépicos:

* Classificacdo de triangulos quanto ao lados;
* Construcao geométrica de triangulo equilatero;

* Construcao geométrica de reta perpendicular a um segmento passando por um ponto dado;
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* Construcao geométrica de reta mediatriz;

* Construcao geométrica de reta mediatriz;

* Construgdo geométrica de altura de um triangulo;

* Conceito de triangulo inscrito e circunscrito a um poligono dado;
* Leis dos senos e cossenos;

* Calculo de drea de um tridngulo dado apenas as medidas dos lados;

Materiais disponibilizados:

* Folha de Isopor
* Régua, Compasso, Transferidor, Esquadro (opcional)
* Cola de isopor, Pistola de cola quente (opcional), Tesoura, Pincel, Tinta guache ou acrilica

¢ Folha de sulfite A4

4.1.1 Turma do 82 ano (Rede particular)

A atividade proposta foi elaborada para contemplar os alunos da turma do 82 ano da escola Centro

Educacional Batista Betel.

Ao final do bimestre, havia sido trabalhada a teméatica das construcdes geométricas dos pontos
notdveis do triangulo (Ortocentro, Baricentro, Circuncentro e Incentro), bem como o estudo das dreas

de figuras planas (Trapézio, Quadrado, Retangulo, Triangulo, Paralelogramo e Losango).

A atividade em questao foi planejada como complemento do conteldo, sendo desenvolvida como
fechamento do tema estudado. Buscou-se apresentar curiosidades adicionais e aplicagdes praticas
no cotidiano do aluno, de forma a motivé-lo a aplicar os conhecimentos construidos em sala de aula
de maneira prazerosa. O objetivo foi tornar o aprendizado mais interessante e significativo, reduzindo
a percepcao de que a Matemadtica se restringe a um “aprendizado de gaveta”, limitado a exercicios

mecanicos.

O objetivo especifico consistiu em propor uma atividade pedagdgica baseada em um problema mo-
tivador, no qual o aluno deveria circunscrever um tridngulo equiladtero de drea maxima a um triangulo
qualquer fornecido pelo professor. Além disso, cada estudante deveria elaborar uma representacao

visual de seu trabalho por meio de uma maquete construida com materiais simples.
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Aula 1l e 2 — 24/09/2025

A aula foi iniciada com a retomada do procedimento de construcao de um tridngulo equilatero
utilizando apenas régua e compasso. Nesta etapa, as principais dificuldades estiveram relacionadas
ao esquecimento de materiais (régua e compasso), mas o problema foi rapidamente solucionado
pela colaboracao entre os alunos, que compartilharam os instrumentos, permitindo a realizacao da

atividade no caderno.

Fonte: Elaboracdo prépria.

Na sequéncia, os estudantes desenvolveram a construcdo da mediatriz de um segmento e da
perpendicular a um segmento passando por um ponto pré-definido. Essa etapa tinha como objetivo
preparar os alunos para o problema motivador. Alguns apresentaram dificuldades por nao recordarem
claramente o conceito de mediatriz, mas, apds revisdo do conteldo ja trabalhado em sala, todos

conseguiram realizar a atividade com éxito.

Posteriormente, foi introduzida a construcdo da altura de um triangulo, como aplicacdo pratica
das construcdes anteriores. Houve diversidade no nivel de compreensao da turma, pois parte dos
alunos teve dificuldade em relacionar as construcdes previamente estudadas ao novo exercicio. Apds

discussoes e revisdes coletivas, os alunos conseguiram concluir a atividade no caderno.
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Fonte: Elaboracao prépria.

Por fim, foi apresentado um tridngulo qualquer, e solicitou-se que, utilizando os conhecimentos
trabalhados, cada aluno construisse um triangulo equilatero com lados correspondentes aos do trian-
gulo dado. Como essa etapa ocorreu ao final da aula, alguns estudantes apresentaram dificuldades
na conclusao da atividade proposta; dessa forma, a atividade foi retcomada na aula posterior. De modo

geral, obteve-se éxito na aplicacdo do contelido apresentado aos alunos.

TRHAVGRS 1o
e o,

L3

Fonte: Elaboracdo prépria.
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Relato da aplicacao em sala de aula

BT fun

I:: 'I"|' 1

Fonte: Elaboracao prépria.

Durante toda a aula, foi possivel observar o empenho e a participacdo ativa dos alunos, que de-
monstraram interesse em desenvolver os desenhos da forma mais correta possivel. A atividade tam-

bém gerou uma competicdo saudavel entre os estudantes, o que contribuiu significativamente para

o0 bom andamento e o sucesso da proposta pedagdgica.

¥
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Fonte: Elaboracao prépria.
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Aula 3 — 29/09/2025

-

L e Lo o
]
I

B8 ¢ Lo

Fonte: Elaboracdo prépria.

Dando sequéncia ao planejamento das aulas anteriores, nesta aula foram introduzidas as etapas
pelas quais o aluno deve percorrer para a construcdo geométrica necessaria. Nessa etapa tivemos
apenas um horério de 50 minutos para descrever e explicar a teoria no quadro. Devido a questdo do

tempo alguns alunos nao conseguiram concluir a atividade conforme planejado para esse momento.

Sedidddibid

Fonte: Elaboracdo prépria.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 57



Relato da aplicacao em sala de aula Metodologia e desenvolvimento

Destaco o entusiasmo dos alunos e a competicao natural gerada entre eles na tentativa de realizar

a melhor construcao.

Aula 4 e 5 — 30/09/2025
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Fonte: Elaboracdo prépria.

O objetivo programado para essa aula foi trabalhar as expressdes para o célculo da area desen-
volvidas em nosso estudo. Como o publico-alvo era composto por alunos do 82 ano, percebi que a
utilizacdo da férmula de Heron seria o caminho mais acessivel para determinar a area do triangulo

dado, a partir do qual seria possivel obter o triangulo equilatero circunscrito.

Foi permitido aos alunos o uso da calculadora, para motivar o interesse pelos calculos, bem como
facilitar sua execucao, pois envolviam raizes quadradas. Inicialmente, os alunos apresentaram grande
dificuldade em interpretar a expressao dada, principalmente na parte que envolvia raiz, mas ao final

da aula essa dificuldade foi superada e de maneira geral tivemos éxito na conclusdo da atividade.
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Fonte: Elaboracdo prépria.

Aula 6 e 7 — 01/10/2025 (Desenvolvimento do projeto avaliativo)

A atividade de avaliacao realizada com os alunos do 82 ano consistiu na aplicacao dos seguintes

projetos, em que os grupos de alunos deveriam elaborar maquetes propostas em cada um.

Nesta aula, a turma foi dividida em quatro grupos para aplicacao de uma avaliacao sobre o material
estudado. A avaliacao consistiu em cada grupo resolver um problema contextualizado a respeito do
assunto estudado. Nesta aula, os alunos tiveram apenas que realizar a execucdo da parte de calculos
que envolviam o projeto oferecido ao grupo. A etapa 1 da avaliacao foi concluida com sucesso, e

todos os 4 grupos apresentaram os devidos célculos para correcao.

Fonte: Elaboracdo prépria.
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& UFU-FAMAT-PROFMAT
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Metodologia e desenvolvimento
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Aula 8 — 06/10/2025 (Continuacao do projeto avaliativo)

De acordo com o planejamento, nesta aula os alunos deveriam comecar a montar suas maquetes,
simulando como deveria ser a montagem real de seus trabalhos. Os alunos encontraram certa dificul-
dade em recortar os materiais (isopor, papelao entre outros), pois havia sido exigido que as medidas
apresentadas na maquete estivessem de acordo com as medidas apresentadas no projeto e que o

triangulo equilatero construido estivesse de acordo com os calculos realizados pelos alunos

Fonte: Elaboracdo prépria.

Alguns pais tentaram, por meio da férmula da area do triangulo, encontrar uma expressao que
fornecesse a medida do triangulo calculado no projeto, mas a execucao por parte dos alunos nao foi

satisfatoria.
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Fonte: Elaboracdo prépria.
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O problema foi resolvido com auxilio de um compasso de madeira emprestado pelo professor,
permitindo que os alunos conseguissem passar para os materiais de construcao os valores utilizando,
mais uma vez, os passos da construcao geométrica. Com isso, conseguiram recortar os materiais
conforme desejavam. Também prestei auxilio no uso de estiletes, evitando qualquer risco de acidente

com alunos durante execucao da maquete.

Aula 9 e 10 — 07/10/2025 (Continuacao do projeto avaliativo)

De acordo com o planejamento, nesta aula, os alunos deveriam terminar a montagem das maque-

tes e apresentar para avaliacdo de resultados praticos.

FhlivATMEnT o

Maouisg de

Fonte: Elaboracao prépria.

Nao foi possivel completar com éxito, pois surgiram desafios em relagdo a pintura e a montagem

das estruturas.

Alguns tiveram que refazer partes de suas maquetes, pois, durante a montagem, perceberam que
nao estava de acordo com o projeto fornecido. Eles haviam interpretado o desenho de forma incorreta

e, durante a execucao, identificaram o erro

Outro desafio foi a organizacao da sala, que ficou bastante baguncada devido a sobra de materiais
decorrentes de cortes e materiais que foram descartados. Contudo, esse problema foi resolvido
tranquilamente, pois os alunos se uniram e, com a ajuda do professor, deixaram a sala organizada

conforme solicitado pela direcao.
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Fonte: Elaboracdo prépria.

Aula 11 e 12 — 08/10/2025 (Finalizacao do projeto avaliativo)

Apés superar os desafios, todos concluiram suas maquetes conforme planejado.

Fonte: Elaboragao prépria.
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Fonte: Elaboracdo prépria.

4.1.2 Registro de observacoes feitas por alunos do 8° ano apds conclusao

da atividade

A seguir sao apresentadas as consideracdes feitas por alunos participantes de dois grupos pelos
quais realizaram os trabalhos propostos neste projeto. Para omitir nomes préprios, serd escrito aluno

1, aluno 2, e assim por diante.
Trabalho de matematica - Relatodrio 1

Comecamos a fazer esse trabalho em setembro. Apesar de eu ter faltado alguns dias por causa de
doencas e compromissos, como consultas no oftalmologista, deu para perceber uma grande diferenca
na sala. Ela ja ndo ficava tdo quieta e os alunos ndo ficavam entediados ao saber que a préxima aula

seria de matematica.

No meu caso, achei o trabalho algo renovador e relaxante, mesmo que eu ainda precisasse fazer
os cdlculos, que eram uma parte sem muita novidade em relacdo as aulas anteriores. Independente
disso, senti a diferenca no ambiente e me permiti conversar mais durante as aulas, ndo sé sobre

assuntos aleatdrios, mas também sobre o préprio trabalho.
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Acredito que todos tenham gostado, pois demonstraram mais interesse e menos preguica, até

mesmo aqueles que ndo tém dificuldades, como o aluno 1 e aluno 2.

No nosso grupo, acredito que eu tenha ajudado na hora de recortar o isopor, pintar algumas caixi-

nhas (casas), fazer os calculos e lembrar as pessoas do que precisavam comprar.

Agora, falando sobre os membros do grupo: A aluna 3 trabalhou muito bem, ndo vi nada de errado.
Ela pintou, construiu e ajudou quem nao sabia utilizar as ferramentas. A aluna 4 fez as mesmas coisas,
também sem nenhum problema. O aluno 5 comprou quase tudo, ajudou a pintar as casas comigo e
percebi que ele estava bem mais ativo durante o trabalho do que nas aulas comuns. O aluno 6
comprou a cola de isopor e ajudou com seus materiais, mas achei que faltou contribuicdo direta, ja
que ele passou grande parte do tempo no celular e ndo quis participar, chegando até a reclamar

quando era chamado.

O aluno 7 néo fazia parte do grupo, mas acabou atrapalhando ndo sé as meninas, como também

eu e o aluno 5, além de distrair ainda mais o aluno 6 do objetivo principal.

Concluindo, foi um trabalho muito bom para os estudantes, ajudando a renovar a mente e a postura
nas aulas. No fim, acredito que tenha dado tudo certo, apesar de eu ter faltado no ultimo dia por causa

da consulta no oftalmologista.
Trabalho de matematica - Relatdrio 2

O meu grupo (aluno 1, aluno 2, aluna 3 e eu) fizemos um étimo trabalho, foi trabalhoso, mas
o resultado final ficou muito bom. Tivemos dificuldade na parte de montar a maquete, onde nao
sabiamos o que fazer, mudamos vdrias vezes de ideia até que chegamos a um resultado. Foi um
desafio montar tudo, ja que as vezes os cortes ndo saiam como esperavamos e perdiamos muito
tempo, e o resultado final ndo ficou como queriamos, mas gostamos. Cada um do grupo ajudou,
principalmente a aluna 3 e o aluno 1, que fizeram boa parte da maquete, mas eu também ajudei
pintando, dando ideias, vendo as medidas, cortando e auxiliando com outras pequenas coisas. O
aluno 1 ajudou bem pouco, mas ele cortou os isopores, pintou algumas partes e deu algumas ideias.
A parte do célculo foi um pouco dificil, ja que tinhamos um pouco de dificuldade em fazer o tridngulo,
mas o aluno 2 ajudou bastante, e quando terminamos estava um pouco errado, mas néo foi tao dificil.
O trabalho foi bem legal, mas meio complicado, com toda essa troca de ideias e a parte de montar

tudo, mas o resultado final ficou muito bom.
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4.2 Turma do 62 ano (Rede particular)

Nessa série, temos alunos entre 10 e 11 anos, que estao comegando a ter contanto com o apren-
dizado sobre medidas de superficies, conceito de area e uso de compasso e transferidor. A proposta

da atividade foi criar um desafio para despertar o interesse pelas construcdes geométricas.
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Fonte: Elaboracdo prépria.

O foco nao foi a parte técnica, mas sim o aspecto pratico: construir o triangulo equilatero proposto,
estimulando o interesse e a descontracdo dos alunos. A atividade nao foi totalmente concluida com
éxito, pois, por ndo terem experiéncia prévia com construcdes geométricas nem com o uso de com-
passo e transferidor, os alunos apresentaram muitas dificuldades, especialmente na construcao dos
triangulos equildteros auxiliares e das retas perpendiculares aos vértices do triangulo. Apesar dessas
dificuldades, a turma se divertiu bastante com o desafio e criou uma pequena competicao entre si

tornando o trabalho eficiente quanto ao objetivo de despertar o interesse.
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Fonte: Elaboracdo prépria.

Fonte: Elaboracdo prépria.
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4.3 Turma do 92 ano (Rede particular)

Nesta série foi desenvolvida uma aplicacdo sobre maximo e minimo de funcdo. O objetivo aqui néo
foi totalmente trabalhar o conceito especifico de drea, mas aproveitar parte do conteldo estudado
no trabalho e explorar qual seria o maior comprimento de lado que o tridngulo procurado deveria ter.
Desenvolvemos aqui as demonstracdes adaptadas, baseadas no trabalho como dito anteriormente,
com foco nos valores maximos e minimos alcancados pela funcdo que chamamos de funcado lado.
Para tal desenvolvimento, foi abordado o conceito j& estudado de seno e cosseno, visto no estudo do

triangulo retangulo, e introduzindo o conceito de Lei dos senos e Lei dos cossenos.

Fonte: Elaboracdo prépria.

Fonte: Elaboracdo prépria.
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4.4 Turma do 72 ano (Rede publica)

Nesta turma de 72, ndo hd o habito de trabalhar construcbes geométricas nessa instituicao de
ensino. Contudo, neste bimestre iniciamos o estudo do célculo de areas de figuras planas como

retangulo, triangulo, trapézio, paralelogramo e losango.

A proposta foi desenvolver uma atividade que despertasse maior interesse pelo conteldo, propor-
cionando diversao e desafio. Trabalhei com compasso e transferidor para montagem das construcdes,
e 0 maior desafio para quase todos os alunos foi o uso do compasso, pois demonstraram grande difi-

culdade em manusea- lo.

Por outro lado, utilizei o assunto para fazer uma verificacao de qual seriam as dificuldades encon-
tradas em relacao a instituicbes de ensinos com realidades diferentes e com isso criar meios que

favorecessem ambas instituicdes e despertassem mais interesse no aprendizado matematico.

Embora tenham tido muitas dificuldades na execucao da atividade os alunos demonstraram grande
motivacao para concluir o desafio proposto. Considerei satisfatéria a execucao final. Nao foi possivel
criar uma atividade mais elaborada, como um problema contextualizado, devido ao fato de estarmos
apenas na fase inicial do estudo de dreas e de termos apenas uma aula dedicada semanalmente ao

ensino de geometria.

Fonte: Elaboracao prépria.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 70



CAPITULO 5

Consideracoes Finais

O conteldo desenvolvido neste trabalho identificou e representou, por meio de uma construcao
geométrica cldssica, qual tridngulo deveria ser escolhido, dentre uma familia de tridngulos equilate-
ros, o de maior area bem como o valor dessa area, o qual estaria circunscrito a um triangulo qualquer
dado. O estudo em questdo permitiu articular, de forma consistente, propriedades geométricas fun-
damentais com ferramentas do Calculo Diferencial, especialmente no que se refere a modelagem

desses tipos de problemas por meio de funcdes reais e a analise de maximos e minimos.

Durante esse processo, demonstrou-se que a modelagem relativa a questdo envolvida, levando
em conta a familia de equildteros circunscritos, conduziu naturalmente ao estudo de uma funcao tri-
gonométrica cuja maximizacao forneceu o valor métrico do lado do triangulo equilatero procurado e,
consequentemente, possibilitou o calculo da area deste tridngulo. Ainda por meio dessa modelagem,
alcangou-se uma expressdo para esse calculo, relacionando apenas os lados, bem como a area do

triangulo inicial considerado na situacao apresentada.

Além do resultado tedrico, obteve-se uma construcdao geométrica do triangulo procurado utilizando
régua e compasso, o0 que contribuiu para a compreensdo conceitual dos desafios encontrados ao
longo do desenvolvimento do trabalho. Essa etapa mostrou que o maximo obtido analiticamente
ndo era apenas abstrato, mas correspondia a uma configuracdo geometricamente possivel de ser

desenvolvida em um ambiente de sala de aula para alunos de Educacdo Basica.

O desenvolvimento do trabalho em sala de aula, conforme relatado, demonstrou que o tema pode
ser explorado de maneira acessivel, pedagégica, atraente e desafiadora para os alunos. A abordagem
proposta favoreceu o desenvolvimento do raciocinio geométrico, da visualizacdo, da argumentacéao

matematica e da compreensao intuitiva de ideias de otimizacdo, normalmente associadas apenas ao
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ensino superior, distantes da realidade dos alunos em questao.

Assim, o trabalho integrou Geometria Plana, Céalculo Diferencial e pratica pedagdgica, o que con-
tribui tanto para o aprofundamento matematico do problema estudado quanto para a formacao do-
cente. Deseja-se que os resultados e conteldos produzidos sejam Uteis como referéncias para futu-
ras pesquisas e para professores interessados em enriquecer o ensino de geometria com problemas
desafiadores, construtivos e conceitualmente integradores, motivando o crescimento, interesse, de-

senvolvimento bem como a coparticipacao dos alunos.
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