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Resumo

Esta dissertação investiga as condições de existência de elementos que sejam simul-
taneamente primitivos e k-normais em extensões de corpos finitos. O estudo da
existência de tais elementos é um problema central na Álgebra moderna, com im-
plicações diretas na eficiência de sistemas criptográficos e na construção de códigos
corretores de erros. Para abordar este problema, utilizamos uma fundamentação
teórica que combina métodos combinatórios e analíticos. As principais ferramen-
tas empregadas são a Função de Euler (ϕ) e a Função de Möbius (µ). No âmbito
da Álgebra Linear sobre corpos finitos, exploramos as propriedades dos polinômios
linearizados, que permitem caracterizar a independência linear dos conjugados de
um elemento sob a ação dos automorfismos de Frobenius. Para a demonstração dos
resultados principais, utilizamos ferramentas como caracteres aditivos e multiplica-
tivos, um tipo particular de homomorfismos, integrando-os ao o estudo das somas
de Gauss, que fornecem as estimativas para somas exponenciais necessárias para
garantir que a quantidade de elementos desejados é estritamente positiva.

Palavras-chave: corpos finitos; elementos primitivos; elementos normais; elementos
k-normais.
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COSTA, M. H. F. Existence of primitive k-normal elements in finite fields. 2026. xi
+ 61 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlândia, Uberlândia-MG.

Abstract

This dissertation investigates conditions for the existence of elements that are si-
multaneously primitive and k-normal in finite field extensions. The study of the
existence of such elements is a central problem in modern Algebra, with direct im-
plications on the efficiency of cryptographic systems and the construction of error-
correcting codes. To approach this problem, we employ a theoretical framework that
combines combinatorial and analytical methods. The primary tools utilized are the
Euler totient function (ϕ) and the Möbius function (µ). Within the scope of Linear
Algebra over finite fields, we explore the properties of linearized polynomials, which
allow the characterization of the linear independence of an element’s conjugates un-
der the action of Frobenius automorphisms. To prove the main results, we use tools
such as additive and multiplicative characters, a particular type of homomorphism,
integrating them with the study of Gaussian sums, which provide the estimates for
exponential sums needed to guarantee that the number of desired elements is strictly
positive.

Keywords : finite fields; primitive elements; normal elements; k-normal elements.
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Introdução

A teoria dos corpos finitos possui raízes que remontam aos séculos XVII e XVIII
através da Teoria dos Números. O ponto de partida pode ser atribuído a Pierre
de Fermat (1601-1665), cujo “Pequeno Teorema” estabeleceu as bases para entender
a estrutura multiplicativa dos restos modulares. Posteriormente, Leonhard Euler
(1707-1783) generalizou esses resultados através da função phi (ϕ), introduzindo a
noção de ordens e índices que hoje são ferramentas essenciais para quantificar ge-
radores em grupos cíclicos. Essa fundação aritmética foi a base para o surgimento
das primeiras investigações sobre as propriedades de divisibilidade e resíduos que
caracterizam os corpos de característica prima.

A transição da Aritmética para uma estrutura algébrica mais robusta ocorreu
com o desenvolvimento da Teoria de Grupos e da Teoria de Anéis. Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813) demonstrou o teorema fundamental que relaciona a ordem de
um subgrupo à ordem do grupo, um resultado que permite restringir os possíveis
valores das ordens de elementos em extensões de corpos. Simultaneamente, Adrien-
Marie Legendre (1752-1833) contribuiu com o estudo dos resíduos quadráticos e o
símbolo que leva seu nome, fornecendo métodos para determinar a solubilidade de
equações em domínios finitos.

O marco para a formalização da teoria ocorreu com Carl Friedrich Gauss (1777-
1855) e Évariste Galois (1811-1832). Gauss, em sua obra Disquisitiones Arithmeti-
cae [5], sistematizou a aritmética modular e provou a existência de raízes primitivas,
o que equivale a demonstrar que o grupo multiplicativo de um corpo primo é cíclico.
Contudo, foi Galois quem estendeu esses conceitos para além dos corpos de ordem
prima, concebendo as extensões de corpos de ordem pn. Ao introduzir o que hoje
chamamos de Teoria de Galois, ele conectou a solubilidade de polinômios às propri-
edades estruturais de seus grupos de automorfismos, estabelecendo os fundamentos
para o estudo das bases e da independência linear em corpos finitos.

Dentro desta estrutura, os elementos primitivos desempenham um papel protago-
nista. Um elemento é primitivo se for um gerador de um grupo cíclico. A importân-
cia desses elementos reside na sua capacidade de representar todos os elementos não
nulos do corpo como potências de uma única base. A garantia da existência de tais
elementos permitiu simplificar cálculos complexos, transformando a multiplicação
em uma operação aditiva sobre os expoentes. Em termos teóricos, a busca por ele-
mentos primitivos com propriedades adicionais é um dos problemas mais persistentes
e férteis da Álgebra moderna, exigindo estimativas refinadas de somas de caracteres.
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Complementarmente, a teoria explora os elementos normais, que são fundamen-
tais para o entendimento das extensões de corpos como espaços vetoriais. Um ele-
mento é normal se gera um tipo específico de base do espaço vetorial (base normal),
conceito que otimiza operações de potenciação, uma vez que, em tal base, elevar
um elemento à q (ordem do corpo base) resulta em um simples deslocamento cíclico
de suas coordenadas, propriedade que torna os elementos normais objetos de desejo
tanto na Matemática quanto na Computação. Recentemente a literatura viu o surgi-
mento e a expansão dos elementos k-normais, introduzidos por Huczynska et al. [10],
que são uma generalização elegante da normalidade. Um elemento é k-normal se
o subespaço gerado por seus conjugados possui dimensão igual a k sobre o corpo
base. Essa definição permite uma classificação mais refinada dos elementos do corpo.

A motivação para o estudo desses elementos transcende a estética matemática,
encontrando aplicação direta na Criptografia e na Teoria de Códigos. Na cripto-
grafia de chave pública, como nos protocolos baseados no Problema do Logaritmo
Discreto [8], elementos primitivos garantem o maior período possível para gerado-
res de sequências. Por outro lado, a estrutura de elementos normais e k-normais é
explorada na Teoria de Códigos para a construção de códigos corretores de erros efi-
cientes, onde a aritmética rápida em corpos finitos é essencial para o processamento
de grandes volumes de dados em tempo real.

É importante salientar que, embora as aplicações referenciadas justifiquem o
interesse contemporâneo pelo tema, esta dissertação vincula-se estritamente ao do-
mínio da Matemática. Por conseguinte, tais aplicações não são detalhadas de forma
explícita ao longo do texto, uma vez que o escopo do trabalho prioriza o desenvol-
vimento teórico e a demonstração de condições que garantem a existência de tais
elementos.

Desta forma, esta dissertação propõe-se a investigar as condições de existência
de elementos que sejam simultaneamente primitivos e k-normais em corpos finitos,
resultado publicado originalmente por Reis [15]. Os Capítulos 1 e 2 são baseados
no livro Finite Fields [12]. No Capítulo 1, apresentamos as preliminares básicas
para o trabalho, além da estrutura fundamental dos corpos finitos. O Capítulo 2
é dedicado às ferramentas analíticas necessárias, como polinômios linearizados; um
tipo particular de homomorfismos de grupos chamados de Caracteres; e somas ex-
ponenciais envolvendo as imagens destas aplicações, chamadas de Somas de Gauss.
O Capítulo 3, baseado em [10], traz o conceito de liberdade, usado para definir e
caracterizar os elementos m-livres e M -livres, que são fundamentais para objetivo
final do trabalho, além de introduzir os elementos k-normais. Por fim, o Capítulo
4 consolida a pesquisa ao provar as condições teóricas estabelecidas em [15] para a
existência de elementos que sejam simultaneamente primitivos e k-normais, apre-
sentando exemplos numéricos que ilustram e validam os resultados obtidos.

Marcos Henrique Franco Costa
Uberlândia-MG, 27 de fevereiro de 2026.
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Capítulo 1

Estrutura dos Corpos Finitos

Este capítulo inicial é fortemente baseado na obra Finite Fields, de Rudolf Lidl
e Harald Niederreiter [12]. Na primeira seção, apresentamos rapidamente conceitos
e propriedades básicas sobre estruturas algébricas que serão usados no restante do
capítulo, e ao longo de toda a dissertação. A partir da Seção 1.2 apresentamos
caracterizações e propriedades fundamentais de corpos finitos.

1.1 Preliminares

Definição 1.1.1. (Grupo) Um conjunto G munido de uma operação binária (·) é
chamado um grupo (G, ·) se possui as seguintes propriedades:

• A operação · é associativa, isto é, a · (b · c) = (a · b) · c, ∀a, b, c ∈ G;

• G possui elemento identidade (ou unidade), isto é, ∃e ∈ G / a ·e = a, ∀a ∈ G;

• todo elemento de G possui um inverso, isto é, ∀a ∈ G, ∃b ∈ G / a · b = e.

Se a · b = b · a ∀a, b ∈ G, então G é um grupo abeliano.

O conjunto dos números inteiros é grupo sob a adição, denotado por Z. Dado um
número natural n, o conjunto {0, 1, 2, . . . , n−1} é grupo onde a operação é dada pelo
resto da soma de dois elementos a e b deste grupo por n. Além disso, dizemos que
a é congruente a bmódulo n se a−b é um múltiplo de n, e escrevemos a ≡ b (mod n).

Definição 1.1.2. (Ordem de um grupo) O número de elementos de um grupo finito
G é chamado de ordem do grupo G, e é denotado por |G|.

Definição 1.1.3. (Ordem de um elemento) Seja G um grupo munido com a mul-
tiplicação. A ordem de um elemento g ∈ G é o menor inteiro positivo n tal que
gn = 1, e escrevemos |g| = n.
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Definição 1.1.4. (Grupo cíclico) Um grupo G sob a multiplicação é um grupo cí-
clico se existe um elemento a ∈ G tal que todo elemento de G é uma potência de
a, isto é, ∀b ∈ G, ∃j ∈ Z / b = aj. Neste caso, podemos escrever G = ⟨a⟩. Além
disso, a é um gerador de G, e a ordem do elemento a é igual à ordem de G, ou
seja |G| = |a|.

Definição 1.1.5. (Subgrupo) Um subconjunto H de G é um subgrupo de G se H
por si só é um grupo com a mesma operação de G.

Definição 1.1.6. (Subgrupo normal) O subgrupo H do grupo G é chamado de sub-
grupo normal de G se aha−1 ∈ H, ∀a ∈ G, h ∈ H.

Teorema 1.1.7. [12, Teorema 1.15] Seja G um grupo de ordem m.

(i) Se G = ⟨a⟩ é cíclico, o elemento ak gera um subgrupo de ordem m
mdc(k,m)

.

(ii) Se s divide m, G possui ϕ(s) elementos de ordem s, onde ϕ é a Função phi de
Euler, e ϕ(s) indica o número de inteiros j tais que 1 ≤ j ≤ s e mdc(s, j) = 1.

(iii) Se G = ⟨a⟩ é cíclico, G possui ϕ(m) geradores, isto é, elementos ar tais que
⟨ar⟩ = ⟨a⟩, e mdc(r,m) = 1.

Quando comparamos a estrtura de dois grupos, aplicações entre grupos que pre-
servam suas operações são de grande importância. Este conceito é formalizado na
definição a seguir.

Definição 1.1.8. (Homomorfismo) Uma aplicação f : G → H do grupo (G, ∗) no
grupo (H, ·) é um homomorfismo de grupos se preserva a operação de G, isto é,
f(a ∗ b) = f(a) · f(b), ∀a, b ∈ G. Além disso, se f é bijetora, f é chamada de
isomorfismo. Um isomorfismo de G em G é chamado de automorfismo.

Definição 1.1.9. (Kernel) Dado um homomorfismo f : G → H, o kernel (ou nú-
cleo) de f é o conjunto ker(f) = {a ∈ G / f(a) = e′}, onde e′ é o elemento
identidade em H.

Definição 1.1.10. (Classe lateral) Seja H um subgrupo de G. Para um elemento
g ∈ G, o conjunto gH = {gh / h ∈ H} é chamado de classe lateral à esquerda
de G módulo H, e o conjunto Hg = {hg / h ∈ H} é chamado de classe lateral à
direita de G módulo H. Se G é um grupo abeliano, a distinção entre classes laterais
à esquerda e à direita módulo H torna-se desnecessária.
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Definição 1.1.11. (Grupo quociente) Para um subgrupo normal H de G, o grupo
formado pelas classes laterais de G módulo H é chamado de grupo quociente de
G módulo H e é denotado por G/H.

Teorema 1.1.12. [12, Teorema 1.23] (Teorema do Homomorfismo). Seja a função
f : G → f(G) = G1 um homomorfismo de grupos sobrejetor. Então ker(f) é um
subgrupo normal de G, e G1 é isomorfo a G/ker(f). Reciprocamente, se H é qual-
quer subgrupo normal de G, então a aplicação ψ : G→ G/H definida por ψ(a) = aH
com a ∈ G é um homomorfismo de G sobre G/H com ker(ψ) = H.

Como vimos, grupos são estruturas algébricas munidas de uma operação. No
entanto, se fornecemos a estas estruturas uma operação a mais satisfazendo certas
propriedades, podemos ter uma estrutura algébrica mais complexa, definida a seguir.

Definição 1.1.13. (Anel) Um conjunto A munido de duas operações binárias (+)
e (·) é chamado um anel (A,+, ·) se possui as seguintes propriedades:

• A é um grupo abeliano com respeito a operação +;

• A operação · é associativa, isto é, a · (b · c) = (a · b) · c, ∀a, b, c ∈ A;

• A preserva a distributividade, isto é, a · (b + c) = a · b + a · c, e (b + c) · a =
b · a+ c · a, ∀a, b, c ∈ A.

Definição 1.1.14. Seja (A,+, ·) um anel.

(i) A é um anel com identidade se possui identidade multiplicativa, isto é,
∃e ∈ A / a · e = e · a = a, ∀a ∈ A.

(ii) A é um anel comutativo se · é comutativa.

(iii) A é um domínio de integridade se for um anel comutativo, com e ̸= 0, onde
a · b = 0 implica a = 0 ou b = 0.

(iv) A é um anel de divisão se A∗ é um grupo com a operação (·).

(v) A é um corpo se for um anel comutativo de divisão.

Definição 1.1.15. (Ideal) Seja I um subconjunto do anel (A,+, ·). I é um ideal se

• (I,+, ·) é um anel;

• I é fechado para as operações + e · ;

• a · b ∈ I, ∀a, b ∈ I.

Se ∃j ∈ I tal que I = ⟨j⟩, então I é um ideal principal.
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Teorema 1.1.16. [12, Teorema 1.38] O anel quociente Z/⟨p⟩, onde p é um número
primo, é um corpo.

Definição 1.1.17. (Corpo de Galois) Sejam Fp = {0, 1, . . . , p − 1}, com p primo,
ψ : Z/⟨p⟩ → Fp uma aplicação definida por ψ([a]) = a. O conjunto Fp munido com a
estrutura de corpo induzida por ψ, é um corpo finito, chamado de Corpo de Galois
de ordem p.

Os corpos de Galois é a base do nosso ambiente de trabalho, onde esta pesquisa
se desenvolve. Vejamos, agora, propriedades importantes relacionadas aos corpos.

Definição 1.1.18. (Característica) Dado um anel A, se existe n ∈ N tal que na = 0
para todo a ∈ A, o menor n com tal propriedade é a característica do anel A.

Teorema 1.1.19. [12, Teorema 1.46] Seja A um anel comutativo de característica
prima p. Então, para todo a, b ∈ A, n ∈ N, temos

(a+ b)p
n

= ap
n

+ bp
n

e (a− b)p
n

= ap
n − bp

n

.

Definição 1.1.20. (Corpo primo) Um corpo F que não contém nenhum subcorpo
próprio (subconjunto próprio de F que é um corpo por si só com as operações de F )
é chamado de corpo primo.

Teorema 1.1.21. [12, Teorema 1.78] O subcorpo primo de um corpo F é isomorfo
a Fp ou Q, caso sua característica seja, respectivamente, um primo p ou 0.

Definição 1.1.22. (Extensão de corpos) Sejam K um subcorpo de F , e M um sub-
conjunto qualquer de F . A interseção de todos subcorpos de F que contém K e M é
chamada de extensão do corpo K obtida ao adjuntar o conjunto M , e denotada por
K(M). Se M contém apenas 1 elemento θ, então K(θ) é uma extensão simples
de K, e θ é um elemento definidor de K(θ) sobre K.

Definição 1.1.23. (Extensão algébrica) Sejam K um subcorpo de F, θ ∈ F . Se θ é
raiz de um polinômio não nulo com coeficientes em K, θ é um elemento algébrico
sobre K. Para uma extensão L de K, se todo elemento de L é algébrico sobre K,
então L|K é uma extensão algébrica.

Definição 1.1.24. (Polinômio minimal) Seja F |K uma extensão de corpos. Se
θ ∈ F é algébrico sobre K, então o polinômio mônico único que gera o ideal
{f ∈ K[X] / f(θ) = 0} é chamado de polinômio minimal de θ sobre K. Di-
zemos que o grau de θ é o grau do seu polinômio minimal.
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Teorema 1.1.25. [12, Teorema 1.82] Sejam F uma extensão do corpo K, f ∈
K[X]. Se θ ∈ F é algébrico sobre K, então o polinômio minimal de θ sobre K é
irredutível sobre K.

Definição 1.1.26. (Grau da extensão) Seja F uma extensão do corpo K. Se F é
um corpo finito, a dimensão de F como espaço vetorial sobre K é chamada de grau
de F sobre K, e denotada por [F : K].

Teorema 1.1.27. [12, Teorema 1.84] Sejam F uma extensão finita do corpo K e
L uma extensão finita de F . Então [L : K] = [L : F ][F : K].

Teorema 1.1.28. [12, Teorema 1.85] Toda extensão finita de um corpo K é algé-
brica sobre K.

Teorema 1.1.29. [12, Teorema 1.86] Sejam F |K uma extensão de corpos e θ ∈ F
um elemento algébrico sobre K de grau n. Então [K(θ) : K] = n e {1, θ, θ2, . . . , θn−1}
é uma base de K(θ) sobre K.

Os resultados e propriedades acima mostram que toda extensão de corpos finitos
é gerada a partir de uma raiz de um polinômio irredutível sobre o corpo base. Agora,
o objetivo é encontrar uma extensão que possua todas as raízes de tal polinômio,
que leva à definição e ao teorema seguintes, fundamentais para a Teoria de Corpos.

Definição 1.1.30. (Corpo de decomposição) Dados f ∈ K[X] de grau n e F uma
extensão do corpo K, dizemos que f se decompõe em F se f pode ser escrito como
produto de fatores lineares de F [X], isto é, se existem α1, α2, . . . , αn ∈ F tais que

f(x) = a(x− α1)(x− α2) · · · (x− αn)

onde a é o coeficiente líder de f . Neste caso F é chamado de corpo de decompo-
sição de f sobre K se podemos escrever F = K(α1, α2, . . . , αn).

Teorema 1.1.31. [12, Teorema 1.91] (Teorema da Existência e Unicidade dos
Corpos de Decomposição) Se K é um corpo e f ∈ K[X] é um polinômio de grau
positivo, então existe um corpo de decomposição de f sobre K. Quaisquer corpos
de decomposição de f sobre K são isomorfos um ao outro, onde este isomorfismo
mantém os elementos de K fixos e leva as raízes de f umas nas outras.
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1.2 Caracterização dos Corpos Finitos

Pelo Teorema 1.1.16 e Definição 1.1.17, sabemos que para todo p primo, existe
o Corpo de Galois Fp de ordem p, que consiste no anel quociente Z/⟨p⟩. Este é o
exemplo mais comum de corpo finito, mas algumas de suas propriedades se exten-
dem para corpos finitos arbitrários, como veremos a seguir.

A característica de um corpo é sempre igual a característica de seu subcorpo
primo. Portanto, os Corpos de Galois tem um papel importante na Teoria de Cor-
pos, pois todo corpo de característica p, com p primo, é isomorfo a Fp (Teorema
1.1.21), e todo corpo finito pode ser visto como uma extensão de Fp para algum p,
como veremos nesta seção.

Apresentamos agora importantes propriedades relacionadas à existência e cons-
trução de corpos finitos. Vejamos uma condição necessária para estabelecermos o
número de elementos de um corpo finito.

Lema 1.2.1. Seja F um corpo finito, K um subcorpo de F com q elementos. Então
F tem qn elementos, onde n = [F : K].

Demonstração. Como F é um corpo finito, é um espaço vetorial de dimensão finita
sobre K. Então, F é uma extensão finita de K, de grau n (por hipótese), e assim,
por definição, F tem uma base de n elementos sobre K, ou seja, um conjunto de n
elementos que gera todo o corpo F . Isto significa que qualquer elemento de F pode
ser escrito como uma combinação linear de elementos dessa base com coeficientes em
K. Seja essa base o conjunto {b1, b2, ..., bn}. Dado d ∈ F, d = a1b1+a2b2+ · · ·+anbn
com a1, a2, ..., an ∈ K. Como K tem q elementos, existem q possibilidades de valor
para cada ai, 1 ≤ i ≤ n, e assim, qn possibilidades de valor para d. Como d é um
elemento arbitrário de F , F possui qn elementos.

Teorema 1.2.2. Sejam F um corpo finito de característica p e n o grau da extensão
de F sobre seu subcorpo primo. Então F tem pn elementos.

Demonstração. Seja P subcorpo primo de F , isto é, a interseção de todos os subcor-
pos de F . Então P é isomorfo a Fp, pois F tem característica p (Teorema 1.1.21).
Portanto, como n = [F : P ], pelo lema anterior F tem pn elementos.

A partir dos corpos Fp podemos construir outros corpos finitos através do pro-
cesso de adjuntar raízes. Se f ∈ Fp[X] é um polinômio de grau n irredutível sobre
Fp, então, ao adjuntar uma raiz de f a Fp, obtemos um corpo finito com pn elemen-
tos. Entretanto, até este ponto ainda não é claro que para todo n positivo inteiro
existe um polinômio de grau n irredutível sobre Fp. Para estabelecer a existência
de um corpo finito com pn elementos para todo p primo e n positivo inteiro, usamos
dois resultados a seguir.
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Lema 1.2.3. Se F é um corpo finito com q elementos, então aq = a, ∀a ∈ F .

Demonstração. Se a = 0, então aq = 0q = 0 = a. Já os elementos não nulos de F
formam um grupo multiplicativo de ordem q − 1, pois herdam de F o fechamento
e a associatividade da multiplicação, o elemento neutro, e o inverso de todos os
elementos. Pelo Teorema 1.1.7, a ordem de todo elemento a ∈ F ∗ divide a ordem
do grupo, ou seja, se an = 1 então n|(q − 1), e assim temos que aq−1 = 1, ∀a ∈ F ∗.
Logo, aq = aq−1 · a = 1 · a = a, ∀a ∈ F ∗.

Lema 1.2.4. Se F é um corpo finito com q elementos e K é subcorpo de F , então
xq − x ∈ K[X] se fatora em F [X] como

∏
a∈F

(x− a) e F é corpo de decomposição de

xq − x sobre K.

Demonstração. Seja f(x) = xq − x. Como deg(f) = q, f tem no máximo q raízes
distintas. Se aq = a, então a é raiz de f . Logo, pelo lema anterior, todos os
elementos de F são exatamente as q raízes de f , e portanto f se fatora em F [X]
como

∏
a∈F

(x− a), e por definição, F é corpo de decomposição de f sobre K, já que

f não pode se decompor em um corpo de menor ordem.

Teorema 1.2.5. (Teorema da Existência e Unicidade de Corpos Finitos) Para todo
p primo, n positivo inteiro, existe corpo finito de ordem q = pn, e qualquer corpo
finito com q elementos é isomorfo ao corpo de decomposição de xq − x sobre Fp.

Demonstração. Sejam f(x) = xq − x ∈ Fp[X] e F seu corpo de decomposição sobre
Fp[X]. Como f ′(x) = qxq−1 − 1, f ′(a) = −1, ∀a ∈ F , e f não tem raízes múltiplas
(pois não tem raízes em comum com f ′). Portanto, f tem exatamente q raízes
distintas em F . Seja S = {a ∈ F / aq − a = 0}. Então S é subcorpo de F pois:

• 0, 1 ∈ S (já que 0q − 0 = 0− 0 = 0 e 1q − 1 = 1− 1 = 0);

• Dados a, b ∈ S, temos (a− b)q = aq − bq = a− b. Assim, (a− b) ∈ S

• Dados a, b ̸= 0 ∈ S, temos, (ab−1)q = aq · bq(−1) = ab−1. Assim, (ab−1) ∈ S

Mas como S contém todas as raízes de f , S é corpo de decomposição de f . Pela
unicidade dos corpos de decomposição (Teorema 1.1.31), F = S, e como S tem q
elementos (as q raízes de f em F ), F tem q elementos. Ou seja F é corpo finito de
ordem q.

Vejamos agora a unicidade de F . Se |F | = q = pn, F tem característica p, e
assim, Fp é subcorpo primo de F . Pelo Lema 1.2.4, F é corpo de decomposição
de f sobre Fp. Novamente, pela unicidade dos corpos de decomposição, temos a
unicidade de F .
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A prova da unicidade no Teorema 1.2.5 nos dá uma justificativa para falar sobre
o corpo finito (ou o corpo de Galois) com q elementos, ou seja, de ordem q. Vamos
nos referir a este corpo como Fq, onde entende-se que q é uma potência da caracte-
rística p de Fq, com p primo.

Exemplo 1.2.6. Considere o corpo F3 e o polinômio x2 + 1. Como este polinômio
é irredutível sobre F3 (já que não possui raízes em F3), o conjunto

F3[X]/⟨x2 + 1⟩ = {g(x) + ⟨x2 + 1⟩ / g(x) ∈ F3[x]}
= {ax+ b+ ⟨x2 + 1⟩ / a, b ∈ F3}

é um corpo. Logo,
F3[X]/⟨x2 + 1⟩

2

F3

é uma extensão de corpos finitos. Seja α uma raiz de x2 +1. Temos α2 +1 = 0 que
implica α2 = −1 ≡ 2. Existe um isomofismo entre F3[X]/⟨x2 + 1⟩ e F9, e podemos
ver a seguinte correspondência

F3/⟨x2 + 1⟩ F9

⟨x2 + 1⟩ → α2 + 1 = 0
⟨x2 + 1⟩+ 1 → α2 + 2 = 1
⟨x2 + 1⟩+ 2 → α2 = 2
⟨x2 + 1⟩+ x → α2 + α + 1 = α

⟨x2 + 1⟩+ x+ 1 → α2 + α + 2 = α + 1
⟨x2 + 1⟩+ x+ 2 → α2 + α = α + 2
⟨x2 + 1⟩+ 2x → α2 + 2α + 1 = 2α

⟨x2 + 1⟩+ 2x+ 1 → α2 + 2α + 2 = 2α + 1
⟨x2 + 1⟩+ 2x+ 2 → α2 + 2α = 2α + 2

e escrever

F3[x]/⟨x2 + 1⟩ = {aα+ b / a, b ∈ F3}
= {0, 1, 2, α, α+ 1, α + 2, 2α, 2α + 1, 2α+ 2}.

Portanto, F3[X]/⟨x2 + 1⟩ é isomorfo a F9, e {1, α} é uma base de F9 sobre F3.

Exemplo 1.2.7. No Exemplo 1.2.6 mostramos como construir um corpo a partir de
um polinômio. A Tabela abaixo mostra o corpo F16 construído usando o polinômio
irredutível x4 + x + 1 sobre F2. Os elementos são representados como combinações
lineares de {1, α, α2, α3} com coeficientes em {0, 1}, onde α é uma raiz de x4+x+1.
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k Potência de α (αk) Forma Polinomial Forma Vetorial (a3a2a1a0)
0 α0 1 0001
1 α1 α 0010
2 α2 α2 0100
3 α3 α3 1000
4 α4 α + 1 0011
5 α5 α2 + α 0110
6 α6 α3 + α2 1100
7 α7 α3 + α + 1 1011
8 α8 α2 + 1 0101
9 α9 α3 + α 1010
10 α10 α2 + α + 1 0111
11 α11 α3 + α2 + α 1110
12 α12 α3 + α2 + α + 1 1111
13 α13 α3 + α2 + 1 1101
14 α14 α3 + 1 1001
15 α15 1 0001

Tabela 1.1: Lista dos Elementos de F16 em Função de α.

Teorema 1.2.8. (Caracterização de subcorpos) Seja Fq o corpo finito com q = pn

elementos. Todo subcorpo de Fq tem ordem pm, onde m é um divisor positivo de n.
Por outro lado, se m é um divisor positivo de n, então existe um único subcorpo de
Fq com pm elementos.

Demonstração. Seja K um subcorpo de Fq. Como p é um número primo e a ordem
de K divide a ordem de F, |K| = pm com m ≤ n. Pelo Lema 1.2.1, pn é uma
potência de pm, ou seja, ∃r ∈ N tal que (pm)r = pn ⇒ m|n. Por outro lado,

m|n =⇒ (pm − 1) | (pn − 1) =⇒ (xp
m−1 − 1) | (xpn−1 − 1)

=⇒ (xp
m − x) | (xpn − x) em Fp[X]

o que implica que cada raiz de xpm−x também é raiz de xq−x. Então, pelo Teorema
1.2.5, o corpo de decomposição de xpm − x sobre Fp, de ordem pm, está contido em
Fq. Suponha que haja mais de um subcorpo de ordem pm contido em Fq. Então a
união deles contém mais de pm raízes de xpm − x. Absurdo. Logo, existe um único
subcorpo de Fq de ordem pm.

O Teorema 1.2.8 mostra que o único subcorpo de Fpn de ordem pm, onde m é um
divisor positivo de n, consiste exatamente das raízes do polinômio xpm − x ∈ Fp[X]
em Fpn .

Exemplo 1.2.9. Os subcorpos do corpo F372 podem ser determinados pelos divisores
positivos de 72. As relações de continência entre estes subcorpos podem ser vistas
através do seguinte diagrama:
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Pelo Teorema 1.2.8, estas continências são equivalentes à divisibilidade entre os
divisores de 72.

Teorema 1.2.10. Para todo corpo finito Fq, o grupo multiplicativo (Fq∗, ·) é cíclico.

Demonstração. Provemos que um subgrupo finito qualquer de um corpo finito é
cíclico. Sejam G um subgrupo finito de um corpo finito F tal que |G| = n, d um
divisor positivo de n e φ(d) o número de elementos de ordem d em G. Se φ(d) ̸= 0,
seja a ∈ G tal que |a| = d, e H subgrupo de G gerado por a. Como H = ⟨a⟩,
|H| = |a| = d e todo elemento de H é raiz de xd = 1. Então, H é exatamente o
conjunto das d raízes de xd = 1. Dado h ∈ H, temos que h = aj com 0 ≤ j ≤ d− 1,

e |h| = |a|
mdc(d, j)

(Teorema 1.1.7), o que implica que |h| = |a| ⇔ mdc(d, j) = 1.

Como 0 ≤ j ≤ d − 1, a quantidade de elementos j tais que mdc(d, j) = 1 é igual a
ϕ(d) (Função de Euler de d). Portanto, φ(d) = 0 ou ϕ(d), logo, φ(d) ≤ ϕ(d). Daí,

n =
∑
d|n

φ(d) ≤
∑
d|n

ϕ(d) = n ⇒
∑
d|n

φ(d) =
∑
d|n

ϕ(d) ⇒ φ(d) = ϕ(d), ∀d|n

Em particular, φ(n) = ϕ(n) ⇒ ∃g ∈ G / |g| = n ⇒ G = ⟨g⟩.

Definição 1.2.11. (Elemento primitivo) O gerador do grupo cíclico (Fq∗, ·) é cha-
mado de elemento primitivo de Fq.

Da demonstração do teorema anterior, sabemos que o número de elementos pri-
mitivos em Fq é dado por ϕ(q − 1).

Teorema 1.2.12. Se Fq é um corpo finito, Fr uma extensão finita de Fq, então Fr é
uma extensão algébrica simples de Fq e todo elemento primitivo de Fr é um elemento
definidor de Fr sobre Fq.
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Demonstração. Seja α um elemento primitivo de Fr. Como α ∈ Fr e Fq ⊂ Fr,
Fq(α) ⊂ Fr. Por outro lado, Fr∗ = ⟨α⟩, então Fq(α) contém todos os elementos
de Fr∗, além do 0. Assim, Fr ⊂ Fq(α). Portanto, Fr = Fq(α), ou seja, Fr é uma
extensão simples de Fq adjuntado de qualquer elemento primitivo de Fr.

Corolário 1.2.13. Para todo corpo finito Fq e todo n positivo inteiro, existe um
polinômio irredutível de grau n em Fq[X].

Demonstração. Seja Fr um corpo de ordem qn. Temos n = [Fr : Fq]. Pelo lema
anterior, Fr = Fq(α) para algum α primitivo em Fr. Então, o polinômio minimal de
α sobre Fq é irredutível (Teorema 1.1.25), e tem grau n (Teorema 1.1.29).

1.3 Raízes de polinômios irredutíveis

Vejamos agora algumas propriedades sobre o conjunto de raízes de um polinômio
irredutível sobre um corpo finito.

Lema 1.3.1. Sejam f ∈ Fq[X] um polinômio irredutível sobre Fq e α raiz de f
numa extensão de Fq. Então, dado h ∈ Fq[X], h(α) = 0 se, e somente se, f divide
h.

Demonstração. Seja a o coeficiente líder de f . Defina g(x) = a−1 · f(x). Daí, g é
um polinômio mônico, irredutível, e que tem α como raiz, ou seja, é o polinômio
minimal de α sobre Fq. Como estamos em um corpo, que é um domínio principal,
o ideal J = {f ∈ Fq[X] / f(α) = 0} possui um gerador. Como f é irredutível, este
gerador é igual a g, e portanto g|f . Então, dado h ∈ Fq[X], se h(α) = 0, então g|h
e consequentemente f |h (pois f é irredutível); por outro lado, f |h⇒ h(α) = 0.

Lema 1.3.2. Seja f ∈ Fq[X] um polinômio irredutível sobre Fq de grau m. Então,
f(x) divide xqn − x se, e somente se, m divide n.

Demonstração. Seja α uma raiz de f no corpo de decomposição de f sobre Fq. Su-
ponha que f(x) | (xqn − x), e então α é raiz de xqn − x, o que implica que α ∈ Fqn .
Logo Fq(α) é subcorpo de Fqn . Como [Fq(α) : Fq] = m e [Fqn : Fq] = n, temos que
m|n.

Por outro lado, se α é raiz de f , então [Fq(α) : Fq] = m, ou seja, Fq(α) = Fqm .
Como m|n, segue que Fqm é subcorpo de Fqn , e então α ∈ Fqn . Pelo Lema 1.3.1,
f(x) | (xqn − x).

Teorema 1.3.3. Seja f ∈ Fq[X] um polinômio irredutível sobre Fq de grau n. Então,
f tem raiz α em Fqn e todas as raízes de f são simples e iguais a α, αq, ..., αqn−1.
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Demonstração. Seja α uma raiz de f no corpo de decomposição de f sobre Fq. Logo,
[Fq(α) : Fq] = n e Fq(α) = Fqn . Vejamos que se β ∈ Fqn é raiz de f então βq também
é raiz de f . Escreva f(x) = anx

n+an−1x
n−1+ · · ·+a1x+a0 com ai ∈ Fq, 0 ≤ i ≤ n.

Daí,

f(βq) = anβ
qn + an−1β

q(n−1) + · · ·+ a1β
q + a0

= aqnβ
qn + aqn−1β

q(n−1) + · · ·+ a1
qβq + (a0)

q

= (anβ
n)q + (an−1β

n−1)q + · · ·+ (a1β)
q + (a0)

q

= (anβ
n + an−1β

n−1 + · · ·+ a1β + a0)
q

= f(β)q = 0q = 0

Ou seja, βq é raiz de f . Portanto α, αq, ..., αqn−1 são raízes de f .

Agora suponha que nem todas as raízes de f são simples. Então, existem j, k
inteiros tais que 0 ≤ j < k ≤ n − 1 e αqj = αq

k . Elevando essa igualdade a qn−k
temos αqj+n−k

= αq
k+n−k

= αq
n
= α, logo f(x) | (xqj+n−k − x), e assim, pelo Lema

1.3.2, n | (j+n−k). Mas 0 < j+n−k < n (pois j < k), gerando uma contradição.
Ou seja, todas as raízes de f são simples.

Corolário 1.3.4. Seja f ∈ Fq[X] um polinômio irredutível sobre Fq de grau n.
Então, o corpo de decomposição de f sobre Fq é dado por Fqn.
Demonstração. O teorema anterior mostra que todas as raízes de f estão em Fqn ,
logo f se decompõe em Fqn . Além disso, o Teorema 1.3.2 mostra que Fq(α) = Fqn , ou
seja, Fqn é o menor corpo com todas as raízes de f , logo, é o corpo de decomposição
de f .

Corolário 1.3.5. Quaisquer polinômios irredutíveis em Fq[X] de mesmo grau tem
corpos de decomposição isomorfos.

Demonstração. Sejam f e g polinômios irredutíveis de grau n. Pelo corolário ante-
rior, o corpo de decomposição de ambos é dado por Fqn .

Exemplo 1.3.6. No Exemplo 1.2.6 mostramos a construção de F9 a partir de F3

usando o polinômio x2+1. Considere agora o polinômio x2+x+2. Seja β uma raiz
deste polinômio. Temos β2+β+2 = 0 ⇒ β2 = 2β+1. Então, o isomorfismo é tal que

F3/⟨x2 + x+ 2⟩ F9

⟨x2 + x+ 2⟩ → β2 + 1 = 2β + 2
⟨x2 + x+ 2⟩+ 1 → β2 + 2 = 2β
⟨x2 + x+ 2⟩+ 2 → β2 = 2β + 1
⟨x2 + x+ 2⟩+ x → β2 + β + 1 = 2

⟨x2 + x+ 2⟩+ x+ 1 → β2 + β + 2 = 0
⟨x2 + x+ 2⟩+ x+ 2 → β2 + β = 1
⟨x2 + x+ 2⟩+ 2x → β2 + 2β + 1 = β + 2

⟨x2 + x+ 2⟩+ 2x+ 1 → β2 + 2β + 2 = β
⟨x2 + x+ 2⟩+ 2x+ 2 → β2 + 2β = β + 1.
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Ou seja, como x2+x+2 também irredutível sobre F3 de grau 2, o corpo F3/⟨x2+x+2⟩
também é isomorfo a F9, e {1, β} é uma base de F9 sobre F3.

Definição 1.3.7. (Elemento conjugado) Seja α ∈ Fqn. Os elementos α, αq, . . . , αqn−1

são conjugados de α com respeito a Fq.

Os conjugados de α ∈ Fqn com respeito a Fq são todos distintos se, e somente
se, o polinômio minimal de α sobre Fq tem grau n. Caso contrário, o grau d deste
polinômio é um divisor próprio de n, e os conjugados de α com respeito a Fq são os
elementos distintos α, αqn/d

, αq
2n/d

, . . . , αq
(d−1)n/d que se repetem n

d
vezes.

Teorema 1.3.8. Os conjugados de α ∈ Fq∗ com respeito a qualquer subcorpo de Fq
tem a mesma ordem em (Fq∗, ·).

Demonstração. Sejam Fq um corpo finito tal que q = pn e α ∈ Fq. Dado um
subcorpo Fr de Fq, r = pm para algum m divisor de n, e os conjugados de α com
respeito a Fr são α, αr, αr2 , . . . , αrk−1 , onde k =

n

m
, pois

αr
k

= α(pm)k = αp
mk

= αp
n

= αq = α.

Então, αrk−1 = 1 ⇒ ord(α) | (rk − 1). Considerando ⟨α⟩ um subgrupo finito
de (Fq∗, ·), para 0 ≤ j ≤ k − 1, αr

j gera um subgrupo finito de ⟨α⟩. Assim,
ord(αr

j
) = ord(α)

mdc(rj ,ord(α)) (Teorema 1.1.7). Vejamos que mdc
(
rj, ord(α)

)
= 1. Temos

que rj = (pm)j = pmj e rk = (pm)k = pmk. Se mdc
(
pmj, ord(α)

)
> 1, então

p | ord(α) ⇒ p | (rk − 1) ⇒ p | (pmk − 1) ⇒ p|1.

Absurdo. Logo, ord(αrj) = ord(α)

mdc
(
rj ,ord(α)

) = ord(α).

Corolário 1.3.9. Se α é um elemento primitivo de Fq, então todos os seus conju-
gados com respeito a qualquer subcorpo de Fq também são.

Demonstração. Pelo teorema anterior, eles tem a mesma ordem de α, ou seja, tam-
bém geram (Fq∗, ·).

Exemplo 1.3.10. Seja α ∈ F24 uma raiz do polinômio f(x) = x4 + x+ 1 ∈ F2[X].
Os conjugados de α com respeito a F2 são α20 , α21 , α22 , α23, ou seja, α, α2, α4, α8,
e todos são elementos primitivos de F24. Já os conjugados de α com respeito a F22

são α(22)0 , α(22)1 ou seja α, α4.
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Existe uma forte relação entre elementos conjugados e certos automorfismos de
um corpo finito. Seja Fqn uma extensão de Fq. Ao dizer um automorfismo σ de Fqn
sobre Fq, nos referimos ao automorfismo de Fqn que fixa os elementos de Fq, os cha-
mados Automorfismos de Frobenius. Isto é, σ : Fqn → Fqn é uma aplicação bijetora
com σ(α+β) = σ(α)+σ(β) e σ(αβ) = σ(α)·σ(β), ∀α, β ∈ Fqn ; e σ(a) = a, ∀a ∈ Fq.

Teorema 1.3.11. Os automorfismos distintos de Fqn sobre Fq são exatamente as
aplicações σ0, σ1, . . . , σn−1 dadas por σj(α) = αq

j para α ∈ Fqn , 0 ≤ j ≤ n− 1.

Demonstração. Para cada σj e todo α, β ∈ Fqn , como o contradomínio de σj é Fqn ,

σj(α + β) = (α+ β)j = αj + βj = σj(α) + σj(β);

σj(αβ) = (αβ)q
j

= αq
j · βqj = σj(α) · σj(β).

Logo, σj é um homomorfismo de Fqn em Fqn (endomorfismo de Fqn).

Temos que σj(α) = 0 ⇔ αq
0
= 0 ⇔ α = 0. Então, ker(σj) = {0} ⇒ σj é in-

jetora. Como Fqn é finito, segue que σj é sobrejetora. Logo, σj é um automorfismo
de Fqn . Além disso, pelo Lema 1.2.3, σj(α) = αq

j
= α, ∀α ∈ Fq. Logo, σj é um

automorfismo de Fqn sobre Fq.

Sejam 0 < i, j < n. Suponha que σi = σj. Então, αqi = αq
j
, ∀α ∈ Fqn . Su-

ponha, sem perda de generalidade, i > j. Dividindo esta igualdade por αqj , temos
αq

i−qj = 1, logo, ord(α) | (qi − qj). Considere α um elemento primitivo. Então,

ord(α) = qn − 1 =⇒ (qn − 1) | (qi − qj) =⇒ (qn − 1) | qj(qi−j − 1).

Como (qn − 1) e qj não tem fatores primos em comum, (qn − 1) divide (qi−j − 1), e
então, n < (i− j). Contradição. Logo, σi ̸= σj.

Agora, sejam σ um automorfismo qualquer de Fqn sobre Fq, β um elemento pri-
mitivo de Fqn e f(x) = xn+ an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Fq[X] o polinômio minimal
de β sobre Fq. Daí,

0 = σ(0) = σ(βn + an−1β
n−1 + · · ·+ a1β + a0)

= σ(β)n + an−1σ(β)
n−1 + · · ·+ a1σ(β) + a0

e então σ(β) é raiz de f(x), e pelo Teorema 1.3.3, σ(β) = βq
j para algum j tal que

0 ≤ j ≤ n− 1. Dado α ∈ Fqn , α = βs para algum s. Como σ é um homomorfismo
de grupos, σj(α) = σj(β

s) = σj(β)
s = (βq

j
)s = (βs)q

j
= αq

j .

Após este teorema podemos ver que os conjugados de α são obtidos aplicando
todos os automorfismos de Fqn sobre Fq ao elemento α. Estes automorfismos formam
um grupo onde a operação é a composição de aplicações. Este grupo é cíclico, de
ordem n e gerado por σ1.
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1.4 Traço, Norma e Base
Nesta seção, adotaremos K = Fq e F = Fqn , a menos que seja especificado.

Vejamos, novamente, a extensão finita F do corpo finito K como um espaço vetorial
sobre K. Isso significa que F tem dimensão n sobre K, e se {α1, α2, . . . , αn} é uma
base de F sobre K, todo elemento d ∈ F se escreve como

d = c1α1 + c2α2 + · · ·+ cnαn com cj ∈ K para 1 ≤ j ≤ n.

Definição 1.4.1. (Traço) Para todo α ∈ F , o traço de α sobre K é definido por

TrF/K(α) = α+ αq + αq
2

+ · · ·+ αq
n−1

.

Se P for o subcorpo primo de F , TrF/P (α) é o traço absoluto de α e escrevemos
apenas TrF (α).

Além de uma soma de conjugados, o traço também pode ser visto da seguinte
forma: seja f ∈ K[X] o polinômio minimal de α sobre K de grau d divisor de n.
Então g(x) = f(x)n/d ∈ K[X] é chamado polinômio característico de α sobre
K. Pelo Teorema 1.3.3 as raízes de f são α, αq, ..., αq

d−1 , e pelo parágrafo após a
Definição 1.3.7, as raízes de g em F são os conjugados de α com respeito a K. Daí,
g se escreve como

g(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

= (x− α)(x− αq)(x− αq
2

) . . . (x− αq
n−1

)

onde, pelas Fórmulas de Viète, TrF/K(α) = −an−1. Em particular, TrF/K(α) ∈ K.

Teorema 1.4.2. A função traço satisfaz as seguintes propriedades:

(i) TrF/K(α + β) = TrF/K(α) + TrF/K(β), ∀α, β ∈ F ;

(ii) TrF/K(cα) = c · TrF/K(α), ∀c ∈ K,α ∈ F ;

(iii) TrF/K é transformação linear sobrejetora de F sobre K, onde F e K são vistos
como espaços vetoriais sobre K;

(iv) TrF/K(a) = na, ∀a ∈ K;

(v) TrF/K(α
q) = TrF/K(α), ∀α ∈ F .

Demonstração. (i) Sejam α, β ∈ F . De acordo com o Teorema 1.1.19,

TrF/K(α + β) = α+ β + (α + β)q + · · ·+ (α+ β)q
n−1

= α+ β + αq + βq + · · ·+ αq
n−1

+ βq
n−1

= TrF/K(α) + TrF/K(β).
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(ii) Pelo Lema 1.2.3 cqj = c, ∀c ∈ K, j ≥ 0. Logo,

TrF/K(cα) = cα+ (cα)q + · · ·+ (cα)q
n−1

= cα+ cαq + · · ·+ cαq
n−1

= c · TrF/K(α).

(iii) Os ítens (i) e (ii) provam que TrF/K é uma transformação linear de F so-
bre K. Como K é um espaço unidimensional seus únicos subcorpos são {0}
e K. Se TrF/K não fosse sobrejetora, sua imagem seria {0}. Sabemos que
TrF/K(α) = 0 se, e somente se, α é raiz de xqn−1

+ · · · + xq + x ∈ K[X]. Mas
este polinômio tem no máximo qn−1 raízes e K tem qn elementos. Logo, existe
α ∈ F tal que TrF/K(α) ̸= 0, o que implica que Im (TrF/K) ̸= {0}. Ou seja,
Im (TrF/K) = K e TrF/K é sobrejetora.

(iv) Seja a ∈ K. TrF/K(a) = a+ aq + · · ·+ aq
n−1

= a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n vezes

= na.

(v) Seja α ∈ F .

TrF/K(α
q) = αq + (αq)q + · · ·+ (αq)q

n−1

= αq + αq
2

+ · · ·+ αq
n

= αq + αq
2

+ · · ·+ α

= TrF/K(α).

A função Traço TrF/K é, não somente uma transformação linear sobrejetora de
F em K, mas também um “modelo” de todas as transformações lineares de F sobre
K com a vantagem de ser independente da escolha de uma determinada base.

Teorema 1.4.3. Seja F |K uma extensão de corpos finitos, ambos considerados
espaços vetoriais sobre K. As transformações lineares de F sobre K são exatamente
as aplicações Tβ com β ∈ F , onde Tβ(α) = TrF/K(βα) para todo α ∈ F . Além disso,
Tβ ̸= Tγ sempre que β e γ são distintos em F .

Demonstração. Pelo Teorema 1.4.2(iii), Tβ é transformação linear de F sobre K.
Para β, γ ∈ F, β ̸= γ, temos

Tβ(α)− Tγ(α) = TrF/K(βα)− TrF/K(γα) = TrF/K
(
(β − γ) · α

)
̸= 0

para algum α ∈ F . Logo, Tβ ̸= Tγ.

As aplicações Tβ fornecem qn transformações lineares de F sobre K diferentes (uma
para cada β ∈ F ). Por outro lado, podemos obter as transformações lineares de F
sobre K, atribuindo um elemento arbitrário de K aos n elementos de uma base de
F sobre K. Como K tem q elementos, são exatamente qn possibilidades. Portanto,
as aplicações Tβ são exatamente estas qn possíveis aplicações.
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Teorema 1.4.4. Seja F uma extensão finita de K. Dado α ∈ F, TrF/K(α) = 0 se,
e somente se, α = βq − β para algum β ∈ F .

Demonstração. (⇒) Seja β raiz de xq − x − α em alguma extensão de F . Temos
α = βq − β. Daí,

0 = TrF/K(α) = α+ αq + · · ·+ αq
n−1

= (βq − β) + (βq − β)q + · · ·+ (βq − β)q
n−1

= (βq − β) + (βq
2 − βq) + · · ·+ (βq

n − βq
n−1

)

= βq
n − β.

Ou seja, βqn = β ⇒ β ∈ F .
(⇐) Se α = βq−β, então TrF/K(α) = TrF/K(β

q−β) = TrF/K(β
q)−TrF/K(β) = 0,

pois pelo Teorema 1.4.2(v), TrF/K(βq) = TrF/K(β).

Teorema 1.4.5. (Transitividade do Traço) Sejam E|F e F |K extensões de corpos
finitos. Então TrE/K(α) = TrF/K

(
TrE/F (α)

)
para todo α ∈ E.

Demonstração. Se n = [F : K] e m = [E : F ], então [E : K] = nm (Teorema
1.1.27). Daí,

TrF/K
(
(TrE/F (α)

)
=

n−1∑
i=0

(
TrE/F (α)

)qi
=

n−1∑
i=0

(
m−1∑
j=0

α(qn)j

)qi

=
n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

αq
nj+i

=
nm−1∑
k=0

αq
k

= TrE/K(α).

Definição 1.4.6. (Norma) Para todo α ∈ F , a norma de α sobre K é definida por

NF/K(α) = α.αq.αq
2

. . . αq
n−1

= α
(qn−1)
(q−1) .

Comparando as constantes do polinômio g após a Definição 1.4.1, podemos notar
que NF/K(α) = (−1)na0. Em particular, NF/K(α) ∈ K.

Teorema 1.4.7. A função norma satisfaz as seguintes propriedades:

(i) NF/K(αβ) = NF/K(α) ·NF/K(β), ∀α, β ∈ F ;

(ii) NF/K é sobrejetora de F sobre K, e de F ∗ sobre K∗;

(iii) NF/K(a) = an, ∀a ∈ K;

(iv) NF/K(α
q) = NF/K(α), ∀α ∈ F .
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Demonstração. (i) Sejam α, β ∈ F .

NF/K(αβ) = α.β.(α.β)q . . . (α.β)q
n−1

= α.αq . . . αq
n−1

.β.βq . . . βq
n−1

= NF/K(α) ·NF/K(β).

(ii) Como NF/K(α) ∈ K, ∀α ∈ F , NF/K é uma aplicação de F em K, e como
NF/K(α) = 0 ⇔ α = 0, também é uma aplicação de F ∗ em K∗. A propriedade
(i) mostra que NF/K é um homomorfismo de grupos entre F ∗ e K∗, logo, os

elementos do kernel de NF/K são as raízes de x
(qn−1)
(q−1) = 1. Seja d a ordem do

kernel. Temos que d ≤ (qn−1)
(q−1)

, e de acordo com o Teorema 1.1.12,

|Im(NF/K)| =
|F ∗|

|ker(NF/K)|
=
qn − 1

d
≥ q − 1 = |K∗|

Portanto, NF/K é sobrejetora de F ∗ em K∗, logo, sobrejetora de F em K.

(iii) Seja a ∈ K. NF/K(a) = a.aq . . . aq
n−1

= a.a . . . a︸ ︷︷ ︸
n vezes

= an.

(iv) Seja α ∈ F .

NF/K(α
q) = αq.(αq)q . . . (αq)q

n−1

= αq.αq
2

. . . αq
n

= αq.αq
2

. . . α

= NF/K(α).

Teorema 1.4.8. (Transitividade da Norma) Sejam E|F e F |K extensões de corpos
finitos. Então NE/K(α) = NF/K

(
NE/F (α)

)
para todo α ∈ E.

Demonstração. Como n = [F : K] e m = [E : F ], temos [E : K] = nm. Daí,

NF/K (NE/F (α)) = NF/K

(
α

(qnm−1)
(qn−1)

)
=

(
α

(qnm−1)
(qn−1)

) (qn−1)
(q−1)

= α
(qnm−1)
(q−1) = NE/K(α)

Seja {α1, . . . , αn} uma base de F sobre K. Todo elemento α de F se escreve
como c1α1 + · · ·+ cnαn, onde a função cj : α 7→ cj(α), com cj(α) ∈ K, 1 ≤ j ≤ n, é
transformação linear de F em K, e pelo Teorema 1.4.3, existe βj ∈ F tal que cj(α) =
TrF/K(βj · α), ∀α ∈ F . Fazendo α = αi para cada i ∈ {1, . . . , n}, encontramos
αi = 0.α1 + · · ·+ 1.αi + · · ·+ 0.αn = TrF/K(βj . α1).α1 + · · ·+ TrF/K(βj · αi) · αi +
· · ·+ TrF/K(βj · αn) · αn. Isto implica que

TrF/K(βj · αi) =

{
0, se i ̸= j;

1, se i = j.
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Vejamos agora que {β1, . . . , βn} também é uma base de F sobre K. Como este
conjunto possui n elementos, basta provar que é linearmente independente. Sejam
d1, d2, . . . , dn ∈ K tais que d1β1+ · · ·+dmβn = 0. Multiplicando ambos os lados por
um αi fixo, temos d1β1αi + · · ·+ diβiαi + · · ·+ dnβnαi = 0. Daí,

0 = TrF/K(0) = TrF/K(d1β1αi + · · ·+ diβiαi + · · ·+ dnβnαi)

= d1.T rF/K(β1αi) + · · ·+ di.T rF/K(βiαi) + · · ·+ dn.T rF/K(βnαi)

= d1.0 + · · ·+ di.1 + · · ·+ dn.0

= di

e como i é arbitrário, di = 0, ∀i. Logo, {β1, . . . , βn} também é base de F sobre K.

Definição 1.4.9. (Base dual) Seja F |K uma extensão de corpos finitos. As bases
{α1, . . . , αn} e {β1, . . . , βn} de F sobre K são bases duais (ou bases comple-
mentares) se para 1 ≤ i, j ≤ n,

TrF/K(βj · αi) =

{
0, se i = j;

1, se i ̸= j.

Exemplo 1.4.10. Sejam α ∈ F23 uma raiz do polinômio x3+x2+1 irredutível sobre
F2[X] e α, α2, α4 os seus conjugados com respeito a F2. Vejamos que {α, α2, 1+α+
α2} é uma base de F23 sobre F2. Como este conjunto tem 3 elementos, basta mostrar
que é linearmente independente. Sabemos que {1, α, α2} é uma base de F23 sobre F2

(Teorema 1.1.29). Sejam c1, c2, c3 ∈ F2 tais que c1α + c2α
2 + c3(1 + α + α2) = 0.

Então,

c3.1 + (c1 + c3)α + (c2 + c3)α
2 = 0 ⇒ c1 = (c1 + c3) = (c2 + c3) = 0

⇒ c1 = c2 = c3 = 0

Ou seja, o conjunto {α, α2, 1 + α + α2} é uma base de F23 sobre F2.

A base dual (ou complementar) de {α, α2, 1+α+α2} é exatamente {α, α2, 1+α+α2}.
Tais bases são chamadas de bases autoduais. O elemento α5, por exemplo, pode
ser representado unicamente como α5 = c1α+c2α

2+c3(1+α+α
2), e os coeficientes

c1, c2, c3 ∈ F2 são determinados por

• c1 = TrF/K(αα
5) = 0;

• c2 = TrF/K(α
2α5) = 1;

• c3 = TrF/K ((1 + α + α2).α5) = 1.

Ou seja, α5 = α2 + (1 + α+ α2) = 1 + α.
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O número de bases distintas F sobre K pode ser grande, mas existem 2 tipos
importantes: a base polinomial {1, α, . . . , αn−1}, dada pelas potências de um
elemento α que define F sobre K, que normalmente é um elemento primitivo de F .
Na continuação, veremos outro tipo de base.

Definição 1.4.11. (Elemento normal) Uma base de F sobre K dada por α ∈ F e
seus conjugados com respeito a K, da forma {α, αq, . . . , αqn−1}, é chamada de base
normal de F sobre K. Neste caso, α ∈ F é chamado de elemento normal sobre
K.

A base {α, α2, 1 + α+ α2} de F8 sobre F2 é um exemplo de base normal, já que
α4 = 1 + α + α2. Antes de provar a existência para o caso geral, vejamos alguns
lemas necessários.

Lema 1.4.12. (Lema de Artin) Sejam G um grupo qualquer, F um corpo qualquer,
ψ1, . . . , ψm homomorfismos distintos de G em F ∗, e a1, . . . , an elementos de F com
pelo menos um não nulo. Então existe g ∈ G tal que a1ψ1(g) + · · ·+ anψn(g) ̸= 0.

Demonstração. Provemos por indução em n. Se n = 1, a1 ̸= 0 e como ψ1(g) ∈ F ∗,
tem-se o resultado. Assuma que n > 1 e que o resultado é válido para n − 1. Se
a1 = 0, voltamos ao caso n− 1 e tem-se o resultado.

Agora considere a1 ̸= 0 e suponha, por absurdo, que

a1ψ1(g) + · · ·+ anψn(g) = 0, ∀g ∈ G (∗)

Como ψ1 ̸= ψn, existe h ∈ G tal que ψ1(h) ̸= ψn(h). Substituindo g por gh em (∗),
e posteriormente multiplicando por ψn(h)−1, temos

0 = a1ψ1(gh) + · · ·+ anψn(gh)

= a1ψ1(g)ψ1(h)ψn(h)
−1 + · · ·+ an−1ψn−1(g)ψn−1(h)ψn(h)

−1 + anψn(g),

e considerando bi = aiψi(h)ψn(h)
−1 para 1 ≤ i ≤ n− 1 obtemos

0 = b1ψ1(g) + · · ·+ bn−1ψn−1(g) + anψn(g) (∗∗)

Subtraindo (∗) de (∗∗) temos c1ψ1(g) + · · · + cn−1ψn−1(g) = 0, ∀g ∈ G, onde
ci = ai−bi para 1 ≤ i ≤ n−1. Em particular, c1 = a1−b1 = a1−a1ψ1(h)ψn(h)

−1 ̸= 0,
pois ψ1(h) ̸= ψn(h), contrariando a hipótese de indução.

Vejamos alguns conceitos de Álgebra Linear que serão utilizados no lema a se-
guir. Seja F um espaço vetorial de dimensão n sobre um corpo K. Dizemos que
um polinômio f ∈ K[x] anula a transformação linear T : F → F se f(T ) = 0. O
polinômio mônico de menor grau que anula T é chamado de polinômio minimal de
T. O polinômio característico de T é dado por det(Ix − T ), onde I é a aplicação
identidade. Pelo Teorema de Cayley-Hamilton [2], este polinômio é sempre mônico
e de grau igual à dimensão de F , neste caso, n. Se existe um vetor v ∈ F tal que
{v, T (v), T 2(v), . . . , T n−1(v)} gera o espaço vetorial F , então v é um vetor cíclico.
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Lema 1.4.13. Seja T um operador linear no espaço vetorial V de dimensão finita.
Então T tem um vetor cíclico se, e somente se, os polinômios característicos e
minimais de T forem idênticos.

Demonstração. Sejam mT e gT os polinômios minimal e característico, respectiva-
mente do operador linear T.

Suponha que α é um vetor cíclico de T . Então {α, T (α), T 2(α), . . . , T n−1(α)} é uma
base de V e dim(V ) = n. Sabemos que deg(mT ) ≤ deg(gT ) = n. Se deg(mT ) < n,
então

0 = mT (α) = c0α + c1T (α) + c2T
2(α) + · · ·+ cn−1T

n−1(α)

com c0, c1, . . . , cn−1, não todos nulos, o que implica que {α, T (α), T 2(α), . . . , T n−1(α)}
é linearmente dependente. Contradição. Logo, deg(mT ) = n = deg(gT ) e portanto,
mT = gT .

Agora considere mT = gT e suponha que não existe vetor cíclico em V . Então, o
conjunto {α, T (α), T 2(α), . . . , T n−1(α)} é linearmente dependente para todo α ∈ V ,
e portanto, existem elementos c0, c1, . . . , cn−1 ∈ K, não todos nulos, tais que

c0α + c1T (α) + c2T
2(α) + · · ·+ cn−1T

n−1(α) = 0, ∀α ∈ V.

Seja q(x) = c0 + c1x + c2x
2 + · · · + cn−1x

n−1 ∈ V [X]. Temos que q(T )(α) =
c0α + c1T (α) + c2T

2(α) + · · · + cn−1T
n−1(α) = 0, ∀α ∈ V , e então, q(T ) = 0, e

portanto, mT |q. Mas n−1 ≥ deg(q) ≥ deg(mT ) = n. Contradição. Portanto, existe
vetor cíclico em V.

Lema 1.4.14. (Teorema da Base Normal) Para todo corpo finito K e toda extensão
finita F , existe uma base normal de F sobre K.

Demonstração. Considere n ≥ 2. Pelo Teorema 1.3.11 e o parágrafo que segue
após sua demonstração, sabemos que os automorfismos de F sobre K são da forma
ε, σ, σ2, . . . , σn−1 onde σ(α) = αq ∀α ∈ F, σj indica a composição de σ consigo
mesma j vezes, e ε é a aplicação identidade em F . Podemos afirmar que σ é um
operador linear de F sobre K, pois estes automorfismos preservam as propriedades
σ(α + β) = σ(α) + σ(β), e σ(cα) = c · σ(α), ∀α, β ∈ F, c ∈ K. Como σn = ε, o
polinômio xn−1 ∈ K[X] anula σ, e portanto, o polinômio minimal de σ divide xn−1.
Pelo Lema 1.4.12, aplicado em ε, σ, σ2, . . . , σn−1, vemos que nenhum polinômio não
nulo em K[X] de grau menor que n anula σ. Logo, xn − 1 é o minimal de σ. Como
o polinômio característico de σ é mônico, de grau n, e divisível pelo minimal, segue
que o polinômio característico também é xn − 1. Logo, pelo Lema 1.4.13, existe
um elemento α ∈ F tal que α, σ(α), σ2(α), . . . , σn−1(α) geram o espaço vetorial F , e
portanto é uma base de F sobre K. Como este conjunto é formado por um elemento
α e seus conjugados com relação a K, esta é uma base normal de F sobre K.
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Definição 1.4.15. (Discriminante) Seja F |K uma extensão de corpos finitos de
grau n. O discriminante ∆F/K(α1, . . . , αn) dos elementos α1, . . . , αn ∈ F é defi-
nido como o determinante de ordem n dado por

∆F/K(α1, . . . , αn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
TrF/K(α1α1) TrF/K(α1α2) · · · TrF/K(α1αn)
TrF/K(α2α1) TrF/K(α2α2) · · · TrF/K(α2αn)

...
... . . . ...

TrF/K(αnα1) TrF/K(αnα2) · · · TrF/K(αnαn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Por definição, ∆F/K(α1, . . . , αn) ∈ K.

Teorema 1.4.16. Sejam F |K uma extensão de corpos finitos de grau n e α1, . . . , αn
elementos de F . Então, {α1, . . . , αn} é base de F sobre K se, e somente se,
∆F/K(α1, . . . , αn) ̸= 0.

Demonstração. (⇒) Basta mostrar que cada vetor-linha da matriz é linearmente in-
dependente. Sejam c1, . . . , cn ∈ K tais que c1TrF/K(αjα1)+· · ·+cnTrF/K(αjαn) = 0
para 1 ≤ j ≤ n. Defina β = c1α1 + · · · + cnαn. Então, TrF/K(αjβ) = 0 para
1 ≤ j ≤ n. Como {α1, . . . , αn} é base de F sobre K, TrF/K(αβ) = 0 ∀α ∈ F ,
ou seja, β = 0. Consequentemente, c1 = · · · = cn = 0, e portanto, o conjunto
{TrF/K(αjα1), . . . , T rF/K(αjαn)} é linearmente independente para 1 ≤ j ≤ n.

(⇐) Basta mostrar que {α1, . . . , αn} é linearmente independente. Sejam c1, . . . , cn
elementos de K tais que c1α1 + · · · + cnαn = 0. Multiplicando a equação por
um αj fixo e aplicando o traço temos c1TrF/K(αjα1) + · · · + cnTrF/K(αjαn) = 0.
Mas por hipótese os vetores-linha da matriz são linearmente independentes, então
c1 = · · · = cn = 0, logo, {α1, . . . , αn} é base de F sobre K.

Podemos utilizar outro determinante de ordem n, onde as entradas são elementos
de F , com o mesmo propósito de ∆F/K(α1, . . . , αn). Sejam β1, . . . , βn ∈ F , e A a
matriz n× n cuja entrada na i-ésima linha e j-ésima coluna é igual a βq

i−1

j , onde q
é o número de elementos de K. Se AT representa a matriz transposta de A, então
AT ·A = B onde B é a matriz n× n cuja entrada na i-ésima linha e j-ésima coluna
é igual a TrF/K(βiβj).

Corolário 1.4.17. Sejam β1, . . . , βn ∈ F . O conjunto {β1, . . . , βn} é base de F
sobre K se, e somente se,∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β1 β2 · · · βn
(β1)

q (β2)
q · · · (βn)

q

...
... . . . ...

(β1)
qn−1

(β2)
qn−1 · · · (βn)

qn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.
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Demonstração. Seja A a matriz definida acima.

Então, AT .A =


TrF/K(β1β1) TrF/K(β1β2) · · · TrF/K(β1βn)
TrF/K(β2β1) TrF/K(β2β2) · · · TrF/K(β2βn)

...
... . . . ...

TrF/K(βnβ1) TrF/K(βnβ2) · · · TrF/K(βnβn)

.

Logo, ∆F/K(β1, . . . , βn) = det(AT .A) = det(AT ).det(A) = det(A)2. Sabemos que
det(A)2 = 0 ⇔ det(A) = 0, e então ∆F/K(β1, . . . , βn) = 0 ⇔ det(A) = 0, e pelo
Teorema 1.4.16, det(A) = 0 ⇔ {β1, . . . , βn} é base de F sobre K.

Vejamos agora uma definição importante que será utilizada no teorema seguinte
e também nos próximos capítulos.

Definição 1.4.18. (Matriz de Sylvester) Sejam dois polinômios em K[X] da forma
f(x) = a0+a1x+a2x

2+ · · ·+anxn e g(x) = b0+ b1x+ b2x
2+ · · ·+ bmxm, m, n ∈ N.

A matriz de Sylvester S(f,g) destes dois polinômios é definida por

a0 a1 · · · an 0 0 · · · 0
0 a0 a1 · · · an 0 · · · 0
...

...
0 0 · · · 0 a0 a1 · · · an
b0 b1 · · · bm 0 0 · · · 0
0 b0 b1 · · · bm 0 · · · 0
...

...
0 0 · · · 0 b0 b1 · · · bm


e tem ordem (m + n) × (m + n). O determinante R(f, g) de ordem m + n desta
matriz é chamado de resultante de f e g.

Considerando γi uma raiz de f , e ζj um raiz de g, com 1 ≤ i ≤ n e 1 ≤ j ≤ m,
estes dois polinômios podem ser escritos como f(x) = an(x − γ1) · · · (x − γn) e
g(x) = bm(x−ζ1) · · · (x−ζm). Daí, é possível mostrar por indução que o determinante
R(f, g) pode ser escrito como

R(f, g) = amn b
n
m

n∏
i=1

m∏
j=1

(γi − ζj).

Assim podemos concluir que R(f, g) = 0 se, e somente se, f e g possuem uma raiz
em comum, ou seja, se possuem um divisor comum de grau maior que zero.

Teorema 1.4.19. Para todo α ∈ F , os seus conjugados {α, αq, . . . , αqn−1} formam
uma base de F sobre K se, e somente se, os polinômios αxn−1+αqxn−2+ · · ·+αqn−1

e xn − 1 em F [X] são primos ente si.
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Demonstração. Definindo β1 = α, β2 = αq, . . . , βn = αq
n−1 , o determinante do

Corolário 1.4.17, após algumas permutações de linhas, torna-se

±

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α αq αq
2 · · · αq

n−1

αq
n−1

α αq · · · αq
n−2

αq
n−2

αq
n−1

α · · · αq
n−3

...
...

... . . . ...
αq αq

2
αq

3 · · · α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Sejam f(x) = xn − 1 e g(x) = αxn−1 + αqxn−2 + · · · + αq

n−2
x + αq

n−1 em F [X].
Considere R(f, g) o determinante de ordem 2n− 1, e adicione

• a (n+ 1)-ésima coluna à 1ª coluna,

• a (n+ 2)-ésima coluna à 2ª coluna,

e assim por diante, até adicionar a (2n + 1)-ésima coluna à (n + 1)-ésima coluna.
O determinante resultante se fatora como o produto do determinante da matriz de
ordem (n − 1) × (n − 1) preenchida por −1 na diagonal principal e 0 nas demais
entradas; e o determinante descrito acima. Isto é, é igual ao determinante acima a
menos de sinal. Como R(f, g) ̸= 0 se, e somente se, f e g são primos entre si, segue
do Corolário 1.4.17 que {β1, . . . , βn} = {α, αq, . . . , αqn−1} é base de F sobre K se, e
somente se, f e g são primos ente si.

Este resultado nos levará à definição de um tipo particular de elemento, chama-
dos de elementos k-normais, que será definido na Seção 3.3. Estes elementos são
chave no objetivo principal deste trabalho.
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Capítulo 2

Ferramentas úteis em Corpos Finitos

Neste capítulo apresentamos algumas ferramentas que serão úteis nos capítulos
seguintes. Na primeira seção apresentamos definições e importantes resultados re-
lacionados a polinômios linearizados (ou q-polinômios, onde q é uma potência de
um número primo). Posteriormente, definimos e apresentamos propriedades de um
tipo especial de homomorfismos de grupos, chamados de Caracteres, que podem
estar relacionados ao grupo aditivo ou multiplicativo de um corpo finito. Por fim,
definimos um caso particular de soma exponencial, denominados Soma de Gauss.

2.1 Polinômios linearizados
Polinômios desempenham um importante papel no estudo da estrutura algébrica

de um corpo finito de forma geral. Polinômios irredutíveis são fundamentais na cons-
trução de corpos finitos e realização de cálculos com seus elementos.

Um tipo especial de polinômios é definido a seguir. Uma das principais utilidades
destes polinômios é a facilidade na determinação do conjunto de suas raízes devido
à sua estrutura, além de desempenhar um papel fundamental em caracterizações de
elementos k-normais amplamente utilizadas.

Definição 2.1.1. (q-polinômio) Sejam Fqn uma extensão de Fq e α0, . . . , αm ∈ Fqn.
Um polinômio da forma

L(x) =
m∑
i=0

αix
qi

é chamado de q-polinômio (ou polinômio linearizado) sobre Fqn.

Se Fqs é uma extensão de Fqn , então

L(β + γ) =
m∑
i=0

αi(β + γ)q
i

=
m∑
i=0

αi(β
qi + γq

i

)

=
m∑
i=0

αiβ
qi +

m∑
i=0

αiγ
qi = L(β) + L(γ)
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e também

L(cβ) =
m∑
i=0

αi(cβ)
qi =

m∑
i=0

αi(c
qiβq

i

) =
m∑
i=0

αi(cβ
qi)

= c
m∑
i=0

αi(β
qi) = cL(β)

para todo β, γ ∈ Fqs , c ∈ Fq. Isso mostra que L(x) é um operador linear de Fqs
sobre Fq.

Teorema 2.1.2. Sejam L(x) um q-polinômio não nulo sobre Fqn e Fqs uma extensão
de Fqn contendo todas as raízes de L(x). Então, todas as raízes de L(x) tem a mesma
multiplicidade, igual a 1 ou uma potência de q. Além disso, estas raízes formam um
subespaço vetorial de Fqs sobre Fq.

Demonstração. Das considerações após a Definição 2.1.1, temos que qualquer com-
binação linear de raízes com coeficientes em Fq é também uma raiz de L(x). Logo,
este conjunto é um subespaço vetorial de Fqs . Além disso, a derivada de L(x) é
L′(x) = α0, ou seja, L(x) tem apenas raízes simples caso α0 ̸= 0. Caso contrário,
seja k o menor índice tal que αk ̸= 0, isto é, α0 = α1 = · · · = αk−1 = 0. Então,

L(x) =
m∑
i=k

αix
qi =

m∑
i=k

α
(qnk)
i xq

i

=

(
m∑
i=k

α
(q(n−1)k)
i xq

i−k

)qk

=

(
m−k∑
i=0

αix
qi

)qk

que é a qk-ésima potência de um q-polinômio que possui apenas raízes simples. Logo,
as raízes de L(x) neste caso tem multiplicidade qk.

Lema 2.1.3. Sejam β1, . . . , βm ∈ Fqn. Então∣∣∣∣∣∣∣∣∣
β1 βq1 βq

2

1 · · · βq
m−1

1

β2 βq2 βq
2

2 · · · βq
m−1

2
...

...
... . . . ...

βm βqm βq
2

m · · · βq
m−1

m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = β1

m−1∏
j=1

∏
c1,...,cj∈Fq

(
βj+1 −

j∑
k=1

ckβk

)

e assim este determinante é diferente de zero se, e somente se, β1, . . . , βm são line-
armente independentes sobre Fq.

Demonstração. Seja Dm o determinante do lado esquerdo da equação acima. Vamos
utilizar o método de indução sobre m. A equação é válida para m = 1. Suponha
que o resultado é válido para algum m > 1. Considere o polinômio

D(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β1 βq1 βq
2

1 · · · βq
m−1

1 βq
m

1

β2 βq2 βq
2

2 · · · βq
m−1

2 βq
m

2
...

...
... . . . ...

...
βm βqm βq

2

m · · · βq
m−1

m βq
m

m

x xq xq
2 · · · xq

m−1
xq

m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Dmx

qm +
m−1∑
i=o

αix
qi
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onde αi ∈ Fqn é o determinante da matriz n×n resultante após eliminarmos a última
linha e a i-ésima coluna, para 0 ≤ i ≤ m− 1.

Se β1, . . . , βm são linearmente independentes sobre Fq, então temos D(βk) = 0 para
1 ≤ k ≤ m. Como D(x) é um q-polinômio sobre Fqn , todas as combinações lineares
c1β1 + · · ·+ cmβm, com c1, . . . , cm ∈ Fqn são raízes de D(x), e como estas qm raízes
são distintas,

D(x) = Dm

∏
c1,...,cm∈Fq

(
x−

m∑
k=1

ckβk

)
.

Agora, se β1, . . . , βm são linearmente dependentes sobre Fq, então Dm = 0 e existem
b1, . . . , bm ∈ Fq, pelo menos um não nulo, tais que b1β1 + · · ·+ bmβm = 0. Assim,

m∑
k=1

bkβ
qj

k =
m∑
k=1

bq
j

k β
qj

k =
m∑
k=1

(bkβk)
qj =

(
m∑
k=1

bkβk

)qj

= 0, para 0 ≤ j ≤ m,

e as primeiras m linhas de D(x) são linearmente dependentes sobre Fq. Logo, temos
D(x) = 0, e consequentemente,

D(x) = Dm

∏
c1,...,cm∈Fq

(
x−

m∑
k=1

ckβk

)
.

Portanto,

Dm+1 = D(βm+1) = Dm

∏
c1,...,cm∈Fq

(
βm+1 −

m∑
k=1

ckβk

)
e a tese está provada por indução em m.

Teorema 2.1.4. Seja U um subespaço vetorial de Fqn, que por sua vez é um espaço
vetorial sobre Fq. Então para todo k natural, o polinômio

L(x) =
∏
β∈U

(x− β)q
k

é um q-polinômio sobre Fqn.

Demonstração. Como a qk-ésima potência de um q-polinômio é também um q-
polinômio, basta provar o caso k = 0. Sejam {β1, . . . , βm} uma base de U, Dm

e D(x) os determinantes do lema anterior. Como β ∈ U , existem c1, . . . , cm ∈ Fq
tais que β = c1β1 + · · ·+ cmβm, e então

L(x) =
∏
β∈U

(x− β)q
k

=
∏

c1,...,cm

(
x−

m∑
i=1

ciβi

)
= D−1

m D(x).

Como D(x) é um q-polinômio, L(x) também é um q-polinômio.
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Considerando q-polinômios sobre Fq, é possível verificar que a composição (tam-
bém chamada de multiplicação simbólica) de polinômios é comutativa, associativa e
distributiva. O conjunto de q-polinômios sobre Fq é um domínio de integridade com
as operações de adição usual e multiplicação simbólica, operação que se relaciona
com polinômios através do seguinte conceito.

Definição 2.1.5. (polinômios q-associados) Os polinômios

l(x) =
m∑
i=o

αix
i e L(x) =

m∑
i=o

αix
qi

sobre Fqn são chamados de q-associados um do outro. Mais especificamente, l(x)
é q-associado convencional de L(x), e L(x) é q-associado linearizado de l(x).

Teorema 2.1.6. Sejam f, g ∈ Fq[X] tais que f(x) =
∑r

i=0 aix
i, g(x) =

∑t
j=0 bjx

j,
e Lf (x), Lg(x) seus respectivos polinômios q-associados. Então,

(i) Lf (x) + Lg(x) = Lf+g(x);

(ii) Lfg(x) = Lf (Lg(x)) = Lg (Lf (x)).

Demonstração. (i) Seja w = max(r, t). Então,

Lf+g(x) =
w∑
i=0

(ai + bi)x
qi =

w∑
i=0

aix
qi +

w∑
i=0

bix
qi = Lf (x) + Lg(x).

(ii) Dado que f(x).g(x) =
∑r

i=0

∑t
j=o aibjx

i+j, temos

Lf (Lg(x)) = Lf

(
t∑

j=0

bjx
qj

)
=

r∑
i=0

ai

(
t∑

j=0

bjx
qj

)qi

=
r∑
i=0

t∑
j=o

aibjx
qi+j

= Lfg(x).

Analogamente, Lg (Lf (x)) = Lfg(x).

Definição 2.1.7. (q-módulo) Seja M um espaço vetorial sobre Fq contido em al-
guma extensão de Fq. Se a q-ésima potência de todo elemento de M pertence a M,
então M é um q-módulo.

Teorema 2.1.8. O polinômio mônico L(x) é um q-polinômio sobre Fq se, e somente
se, todas as raízes de L(x) tem a mesma multiplicidade, igual a 1 ou uma potência
de q, e estas raízes formam um q-módulo.
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Demonstração. (⇒) Segue do Teorema 2.1.2 e do fato que a q-ésima potência de
uma raiz de L(x) também é uma raiz de L(x). Logo, o conjunto destas raízes formam
um q-módulo.
(⇐) Pelo Teorema 2.1.4, L(x) é um q-polinômio sobre alguma extensão de Fq. Seja
M o q-módulo formado por todas as raízes de L(x). Então existe k natural tal que
L(x) =

∏
β∈M(x− β)q

k . Como M = {βq | β ∈ M}, temos

L(x)q =

(∏
β∈M

(x− β)q
k

)q

=
∏
β∈M

(xq − βq)q
k

=
∏
β∈M

(xq − β)q
k

= L(xq).

Isso quer dizer que se L(x) =
∑m

i=0 αix
qi , então

m∑
i=0

αqix
qi+1

= L(x)q = L(xq) =
m∑
i=0

αix
qi+1

.

Ou seja, para 0 ≤ i ≤ m, αqi = αi ⇒ αi ∈ Fq. Portanto, L(x) é um q-polinômio
sobre Fq.

Apresentamos, agora, dois conceitos fundamentais no decorrer deste trabalho.

Definição 2.1.9. (Raiz q-primitiva) Seja Fqn uma extensão de Fq, e L(x) um q-
polinômio sobre Fqn. Dizemos que α é uma raiz q-primitiva de L(x) se α não é
raiz de nenhum q-polinômio de grau menor que L(x).

Dado um elemento α ∈ Fqn , definimos o conjunto de anuladores de α como
Lα = {f ∈ Fq[X] / Lf (α) = 0}, onde Lf (α) é o q-polinômio associado de f aplicado
em α. Pelo Teorema 2.1.6, Lα é um ideal, e como Fq[X] é um domínio principal,
este ideal possui um gerador.

Definição 2.1.10. (Fq-ordem) O polinômio mônico que gera o ideal Lα é chamado
de Fq-ordem de α, e é denotado por Ord(α).

Note que α é uma raiz q-primitiva do q-polinômio associado de Ord(α). Dado
um elemento α ∈ Fq, se α = 0 então Ord(α) = 1. Caso contrário, seja f(x) = x− 1.
Temos que Lf (x) = xq−x ⇒ Lf (α) = αq−α = 0. Logo, Ord(α) = x−1, ∀α ∈ Fq∗.
Além disso, para α ∈ Fqn , αq

n−α = 0, o que implica que Ord(α) | (xn−1), ∀α ∈ Fqn .

2.2 Caracteres
Somas exponenciais são uma ferramenta importante na resolução de problemas

na Teoria dos Números, como o Problema de Waring [9]. Um tipo particular destas
somas é útil em Corpos Finitos, e envolve um tipo de homomorfismo que é definido
a seguir. Nesta seção, G será sempre um grupo abeliano finito, a menos que seja
especificado.
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Definição 2.2.1. (Caracter) Um caracter χ de G é um homomorfismo de G no
grupo multiplicativo U dos números complexos de módulo igual a 1, isto é, uma
função χ : G → U ⊂ C∗. O conjunto de todos os caracteres de G é denotado por Ĝ
e é um grupo abeliano sob a multiplicação de caracteres.

O caracter χ0 de G definido por χ0(g) = 1, ∀g ∈ G, chamado de caracter
trivial, é considerado a identidade do grupo Ĝ.

Teorema 2.2.2. Seja χ um caracter de G. Então

(i) χ(g1g2) = χ(g1)χ(g2), ∀g1, g2 ∈ G;

(ii) χ1(g)χ2(g) . . . χn(g) = (χ1χ2 . . . χn)(g), ∀g ∈ G;

(iii) χ(g)|G| = χ(g|G|) = χ(1G) = 1, ∀g ∈ G;

(iv) χ(g)χ(g−1) = χ(gg−1) = χ(1G) = 1, ∀g ∈ G;

(v) χ(g−1) = χ(g)−1 = χ(g), ∀g ∈ G, onde χ(g) é o conjugado complexo de χ(g).

Demonstração. (i) Segue diretamente da definição.

(ii) Segue diretamente da definição. Neste caso, se χ1 = χ2 = · · · = χn = χ,
escrevemos χn.

(iii) Dado g ∈ G, χ(g)|G| = χ(g)χ(g) . . . χ(g)︸ ︷︷ ︸
|G| vezes

= χ(g|G|) = χ(1G) = 1.

(iv) Segue diretamente da definição.

(v) Pelo item anterior, χ(g)χ(g−1) = 1, e como χ(g)χ(g)−1 = 1, temos que
χ(g−1) = χ(g)−1. Como as imagens são complexos de módulo 1, χ(g)−1 = χ(g).

Exemplo 2.2.3. Se G é um grupo cíclico de ordem n e gerador g, χj(gk) = e
2πijk

n

para 0 ≤ j ≤ n−1, é um caracter de G. Por outro lado, se χ é um caracter qualquer
de G, então χ(g) é uma raiz n-ésima da unidade. Logo,

1 = χ(g)n = eiθn = cos(θn) + i · sen(θn) ⇒ θ =
2πj

n

para algum j com 0 ≤ j ≤ n− 1, o que implica que

χ(g) = eiθ = e
2πij
n .

Teorema 2.2.4. Sejam H um subgrupo de G, e ψ um caracter de H. Então ψ
pode ser extendido a um caracter de G, isto é, existe um caracter χ de G tal que
χ(h) = ψ(h) para todo h ∈ H.
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Demonstração. Seja a ∈ G tal que a /∈ H. Considere H1 o subgrupo de G gerado
por a e H, e m o menor inteiro positivo tal que am ∈ H. Daí, todo elemento g ∈ H1

pode ser escrito (unicamente) como g = ajh com 0 ≤ j ≤ m− 1 e h ∈ H. Defina ψ1

sobre H1 dada por ψ1(g) = wjψ(h), onde w é um número complexo fixado tal que
wm = ψ(am). Vejamos que ψ1 é caracter de H1. Sejam g1 = akh1, 0 ≤ k ≤ m− 1,
e h1 ∈ H.

• Se j + k ≤ m− 1, então

ψ1(gg1) = wj+kψ(hh1) = wjψ(h)wkψ(h1) = ψ1(g)ψ1(g1).

• Se j + k > m− 1, então gg1 = aj+k−m(amhh1), daí

ψ1(gg1) = wj+k−mψ(amhh1) = wj+k−mψ(am)ψ(hh1)

= wj+kψ(hh1) = ψ(g)ψ(g1).

Além disso, ψ1(h) = ψ(h), ∀h ∈ H. Se H1 = G, o teorema está provado. Se H1

está contido propriamente em G, o processo pode ser repetido um número finito de
vezes até chegarmos a uma extensão de ψ a G.

Corolário 2.2.5. Para todo g1, g2 ∈ G, g1 ̸= g2, existe um caracter χ de G tal que
χ(g1) ̸= χ(g2).

Demonstração. Sejam h = g1g
−1
2 ̸= 1G e H o subgrupo de G gerado por h. Defina

ψ um caracter de H tal que ψ(hk) = e
2πik
n , n = |G| > 1. Logo, ψ(h) = e

2πi
n , e então

ψ(g1g
−1
2 ) = ψ(h) = e

2πi
n ̸= 1. Pelo teorema anterior, ψ pode ser extendido a um

caracter χ de G. Como g1 = hg2, temos que χ(g1) = χ(hg2) = χ(h)χ(g2) ̸= χ(g2).

Teorema 2.2.6. Se χ é um caracter não-trivial de G, então∑
g∈G

χ(g) = 0.

Para g ∈ G, g ̸= 1G, ∑
χ∈Ĝ

χ(g) = 0.

Demonstração. Com χ é não-trivial, existe h ∈ G tal que χ(h) ̸= 1. Daí,

χ(h)
∑
g∈G

χ(g) =
∑
g∈G

χ(hg) =
∑
g∈G

χ(g),

pois se g percorre todos os elementos de G, hg também percorre. Mas χ(h) ̸= 1,
então

∑
g∈G

χ(g) = 0. Analogamente, se g ̸= 1G então existe ψ ∈ Ĝ tal que ψ(g) ̸= 1.

Daí,
ψ(g)

∑
χ∈Ĝ

χ(g) =
∑
χ∈Ĝ

(ψχ)(g) =
∑
χ∈Ĝ

χ(g),
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pois se χ percorre todos os caracteres de G, ψχ também percorre. Mas ψ(g) ̸= 1,
então

∑
χ∈Ĝ

χ(g) = 0.

Teorema 2.2.7. O número de caracteres de um grupo abeliano finito G é igual a
|G|.

Demonstração. Pela ortogonalidade dos caracteres temos que

|Ĝ| =
∑
g∈G

∑
χ∈Ĝ

χ(g) =
∑
χ∈Ĝ

∑
g∈G

χ(g) = |G|.

Os teoremas 2.2.6 e 2.2.7 nos levam às relações de ortogonalidade para caracteres.
Sejam χ e ψ caracteres de G. Então

1

|G|
∑
g∈G

χ(g)ψ(g) =

{
0, se χ ̸= ψ;

1, se χ = ψ.

O primeiro caso é obtido ao aplicar o Teorema 2.2.6 ao caracter χψ; e para o
segundo caso temos que χ(g)ψ(g) = χ(g)χ(g) = 1, portanto o somatório é igual a
ordem de G.

Analogamente, se g e h são elementos de G, então

1

|G|
∑
χ∈Ĝ

χ(g)χ(h) =

{
0, se g ̸= h;

1, se g = h.

Em um corpo finito Fqn , temos dois grupos abelianos finitos: o próprio corpo Fqn
é um grupo sob a adição, e F∗

qn forma um grupo sob a multiplicação. No Capítulo
3 faremos uma distinção entre os caracteres pertencentes a estes dois grupos.

2.3 Soma de Gauss
Como mencionado no início da seção anterior, somas exponenciais envolvendo

caracteres são chamadas de Soma de Caracteres. Definimos agora um dos tipos mais
importantes deste caso no contexto de corpos finitos, pela propriedade que possuem
de juntar as estruturas aditiva e multiplicativa.

Definição 2.3.1. (Soma de Gauss) Sejam χ um caracter do grupo aditivo Fqn, e ψ
um caracter do grupo multiplicativo F∗

qn. A Soma de Gauss G(χ, ψ) é dada por

G(χ, ψ) =
∑
c∈F∗

qn

χ(c)ψ(c).
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O valor máximo para G(χ, ψ) é qn − 1.

Teorema 2.3.2. Sejam χ e ψ caracteres aditivo e multiplicativo de Fqn, respectiva-
mente. A Soma de Gauss G(χ, ψ) satisfaz

G(χ, ψ) =


qn − 1, se χ = χ0 e ψ = ψ0;

0 , se χ = χ0 e ψ ̸= ψ0;

−1 , se χ ̸= χ0 e ψ = ψ0.

Se χ ̸= χ0 e ψ ̸= ψ0, então |G(χ, ψ)| = qn/2.

Demonstração. No primeiro caso χ(c)ψ(c) = 1, ∀c ∈ Fqn . O segundo caso está
provado pelo Teorema 2.2.6. No terceiro caso temos

G(χ, ψ0) =
∑
c∈F∗

qn

χ(c) =
∑
c∈Fqn

χ(c)− χ(0) = 0− 1 = −1.

Agora, se χ ̸= χ0 e ψ ̸= ψ0, temos

|G(χ, ψ)|2 = G(χ, ψ)G(χ, ψ) =
∑
c∈F∗

qn

χ(c)ψ(c)
∑
d∈F∗

qn

χ(d)ψ(d)

=
∑
c∈F∗

qn

∑
d∈F∗

qn

χ(c)ψ(c)χ(d)ψ(d)

=
∑
c∈F∗

qn

∑
d∈F∗

qn

χ(c− d) ψ(cd−1).

Fazendo s = cd−1 obtemos

|G(χ, ψ)|2 =
∑
d∈F∗

qn

∑
s∈F∗

qn

χ(d(s− 1)) ψ(s) =
∑
s∈F∗

qn

ψ(s)

∑
d∈F∗

qn

χ(d(s− 1))


=
∑
s∈F∗

qn

ψ(s)

∑
d∈Fqn

χ(d(s− 1))− χ(0)

 =
∑
s∈F∗

qn

ψ(s)
∑
d∈Fqn

χ(d(s− 1)).

O somatório interior será igual a qn caso s = 1, e igual a 0 caso contrário. Portanto,
|G(χ, ψ)|2 = ψ(1)qn = qn =⇒ |G(χ, ψ)| = qn/2.

Apresentamos a seguir dois resultados que são úteis para estimar somas de ca-
racteres mais complexas.
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Lema 2.3.3. [13, Teorema 5.41] Seja ψ um caracter multiplicativo de Fqn de ordem
r > 1, e f ∈ Fqn [X] um polinômio mônico tal que f não é da forma g(x)r para
algum g ∈ Fqn [X] com grau maior ou igual a 1. Suponha que s é o número de raízes
distintas de f em seu corpo de decomposição sobre Fqn. Para todo a ∈ Fqn,∣∣∣∣∣∣

∑
c∈Fqn

ψ(af(c))

∣∣∣∣∣∣ ≤ (s− 1)qn/2.

Lema 2.3.4. [18, Teorema 2G] Sejam ψ um caracter multiplicativo de Fqn de ordem
d ̸= 1, e χ um caracter aditivo não-trivial de Fqn. Se f ∈ Fqn [X] tem exatamente
m raízes, e deg(g) = s, com g ∈ Fqn [X], tais que mdc(d, deg(f)) = mdc(s, q) = 1,
então ∣∣∣∣∣∣

∑
c∈Fqn

ψ(f(c)) χ(g(c))

∣∣∣∣∣∣ ≤ (m+ s− 1)qn/2.

Estes resultados fornecem condições para existência de elementos primitivos k-
normais, conceito abordado no Capítulo 4, e que são o foco deste trabalho.
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Capítulo 3

Elementos especiais em Corpos
Finitos

Neste capítulo apresentamos um conceito chave para o principal objetivo deste
trabalho. A partir de um elemento normal, em [10] os autores introduzem uma ge-
neralização destes elementos, chamados de k-normais. Para introduzí-los, nas duas
primeiras seções apresentamos o conceito de liberdade para números e polinômios.
Na literatura, embora esta ideia apareça inicialmente em [4] e [7], o termo é forma-
lizado em [6]. Em [10], os autores introduzem a ideia de liberdade para polinômios.

Na terceira seção, definimos os elementos k-normais e importantes propriedades
destes elementos. Um elemento k-normal funciona como um gerador de uma “ex-
tensão parcial” com n− k de seus conjugados.

Definição 3.0.1. (Elemento livre de quadrados) Seja m um número inteiro positivo.
Então m é livre de quadrados se não contém quadrados em sua decomposição em
fatores primos. Isto é, se m se escreve como m = pk11 p

k2
2 . . . pkrr com pi primo, então

ki = 1 para 1 ≤ i ≤ r.

Analogamente, seja M ∈ Fq[X]. Então M é livre de quadrados se não contém
quadrados em sua decomposição em polinômios irredutíveis. Isto é, se M se escreve
como M = P k1

1 P k2
2 . . . P kr

r com Pi irredutível, então ki = 1 para 1 ≤ i ≤ r.

Definição 3.0.2. Dado um inteiro positivo n, denotamos por rad(n) o maior di-
visor positivo livre de quadrados de n. Em outras palavras, rad(n) é o produto dos
fatores primos de n.

Na Teoria dos Números, duas conhecidas funções aritméticas para um número
inteiro positivo n são a Função de Euler e a Função de Möbius. A seguir, definimos
estas funções para polinômios.
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Definição 3.0.3. (Função ϕ de Euler para polinômios) Seja f ∈ Fq[X] um polinô-
mio mônico. A Função ϕ de Euler para f é dada por

ϕq(f) =

∣∣∣∣(Fq[X]

⟨f⟩

)∗∣∣∣∣ ,
onde ⟨f⟩ é o ideal gerado por f . Esta função fornece a quantidade de polinômios g
tais que deg(g) ≤ deg(f) e mdc(f, g) = 1.

Definição 3.0.4. (Função de Möbius para polinômios) Seja f ∈ Fq[X]. A Função
µ de Möbius para um polinômio é dada por

µq(f) =

{
0 , se f não for livre de quadrados;

(−1)r, se f for um produto de r fatores irredutíveis distintos.

3.1 Elementos m-livres
Definição 3.1.1. (Elemento m-livre) Seja α ∈ Fqn. Dado m divisor de qn− 1, α é
m-livre se α = βd implica d = 1 e α = β para todo d divisor de m.

Sabemos que Fqn tem ϕ(qn − 1) elementos primitivos (Teorema 1.1.7). Pela de-
finição anterior, podemos ver que α é primitivo se, e somente se, α é (qn − 1)-livre.

Proposição 3.1.2. Sejam m divisor de qn − 1. Para α ∈ Fqn,

(i) Para todo r divisor de m, se α é m-livre então α é r-livre;

(ii) Para todo r divisor de m, se rad(m)|r, então α é m-livre se, e somente se, α
é r-livre;

(iii) α é m-livre se, e somente se, mdc
(
qn−1
ord(α)

,m
)
= 1.

Demonstração. (i) Seja d divisor de r, α = βd. Como d|r e r|m, temos que d|m,
e como α é m-livre, temos que d = 1. Logo, α é r-livre.

(ii) Pelo item anterior, se α é m-livre então α é r-livre. Agora suponha que α
não é m-livre. Então, existe d divisor de m tal que d ̸= 1 e α = βd. Como
z := mdc(d, rad(m)) ̸= 1, temos que α = βd = (β

d
z
)z , ou seja, α é uma z-ésima

potência de um elemento de Fqn onde z|r e z ̸= 1. Logo, α não é r-livre.

(iii) Seja α ∈ Fqn , e ord(α) = qn−1
s

. Sem perda de generalidade, suponha que
α = ηs onde η é um elemento primitivo de Fqn .

(⇒) Seja s0 = mdc(s,m), s = s0s1 para algum s1 ∈ Z. Suponha que s0 > 1.
Como α = ηs = ηs0s1 = (ηs1)s0 , temos que α não é m-livre.

38



(⇐) Considere agora mdc(s,m) = 1 e suponha que α = βd, onde β ∈ Fqn
e d|m. Temos que β = ηi para algum i com 1 ≤ i ≤ qn − 1. Então
ηs = α = βd = (ηi)d = ηid, o que implica s ≡ id (mod qn − 1), ou seja,
s = id + c(qn − 1) para algum c ∈ Z. Como d|m e m|(qn − 1), temos que
d|(qn− 1), e assim d|(id+ c(qn− 1)), ou seja d|s, e como mdc(s,m) = 1, temos
que d = 1.

Considere o grupo multiplicativo F∗
qn . Os caracteres deste grupo são definidos

diretamente através do Exemplo 2.2.3, já que F∗
qn é um grupo cíclico de ordem qn−1

(Teorema 1.2.10). Este conceito é formalizado no teorema a seguir.

Teorema 3.1.3. Seja g um elemento primitivo fixo de F∗
qn. Para j = 0, 1, . . . , qn−2,

a função ψj dada por

ψj(g
k) = e

2πijk
qn−1 para k = 0, 1, . . . , qn − 2

define um caracter multiplicativo de F∗
qn, e todo caracter multiplicativo de F∗

qn é ob-
tido desta forma.

Demonstração. Segue diretamente do Exemplo 2.2.3.

Como ψ0(g
k) = 1 para todo k = 0, 1, . . . , q − 2, ψ0 será sempre o caracter mul-

tiplicativo trivial.

Corolário 3.1.4. O grupo de caracteres multiplicativos de F∗
qn, denotado por F̂∗

qn, é
cíclico, de ordem qn − 1, e tem como identidade o caracter trivial ψ0.

Demonstração. Vamos denotar por Z/(qn− 1)Z o grupo dos inteiros módulo qn− 1.
Vejamos que F̂∗

qn é isomorfo a Z/(qn − 1)Z. Seja

φ : F̂∗
qn → Z/(qn − 1)Z
ψj 7→ j.

Temos que

(ψj · ψl)(gk) = ψj(g
k)ψl(g

k) = e
2πijk
qn−1 e

2πilk
qn−1 = e

2πi(j+l)k
qn−1 = ψ((j+l) (mod qn−1))(g

k).

Portanto, φ é um homomorfismo. Agora seja j = s(qn − 1). Temos ψj(gk) =
ψs(qn−1)(g

k) = ψ(qn−1)(g
k)s = 1s = 1, ou seja, ψj = ψ0. Portanto ψ é um isomorfismo,

e assim F̂∗
qn é cíclico pois Z/(qn − 1)Z é cíclico e possui ϕ(qn − 1) geradores. A

identidade de F̂∗
qn é dada por ψ0.
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Podemos definir a ordem de um caracter multiplicativo ψ, denotada por ord(ψ),
como o menor inteiro positivo d tal que ψ(α)d = ψ0(α) = 1, ∀α ∈ F∗

qn . Veremos a
seguir o teorema que define a função característica dos elementosm-livres. Considere
a notação: ∫

d|t
ψd :=

∑
d|t

µ(d)

ϕ(d)

∑
ord(ψ)=d

ψ,

onde ψd é um caracter multiplicativo de ordem d, e
∑

ord(ψ)=d

ψ percorre todos estes

caracteres multiplicativos.

Para cada t divisor de qn − 1, defina θ(t) =
ϕ(t)

t
.

Teorema 3.1.5. Para α ∈ F∗
qn , t um divisor inteiro positivo de qn − 1,

ωt(α) = θ(t)

∫
d|t
ψd(α) =

{
1, se α é t-livre;
0, caso contrário.

Demonstração. Quando d não é livre de quadrados, µ(d) = 0. Logo, podemos
restringir

∑
d|t

µ(d)
ϕ(d)

aos divisores livres de quadrados, isto é, quando d = r1r2 . . . rk
com ri primo para 1 ≤ i ≤ k. Como µ e ϕ são funções multiplicativas, para os
fatores primos r de d, temos

∫
d|t
ψd(α) =

∑
d|t

µ(d)

ϕ(d)

∑
ord(ψ)=d

ψ(α) =
∏
r|t

1 +
µ(r)

ϕ(r)

∑
ord(ψ)=r

ψ(α)


Como r é primo, temos µ(r) = −1 e ϕ(r) = r − 1. Então

∫
d|t
ψd(α) =

∏
r|t

1− 1

r − 1

∑
ord(ψ)=r

ψ(α)

 .

Se α não é t-livre, pelo lema 3.1.2 existe r divisor primo de t tal que α não
é r-livre. Então existe β ∈ F∗

qn tal que α = βr. Quando ord(ψ) = r, temos
ψ(α) = ψ(βr) = ψ(β)r = 1, e como existem r − 1 caracteres de ordem r, temos

ωt(α) = θ(t)

∫
d|t
ψd(α) = θ(t)

∏
r|t

(
1− 1

r − 1
· (r − 1)

)
= 0.

Agora, se α é t-livre, então para um elemento β ∈ F∗
qn primitivo, α = βk para

algum k inteiro positivo. Suponha que existe s tal que s|k e s|t. Daí, existe k′ tal
que k = sk′ e α = βk = βsk

′
= (βk

′
)s, mas como s|t, s = 1, pois α é t-livre. Isso

implica que mdc(k, t) = 1. Como existe j tal que ψ = ψj e ψ(βr) = e
2πijr
qn−1 , quando

ord(ψ) = r, temos j ̸= 0 (pois ord(ψ0) = 1) e ψ(βr) = ψ(β)r = e
2πijr
qn−1 = 1, o que

implica que (qn − 1) | jr. Então, j ∈ {p(q
n−1)
r

/ 1 ≤ p ≤ r − 1}. Sejam jp =
p(qn−1)

r
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e ξ = e
2πijpk

qn−1 . Quando p = 1, ξ = e
2πik
r , logo ξr = 1. Como r|t e mdc(t, k) = 1, r ∤ k,

logo ξ ̸= 1. Então,

∑
ord(ψ)=r

ψ(α) =
r−1∑
p=1

ξp =
r−1∑
p=0

ξp − 1 =
1− ξr

1− ξ
− 1 = 0− 1 = −1.

Assim,

∏
r|t

1− 1

r − 1

∑
ord(ψ)=r

ψ(α)

 =
∏
r|t

(
1− 1

r − 1
(−1)

)
=
∏
r|t

(
r

r − 1

)
=

t

ϕ(t)
.

Portanto,

ωt(α) = θ(t)

∫
d|t
ψd(α) =

ϕ(t)

t
· t

ϕ(t)
= 1.

Quando t = qn − 1 no Teorema 3.1.5 obtemos a função característica dos ele-
mentos primitivos.

3.2 Elementos M-livres
Definição 3.2.1. (Elemento M-livre) Seja α ∈ Fqn. Dado M divisor de xn − 1, α
é M-livre se α = LD(β) implica D = 1 e α = β para todo D divisor de M , onde
LD é o q-polinômio associado de D.

Pela definição anterior, podemos ver que α é normal se, e somente se, α é (xn−1)-
livre.

Proposição 3.2.2. Sejam G divisor de xn − 1. Para α ∈ Fqn,

(i) Para todo F divisor de G, se α é G-livre então α é F -livre;

(ii) Para todo F divisor de G, se rad(G)|F , então α é G-livre se, e somente se, α
é F -livre.

Demonstração. (i) Seja H divisor de F, α = LH(β), onde LH é o q-polinômio
associado de H. Como H|F e F |G, temos que H|G, e como α é G-livre, temos
que H = 1. Logo, α é F -livre.

(ii) Pelo item anterior, se α é G-livre então α é F -livre. Agora suponha que α não
é G-livre. Então, existe H divisor de G tal que H ̸= 1 e α = LH(β). Como
Z := mdc(H, rad(G)) ̸= 1, existe S ∈ Fq[X] tal que H = ZS. Logo, α =
LH(β) = LZS(β) = LZ(LS(β)), onde LZ e LS são os q-polinômios associados
de Z e S, respectivamente. Ou seja, α é igual ao q-polinômio LZ aplicado em
um elemento de Fqn onde Z|F e Z ̸= 1. Logo, α não é F -livre.
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Consideremos agora o grupo aditivo de Fqn . Vejamos como são definidos os ca-
racteres sobre este grupo.

Seja Tr : Fqn → Fp a função Traço absoluto de Fqn em Fp (Definição 1.4.1), onde
p é a característica de Fqn , e Fp o seu subcorpo primo. Então a função

χ1(c) = e
2πiTr(c)

p , ∀c ∈ Fqn

é um caracter do grupo aditivo de Fqn , já que para c1, c2 ∈ Fqn , temos Tr(c1+ c2) =
Tr(c1) + Tr(c2), o que implica que

χ1(c1 + c2) = e
2πiTr(c1+c2)

p = e
2πi(Tr(c1)+Tr(c2))

p = e
2πiTr(c1)+2πiTr(c2)

p = e
2πiTr(c1)+2πiTr(c2)

p

= e
2πiTr(c1)

p . e
2πiTr(c2)

p = χ1(c1)χ1(c2).

Este caracter será chamado de caracter aditivo canônico de Fqn . Vejamos agora
que todos os caracteres de Fqn podem ser expressos a partir de χ1.

Teorema 3.2.3. Dado b ∈ Fqn, a função χb dada por χb(c) = χ1(bc), ∀c ∈ Fqn é
um caracter aditivo de Fqn, e todo caracter aditivo de Fqn é obtido desta forma.

Demonstração. Dados c1, c2 ∈ Fqn , χb(c1 + c2) = χ1(bc1 + bc2) = χ1(bc1)χ1(bc2) =
χb(c1)χb(c2). Logo, χb é caracter de Fqn . Como Tr é sobrejetora (Teorema 1.4.2(iii)),
χ1 é não-trivial. Portanto, para a, b ∈ Fqn , a ̸= b, temos

χa(c)χb(c)
−1 = χ1(ac)χ1(bc)

−1 = χ1(c(a− b)) ̸= 1 para algum c ∈ Fqn

e então χa ̸= χb. Como b percorre Fqn , temos qn caracteres do tipo χb, e pelo
Teorema 2.2.7 Fqn , tem exatamente qn caracteres.

Quando b = 0 no teorema acima, temos o caracter aditivo trivial χ0, dado por
χ0(c) = 1, ∀c ∈ Fqn .

Para obter a função característica de um elemento M -livre, é preciso definir a
Fq-ordem de um caracter aditivo. Vejamos antes um conceito da Álgebra Comuta-
tiva que será necessário para esta definição.

Definição 3.2.4. (Módulo) Seja A um anel comutativo com unidade. Um grupo
abeliano M é um A-módulo se a operação

φ : A×M →M

(a,m) 7→ am

preserva as seguintes propriedades:

(i) Distributividade em M : a(m+ n) = am+ an.
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(ii) Distributividade em A: (a+ b)m = am+ bm.

(iii) Associatividade: a(bm) = (ab)m.

(iv) Possui elemento neutro: 1m = m, onde 1 é a unidade de A.

Para todo a, b ∈ A, m, n ∈M .

Um A-módulo é uma generalização de conceito de espaço vetorial com os escala-
res em um anel arbitrário. Se A fosse um corpo, o conjunto M se tornaria um espaço
vetorial.

De acordo com o Teorema 2.1.6 e pelo fato de Lf ser um operador linear, Fqn
pode ser visto como um Fq[X]-módulo, com a seguinte operação:

φ : Fq[X]× Fqn → Fqn
(f, α) 7→ Lf (α).

Portanto, F̂qn também tem a estrutura de um Fq[X]-módulo, com a seguinte
operação:

φ : Fq[X]× F̂qn → F̂qn
(f, χc) 7→ Lf (χc).

Assim, podemos escrever Lf (χc(α)) = χc(Lf (α)), ∀α ∈ Fqn . Podemos então de-
finir a Fq-ordem de um caracter aditivo χc.

Definição 3.2.5. (Fq-ordem de um caracter) Seja χc um caracter aditivo. A Fq-
ordem de χc, denotada por Ord(χc), é o polinômio mônico f ∈ Fq[X] de menor
grau tal que Lf (χc(α)) = χ0(α) = 1, ∀α ∈ Fqn.

Usando a definição acima, veremos mais a frente o teorema que define a função
característica dos elementos M -livres. Vejamos agora um lema necessário e notações
que serão utilizadas.

Lema 3.2.6. Seja g ∈ Fq[x] um polinômio não constante. Então:

∏
p|g

(
qdeg(p)

qdeg(p) − 1

)
=
qdeg(g)

ϕq(g)
.

onde p é um divisor mônico e irredutível de g.
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Demonstração. Seja g = a · pk11 pk22 · · · pkrr , onde a ∈ F∗
q, cada pi é um polinômio

mônico irredutível e cada ki é um inteiro positivo, com 1 ≤ i ≤ r. Para cada
i ∈ {1, . . . , r}, o anel Fq[X] / ⟨pkii ⟩ possui qki·deg(pi) elementos e q(ki−1)·deg(pi) múltiplos
de pi. Então, ϕq(pkii ) = q(ki−1)·deg(pi)(q(deg(pi) − 1), e assim

r∏
i=1

(
qdeg(pi)

qdeg(pi) − 1

)
=

r∏
i=1

 qdeg(pi)

ϕq(p
ki
i )

q(ki−1) deg(pi)

 =
r∏
i=1

(
qki·deg(pi)

ϕq(p
ki
i )

)
=
qdeg(g)

ϕq(g)
.

Considere a notação:∫
D|T

χcD :=
∑
D|T

µq(D)

ϕq(D)

∑
Ord(χc)=D

χc,

onde χcD é um caracter aditivo com Ord(χc) = D, e
∑

Ord(χc)=D

χc percorre os carac-

teres aditivos de ordem D.

Para cada T divisor de xn − 1, defina Θ(T ) =
ϕq(T )

qdeg(T )
.

Teorema 3.2.7. Para α ∈ Fqn , T um divisor mônico de xn − 1,

ΩT (α) = Θ(T )

∫
D|T

χcD(α) =

{
1, se α é T -livre;
0, caso contrário.

Demonstração. Vejamos primeiramente que∑
Ord(χc)=D

χc(α) =

{
−1, se α é D-livre;

qdeg(D) − 1, caso contrário.

Se α não é D-livre, então existe β ∈ Fqn tal que α = LD(β). Quando Ord(χc) =
D, temos χc(α) = χc(LD(β)) = LD(χc(β)) = χ0(β) = 1. Como D é irreduítvel,
ϕq(D) = qdeg(D) − 1, e então ∑

Ord(χc)=D

χc(α) = qdeg(D) − 1.

Se α é D-livre, então existe β ∈ Fqn normal e G ∈ Fq[X] co-primo com D tal
que α = LG(β). Defina VD = {χc ∈ F̂qn / Ord(χc) | D}. Dados χc1 , χc2 ∈ VD,
temos LD(χc1 − χc2(α)) = LD(χc1(α))LD(χc2(α))

−1 = 1, ∀α ∈ Fqn . Logo, VD é
subgrupo de F̂qn . Agora considere um caracter χc1 com Ord(χc1) = D, e suponha
que χc1(α) = 1, isto é, χc1(LG(β)) = 1. Pelo Lema de Bezout, como G e D são
primos entre si, existem F1, F2 ∈ Fq[X] tais que DF1 +GF2 = 1. Daí

χc1(β) = L1(χc1(β)) = L(DF1+GF2)(χc1(β)) = LF1(LD(χc1(β))) + LF2(LG(χc1(β)))

= LF1(χ0(β)) + LF2(χ0(β)) = L(F1+F2)(χ0(β)) = χ0(L(F1+F2)(β))

= 1.
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Mas como β é normal, χc1 é o caracter trivial. Contradição, pois Ord(χc1) = D > 1.
Logo, χc1(α) ̸= 1. Daí,

χc1(α)
∑
χc∈VD

χc(α) =
∑
χc∈VD

(χc1 + χc)(α) =
∑
χc∈VD

χc(α).

Então,
0 =

∑
χc∈VD

χc(α) =
∑

Ord(χc)=D

χc(α) + 1.

Portanto, ∑
Ord(χc)=D

χc(α) = −1.

Quando D não é livre de quadrados, µq(D) = 0. Logo, podemos restringir a soma∑
D|T

µq(D)

φq(D)

∑
Ord(χc)=D

χc

aos divisores de D livres de quadrados, isto é, quando D = P1P2 . . . Pk com Pi
mônico e irredutível para 1 ≤ i ≤ k. Então, de forma análoga à demonstração do
Teorema 3.1.5, temos

∫
D|T

χcD(α) =
∑
D|T

µq(D)

ϕq(D)

∑
Ord(χc)=D

χc =
∏
P |T

1 +
µq(P )

ϕq(P )

∑
Ord(χc)=P

χc(α)

 .

Quando P é mônico e irredutível, temos µq(P ) = −1 e ϕq(P ) = qdeg(P ) − 1.
Então ∫

D|T
χcD(α) =

∏
P |T

1− 1

qdeg(P ) − 1

∑
Ord(χc)=P

χc(α)

 .

Se α não é T -livre, pelo Lema 3.2.2 existe P divisor mônico e irredutível de T
tal que α não é P -livre. Então

ΩT (α) = Θ(T )

∫
D|T

χPD
(α) = Θ(T )

∏
P |T

(
1− 1

qdeg(P ) − 1
(qdeg(P ) − 1)

)
= 0.

Agora, se α é T -livre, então α é P -livre para todo P divisor de T , e portanto

ΩT (α) = Θ(T )

∫
D|T

χcD(α) = Θ(T )
∏
P |T

(
1− 1

qdeg(P ) − 1
(−1)

)
=
ϕq(T )

qdeg(T )
·q

deg(T )

ϕq(T )
= 1,

onde a penúltima igualdade vem do Lema 3.2.6.

Quando T = xn − 1 no Teorema 3.2.7 obtemos a função característica dos ele-
mentos normais.
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3.3 Elementos k-normais
Na definição 1.4.11 trouxemos a ideia de elemento normal, e a partir deste con-

ceito, introduzir uma generalização destes elementos, chamados de k-normais. Estes
elementos aparecem na construção de bases quase-normais em [10] e [14], que são
um tipo de base de Fqn sobre Fq que fornece um método eficiente para multiplicações
em Fqn .

Sabemos que os conjugados de um elemento normal geram uma base de Fqn sobre
Fq. O Teorema 1.4.19 fornece um método para checar se um determinado elemento
gera uma base normal. Motivados por este teorema, apresentamos a seguinte defi-
nição.

Definição 3.3.1. (Elemento k-normal) Sejam α ∈ Fqn , gα(x) = αxn−1 + αqxn−2 +
· · ·+ αq

n−2
x+ αq

n−1. Se mdc (xn − 1, gα(x)) tem grau k, onde 0 ≤ k ≤ n, então α
é um elemento k-normal de Fqn sobre Fq.

Usando esta nomenclatura, um elemento normal também é chamado de elemento
0-normal. Veja que quando k = n, temos que mdc (xn − 1, gα(x)) tem grau n, ou
seja, é o próprio polinômio xn − 1, e portanto xn − 1 divide gα(x), que tem grau
n − 1, e isso só é possível se gα(x) = 0. Logo, α = 0. Isso nos mostra que 0 é o
único elemento n-normal em Fqn . Na sequência, veremos uma série de resultados
utilizados na caracterização de elementos k-normais.

Lema 3.3.2. Dados um corpo F e dois polinômios não nulos f, g ∈ F [X],

posto (S(f, g)) = deg(f) + deg(g)− deg (mdc(f, g)) .

Demonstração. Sejam f(x) =
∑n

i=0 aix
i, g(x) =

∑m
j=0 bjx

j. Sabemos que a matriz
de Sylvester S(f, g) é dada por

a0 a1 · · · an 0 0 · · · 0
0 a0 a1 · · · an 0 · · · 0
...

...
0 0 · · · 0 a0 a1 · · · an
b0 b1 · · · bm 0 0 · · · 0
0 b0 b1 · · · bm 0 · · · 0
...

...
0 0 · · · 0 b0 b1 · · · bm


.

Pelo Teorema do Núcleo e da Imagem,

dim(ker(φ)) + dim(Im(φ)) = dim(F ) ⇒ dim(ker(φ)) + posto(S(f, g)) = m+ n,

onde φ é a transformação linear associada à matriz S(f, g). Como sabemos que
dim(ker(φ)) = deg(mdc(f, g)) (ver [3, Lema 2.5]), temos

posto(S(f, g)) = m+ n− dim(ker(φ)) = dim(f) + dim(g)− deg(mdc(f, g)).
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Teorema 3.3.3. Um elemento α ∈ Fqn é k-normal sobre Fq se, e somente se,
posto(Aα) = n− k, onde

Aα =


α αq αq

2 · · · αq
n−1

αq
n−1

α αq · · · αq
n−2

...
...

... . . . ...
αq αq

2
αq

3 · · · α

 .
Demonstração. Sejam f(x) = xn−1, gα(x) = αxn−1+αqxn−2+ · · ·+αqn−2

x+αq
n−1 .

A matriz de Sylvester dos polinômios f e gα é dada por

1 0 0 · · · 0 −1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0 0 −1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0 0 0 −1 · · · 0
...

...
... . . . ...

...
...

... . . . ...
0 0 0 · · · 1 0 0 0 · · · −1

α αq αq
2 · · · αq

n−1
0 0 0 · · · 0

0 α αq · · · αq
n−2

αq
n−1

0 0 · · · 0

0 0 α · · · αq
n−3

αq
n−2

αq
n−1

0 · · · 0
...

...
... . . . ...

...
...

... . . . ...
0 0 0 · · · 0 α αq αq

2 · · · αq
n−1


.

Sobre esta matriz, aplique as seguintes operações:

• Troque a coluna n pela coluna n+1, a coluna n+1 pela coluna n+2, e assim
por diante até trocar a coluna 2n− 2 pela coluna 2n− 1;

• Adicione a coluna 1 à coluna n, a coluna 2 à coluna n+1, e assim por diante,
até adicionar a coluna n− 1 à coluna 2n− 2;

• Escalone as primeiras n− 1 colunas.

O resultado será a matriz:

1 0 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0 0 0 0 · · · 0
...

...
... . . . ...

...
...

... . . . ...
0 0 0 · · · 1 0 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0 α αq αq
2 · · · αq

n−1

0 0 0 · · · 0 αq
n−1

α αq · · · αq
n−2

0 0 0 · · · 0 αq
n−2

αq
n−1

α · · · αq
n−3

...
...

... . . . ...
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 0 αq αq
2

αq
n−3 · · · α


que também pode ser vista como

S ′(f, gα) =

[
In−1,n−1 0n−1,n

0n,n−1 Aα

]
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onde In−1,n−1 é a matriz identidade de ordem n − 1, 0n−1,n e 0n,n−1 são matrizes
nulas, e Aα é a matriz como definida no enunciado do teorema. Logo,

posto(S(f, gα)) = posto(S ′(f, gα)) = posto(In−1,n−1) + posto(Aα).

Pelo Lema 3.3.2,

posto(S(f, gα)) = n+ (n− 1)− deg(mdc(f, gα)).

Como posto(In−1,n−1) = n− 1, combinando ambas as equações, temos

n− 1 + posto(Aα) = n+ (n− 1)− deg(mdc(f, gα)),

o que implica que
deg(mdc(f, gα)) = n− posto(Aα).

Portanto, mdc(f, gα) tem grau k se, e somente se, posto(Aα) = n − k. Ou seja α é
k-normal sobre Fq se, e somente se, posto(Aα) = n− k.

Corolário 3.3.4. Seja α ∈ Fqn. Se α é k-normal sobre Fq, então qualquer conjugado
de α também é k-normal sobre Fq.

Demonstração. Seja αq
i um conjugado de α com respeito a Fq, 1 ≤ i ≤ n − 1.

Então, a matriz Aαqi é dada por

Aαqi =


αq

i
αq

i+1
αq

i+2 · · · αq
i+n−1

αq
i+n−1

αq
i

αq
i+1 · · · αq

i+n−2

...
...

... . . . ...
αq

i+1
αq

i+2
αq

i+3 · · · αq
i

 .
Após algumas permutações de colunas chega-se a matrizAα. Portanto, posto(Aαqi ) =
posto(Aα) = n − k, o que implica que deg(mdc(f, gαqi )) = deg(mdc(f, gα)) = k, e
assim αq

i é k-normal sobre Fq.

Lema 3.3.5. Sejam α ∈ Fqn , Aα a matriz definida no Teorema 3.3.3, e M o espaço
vetorial sobre Fq gerado por B = {α, αq, . . . , αqn−1}. Então, posto(Aα) = dim(M).

Demonstração. O espaço coluna de Aα é o espaço gerado por {c0, c1, . . . , cn−1} onde
cada ci é a coluna formada pelo vetor transposto

[
αq

i
, (αq

i
)q

n
(αq

i
)n−2, . . . , (αq

i
)q
]
.

Seja m a dimensão de M como espaço vetorial sobre Fq. Então uma base de M
sobre Fq tem m elementos. Seja S = {αqj1 , αqj2 , . . . , αqjm} com 0 ≤ ji ≤ n− 1, para
1 ≤ i ≤ m, a referida base. Note que S é o maior subconjunto de B linearmente
independente. Dada uma combinação linear das colunas da matriz Aα, do tipo
d0c0+d1c1+· · ·+dn−1cn−1 = 0, a primeira linha da matriz formada será d0α+d1αq+
· · · + dn−1α

qn−1
= 0, que pode ser reduzida a dj1αq

j1 + dj2α
qj2 + · · · + djmα

qjm = 0,
tendo assim, m colunas de Aα linearmente independentes. Logo, m = posto(Aα).
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Teorema 3.3.6. Seja α ∈ Fqn. As seguintes propriedades são equivalentes:

(i) α é k-normal sobre Fq;

(ii) α gera a base {α, αq, . . . , αqn−k−1} de um q-módulo de dimensão n−k sobre Fq;

(iii) deg(Ord(α)) = n− k.

Demonstração. (i) ⇒ (ii). Se α é k-normal sobre Fq, pelo Teorema 3.3.3 o posto de
Aα é n − k, e pelo Lema 3.3.5, o espaço vetorial M gerado por {α, αq, . . . , αqn−1}
tem dimensão n − k sobre Fq. O conjunto S = {α, αq, . . . , αqn−k−1} é uma base de
M, pois para cada i = n−k, n−k+1, . . . , n−1, temos que S ∪{αqi} é linearmente
dependente, já que possui n− k + 1 elementos. Se β ∈ M, então β =

∑n−k−1
i=o aiα

qi

e βq =
∑n−k−1

i=o aiα
qi+1 . Logo, βq ∈ M, e portanto M é um q-módulo cuja dimensão

sobre Fq é igual a n− k.

(ii) ⇒ (iii). Sejam M o q-módulo da hipótese e L(x) =
∏

β∈M(x−β). Pelo Teorema
2.1.8, L(x) é um q-polinômio (mônico) de grau qn−k sobre Fq. Como α ∈ M, α
é uma raiz de L(x), mas a base tem n − k elementos e é um conjunto linearmente
independente, então α não pode ser raiz de nenhum q-polinômio de grau menor que
qn−k, isto é, α é raiz q-primitiva de L(x). Logo, Ord(α) = l(x), que é o polinômio
associado de L(x), de grau n− k (veja Definição 2.1.5).

(iii) ⇒ (i). Como deg(Ord(α)) = n− k, α é raiz q-primitiva de um q-polinômio de
grau qn−k sobre Fq, então o conjunto S = {α, αq, . . . , αqn−k−1} é uma base do espaço
vetorial M do Lema 3.3.5, e assim a matriz Aα tem posto n−k. Logo, pelo Teorema
3.3.3, α é k-normal sobre Fq.

Exemplo 3.3.7. Considere uma raiz α de x4+x+1 adjuntada ao corpo F2 = {0, 1},
gerando a seguinte extensão:

F2(α) ∼= F16

4

F2

onde α4 = α+ 1 e α8 = (α4)2 = (α+ 1)2 = α2 + 1.

Os conjugados de α são {α, α2, α4, α8} = {α, α2, α+1, α2+1}. Mas como α2+1
é uma combinação linear dos demais elementos, o conjunto {α, α2, α+1} é uma base
de F2(α) sobre F2, e portanto dimF2 ⟨α, α2, α4, α8⟩ = 3. Pelo Teorema 3.3.6(ii), α
é 1-normal sobre F2.
Agora considere o elemento α3. Seus conjugados são

• α6 = α2α4 = α2(α + 1) = α3 + α2;

• α12 = (α4)3 = (α+ 1)3 = α3 + α2 + α + 1;

• α24 = α9 = α8α = (α2 + 1)α = α3 + α.
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Vejamos agora que os conjugados de α3 formam um conjunto linearmente indepen-
dente. Sejam c1, c2, c3, c4 ∈ F2 tais que c1α3 + c2(α

3 + α) + c3(α
3 + α2) + c4(α

3 +
α2 + α + 1) = 0. Então,

(c1 + c2 + c3 + c4)α
3 + (c3 + c4)α

2 + (c2 + c4)α + c4 = 0

c4 = 0 ⇒ c2 = c3 = 0 ⇒ c1 = 0.

Portanto, os conjugados de α3 são uma base de F2(α
3) sobre F2, e assim temos

dimF2 ⟨α3, α6, α9, α12⟩ = 4. Pelo Teorema 3.3.6(ii), α é 0-normal (ou simples-
mente, normal) sobre F2.

Observação 3.3.8. A ideia de elemento k-normal depende fortemente do corpo
base: vimos no exemplo anterior que α é 1-normal sobre F2. Porém, com respeito a
F4 os conjugados de α são {α, α4} = {α, α+1}. Este conjunto é uma base de F2(α)
sobre F4, e assim dimF4 ⟨α, α4⟩ = 2. Pelo Teorema 3.3.6(ii), α é normal sobre F4.

No intuito de encontrar a quantidade de elementos k-normais em um corpo Fqn ,
precisamos de dois resultados que são apresentados a seguir.

Lema 3.3.9. Sejam α ∈ Fqn um elemento normal sobre Fq, e f ∈ Fq[X] de grau
menor ou igual a n− 1. Então Ord(Lf (α)) = xn−1

mdc(xn−1, f)
, onde Lf é o q-polinômio

associado de f .

Demonstração. Seja g = xn−1
mdc(xn−1, f)

. Então

Lg(Lf (α)) = Lf (Lg(α)) = Lf

(
L xn−1

mdc(xn−1, f)
(α)
)
= L f

mdc(xn−1, f)
(Lxn−1(α)) = 0.

Portanto, Ord(Lf (α)) | g. Reciprocamente, se Lh(Lf (α)) = 0, então (xn − 1) | fh,
logo xn−1

mdc(xn−1, f)
| fh
mdc(xn−1, f)

, e como g e f
mdc(xn−1, f)

são co-primos, g|h. Em parti-
cular, LOrd(Lf (α))(Lf (α)) = 0, logo g | Ord(Lf (α)). Ou seja, Ord(Lf (α)) = g.

Lema 3.3.10. Seja f ∈ Fq[X] um polinômio mônico e primo com x. O número de
elementos α no fecho algébrico de Fq tais que Ord(α) = f é dado por ϕq(f).

Demonstração. Seja f ∈ Fq[X] um polinômio mônico de grau m, e mdc(f, x) = 1.
Como a derivada de Lf é igual a a0, Lf tem qm raízes distintas, que estão contidas
em alguma extensão Fqn de Fq, com n natural. Assim, α ∈ Fqn , logo, αqn − α = 0,
e portanto, Lf | (xqn − x) e f | (xn − 1).

Como toda extensão do tipo Fqn sobre Fq possui uma base normal, existe um ele-
mento normal β tal que

Fqn = {Lg(β) / g ∈ Fq[X] e deg(g) ≤ n− 1}.

50



Considere V o conjunto dos elementos γ no fecho algébrico de Fq onde Ord(γ) = f .
Como cada γ está em Fqn , temos

V = {γ ∈ Fq / Ord(γ) = f} ⊂ Fqn ⇒ V = {γ ∈ Fqn / Ord(γ) = f}.
Assim podemos escrever

V = {Lg(β) / g ∈ Fq[X], deg(g) ≤ n− 1 e Ord(Lg(β)) = f}.
Como β é normal, pelo lema anterior, f = Ord(Lg(β)) = xn−1

mdc(xn−1,g)
, ou seja,

xn−1
f

∣∣ g. Então existe h ∈ Fq[X] tal que g = h · xn−1
f

, e assim,

deg(h) + n− deg(f) = deg(g) ≤ n− 1 ⇒ deg(h) ≤ deg(f)− 1.

E como mdc(xn − 1, g) = mdc(xn − 1, h · xn−1
f

) = xn−1
f

, temos que mdc(h, f) = 1.
Isto implica que

V = {Lg(β) / f, g, h ∈ Fq[X], g = h · x
n − 1

f
, deg(h) ≤ deg(f)−1 e mdc(f, h) = 1}.

A quantidade de polinômios h tais que deg(h) ≤ deg(f)− 1 e mdc(f, h) = 1 é dada
por ϕq(f). Logo, |V | = ϕq(f).

Teorema 3.3.11. O número de elementos k-normais de Fqn sobre Fq é dado por∑
h|xn−1

deg(h)=n−k

ϕq(h)

onde h é mônico e a divisão polinomial é feita sobre Fq.
Demonstração. Seja h ∈ Fq[X] de grau n − k. Pelo Lema 3.3.10, o número de
elementos α tais que Ord(α) = h é igual a ϕq(h), e como deg(h) = deg(Ord(α)) =
n − k, pelo Teorema 3.3.6(iii), α é k-normal. Logo, a quantidade de elementos k-
normais é igual a soma acima.

Observação 3.3.12. Existem elementos k-normais em Fqn se, e somente se, xn−1
é divisível por um polinômio h ∈ Fq[X] de grau n− k (ou k).

Um polinômio cujas raízes são todas as raízes primitivas n-ésimas da unidade
é chamado de n-ésimo polinômio ciclotômico, denotado por Φn(x), e são os fatores
que compõem o polinômio xn − 1, ou seja

xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x).

Isto mostra que a fórmula mencionada no Teorema 3.3.11 depende da fatorização
de polinômios ciclotômicos em Fq, o que se torna inviável para valores de n muito
grandes.

Em [10] os autores propõem o seguinte problema: para quais valores de q, n e
k é possível obter fórmulas “acessíveis” para o número de elementos k-normais de
Fqn sobre Fq? Em [17], os autores calculam o número de elementos k-normais para
valores específicos de q e n, como mostram as tabelas a seguir.
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k 0 1 2
#k-normais 5832 972 54

Tabela 3.1: Quantidade de elementos k-normais de F193 sobre F19.

k 0 1 2 3
#k-normais 147456 147456 67584 21504

k 4 5 6 7
#k-normais 5440 1024 144 16

Tabela 3.2: Quantidade de elementos k-normais de F58 sobre F5.

k 0 1 2 3
#k-normais 16777216 16777216 7340032 1835008

k 4 5 6 7
#k-normais 286720 28672 1792 64

Tabela 3.3: Quantidade de elementos k-normais de F98 sobre F9.

k 0 1 2 3
#k-normais 3981312 1327104 359424 82944

k 4 5 6 7
#k-normais 12096 1728 180 12

Tabela 3.4: Quantidade de elementos k-normais de F78 sobre F7.

k 0 1 2 3
#k-normais 13107200 13107200 8192000 4915200

k 4 5 6 7
#k-normais 2170880 942080 384000 148480

k 8 9 10 11
#k-normais 54528 17408 5760 1408

k 12 13 14 15
#k-normais 448 96 28 4

Tabela 3.5: Quantidade de elementos k-normais de F316 sobre F3.

52



Capítulo 4

Elementos primitivos k-normais

Sabemos que elementos normais, e elementos que são simultaneamente primiti-
vos e normais sempre existem em extensões de corpos finitos pelo Teorema da Base
Normal Primitiva [11]. A partir da noção de elemento k-normal introduzida no
capítulo anterior buscamos, agora, encontrar elementos que sejam simultaneamente
primitivos e k-normais.

A busca por tais elementos visa encontrar estruturas que, embora não sejam
estritamente bases normais, oferecem uma combinação poderosa de propriedades
multiplicativas (primitividade) e aditivas em um espaço vetorial (k-normalidade),
com aplicações na construção de bases que otimizam a multiplicação em corpos fi-
nitos.

Neste capítulo, encontramos as condições necessárias para a existência destes
elementos e posteriormente mostramos exemplos encontrados em trabalhos recentes
na área.

4.1 Condições para existência de elementos primi-
tivos k-normais

Lema 4.1.1. Sejam f, g, h ∈ Fq[X] polinômios não nulos tais que mdc(g, h) = 1.
Então existe g′ ∈ Fq[X] tal que mdc(f, h+ gg′) = 1.

Demonstração. Se f é constante, o resultado é óbvio. Caso contrário, defina

g′ =
k∏
i=1
ri∤h

ri,

onde rad(f) = r1r2 . . . rk. Se ri|h então ri ∤ gg′, e consequentemente ri ∤ h+ gg′; e se
ri ∤ h então ri ∤ h+ gg′. Ou seja, em qualquer dos casos, ri ∤ h+ gg′ para 1 ≤ i ≤ k.
Portanto, mdc(f, h+ gg′) = 1.
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Proposição 4.1.2. Sejam β ∈ Fqn um elemento normal sobre Fq e f ∈ Fq[X] um
divisor de xn− 1 de grau k. Então α = Lf (β) é k-normal, onde Lf é o q-polinômio
associado de f . Além disso, todo elemento k-normal é obtido desta forma.

Demonstração. Vamos demonstrar que Ord(α) = xn−1
f

. Seja s = xn−1
f

. Temos

Ls(α) = Ls(Lf (β)) = Lsf (β) = Lxn−1
f

f (β) = Lxn−1(β) = βq
n − β = 0.

Logo, Ord(α) divide s. Suponha que Ord(α) ̸= s. Então existe g ∈ Fq[X] mônico,
de grau pelo menos 1, tal que s = Ord(α).g, implicando que Ord(α) = xn−1

fg
. Daí,

0 = Lxn−1
fg

(α) = Lxn−1
fg

(Lf (β)) = Lxn−1
g

(β),

o que implica deg(Ord(β)) < n. Mas β ∈ Fqn é normal, logo, pelo Teorema 3.3.6,
deg(Ord(β)) = n. Contradição. Portanto, Ord(α) = s = xn−1

f
, e α é k-normal.

Vejamos agora que todo elemento k-normal é obtido desta forma. Suponha que α é
um elemento k-normal. Defina g = Ord(α) e f = xn−1

g
. Então, deg(g) = n−k. Seja

γ ∈ Fqn um elemento normal sobre Fq. Então existe h ∈ Fq[X] tal que α = Lh(γ).
Daí, 0 = Lg(α) = Lg(Lh(γ)) = Lgh(γ). Como (xn − 1) | gh, obtemos f |h, e então
existe f ′ ∈ Fq[X] tal que h = f.f ′. Isso implica que

L g
mdc(g,f ′)

(α) = L g
mdc(g,f ′)

(Lh(γ)) = L gh
mdc(g,f ′)

(γ) = L gff ′
mdc(g,f ′)

(γ)

= Lgf

(
L f ′

mdc(g,f ′)
(γ)

)
= Lxn−1

(
L f ′

mdc(g,f ′)
(γ)

)
= 0,

ou seja, mdc(g, f ′) = 1. Então, pelo Lema 4.1.1, existe um polinômio g′ ∈ Fq[X]
tal que mdc(xn − 1, f ′ + g.g′) = 1, e pelo Teorema 3.3.9, β = L(f ′+gg′)(γ) é normal.
Logo,

Lf (β) = Lf (L(f ′+gg′)(γ)) = L(ff ′+fgg′)(γ) = L(h+(xn−1)g′)(γ)

= Lh(γ) + Lxn−1(Lg′(γ)) = Lh(γ)

= α.

Pelo Teorema 3.3.11, elementos k-normais existem em Fqn se, e somente se, xn−1
tem divisor de grau k (ou n − k). Pelo teorema anterior, é possível construir um
elemento k-normal encontrando um divisor f ∈ Fq[X] de xn − 1 de grau k, e um
elemento normal β ∈ Fqn , daí α = Lf (β) é um elemento k-normal de Fqn .

De acordo com o Teorema 3.1.5, Sabemos que um elemento α ∈ Fqn é primitivo
se, e somente se, ωqn−1(α) = 1. E pelo Teorema 3.2.7, sabemos que um elemento
α ∈ Fqn é normal se, e somente se, Ωxn−1(α) = 1. Logo, se ωqn−1(α)Ωxn−1(α) = 1,
α é simultaneamente primitivo e normal.
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No restante deste capítulo, veremos condições para a existência de elementos
em Fqn que sejam simultaneamente primitivos e k-normais. Para isso, considere o
seguinte somatório:

ηf =
∑
α∈Fqn

ωqn−1(Lf (α))Ωxn−1(α).

Note que ηf contabiliza a quantidade de elementos primitivos e k-normais, pois
se α é normal, dado um polinômio f ∈ Fq[X] divisor de xn−1 de grau k, o elemento
Lf (α) é k-normal.

Em particular, elementos primitivos k-normais existem em Fqn se ηf > 0.

Proposição 4.1.3. Sejam α ∈ Fqn , f ∈ Fq[X] divisor de xn − 1 de grau k. Então

ηf
θ(qn − 1)Θ(xn − 1)

=
∑
α∈Fqn

∫
d|qn−1

∫
D|xn−1

χcD(α)ψd(Lf (α)).

Demonstração. Vamos denotar as funções características Ωqn−1(α) e ωxn−1(α) ape-
nas por Ω(α) e ω(α), respectivamente. Pelos Teoremas 3.1.5 e 3.2.7, temos

ηf
θ(qn − 1)Θ(xn − 1)

=

∑
α∈Fqn

ω(Lf (α))Ω(α)

θ(qn − 1)Θ(xn − 1)

=

∑
α∈Fqn

θ(qn − 1)
∫

d|qn−1

ψd(Lf (α))Θ(xn − 1)
∫

D|xn−1

χcD(α)

θ(qn − 1)Θ(xn − 1)

=
∑
α∈Fqn

∫
d|qn−1

ψd(Lf (α))

∫
D|xn−1

χcD(α)

=
∑
α∈Fqn

∫
d|qn−1

∫
D|xn−1

χcD(α)ψd(Lf (α)).

Finalmente mostraremos o resultado principal deste trabalho, que consiste em
apresentar uma condição suficiente para a existência dos elementos primitivos k-
normais. Para isso, usaremos a seguinte definição.

Definição 4.1.4. Seja h um número inteiro postivo (ou um polinômio mônico). A
função W (h) contabiliza o número de divisores (mônicos) livres de quadrados de h.
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Teorema 4.1.5. Sejam f ∈ Fq[X] divisor de xn − 1 de grau k e ηf o número de
elementos normais α ∈ Fqn tais que Lf (α) é primitivo. Então

ηf
θ(qn − 1)Θ(xn − 1)

> qn − qk+
n
2 ·W (qn − 1) ·W (xn − 1).

Em particular, se q
n
2
−k ≥ W (qn− 1)W (xn− 1), então existem elementos primitivos

k-normais em Fqn.

Demonstração. Para cada divisor d de qn − 1, e cada divisor D de xn − 1, defina a
seguinte Soma de Gauss:

Gf (ψd, χcD) =
∑
α∈Fqn

ψd(Lf (α))χcD(α),

e também ∫
d|qn−1
D|xn−1

Gf (ψd, χcD) =
∑
d|qn−1
D|xn−1

µ(d)µq(D)

ϕ(d)ϕq(D)
Gf (ψd, χcD).

Pela proposição anterior, temos
ηf

θ(qn − 1)Θ(xn − 1)
= S0 + S1 + S2 + S3,

onde

• S0 = Gf (ψ1, χ0);

• S1 =
∫

D|xn−1
D ̸=1

Gf (ψ1, χcD);

• S2 =
∫

d|qn−1
d ̸=1

Gf (ψd, χ0);

• S3 =
∫

d|qn−1
d ̸=1

∫
D|xn−1
D ̸=1

Gf (ψd, χcD).

A seguir, vamos encontrar cotas para cada Si.

• Para S0, temos
∑

α∈Fqn

ψ1(Lf (α))χ0(α) = qn.

• Para estimar o valor de S1, usamos a ortogonalidade dos caracteres, dada no
Teorema 2.2.6, para ver que∑

α∈Fqn

D ̸=1

ψ1(Lf (α))χcD(α) =
∑
α∈Fqn

D ̸=1

χcD(α) = 0.

Logo, S1 = 0.
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Em S2 e S3, cada Gf (ψd, χcD) contém o fator µ(d)µq(D) em sua expressão, que
resulta em 0 caso d ou D não seja livre de quadrados. Ou seja, podemos considerar
apenas os casos onde d e D são livres de quadrados.

• Em S2, a soma terá W (qn − 1)− 1 termos. Defina M2 = max |Gf (ψd, χ0)|, e
assim |S2| ≤ M2 · (W (qn − 1) − 1). Agora, com o intuito de utilizar o Lema
2.3.3, vejamos que suas condições são satisfeitas:

Escreva f =
∑k

i=0 aix
i. Como f |(xn − 1), temos que f ∤ x, logo a0 ̸= 0. E

como L′
f = a0, todas as raízes de Lf são distintas, e Lf não pode ser da forma

y · g(x)r para nenhum y ∈ Fqn , g ∈ Fq[X], r > 1. Além disso, deg(f) = k,
implicando que deg(Lf ) = qk. Assim mdc(deg(Lf ), q

n − 1) = 1, ou seja, Lf
tem qk raízes distintas em Fqn , e estas raízes formam um subespaço vetorial
de Fqn de dimensão k (Teorema 2.1.2).

Portanto, do Lema 2.3.3, temos que

|Gf (ψd, χ0)| =

∣∣∣∣∣∣
∑
α∈Fqn

ψd(Lf (α))χ0(α)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∑
α∈Fqn

ψd(Lf (α))

∣∣∣∣∣∣ ≤ (qk−1)q
n
2 < qk+

n
2 ,

e assim |S2| ≤ qk+
n
2 · (W (qn − 1)− 1).

• Em S3, a soma terá (W (qn − 1) − 1)(W (xn − 1) − 1) termos. Defina M3 =
max |Gf (ψd, χcD)|, e assim |S3| ≤M3 · (W (qn − 1)− 1) · (W (xn − 1)− 1).

Analogamente ao caso de S2, podemos ver que as condições do Lema 2.3.4
são satisfeitas. Portanto

|Gf (ψd, χcD)| =

∣∣∣∣∣∣
∑
α∈Fqn

ψd(Lf (α))χcD(α)

∣∣∣∣∣∣ ≤ (qk + 1− 1)q
n
2 = qk+

n
2 ,

e assim |S3| ≤ qk+
n
2 · (W (qn − 1)− 1) · (W (xn − 1)− 1).

Logo,

|S2|+ |S3| ≤ qk+
n
2 · (W (qn − 1)− 1) · (1 + (W (xn − 1)− 1)

< qk+
n
2 ·W (qn − 1) ·W (xn − 1).

Agora, lembrando que
ηf

θ(qn − 1)Θ(xn − 1)
= S0 + S1 + S2 + S3,

podemos usar a desigualdade triangular e as estimativas encontradas anteriormente
para obter

ηf
θ(qn − 1)Θ(xn − 1)

≥ qn − |S2| − |S3|,
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e portanto,

ηf
θ(qn − 1)Θ(xn − 1)

> qn − qk+
n
2 ·W (qn − 1) ·W (xn − 1).

A desigualdade obtida como condição necessária para existência dos elementos
primitivos k-normais pode ser transformada em uma desigualdade do tipo q > c(n)
pois existem cotas superiores para a função W . Em [1] os autores estabeleceram
que, para uma potência de primo q, existem a, b ∈ N tais que W (xn − 1) ≤ 2

n+a
b

(ver [1, Lema 3.7]). Isto nos permite dizer que para valores de q suficientemente
grandes a existência de tais elementos está garantida. Mas para valores pequenos
de q a desigualdade deve ser analisada caso a caso para valores de n e k específicos.

4.2 Exemplos
Em [10] os autores fornecem a quantidade de elementos primitivos k-normais,

com 0 ≤ k ≤ n − 1 para certos valores de (q, n). As tabelas abaixo mostram,
para (q, n) ∈ {(2, 6), (5, 6), (5, 7)}, a quantidade de elementos k-normais, primitivos
k-normais, e a densidade destes elementos, isto é, a porcentagem em relação à or-
dem de Fqn com aproximação de 2 casas decimais - exceto no caso (q, n, k) = (5, 7, 6).

k #k-normais (%) #primitivos (%)
k-normais

0 24 37,50 18 28,12
1 12 18,75 12 18,75
2 18 28,12 6 9,37
3 3 4,69 0 0
4 5 7,81 0 0
5 1 1,56 0 0

Tabela 4.1: Elementos k-normais e primitivos k-normais de F26 sobre F2.

k #k-normais (%) #primitivos (%)
k-normais

0 9216 58,98 2568 16,44
1 4608 29,49 1320 8,45
2 1344 8,60 360 2,30
3 384 2,46 72 4,61
4 64 0,41 0 0
5 8 0,05 0 0

Tabela 4.2: Elementos k-normais e primitivos k-normais de F56 sobre F5.
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k #k-normais (%) #primitivos (%)
k-normais

0 62496 79,99 31248 39,99
1 15264 19,99 7812 9,99
2 0 0 0 0
3 0 0 0 0
4 0 0 0 0
5 0 0 0 0
6 4 5,12.10−3 0 0

Tabela 4.3: Elementos k-normais e primitivos k-normais de F57 sobre F5.

Nos últimos anos diversos autores se dedicaram a encontrar valores específicos
de q, n e k para os quais elementos primitivos k-normais sempre existem, e também
a quantidade destes elementos para certos valores. Para k = 0, ou seja, elementos
primitivos normais, os autores provaram em [11] que tais elementos sempre existem.
Em [16] e [1], os autores estabelecem as condições para existência destes elementos
quando k = 1 e k = 2, respectivamente, como mostram os teoremas a seguir.

Teorema 4.2.1. [16, Teorema 1.3] (Teorema dos Primitivos 1-Normais) Sejam q
uma potência de um número primo, n ≥ 3 um inteiro positivo. Então existe um ele-
mento primitivo 1-normal de Fqn sobre Fq. Além disso, quando n = 2 não existem
elementos primitivos 1-normais de Fq2 sobre Fq.

Teorema 4.2.2. [1, Teorema 1.2] (Teorema dos Primitivos 2-Normais). Sejam q
uma potência de um número primo, n um inteiro positivo. Então existe um elemento
primitivo 2-normal de Fqn sobre Fq se, e somente se, n ≥ 5 e mdc(q3 − 1, n) ̸= 1 ou
n = 4 e q ≡ 1 (mod 4).

Trabalhos continuam sendo realizados na área, já que a vantagem dos elementos
k-normais primitivos sobre os elementos k-normais gerais reside na combinação da
eficiência computacional das bases normais com a propriedade de serem primitivos,
ou seja, geram todo o grupo multiplicativo do corpo, permitindo logaritmos discre-
tos eficientes e maior segurança criptográfica, resultando em esquemas de troca de
chaves mais robustos e sequências pseudoaleatórias. Essencialmente, estes elementos
oferecem maior controle e melhores propriedades por serem geradores simultâneos
de estruturas aditivas e multiplicativas, o que é valioso em aplicações avançadas.
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