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COSTA, M. H. F. Existéncia de elementos primitivos k-normais em corpos finitos.
2026. xi + 61 p. Dissertagao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia,
Uberlandia-MG.

Resumo

Esta dissertacao investiga as condigoes de existéncia de elementos que sejam simul-
taneamente primitivos e k-normais em extensoes de corpos finitos. O estudo da
existéncia de tais elementos é um problema central na Algebra moderna, com im-
plicacoes diretas na eficiéncia de sistemas criptograficos e na construcao de coédigos
corretores de erros. Para abordar este problema, utilizamos uma fundamentagao
tedrica que combina métodos combinatorios e analiticos. As principais ferramen-
tas empregadas sao a Fungao de Euler (¢) e a Fungao de Mébius (p). No ambito
da Algebra Linear sobre corpos finitos, exploramos as propriedades dos polinémios
linearizados, que permitem caracterizar a independéncia linear dos conjugados de
um elemento sob a a¢ao dos automorfismos de Frobenius. Para a demonstragao dos
resultados principais, utilizamos ferramentas como caracteres aditivos e multiplica-
tivos, um tipo particular de homomorfismos, integrando-os ao o estudo das somas
de Gauss, que fornecem as estimativas para somas exponenciais necessarias para
garantir que a quantidade de elementos desejados é estritamente positiva.

Palavras-chave: corpos finitos; elementos primitivos; elementos normais; elementos
k-normais.
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COSTA, M. H. F. Exzistence of primitive k-normal elements in finite fields. 2026. xi
+ 61 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

This dissertation investigates conditions for the existence of elements that are si-
multaneously primitive and k-normal in finite field extensions. The study of the
existence of such elements is a central problem in modern Algebra, with direct im-
plications on the efficiency of cryptographic systems and the construction of error-
correcting codes. To approach this problem, we employ a theoretical framework that
combines combinatorial and analytical methods. The primary tools utilized are the
Euler totient function (¢) and the Mobius function (x). Within the scope of Linear
Algebra over finite fields, we explore the properties of linearized polynomials, which
allow the characterization of the linear independence of an element’s conjugates un-
der the action of Frobenius automorphisms. To prove the main results, we use tools
such as additive and multiplicative characters, a particular type of homomorphism,
integrating them with the study of Gaussian sums, which provide the estimates for
exponential sums needed to guarantee that the number of desired elements is strictly
positive.

Keywords: finite fields; primitive elements; normal elements; k-normal elements.
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Introducao

A teoria dos corpos finitos possui raizes que remontam aos séculos XVII e XVIII
através da Teoria dos Numeros. O ponto de partida pode ser atribuido a Pierre
de Fermat (1601-1665), cujo “Pequeno Teorema” estabeleceu as bases para entender
a estrutura multiplicativa dos restos modulares. Posteriormente, Leonhard Euler
(1707-1783) generalizou esses resultados através da fungao phi (¢), introduzindo a
nocao de ordens e indices que hoje sao ferramentas essenciais para quantificar ge-
radores em grupos ciclicos. Essa fundacao aritmética foi a base para o surgimento
das primeiras investigagoes sobre as propriedades de divisibilidade e residuos que
caracterizam os corpos de caracteristica prima.

A transi¢ao da Aritmética para uma estrutura algébrica mais robusta ocorreu
com o desenvolvimento da Teoria de Grupos e da Teoria de Anéis. Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813) demonstrou o teorema fundamental que relaciona a ordem de
um subgrupo a ordem do grupo, um resultado que permite restringir os possiveis
valores das ordens de elementos em extensoes de corpos. Simultaneamente, Adrien-
Marie Legendre (1752-1833) contribuiu com o estudo dos residuos quadraticos e o
simbolo que leva seu nome, fornecendo métodos para determinar a solubilidade de
equacgoes em dominios finitos.

O marco para a formalizagao da teoria ocorreu com Carl Friedrich Gauss (1777-
1855) e Evariste Galois (1811-1832). Gauss, em sua obra Disquisitiones Arithmeti-
cae |5], sistematizou a aritmética modular e provou a existéncia de raizes primitivas,
o que equivale a demonstrar que o grupo multiplicativo de um corpo primo ¢ ciclico.
Contudo, foi Galois quem estendeu esses conceitos para além dos corpos de ordem
prima, concebendo as extensoes de corpos de ordem p". Ao introduzir o que hoje
chamamos de Teoria de Galois, ele conectou a solubilidade de polinémios as propri-
edades estruturais de seus grupos de automorfismos, estabelecendo os fundamentos
para o estudo das bases e da independéncia linear em corpos finitos.

Dentro desta estrutura, os elementos primitivos desempenham um papel protago-
nista. Um elemento é primitivo se for um gerador de um grupo ciclico. A importan-
cia desses elementos reside na sua capacidade de representar todos os elementos nao
nulos do corpo como poténcias de uma tnica base. A garantia da existéncia de tais
elementos permitiu simplificar célculos complexos, transformando a multiplicagao
em uma operacao aditiva sobre os expoentes. Em termos teéricos, a busca por ele-
mentos primitivos com propriedades adicionais ¢ um dos problemas mais persistentes
e férteis da Algebra moderna, exigindo estimativas refinadas de somas de caracteres.



Complementarmente, a teoria explora os elementos normais, que sao fundamen-
tais para o entendimento das extensoes de corpos como espagos vetoriais. Um ele-
mento é normal se gera um tipo especifico de base do espago vetorial (base normal),
conceito que otimiza operagoes de potenciacao, uma vez que, em tal base, elevar
um elemento a ¢ (ordem do corpo base) resulta em um simples deslocamento ciclico
de suas coordenadas, propriedade que torna os elementos normais objetos de desejo
tanto na Matematica quanto na Computacao. Recentemente a literatura viu o surgi-
mento e a expansao dos elementos k-normais, introduzidos por Huczynska et al. [10],
que sao uma generalizacao elegante da normalidade. Um elemento é k-normal se
o subespago gerado por seus conjugados possui dimensao igual a k sobre o corpo
base. Essa definicao permite uma classificacao mais refinada dos elementos do corpo.

A motivagao para o estudo desses elementos transcende a estética matematica,
encontrando aplicagao direta na Criptografia e na Teoria de Codigos. Na cripto-
grafia de chave publica, como nos protocolos baseados no Problema do Logaritmo
Discreto [8], elementos primitivos garantem o maior periodo possivel para gerado-
res de sequéncias. Por outro lado, a estrutura de elementos normais e k-normais é
explorada na Teoria de Codigos para a construgao de codigos corretores de erros efi-
cientes, onde a aritmética rapida em corpos finitos é essencial para o processamento
de grandes volumes de dados em tempo real.

E importante salientar que, embora as aplicacbes referenciadas justifiquem o
interesse contemporaneo pelo tema, esta dissertagao vincula-se estritamente ao do-
minio da Matemaética. Por conseguinte, tais aplicacoes nao sao detalhadas de forma
explicita ao longo do texto, uma vez que o escopo do trabalho prioriza o desenvol-
vimento tedrico e a demonstragao de condi¢oes que garantem a existéncia de tais
elementos.

Desta forma, esta dissertagao propoe-se a investigar as condi¢oes de existéncia
de elementos que sejam simultaneamente primitivos e k-normais em corpos finitos,
resultado publicado originalmente por Reis [15]. Os Capitulos 1 e 2 sdo baseados
no livro Finite Fields [12]. No Capitulo 1, apresentamos as preliminares basicas
para o trabalho, além da estrutura fundamental dos corpos finitos. O Capitulo 2
é dedicado as ferramentas analiticas necessarias, como polindmios linearizados; um
tipo particular de homomorfismos de grupos chamados de Caracteres; e somas ex-
ponenciais envolvendo as imagens destas aplicacoes, chamadas de Somas de Gauss.
O Capitulo 3, baseado em [10], traz o conceito de liberdade, usado para definir e
caracterizar os elementos m-livres e M-livres, que sao fundamentais para objetivo
final do trabalho, além de introduzir os elementos k-normais. Por fim, o Capitulo
4 consolida a pesquisa ao provar as condigoes teoricas estabelecidas em [15] para a
existéncia de elementos que sejam simultaneamente primitivos e k-normais, apre-
sentando exemplos numéricos que ilustram e validam os resultados obtidos.

Marcos Henrique Franco Costa
Uberlandia-MG, 27 de fevereiro de 2026.



Capitulo 1

Estrutura dos Corpos Finitos

Este capitulo inicial é fortemente baseado na obra Finite Fields, de Rudolf Lidl
e Harald Niederreiter [12]. Na primeira se¢ao, apresentamos rapidamente conceitos
e propriedades basicas sobre estruturas algébricas que serao usados no restante do
capitulo, e ao longo de toda a dissertacao. A partir da Secao [1.2] apresentamos
caracterizagoes e propriedades fundamentais de corpos finitos.

1.1 Preliminares

Definicao 1.1.1. (Grupo) Um conjunto G munido de uma operagao bindria (-) €
chamado um grupo (G,-) se possui as sequintes propriedades:

e A operagao - € associativa, isto €, a- (b-c) = (a-b)-c, Ya,b,c € G;
e G possui elemento identidade (ou unidade), isto é, Je € G / a-e = a, Ya € G;
e todo elemento de G possui um inverso, isto €, Va € G, b€ G [/ a-b=e.

Sea-b=0b-a Va,be G, entao G é um grupo abeliano.

O conjunto dos nimeros inteiros é grupo sob a adi¢ao, denotado por Z. Dado um
namero natural n, o conjunto {0,1,2,...,n—1} é grupo onde a operagao ¢ dada pelo
resto da soma de dois elementos a e b deste grupo por n. Além disso, dizemos que
a & congruente a b modulo n se a—b é um multiplo de n, e escrevemos a = b (mod n).

Definigao 1.1.2. (Ordem de um grupo) O nimero de elementos de um grupo finito
G é chamado de ordem do grupo G, e é denotado por |G)|.

Defini¢ao 1.1.3. (Ordem de um elemento) Seja G um grupo munido com a mul-
tiplicagao. A ordem de um elemento g € G é o menor inteiro positivo n tal que
g" =1, e escrevemos |g| = n.



Definigao 1.1.4. (Grupo ciclico) Um grupo G sob a multiplica¢io é um grupo ci-
clico se existe um elemento a € G tal que todo elemento de G € uma poténcia de
a, isto é,Yb € G, 3j € Z | b = a’. Neste caso, podemos escrever G = (a). Além
disso, a € um gerador de G, e a ordem do elemento a € igual a ordem de G, ou
seja |G| = |al.

Defini¢ao 1.1.5. (Subgrupo) Um subconjunto H de G é um subgrupo de G se H
por st s6 € um grupo com a mesma operacdo de G.

Definigao 1.1.6. (Subgrupo normal) O subgrupo H do grupo G é chamado de sub-
grupo normal de G se aha ' € H, YVa € G, h € H.

Teorema 1.1.7. [19, Teorema 1.15] Seja G um grupo de ordem m.

m

i) Se G = (a) € ciclico, o elemento a* gera um subgrupo de ordem —2—.
mde(k,m)

(ii) Se s divide m, G possui ¢(s) elementos de ordem s, onde ¢ € a Fungao phi de
Euler, e ¢(s) indica o nimero de inteiros j tais que 1 < j < s emdc(s,j) = 1.

(iii) Se G = (a) € ciclico, G possui ¢p(m) geradores, isto é, elementos a” tais que
(a") = (a), e mdc(r,m) = 1.

Quando comparamos a estrtura de dois grupos, aplicagoes entre grupos que pre-
servam suas operagoes sao de grande importancia. Este conceito é formalizado na
definicao a seguir.

Defini¢ao 1.1.8. (Homomorfismo) Uma aplica¢ao f: G — H do grupo (G,*) no
grupo (H,-) é um homomorfismo de grupos se preserva a opera¢ao de G, isto €,
flaxb) = f(a) - f(b), Va,b € G. Além disso, se f € bijetora, f € chamada de
isomorfismo. Um isomorfismo de G em G é chamado de automorfismo.

Defini¢ao 1.1.9. (Kernel) Dado um homomorfismo f: G — H, o kernel (ou ni-
cleo) de f € o conjunto ker(f) = {a € G | f(a) = €'}, onde € € o elemento
identidade em H.

Defini¢ao 1.1.10. (Classe lateral) Seja H um subgrupo de G. Para um elemento
g € G, o conjunto gH = {gh / h € H} é chamado de classe lateral o esquerda
de G mddulo H, e o conjunto Hg = {hg / h € H} é chamado de classe lateral a
direita de G modulo H. Se G € um grupo abeliano, a distingao entre classes laterais
a esquerda e a direita modulo H torna-se desnecessdria.



Defini¢ao 1.1.11. (Grupo quociente) Para um subgrupo normal H de G, o grupo
formado pelas classes laterais de G modulo H é chamado de grupo quociente de
G mddulo H e ¢ denotado por G/H.

Teorema 1.1.12. (12, Teorema 1.23] (Teorema do Homomorfismo). Seja a fung¢ao
f: G — f(G) = Gy um homomorfismo de grupos sobrejetor. Entao ker(f) é um
subgrupo normal de G, e Gy € isomorfo a G/ker(f). Reciprocamente, se H € qual-
quer subgrupo normal de G, entao a aplicagaov: G — G/H definida por (a) = aH
com a € G € um homomorfismo de G sobre G/H com ker(y) = H.

Como vimos, grupos sao estruturas algébricas munidas de uma operacao. No
entanto, se fornecemos a estas estruturas uma operacao a mais satisfazendo certas
propriedades, podemos ter uma estrutura algébrica mais complexa, definida a seguir.

Defini¢ao 1.1.13. (Anel) Um conjunto A munido de duas operagées bindrias (+)
e (1) € chamado um anel (A,+,-) se possui as sequintes propriedades:

e A € um grupo abeliano com respeito a opera¢ao +;
e A operagao - € associativa, isto €, a- (b-c) = (a-b)-c, Va,b,c € A;

o A preserva a distributividade, isto €, a - (b+c¢)=a-b+a-c, e (b+c¢)-a=
b-a+c-a, VYa,b,c € A.

Definig¢ao 1.1.14. Seja (A, +,-) um anel.

(i) A € um anel com identidade se possui identidade multiplicativa, isto €,
decA/a-e=e-a=a, Ya€ A.

(i) A é um anel comutativo se - é comutativa.

(i1i) A € um dominio de integridade se for um anel comutativo, com e # 0, onde
a-b=20 implica a =0 oub=0.

(iv) A € um anel de divisdo se A* é um grupo com a operagao (+).

(v) A € um corpo se for um anel comutativo de divisao.

Defini¢ao 1.1.15. (Ideal) Seja I um subconjunto do anel (A,+,-). I é um ideal se
o (I,+,-) é um anel;
e [ ¢ fechado para as operagoes + e - ;
ea-bel, Yabel.

Se 35 € I tal que I = (j), entao I é um ideal principal.



Teorema 1.1.16. (12, Teorema 1.38] O anel quociente Z/(p), onde p € um nimero
Primo, € um corpo.

Definig¢ao 1.1.17. (Corpo de Galois) Sejam F, = {0,1,...,p — 1}, com p primo,
Y Z/(p) = F, uma aplicagcao definida por 1 ([a]) = a. O conjunto F, munido com a
estrutura de corpo induzida por 1, € um corpo finito, chamado de Corpo de Galois
de ordem p.

Os corpos de Galois é a base do nosso ambiente de trabalho, onde esta pesquisa
se desenvolve. Vejamos, agora, propriedades importantes relacionadas aos corpos.

Definicao 1.1.18. (Caracteristica) Dado um anel A, se existe n € N tal que na =0
para todo a € A, o menor n com tal propriedade € a caracteristica do anel A.

Teorema 1.1.19. [12, Teorema 1.46] Seja A um anel comutativo de caracteristica
prima p. Entao, para todo a,b € A,n € N, temos

n 3

(a4 b =a” + 0" e (a—bP" =a" —b".

Definigao 1.1.20. (Corpo primo) Um corpo F que ndo contém nenhum subcorpo
proprio (subconjunto préprio de F' que é um corpo por si s6 com as operagoes de F')
€ chamado de corpo primo.

Teorema 1.1.21. [12, Teorema 1.78] O subcorpo primo de um corpo F' € isomorfo
alF, ou Q, caso sua caracteristica seja, respectivamente, um primo p ou 0.

Definigao 1.1.22. (Extensao de corpos) Sejam K um subcorpo de F', e M um sub-
conjunto qualquer de F'. A intersecao de todos subcorpos de F' que contém K e M é
chamada de extensao do corpo K obtida ao adjuntar o conjunto M, e denotada por
K(M). Se M contém apenas 1 elemento 0, entao K(0) é uma extensao simples
de K, e 0 é um elemento definidor de K(0) sobre K.

Definigao 1.1.23. (Extensao algébrica) Sejam K um subcorpo de F, 6 € F. Se § ¢
raiz de um polindmio nao nulo com coeficientes em K, 6 ¢ um elemento algébrico
sobre K. Para uma extensao L de K, se todo elemento de L € algébrico sobre K,
entio L|K é uma extensao algébrica.

Definicao 1.1.24. (Polinémio minimal) Seja F|K wma extensao de corpos. Se
0 € F ¢ algébrico sobre K, entao o polinémio moénico tunico que gera o ideal
{f € K[X] / f(6) = 0} € chamado de polinémio minimal de 6 sobre K. Di-
zemos que o grau de 6 € o grau do seu polindémio minimal.



Teorema 1.1.25. [12, Teorema 1.82] Sejam F uma extensio do corpo K, f €
K[X]. Se 6 € F ¢€ algébrico sobre K, entdo o polinomio minimal de 6 sobre K é
wrredutivel sobre K.

Defini¢ao 1.1.26. (Grau da extensio) Seja F' uma extensao do corpo K. Se F' €
um corpo finito, a dimensao de F' como espago vetorial sobre K é chamada de grau
de F sobre K, e denotada por [F : K].

Teorema 1.1.27. [12, Teorema 1.84] Sejam F uma extensao finita do corpo K e
L uma extensao finita de F. Entao [L: K| =[L: F][F : K].

Teorema 1.1.28. [12, Teorema 1.85] Toda extensao finita de um corpo K € algé-
brica sobre K.

Teorema 1.1.29. /12, Teorema 1.86] Sejam F|K uma extensao de corpos e § € F
um elemento algébrico sobre K de graun. Entao [K(0) : K| =ne{1,0,6 ... 60"}
¢ uma base de K(0) sobre K.

Os resultados e propriedades acima mostram que toda extensao de corpos finitos
é gerada a partir de uma raiz de um polinémio irredutivel sobre o corpo base. Agora,
o objetivo é encontrar uma extensao que possua todas as raizes de tal polindmio,
que leva a defini¢ao e ao teorema seguintes, fundamentais para a Teoria de Corpos.

Definigao 1.1.30. (Corpo de decomposi¢ao) Dados f € K[X] de graun e F uma
extensao do corpo K, dizemos que f se decompoe em F' se f pode ser escrito como
produto de fatores lineares de F[X], isto €, se existem ay,an,...,a, € F tais que

f(z) = a(z —a)(z = ag) - (z — an)

onde a € o coeficiente lider de f. Neste caso F' é chamado de corpo de decompo-
st¢ao de f sobre K se podemos escrever F' = K(ay,ag, ..., 0p).

Teorema 1.1.31. (12, Teorema 1.91] (Teorema da Existéncia e Unicidade dos
Corpos de Decomposi¢cao) Se K é um corpo e f € K[X]| é um polinomio de grau
positivo, entao existe um corpo de decomposicdo de [ sobre K. Quaisquer corpos
de decomposicao de f sobre K sao isomorfos um ao outro, onde este isomorfismo
mantém os elementos de K fizos e leva as raizes de f umas nas outras.



1.2 Caracterizacao dos Corpos Finitos

Pelo Teorema [1.1.16[ e Definigao [1.1.17, sabemos que para todo p primo, existe
o Corpo de Galois F, de ordem p, que consiste no anel quociente Z/(p). Este é o
exemplo mais comum de corpo finito, mas algumas de suas propriedades se exten-
dem para corpos finitos arbitrarios, como veremos a seguir.

A caracteristica de um corpo é sempre igual a caracteristica de seu subcorpo
primo. Portanto, os Corpos de Galois tem um papel importante na Teoria de Cor-
pos, pois todo corpo de caracteristica p, com p primo, é isomorfo a F, (Teorema
1.1.21)), e todo corpo finito pode ser visto como uma extensao de I, para algum p,
como veremos nesta segao.

Apresentamos agora importantes propriedades relacionadas a existéncia e cons-
trucao de corpos finitos. Vejamos uma condigao necessaria para estabelecermos o
numero de elementos de um corpo finito.

Lema 1.2.1. Seja F' um corpo finito, K um subcorpo de F' com q elementos. Entao
F tem q" elementos, onde n = [F : K].

Demonstrag¢ao. Como F' é um corpo finito, ¢ um espaco vetorial de dimensao finita
sobre K. Entao, F' é uma extensao finita de K, de grau n (por hipotese), e assim,
por defini¢ao, F' tem uma base de n elementos sobre K, ou seja, um conjunto de n
elementos que gera todo o corpo F'. Isto significa que qualquer elemento de F' pode
ser escrito como uma combinacao linear de elementos dessa base com coeficientes em
K. Seja essa base o conjunto {by,bs,...,b,}. Dadod € F, d = a;by +asby+---+a,b,
com aq,ds, ...,a, € K. Como K tem ¢ elementos, existem ¢ possibilidades de valor
para cada a;,1 < ¢ < n, e assim, ¢" possibilidades de valor para d. Como d é um
elemento arbitrario de F', F' possui ¢" elementos.

m

Teorema 1.2.2. Sejam F' um corpo finito de caracteristica p en o grau da extensao
de F' sobre seu subcorpo primo. Entao F tem p™ elementos.

Demonstragao. Seja P subcorpo primo de F', isto é, a interse¢ao de todos os subcor-
pos de F. Entao P é isomorfo a F,, pois F' tem caracteristica p (Teorema |1.1.21]).
Portanto, como n = [F' : P], pelo lema anterior F' tem p" elementos.

O

A partir dos corpos [F, podemos construir outros corpos finitos através do pro-
cesso de adjuntar rafzes. Se f € F,[X] ¢ um polinémio de grau n irredutivel sobre
[F,, entao, ao adjuntar uma raiz de f a IF,, obtemos um corpo finito com p" elemen-
tos. Entretanto, até este ponto ainda nao é claro que para todo n positivo inteiro
existe um polinémio de grau n irredutivel sobre F,. Para estabelecer a existéncia
de um corpo finito com p" elementos para todo p primo e n positivo inteiro, usamos
dois resultados a seguir.



Lema 1.2.3. Se ' € um corpo finito com q elementos, entao a? = a, VYa € F.

Demonstracao. Se a = 0, entao a? = 07 = 0 = a. Ja os elementos nao nulos de F
formam um grupo multiplicativo de ordem ¢ — 1, pois herdam de F' o fechamento
e a associatividade da multiplicagao, o elemento neutro, e o inverso de todos os
elementos. Pelo Teorema [I.1.7] a ordem de todo elemento a € F* divide a ordem
do grupo, ou seja, se a” = 1 entdo n|(¢ — 1), e assim temos que a? ' =1, Va € F*.
Logo,a?=a'-a=1-a=a, Ya € F*.

O

Lema 1.2.4. Se F' é um corpo finito com q elementos e K € subcorpo de F', entao

z? —x € K[X] se fatora em F[X] como [[ (z —a) e F é corpo de decomposicao de
acF
x? — x sobre K.

Demonstragao. Seja f(x) = x4 — z. Como deg(f) = ¢, f tem no méaximo ¢ raizes
distintas. Se a? = a, entao a ¢ raiz de f. Logo, pelo lema anterior, todos os
elementos de F' sdo exatamente as g raizes de f, e portanto f se fatora em F[X]

como [] (z — a), e por definigdo, F' é corpo de decomposigao de f sobre K, ja que
acF
f nao pode se decompor em um corpo de menor ordem.

]

Teorema 1.2.5. (Teorema da Eristéncia e Unicidade de Corpos Finitos) Para todo
p primo, n positivo inteiro, existe corpo finito de ordem q = p", e qualquer corpo
finito com q elementos € isomorfo ao corpo de decomposicao de x? — x sobre IF,,.

Demonstracao. Sejam f(x) = 29—z € F,[X] e F seu corpo de decomposi¢ao sobre
F,[X]. Como f'(z) = qz?' =1, f'(a) = —1, Va € F, e f ndo tem raizes multiplas
(pois nao tem raizes em comum com f’). Portanto, f tem exatamente ¢ raizes
distintas em F. Seja S ={a € F' / a? —a = 0}. Entéo S é subcorpo de F' pois:

00,15 (jaque0?—0=0-0=0¢ 19—1=1—1=0);
e Dados a,b € S, temos (a —b)? = a? —b? = a —b. Assim, (a —b) € S
e Dados a,b # 0 € S, temos, (ab™1)? = a? - b9 = gb~!. Assim, (ab™') € S

Mas como S contém todas as raizes de f, S é corpo de decomposicao de f. Pela
unicidade dos corpos de decomposi¢ao (Teorema [1.1.31)), F' = S, e como S tem ¢
elementos (as ¢ raizes de f em F'), F' tem ¢ elementos. Ou seja F' é corpo finito de
ordem gq.

Vejamos agora a unicidade de F. Se |F| = ¢ = p", F tem caracteristica p, e
assim, [F, ¢ subcorpo primo de F. Pelo Lema , F' é corpo de decomposicao
de f sobre [F,. Novamente, pela unicidade dos corpos de decomposicao, temos a
unicidade de F.

m



A prova da unicidade no Teorema [1.2.5 nos dé uma justificativa para falar sobre
o corpo finito (ou o corpo de Galois) com ¢ elementos, ou seja, de ordem ¢. Vamos
nos referir a este corpo como F,, onde entende-se que ¢ ¢ uma poténcia da caracte-
ristica p de [F;, com p primo.

Exemplo 1.2.6. Considere o corpo F3 e o polinémio x*> + 1. Como este polinomio
¢ irredutivel sobre Fy (jd que ndo possui raizes em F3), o conjunto

F3[X]/(2® +1) = {g(2) + (2* + 1) / g() € F3[2]}
={ax+b+ (2* +1) / a,b € F3}
€ um corpo. Logo,
F3[X]/{(z? + 1)
s

¢ uma extensdao de corpos finitos. Seja o uma raiz de x>+ 1. Temos a® +1 =0 que
implica o® = —1 = 2. Eziste um isomofismo entre F3[X]/(x? + 1) e Fy, e podemos
ver a sequinte correspondéncia

Fs/(z?* + 1) Fy
(x> +1 — a?+1=0

(*+1)+1 — a’+2=1

(*+1)+2 — a? =2

(*+1)+x  — t+a+l=qa
(’+1)+2+1 — o?+a+2=a+1
(> +1)+z+2 — a4+ a=a+2
(*+1)+2z — o*+2a+1=2
(2 +1)+22+1 — a?+2a+2=2a+1
(2+1)+22+2 —  o*+2a=2a+2

e escrever

Fslx]/(2* + 1) = {aa +b / a,b € F3}
={0,1,2, 0, + 1, + 2, 20, 2 + 1, 2c0 + 2}.

Portanto, F3[X]/{x? + 1) € isomorfo a Fy, € {1,a} é uma base de Fy sobre F3.
Exemplo 1.2.7. No Exzemplo mostramos como construir um corpo a partir de
um polinomio. A Tabela abaizo mostra o corpo Fig construido usando o polinémio

irredutivel x* + x + 1 sobre Fy. Os elementos sio representados como combinacoes
lineares de {1, v, a®, a®} com coeficientes em {0,1}, onde o € uma raiz de z* +x+1.

10



k  Poténcia de a (o*) Forma Polinomial Forma Vetorial (azasa;aq)
0 af 1 0001
1 at a 0010
2 a? a? 0100
3 a3 a’ 1000
4 at a+1 0011
5 a® o’ 4+« 0110
6 al ad + o? 1100
7 a’ a4+ a+1 1011
8 b a?+1 0101
9 a? a® 4+« 1010
10 ato a?+a+1 0111
11 all ad +a?+a 1110
12 ot? A+at+a+l 1111
13 otd ad+a’+1 1101
14 o't ad+1 1001
15 al® 1 0001

Tabela 1.1: Lista dos Elementos de 14 em Fungao de .

Teorema 1.2.8. (Caracterizagio de subcorpos) Seja F, o corpo finito com ¢ = p”
elementos. Todo subcorpo de IF, tem ordem p™, onde m é um divisor positivo de n.
Por outro lado, se m é um divisor positivo de n, entao existe um unico subcorpo de
F, com p™ elementos.

Demonstragao. Seja K um subcorpo de [F;,. Como p é um nimero primo e a ordem
de K divide a ordem de F, |K| = p™ com m < n. Pelo Lema [1.2.1} p" é uma
poténcia de p™, ou seja, Ir € N tal que (p™)" = p" = mJn. Por outro lado,

mn = (pP" =1 (p"-1) = @ -1 @ -1
— (2" —2) | (2" —2) em F,[X]

o que implica que cada raiz de P —z também é raiz de 27— 2. Entdo, pelo Teorema
1.2.5( o corpo de decomposicao de 2P" — x sobre F,, de ordem p™, esta contido em
[F,. Suponha que haja mais de um subcorpo de ordem p™ contido em F,. Entao a
uniao deles contém mais de p™ raizes de 2" — . Absurdo. Logo, existe um tnico
subcorpo de F, de ordem p™.

]

O Teorema [l.2.8 mostra que o Gnico subcorpo de F,» de ordem p™, onde m é um
p )
.. .. . . A . m
divisor positivo de n, consiste exatamente das raizes do polinémio =" — x € F,[X]
em [Fpn.

Exemplo 1.2.9. Os subcorpos do corpo Fsr2 podem ser determinados pelos divisores
positivos de 72. As relacoes de continéncia entre estes subcorpos podem ser vistas
através do sequinte diagrama:

11



IE‘S?Z

N
AVAN
el
VN

N/

I

Pelo Teoremall.2.8, estas continéncias sao equivalentes a divisibilidade entre os
divisores de 72.

*

Teorema 1.2.10. Para todo corpo finito Fy, o grupo multiplicativo (F ",

-) € ciclico.
Demonstra¢ao. Provemos que um subgrupo finito qualquer de um corpo finito é
ciclico. Sejam G um subgrupo finito de um corpo finito F' tal que |G| = n, d um
divisor positivo de n e ¢(d) o nimero de elementos de ordem d em G. Se ¢(d) # 0,

seja a € G tal que |a| = d, e H subgrupo de G gerado por a. Como H = (a),

|H| = |a| = d e todo elemento de H ¢é raiz de ¢ = 1. Entdo, H é exatamente o
conjunto das d raizes de % = 1. Dado h € H, temos que h = a/ com 0 < j < d — 1,
e |h| = % (Teorema [1.1.7), o que implica que |h| = |a| < mdc(d,j) = 1.

Como 0 < j < d— 1, a quantidade de elementos j tais que mde(d, j) = 1 é igual a
¢(d) (Fungao de Euler de d). Portanto, ¢(d) = 0 ou ¢(d), logo, ¢(d) < ¢(d). Dali,

n=Y ) <D o) =n = Y pld) =D 6d) = ¢(d)=6(d), Vdn
dln dln dln d|n

Em particular, p(n) =¢(n) = g€ G /|gl=n = G={g).
]

Definicao 1.2.11. (Elemento primitivo) O gerador do grupo ciclico (F,*,-) € cha-
mado de elemento primitivo de F,.

Da demonstracao do teorema anterior, sabemos que o nimero de elementos pri-
mitivos em F, ¢ dado por ¢(¢ — 1).

Teorema 1.2.12. Se F, é um corpo finito, F, uma extensao finita de F,, entao F, é

uma extensao algébrica simples de F, e todo elemento primitivo de IF, € um elemento
definidor de I, sobre F,.
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Demonstragao. Seja o um elemento primitivo de F,. Como o € F, e F, C F,,
F,(a) C F,. Por outro lado, F,” = («), entdo F,(«) contém todos os elementos
de F,”, além do 0. Assim, F, C F,(«). Portanto, F, = F,(«), ou seja, F, é uma
extensao simples de F, adjuntado de qualquer elemento primitivo de F,.

O

Corolario 1.2.13. Para todo corpo finito F, e todo n positivo inteiro, existe um
polinémio irredutivel de grau n em Fy[X].

Demonstragao. Seja F, um corpo de ordem ¢". Temos n = [F, : F;]. Pelo lema
anterior, I, = IF, (o) para algum « primitivo em F,. Entao, o polinémio minimal de

a sobre F, ¢ irredutivel (Teorema |1.1.25), e tem grau n (Teorema [1.1.29)).
[

1.3 Raizes de polinémios irredutiveis

Vejamos agora algumas propriedades sobre o conjunto de raizes de um polindémio
irredutivel sobre um corpo finito.

Lema 1.3.1. Sejam f € F,[X] um polinomio irredutivel sobre F, e a raiz de f

numa extensio de F,. Entao, dado h € F,[X], h(a) =0 se, e somente se, f divide
h.

Demonstragdo. Seja a o coeficiente lider de f. Defina g(x) = a™' - f(z). Dali, g é
um polindémio monico, irredutivel, e que tem o como raiz, ou seja, ¢ o polindbmio
minimal de o sobre IF,. Como estamos em um corpo, que ¢ um dominio principal,
oideal J ={f € F,[X]| / f(a) = 0} possui um gerador. Como f ¢é irredutivel, este
gerador ¢é igual a g, e portanto g|f. Entao, dado h € F,[X], se h(a) = 0, entdo g|h
e consequentemente f|h (pois f ¢é irredutivel); por outro lado, f|h = h(a) = 0.

]

Lema 1.3.2. Seja f € F [X]| um polinémio irredutivel sobre F, de grau m. Entao,
f(x) divide 27" — x se, e somente se, m divide n.

Demonstracao. Seja o uma raiz de f no corpo de decomposicao de f sobre IF,. Su-
ponha que f(z) | (27" — ), e entdao « é raiz de 29" — x, o que implica que @ € Fn.
Logo F,(«) é subcorpo de Fyn. Como [Fy(a) : Fy] = m e [Fyn : F,] = n, temos que
m|n.

Por outro lado, se « é raiz de f, entdo [F () : F,] = m, ou seja, Fy (o) = Fym.
Como m|n, segue que F,m é subcorpo de Fyn, e entdo a € Fyn. Pelo Lema m,
fl@) ] (a7 — ).

]

Teorema 1.3.3. Seja f € F [X]| um polindomio irredutivel sobre F de graun. Entao,
f tem raiz a em Fyn e todas as raizes de f sao simples e iguais a o, af, ..., i
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Demonstragao. Seja o uma raiz de f no corpo de decomposicao de f sobre F,. Logo,
[F,(a) : F,] =nelF (a) =Fx. Vejamos que se 5 € Fyn é raiz de f entdo 59 também
¢ raiz de f. Escreva f(z) = a,2"+a, 12" '+ -+ a1x+ag coma; € Fy, 0<i<n.
Daf,

F(BY) = anB™ + an_1 877D + - + a1 87 + ag
= aff™ +al S0 o a5+ (o)
= (anfB")? + (ap 1 8"+ - 4 (a1 8)" + (a0)"?
= (anfB" + ap-1 8"+ -+ + a1+ ap)*
= f(8)=07=0

. . . n—1 ~ .
Ou seja, 47 é raiz de f. Portanto o, af,...,a? = sao raizes de f.

Agora suponha que nem todas as raizes de f sao simples. Entao, existem j, k
inteiros taisque 0 < j <k <n-—1e a? = . Elevando essa igualdade a ¢"*
temos a? " = a7 = " = a, logo f(z) | (27" — 1), e assim, pelo Lema
132 n|(j+n—k). Mas 0 < j+n—k <n (pois j < k), gerando uma contradigao.
Ou seja, todas as raizes de f sao simples.

]

Corolario 1.3.4. Seja f € F,[X] um polinomio irredutivel sobre F, de grau n.
Entao, o corpo de decomposi¢ao de f sobre Fy ¢ dado por Fyn.

Demonstragcao. O teorema anterior mostra que todas as raizes de f estao em Fyn,
logo f se decompoe em F,n. Além disso, o Teorema mostra que F,(a) = Fyn, ou
seja, F,» € 0 menor corpo com todas as raizes de f, logo, é o corpo de decomposicao
de f.

O

Corolario 1.3.5. Quaisquer polinémios irredutiveis em F,[X]| de mesmo grau tem
corpos de decomposicao isomorfos.

Demonstracao. Sejam f e g polindmios irredutiveis de grau n. Pelo corolario ante-
rior, o corpo de decomposigao de ambos ¢ dado por Fyn.

]

Exemplo 1.3.6. No Exemplo |1.2.0| mostramos a construcao de g a partir de Fs
usando o polinémio x>+ 1. Considere agora o polinémio x>+ x4 2. Seja B uma raiz
deste polinomio. Temos B?+[+2 =0 = B2 = 2B+1. Entao, o isomorfismo € tal que

Fs/(z® 4+ z + 2) Fy
(2® +x + 2) - pfE+1=28+2

(r*+x+2)+1 — B24+2=28

(*4+2x+2)+2 — p2=28+1

(P +z+2)+x — P4+ +1=2
(#*+x+2)+z+1 —  B+B+2=0
(P’+2+2+r+2 — B+ p=1
(*4+x+2)+2r — B24+28+1=p+2
(*4+x+2)+2x+1 — [2+28+2=04
(P’ +2x+2)+22+2 —  B+28=0+1.

—_
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Ou seja, como x> +x+2 também irredutivel sobre F3 de grau 2, o corpo F3/(x*+1x+2)
também € isomorfo a Fy, e {1, 5} € uma base de Fqy sobre Fs.

n—1

Definicao 1.3.7. (Elemento conjugado) Seja o € Fyn. Os elementos a, af, ..., o9
sao conjugados de o com respeito a F,.

Os conjugados de o € Fy» com respeito a [F, sao todos distintos se, e somente
se, o polinomio minimal de a sobre F, tem grau n. Caso contrario, o grau d deste
polinémio ¢ um divisor proéprio de n, e os conjugados de o com respeito a I, sao os

q2n/d 7 q(dfl)n/d

.o /d
elementos distintos a, a?"", « e, QL que se repetem 2 vezes.

d
Teorema 1.3.8. Os conjugados de o € F,* com respeito a qualquer subcorpo de F,
tem a mesma ordem em (F,*,-).

Demonstragao. Sejam F, um corpo finito tal que ¢ = p" e «o € F,. Dado um
subcorpo F, de F,, r = p™ para algum m divisor de n, e os conjugados de o com

. ~ 2 k—1 n .
respeito a F, sao a,a”,a"",...,a" , onde k = —, pois
m
k m\k mk n
o =P = P = P = ol = o
~ k_ . .
Entdo, " ' = 1 = ord(a) | (r* — 1). Considerando (o) um subgrupo finito

de (F,*,-), para 0 < j < k — 1, o gera um subgrupo finito de (a). Assim,

ord(a™) = #ﬂ(a)) (Teorema [1.1.7)). Vejamos que mdc(r?, ord(a)) = 1. Temos

que 17 = (p™)! = p™i e rk = (p™)F = p™. Se mdc(p™, ord()) > 1, entéo

plordla)=p|(*—1)=p| (@E™-1)=p[l.

Absurdo. Logo, ord(a”) = % = ord(a).

]

Corolario 1.3.9. Se o é um elemento primitivo de F, entao todos os seus conju-
gados com respeito a qualquer subcorpo de IFy também sao.

Demonstragao. Pelo teorema anterior, eles tem a mesma ordem de «, ou seja, tam-
bém geram (F,*, ).
O

Exemplo 1.3.10. Seja a € Fys uma raiz do polinémio f(x) = x* +x + 1 € Fy[X].
Os conjugados de a com respeito a Fy sao 042(),@21,0422,0423, ou seja, a,a? o, b,
e todos sao elementos primitivos de Fqs. Jd os conjugados de o com respeito a Fo2

~ 210 231 .
sao0 CM(Z ) ,(1/(2 ) ou seja Oé,Oé4.
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Existe uma forte relacao entre elementos conjugados e certos automorfismos de
um corpo finito. Seja Fy» uma extensao de F,. Ao dizer um automorfismo o de Fyn
sobre F,, nos referimos ao automorfismo de F,» que fixa os elementos de F,, os cha-
mados Automorfismos de Frobenius. Isto é, o: Fgn — Fyn € uma aplicacao bijetora

como(a+f) =o(a)+o(f)eoc(aB) =o(a)-o(p), Vo,B € Fpn; e o(a) = a, Va € F,.

Teorema 1.3.11. Os automorfismos distintos de Fyn sobre F, sao exatamente as
aplicagoes 09,01, . ..,0n—1 dadas por o;(a) = a? para a € Fyn, 0 <j<n-—1.

Demonstragao. Para cada o; e todo a, 8 € Fyn, como o contradominio de o; é Fyn,
gila+B) = (a+p) =a’ + 7 =0j(a) + 0;(B);

gi(aB) = (af)” =a? - 7 = ;(a) - 0;(B).

Logo, 0; é um homomorfismo de Fyn em Fyn (endomorfismo de Fyn).

Temos que o;(a) = 0 & o = 0 < a = 0. Entdo, ker(o;) = {0} = o, ¢ in-
jetora. Como Fg» ¢ finito, segue que o; é sobrejetora. Logo, o; é um automorfismo
de Fyn. Além disso, pelo Lema , oi(a) = o = a, Va € F,. Logo, o; ¢ um
automorfismo de Fy» sobre [F,.

Sejam 0 < 4,5 < m. Suponha que o, = o;. Entao, al = a¥, Va € Fgn. Su-
ponha, sem perda de generalidade, ¢ > j. Dividindo esta igualdade por a? | temos
a? =7 =1, logo, ord(a) | (¢ — ¢’). Considere o um elemento primitivo. Entao,

ordle)=¢"~1 = ("= | (¢ ~¢) = @ -1 |7 -1).

Como (¢" — 1) e ¢ nao tem fatores primos em comum, (¢" — 1) divide (¢"7 — 1), e
entdo, n < (i — j). Contradigao. Logo, o; # ;.

Agora, sejam ¢ um automorfismo qualquer de Fy» sobre F,, 5 um elemento pri-
mitivo de Fyn e f(x) = 2™ + ap_12" '+ + @12+ ap € Fy[X] o polindmio minimal
de /8 sobre F,. Dat,

0=0(0) =0(B" + an1 " "+ + a1 + ao)
a(B) + an_10(B)" -+ ar0(B) +ag

e entdo o () é raiz de f(z), e pelo Teorema [1.3.3, () = B¢ para algum j tal que
0<j<n-1 Dadoa € Fg, a= " para algum s. Como o ¢ um homomorfismo
de grupos, o;(a) = 0;(8%) = 0;(8)° = (87 )° = (8°)7 = a¥.

[

Apos este teorema podemos ver que os conjugados de « sao obtidos aplicando
todos os automorfismos de F,» sobre IF, ao elemento a. Estes automorfismos formam
um grupo onde a operacao ¢ a composicao de aplicacoes. Este grupo é ciclico, de
ordem n e gerado por oy.
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1.4 Traco, Norma e Base

Nesta secao, adotaremos K = F, e ' = [Fyn, a menos que seja especificado.
Vejamos, novamente, a extensao finita F' do corpo finito K como um espago vetorial
sobre K. Isso significa que F' tem dimensao n sobre K, e se {aq,ag,...,a,} ¢ uma
base de F' sobre K, todo elemento d € F' se escreve como

d=cioq + caag + -+ cpa, com ¢ € K paral < j <n.

Definig¢ao 1.4.1. (Trago) Para todo o € F, o trago de o sobre K é definido por

n—1

TrF/K(a):a+aq+aq2+~--+aq

Se P for o subcorpo primo de F', Trp/p(a) € o trago absoluto de o e escrevemos
apenas Trp(a).

Além de uma soma de conjugados, o trago também pode ser visto da seguinte
forma: seja f € K[X] o polindmio minimal de a sobre K de grau d divisor de n.
Entdo g(r) = f(x)"/¢ € K[X] é chamado polinémio caracteristico de a sobre
K. Pelo Teorema E as rafzes de f sao a,ad, ..., aqdfl, e pelo paragrafo apos a
Definigao [I.3.7] as raizes de g em F sdo os conjugados de v com respeito a K. Dali,
g se escreve como

g(x) = 2" 4+ ap_12" 7+ -+ arr + ag

—(z—a)(z—a)(z—a’).. . (z—a’)

onde, pelas Formulas de Viete, Trp/ k(o) = —a,—1. Em particular, Trp k(o) € K.

Teorema 1.4.2. A funcao traco satisfaz as sequintes propriedades:

(Z) TTF/K(CY + 5) = TTF/K(OZ) -+ TTF/K(B), \V/Oé,ﬁ & F,’
(ii) Trp/k(ca) = c-Trpk(a), Ve e K,a € F;

(iii) Trp/i € transformagao linear sobrejetora de F sobre K, onde F' e K sao vistos
como espagos vetoriais sobre K;

(iv) Trp/k(a) = na, Ya € K;

(v) Trp/x(a?) = Trp/k(a), Yo € F.

Demonstragao. (i) Sejam a, 8 € F. De acordo com o Teorema [1.1.19]

qnfl

Tre(a+pB)=a+ B+ (a+B)+ -+ (a+f)
—a+B+al 4874+l 45
=Trp/(a) + Tre/x(B).

n—1
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(ii) Pelo Lema @ =¢, Yee K,j>0. Logo,

Trpk(ca) = ca+ (ca)!+ -+ () =ca+cal+---+cal
=C- T’I“F/K(CY).

(iii) Os itens (i) e (ii) provam que Trp/x ¢ uma transformacao linear de F so-
bre K. Como K é um espago unidimensional seus tnicos subcorpos sao {0}
e K. Se Trp/kx nao fosse sobrejetora, sua imagem seria {0}. Sabemos que
Tre/x(e) = 0 se, e somente se, a é raiz de 29" + -+ 4+ 29 + 2 € K[X]. Mas
este polindmio tem no maximo ¢"~! raizes e K tem ¢" elementos. Logo, existe
a € F tal que Trg/k(o) # 0, o que implica que I'm (Trp i) # {0}. Ou seja,
Im (Trp/k) = K e Trpjk é sobrejetora.

(iv) Sejaa € K. Trpj(a) =a+al+---+a? " =a+a+ - +a=na.

n vezes

(v) Seja v € F.

n—1

Trek(a?) =af 4+ (af)? + -+ (a?)?
:aq+aq2+,__+aq”
:aq+aq2+...+a
=Trpk(a).

O

A funcao Trago T'rp i ¢, nao somente uma transformacao linear sobrejetora de
F em K, mas também um “modelo” de todas as transformacoes lineares de F' sobre
K com a vantagem de ser independente da escolha de uma determinada base.

Teorema 1.4.3. Seja F|K uma extensao de corpos finitos, ambos considerados
espacos vetoriais sobre K. As transformacoes lineares de F sobre K sdo exatamente
as aplicagoes Tz com B € F, onde Tg(o) = Trp/x(Ba) para todo o € F. Além disso,
Ts # T, sempre que 3 e 7y sao distintos em F.

Demonstragao. Pelo Teorema m(iii), Tj ¢é transformagao linear de F' sobre K.
Para B,y € F, B # ~, temos

Ts(a) — To(a) = Trpjx(Ba) — Trrjx(ve) = Tre (B —7) - a) #0

para algum o € F. Logo, Ty # T,.

As aplicagoes T fornecem ¢" transformagoes lineares de F' sobre K diferentes (uma
para cada § € F'). Por outro lado, podemos obter as transformacgoes lineares de F’
sobre K, atribuindo um elemento arbitrario de K aos n elementos de uma base de
F sobre K. Como K tem ¢ elementos, sao exatamente ¢ possibilidades. Portanto,
as aplicagoes T3 sao exatamente estas ¢" possiveis aplicagoes.

m
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Teorema 1.4.4. Seja F' uma extensdo finita de K. Dado o € F, Trp/i(o) =0 se,
e somente se, o« = 3% — B para algum [ € F.

Demonstra¢ao. (=) Seja [ raiz de 29 — r — a em alguma extensdo de F. Temos
a = p7— 5. Dai,

n—1

OZTTF/K<CK):04—|—aq+...+aq
:(ﬁq_ﬁ)_|_(ﬂ‘1_ﬁ)q+..._|_(ﬁfJ_5)q
= (87— B)+ (BT = BT+ + (B — )
=" 5.

Ou seja, B9 =3 = B € F.

(<) Se a = p9—f, entao Trp/k(a) = Trp/ (B —F) = Trp/x(89) —Tre/x(8) =0,
pois pelo Teorema m(v), Trek(BY) =Tre/k(B).

n—1

]

Teorema 1.4.5. (Transitividade do Trago) Sejam E|F e F|K extensées de corpos
finitos. Entio Trg k(o) = Tre/i (TTE/F(a)) para todo o € E.

Demonstragao. Se n = [F : K| e m = [E : F], entdo [E : K] = nm (Teorema
1.1.27). Da,

i

Treyx (Trer(a)) = ‘ (TTE/F(a))qi :.Z_: (Z_: a(q")j>

i 7=0

i
L

nm-—
nj+i k
= al” = E a® =Trgg(a).
‘ k=0

s

Il
- O
—

3
|
3

I
=)
<.
I
<)

]

Defini¢ao 1.4.6. (Norma) Para todo o € F', a norma de « sobre K € definida por

2 n—1 (¢"—1)
Npk(a) =a.a%a? ... .0 =a @D,

Comparando as constantes do polinémio g apos a Defini¢ao [I.4.1, podemos notar
que Np/g(a) = (—1)"ao. Em particular, Np/x(a) € K.

Teorema 1.4.7. A func¢ao norma satisfaz as sequintes propriedades:
(i) Npjk(oB) = Npjx(@) - Nr/k(B), Yo, B € F;

(ii) Nk € sobrejetora de F' sobre K, e de F* sobre K*;

(iii) Np/k(a) =a", Va € K;

(iv) Npjk(a?) = Npjg(a), Yo € F.
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Demonstragao. (i) Sejam a, f € F.

Ng/k(ap) = a.f.(a.p)!. .. (a.0)!
= Nr/x(@) - Ne/i(B).

n—1 n—1

=a.af... oﬂn_lﬂﬂq B

(ii) Como Np/k(a) € K, Ya € F, Np/k é uma aplicacdo de F' em K, e como
Np/k(a) =04 a =0, também é uma aplicacao de F* em K*. A propriedade
(i) mostra que Np/x ¢ um homomorfismo de grupos entre F* e K*, logo, os

N 3 (¢"-1) .
elementos do kernel de N/ sao as raizes de x =D = 1. Seja d a ordem do

(¢"-1)
(g=1) 7

kernel. Temos que d < e de acordo com o Teorema [1.1.12]

R L D
|I€6T(NF/K)| d

1
| Im(Ngk)] >q—1=|K"|

Portanto, Np/i € sobrejetora de F'* em K™, logo, sobrejetora de I’ em K.

n—1

(ili) Sejaa € K. Np/g(a) =a.a?...a?  =g.a...q=a"

(iv) Seja a € F.

n—1

Npjg(a?) = a.(a?)?. .. (a?)?
=ala® .. . o
=a%a? .. .«
= Np/k (o).

0

Teorema 1.4.8. (Transitividade da Norma) Sejam E|F e F|K extensoes de corpos
finitos. Entio Ng/k(a) = Np/k (NE/F(a)) para todo o € E.

Demonstra¢ao. Como n = [F : K] e m = [E : F|, temos [E : K| = nm. Dali,

(¢"-1)
(q

@ -1 (@"m-1\ (@1
Nrp/x (Ngsr(@)) = Np/k (Oé (" ~1) > = (a (@™ =1) )

O

Seja {a1,...,a,} uma base de F' sobre K. Todo elemento o de F' se escreve
como ¢y + - -+ + 0, onde a fungao ¢;: a — ¢j(a), com ¢;(a) € K, 1 < j<mn,é
transformacao linear de I’ em K, e pelo Teorema existe 5; € F tal que ¢j(a) =
Trp/k(B; - o), Ya € F. Fazendo a@ = «; para cada i € {1,...,n}, encontramos
a;=0.a1+--+ Lo+ + 0., =Trp/(f; . ar).or+ -+ Trp(f;- o) - a; +
o+ Trp/k(B; - an) - 0. Isto implica que

0, sei7j;

Trek (B - ;) = {1

,  sei=7].
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Vejamos agora que {fi,...,[,} também ¢ uma base de F' sobre K. Como este
conjunto possui n elementos, basta provar que é linearmente independente. Sejam
di,ds,...,d, € K tais que d181 + - - - + d,, 5, = 0. Multiplicando ambos os lados por
um «; fixo, temos diB1¢; + - - - + d; B + - - - + d,, Br0; = 0. Dald,

0=Trp/k(0) =Trex(d o+ -+ difiog + - - - + dp fr;)
= dl.TTF/K(ﬁlOéi) + -+ leTF/K(ﬁlOéz) + -+ dn-TTF/K<BnOéi)
— .0+ dil+ e+ dy0

e como i é arbitrario, d; = 0, Vi. Logo, {f1,. .., 3.} também é base de F' sobre K.

Definicao 1.4.9. (Base dual) Seja F|K uma extensao de corpos finitos. As bases
{ag,...,a,} e {f1,...,06.} de F sobre K sao bases duais (ou bases comple-
mentares) se para 1 <i,5 <mn,

0, set=y;

TTF/K(ﬁj ) = {1 se i j.

Exemplo 1.4.10. Sejam o € Fys uma raiz do polinémio x3+ 2?41 irredutivel sobre
Fo[X] e a,a?, o os seus conjugados com respeito a Fy. Vejamos que {o, o, 14+ o+
a?} € uma base de Fos sobre Fo. Como este conjunto tem 3 elementos, basta mostrar
que € linearmente independente. Sabemos que {1, ., a®} € uma base de Fys sobre Fy
(Teorema . Sejam ¢y, ¢y, c3 € Fy tais que cya + cxa® + c3(1 + a + a?) = 0.
Entao,

cg 1+ (cr+e3)a+ (o +ce3)a®>=0=c; = (c1 +c3) = (ca +¢3) =0
=ci=c=c3=0

Ou seja, o conjunto {a,a? 1+ a + a*} é uma base de Fos sobre Fy.

A base dual (ou complementar) de {a, o?, 1+a+a?} € exatamente {a, a?, 1+a+a?}.
Tais bases sio chamadas de bases autoduais. O elemento o, por exemplo, pode
ser representado unicamente como o’ = 01a+020z2+03(1 +oz+042), e os coeficientes
c1,Ca,c3 € Fy sao determinados por

o ¢y =Trpk(ac®) =0;
o TTF/K(ozzoz5) =1;
o c5=Trpk ((1+a+a?).a’) =1.

Ou seja, a® =a*+ (1+a+a?)=1+a,
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O numero de bases distintas F' sobre K pode ser grande, mas existem 2 tipos
importantes: a base polinomial {1,a,...,a" '}, dada pelas poténcias de um
elemento o que define F' sobre K, que normalmente é um elemento primitivo de F'.
Na continuagao, veremos outro tipo de base.

Defini¢ao 1.4.11. (Elemento normal) Uma base de F' sobre K dada por o € F e
seus conjugados com respeito a K, da forma {a,ad,. .. ,oﬂnfl}, € chamada de base

normal de F sobre K. Neste caso, a € F é chamado de elemento normal sobre
K.

A base {a,a? 1+ a + o?} de Fg sobre Fy é um exemplo de base normal, ja que
a* = 14 a + o® Antes de provar a existéncia para o caso geral, vejamos alguns
lemas necessérios.

Lema 1.4.12. (Lema de Artin) Sejam G um grupo qualquer, F' um corpo qualquer,
U1, ..., Uy, homomorfismos distintos de G em F*, e aq,...,a, elementos de F' com
pelo menos um nao nulo. Entao existe g € G tal que a1t1(g) + -+ + anbn(g) # 0.

Demonstra¢ao. Provemos por indugao em n. Se n =1, a; # 0 e como 9(g) € F*,
tem-se o resultado. Assuma que n > 1 e que o resultado é vélido para n — 1. Se
a; = 0, voltamos ao caso n — 1 e tem-se o resultado.

Agora considere a; # 0 e suponha, por absurdo, que

a11(g) + -+ anthn(g) =0, Vg € G (%)

Como v # 1, existe h € G tal que ¥y (h) # ¥, (h). Substituindo g por gh em (%),
e posteriormente multiplicando por ¢, (h)~!, temos

0= a1¢1(gh) +eoet an¢n(gh)
= a1 1 (9) 1 (M) (h) ™ + -+ + an1¥n1(9)Yn—1(h)n(R) ™" + anthn(g),

e considerando b; = a;1;(h),(h)~! para 1 <i <mn — 1 obtemos

0="01101(g) + -+ + buo1¥n_1(9) + ann(g) (xx)

Subtraindo (x) de (**) temos c1¥1(g) + -+ + ch1¥n-1(9) = 0, Vg € G, onde
¢; = a;—b; paral < i < n—1. Em particular, ¢; = a;—b; = a;—a 91 (h)¢, (k)™ # 0,
pois ¥ (h) # ¥, (h), contrariando a hipotese de indugao.

]

Vejamos alguns conceitos de Algebra Linear que serdo utilizados no lema a se-
guir. Seja F um espaco vetorial de dimensao n sobre um corpo K. Dizemos que
um polinémio f € KJz| anula a transformacao linear 7: F' — F se f(T) = 0. O
polinémio moénico de menor grau que anula T é chamado de polindémio minimal de
T. O polinémio caracteristico de T é dado por det(Ix — T'), onde I é a aplicacao
identidade. Pelo Teorema de Cayley-Hamilton [2], este polindmio é sempre monico
e de grau igual & dimensao de F', neste caso, n. Se existe um vetor v € F tal que
{v,T(v),T*(v),..., T"(v)} gera o espago vetorial F, entao v ¢ um vetor ciclico.
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Lema 1.4.13. Seja T um operador linear no espago vetorial V de dimensao finita.
Entao T tem um wvetor ciclico se, e somente se, 0s polindmios caracteristicos e
minimais de T forem idénticos.

Demonstragcao. Sejam mp e gr os polindmios minimal e caracteristico, respectiva-
mente do operador linear T.

Suponha que « ¢ um vetor ciclico de T'. Entao {a, T'(a), T?*(a),...,T" ()} é uma
base de V' e dim (V) = n. Sabemos que deg(myr) < deg(gr) = n. Se deg(mr) < n,
entao

0 =mr(a) = coa + i T(a) + T (a) + -+ cp 1T Ha)

com cg, 1, - - . , Cy_1, NA0 todos nulos, o que implica que {a, T(a), T?(a), ..., T" (a)}
é linearmente dependente. Contradigao. Logo, deg(mys) = n = deg(gr) e portanto,
mr = gr.

Agora considere mpy = gr e suponha que nao existe vetor ciclico em V. Entao, o
conjunto {a, T'(a), T?(t),...,T" ()} é linearmente dependente para todo o € V/,
e portanto, existem elementos cg, cy,...,c,_1 € K, nao todos nulos, tais que

coa + 1T (@) + T (@) + - + ¢ 1 T" (@) =0, Ya € V.

Seja q(z) = o + ar + x® + -+ + 2™t € V[X]. Temos que ¢(T)(a) =
coa + o1 T(a) + cT?*(a) + -+ + ¢ T" ' (a) = 0, Ya € V, e entao, ¢(T) = 0, e
portanto, my|q. Mas n—1 > deg(q) > deg(my) = n. Contradigao. Portanto, existe
vetor ciclico em V.

]

Lema 1.4.14. (Teorema da Base Normal) Para todo corpo finito K e toda extensao
finita F, existe uma base normal de F sobre K.

Demonstragcao. Considere n > 2. Pelo Teorema [1.3.11] e o paragrafo que segue
apos sua demonstracao, sabemos que os automorfismos de F' sobre K sao da forma
e,0,0%,...,0" 1 onde o(a) = a? Va € F, ¢/ indica a composi¢io de o consigo
mesma j vezes, € € ¢ a aplicagao identidade em F'. Podemos afirmar que o é um
operador linear de F' sobre K, pois estes automorfismos preservam as propriedades
ola+B) =o(a)+o(B), e o(ca) = c-o(a), Ya,5 € F, ¢c € K. Como ¢" = ¢, o
polinémio 2" —1 € K[X] anula o, e portanto, o polinémio minimal de o divide 2" —1.
Pelo Lema , aplicado em ¢,0,02,...,0" !, vemos que nenhum polindémio nao
nulo em K[X]| de grau menor que n anula 0. Logo, ™ — 1 ¢ o minimal de . Como
o polinémio caracteristico de o é monico, de grau n, e divisivel pelo minimal, segue
que o polinémio caracteristico também é 2™ — 1. Logo, pelo Lema [1.4.13] existe
um elemento « € F tal que a, o(a),0%(), . ..,0" ! (a) geram o espago vetorial F, e
portanto é uma base de F' sobre K. Como este conjunto é formado por um elemento
a e seus conjugados com relacao a K, esta ¢ uma base normal de F' sobre K.

m
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Defini¢ao 1.4.15. (Discriminante) Seja F|K uma extensio de corpos ﬁmtos de
grau n. O discriminante Ap/(o, ..., o) dos elementos aq, ..., o, € F € defi-
nido como o determinante de ordem n dado por

Treg(onoy) Treg(aias) - Treglaioy,)

Trek(agor) Treg(asas) -+ Treg(asay,)
AF/K(OQ,...?C(n) = . 3 i .

Trp/k(omar) Treg(anes) - Trpk(oanog)

Por defini¢io, Ap/k(ay, ..., o) € K.

Teorema 1.4.16. Sejam F|K uma extensao de corpos finitos de graun e aq, ..., ay,
elementos de F. Entdo, {ai,...,a,} € base de F' sobre K se, e somente se,

AF/K<0417 e ,Oén) 7A 0.

Demonstragao. (=) Basta mostrar que cada vetor-linha da matriz é linearmente in-
dependente. Sejam cy, ..., ¢, € K tais que c\Trp/k(ojon)+- - -+, Trp/r(00y,) =0
para 1 < j < n. Defina 8 = ciaq + -+ + ¢, Entéo, Trp/g(o;8) = 0 para
1 <j <n. Como {ay,...,a,} ¢ base de F sobre K, TTF/K(ozﬁ) =0 Va € F,
ou seja, f = 0. Consequentemente, ¢; = --- = ¢, = 0, e portanto, o conjunto
{Trp/k(ojon), ..., Trp/k(ojon)} € linearmente independente para 1 < j < n.

(<) Basta mostrar que {aq,...,q,} é linearmente independente. Sejam ¢y, ..., ¢,
elementos de K tais que cia; + -+ + cpa, = 0. Multiplicando a equagao por
um «; fixo e aplicando o traco temos ¢;Trp/k(ajon) + -+ + ¢ Trp/x(ojan,) = 0.
Mas por hipotese os vetores-linha da matriz sao linearmente independentes, entao
g =--=c¢,=0,logo, {ai,...,a,} é base de F sobre K.

]

Podemos utilizar outro determinante de ordem n, onde as entradas sao elementos
de F', com o mesmo proposito de Ap/g(o,...,an). Sejam fi,...,.5, € F,e A a

. . PR . . o, . L. i—1
matriz n X n cuja entrada na i-ésima linha e j-ésima coluna é igual a ﬁ;’ , onde ¢
¢ o namero de elementos de K. Se AT representa a matriz transposta de A, entao
AT . A = B onde B ¢ a matriz n X n cuja entrada na i-ésima linha e j-ésima coluna

é igual a TrF/K(Biﬁj)-

Corolario 1.4.17. Sejam (y,...,5, € F. O conjunto {Bi,...,5,} € base de F
sobre K se, e somente se,

51 By e B
(5.1) (5?) : (51'1) 40

B BT e (BT
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Demonstracao. Seja A a matriz definida acima.

TTF/K(ﬁlﬁl) TTF/K(ﬂlﬁz) TTF/K(ﬁan)
Entio, AT A — TT‘F/K:(5251) TTF/K:<5252) TTF/K.(ﬁ2ﬁn>
Tre/k(BBr) Trr/x(Bnbz) Trr/x(Bnbn)

Logo, Ap/k(Bi,...,Bn) = det(AT.A) = det(A”).det(A) = det(A)®. Sabemos que
det(A)? = 0 & det(A) = 0, e entdo Ap/k(f1,...,0,) = 0 < det(A) = 0, e pelo

Teorema [1.4.16, det(A) =0 < {f1,...,B.} € base de F sobre K.
[

Vejamos agora uma definicao importante que sera utilizada no teorema seguinte
e também nos préximos capitulos.

Definigao 1.4.18. (Matriz de Sylvester) Sejam dois polinémios em K[X] da forma
f(x) = ap+arz+ax®+---+a,a" e g(x) = by +byx +boz® + - - -+ bz™, m,n € N.
A matriz de Sylvester S(f,g) destes dois polinomios € definida por

[ap a1 a, 0 O 0]
0 ag ap Qp, 0 0
0 0 0 ay a1 Qnp,
bg bt - b, 0 0 0
0 by by -+ b, O 0

0 0 0 by b bim |

e tem ordem (m + n) x (m +n). O determinante R(f,g) de ordem m + n desta
matriz € chamado de resultante de f e g.

Considerando v; uma raiz de f, e (j umraizde g, com 1 <i<nel <j<m,
estes dois polinémios podem ser escritos como f(x) = a,(z —y) - (z — 1) €
g(x) = byp(z—C) -+ - (x—Cn). Dal, é possivel mostrar por indugao que o determinante
R(f, g) pode ser escrito como

R(f.9) =aybn [T ] = &)
i=1 j=1

Assim podemos concluir que R(f,g) = 0 se, e somente se, f e g possuem uma raiz
em comum, ou seja, se possuem um divisor comum de grau maior que zero.

. n—1
Teorema 1.4.19. Para todo o € F, 0s seus conjugados {a,a?,...,a? "} formam
T _ _ -1
uma base de F' sobre K se, e somente se, 0s polindmios ax™ ' +adz" 2 +---+ad"
ex" — 1 em F[X] sao primos ente si.
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Demonstracio. Definindo 8, = «a, B2 = a4,...,8, = a7 ', o determinante do
Corolario [1.4.17, ap6s algumas permutagoes de linhas, torna-se

2 n—1

o al o - af
n—1 n—2

o o at - ot
n—2 n—1 n—3

+ | ot o oooof

2 3
ot at” a® .- o

Sejam f(z) = 2" — 1 e g(x) = az™ ' + %" % 4+ -+ "z + ¥ em F[X].
Considere R(f,g) o determinante de ordem 2n — 1, e adicione

e a (n+ 1)-ésima coluna a 12 coluna,
e a (n + 2)-ésima coluna a 2 coluna,

e assim por diante, até adicionar a (2n + 1)-ésima coluna a (n + 1)-ésima coluna.
O determinante resultante se fatora como o produto do determinante da matriz de
ordem (n — 1) x (n — 1) preenchida por —1 na diagonal principal e 0 nas demais
entradas; e o determinante descrito acima. Isto é, é igual ao determinante acima a
menos de sinal. Como R(f,g) # 0 se, e somente se, f e g sdo primos entre si, segue
do Corolario que {B1,.... 8, ={a,0%,...,a” '} ¢ base de F sobre K se, e

somente se, f e g sao primos ente si.

]

Este resultado nos levara a definicao de um tipo particular de elemento, chama-
dos de elementos k-normais, que serd definido na Secao [3.3. Estes elementos sao
chave no objetivo principal deste trabalho.
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Capitulo 2

Ferramentas tteis em Corpos Finitos

Neste capitulo apresentamos algumas ferramentas que serao tteis nos capitulos
seguintes. Na primeira secao apresentamos defini¢coes e importantes resultados re-
lacionados a polinémios linearizados (ou g-polindmios, onde ¢ é uma poténcia de
um numero primo). Posteriormente, definimos e apresentamos propriedades de um
tipo especial de homomorfismos de grupos, chamados de Caracteres, que podem
estar relacionados ao grupo aditivo ou multiplicativo de um corpo finito. Por fim,
definimos um caso particular de soma exponencial, denominados Soma de Gauss.

2.1 Polindmios linearizados

Polinémios desempenham um importante papel no estudo da estrutura algébrica
de um corpo finito de forma geral. Polindmios irredutiveis sao fundamentais na cons-
trugao de corpos finitos e realizagao de calculos com seus elementos.

Um tipo especial de polinomios é definido a seguir. Uma das principais utilidades
destes polindémios é a facilidade na determinacao do conjunto de suas raizes devido
a sua estrutura, além de desempenhar um papel fundamental em caracterizacoes de
elementos k-normais amplamente utilizadas.

Definigao 2.1.1. (g-polindémio) Sejam Fyn uma extensao de F, e ap, ..., apy, € Fon.
Um polinomio da forma
L(z) = Z a;z
i=0

é chamado de q-polindomio (ou polinémio linearizado) sobre Fn.
Se F,s é¢ uma extensao de Fy», entao

LB+7) =) a(B+7)" =D (B’ +97)

=0 0

i=

= Zazﬂqi + Zawqi = L(B) + L(v)
=0 =0
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e também

L(cB) =) ai(cB)” = Z ai(e 1) = ai(cp”)
=D a(f") = cL(p)

para todo 3,7 € Fys, ¢ € F,. Isso mostra que L(z) é um operador linear de F
sobre IF,.

Teorema 2.1.2. Sejam L(x) um q-polindémio nao nulo sobre Fyn e F .« uma extensao
de Fyn contendo todas as raizes de L(x). Entao, todas as raizes de L(x) tem a mesma
multiplicidade, igual a 1 ou uma poténcia de q. Além disso, estas raizes formam um
subespaco vetorial de Fys sobre F,,.

Demonstragao. Das consideragoes apos a Defini¢ao 2.1.0], temos que qualquer com-
binacao linear de raizes com coeficientes em [F, é também uma raiz de L(x). Logo,
este conjunto é um subespago vetorial de Fy. Além disso, a derivada de L(z) é
L'(xz) = ap, ou seja, L(x) tem apenas raizes simples caso ag # 0. Caso contrério,

seja k o menor indice tal que ay # 0, isto é, ag = a1 = - - = a1 = 0. Entao,
m m m " m—k q*
g (@™%) g (q(”*l)’“) gk ¢
L(z) = E ax? = E a;n xt = E Q; x = E a;x
i=k i=k i=k i=0

que é a g"-ésima poténcia de um g-polinémio que possui apenas raizes simples. Logo,
as raizes de L(z) neste caso tem multiplicidade ¢*.
[

Lema 2.1.3. Sejam f,...,Bn € Fgn. Entao
2
B pLoBL e B

2 m—1 1 i
q  pq q m J
52 62 ﬁz T 2 _
. . . . . =0 Bijt1 — kB
2 m—1
Bm B B - B
e assim este determinante € diferente de zero se, e somente se, B, ..., By, sao line-
armente independentes sobre .

Demonstragao. Seja D,, o determinante do lado esquerdo da equagao acima. Vamos
utilizar o método de inducao sobre m. A equacao é valida para m = 1. Suponha
que o resultado é valido para algum m > 1. Considere o polindémio

2 m—1 m
B BB BB
B B 8L B ol
D)=|: + =+ = =D Y
2 -1 i—
B Bl Bh - BT B =
r x4 ... gd™T "




onde o; € Fyn € 0 determinante da matriz n xn resultante apo6s eliminarmos a altima
linha e a i-ésima coluna, para 0 < i <m — 1.

Se [, ..., Bm s@o linearmente independentes sobre F,, entdo temos D(f;) = 0 para
1 <k <m. Como D(z) é um ¢g-polindémio sobre F,», todas as combinacoes lineares
cfy+ -+ b, comcy, ..., ¢y € Fogn sao raizes de D(z), e como estas ¢ raizes

sao distintas,

c1,...,cm€Fq

Agora, se 1, ..., B sao linearmente dependentes sobre I, entao D,,, = 0 e existem
bi,...,by € Fy, pelo menos um nao nulo, tais que b;8; + - - - + b, 8, = 0. Assim,
St = Y =3 i (z m) 0, para0<j<m,
k=1 k=1

e as primeiras m linhas de D(x) séo linearmente dependentes sobre [F,. Logo, temos
D(x) = 0, e consequentemente,

c1,...,cm€Fq

Portanto,

Dyi1 = D(Bimi1) = D H (ﬁmﬂ - Z Ckﬁk)
=1

c1,...,cm€Fg

e a tese esta provada por inducao em m.

[]

Teorema 2.1.4. Seja U um subespago vetorial de Fyn, que por sua vez € um espago
vetorial sobre IF,. Entao para todo k natural, o polinémio

L(x) = [[x—p)"
BeU
¢ um g-polinémio sobre Fyn

Demonstragdo. Como a ¢F-ésima poténcia de um g¢-polinémio ¢ também um g¢-
polinémio, basta provar o caso k = 0. Sejam {f,...,S,} uma base de U, D,,
e D(x) os determinantes do lema anterior. Como 5 € U, existem ¢i,...,¢, € F,
tais que 8 =181 + - -+ + ¢, € entao

L(z) = H(f - BT = H (90 - ZQ‘@‘) = D,,' D(x).

BeU ClyesCm i=1

Como D(z) é um g¢-polindémio, L(x) também é um g-polindmio.
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Considerando ¢-polinémios sobre F,,, ¢ possivel verificar que a composicao (tam-
bém chamada de multiplica¢do simbolica) de polindmios é comutativa, associativa e
distributiva. O conjunto de g-polindémios sobre [F, ¢ um dominio de integridade com
as operagoes de adicao usual e multiplicagao simbdlica, operacao que se relaciona
com polinémios através do seguinte conceito.

Defini¢ao 2.1.5. (polinémios g-associados) Os polinémios

l(x) = iaixi e L(z) = iaixqi

sobre Fyn sao chamados de g-associados um do outro. Mais especificamente, [(x)
¢ q-associado convencional de L(x), e L(x) é q-associado linearizado de l(x).

Teorema 2.1.6. Sejam f,g € F[X] tais que f(z) =Y ;_,ax’, g(z) = Z;zo b,
e L¢(x), Ly(x) seus respectivos polindémios q-associados. Entao,

(i) Ly(x) + Ly(x) = Lyiq(2);
(it) Lyg(w) = Ly (Lg(x)) = Ly (Ly(2)).

Demonstragao. (i) Seja w = max(r,t). Entao,

Liig(z) = Z(ai + b))z = Z ax? + Z bix? = Ly(z) + Ly(x).
=0 =0

=0

(ii) Dado que f(z).g(z) = >, Z;Zo a;b;z"™ | temos

Ly (Ly(z)) = Ly <Z bjﬂcqj) - Zai <Z bjﬂcqj)
= > aiba? = Ly, (o).

i=0 j=o

i1

Analogamente, Ly (Ly(z)) = Ly4(x).
[

Definicao 2.1.7. (g-mddulo) Seja M um espago vetorial sobre F, contido em al-
guma extensao de IF,. Se a g-ésima poténcia de todo elemento de M pertence a M,
entao M é um g-modulo.

Teorema 2.1.8. O polindémio monico L(x) é um g-polindmio sobre IF, se, e somente
se, todas as raizes de L(x) tem a mesma multiplicidade, igual a 1 ou uma poténcia
de q, e estas raizes formam um g-maodulo.
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Demonstrac¢ao. (=) Segue do Teorema e do fato que a g-ésima poténcia de
uma raiz de L(z) também é uma raiz de L(x). Logo, o conjunto destas raizes formam
um g-modulo.

(<) Pelo Teorema[2.1.4] L(z) é um g-polinémio sobre alguma extensao de F,. Seja
M o g-modulo formado por todas as raizes de L(x). Entao existe k natural tal que

L(z) = [gepm(r — 3)7". Como M = {9 | § € M}, temos

L(x)* = (H (x - 5)qk> = [ —p9" = T[] @ - p8)" = L@a?).

BEM BeEM BEM

Isso quer dizer que se L(z) = Y /" ;7 , entao

i+1 i+1
E alz? = L(x 5 ot

Ou seja, para 0 < i < m, of = ao; = a; € F,. Portanto, L(z) é um ¢-polindbmio
sobre IF,.
O

Apresentamos, agora, dois conceitos fundamentais no decorrer deste trabalho.

Definicao 2.1.9. (Raiz g¢-primitiva) Seja Fpn uma extensao de Fy, e L(x) um q-
polinémio sobre Fyn. Dizemos que oo € uma raiz g-primitiva de L(z) se o nao €
raiz de nenhum g-polinémio de grau menor que L(x).

Dado um elemento a € Fyn, definimos o conjunto de anuladores de « como
Lo,={f€eF,[X]/ Li(a) =0}, onde Ls(c) é o g-polinoémio associado de f aplicado
em «. Pelo Teorema , L, ¢ um ideal, e como F,[X] ¢ um dominio principal,
este ideal possui um gerador.

Definicao 2.1.10. (F,-ordem) O polinémio ménico que gera o ideal L, é chamado
de F,-ordem de o, e é denotado por Ord(a).

Note que a é uma raiz g-primitiva do ¢-polindémio associado de Ord(a)). Dado
um elemento a € F,, se @ = 0 entdao Ord(«) = 1. Caso contrario, seja f(z) =z — 1.
Temos que Ly(z) = 29—z = Ls(a) =a?—a =0. Logo, Ord(a) = x—1, Ya € F,".
Além disso, para a € Fyn, a?"—a = 0, o que implica que Ord(a) | (z"—1), Va € Fyn

2.2 Caracteres

Somas exponenciais sao uma ferramenta importante na resolucao de problemas
na Teoria dos Ntumeros, como o Problema de Waring [9]. Um tipo particular destas
somas € 1til em Corpos Finitos, e envolve um tipo de homomorfismo que ¢ definido
a seguir. Nesta secao, G serd sempre um grupo abeliano finito, a menos que seja
especificado.
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Definigao 2.2.1. (Caracter) Um caracter x de G é um homomorfismo de G no
grupo multiplicativo U dos nimeros complexos de mddulo igual a 1, isto €, uma
fungio x: G — U C C*. O conjunto de todos os caracteres de G € denotado por G
e € um grupo abeliano sob a multiplica¢ao de caracteres.

O caracter xo de G definido por xo(g) = 1, Vg € G, chamado de caracter
trivial, é considerado a identidade do grupo G.

Teorema 2.2.2. Seja x um caracter de G. Entao

(i) x(9192) = x(91)x(92), V1,92 € G;

(1) x1(9)x2(9) - - Xn(9) = (Xaxz - - Xa)(9), Vg € G;
(iii) x(9)l" = x(¢'“) = x(16) = 1, Vg € G;

(iv) x(9)x(97") = x(997") = x(le) =1, Vg € G;

(v) x(g7") = x(9)™* = x(g), Vg € G, onde x(g) € o conjugado complezo de x(g).

Demonstragao. (i) Segue diretamente da defini¢ao.

(ii) Segue diretamente da definicio. Neste caso, se X1 = X2 = -+ = Xu = X,
escrevemos x".

(iif) Dado g € G, x(9)'°! = x(9)x(9) -- - x(9) = x(¢'“) = x(1¢) = 1.

-~

|G| vezes

(iv) Segue diretamente da definigao.

(v) Pelo item anterior, x(g)x(¢~') = 1, e como x(g)x(9)~' = 1, temos que
(g7 = x(g9)~*. Como as imagens sdo complexos de médulo 1, x(g)~! = x(g).
]

Exemplo 2.2.3. Se G € um grupo ciclico de ordem n e gerador g, x,(g*) = e

para 0 < j <n—1, € um caracter de G. Por outro lado, se x € um caracter qualquer
de G, entao x(g) € uma raiz n-ésima da unidade. Logo,

1=x(g)" = e = cos(fn) +i-sen(fn) = 6=">=

para algum j com 0 < 7 <n—1, o que implica que

i0 2mig

x(g) =€ =em.

Teorema 2.2.4. Sejam H um subgrupo de G, e ¥ um caracter de H. FEntao ¢
pode ser extendido a um caracter de G, isto €, existe um caracter x de G tal que

X(h) = 1(h) para todo h € H.
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Demonstragao. Seja a € G tal que a ¢ H. Considere H; o subgrupo de G gerado
por a e H, e m o menor inteiro positivo tal que a™ € H. Dai, todo elemento g € H;
pode ser escrito (unicamente) como g = a’h com 0 < j < m—1e h € H. Defina v,
sobre H; dada por ;(g) = w’t(h), onde w ¢ um ntmero complexo fixado tal que
w™ = 1(a™). Vejamos que 1), é caracter de H;. Sejam g = a*hy, 0 <k <m —1,
e hl € H.

e Se j+k <m—1, entao
V1(991) = wka(hhl) = ij(h)wk@b(hl) = P1(9)¥1(g1)-
e Se j+k>m— 1, entdo gg; = a’**"™(a™hh,), dai

V1(g991) = w T map(a™hhy) = w T (a™) (hhy)
= wp(hhy) = P(9)¢(g1).

Além disso, 11(h) = ¢(h), Yh € H. Se Hy = G, o teorema esta provado. Se H;
esta contido propriamente em (G, o processo pode ser repetido um ntmero finito de

vezes até chegarmos a uma extensao de ¢ a G.
O

Corolario 2.2.5. Para todo g1, 9> € G, g1 # go, existe um caracter x de G tal que
x(91) # x(g2)-

Demonstragio. Sejam h = g1g; " # lg e H o subgrupo de G gerado por h. Defina
¢ um caracter de H tal que 1(h*) = e, n=|G|>1. Logo, ¥(h) = e, e entdo
V(gigyt) = w(h) = e # 1. Pelo teorema anterior, 1) pode ser extendido a um

caracter x de G. Como g; = hgs, temos que x(g1) = x(hg2) = x(h)x(g2) # x(g2)-
0

Teorema 2.2.6. Se x € um caracter nao-trivial de G, entao

> x(g) =0.

geG

> x(g)=0.

xeG

Para g € G, g # 1g,

Demonstra¢ao. Com x é nao-trivial, existe h € G tal que x(h) # 1. Dai,
X()> x(g) =D x(hg) => x(9),
geG geG geG

pois se g percorre todos os elementos de G, hg também percorre. Mas x(h) # 1,
entdo > x(g) = 0. Analogamente, se g # 15 entdo existe ¢ € G tal que ¥(g) # 1.

gelG
Dali,

Y(9) D> x(9) =Y @)9) = > x(9),

XG@ XE@ XG@
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pois se x percorre todos os caracteres de G, ¢y também percorre. Mas 1(g) # 1,
entao Y. x(g) =0.

xX€G

O

Teorema 2.2.7. O numero de caracteres de um grupo abeliano finito G € igual a

Gl

Demonstracao. Pela ortogonalidade dos caracteres temos que

GI=>" "x(9) = " xlg) =1GI.

9€G xe@ x€G 9€G
[

Os teoremas e[2.2.7nos levam as relagoes de ortogonalidade para caracteres.
Sejam x e v caracteres de G. Entao

ﬁzx@mz

geG

0, se x # ¥
1, se x = .
O primeiro caso é obtido ao aplicar o Teorema ao caracter yi; e para o

segundo caso temos que x(9)¥(g9) = x(¢)x(g) = 1, portanto o somatorio é igual a
ordem de G.

Analogamente, se g e h sao elementos de GG, entao

1, se g = h.

Em um corpo finito Fy», temos dois grupos abelianos finitos: o préprio corpo Fyn
é um grupo sob a adigao, e Fy, forma um grupo sob a multiplicacdo. No Capitulo
faremos uma distingao entre os caracteres pertencentes a estes dois grupos.

2.3 Soma de Gauss

Como mencionado no inicio da se¢ao anterior, somas exponenciais envolvendo
caracteres sao chamadas de Soma de Caracteres. Definimos agora um dos tipos mais
importantes deste caso no contexto de corpos finitos, pela propriedade que possuem
de juntar as estruturas aditiva e multiplicativa.

Definicao 2.3.1. (Soma de Gauss) Sejam x um caracter do grupo aditivo Fyn, € ¢
um caracter do grupo multiplicativo F},.. A Soma de Gauss G(x,) € dada por

Gx,¥) = Y x(e)v(e).

cEFZn
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O valor méaximo para G(x,v) é ¢" — 1.

Teorema 2.3.2. Sejam x e 1 caracteres aditivo e multiplicativo de Fyn, respectiva-
mente. A Soma de Gauss G(x,v) satisfaz

q" —1, se x = xo eV = y;
G(X?¢): O , SEX = Xo €¢7£¢0,
=1, se X # Xo € ¥ =1y

Se X # Xo € ¥ # o, entio |G(x,¥)| = ¢"/2.

Demonstragao. No primeiro caso x(c¢)¥(c) = 1, Ve € Fpn. O segundo caso esta
provado pelo Teorema [2.2.6| No terceiro caso temos

GOto) = 3 x(©)= > x(e)—x(0) = 0-1 = 1.

ceF*, c€Fyn
Agora, se x # X0 € ¥ # 1, temos

GG =Gl )G ) = Y x(0v(e) Y x(d)(d)

CE]F;n deF;n

= Y Y M)

CE]F;n deF;n

= 57 3 we—d) wled™).

cE]F;n deF;n

Fazendo s = e¢d~! obtemos

GOeP =D Y xds=1) d(s)= Y w(s) | D x(d(s —1))

deF?, seFr, SEF%, deF?,
=D v | Do xdls =1) = x(0) | = > w(s) D x(d(s — 1))
sEF%, d€Fyn s€F?y, dE€F n

O somatorio interior serd igual a ¢" caso s = 1, e igual a 0 caso contrario. Portanto,

GO = v(1)g" = ¢" = GO v)] ="
[

Apresentamos a seguir dois resultados que s@o tuteis para estimar somas de ca-
racteres mais complexas.
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Lema 2.3.3. |15, Teorema 5.41] Seja ) um caracter multiplicativo de Fyn de ordem
r>1, e f € Fpn[X] un polindmio monico tal que f nao € da forma g(x)" para
algum g € Fyn[X] com grau maior ou igual a 1. Suponha que s € o nimero de raizes
distintas de f em seu corpo de decomposicao sobre Fon. Para todo a € Fyn,

S w(af(@)] < (s — 1.

CEFqn

Lema 2.3.4. [18, Teorema 2G| Sejam 1) um caracter multiplicativo de Fyn de ordem
d # 1, e x um caracter aditivo nao-trivial de Fgn. Se f € Fn[X] tem exatamente
m raizes, e deg(g) = s, com g € Fyn[X], tais que mdc(d, deg(f)) = mdc(s,q) = 1,
entao

> b f(0) x(g(0)] < (m+s—1)g">.

CG]Fqn

Estes resultados fornecem condigoes para existéncia de elementos primitivos k-
normais, conceito abordado no Capitulo [4], e que sao o foco deste trabalho.
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Capitulo 3

Elementos especiais em Corpos
Finitos

Neste capitulo apresentamos um conceito chave para o principal objetivo deste
trabalho. A partir de um elemento normal, em [10] os autores introduzem uma ge-
neralizacao destes elementos, chamados de k-normais. Para introduzi-los, nas duas
primeiras secoes apresentamos o conceito de liberdade para ntmeros e polinémios.
Na literatura, embora esta ideia aparega inicialmente em [4] e |7], o termo é forma-
lizado em [6]. Em [10], os autores introduzem a ideia de liberdade para polinomios.

Na terceira secao, definimos os elementos k-normais e importantes propriedades
destes elementos. Um elemento k-normal funciona como um gerador de uma “ex-
tensao parcial” com n — k de seus conjugados.

Definigao 3.0.1. (Elemento livre de quadrados) Seja m um nimero inteiro positivo.
Entao m € livre de quadrados se nao contém quadrados em sua decomposicao em
fatores primos. Isto €, se m se escreve como m = plflpg?2 ...pF com p; primo, entdo

ki=1paral <i<r.

Analogamente, seja M € F,[X]. Entao M € livre de quadrados se ndo contém
quadrados em sua decomposicao em polindémios irredutivers. Isto €, se M se escreve

como M = P/ Py ... P com P, irredutivel, entdo k; =1 para 1 < i < r.

Defini¢ao 3.0.2. Dado um inteiro positivo n, denotamos por rad(n) o maior di-
visor positivo livre de quadrados de n. Em outras palavras, rad(n) € o produto dos
fatores primos de n.

Na Teoria dos Numeros, duas conhecidas fungoes aritméticas para um ntmero
inteiro positivo n sao a Funcao de Euler e a Funcao de Mdébius. A seguir, definimos
estas funcoes para polindmios.
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Definicao 3.0.3. (Fungao ¢ de Euler para polinomios) Seja f € F,[X]| um polino-
mio monico. A Funcao ¢ de Fuler para f € dada por

w0 =| (%)

onde (f) € o ideal gerado por f. Esta fungao fornece a quantidade de polinémios g
tais que deg(g) < deg(f) e mdc(f,g) = 1.

?

Definicao 3.0.4. (Fungdo de Mdébius para polinomios) Seja f € F,[X]. A Fungao
1 de Mobius para um polinémio € dada por

0 , se f nao for livre de quadrados;
Mq(f) =

(=1)", se f for um produto de r fatores irredutiveis distintos.

3.1 Elementos m-livres

Definigao 3.1.1. (Elemento m-livre) Seja o € Fyn. Dado m diwvisor de ¢" — 1, « €
m-livre se a = B¢ implica d =1 e o = 3 para todo d divisor de m.

Sabemos que F;n tem ¢(¢™ — 1) elementos primitivos (Teorema [1.1.7)). Pela de-
finigdo anterior, podemos ver que « é primitivo se, e somente se, « é (¢" — 1)-livre.

Proposicao 3.1.2. Sejam m divisor de ¢" — 1. Para o € Fn,
(i) Para todo r divisor de m, se o é m-livre entao o € r-livre;

(ii) Para todo r divisor de m, se rad(m)|r, entdo o é m-livre se, e somente se, «
€ r-livre;
. . n_1
(i1i) « é m-livre se, e somente se, mdc (qud—(a),m> =1.
Demonstracdo. (i) Seja d divisor de 7, a = 3%. Como d|r e r|m, temos que d|m,
e como « é m-livre, temos que d = 1. Logo, « é r-livre.

(ii) Pelo item anterior, se a é m-livre entdo « ¢ r-livre. Agora suponha que «
nao ¢ m-livre. Entdo, existe d divisor de m tal que d # 1 e a = 3% Como
z := mdc(d,rad(m)) # 1, temos que o = 3¢ = (ﬂg)z, ou seja, o é uma z-ésima
poténcia de um elemento de F» onde z|r e z # 1. Logo, « néo é r-livre.

(iii) Seja a € Fyn, e ord(a) = an,l. Sem perda de generalidade, suponha que
a = 1n° onde 1 é um elemento primitivo de Fn.

(=) Seja sg = mdc(s,m), s = sps; para algum s; € Z. Suponha que sy > 1.
Como a = n® = 1% = ()% temos que a nao é m-livre.
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(<) Considere agora mdc(s,m) = 1 e suponha que a = (% onde 8 € Fn
e dm. Temos que 8 = 7' para algum ¢ com 1 < i < ¢" — 1. Entao
' =a == ) = n o que implica s = id (mod ¢" — 1), ou seja,
s = id + ¢(¢™ — 1) para algum ¢ € Z. Como d|m e m|(¢" — 1), temos que
d|(g" — 1), e assim d|(id + c¢(¢"™ — 1)), ou seja d|s, e como mdc(s,m) = 1, temos
que d = 1.

]

Considere o grupo multiplicativo Fy.. Os caracteres deste grupo sao definidos
diretamente através do Exemplo [2.2.3] ja que F},. ¢ um grupo ciclico de ordem ¢" —1
(Teorema [1.2.10]). Este conceito é formalizado no teorema a seguir.

Teorema 3.1.3. Seja g um elemento primitivo fivo de Fy.. Paraj=0,1,...,¢"—2,
a funcao v; dada por

2mijk

V;(g") = e para k =0,1,...,¢" — 2

define um caracter multiplicativo de ¥y, e todo caracter multiplicativo de Fy. € ob-
tido desta forma.

Demonstracao. Segue diretamente do Exemplo [2.2.3]
m

Como 1y(g*) = 1 para todo k = 0,1,...,q — 2, 9 serd sempre o caracter mul-
tiplicativo trivial.

Corolario 3.1.4. O grupo de caracteres multiplicativos de Fy.., denotado por Fj;, é
ciclico, de ordem q" — 1, e tem como identidade o caracter trivial 1.

Demonstra¢ao. Vamos denotar por Z/(¢™ — 1)Z o grupo dos inteiros modulo ¢ — 1.
Vejamos que ;. ¢ isomorfo a Z/(¢" — 1)Z. Seja

Vi = J.
Temos que
2mijk  2milk 2mi(j+Dk
(W - )(g") = (" )hi(g") = e Tem™1 = e T =11 (mod ¢-1))(9")-
Portanto, » ¢ um homomorfismo. Agora seja j = s(¢" — 1). Temos 9;(¢g*) =

Vsgn—1)(9%) = Y(gn_1)(g")* = 1° = 1, ou seja, 1; = 1. Portanto ¢ ¢ um isomorfismo,

o~

e assim IF}. ¢ ciclico pois Z/(q" — 1)Z ¢é ciclico e possui ¢(q" — 1) geradores. A

identidade de Iﬁz\n é dada por .
[
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Podemos definir a ordem de um caracter multiplicativo v, denotada por ord(v),
como o menor inteiro positivo d tal que ¥(a)? = y(a) = 1, Va € 7. Veremos a
seguir o teorema que define a fungao caracteristica dos elementos m-livres. Considere
a notagao:

dft d|t d(v)=d

onde 14 é um caracter multiplicativo de ordem d, e > 4 percorre todos estes
ord(y)=d
caracteres multiplicativos.

t
Para cada t divisor de ¢" — 1, defina 0(t) = @

Teorema 3.1.5. Para a € F.., t um divisor inteiro positivo de ¢" — 1,

1, se a € t-livre;

0, caso contrdrio.

al) =00) [ vale) = {

Demonstragao. Quando d nao é livre de quadrados, pu(d) = 0. Logo, podemos

restringir » dit ¢( d aos divisores livres de quadrados, isto é, quando d = riry... 1
com 7; primo para 1 < ¢ < k. Como pu e ¢ sao fungoes multiplicativas, para os
fatores primos r de d, temos

(d) r
D=255 X ve=TI{1+55 3 v

d‘t dt ord rlt

Como 7 é primo, temos u(r) = —1 e ¢(r) =r — 1. Entao

va(e) =] | 1 Z ?/1

dft rlt ord

Se a nao é t-livre, pelo lema |3.1.2| existe r divisor primo de ¢ tal que « nao
¢ r-livre. Entao existe 8 € F;. tal que a = 8". Quando ord(¢)) = r, temos
Y(a) =) =¢(B)" =1, e como existem r — 1 caracteres de ordem 7, temos

al@)=00) [ vt =00 [T (1- 25 -0-v) =0

dft rlt

Agora, se « ¢ t-livre, entao para um elemento 3 € F},. primitivo, a = Bk para
algum k inteiro positivo. Suponha que existe s tal que s|k e s|t. Dai, existe k' tal
que k = sk’ e a = B = g = (8¥)*, mas como s|t, s = 1, pois a é t-livre. Isso
implica que mdc(k,t) = 1. Como existe j tal que ¢ = ¢; e (") = eq"zl, quando

7rzg

ord(v) = r, temos j # 0 (pois ord(¢y) = 1) V(BT) = Y(B)" = e1 =1, 0 que
implica que (¢" — 1) | jr. Entao, j € {p D /1 <p<r—1}. Sejam j, = 2L=N

r
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2mijpk 2mik
s

e{=ea-1T. Quandop=1, { =€+ ,logo & =1. Como r|t e mde(t, k) =1, r1k,
logo € # 1. Entao,

r—1 r—1 r
doodbla) =) & =) @-1 = . S R N R
p=1 p=0 1_5

ord(y)=r
Assim,
1 1 r t
IT{- vy = JI{1--—Cn) =11 =
rlt r—1 ord(y)=r rlt ( r—1 ) rlt (’I" N 1) ¢(t)
Portanto, "
_ o = 28t
wt(a) - 9<t> dltwd( ) t ¢(t) L.

]

Quando t = ¢"™ — 1 no Teorema obtemos a funcao caracteristica dos ele-
mentos primitivos.

3.2 Elementos M-livres

Definicao 3.2.1. (Elemento M-livre) Seja o € Fyn. Dado M divisor de 2™ — 1, «
¢ M-livre se o = Lp(B) implica D =1 e a = § para todo D divisor de M, onde
Lp € o g-polinémio associado de D.

Pela defini¢ao anterior, podemos ver que « ¢ normal se, e somente se, « é (" —1)-
livre.

Proposicao 3.2.2. Sejam G divisor de 2™ — 1. Para o € Fyn,
(i) Para todo F divisor de G, se a € G-livre entdo o € F-livre;

(i1) Para todo F divisor de G, se rad(G)|F, entdo a é G-livre se, e somente se, «
€ F-livre.

Demonstragao. (i) Seja H divisor de F, o = Ly(f), onde Ly é o g-polindmio
associado de H. Como H|F e F|G, temos que H|G, e como « é G-livre, temos
que H = 1. Logo, a é F-livre.

(ii) Pelo item anterior, se o € G-livre entao v é F-livre. Agora suponha que a nao

¢ G-livre. Entdo, existe H divisor de G tal que H # 1 e a = Ly (f). Como

Z = mdc(H,rad(G)) # 1, existe S € F,[X] tal que H = ZS. Logo, a =

Ly(B) = Lzs(B) = Lz(Ls(f)), onde Lz e Lg s@o os g-polindémios associados

de Z e S, respectivamente. Ou seja, « é igual ao ¢g-polindémio Lz aplicado em
um elemento de F;» onde Z|F e Z # 1. Logo, a nao é F-livre.

O

41



Consideremos agora o grupo aditivo de Fyn. Vejamos como sao definidos os ca-
racteres sobre este grupo.

Seja Tr: Fn — F, a fungao Traco absoluto de Fyn em F,, (Definicao[1.4.1)), onde
p ¢ a caracteristica de Fyn, e [F, o seu subcorpo primo. Entao a fun¢ao

2mwiTr(c)

xi(c)=e 7 , VeeFum

¢ um caracter do grupo aditivo de Fyn, ja que para ¢y, ¢y € Fyn, temos Tr(cy + ¢2) =
Tr(c1) + Tr(cz), o que implica que

27iTr(cy+cg) 27i(Tr(cy)+Tr(cg)) 27iTr(cy)+27iTr(cg) 2miTr(cy)+2wiTr(cg)
X1(01+C2)=€ P =e P =€ P =e P
27iTr(cy) 27iTr(cg)
=e 7 e 7 =xla)lw)

Este caracter sera chamado de caracter aditivo candnico de Fyn. Vejamos agora
que todos os caracteres de [Fy» podem ser expressos a partir de x;.

Teorema 3.2.3. Dado b € Fyn, a funcao x;, dada por xp(c) = x1(bc), Ve € Fpn €
um caracter aditivo de Fgn, e todo caracter aditivo de Fyn € obtido desta forma.

Demonstragao. Dados c1,ca € Fyn, xp(c1 + c2) = xa1(ber + bea) = x1(ber)xi(bez) =
xXs(c1)xp(c2). Logo, xs € caracter de Fgn. Como T'r & sobrejetora (Teoremal[1.4.2[(iii)),
X1 € nao-trivial. Portanto, para a,b € Fyn, a # b, temos

Xa(c)xs(c) ™t = x1(ac)x1(be) ™' = x1(c(a — b)) # 1 para algum ¢ € Fyn

e entao x, # Xp. Como b percorre Fyn, temos ¢" caracteres do tipo x;, e pelo
Teorema Fg4n, tem exatamente ¢" caracteres.
[

Quando b = 0 no teorema acima, temos o caracter aditivo trivial xq, dado por
Xo(c) =1, Ve € Fyn.

Para obter a fungao caracteristica de um elemento M-livre, é preciso definir a
F,-ordem de um caracter aditivo. Vejamos antes um conceito da Algebra Comuta-
tiva que serd necessario para esta defini¢ao.

Definigao 3.2.4. (Mddulo) Seja A um anel comutativo com unidade. Um grupo
abeliano M ¢ um A-mddulo se a operagao

w: AX M — M

(a,m) — am
preserva as sequintes propriedades:

(i) Distributividade em M: a(m +n) = am + an.
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(i1) Distributividade em A: (a 4+ b)m = am + bm.
(111) Associatividade: a(bm) = (ab)m.
(iv) Possui elemento neutro: 1m = m, onde 1 é a unidade de A.

Para todo a,b € A, m,n € M.

Um A-moédulo é uma generalizacao de conceito de espago vetorial com os escala-
res em um anel arbitrario. Se A fosse um corpo, o conjunto M se tornaria um espaco
vetorial.

De acordo com o Teorema e pelo fato de Ly ser um operador linear, Fg»
pode ser visto como um F,[X]-médulo, com a seguinte operagao:

0: F [X] X Fgn — Fgn
(f,a) = Ly(a).

o~

Portanto, F,» também tem a estrutura de um F,[X]-mo6dulo, com a seguinte
operagcao:
@1 Byl X] X Fpr — e
(fixe) = Ly(xe)-

Assim, podemos escrever L(x.(a)) = xc(Lf(a)), Yo € Fyn. Podemos entao de-
finir a F-ordem de um caracter aditivo x..

Definig¢ao 3.2.5. (F,-ordem de um caracter) Seja x. um caracter aditivo. A F,-
ordem de X., denotada por Ord(x.), € o polinémio monico f € F,[X] de menor
grau tal que L¢(x.(a)) = xo(a) =1, Va € Fyn.

Usando a definicao acima, veremos mais a frente o teorema que define a funcao
caracteristica dos elementos M-livres. Vejamos agora um lema necessario e notagoes
que serao utilizadas.

Lema 3.2.6. Seja g € Fy[z] um polindmio nao constante. Entdo:

H ( qdeg(p) ) _ qdeg(g)
qlesP) — 1 ?q(9)

plg

onde p € um divisor monico e irredutivel de g.
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Demonstracao. Seja g = a - p]flpgz o-pkr onde a € Fy, cada p; é um polindémio
monico irredutivel e cada k; € um inteiro positivo, com 1 < ¢ < r. Para cada
ie{l,...,r},oanel F,[X]/ <pf’> possui ¢*4°&() elementos e ¢ ~1)-dee(P:) myltiplos

de p;. Entéo, ¢ (ph') = qlki—1-desi) (g(dee®) _ 1) ¢ assim

ﬁ ( qdeg(m) ) 11[ qdeg(m) ﬁ ( qkrdeg(m)) qdeg(g)
€ i) — = ki = k‘i = :
11\ s(p:) — 1 paley M% 21\ 9q(pi") Pq(9)

Considere a notacao:
1q(D) 3
/ XCD = ¢q(D) XC’
DIT pir "7/ Ord(xe)=D

onde x., ¢ um caracter aditivo com Ord(x.) = D,e >,  X. percorre os carac-

Ord(xc)=D
teres aditivos de ordem D.
T
Para cada T divisor de 2" — 1, defina ©(T") = (bdq( ) .
q eg(T)

Teorema 3.2.7. Para o € Fyn, T um divisor monico de 2" — 1,

1, se a € T-livre;
0r(0) =O(T) [ epla) = { ,.
D|T 0, caso contrdrio.

Demonstragcao. Vejamos primeiramente que

-1, se o é D-livre;
Z Xe(a) = deg(D) _ 1 caso contrario
Ord(xc):D 1 ’ '

Se a nao é D-livre, entao existe § € Fyn tal que o = Lp(B). Quando Ord(x.) =
D, temos x.(a) = x(Lp(B)) = Lp(x(8)) = xo(f) = 1. Como D é irreduitvel,
¢q(D) = q°P) — 1, e entdo

> Xela) == — 1.

Ord(xc)=D

Se a & D-livre, entdo existe § € F,» normal e G € F,[X] co-primo com D tal

que o = Lg(B). Defina Vp = {x. € Iﬁq\n / Ord(x.) | D}. Dados Xe, Xe, € Vb,
temos Lp(Xer — Xea(@)) = Lp(Xe, (@) Lp(Xer (@)™ = 1, Vo € Fyn. Logo, Vp é
subgrupo de Fy». Agora considere um caracter ., com Ord(x.,) = D, e suponha
que () =1, isto é, x.,(Lg(B)) = 1. Pelo Lema de Bezout, como G e D sao

primos entre si, existem Fy, Fy € F,[X] tais que DF} + GF, = 1. Daf

Xei (ﬁ) = Ll(Xq (ﬁ)) = L(DF1+GF2)(X01 (B)) = LF1 (LD(X01 (6))) + LF2 (LG(Xcl (B)))

= Lr,(Xo(B)) + Lr,(X0(B)) = Lir+ 1) (X0(8)) = Xo(L(r+)(8))
= 1.
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Mas como 3 é normal, x., ¢ o caracter trivial. Contradigao, pois Ord(x.,) = D > 1.
Logo, Xe,() # 1. Dat,

Xer (@) ) xe(@) = D (Xer + X (@) = Y xela).

Xc€VD Xc€VD Xc€VD
Entao,
= xl)= Y xela)+1.
XcEVD Ord(xc)=D
Portanto,
Z Xe(a) = —1.
Ord(xc)=D

Quando D nao ¢ livre de quadrados, 11,(D) = 0. Logo, podemos restringir a soma
pq(D)

SITCIN St

pr 714 Ord(xe)=D

aos divisores de D livres de quadrados, isto é, quando D = PP, ... P, com P,
monico e irredutivel para 1 < ¢ < k. Entao, de forma analoga & demonstracao do

Teorema |3.1.5] temos

/ eolo) = I S § f FECH) vel@) |

D|T ¢4(D) Ord(xe)=D P|T (D) Ord(xe)=P
Quando P é ménico e irredutivel, temos ji,(P) = —1 e ¢,(P) = ¢%&®) — 1.,
Entao
1
/ Xeo(@) =] (1- preom > xela)
DiT PIT q Ord(xe)=P

Se a nao é T-livre, pelo Lema |3.2.2] existe P divisor moénico e irredutivel de T
tal que o nao é P-livre. Entao

rl) =0(T) [ vro(o) = 00) [T (1~ gy @™ - 1)) =0

P|T
Agora, se o é T-livre, entao o é P-livre para todo P divisor de T, e portanto

deg(T')
Qr(a) = O(T) /Dwxw(oc) =o(m ][] (1 - m(_lﬂ - j‘fe(g?fzﬁq(T) -

PIT

onde a peniltima igualdade vem do Lema [3.2.6]
O

Quando T' = 2" — 1 no Teorema obtemos a funcao caracteristica dos ele-
mentos normais.
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3.3 Elementos k-normais

Na definicao trouxemos a ideia de elemento normal, e a partir deste con-
ceito, introduzir uma generalizacao destes elementos, chamados de k-normais. Estes
elementos aparecem na constru¢ao de bases quase-normais em [10] e [14], que sdo
um tipo de base de F,» sobre F, que fornece um método eficiente para multiplicagoes
em [Fyn.

Sabemos que os conjugados de um elemento normal geram uma base de F,» sobre
F,. O Teorema fornece um método para checar se um determinado elemento
gera uma base normal. Motivados por este teorema, apresentamos a seguinte defi-
nicao.

Definigao 3.3.1. (Elemento k-normal) Sejam o € Fyn, go(z) = ax™ ! + a%2" 2 +
4" 4 a . Semde (2™ — 1, go(z)) tem grau k, onde 0 < k < n, entdo a
¢ um elemento k-normal de Fyn sobre [F.

Usando esta nomenclatura, um elemento normal também é chamado de elemento
O-normal. Veja que quando k = n, temos que mdc (z"™ — 1, g,(z)) tem grau n, ou
seja, é o proprio polinomio z™ — 1, e portanto z™ — 1 divide g,(z), que tem grau
n — 1, e isso s6 é possivel se g,(z) = 0. Logo, a = 0. Isso nos mostra que 0 é o
tnico elemento n-normal em Fg.. Na sequéncia, veremos uma série de resultados
utilizados na caracterizacao de elementos k-normais.

Lema 3.3.2. Dados um corpo F e dois polindmios nao nulos f,g € F[X],
posto (S(f,9)) = deg(f) + deg(g) — deg (mde(f, g)) -

Demonstragdo. Sejam f(x) = Y " a;x’, g(x) = > " bja’. Sabemos que a matriz
de Sylvester S(f,g) é dada por

(a9 a; -+ a, 0 0 -+ 07
0 ay a -+ a, 0 - 0
0 O 0 ay a1 an,
b bt - b, 0 0 0
0 by b --- b, 0 0

|0 0 0 by b b

Pelo Teorema do Nicleo e da Imagem,
dim(ker(p)) + dim(Im(p)) = dim(F) = dim(ker(p)) + posto(S(f,g)) = m + n,

onde ¢ é a transformacao linear associada a matriz S(f,g). Como sabemos que
dim(ker(yp)) = deg(mdc(f, g)) (ver |3, Lema 2.5]), temos

posto(S(f,g)) = m+n —dim(ker(p)) = dim(f) + dim(g) — deg(mdc(f, g)).
]
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Teorema 3.3.3. Um elemento o« € Fyn € k-normal sobre F, se, e somente se,
posto(A,) =n —k, onde

2 n—1
a aq aq .« . aq
n—1 n—2
af a ol af
Aa - . .
2 3
af a?  af o

Demonstragio. Sejam f(z) = 2" —1, go(z) = az" '+ 92" 2+ +ad" Tz 4a?"

A matriz de Sylvester dos polindémios f e g, é dada por

10 0 --- 0 -1 0 0o --- 0

0 1 o --- 0 0 —1 o --- 0

0 0 1 .- 0 0 0 -1 .- 0

0 0 0 1 0 0 0 -1
a a? o "™ 0 0 0 0

0 a of aqn_? a?" ! 0 0 0

O 0 o qn—.j qn—Q aqn—l O 0
00 0 - 0 a ol o ... &q”‘l_

Sobre esta matriz, aplique as seguintes operagoes:

e Troque a coluna n pela coluna n+ 1, a coluna n + 1 pela coluna n + 2, e assim
por diante até trocar a coluna 2n — 2 pela coluna 2n — 1;

e Adicione a coluna 1 a coluna n, a coluna 2 & coluna n + 1, e assim por diante,
até adicionar a coluna n — 1 a coluna 2n — 2;

e Escalone as primeiras n — 1 colunas.

O resultado serd a matriz:

1 00 --- 0 O 0 0 -+ 0 ]
010 ---0 0 0 0 0
001 ---0 0 0 0 0
0 00 1 0 0 0 0
000 0 « ad a? a?" ™!
000 0 o« ol q"?
0 00 0 " "' o a?" ™’
000 - 0 o ol "t a |

que também pode ser vista como

! [nf n— Onf n
st = [ O]

On,nfl
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onde I,,_;,—1 ¢ a matriz identidade de ordem n — 1, 0,,—1, € 0, ,—1 sao matrizes
nulas, e A, é a matriz como definida no enunciado do teorema. Logo,

posto(S(f, ga)) = posto(S'(f, ga)) = posto(I,_1n—1) + posto(Ay).
Pelo Lema [3.3.2]
posto(S(f; ga)) = n + (n — 1) — deg(mdc(f, ga))-
Como posto(I,—1,-1) =n — 1, combinando ambas as equagoes, temos
n — 1+ posto(As) =n+ (n — 1) — deg(mde(f, ga)),
o que implica que

deg(mdc(f, ga)) = n — posto(A,).

Portanto, mdc(f, g,) tem grau k se, e somente se, posto(A,) = n — k. Ou seja a é

k-normal sobre [, se, e somente se, posto(A,) =n — k.
[l

Corolario 3.3.4. Sejaa € Fyn. Se a € k-normal sobre F,, entao qualquer conjugado
de o também € k-normal sobre IF,.

Demonstracao. Seja a? um conjugado de o com respeito a F,, 1 <17 < n — 1.
Entao, a matriz A, é dada por

i i+1 i+2 i+n—1
aq aq aq DY aq
aqH-n—l aqz quH_l . aqz+n—2
A=
i+1 i+2 i+3 i
ol ad ad ad

Apos algumas permutacoes de colunas chega-se a matriz A,. Portanto, posto(A i) =
posto(A,) = n — k, o que implica que deg(mdc(f,g,.)) = deg(mdc(f,ga)) =k, e
assim o é k-normal sobre F,.

]

Lema 3.3.5. Sejam a € Fyn, A, a matriz definida no Teorema e M o espago
vetorial sobre By gerado por B = {a,a4,... a7 "} Entio, posto(A,) = dim(M).

Demonstragao. O espago coluna de A, é o espago gerado por {co, c1,...,c,_1} onde
cada ¢; é a coluna formada pelo vetor transposto [oﬂi, (aqi)qn(&qi)”_2, - (aqi)q )
Seja m a dimensao de M como espaco vetorial sobre [F,. Entao uma base de M
sobre F, tem m elementos. Seja S = {aqh , aqu, e ,oﬂjm} com 0 < 7, <n—1, para
1 < i < m, a referida base. Note que S é o maior subconjunto de B linearmente
independente. Dada uma combinacao linear das colunas da matriz A,, do tipo
doco+dici+- - -+dp_1¢,—1 = 0, a primeira linha da matriz formada sera doa+d; %+
-+ dp_107" =0, que pode ser reduzida a dj,a®" + d;,a?? + - +d; a?" =0,
tendo assim, m colunas de A, linearmente independentes. Logo, m = posto(A,).
m
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Teorema 3.3.6. Seja o € Fyn. As sequintes propriedades sao equivalentes:

(i) a € k-normal sobre F,;

.. n—k—1 . . ~
(i1) o gera a base {a,al,... af } de um g-mddulo de dimensao n—k sobre F,;

(iii) deg(Ord(a)) =n — k.

Demonstragao. (i) = (ii). Se o ¢ k-normal sobre Fy, pelo Teorema [3.3.3) 0 posto de
A, én —k, e pelo Lema , o espaco vetorial M gerado por {a,a?,... a7 '}
tem dimensao n — k sobre F,. O conjunto S = {a, a?,... ,aqn_k_l} ¢ uma base de
M, pois paracadat=n—k,n—k+1,...,n—1, temos que SU {aqi} é linearmente
dependente, ja que possui n — k + 1 elementos. Se § € M, entao § = Zﬁ_k_l a;a?

1=0

e f1 = Z?:_Ok_l a;a? Logo, p4 € M, e portanto M ¢é um g-moédulo cuja dimensao

sobre I, é igual a n — k.

(ii) = (iii). Sejam M o g-médulo da hipotese e L(z) = [[4c (¥ —B). Pelo Teorema
, L(z) é¢ um g-polindémio (monico) de grau ¢"~* sobre F,. Como o € M, «
é uma raiz de L(x), mas a base tem n — k elementos e é um conjunto linearmente
independente, entao o nao pode ser raiz de nenhum g-polinémio de grau menor que
q" 7, isto é, a é raiz g-primitiva de L(x). Logo, Ord(a) = I(z), que é o polinémio
associado de L(z), de grau n — k (veja Defini¢ao [2.1.5)).

(iii) = (i). Como deg(Ord(a))) =n — k, « & raiz g-primitiva de um g¢-polinémio de
grau ¢"~* sobre FF,, entdo o conjunto S = {a, a4, .. ,aqn_k_l} ¢ uma base do espaco
vetorial M do Lema/|3.3.5| e assim a matriz A, tem posto n—k. Logo, pelo Teorema

3.3.3, o é k-normal sobre F,,.
O

Exemplo 3.3.7. Considere uma raiz o de x*+x+1 adjuntada ao corpo Fy = {0,1},
gerando a sequinte extensao:
FQ(O{) = Flg

4
[Fy
ondea*=a+1ea®=(a")?=(a+1)?2=a?+1.
Os conjugados de o sio {a, o?,at, a®} = {a,a?, a+1,a2+1}. Mas como o?+1
¢ uma combinacao linear dos demais elementos, o conjunto {a, a?, a+1} € uma base
de Fy(a) sobre Fy, e portanto dimg, (o, a?, o, a®) = 3. Pelo Teorema[3.5.6(ii), a

¢ 1-normal sobre IFy.
Agora considere o elemento o. Seus conjugados sio

o of =aat =a?(a+1)=a+a?
e a?= (P =(a+1P ="+’ +a+1;

e 0 =a’=0adfa=(a®+1)a=a’+a.
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Vejamos agora que os conjugados de o formam um conjunto linearmente indepen-
dente. Sejam cy,cy,c3,cq € Fy tais que c1a® + co(@® + a) + c3(a® + a?) + cx(a® +
o’ +a+1)=0. Entao,

(c14 o+ ez +cq)a® 4 (cs+cy)a? + (ca+c)a+cy =0

ct=0=>c=c3=0=c¢ =0.

Portanto, os conjugados de o sao uma base de Fy(a®) sobre Fo, e assim temos
dimz, (3,05, 0% at?) = 4. Pelo Teorema [3.5.6(ii), a é 0-normal (ou simples-
mente, normal) sobre Fy.

Observacao 3.3.8. A ideia de elemento k-normal depende fortemente do corpo
base: vimos no exemplo anterior que o € 1-normal sobre Fy. Porém, com respeito a
Fy os conjugados de o sio {a,a*} = {a,a+1}. Este conjunto é uma base de Fa(cr)

sobre Fy, e assim dimg, (o, a*) = 2. Pelo Teoremal3.3.6/(ii), o € normal sobre F,.

No intuito de encontrar a quantidade de elementos k-normais em um corpo Fgn,
precisamos de dois resultados que sao apresentados a seguir.

Lema 3.3.9. Sejam o € Fyn um elemento normal sobre Fy, e f € F,[X] de grau
menor ou igual a n — 1. Entao Ord(Ls(a)) = %, onde Ly € o g-polinomio
associado de f.

Demonstracao. Seja g = %. Entao

Ly(Ly(@) = Ly(Ly(a) = Ly (L (@) =L__¢ (Lina(a)) =0,
Portanto, Ord(Ls(«)) | g. Reciprocamente, se L,(Ls(a)) = 0, entéo (z™ — 1) | fh,
fh

logo mdcén__ll, 7 | e Ty © COmo g e i sao co-primos, glh. Em parti-

cular, Lora(r;(a))(Lf(@)) = 0, logo g | Ord(Ls(a)). Ou seja, Ord(Lys(a)) = g.

[]

Lema 3.3.10. Seja f € F,[X]| um polinémio monico e primo com x. O nimero de
elementos a no fecho algébrico de F, tais que Ord(a) = f € dado por ¢,(f).

Demonstragao. Seja f € F,[X] um polindmio ménico de grau m, e mde(f,z) = 1.
Como a derivada de Ly ¢ igual a ag, Ly tem ¢™ raizes distintas, que estao contidas
em alguma extensao F,« de F,, com n natural. Assim, a € Fn, logo, a?" — a =0,
e portanto, Ly | (27" —z) e f | (z" —1).

Como toda extensao do tipo F,n sobre IF, possui uma base normal, existe um ele-
mento normal 5 tal que

Fon ={Ly(B8) / g € F4[X] e deg(g) <n — 1},
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Considere V' o conjunto dos elementos 7 no fecho algébrico de F, onde Ord(y) = f.
Como cada v esta em Fgn, temos

V:{’yEJPTq/Ord(fy) =f}CFp = V={yeFan /Ordly) = f}
Assim podemos escrever

Vi={Ly(P) | g € Fy[X], deg(g) <n—1eOrd(Ly(f)) = [}

z"—1

Como [ é normal, pelo lema anterior, f = Ord(L,(5)) = il Tg)"

% | 9. Entéo existe h € Fy[X] tal que g = h - %

deg(h) +n — deg(f) = deg(g) <n—1 = deg(h) < deg(f) — 1.

z"—1\ _ z"-—1
! )_ f

ou seja,

, € assim,

E como mde(z" — 1,g) = mde(z™ — 1, h - , temos que mde(h, f) = 1.

Isto implica que
Vi={Ly(B) | f.9.h € Fg[X], g = h'T> deg(h) < deg(f)—1 e mdc(f, h) = 1}.

A quantidade de polinémios h tais que deg(h) < deg(f) — 1 e mde(f,h) =1 é dada
por ¢q(f). Logo, V] = ¢q(f).

" —1

]

Teorema 3.3.11. O nimero de elementos k-normais de Fgn sobre Fy é dado por

D> dy(h)

h|z™—1
deg(h)=n—k

onde h € ménico e a divisao polinomial € feita sobre IF,.

Demonstragio. Seja h € Fy[X] de grau n — k. Pelo Lema [3.3.10, o ntmero de
elementos « tais que Ord(a) = h é igual a ¢,(h), e como deg(h) = deg(Ord(a)) =
n — k, pelo Teorema W(iii), a é k-normal. Logo, a quantidade de elementos k-
normais € igual a soma acima.

]

Observacao 3.3.12. Existem elementos k-normais em Fyn se, e somente se, 2" —1
é divisivel por um polinémio h € F,[X] de graun —k (ou k).

Um polinémio cujas raizes sao todas as raizes primitivas n-ésimas da unidade
¢ chamado de n-ésimo polinémio ciclotémico, denotado por @, (), e sdo os fatores
que compoem o polindémio " — 1, ou seja

2" —1 =[] ®al2).
dn

Isto mostra que a féormula mencionada no Teorema [3.3.11] depende da fatorizagao
de polinémios ciclotémicos em F,, o que se torna invidvel para valores de n muito
grandes.

Em [10] os autores propoem o seguinte problema: para quais valores de ¢, n e
k é possivel obter formulas “acessiveis” para o nimero de elementos k-normais de
F,» sobre F,? Em [17], os autores calculam o nimero de elementos k-normais para
valores especificos de ¢ e n, como mostram as tabelas a seguir.

51



k

0

2

#k-normais

2832

972

o4

Tabela 3.1: Quantidade de elementos k-normais de Fgs sobre Fyg.

k 0 1 2 3
#k-normais | 147456 | 147456 | 67584 | 21504

k 4 5 6 7
#k-normais | 5440 1024 144 16

Tabela 3.2: Quantidade de elementos k-normais de Fss sobre F5.

k 0 1 2 3
#k-normais | 16777216 | 16777216 | 7340032 | 1835008

k 4 ) 6 7
#k-normais | 286720 28672 1792 64

Tabela 3.3: Quantidade de elementos k-normais de Fgs sobre Fy.

k 0 1 2 3
#k-normais | 3981312 | 1327104 | 359424 | 82944

k 4 5 6 7
#k-normais | 12096 1728 180 12

Tabela 3.4: Quantidade de elementos k-normais de Frs sobre ;.

k 0 1 2 3
#k-normais | 13107200 | 13107200 | 8192000 | 4915200
k 4 5 6 7
#k-normais | 2170880 | 942080 | 384000 | 148480
k 8 9 10 11
#k-normais 54528 17408 5760 1408
k 12 13 14 15
#k-normais 448 96 28 4

Tabela 3.5: Quantidade de elementos k-normais de F3i6 sobre [Fs.
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Capitulo 4

Elementos primitivos k-normais

Sabemos que elementos normais, e elementos que sao simultaneamente primiti-
vos e normais sempre existem em extensoes de corpos finitos pelo Teorema da Base
Normal Primitiva [11]. A partir da nogdo de elemento k-normal introduzida no
capitulo anterior buscamos, agora, encontrar elementos que sejam simultaneamente
primitivos e k-normais.

A busca por tais elementos visa encontrar estruturas que, embora nao sejam
estritamente bases normais, oferecem uma combinacao poderosa de propriedades
multiplicativas (primitividade) e aditivas em um espago vetorial (k-normalidade),
com aplica¢oes na construgao de bases que otimizam a multiplicagao em corpos fi-
nitos.

Neste capitulo, encontramos as condicoes necesséarias para a existéncia destes
elementos e posteriormente mostramos exemplos encontrados em trabalhos recentes
na area.

4.1 Condicoes para existéncia de elementos primi-
tivos k-normais

Lema 4.1.1. Sejam f,g,h € F,[X]| polinomios nao nulos tais que mdc(g,h) = 1.
Entao existe g € F,[X] tal que mde(f,h+ gg') = 1.

Demonstracao. Se f é constante, o resultado é 6bvio. Caso contrario, defina

k
Q/ZHTi,

=

it

3
S

onde rad(f) = riry...7r,. Se r;|h entdo r; 1 g¢’, e consequentemente 7; ¥ h+ gg'; e se
ri 1 h entdo r; f h+ gg’. Ou seja, em qualquer dos casos, r;  h+ g¢’ para 1 <i < k.
Portanto, mde(f,h + gg’) = 1.

UJ
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Proposigao 4.1.2. Sejam 5 € Fyn um elemento normal sobre F, e f € F [X] um
divisor de " —1 de grau k. Entao oo = Ly(f) € k-normal, onde Ly € o q-polindémio
associado de f. Além disso, todo elemento k-normal € obtido desta forma.

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar que Ord(«a) = “”nf_l. Seja s = ”nf_l. Temos

Ls(e) = Lo(Ls(B)) = Las(B) = Luns 4(B) = Lana(B) = B = 8 = 0.

Logo, Ord(«a) divide s. Suponha que Ord(a) # s. Entao existe g € F,[X] monico,

z"—1

de grau pelo menos 1, tal que s = Ord(«).g, implicando que Ord(«a) = Dai,

fg °
0= Lanos (@) = Lenaa (Ly(B)) = Lena (B),

fg g

o que implica deg(Ord(f)) < n. Mas 5 € Fn é normal, logo, pelo Teorema (3.3.6}

deg(Ord(B)) = n. Contradigao. Portanto, Ord(a) = s = z"f—17 e a é k-normal.

Vejamos agora que todo elemento k-normal é obtido desta forma. Suponha que « é
um elemento k-normal. Defina g = Ord(a) e f = %. Entao, deg(g) = n—k. Seja
v € Fyn um elemento normal sobre F,. Entao existe h € F,[X] tal que av = Ly (7).
Dai, 0 = Ly(a) = Ly(Lp(7y)) = Lgn(7y). Como (2" — 1) | gh, obtemos f|h, e entao
existe f' € F,[X] tal que h = f.f’. Isso implica que

(@)=L_o_ (Lpa(7)=L_o_(v)=L_or (7)

mde(g,f') mde(g,f") mdc(g, f')

~ L, (wa) s (L , w))
mdc(g,f’) mde(g, f)

=0,

9
mdc(g, f")

ou seja, mdc(g, f') = 1. Entao, pelo Lema [4.1.1] existe um polinomio ¢ € F,[X]

tal que mdc(z™ — 1, f' 4+ g.¢') = 1, e pelo Teorema B = L(fr4g4¢(7) € normal.
Logo,

Ly(B) = Ly(L(s+99)(7) = Ligs+£99) (V) = Lipten—1)9)(7)
= Lip(7) + Lan1(Lg (7)) = Lin(7)
= .

O

Pelo Teorema , elementos k-normais existem em Fy» se, e somente se, 2" —1
tem divisor de grau k (ou n — k). Pelo teorema anterior, ¢ possivel construir um
elemento k-normal encontrando um divisor f € F,[X]| de 2™ — 1 de grau k, e um
elemento normal § € Fyn, dai o = L;(f) é um elemento k-normal de Fn.

De acordo com o Teorema [3.1.5] Sabemos que um elemento o € Fyn ¢ primitivo
se, e somente se, wyn_1(a) = 1. E pelo Teorema |3.2.7, sabemos que um elemento
a € F,» é normal se, e somente se, 2,n_1(«) = 1. Logo, se wyn_1(a)Qn_y1(a) = 1,
a é simultaneamente primitivo e normal.
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No restante deste capitulo, veremos condigoes para a existéncia de elementos
em F,» que sejam simultaneamente primitivos e k-normais. Para isso, considere o
seguinte somatorio:

=Y w1 (Lp(@)) Qe ().

OCEIFqn

Note que 7y contabiliza a quantidade de elementos primitivos e k-normais, pois
se a ¢ normal, dado um polinémio f € F,[X] divisor de 2" —1 de grau k, o elemento
L¢(a) é k-normal.

Em particular, elementos primitivos k-normais existem em Fgn se 7y > 0.

Proposicao 4.1.3. Sejam a € Fpn, f € F,[X] divisor de 2™ — 1 de grau k. Entao

L = )y a)).

CXEFq'n

Demonstragao. Vamos denotar as funcoes caracteristicas Qgn_1() e wyn_y(a) ape-

nas por («) e w(a), respectivamente. Pelos Teoremas e[3.2.7 temos
> w(Ly(@))Q(a)

77f - a€lfgn

0l — D)o —1) _ (g" — Oz — 1)

> 0" =1) [ Ya(Lp(a)OG" —1) [ xep(a)

a€Fgn djgn—1 D]z —1

0(q" —1)0(a" — 1)

=3 /qu(Lf(a)) / Xep (@)

a€Fgn ggn 1 Dlzn—1

-3 [ et

oCEIF‘?’"d\q"fl D|zn—1

O

Finalmente mostraremos o resultado principal deste trabalho, que consiste em
apresentar uma condi¢ao suficiente para a existéncia dos elementos primitivos k-
normais. Para isso, usaremos a seguinte definicao.

Definicao 4.1.4. Seja h um nimero inteiro postivo (ou um polinémio ménico). A
fungao W (h) contabiliza o nimero de divisores (monicos) livres de quadrados de h.
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Teorema 4.1.5. Sejam f € F [X] divisor de 2™ — 1 de grau k e ny o nimero de
elementos normais o € Fyn tais que Ly(ov) € primitivo. Entao

nf n o k—i—%_ n_1). n_1q

Em particular, se q2=% > W (q" — 1)W (2™ — 1), entdo existem elementos primitivos

k-normats em Fgn

Demonstracao. Para cada divisor d de ¢" — 1, e cada divisor D de 2™ — 1, defina a
seguinte Soma de Gauss:

Gr(a, Xep) = > WalLs(@))xep(a),

a€Fyn
e também
Gr(a, Xep) = Y 'MZ g Gr(Ya, Xep)-
o £

Pela proposicao anterior, temos

"y
0(¢" —1)0(z" — 1)

=S50+ 51+ 52+ S5,

onde

So = G¢(¥1, X0);
Si= | G, Xep)s

D|z" -1
D #1

Sy= [ G, x0);

dlq"—1
d #1

o Sp= [ | Gr¥a Xep):

dl¢"—1 D|z"—1
d#1 D #£1

A seguir, vamos encontrar cotas para cada S;.

e Para Sy, temos > ¢1(L¢())xo(a) = ¢".

OLE]Fqn

e Para estimar o valor de S, usamos a ortogonalidade dos caracteres, dada no
Teorema [2.2.6, para ver que

> bi(Lp(@)xep(@) = Y Xepl@) = 0.

OLEFqn CXGF n
D#1 D£1

Logo, S, = 0.

o6



Em S5 e S3, cada G¢(va, Xcp) contém o fator pu(d)u,(D) em sua expressao, que
resulta em 0 caso d ou D nao seja livre de quadrados. Ou seja, podemos considerar
apenas os casos onde d e D sao livres de quadrados.

e Em S5, a soma terda W (g™ — 1) — 1 termos. Defina My = max |G (¥4, Xx0)l, €
assim |Sg| < My - (W (g™ — 1) — 1). Agora, com o intuito de utilizar o Lema
2.3.3 vejamos que suas condigoes sao satisfeitas:

Escreva f = 32 Ja’. Como f|(z" — 1), temos que f { z, logo ag # 0. E
como L’f = ap, todas as raizes de L sao distintas, e Ly nao pode ser da forma
y - g(x)" para nenhum y € Fpn, g € F [X], r > 1. Além disso, deg(f) = k,
implicando que deg(Ly) = ¢*. Assim mdc(deg(Ly),q" — 1) = 1, ou seja, Ly
tem ¢* raizes distintas em F,n, e estas raizes formam um subespago vetorial
de F,n de dimensao k (Teorema [2.1.2)).

Portanto, do Lema temos que

|G (Ya, xo)| = Z Ya(Ly(a))xo(a)| = Z Ya(Lp(a))] < (¢F=1)q% < ¢"*%,

aEFqn CYG]Fqn

e assim |Sy| < ¢F*z - (W (g™ — 1) — 1).

e Em S3, a soma tera (W (¢" — 1) — 1)(W(a™ — 1) — 1) termos. Defina M3 =
max |G r(Va, Xep)|, € assim [S3| < Ms - (W(¢g" —1)—1)- (W(z"—1)—1).

Analogamente ao caso de S, podemos ver que as condi¢oes do Lema
sao satisfeitas. Portanto

G (Wa, Xep)l = | D ©alLp(@))xep(@)] < (¢F +1—1)g% = ¢"5,

OZE]Fqn

e assim |Ss| < ¢**z - (W(g" —1) = 1) - (W(a™ — 1) — 1).

Logo,
[Sa] +[Ss] < "5 - (W(g" = 1) = 1) - (1 + (W(z" =1) = 1)
<@ W(g"—=1)-W(z" —1).
Agora, lembrando que

nr
6" — DO — 1)

=50+ S1+ 52+ 53,

podemos usar a desigualdade triangular e as estimativas encontradas anteriormente
para obter

"y > B
i~ Do 1 = ¢ ~ 1% IS
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e portanto,

nf
8(q" — D)O(z" — 1)

> @' — ¢ W(" 1) W (2" - 1).

]

A desigualdade obtida como condigao necessaria para existéncia dos elementos
primitivos k-normais pode ser transformada em uma desigualdade do tipo ¢ > ¢(n)
pois existem cotas superiores para a funcao W. Em [1] os autores estabeleceram
que, para uma poténcia de primo ¢, existem a,b € N tais que W (z" — 1) < 2"
(ver |1, Lema 3.7]). Isto nos permite dizer que para valores de ¢ suficientemente
grandes a existéncia de tais elementos estd garantida. Mas para valores pequenos

de g a desigualdade deve ser analisada caso a caso para valores de n e k especificos.

4.2 Exemplos

Em [10] os autores fornecem a quantidade de elementos primitivos k-normais,
com 0 < k < n — 1 para certos valores de (¢,n). As tabelas abaixo mostram,
para (¢,n) € {(2,6),(5,6),(5,7)}, a quantidade de elementos k-normais, primitivos
k-normais, e a densidade destes elementos, isto é, a porcentagem em relacao a or-
dem de Fn com aproximacao de 2 casas decimais - exceto no caso (¢, n, k) = (5,7,6).

k | #k-normais | (%) iﬁ—f:rlrlzg(s)s (%)

0 24 37,50 18 28,12
1 12 18,75 12 18,75
7 13 98,12 6 9.37
3 3 4,69 0 0

4 ) 7,81 0 0

5) 1 1,56 0 0

Tabela 4.1: Elementos k-normais e primitivos k-normais de Fos sobre Fs.

k | #k-normais | (%) i?ig?igzs (%)

0 9216 58,98 2568 16,44
1 4608 29,49 1320 8,45

2 1344 8,60 360 2,30

3 384 2,46 72 4,61

4 64 0,41 0 0

D 8 0,05 0 0

Tabela 4.2: Elementos k-normais e primitivos k-normais de Fss sobre F'.
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k | #k-normais (%) i?;g?i;gs (%)
0 62496 79,99 31248 39,99
1 15264 19,99 7812 9,99
2 0 0 0 0

3 0 0 0 0

4 0 0 0 0

) 0 0 0 0

6 4 5.12.10 7 0 0

Tabela 4.3: Elementos k-normais e primitivos k-normais de F57 sobre Fs.

Nos tltimos anos diversos autores se dedicaram a encontrar valores especificos
de ¢, n e k para os quais elementos primitivos k-normais sempre existem, e também
a quantidade destes elementos para certos valores. Para £ = 0, ou seja, elementos
primitivos normais, os autores provaram em [11] que tais elementos sempre existem.
Em [16] e [1], os autores estabelecem as condigoes para existéncia destes elementos
quando k =1 e k = 2, respectivamente, como mostram os teoremas a seguir.

Teorema 4.2.1. [16, Teorema 1.3] (Teorema dos Primitivos 1-Normais) Sejam q
uma poténcia de um niumero primo, n > 3 um inteiro positivo. Entao existe um ele-
mento primitivo 1-normal de Fyn sobre F,. Além disso, quando n = 2 ndo existem
elementos primitivos 1-normais de Fp2 sobre I,,.

Teorema 4.2.2. [1, Teorema 1.2] (Teorema dos Primitivos 2-Normais). Sejam q
uma poténcia de um numero primo, n um inteiro positivo. Entao existe um elemento
primitivo 2-normal de Fn sobre B, se, e somente se, n > 5 e mde(q® —1,n) # 1 ou
n=4eq=1 (mod 4).

Trabalhos continuam sendo realizados na area, ja que a vantagem dos elementos
k-normais primitivos sobre os elementos k-normais gerais reside na combinacao da
eficiéncia computacional das bases normais com a propriedade de serem primitivos,
ou seja, geram todo o grupo multiplicativo do corpo, permitindo logaritmos discre-
tos eficientes e maior seguranca criptografica, resultando em esquemas de troca de
chaves mais robustos e sequéncias pseudoaleatorias. Essencialmente, estes elementos
oferecem maior controle e melhores propriedades por serem geradores simultaneos
de estruturas aditivas e multiplicativas, o que é valioso em aplicagoes avancadas.
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