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CARLOS, D. P. O. Códigos Hiperbólicos. 2026. (66 pág) Dissertação de Mestrado, Universidade
Federal de Uberlândia, Uberlândia-MG.

Resumo

Neste trabalho estudamos os assim chamados códigos hiperbólicos. Apresentamos inicialmente
resultados sobre os corpos finitos e introduzimos conceitos e resultados da teoria das Bases de
Gröbner, como por exemplo, as variedades afins, a pegada de um ideal e a relação entre a pegada
e a variedade de um ideal. Em seguida, apresentamos os códigos hiperbólicos e através da teoria
das Bases de Gröbner conseguimos determinar os parâmetros fundamentais (comprimento,
dimensão e distância mínima) dos códigos hiperbólicos e demos uma caracterização dos códigos
hiperbólicos através de dualidade. Tendo introduzido os pesos generalizados de Hamming e
definições como conjunto denso e ótimo foi possível determinar uma cota inferior para o peso
generalizado de Hamming desses códigos.

Palavras-chave: (Corpos finitos, Bases de Gröbner, Variedades afins, Códigos Hiperbólicos,
Peso Generalizado de Hamming.)
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CARLOS, D. P. O. Códigos Hiperbólicos. 2026. (66 pág) Dissertação de Mestrado, Universidade
Federal de Uberlândia, Uberlândia-MG.

Abstract

In this work we study the so-called hyperbolic codes. We initially present results on finite
fields and introduce concepts and results from Gröbner’s Basis theory, such as affine manifolds,
the footprint of an ideal, and the relationship between the footprint and the manifold of an
ideal. Next, we present the hyperbolic codes and, through Gröbner’s Basis theory, we were
able to determine the fundamental parameters (length, dimension, and minimum distance) of
the hyperbolic codes and provide a characterization of the hyperbolic codes through duality.
Having introduced the generalized Hamming weights and definitions such as dense and optimal
sets, it was possible to determine a lower bound for the generalized Hamming weight of these
codes.

Keywords : (Finite fields, Gröbner bases, Affine manifolds, Hyperbolic codes, Generalized Ham-
ming weights.)
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Introdução

Os Códigos Corretores de Erros estão presentes no nosso cotidiano de diversas maneiras, tais
como assistir a um programa de televisão, falar ao telefone, mandar um recado para alguém via
e-mail ou por aplicativos de trocas de mensagens, enfim, sempre que fazemos uso de informações
digitalizadas. Segundo [6], essa teoria teve origem com o trabalho pioneiro do matemático
Claude Shannon, do laboratório Bell, em um trabalho publicado em 1948 e, desde então,
tem se desenvolvido bastante, estabelecendo conexões entre diversas áreas do conhecimento,
como a Álgebra Linear, Álgebra Comutativa, Geometria Algébrica e dentre outras. Um código
corretor de erro é em essência, um modo organizado de acrescentar algum dado adicional
(redundâncias) a cada informação que se queira transmitir ou armazenar, que permita, ao
recuperar a informação, detectar e corrigir erros.

O objetivo principal deste trabalho é o estudo dos chamados códigos hiperbólicos, que
são um tipo particular dos códigos lineares (um código linear é um Fq-subespaço vetorial de
Fn
q , onde Fq é um corpo finito com q elementos). Nesta dissertação iremos apresentar vários

resultados acerca dos códigos hiperbólicos, tais como uma caracterização através de dualidade
e determinaremos cotas inferiores para seus pesos generalizados de Hamming.

Mais especificamente, a dissertação está estruturada da seguinte forma:

No primeiro capítulo, descrevemos alguns conceitos e resultados fundamentais utilizados na
abordagem do tema deste trabalho. Dentre esses conceitos, destacamos a característica de um
corpo, e existência e unicidade dos corpos finitos.

O segundo capítulo é dedicado ao estudo dos códigos lineares. Neste capítulo apresentamos
conceitos como a métrica de Hamming, a matriz geradora, e damos um exemplo de um código
linear, a saber o código de Reed-Solomon. Para finalizar introduzimos os pesos generalizados
de Hamming e alguns de seus resultados, seguindo [7].

No terceiro capítulo são apresentados os conceitos de ordem monomial, o algoritmo da
divisão para polinômios em várias variáveis, bases de Gröbner, pegada de um ideal, variedades
afins, a relação entre eles e o Teorema de Buchberger (veja [2]). Ao final do capítulo definimos
uma função chamada mapa de avaliação e também os Códigos de Variedades Afins, que serão
bastante utilizados no decorrer do trabalho.

No quarto capítulo apresentamos o conceito principal da dissertação, que são os códigos
hiperbólicos, seguindo [5]. Apresentamos, neste capítulo, uma caracterização desses códigos e
determinamos seus parâmetros fundamentais a partir da teoria das Bases de Gröbner que foi
desenvolvida no capítulo precedente. Além disso, usando novamente as técnicas apresentadas
no capítulo anterior e introduzindo as noções de conjunto denso e ótimo determinamos uma
cota inferior para os pesos generalizados de Hamming desses códigos.

Carlos Daniel Pereira de Oliveira
Uberlândia-MG, 20 de fevereiro de 2026.
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Capítulo 1

Corpos finitos

1.1 Introdução

Neste capítulo inicial introduziremos resultados importantes sobre os corpos finitos, tais como:
característica de um corpo finito, polinômios irredutíveis, existência e unicidade de corpos
finitos. Na elaboração dessa parte do trabalho, usaremos como referência principal [6].

Seja K um corpo finito (ou seja, K é um corpo cujo número de elementos é finito) com
unidade 1. Defina o conjunto

ΛK := {n ∈ N | n · 1 = 0} ⊂ N,

onde N := {1, 2, 3, . . .}.

Afirmação: ΛK ̸= ∅.
De fato, como K é um corpo finito, então existem n1, n2 ∈ N, com n1 < n2 tais que

n1 · 1 = n2 · 1. Logo, (n2 − n1) · 1 = 0, com n2 − n1 > 0, e, portanto, ΛK ̸= ∅.

Doravante, quando tivermos um corpo K a multiplicação de dois elementos x, y ∈ K será
designada simplesmente por xy.

Definição 1.1.1 (Característica de um corpo). A característica de um corpo finito K é o
inteiro positivo

car(K) := minΛK = min{n ∈ N | n1 = 0}.
Se um corpo F é um subcorpo de um corpo K, então car(F) = car(K), pois ΛK = ΛF. Além
disso, é claro que K é um F-espaço vetorial.

Proposição 1.1.2. Seja K um corpo finito, então car(K) é um número primo.

Demonstração. Seja m = car(K) e suponha por absurdo que m não seja primo. Ou seja, m é um
número composto, o que significa que existem inteiros m1,m2, com m1,m2 > 1 e m1,m2 < m
tais que m = m1m2. Assim,

0 = m1

= (m1m2)1

= m1(m21)

= (m11)(m21).

Como K é um corpo, em particular, K é um domínio, então m11 = 0 ou m21 = 0. Logo,
m1 e m2 são menores que m e pertencem a ΛK, o que é uma contradição, pois contraria a
minimalidade de m. Portanto, car(K) é um número primo.
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Proposição 1.1.3. Seja K um corpo finito com car(K) = p e sejam m ∈ Z e a ∈ K. Se
ma = 0, então m é um múltiplo de p ou a = 0.

Demonstração. Seja ma = (m1)a = 0. Como K é um corpo temos que K é um domínio e logo
m1 = 0 ou a = 0. Se a = 0, acabou. Suponha que a ̸= 0, então m1 = 0. Dividindo m por p,
pelo algoritmo da divisão podemos escrever m = λp+ r, onde λ, r ∈ Z, com 0 ≤ r < p. Logo,

0 = m1

= (λp+ r)1

= (λp)1 + r1

= λ(p1) + r1

= λ0 + r1

= r1.

Como p é o menor inteiro positivo satisfazendo p1 = 0, segue que r = 0. Ou seja, m = λp e,
portanto, m é múltiplo de p.

Teorema 1.1.4. Seja K um corpo finito com car(K) = p. Então, K contém um subcorpo
isomorfo a Zp := Z/(p). Em particular, K tem pn elementos para algum número natural n.

Demonstração. Defina a aplicação φ dada por

φ : Zp → K

n 7→ n1,

em que n denota a classe de n em Zp.
Vejamos que φ está bem definida. Sejam m,n ∈ Z tais que n = m. Logo, existe β ∈ Z onde

n = m+ βp. Logo,

n1 = (m+ βp)1 = m1 + (βp)1 = m1 + β(p1) = m1 + β0 = m1 + 0 = m1.

Agora, provemos que φ é um homomorfismo de corpos. Com efeito,

• φ(1) = 1.

• sejam m,n ∈ Zp, com m,n ∈ Z. Então

φ(m+ n) = φ(m+ n)

= (m+ n)1

= m1 + n1

= φ(m) + φ(n)

e

φ(m · n) = φ(mn)

= (mn)1

= (m1)(n1)

= φ(m)φ(n).

De propriedades de homomorfismos de corpos temos que φ(Zp) é um subcorpo de K, isomorfo
a Zp.
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Desta forma, segue que K é um Zp-espaço vetorial e como K é finito, temos que K tem
dimensão finita sobre Zp. Seja {α1, . . . , αn} uma base de K sobre Zp. Então, existem βi ∈ Zp,
com i = 1, . . . , n tais que todo elemento de K pode ser escrito de maneira única como

β1α1 + · · ·+ βnαn.

Para cada i = 1, . . . , n temos p possibilidades para os escalares βi, logo #(K) = pn.

No que se segue algumas propriedades importantes sobre potências da característica de um
corpo finito são apresentadas.

Proposição 1.1.5. Se K é um corpo finito com car(K) = p e seja q = pr, para algum inteiro
positivo r. Se a, b ∈ K, temos que

(a+ b)q = aq + bq.

Demonstração. Mostraremos a afirmação fazendo indução sobre r.
Primeiramente, consideremos r = 1. Pelo Binômio de Newton, temos

(a+ b)p = ap +

(

p

1

)

ap−1b+ · · ·+
(

p

i

)

ap−ibi + · · ·+ bp.

É sabido que p |
(

p

i

)

, para todo i = 1, . . . , p− 1, logo

(a+ b)p = ap + bp,

provando assim o caso r = 1.

Suponhamos que a proposição é válida para r − 1, ou seja

(a+ b)p
r−1

= ap
r−1

+ bp
r−1

. (1.1)

Usando 1.1 e o caso r = 1, obtemos que

(a+ b)q = (a+ b)p
r

= ((a+ b)p
r−1

)p

= (ap
r−1

+ bp
r−1

)p

= (ap
r−1

)p + (bp
r−1

)p

= ap
r

+ bp
r

= aq + bq.

Proposição 1.1.6. Seja K um corpo finito. Sejam a1, . . . , an ∈ K com car(K) = p e q = pr,
com r ≥ 0 um número inteiro. Então

(a1 + a2 + · · ·+ an)
q = aq1 + aq2 + · · ·+ aqn.

Além disso, se P (X) = a0 + a1X + · · ·+ anX
n ∈ K[X], então

P (X)q = aq0 + aq1X
q + · · ·+ aqnX

nq.
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Demonstração. A demonstração será feita por indução em n e no expoente r.
É claro que para n = 1 e r = 1, o resultado é verdadeiro. Fixemos r = 1 e faremos a indução
sobre n.
Suponha que o resultado é válido para k > 1, ou seja,

(a1 + · · ·+ ak)
p = ap1 + · · ·+ apk.

Assim para o caso k + 1, usando a Proposição 1.1.5 temos

(a1 + · · ·+ ak + ak+1)
p = ((a1 + · · ·+ ak) + ak+1)

p = (a1 + · · ·+ ak)
p + apk+1.

Usando a hipótese de indução temos que

(a1 + · · ·+ ak + ak+1)
p = ap1 + · · ·+ apk + apk+1.

Agora, fixaremos n e faremos uma indução sobre r. Veja que o caso onde r = 1 já foi provado
e suponha válido para r > 1. Sabemos que pr+1 = prp, então

(a1 + · · ·+ an)
pr+1

= ((a1 + · · ·+ an)
pr)p.

Usando a hipótese de indução, segue que

(a1 + · · ·+ an)
pr+1

= (ap
r

1 + · · ·+ ap
r

n )p = ap
r+1

1 + · · ·+ ap
r+1

n .

Se P (X) = a0 + a1X + · · ·+ anX
n, segue imediatamente do que acabamos de provar que

P (X)q = (a0 + a1X + · · ·+ anX
n)q = aq0 + aq1X

q + · · ·+ aqnX
nq.

Corolário 1.1.7. Seja K um corpo finito com car(K) = p. Se q = pr, com r ≥ 0, então a
aplicação fq definida por

fq : K → K
x 7→ xq

é um isomorfismo de corpos.

Demonstração. Pelas propriedades provadas acima temos que fq é homomorfismo. Além disso,
todo homomorfismo de corpos é injetor, e como K é finito, também é sobrejetor.

Corolário 1.1.8. Sejam F um corpo de característica p > 0 e q uma potência inteira de p. O
conjunto K = {α ∈ F | αq − α = 0} é um subcorpo de F.

Demonstração. Observe que K ̸= ∅, pois 1q − 1 = 0, ou seja, 1 ∈ K. Sejam α, β ∈ K com β ̸= 0
então αq − α = 0 e βq − β = 0. Logo, pela Proposição 1.1.5 segue que

(α− β)q − (α− β) = (αq − βq)− (α− β)

= (αq − α)− (βq − β)

= 0− 0 = 0

e
(

α

β

)q

− α

β
=

αq

βq
− α

β

=
α

β
− α

β

= 0.

Portanto, K é um subcorpo de F.
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Definição 1.1.9 (Derivação de Polinômios). Seja K um corpo e considere P (X) = a0+ a1X +
a2X

2 + · · · + anX
n ∈ K[X] um polinômio. Então a derivada de P (X), que é denotada por

P ′(X), é o polinômio
P ′(X) = a1 + 2a2X + · · ·+ nanX

n−1.

É fácil ver que a derivada da soma de polinômios é a soma das derivadas desses polinô-
mios, vale também que (P (X)Q(X))′ = P (X)′Q(X) + P (X)Q(X)′ e a Regra da Cadeia, para
composição de polinômios.

Proposição 1.1.10. Seja K um corpo finito com car(K) = p e seja P (X) ∈ K[X]. Então
P ′(X) = 0 se, e somente se, existe um polinômio Q(X) ∈ K[X] tal que P (X) = Q(X)p.

Demonstração. ⇒ Seja P (X) = a0+a1X+ · · ·+aiX
i+ · · ·+anX

n tal que P ′(X) = 0. Assim,
temos que

P ′(X) = a1 + 2a2X + · · ·+ iaiX
i−1 + · · ·+ nanX

n−1 = 0.

Logo, iai = 0 para todo i = 1, . . . , n. Pela Proposição 1.1.3, temos que ter ai = 0 sempre que i
não for múltiplo de p. Portanto,

P (X) = a0 + apX
p + a2pX

2p + · · · .

Escolhendo bi ∈ K tal que bpi = aip, o que é possível pelo Corolário 1.1.7, para q = p, e definindo
Q(X) := b0 + b1X + b2X

2 + · · · , temos P (X) = Q(X)p.
⇐ Se P (X) = Q(X)p, então aplicando a Regra da Cadeia, obtemos que

P ′(X) = pQ(X)p−1Q′(X) = (p1)Q(X)p−1Q′(X) = 0Q(X)p−1Q′(X) = 0.

Proposição 1.1.11. Seja f(X) ∈ K[X] com um fator múltiplo não constante em K[X]. Então
MDC(f(X), f ′(X)) ̸= 1, onde MDC(f(X), f ′(X)) denota o máximo divisor comum entre f(X)
e f ′(X).

Demonstração. Seja h(X) ∈ K[X] um fator múltiplo não constante de f(X), então existem
r > 1 e g(X) ∈ K[X] tais que

f(X) = h(X)rg(X).

Assim, pela Regra do Produto temos

f ′(X) = rh(X)r−1h′(X)g(X) + h(X)rg′(X)

= h(X)(rh(X)r−2h′(X)g(X) + h(X)r−1g′(X)).

Logo, h(X) é um divisor de f ′(X) e de f(X) e, portanto, MDC(f(X), f ′(X)) ̸= 1.

Proposição 1.1.12. Considere K um corpo finito de característica p e seja q = pr, para algum
inteiro positivo r. O polinômio F (X) = Xq − X não possui fatores irredutíveis múltiplos em
K[X].

Demonstração. Seja F (X) = Xq−X. Derivando F (X), obtemos que F ′(X) = qXq−1−1 = −1.
Logo, MDC(F (X), F ′(X)) = 1. Portanto, usando a contrapositividade da Proposição 1.1.11,
F (X) não possui fatores irredutíveis múltiplos em K[X].

Lema 1.1.13. Seja K um corpo com q elementos e seja α ∈ K∗ =: K \ {0}. Então

αq−1 = 1.
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Demonstração. Seja α ∈ K∗. Defina a função

φα : K∗ → K∗

a 7→ αa.

Sejam a, b ∈ K∗ tais que φα(a) = φα(b). Ou seja, αa = αb, o que implica que α(a − b) = 0.
Portanto, a = b, e, por conseguinte, φα é injetora. Como K∗ é finito, segue que φα é bijetora.

Se K∗ = {a1, . . . , aq−1}, temos que

{αa1, . . . , αaq−1} = {a1, . . . , aq−1}.

Daí,
αa1 · · ·αaq−1 = a1 · · · aq−1.

Portanto, αq−1 = 1.

A partir do Lema anterior, segue o resultado a seguir.

Corolário 1.1.14. Seja K um corpo finito com q elementos. Para todo α ∈ K e para todo
i ∈ N, temos que

αqi = α.

Demonstração. Se α = 0, o resultado segue trivialmente.
Suponha que α ̸= 0. A demonstração será feita por indução em i. Para i = 1, pelo Lema 1.1.13
temos que

αq = αq−1α = 1α = α.

Suponha que é verdadeira para i = k − 1, ou seja,

αqk−1

= α.

Logo, para i = k segue que
αqk = (αqk−1

)q = αq = α.

Corolário 1.1.15. Seja K um corpo finito com q elementos e car(K) = p, e suponha que
F é uma extensão de K. Então os elementos de K são os elementos de F que são raízes de
Xq − X = 0, enquanto que os elementos do subcorpo Zp de F são as raízes do polinômio
Xp −X = 0.

Demonstração. Note que, pelo Corolário 1.1.14, temos que os elementos de K são raízes do
polinômio Xq − X. Mas esse polinômio, tendo grau q, tem no máximo q raízes, logo, as suas
raízes são todos os elementos de K. De modo análogo, prova-se a outra afirmação considerando
Zp no lugar de K.

Seja K um corpo finito e seja α ∈ K∗. Sabemos do Lema 1.1.13 que

{n ∈ N | αn = 1} ̸= ∅.

Definição 1.1.16 (Ordem de um elemento). A ordem de α ∈ K∗ é o inteiro positivo

ord(α) := min{n ∈ N | αn = 1}.

Proposição 1.1.17. Sejam K um corpo finito com q elementos e α ∈ K∗. Se m é um inteiro
positivo satisfazendo αm = 1, então ord(α) | m. Em particular, ord(α) | (q − 1).
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Demonstração. Dividindo m por ord(α), pelo algoritmo da divisão existem s, r ∈ Z tais que

m = (ord(α))s+ r,

com 0 ≤ r < ord(α). Portanto,

1 = αm

= α(ord(α))s+r

= α(ord(α))sαr

= 1αr,

e, consequentemente, r = 0, pois caso contrário, contrariaria a minimalidade de ord(α). Logo,
ord(α) | m.

Por fim, pelo Lema 1.1.13, temos que αq−1 = 1 e pelo que acabamos de provar, ord(α) |
(q − 1).

Proposição 1.1.18. Seja K um corpo finito. Sejam α, β elementos de K tais que

MDC(ord(α), ord(β)) = 1.

Então ord(αβ) = ord(α)ord(β).

Demonstração. Suponha que m = ord(α) e n = ord(β). Então

(αβ)mn = (αm)n(βn)m = 1,

o que significa que ord(αβ) | mn.
Por outro lado, se (αβ)t = 1, então

1 = ((αβ)t)m = αtmβtm = 1βtm = βtm, e

1 = ((αβ)t)n = αtnβtn = αtn1 = αtn.

Logo, pela Proposição 1.1.17, temos que n | tm e m | tn. Como MDC(m,n) = 1, então m | t
e n | t. Novamente usando o fato de que MDC(m,n) = 1, segue que mn | t, o que prova que
mn = min{t > 0 | (αβ)t = 1}. Portanto, ord(αβ) = mn.

Proposição 1.1.19. Seja K um corpo finito e sejam α ∈ K∗ e i ∈ N. Se ord(α) = m, então

ord(αi) =
m

MDC(m, i)
.

Demonstração. Seja t = ord(αi), então por definição, t é o menor inteiro positivo tal que

αit = (αi)t = 1.

Ou seja, t é o menor inteiro positivo tal que m | it, em outras palavras, it é o menor múltiplo
comum entre m e i. Logo, it = MMC(m, i). Como MDC(m, i)MMC(m, i) = mi, então

t =
MMC(m, i)

i
=

m

MDC(m, i)
.
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1.2 Polinômios Irredutíveis

Proposição 1.2.1. Sejam K um corpo finito com q elementos, f(X) um polinômio mônico
irredutível em K[X], de grau d e F = K[X]/(f(X)) um corpo. Denotaremos por g(X) a classe
de g(X) no quociente K[X]/(f(X)). São válidas as seguintes afirmações:

1. O conjunto {1, X,X2, . . . , Xd−1} é uma base para o K-espaço vetorial F.

2. X
qd

= X em F.

3. f(X) divide Xqd −X em K[X].

4. Os elementos X,X
q
, . . . , X

qd−1

de F são distintos e são as raízes de f(X).

Demonstração.
1) Provemos que {1, X,X2, . . . , Xd−1} gera F e que é um conjunto linearmente independente.
Seja f(X) = a0 + a1X + · · · +Xd ∈ K[X]. Dividindo g(X) ∈ K[X] por f(X), existem únicos
q(X), r(X) ∈ K[X] tais que

g(X) = q(X)f(X) + r(X),

onde r(X) = 0 ou grau(r(X)) < grau(f(X)). Assim, temos que

g(X) = q(X)f(X) + r(X) = r(X) = b01 + b1X + · · ·+ bd−1Xd−1,

isto é, qualquer elemento de F pode ser escrito como combinação linear de elementos 1, X,X2,
. . . , Xd−1, com bj ∈ K para todo j = 0, . . . , d− 1 e, portanto, gera F como K-espaço vetorial.

Agora, suponha que
∑d−1

i=0 aiX
i = a01+a1X+a2X2+ · · ·+ad−1Xd−1 = 0, então

∑d−1
i=0 aiX

i

é um múltiplo de f(X), que é satisfeito se e só se ai = 0 para todo i = 0, . . . , d− 1.

2) Note que F é um corpo finito com qd elementos, logo, pelo Corolário 1.1.14, temos que

X
qd

= X.

3) Segue do item anterior que X
qd −X = 0, ou seja, Xqd −X = 0. Portanto, f(X) divide

Xqd −X em K[X].

4) Seja

g(Y ) = (Y −X)(Y −X
q
) · · · (Y −X

qd−1

) ∈ F[Y ]

um polinômio em F[Y ]. Temos de (2) que

g(Y q) = (Y q −X)(Y q −X
q
) · · · (Y q −X

qd−1

)

= (Y q −X
qd

)(Y q −X
q
) · · · (Y q −X

qd−1

)

=

(

(Y −X
qd−1

)(Y −X) · · · (Y −X
qd−2

)

)q

= (g(Y ))q.

Assim, g(Y q) = (g(Y ))q e, portanto, se g(Y ) = b0+b1Y + · · ·+bd−1Y
d−1+Y d, temos que bqi = bi

para todo i = 0, 1, . . . , d− 1. Sendo assim, usando o Corolário 1.1.15 segue que g(Y ) ∈ K[Y ].
Como f(Y ), g(Y ) ∈ K[Y ] possuem uma raiz comum numa extensão F de K, segue que o

seu MDC em F[Y ] é não constante e pertence a K[Y ]. Como f(Y ) é irredutível e mônico, ele
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coincide com o MDC de f(Y ) e g(Y ), logo, f(Y ) divide g(Y ). Como f(Y ) e g(Y ) são polinômios
mônicos de mesmo grau, eles devem ser iguais.

Por (3), temos que g(Y )(= f(Y )) divide Y qd − Y e pela Proposição 1.1.12 não tem fatores

múltiplos em nenhuma extensão F de K. Portanto, as raízes X,X
q
, . . . , X

qd−1

de g(Y ) são duas
a duas distintas.

Observação 1.2.2. Note que, pela Proposição 1.2.1, se X ∈ K[X]/(f(X)), com f(X) irredu-
tível em K[X] de grau d, segue que

d = min{j ∈ N | Xqj

= X}.

Proposição 1.2.3. Seja K um corpo finito com q elementos e seja n um inteiro positivo. Em
K[X] vale a seguinte igualdade:

Xqn −X =
∏

d|n

Gd(X),

onde Gd(X) é o produto de todos os polinômios mônicos irredutíveis de grau d em K[X], e o
produto na fórmula acima é efetuado sobre todos os inteiros positivos d que dividem n.

Demonstração. Seja f(X) ∈ K[X] um polinômio mônico irredutível de grau d. Pela Proposição
1.1.12, temos que Xqn−X não possui fatores irredutíveis múltiplos em K[X], então basta provar
a seguinte asserção:

f(X) | (Xqn −X) ⇐⇒ d | n.
⇒ Suponha que f(X) | (Xqn −X). Pela Proposição 1.2.1 (3), temos que f(X) | (Xqd −X)

então f(X) | MDC(Xqn − X,Xqd − X). Logo, f(X) | (Xqe − X), onde e = MDC(n, d) ≤ d.

Assim, temos X
qe

= X em K[X]/(f(X)), o que pela Proposição 1.2.1 (4) só é possível se e ≥ d.
Segue que d = e = MDC(n, d), e, portanto, d | n.

⇐ Se d | n então (Xqd − X) | (Xqn − X). Agora, pela Proposição 1.2.1 (3), temos que
f(X) | (Xqd −X) e, portanto, f(X) | (Xqn −X).

Corolário 1.2.4. Seja I(n) o número de polinômios mônicos irredutíveis de grau n em K[X],
onde K é um corpo finito com q elementos. Temos que

qn =
∑

d|n

dI(d).

Demonstração. Para cada d, note que o grau do polinômio Gd(X) que aparece no enunciado
da Proposição acima é dI(d). Portanto,

qn = grau(Xqn −X)

= grau(
∏

d|n

Gd(X))

=
∑

d|n

grau(Gd(X))

=
∑

d|n

dI(d).

Teorema 1.2.5. Sejam K um corpo finito e n um número natural. Então, existe pelo menos
um polinômio irredutível de grau n em K[X].

10



Demonstração. Faremos uma indução sobre o grau n. Para n = 1, o resultado segue trivial-
mente, pois X é um polinômio irredutível.

Agora, seja n > 1 e suponhamos que 1 = d1 < · · · < ds < n, com s ≥ 1, são os divisores de
n. Pondo q = #(K) e aplicando o Corolário anterior, segue que

qn =
∑

d|n

dI(d)

=
s

∑

i=1

diI(di) + nI(n)

≤
s

∑

i=1

(

∑

d|di

dI(d)

)

+ nI(n)

=
s

∑

i=1

qdi + nI(n)

<
ds
∑

i=0

qi + nI(n)

=
qds+1 − 1

q − 1
+ nI(n)

< qds+1 + nI(n).

Portanto, nI(n) > qn − qds+1.
Como ds | n e ds < n, então n = λds, com λ > 1. Logo, ds = n

λ
≤ n

2
e qds+1 ≤ q

n
2
+1.

Consequentemente,

nI(n) > qn − q
n
2
+1 = qn(1− q−

n
2
+1) ≥ 0.

Portanto, I(n) > 0.

1.3 Existência de Corpos Finitos

Teorema 1.3.1 (Existência de Corpos Finitos). Para todos os números inteiros positivos p e
n com p primo, existe um corpo com pn elementos.

Demonstração. De acordo com o Teorema 1.2.5, existe, para cada um dos inteiros positivos p
e n com p primo, pelo menos um polinômio irredutível f(X) ∈ Zp[X] de grau n, logo, o corpo
K = Zp[X]/(f(X)) é um dos corpos procurados, pois tem pn elementos.

1.4 Unicidade dos corpos finitos

Teorema 1.4.1 (Unicidade dos Corpos Finitos). Dois corpos finitos com o mesmo número de
elementos são isomorfos.

Demonstração. Seja L um corpo finito com pn elementos, logo, car(L) = p e pelo Teorema 2.0.9
ele contém um corpo isomorfo a Zp. Logo, L é um Zp-espaço vetorial de dimensão n.

Como L é um corpo finito com pn elementos, segue pelo Corolário 1.1.13, que a equação
Xpn −X tem todas as suas raízes em L e todos os elementos de L são as raízes desse polinômio.

Seja f(X) ∈ Zp[X] um polinômio mônico irredutível de grau n, cuja existência está ga-
rantida pelo Teorema 1.2.5. Pela Proposição 1.2.1 (3), sabemos que f(X) divide Xpn − X
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em Zp[X], logo, existe β ∈ L tal que f(β) = 0. Note que {1, β, β2, . . . , βn−1} ⊂ L é um con-
junto linearmente independente sobre Zp, pois, caso contrário, existiria um polinômio não nulo
r(X) ∈ Zp[X] de grau menor do que o grau de f(X) tal que r(β) = 0. Isso implicaria que
MDC(f(X), r(X)) ̸= 1 e como f(X) é irredutível, então f(X) | r(X), o que é um absurdo, pois
grau(r(X)) < n. Logo, {1, β, β2, . . . , βn−1} é uma base de L sobre Zp. Lembramos também
que, pela Proposição 1.2.1 (1), que {1, X,X

2
, . . . , X

n−1} é uma base de Zp[X]/(f(X)) sobre
Zp.

Defina a seguinte função:

φ : Zp[X]/(f(X)) → L

a0 + · · ·+ an−1Xn−1 7→ a0 + a1β + · · ·+ an−1β
n−1.

Vejamos que φ está bem definida. Com efeito, considerando duas classes a0 + · · ·+ an−1Xn−1,
b0 + · · ·+ bn−1Xn−1 ∈ Zp[X]/(f(X)) tais que

a0 + · · ·+ an−1Xn−1 = b0 + · · ·+ bn−1Xn−1

existe g(X) ∈ Zp[X] tal que

(a0 + · · ·+ an−1X
n−1)− (b0 + · · ·+ bn−1X

n−1) = f(X)g(X).

Portanto,
(a0 + · · ·+ an−1β

n−1)− (b0 + · · ·+ bn−1β
n−1) = f(β)g(β) = 0,

ou seja,
a0 + · · ·+ an−1β

n−1 = b0 + · · ·+ bn−1β
n−1.

Obviamente que φ é sobrejetora e é aditiva, isto é,

φ(u+ v) = φ(u) + φ(v),

para todos u, v ∈ Zp[X]/(f(X)).
Além disso, note também que,

φ(1) = 1.

Para finalizar, devemos mostrar apenas que φ é multiplicativa, isto é,

φ(uv) = φ(u)φ(v), ∀u, v ∈ Zp[X]/(f(X)),

pois, já sabemos que todo homomorfismo de corpos é injetor. Sejam u = u(X), v = v(X) ∈
Zp[X]/(f(X)), em que u(X), v(X) ∈ Zp[X]. Dividindo u(X)v(X) por f(X), pelo algoritmo da
divisão existem q(X), r(X) ∈ Zp[X] tais que

u(X)v(X) = f(X)q(X) + r(X),

onde r(X) = 0 ou grau(r(X)) ≤ n− 1. Logo,

u(X)v(X) = r(X) e u(β)v(β) = r(β)

o que prova que
φ(uv) = r(β) = u(β)v(β) = φ(u)φ(v).

Assim, qualquer corpo com pn elementos é isomorfo a Zp[X]/(f(X)) e portanto quaisquer
dois corpos com pn elementos são isomorfos.

Doravante, se q é uma potência de p com p primo, denotaremos por Fq o único corpo (a
menos de isomorfismo) com q elementos.
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Capítulo 2

Códigos corretores de erros

O presente capítulo é dedicado aos fundamentos teóricos deste trabalho. Comecemos intro-
duzindo o conceito de um código corretor de erro e a métrica de Hamming. Em seguida,
estudaremos os códigos lineares e daremos um exemplo. Para finalizar, definimos os pesos ge-
neralizados de Hamming e algumas de suas importantes propriedades. Dentre as referências,
utilizamos [6] e [7].

O ponto de partida para a construção de um código corretor de erro é dar um conjunto
finito A, que é chamado de alfabeto. Denote por #(A), o número de elementos de A, que será
simbolizado por q, ou seja, #(A) = q.

Definição 2.0.1 (Código Corretor de Erro). Sejam A um alfabeto e n ≥ 1 um número inteiro.
Um código corretor de erro C é um subconjunto próprio qualquer de An. Os elementos de
C são chamados de palavras-código ou palavras.

Definição 2.0.2 (Distância de Hamming). Dados dois elementos u = (u1, . . . , un),v = (v1, . . . , vn)
de An, a distância de Hamming entre u e v é definida como

d(u,v) = #{i | ui ̸= vi, com 1 ≤ i ≤ n}.

Exemplo 2.0.3. Seja {0, 1}3 = {0, 1} × {0, 1} × {0, 1}, onde A = {0, 1}. Por exemplo, temos
que

d((0, 0, 1), (1, 1, 1)) = 2;

d((0, 0, 0), (1, 1, 1)) = 3;

d((1, 0, 0), (1, 1, 0)) = 1;

d((1, 1, 0), (1, 1, 1)) = 1.

Agora, provaremos que d, satisfaz as propriedades de uma métrica. Por essa razão, a
distância de Hamming entre elementos de An é também chamada de métrica de Hamming.

Proposição 2.0.4. Sejam u = (u1, . . . , un),v = (v1, . . . , vn),w = (w1, . . . , wn) ∈ An. Então,
são satisfeitas as seguintes propriedades:

1. Não-negatividade: d(u,v) ≥ 0 e d(u,v) = 0 se, e somente se, u = v.

2. Simetria: d(u,v) = d(v,u).

3. Desigualdade Triangular: d(u,v) ≤ d(u,w) + d(w,v).
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Demonstração.
1) É claro que d(u,v) ≥ 0. Além disso, temos

d(u,v) = 0 ⇐⇒ #{i | ui ̸= vi, com 1 ≤ i ≤ n} = 0

⇐⇒ ui = vi, ∀i = 1, 2, . . . , n

⇐⇒ u = v.

2) Note que

d(u,v) = #{i | ui ̸= vi, com 1 ≤ i ≤ n}
= #{i | vi ̸= ui, com 1 ≤ i ≤ n}
= d(v,u).

3) A contribuição das i-ésimas coordenadas de u e v para d(u,v) é igual a zero se ui = vi, e
igual a um se ui ̸= vi.

No caso em que a contribuição é zero, certamente a contribuição das i-ésimas coordenadas
em d(u,v) é menor ou igual a das i-ésimas coordenadas em d(u,w) + d(w,v) (= 0, 1 ou 2).

No outro caso, temos que ui ̸= vi e, portanto, não podemos ter ui = wi e wi = vi (pois, se
ui = wi e wi = vi, então ui = vi, o que é uma contradição com a hipótese). Logo, a contribuição
das i-ésimas coordenadas em d(u,w) + d(w,v) é maior ou igual a 1, que é a contribuição das
i-ésimas coordenadas em d(u,v).

Definição 2.0.5 (Disco e esfera). Seja a um elemento de An e seja t ≥ 0 um número real.
Definimos o disco e a esfera de centro em a e raio t como sendo os conjuntos

D(a, t) = {u ∈ An | d(u, a) ≤ t},
S(a, t) = {u ∈ An | d(u, a) = t},

respectivamente.

Como D(a, t) e S(a, t) estão contidos em An e sabendo que An é um conjunto finito, então
tais conjuntos são também finitos. O resultado a seguir fornecerá as suas cardinalidades.

Lema 2.0.6. Seja a ∈ An e seja r > 0 um número natural. Então

#(D(a, r)) =
r

∑

i=0

(

n

i

)

(q − 1)i.

Demonstração. Note que

D(a, i) = S(a, 0) ∪ S(a, 1) ∪ S(a, 2) ∪ · · · ∪ S(a, i),

com S(a, i) ∩ S(a, j) = ∅, sempre que i ̸= j. Consequentemente,

#(D(a, i)) = #(S(a, 0)) + #(S(a, 1)) + #(S(a, 2)) + · · ·+#(S(a, i)).

Note que #(S(a, i)) =
(

n

i

)

(q − 1)i, pois temos que o número de conjuntos de i posições onde
acontecem as diferenças é

(

n

i

)

, e para cada entrada onde uma diferença vai acontecer temos
q − 1 possíveis escolhas de elementos de A. Portanto,

#(D(a, r)) =
r

∑

i=0

(

n

i

)

(q − 1)i.
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Definição 2.0.7 (Distância mínima). Seja C um código. A distância mínima de C é o
número

dmin := min{d(u,v) | u,v ∈ C e u ̸= v}.

Dado um código C com distância mínima dmin, define-se

κ :=

⌊

dmin − 1

2

⌋

,

onde ⌊t⌋ representa a parte inteira de um número real t (que é o maior inteiro que não é maior
que t).

Lema 2.0.8. Seja C um código com distância mínima dmin. Se c e c′ são palavras distintas de
C, então

D(c, κ) ∩D(c′, κ) = ∅.

Demonstração. Provaremos o resultado pelo método de contradição. Suponha que exista algum
x ∈ D(c, κ) ∩D(c′, κ), então, por definição, d(x, c) ≤ κ e d(x, c′) ≤ κ. Pelas propriedades de
simetria e desigualdade triangular, segue que

d(c, c′) ≤ d(c,x) + d(x, c′) ≤ κ+ κ = 2κ.

Se dmin for ímpar, então 2κ = dmin − 1 e se dmin for par, então 2κ < dmin − 1. Logo,

d(c, c′) ≤ 2κ ≤ dmin − 1 < dmin,

o que é um absurdo, pois d(c, c′) ≥ dmin.

No que se segue, o próximo Teorema afirma que quanto maior for a distância mínima dmin,
maior será a capacidade de detecção e correção de erros do código. Portanto, é fundamental,
para a Teoria dos Códigos, poder calcular dmin ou pelo menos determinar uma cota inferior
para ele.

Teorema 2.0.9. Seja C um código com distância mínima dmin. Então C pode corrigir até κ
erros e detectar até dmin − 1 erros.

Demonstração. Se ao transmitirmos uma palavra c do código cometemos t erros com t ≤ κ,
recebendo a palavra r, então d(r, c) ≤ κ (r ∈ D(c, κ)). Agora, pelo Lema 2.0.8, se c′ é uma
outra palavra do código devemos ter r /∈ D(c′, κ), ou seja, d(c′, r) > κ. Assim, c difere de
r em exatamente t entradas, mas qualquer outra palavra do código difere de r mais do que t
entradas, o que permite a correção de erros da palavra.

Por outro lado, dada uma palavra do código, podemos nela introduzir até dmin − 1 erros
sem encontrar outra palavra do código, e assim, a detecção do erro será possível.

Estamos interessados no caso em que o alfabeto é A = Fq, onde q = pm, com p primo. Para
cada número natural n, temos Fn

q um Fq-espaço vetorial de dimensão n.
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2.1 Códigos lineares

Definição 2.1.1 (Código linear). Um código C ⊂ Fn
q será chamado de código linear se

for um Fq-subespaço vetorial de Fn
q . Os parâmetros do código linear C são a dimensão

dim(C) =: k de C como Fq-espaço vetorial, o comprimento n de C, e a distância mínima

dmin de C. Usualmente os parâmetros são denotados pela terna de inteiros (n, k, dmin).

Todo código linear C é por definição um espaço vetorial de dimensão finita. Seja k = dim(C)
e seja {v1, . . . ,vk} uma base de C. Portanto, todo elemento de C se escreve de maneira única
na forma

λ1v1 + · · ·+ λkvk,

onde λi ∈ Fq, para todo i = 1, . . . , k. Segue daí que

#(C) = qk.

Definição 2.1.2 (Peso de uma n-upla). Dado um elemento x = (x1, . . . , xn) ∈ Fn
q , define-se o

peso de x como sendo o número inteiro

ω(x) := #{i | xi ̸= 0} = d(x,0),

onde d representa a métrica de Hamming e 0 o vetor nulo de Fn
q .

Exemplo 2.1.3. Considere A = F2 e sejam x = (1, 1, 1, 1, 1) e y = (1, 0, 0, 0, 1) elementos de
F5
2. Temos que

ω(x) = 5 e ω(y) = 2.

Doravante, sempre que escrevermos que C ⊂ Fn
q é um código, estaremos nos referindo C

como um código linear de Fn
q .

Definição 2.1.4 (Peso do código). Definimos o peso de um código C como sendo o inteiro

ω(C) := min{ω(x) | x ∈ C \ {0}}.

Proposição 2.1.5. Seja C um código com distância mínima dmin. Então

1. Se x,y ∈ Fn
q , então d(x,y) = ω(x− y).

2. dmin = ω(C).

Demonstração.
1) Usando as definições da métrica de Hamming e peso de um código, segue que

d(x,y) = #{i | xi ̸= yi} = #{i | xi − yi ̸= 0} = ω(x− y).

2) Sejam x,y ∈ C, com x ̸= y, tem-se que z = x− y ∈ C \ {0} e d(x,y) = ω(z). Logo,

dmin = min{d(x,y) | x,y ∈ C,x ̸= y} = min{ω(z) | z ∈ C \ {0}} = ω(C).

Segue do item 2 da Proposição anterior que a distância mínima de um código C é também
chamada de peso do código C.
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Definição 2.1.6 (Matriz geradora). Seja C um código e seja k = dim(C). Seja B = {v1, . . . ,vk}
uma base ordenada de um código C e considere a matriz G, cujas linhas são os vetores
vi = (vi1, . . . , vin), com i = 1, . . . , k, isto é,

G =







v1
...
vk






=







v11 v12 · · · v1n
...

...
...

...
vk1 vk2 · · · vkn






.

A matriz G é chamada de matriz geradora de C associada à base B.

O nome “matriz geradora de C” se deve ao fato de C ser a imagem da transformação
T : Fk

q → Fn
q , tal que T(x) = xG.

Definição 2.1.7 (Forma Padrão da matriz geradora). Seja G uma matriz geradora de um
código C. Dizemos que G está na forma padrão se tivermos

G = (Idk | A),

onde Idk é a matriz identidade de ordem k e A é uma matriz k × (n− k).

2.2 Códigos Duais

Definição 2.2.1 (Produto interno). Sejam u = (u1, . . . , un),v = (v1, . . . , vn) elementos de Fn
q ,

define-se o produto interno como sendo uma função ⟨·, ·⟩ : Fn
q × Fn

q → Fq dada por

⟨u,v⟩ = u1v1 + · · ·+ unvn.

A operação acima possui as propriedades usuais de um produto interno, ou seja, é simétrica
e bilinear.

Definição 2.2.2 (Código dual). Seja C um código. O código dual é o conjunto

C⊥ = {x ∈ Fn
q | ⟨x,y⟩ = 0, ∀y ∈ C}.

Lema 2.2.3. Seja C um código, com matriz geradora G. Temos que:

1. C⊥ é um Fq-subespaço vetorial de Fn
q .

2. x ∈ C⊥ ⇐⇒ Gxt = 0, onde xt denota o vetor x transposto e 0 denota a matriz coluna
k × 1.

Demonstração.
1) Claramente 0 ∈ C⊥. Sejam x,y ∈ C⊥ e seja λ ∈ Fq. Usando a bilinearidade do produto
interno, temos que

⟨x+ λy, z⟩ = ⟨x, z⟩+ λ⟨y, z⟩ = 0 + λ · 0 = 0,

para todo z ∈ C.
2) ⇒ Seja x ∈ C⊥, então ⟨x,y⟩ = 0 para todo y ∈ C. Em particular, para todas as linhas
de G, os vetores v1, . . . ,vk, que constituem uma base de C, temos que ⟨x,vi⟩ = 0, para todo
i = 1, . . . , k. Logo, Gxt = 0.
⇐ Se Gxt = 0, então x é ortogonal a todos os elementos de uma base de C. Pela bilinearidade
do produto interno, x é ortogonal a todos os elementos de C. Portanto, x ∈ C⊥.
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Proposição 2.2.4. Seja C um código de dimensão k e considere G = (Idk | A), matriz geradora
de C na forma padrão. Então

1. dim(C⊥) = n− k;

2. H = (−At | Idn−k) é uma matriz geradora de C⊥.

Demonstração.
1) Pelo Lema 2.2.3 (2), temos que x = (x1, . . . , xn) ∈ C⊥ se, e somente se, Gxt = 0. Logo,

(Idk | A)xt = 0 ⇐⇒











1 0 · · · 0 a1(k+1) · · · a1n
0 1 · · · 0 a2(k+1) · · · a2n
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1 ak(k+1) · · · akn

















x1
...
xn






= 0

⇐⇒











x1 + a1(k+1)xk+1 + · · ·+ a1nxn

x2 + a2(k+1)xk+1 + · · ·+ a2nxn

...
xk + ak(k+1)xk+1 + · · ·+ aknxn











= 0

⇐⇒























x1 = −a1(k+1)xk+1 − · · · − a1nxn,

x2 = −a2(k+1)xk+1 − · · · − a2nxn,
...

xk = −ak(k+1)xk+1 − · · · − aknxn,

⇐⇒











x1

x2
...
xk











= −A







xk+1
...
xn






.

Como q é o número de elementos de Fq, o código C⊥ tem qn−k palavras, pois os aij da matriz
A são fixos e existem q escolhas possíveis para cada um dos xk+1, . . . , xn. Portanto, dim(C⊥) =
n− k.
2) É fácil ver que as linhas de H são linearmente independentes, portanto, geram um subespaço
vetorial de dimensão n − k. Como as linhas de H são ortogonais às linhas de G, temos que
o espaço gerado pelas linhas de H está contido em C⊥ e como esses dois subespaços vetoriais
possuem a mesma dimensão, eles coincidem, provando assim que H = (−At | Idn−k) é uma
matriz geradora de C⊥.

Lema 2.2.5. Seja C um código de dimensão k com matriz geradora G. Uma matriz H de
ordem (n − k) × n, com coeficientes em Fq e com linhas linearmente independentes, é uma
matriz geradora de C⊥ se, e somente se, G ·H t = 0.

Demonstração. As linhas de H geram um Fq-subespaço vetorial de Fn
q de dimensão n − k,

portanto, igual à dimensão de C⊥. Denote por h1, . . . , hn−k e g1, . . . , gk, as linhas de H e G,
respectivamente. Assim, temos que

(G ·H t)i,j = ⟨gi, hj⟩
para todos i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n − k. Portanto, G · H t = 0 equivale a dizer que todos os
vetores do subespaço gerado pelas linhas de H estão em C⊥. Por outro lado, esse subespaço
tem a mesma dimensão de C⊥, logo, G ·H t = 0 se, e, somente se, C⊥ é gerado pelas linhas de
H.
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Corolário 2.2.6. (C⊥)⊥ = C.

Demonstração. Sejam G e H matrizes geradoras de C e C⊥, respectivamente. Logo, pelo Lema
2.2.5, temos que G ·H t = 0. Tomando a transposta em ambos os lados na igualdade anterior,
temos que

(G ·H t)t = 0 ⇐⇒ H ·Gt = 0.

Como G é uma matriz com linhas linearmente independentes de ordem k×n e dim(C⊥)⊥ = k,
e novamente pelo Lema 2.2.5, temos que G é uma matriz geradora de (C⊥)⊥ e, portanto,
(C⊥)⊥ = C.

A Proposição seguinte nos permite caracterizar os elementos de um código através de uma
condição de anulamento.

Proposição 2.2.7. Seja C um código e seja H uma matriz geradora de C⊥. Então

v ∈ C ⇐⇒ Hvt = 0.

Demonstração. Seja v ∈ C, então pelo Corolário 2.2.6, temos que v ∈ (C⊥)⊥. Agora, pelo
Lema 2.2.3 (2), temos que Hvt = 0.

Definição 2.2.8 (Matriz teste de paridade e síndrome de um vetor). Seja C um código e seja
H uma matriz geradora de C⊥. A matriz H é chamada de matriz teste de paridade de C
e o vetor Hvt é chamado síndrome de v.

Note que, para verificar se um determinado vetor v ∈ Fn
q pertence ou não a um código

C com matriz geradora G, é preciso verificar se o sistema de n equações com k incógnitas
x = (x1, . . . , xk) dado por

xG = v,

admite solução. Agora, trabalhando com uma matriz teste de paridade H, a solução pode ser
encontrada bem mais rapidamente, pois basta verificar se a síndrome de v é o vetor nulo.

Vejamos um exemplo a seguir.

Exemplo 2.2.9. Seja C ⊂ F6
2 um código com matriz geradora G dada por

G =





1 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 1
0 0 1 0 1 0





Sejam v = (1, 0, 0, 1, 1, 1),v′ = (0, 1, 0, 1, 0, 1) ∈ F6
2. Note que, a matriz geradora G está na

forma padrão, onde

A =





1 1 1
0 1 1
0 1 0



 .

Assim, segue da Proposição 2.2.4 (2) que

H =





1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1



 .

Como

Hvt =





1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1





















1
0
0
1
1
1

















=





0
0
0




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e

H(v′)t =





1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1





















0
1
0
1
0
1

















=





1
1
0



 ̸= 0

então v ∈ C e v′ /∈ C.

Os resultados seguintes mostram que a matriz teste de paridade de um código contém, de
maneira bastante simples, informações sobre o valor do peso dmin do código.

Proposição 2.2.10. Seja H a matriz teste de paridade de um código C. Então,

ω(C) ≥ s ⇐⇒ quaisquer s− 1 colunas de H são linearmente independentes.

Demonstração. ⇒ Suponha que ω(C) ≥ s. Suponhamos também, por absurdo, que H tenha
s− 1 colunas linearmente dependentes, digamos hi1 , hi2 , . . . , his−1 , logo, existiriam ci1 , . . . , cis−1

elementos em Fq, nem todos nulos, tais que

ci1h
i1 + · · ·+ cis−1

his−1 = 0.

Assim, considerando c = (0, . . . , ci1 , 0, . . . , cis−1
, 0, . . . , 0), temos que c ∈ C, pois Hct = 0, e

ω(c) ≤ s− 1 < s, o que é um absurdo. Portanto, quaisquer s− 1 colunas de H são linearmente
independentes.

⇐ Suponhamos, que cada conjunto de s − 1 colunas de H é linearmente independente.
Seja c = (c1, . . . , cn) uma palavra não nula de C, e sejam h1, . . . , hn as colunas de H. Como H
é uma matriz teste de paridade de C, pela Proposição 2.2.7, temos que

0 = Hct =
n

∑

i=1

cih
i.

Como ω(c) é o número de coordenadas não nulas de c, segue que se ω(c) ≤ s− 1, teríamos por
2.2 uma combinação linear nula de um número t, com 1 ≤ t ≤ s− 1, de colunas de H, o que é
uma contradição. Logo, ω(c) ≥ s e, portanto, ω(C) ≥ s.

Teorema 2.2.11. Seja C um código e seja H a matriz teste de paridade. Então,

ω(C) = s ⇐⇒ quaisquer s− 1 colunas de H são linearmente independentes

e existem s colunas de H linearmente dependentes.

Demonstração. ⇒ Suponha que ω(C) = s, então pela Proposição 2.2.10 quaisquer s − 1
colunas de H são linearmente independentes. Suponha ainda que quaisquer s colunas de H são
linearmente independentes e novamente pela Proposição 2.2.10, segue que ω(C) ≥ s+ 1 > s, o
que é um absurdo.

⇐ Como qualquer conjunto de s− 1 colunas de H é linearmente independente, então pela
Proposição 2.2.10, temos que ω(C) ≥ s. Como existem s colunas linearmentes dependentes,
novamente pela Proposição 2.2.10, ω(C) não pode ser maior do que s e, portanto, ω(C) = s.

Corolário 2.2.12 (Cota de Singleton). Os parâmetros fundamentais (n, k, dmin) de um código
C satisfazem a seguinte desigualdade:

dmin ≤ n− k + 1.
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Demonstração. Seja H uma matriz teste de paridade de um código C. Temos que o posto de
H é igual a n − k, logo H tem n − k colunas independentes. Se existe um conjunto de n − k
colunas que é linearmente dependente temos que dmin ≤ n − k. Se todo conjunto de n − k
colunas é linearmente independente então dmin = n− k+1 (pois o posto de H é n− k). Assim
dmin ≤ n− k + 1.

Definição 2.2.13 (Distância mínima separável). Um código C será chamado de MDS (Ma-

ximum Distance Separable) se valer a igualdade dmin = n− k + 1.

Exemplo 2.2.14 (Códigos de Reed-Solomon). Considere o Fq-espaço vetorial dos polinômios
em Fq[X] de grau menor ou igual a k − 1, incluindo o polinômio nulo, isto é,

Fq[X]k−1 = {P ∈ Fq[X] | grau(P ) ≤ k − 1} ∪ {0}.
É claro que esse espaço vetorial tem dimensão k, com uma de suas bases dada por

{1, X,X2, . . . , Xk−1}.
Sejam n um inteiro, tal que n ≥ k, e α1, . . . , αn elementos distintos de Fq. Considere a

transformação linear
T : Fq[X]k−1 → Fn

q

P 7→ (P (α1), . . . , P (αn)).

Veja que
ker(T) = {P ∈ Fq[X]k−1 | P (α1) = · · · = P (αn) = 0} = {0},

pois um polinômio não nulo P de grau menor do que k não pode ter n raízes distintas, o que
significa que T é injetora. Logo, C = T(Fq[X]k−1) é um código linear de comprimento n e
dimensão k.

Esse código é chamado de Código de Reed-Solomon de comprimento n e dimensão k
definido por α1, . . . , αn.

Uma matriz geradora de C é dada por














T(1)
T(X)
T(X2)

...
T(Xk−1)















=















1 1 · · · 1
α1 α2 · · · αn

α2
1 α2

2 · · · α2
n

...
...

...
...

αk−1
1 αk−1

2 · · · αk−1
n















,

pois transformações lineares bijetoras levam base em base. Agora, vamos determinar a sua
distância mínima.

Já sabemos que, pela Cota de Singleton

dmin ≤ n− k + 1.

Provemos que vale a outra desigualdade. Para isso, seja c uma palavra não nula de C, então
existe P ∈ Fq[X]k−1 tal que

c = (P (α1), . . . , P (αn)).

Logo,

ω(c) = #{i ∈ {1, . . . , n} | P (αi) ̸= 0}
= n−#{i ∈ {1, . . . , n} | P (αi) = 0}
≥ n− grau(P )

≥ n− (k − 1)

= n− k + 1.

Portanto, dmin = n− k + 1, o que prova que os Códigos de Reed-Solomon são códigos MDS.
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2.3 Pesos Generalizados de Hamming

Definição 2.3.1 (Suporte de um código). Seja C um código de dimensão k e seja U um
subespaço de C. O suporte de U , denotado por χ(U), é o conjunto

χ(U) := {i | ∃ (x1, . . . , xn) ∈ U, xi ̸= 0}.

É claro que, para qualquer subespaço U ⊆ Fn
q , a cardinalidade de χ(U) é um inteiro que

satisfaz 1 ≤ #(χ(U)) ≤ n.

Exemplo 2.3.2. Consideremos F2 = {0, 1} e C = {(0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1), (1, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 1)}
um código de F4

2. Considere agora os subespaços de dimensão 1

D1 = {(0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1)}, D2 = {(0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 0)} e D3 = {(0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1)}.

Então,
χ(D1) = {4}, χ(D2) = {1, 2, 3} e χ(D3) = {1, 2, 3, 4}.

Definição 2.3.3 (r-ésimo Peso Generalizado de Hamming). Seja C um código de dimensão k
e seja r = 1, . . . , k. O r-ésimo peso generalizado de Hamming de C, denotado por dr, é
definido como sendo o número inteiro não negativo

dr := min{#(χ(U)) | U é um subespaço de C com dim(U) = r}.

O conjunto {d1, . . . , dk} é chamado de hierarquia de pesos de C.

Observação 2.3.4. Retomando o Exemplo 2.3.2, no qual o alfabeto é F2, observamos que
D1, D2 e D3 são precisamente todos os F2-subespaços vetoriais de dimensão 1. Para cada um
deles, a cardinalidade do suporte coincide com o peso de Hamming da palavra não nula. Assim,
o primeiro peso generalizado de Hamming coincide, neste caso, com a distância mínima do
código.

Na verdade, provaremos agora que d1 = dmin para qualquer corpo finito Fq, com q ≥ 2.

Teorema 2.3.5. Seja C um código e seja r = 1. Então, d1 = dmin.

Demonstração. Para r = 1, temos que

d1 = min{#(χ(D)) | D é um subespaço de C com dim(D) = 1}.

Dado D subespaço com dim(D) = 1, existe x ∈ D \ {0} tal que D = ⟨x⟩. Portanto,

χ(D) = {i | ∃ (x′
1, . . . , x

′
n) = x′ ∈ ⟨x⟩, x′

i ̸= 0}
= {i | xi ̸= 0}
= ω(x).

Logo,
d1 = min{ω(x) | x ∈ C \ {0}} = dmin.

Segue imediatamente do Teorema anterior que o r-ésimo peso generalizado de Hamming é
uma generalização do conceito de distância mínima.

Proposição 2.3.6. Seja C um código e seja C1 ⊆ C2, com C1 e C2 subcódigos de C. Então

χ(C1) ⊆ χ(C2).
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Demonstração. Seja j ∈ χ(C1), então existe (x1, . . . , xn) ∈ C1, com xj ̸= 0. Como C1 ⊆ C2,
temos (x1, . . . , xn) ∈ C2, com xj ̸= 0 e, portanto, χ(C1) ⊆ χ(C2).

Teorema 2.3.7 (Monotonicidade). Seja C um código. Temos que

1 ≤ d1 < d2 < · · · < dk ≤ n.

Demonstração. Claramente dr ≥ 1 e dr ≤ n, para todo r. Afirmamos que

dr−1 ≤ dr,

para todo r ≥ 2.
Seja U ⊆ C um subespaço de dim(U) = r. Como dim(U) = r ≥ 2, existe um subespaço

próprio V ⊂ U de dim(V ) = r − 1. Pela Proposição 2.3.6, temos que χ(V ) ⊆ χ(U) e então
#(χ(V )) ≤ #(χ(U)). Pela definição de dr−1, segue que

dr−1 ≤ #(χ(V )) ≤ #(χ(U)).

Como a desigualdade anterior vale para todo subespaço U de dimensão r, segue que

dr−1 ≤ dr,

para todo r ≥ 2.
Provemos que a desigualdade é estrita. Considere um subcódigo D com #(χ(D)) = dr tal

que dim(D) = r. Vamos construir um código de dimensão r − 1 tal que o suporte do código
seja estritamente menor do que o de D. Seja i ∈ χ(D) e defina

Di := {x ∈ D | xi = 0}.

É claro que Di é um subespaço vetorial de D.
Defina a transformação linear

φ : D → Fq

x 7→ φ(x) = xi.

Temos que

ker(φ) = {x ∈ D | φ(x) = 0}
= {x ∈ D | xi = 0}
= Di.

Seja y ∈ Fq. Como i ∈ χ(D), existe x = (x1, . . . , xn) ∈ D com xi ̸= 0. Como xi ̸= 0 e pertence
a Fq, então existe o inverso x−1

i . Defina λ := yx−1
i ∈ Fq, então

φ(λx) = λφ(x) = (yx−1
i )xi = y(xix

−1
i ) = y.

Pelo Teorema do Núcleo e da Imagem, segue que

dim(D) = dim(Di) + dim(Fq)

r = dim(Di) + 1.

Ou seja, dim(Di) = r − 1. Logo,

dr−1 ≤ #(χ(Di)) ≤ #(χ(D))− 1 = dr − 1 < dr.
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O Corolário 2.2 pode ser generalizado, como segue:

Corolário 2.3.8 (Cota de Singleton Generalizada). Seja C um código, então

dr ≤ n− k + r.

Demonstração. Conforme visto no Teorema 2.3, temos que dk ≤ n e dr ≤ dr+1 − 1. Logo,

dk−1 ≤ dk − 1 ≤ n− 1 = n− k + (k − 1)

dk−2 ≤ dk−1 − 1 ≤ n− 2 = n− k + (k − 2).

Repetindo esse argumento recursivamente, obtemos

dk−s ≤ n− s = n− k + (k − s).

Fazendo k − s = r, concluímos o que queríamos.

Seja H a matriz teste de paridade de C e sejam {β1, . . . , βn−k} as linhas de H. Sejam Hi,
1 ≤ i ≤ n, as colunas de H. Denote por ⟨Hi | i ∈ I⟩ o espaço gerado por essas colunas.
Usaremos essa notação no próximo resultado.

Teorema 2.3.9. Seja C um código. Então

dr = min{#(I) | I ⊂ {1, . . . , n}, #(I)− dim(⟨Hi | i ∈ I⟩) ≥ r}.

Demonstração. Seja I ⊂ {1, . . . , n}, com #(I) = ℓ, definimos S(I) := ⟨Hi | i ∈ I⟩ e

S⊥(I) :=

{

x = (x1, . . . , xn) ∈ Fn
q | xi = 0 para i /∈ I e

∑

i∈I

xiHi = 0

}

(seguimos aqui a notação de [7], e não devemos confundir S⊥(I) com S(I)⊥).
Observe que S⊥(I) ⊂ C, pois se x = (x1, . . . , xn) ∈ S⊥(I), então

∑

i∈I xiHi =
∑n

i=1 xiHi =
0, ou seja, Hxt = 0. Além disso, é claro que S⊥(I) é um subespaço vetorial de C.
Vejamos que

dim(S(I)) + dim(S⊥(I)) = ℓ.

Considere I = {i1, . . . , iℓ} e seja A a matriz

A =















β1i1 β1i2 · · · β1iℓ

β2i1 β2i2 · · · β2iℓ

β3i1 β3i2 · · · β3iℓ
...

...
...

...
β(n−k)i1 β(n−k)i2 · · · β(n−k)iℓ















,

obtida a partir das colunas de H e dos índices em I. Note que, o subespaço W ⊂ Fℓ
q gerado pelas

linhas de A tem a mesma dimensão de S(I), pois ambas as dimensões são iguais ao posto de A.
É fácil ver que existe um isomorfismo entre W⊥ e S⊥(I), dado por (αi1 , . . . , αiℓ) 7→ (γ1, . . . , γn)
onde γi = 0 se i /∈ I, e γij = αij , para j = 1, . . . , ℓ. Daí vem que

dim(S(I)) + dim(S⊥(I)) = ℓ.

Seja J ⊂ {1, . . . , n} tal que #(J) − dim(⟨Hi | i ∈ I⟩) ≥ r e #(J) = min{#(I) | I ⊂
{1, . . . , n}, #(I) − dim(⟨Hi | i ∈ I⟩) ≥ r}. Temos então que #(J) − dim(⟨Hi | i ∈ J⟩) = r.
Com efeito, suponha, por contradição, que

#(J)− dim(⟨Hi | i ∈ J⟩) = r′ > r.
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Tome qualquer elemento j ∈ J e defina J ′ = J \ {j}. Logo, dim(S(J ′)) ≤ dim(S(J)). Daí,

#(J ′)− dim(S(J ′)) = #(J)− 1− dim(S(J ′))

≥ #(J)− 1− dim(S(J))

= r′ − 1

≥ r,

o que contraria a minimalidade de #(J).
Assim, tomamos d := min{#(I) | I ⊂ {1, . . . , n}, #(I) − dim(⟨Hi | i ∈ I⟩) = r}, e

queremos mostrar que d = dr. Seja I ⊂ {1, . . . , n} tal que #(I) = d e d − dim(S(I)) = r.
Então dim(S⊥(I)) = r e como S⊥ ⊂ C temos

dr ≤ #(χ(S⊥(I))) ≤ #(I) = d.

Falta mostrar a desigualdade contrária. Seja D um subcódigo de C de dim(D) = r tal
que #(χ(D)) = dr e seja I = χ(D). Temos que D ⊂ S⊥(I), pois se x ∈ D então xj = 0
quando j /∈ I e 0 = Hxt =

∑n

i=1 xiHi =
∑

i∈I xiHi. Então dim(S⊥(I)) ≥ r = dim(D). Agora,
suponha, por contradição, que dim(S⊥(I)) = r′ > r, então

dr′ ≤ #(χ(S⊥(I))) ≤ #(I) = #(χ(D)) = dr,

o que é uma contradição com a Proposição 2.3.7. Logo, dim(S⊥(I)) = r e então D = S⊥(I).
Daí, #(I)− dim(S(I)) = dim(S⊥(I)) = r e, portanto, d = dr.
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Capítulo 3

Bases de Gröbner e códigos de avaliação

Neste capítulo apresentaremos conceitos básicos da teoria de bases de Gröbner, e finalizamos
com a definição dos assim chamados códigos de avaliação. No próximo capítulo utilizaremos
ferramentas da teoria apresentada aqui para estudar uma família de códigos de avaliação.
Denotamos por N0 o conjunto dos inteiros não negativos e por K[X] o anel de polinômios
K[X1, . . . , Xm]. Usamos [2] como referência principal.

3.1 Monômio, Ordem Monomial e o Algoritmo da Divisão

para Polinômios de Várias Variáveis

Definição 3.1.1 (Termos, monômios e grau total). Sejam a ∈ K∗ e α1, . . . , αm ∈ N0. Um
termo em X1, . . . , Xm é um produto da forma aXα1

1 · · ·Xαm
m . Quando a = 1, o produto Xα1

1 · · ·Xαm
m

é chamado de monômio. O grau total desse monômio é a soma α1 + · · ·+ αm.
Um monômio Xα1

1 · · ·Xαm
m será denotado por Xα (ou Xβ,Xγ , etc), onde α = (α1, . . . , αm) ∈

Nm
0 . Denotamos por M o conjunto de todos os monômios de K[X].

Dado um polinômio f ∈ K[X], dizemos que um monômio M aparece em f se o coeficiente
de M em f é não nulo.

Definição 3.1.2 (Ordem monomial). Uma ordem monomial em M é uma ordem total ⪯
definida sobre M tal que:

i) se Xα ⪯ Xβ, então Xα+γ ⪯ Xβ+γ , para todos os α,β,γ ∈ Nm
0 ;

ii) qualquer subconjunto não vazio A ⊂ M possui um menor elemento.

No que se segue, apresentamos alguns exemplos de ordens monomiais, a saber: ordem
lexicográfica, lexicográfica graduada e lexicográfica graduada reversa.

Exemplo 3.1.3 (Ordem lexicográfica). A ordem lexicográfica (com Xm ⪯ · · · ⪯ X1) é definida
como Xα ⪯ Xβ se α = β, ou se a primeira entrada não nula da esquerda para a direita em
β −α é positiva.

Exemplo 3.1.4 (Ordem lexicográfica graduada). A ordem lexicográfica graduada (com Xm ⪯
· · · ⪯ X1) é definida como Xα ⪯ Xβ se α = β, ou

∑m

i=1 αi <
∑m

i=1 βi, ou se
∑m

i=1 αi =
∑m

i=1 βi

então Xα ⪯ Xβ, onde ⪯ é a ordem lexicográfica definida acima.

Exemplo 3.1.5 (Ordem lexicográfica graduada reversa). A ordem lexicográfica graduada re-
versa (com Xm ⪯ · · · ⪯ X1) é definida como Xα ⪯ Xβ se α = β, ou

∑m

i=1 αi <
∑m

i=1 βi, ou se
∑m

i=1 αi =
∑m

i=1 βi então a primeira entrada não nula da direita para a esquerda em β − α é
negativa.
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Agora, vamos aplicar as ordens monomiais citadas acima.

Exemplo 3.1.6. Sejam X3
1X

4
2X

7
3 , X7

1X
3
2X

4
3 ∈ R[X1, X2, X3] dois monômios.

• Se considerarmos a ordem lexicográfica (com X3 ⪯ X2 ⪯ X1), então X3
1X

4
2X

7
3 ⪯ X7

1X
3
2X

4
3 ,

pois o expoente da variável X1 em X7
1X

3
2X

4
3 é maior que o expoente em X3

1X
4
2X

7
3 .

• Se considerarmos a ordem lexicográfica graduada (com X3 ⪯ X2 ⪯ X1), então X3
1X

4
2X

7
3 ⪯

X7
1X

3
2X

4
3 , pois embora eles possuam o mesmo grau 14, temos que X3

1X
4
2X

7
3 é menor do

que X7
1X

3
2X

4
3 na ordem lexicográfica, conforme vimos acima.

• Se considerarmos a ordem lexicográfica graduada reversa (com X3 ⪯ X2 ⪯ X1), então
X3

1X
4
2X

7
3 ⪯ X7

1X
3
2X

4
3 , pois ambos os monômios têm grau igual a 14 e o expoente da

variável X3 em X3
1X

4
2X

7
3 é maior que o expoente em X7

1X
3
2X

4
3 .

Definição 3.1.7 (Monômio, termo e coeficiente líder). Sejam f =
∑n

i=1 aiMi ∈ K[X] um
polinômio não nulo, onde ai ∈ K∗ e Mi ∈ M para todo i = 1, . . . , n e seja ⪯ uma ordem
monomial definida sobre M. Então, o monômio líder de f (com respeito a ⪯) é Mℓ :=
max{Mi | i = 1, . . . , n}, o coeficiente líder de f (com respeito a ⪯) é aℓ e o termo líder

de f (com respeito a ⪯) é aℓMℓ. Denotamos esses elementos por Mℓ := LM(f), aℓ := LC(f) e
aℓMℓ := LT(f).

Exemplo 3.1.8. Seja f = 4X3
1X

4
2X

2
3 + 5X1X

9
3 + 7X9

2X3 ∈ R[X1, X2, X3].

1. Com respeito à ordem lexicográfica (com X3 ⪯ X2 ⪯ X1), temos:

• LM(f) = X3
1X

4
2X

2
3 ;

• LC(f) = 4;

• LT(f) = 4X3
1X

4
2X

2
3 .

2. Com respeito à ordem lexicográfica graduada (com X3 ⪯ X2 ⪯ X1), temos:

• LM(f) = X1X
9
3 ;

• LC(f) = 5;

• LT(f) = 5X1X
9
3 .

3. Com respeito à ordem lexicográfica graduada reversa (com X3 ⪯ X2 ⪯ X1), temos:

• LM(f) = X9
2X3;

• LC(f) = 7;

• LT(f) = 7X9
2X3.

Um importante procedimento na teoria das bases de Gröbner é a divisão de um polinômio
por uma lista de polinômios não nulos.

Definição 3.1.9 (Divisão de um polinômio por uma lista de polinômios não nulos). Dividir
f ∈ K[X] por {g1, . . . , gt} ⊂ K[X] \ {0}, com respeito a uma ordem monomial ⪯, significa
encontrar quocientes q1, . . . , qt ∈ K[X] e um resto r ∈ K[X] tal que

f = q1g1 + · · ·+ qtgt + r,

onde r = 0 ou nenhum monômio que aparece em r é múltiplo de LM(gi), para todo i = 1, . . . , t.
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Na literatura sobre bases de Gröbner o leitor poderá encontrar uma descrição do algoritmo
usual usado para determinar os quocientes e o resto, bem como uma prova que o algoritmo de
fato termina após um número finito de etapas. Aqui, iremos apenas dar um exemplo de como
isso funciona na prática.

A ideia básica do algoritmo é a mesma da qual estamos familiarizados quando dividimos dois
polinômios de uma variável: usaremos os termos líderes de g1, . . . , gt para eliminar o termo líder
de f e os termos líderes dos polinômios subsequentes que aparecem nas etapas intermediárias
da divisão. A novidade aqui é que às vezes alguns dos termos líderes de alguns polinômios de
algumas das etapas intermediárias não são múltiplos de nenhum LM(g1), . . . ,LM(gt) e então
devemos movê-los para o resto da divisão para continuar com a divisão.

Exemplo 3.1.10. Consideremos o anel de polinômios R[X, Y ] munido da ordem lexicográfica,
onde Y ⪯ X. Vamos dividir f = X2Y +XY 2+Y 2 por {g1 = XY −1, g2 = Y 2−1} ⊂ R[X, Y ].
Como LM(f) = X2Y é múltiplo de LM(g1) = XY , com LM(f) = X ·LM(g1), então começamos
a divisão escrevendo

f = X · g1 +X +XY 2 + Y 2.

Observe que LM(X +XY 2 + Y 2) = XY 2 é múltiplo de LM(g1), com XY 2 = Y ·LM(g1), então
escrevemos

f = X · g1 + Y · g1 +X + Y + Y 2 = (X + Y ) · g1 +X + Y + Y 2.

Como LM(X + Y + Y 2) = X não é múltiplo de LM(g1) ou LM(g2) = Y 2, então devemos
considerá-lo como uma parte do resto. Logo,

f = X · g1 + Y · g1 +X + Y + Y 2 = (X + Y ) · g1 + Y + Y 2 + r1,

onde r1 = X. Como LM(Y + Y 2) = Y 2 não é múltiplo de LM(g1), mas é múltiplo de LM(g2),
e de Y 2 = 1 · LM(g2) escrevemos

f = (X + Y ) · g1 + 1 · g2 + Y + 1 + r1.

Para finalizar, como os termos de Y + 1 não são múltiplos de LM(g1) e LM(g2), então consi-
deramos esses termos como a parte final do resto e então

f = (X + Y ) · g1 + 1 · g2 + r1 + r2,

com r2 = Y + 1. Portanto, f = q1g1 + q2g2 + r, onde q1 = X + Y, q2 = 1 e r = X + Y + 1.
A figura abaixo ilustra como foi feita a divisão.

X2Y +XY 2 + Y 2 XY − 1, Y 2 − 1 Resto

−X2Y +X X + Y, 1 X + Y + 1

XY 2 +X + Y 2

−XY 2 + Y

X + Y 2 + Y

−X

Y 2 + Y

−Y 2 + 1

Y + 1

−Y − 1

0
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Analisando atentamente o que foi feito acima, observamos que estamos levando em consi-
deração a ordem em que os divisores g1, . . . , gt são escritos (ou seja, dividimos f pela sequência
(g1, g2)). Se invertermos a ordem dos divisores isso vai alterar o quociente e o resto, conforme
mostra o cálculo a seguir.

X2Y +XY 2 + Y 2 Y 2 − 1, XY − 1 Resto

−X2Y +X X + 1, X 2X + 1

XY 2 +X + Y 2

−XY 2 +X

2X + Y 2

−2X

Y 2

−Y 2 + 1

1

−1

0

3.2 Base de Gröbner

Nesta seção vamos apresentar elementos da teoria de bases de Gröbner, uma importante fer-
ramenta no estudo de Álgebra Comutativa. A teoria das bases de Gröbner para anéis de
polinômios foi desenvolvida por Bruno Buchberger (Áustria, 1942-) em 1965 (veja [1]), e foi
assim denominada em homenagem ao seu orientador Wolfgang Gröbner (Áustria, 1899-1980).

Definição 3.2.1 (Base de Gröbner). Sejam I ⊂ K[X] um ideal não nulo e ⪯ uma ordem
monomial em M. Dizemos que um conjunto de polinômios não nulos {g1, . . . , gs} ⊂ I é uma
base de Gröbner para I (com respeito a ⪯) se para todo f ∈ I, com f ̸= 0 temos que LM(f)
é múltiplo de LM(gi) para algum i = 1, . . . , s.

Exemplo 3.2.2. Seja I = (XY −1, Y 2−1) ⊂ R[X, Y ] e considere M com a ordem lexicográfica
(com Y ⪯ X). Então, o conjunto {XY − 1, Y 2 − 1} não é uma base de Gröbner para I.
Com efeito, note que Y (XY − 1)−X(Y 2 − 1) = −Y +X ∈ I e LM(X − Y ) = X, e X não é
múltiplo de LM(XY − 1) = XY ou de LM(Y 2 − 1) = Y 2, então {XY − 1, Y 2 − 1} não é uma
base de Gröbner para I.

Doravante, sempre assumiremos que M está munido de uma ordem mononial fixa e que
I ̸= (0). Na teoria das bases de Gröbner é sempre necessário escolher uma ordem monomial em
K[X]. O próximo resultado nos diz que uma base de Gröbner é de fato uma base para I, no
sentido de ser um conjunto de geradores, e ainda nos permite decidir se um polinômio não nulo
f pertence ou não a I.

Lema 3.2.3. Seja {g1, . . . , gs} ⊂ I uma base de Gröbner para I. Então, f ∈ I se, e somente
se, o resto da divisão de f por {g1, . . . , gs} é zero. Como consequência, I = (g1, . . . , gs).

Demonstração. ⇐ Suponha que o resto da divisão de f por {g1, . . . , gs} é zero. Logo, escre-
vemos

f = q1g1 + · · ·+ qsgs,

onde q1, . . . , qs ∈ K[X]. Como gi ∈ I, para todo i = 1, . . . , s temos que f ∈ I.
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⇒ Dividindo f por {g1, . . . , gs}, existem q1, . . . , qs, r ∈ K[X] tais que

f = q1g1 + · · ·+ qsgs + r,

onde r = 0 ou nenhum monômio em r é múltiplo de LM(gi), para todo i = 1, . . . , s. Então,

r = f −
s

∑

i=1

qigi ∈ I.

Portanto, r = 0, pois, caso contrário r seria um polinômio não nulo em I cujo monômio líder
não é múltiplo de LM(gi) para todo i = 1, . . . , s, contradizendo o fato de {g1, . . . , gs} ser uma
base de Gröbner para I. Como consequência I ⊂ (g1, . . . , gs) e a fortiori I = (g1, . . . , gs).

Uma propriedade importante para uma base de Gröbner é a seguinte.

Proposição 3.2.4. Seja {g1, . . . , gs} ⊂ I uma base de Gröbner para I. Na divisão de f ∈ K[X]
por {g1, . . . , gs} o resto é sempre o mesmo, independentemente da ordem que escolhermos para
g1, . . . , gs no algoritmo da divisão.

Demonstração. Suponhamos que f seja escrito da forma

f = q1g1 + · · ·+ qsgs + r = q̃1g1 + · · ·+ q̃sgs + r̃,

onde qi, q̃i ∈ K[X], para todo i = 1, . . . , s e r, r̃ ∈ K[X] com nenhum monômio aparecendo em
r ou em r̃ sendo múltiplo de LM(gi), para todo i = 1, . . . , s. Como

r − r̃ =
s

∑

i=1

(q̃i − qi)gi ∈ I,

devemos ter r − r̃ = 0, pois, caso contrário, r − r̃ seria um polinômio não nulo em I cujo
monômio líder não é múltiplo de LM(gi), para todo i = 1, . . . , s, contradizendo o fato que
{g1, . . . , gs} é uma base de Gröbner para I.

Definição 3.2.5 (S-polinômio). Sejam f, g ∈ K[X] \ {0}, com LT(f) = aXα e LT(g) = bXβ.
Seja γi = max{αi, βi}, para todo i = 1, . . . ,m e considere γ = (γ1, . . . , γm) ∈ Nm

0 . O S-

polinômio de f e g é definido como

S(f, g) =
1

a
Xγ−αf − 1

b
Xγ−βg.

É fácil ver que LT( 1
a
Xγ−αf) = Xγ = LT(1

b
Xγ−βg).

Exemplo 3.2.6. Sejam f = 2XY − Y e g = −X + 3Y 2 polinômios em R[X, Y ] e considere
M munido da ordem lexicográfica com Y ⪯ X. Observe que LT(f) = 2XY, LT(g) = −X e
γ = (1, 1).

Portanto, o S-polinômio de f e g é

S(f, g) = f + 2Y g

= (2XY − Y ) + (−2XY + 6Y 3)

= 6Y 3 − Y.
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Teorema 3.2.7 (Critério de Buchberger). Seja {g1, . . . , gt} ⊂ I tal que I = (g1, . . . , gt). Então,
{g1, . . . , gt} é uma base de Gröbner para I se, e somente se, para todos i, j = 1, . . . , t, com
i ̸= j, o resto da divisão de S(gi, gj) por {g1, . . . , gt} é zero, independentemente da ordem que
tomarmos para g1, . . . , gt no algoritmo da divisão.

Demonstração. Veja ([3], página 86, Teorema 6).

Teorema 3.2.8 (Algoritmo de Buchberger). Seja I = (g1, . . . , gt) um ideal não nulo. Uma base
de Gröbner para I pode ser construída em um número finito de passos seguindo o algoritmo:

Entrada: {g1, . . . , gt}
Saída: Uma base de Gröbner para I

Início
G = {g1, . . . , gt};
G′ = {{gi, gj} | gi ̸= gj e gi, gj ∈ G};
Enquanto G′ ̸= ∅ faça

Escolha {gi, gj} ∈ G′;
G′ = G′ \ {{gi, gj}};
Dividir S(gi, gj) por G obtendo resto r;
Se r ̸= 0 então

G′ = G′ ∪ {{g, r} | g ∈ G};
G = G ∪ {r};

Fim
Fim

Fim

Demonstração. Veja ([3], página 91, Teorema 2).

Exemplo 3.2.9. No exemplo 3.2.2, vimos que G := {XY − 1, Y 2 − 1} não é uma base de
Gröbner para I = (XY − 1, Y 2 − 1). Vamos usar o algoritmo de Buchberger com o objetivo
de produzir uma base de Gröbner para I. Denote por g1 = XY − 1 e g2 = Y 2 − 1. Então,
S(g1, g2) = Y g1−Xg2 = X−Y e o resto da divisão de S(g1, g2) por {g1, g2} é o próprio X−Y .
Defina g3 := X−Y e considere o conjunto {XY −1, Y 2−1, X−Y }. Agora, é claro que o resto
da divisão de S(g1, g2) por {g1, g2, g3} é zero. Além disso, é fácil ver que o resto da divisão de
S(g1, g3) e S(g2, g3) por {g1, g2, g3} é zero. Portanto, {XY − 1, Y 2 − 1, X − Y } é uma base de
Gröbner para I.

O problema de tese de Buchberger era: dado um ideal I ⊂ K[X] determinar uma base
para K[X]/I, considerando esse quociente como um K-espaço vetorial. Agora, introduziremos
o conceito que solucionou o problema da tese de Buchberger.

3.3 Pegada de um Ideal

Definição 3.3.1 (Pegada). Seja I ⊂ K[X] um ideal e uma ordem monomial fixada ⪯ em M.
A pegada de um ideal I com respeito a ⪯ é o conjunto

∆(I) := {M ∈ M | M não é o monômio líder de nenhum polinômio em I}.

Proposição 3.3.2. Sejam I ⊂ K[X] um ideal e {g1, . . . , gs} uma base de Gröbner para I.
Então M ∈ ∆(I) se, e somente se, M não é múltiplo de LM(gi), para todo i = 1, . . . , s.
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Demonstração. ⇒ Seja M ∈ ∆(I). Suponha, por contradição, que M é múltiplo de LM(gi)
para algum i = 1, . . . , s. Logo, M = N · LM(gi). Assim, como gi ∈ I e I é um ideal, então
f = N · gi ∈ I e temos

LM(f) = N · LM(gi) = M,

o que é um absurdo, pois M ∈ ∆(I).
⇐ Se M não é múltiplo de LM(gi), para todo i = 1, . . . , s e se {g1, . . . , gs} é uma base de
Gröbner para I, então M não é o monômio líder de nenhum polinômio em I. Logo, M ∈
∆(I).

Exemplo 3.3.3. Seja I = (X3 −X, Y 3 − Y,X2Y − Y ) ⊂ R[X, Y ] e considere M munido da
ordem lexicográfica (Y ⪯ X). Não é difícil verificar que {X3 − X, Y 3 − Y,X2Y − Y } é uma
base de Gröbner para I = (X3 −X, Y 3 − Y,X3Y − Y ).
Agora, pela Proposição 3.3.2, temos que os elementos que pertencem a ∆(I) são os monômios
que não são múltiplos de LM(X3 − X) = X3,LM(Y 3 − Y ) = Y 3 ou LM(X2Y − Y ) = X2Y.
Podemos identificar um monômio XαY β como o par ordenado (α, β) de inteiros não negativos.

Os pontos (3, 0), (0, 3) e (2, 1) correspondem, respectivamente, aos monômios líderes dos
polinômios X3 −X, Y 3 − Y e X2Y − Y , pertencentes à base de Gröbner de I. Logo, a partir
deles é fácil determinar os monômios que não são múltiplos de nenhum desses monômios líderes.
Portanto, pela Proposição 3.3.2, temos que

∆(I) = {1, X,X2, Y,XY, Y 2, XY 2}.

Y

X

Monômios Líderes (X3, X2Y, Y 3).
Monômios de ∆(I).

Figura 3.1: Representação da pegada do ideal I = (X3 −X, Y 3 − Y,X2Y − Y ).

Teorema 3.3.4. Seja I ⊂ K[X] um ideal. Então uma base para K[X]/I como K-espaço
vetorial, é

B := {M + I | M ∈ ∆(I)}
Em particular, se ∆(I) é um conjunto finito, então dimK(K[X]/I) = #(∆(I)).

Demonstração. Seja G uma base de Gröbner para I em relação à mesma ordem de monômios
usada para determinar ∆(I), e seja f ∈ K[X]. Dividindo f por G, existem u1, . . . , us ∈ K[X]
e r ∈ K[X] tais que f = u1g1 + · · · + usgs + r, e se r ̸= 0 então nenhum monômio que
aparece em r é múltiplo de LM(gi), para todo i = 1, . . . , s. Em outras palavras, r é uma
combinação linear, com coeficientes em K, de monômios de ∆(I), isto é, r =

∑s

i=1 aiMi. Como
f + I = r + I =

∑s

i=1 ai(Mi + I), temos que os elementos de B geram K[X]/I como K-espaço
vetorial.
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Agora, suponha que
∑ℓ

i=1 bi(Mi+I) = 0+I, onde bi ∈ K e Mi ∈ ∆(I) para todo i = 1, . . . , ℓ.
Então,

∑ℓ

i=1 biMi ∈ I. Se algum dos coeficientes bi for diferente de zero, então
∑ℓ

i=1 biMi seria
um elemento não nulo de I cujo monômio líder não é o monômio líder de algum polinômio em
I, logo, devemos ter b1 = b2 = · · · = bℓ = 0, o que prova que B é linearmente independente
sobre K.

Exemplo 3.3.5. Vimos no Exemplo 3.3.3 que, ∆(I) = {1, X,X2, Y,XY, Y 2, XY 2}, onde I =
(X3 −X, Y 3 − Y,X2Y − Y ) ⊂ R[X, Y ]. Agora, pelo Teorema anterior, temos que R[X, Y ]/I é
um R-espaço vetorial de dimensão 7, onde

{1 + I,X + I,X2 + I, Y + I,XY + I, Y 2 + I,XY 2 + I}

é uma base para esse espaço vetorial.

Seja I ⊂ K[X] um ideal e {f1, . . . , ft} uma base para I. Defina o conjunto

∆(LM(f1), . . . ,LM(ft)) := {M ∈ M | M não é múltiplo de LM(fi), para todo i = 1, . . . , t}.

Observação 3.3.6. Seja I ⊂ K[X], então ∆(I) ⊆ ∆(LM(f1), . . . ,LM(ft)). Com efeito, se
M ∈ ∆(I), então, por definição, M não é o monômio líder de nenhum polinômio em I e
como fi ∈ I, para todo i = 1, . . . , t, em particular, M não é múltiplo do monômio líder de fi.
Portanto, M ∈ ∆(LM(f1), . . . ,LM(ft)).

Na verdade, segundo a Proposição 3.3.2 temos

∆(I) = ∆(LM(f1), . . . ,LM(ft)) se, e somente se, {f1, . . . , ft} é uma base de Gröbner para I.

Agora, apresentaremos um conceito-chave chamado de “variedade afim”. Esse conceito jun-
tamente com o conceito de ideal de uma variedade permitem conectar a Álgebra Comutativa
com a Geometria Algébrica. É usual, em Geometria Algébrica, denotar por Am(K) o conjunto
de m-uplas de Km, quando essas m-uplas vão ser usadas como pontos a serem substituídos em
polinômios.

Definição 3.3.7 (Variedade afim). Seja I ⊂ K[X] um ideal. A variedade afim associada a
I é o conjunto dos pontos em Am(K) que se anulam em todo polinômio em I, isto é,

V (I) := {(a1, . . . , am) ∈ Am(K) | f(a1, . . . , am) = 0, para todo f ∈ I}.

Proposição 3.3.8. Se I = (g1, . . . , gt) então

(a1, . . . , am) ∈ V (I) ⇐⇒ gi(a1, . . . , am) = 0 para todo i = 1, . . . , t.

Demonstração. Com efeito,

(a1, . . . , am) ∈ V (I) ⇐⇒ f(a1, . . . , am) = 0, para todo f ∈ I,

⇐⇒
( t
∑

i=1

higi

)

(a1, . . . , am) = 0, para todo hi ∈ K[X],

⇐⇒ gi(a1, . . . , am) = 0, para todo i = 1, . . . , t.

Definição 3.3.9 (Ideal de uma variedade afim). Seja V = V (I) ⊂ Am(K) uma variedade afim.
O ideal de uma variedade V, que denotamos por I(V ) =: I(V (I)), é o conjunto de todos os
polinômios em K[X] que se anulam em todos os pontos de V (I), isto é,

I(V ) := {f ∈ K[X] | f(a1, . . . , am) = 0, para todo (a1, . . . , am) ∈ V }.
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Proposição 3.3.10. I(V ) é um ideal de K[X].

Demonstração. Claramente que I(V ) ̸= ∅, pois basta tomar f = 0.
Sejam f, g ∈ I(V ), então

(f + g)(a1, . . . , am) = f(a1, . . . , am) + g(a1, . . . , am)

= 0.

Seja f ∈ I(V ) e seja h ∈ K[X]. Então

(fh)(a1, . . . , am) = f(a1, . . . , am)h(a1, . . . , am)

= 0 · h(a1, . . . , am) = 0.

Isso conclui a demonstração.

Uma variedade V (I) pode ter um número infinito ou finito de pontos.

Exemplo 3.3.11. Sejam I = (Y −X2) e J = (X2 − 1, Y 2 − 1) ideais R[X, Y ].
Observe que

V (I) = {(a, b) ∈ A2(R) | f(a, b) = 0, para todo f ∈ I}
= {(a, b) ∈ A2(R) | b− a2 = 0}
= {(a, b) ∈ A2(R) | b = a2}
= {(a, a2) | a ∈ R},

e

V (J) = {(a, b) ∈ A2(R) | f(a, b) = 0, para todo f ∈ J}
= {(a, b) ∈ A2(R) | a2 − 1 = 0 e b2 − 1 = 0}
= {(a, b) ∈ A2(R) | a2 = 1 e b2 = 1}
= {(−1, 1), (−1,−1), (1, 1), (1,−1)}

são as variedades de I e J , respectivamente. Temos que V (I) tem um número infinito de
pontos, enquanto que V (J) tem um número finito de pontos.

Figura 1 — Em verde a variedade afim de I = (Y −X2) ⊆ R[X, Y ].

X

Y

Figura 2 — Em vermelho os pontos de V (J) = {(−1,±1), (1,±1)}.
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X

Y

Lema 3.3.12. Seja I ⊂ K[X] um ideal e sejam P1, . . . ,Pr pontos distintos de V (I). Então,
existem polinômios p1, . . . , pr ∈ K[X], tal que pi(Pj) = δij para todos i, j = 1, . . . , r, onde δij é
o delta de Kronecker (ou seja, se i = j, temos que δij = 1, caso contrário δij = 0).

Demonstração. Seja Pi = (ai1, . . . , aim) ∈ Am(Fq), onde i = 1, . . . , r, vamos mostrar como obter
p1 conforme o enunciado do Lema. Como todos os pontos são distintos, para todo i = 2, . . . , r

existe ji ∈ {1, . . . ,m}, tal que aiji ̸= a1ji . Defina hi :=
Xji

−aiji
a1ji−aiji

para i = 2, . . . , r.
Então, calculando hi em Pi, temos que

hi(P1) =
Xji(P1)− aiji
a1ji − aiji

=
Xji(a11, . . . , a1m)− aiji

a1ji − aiji

=
a1ji − aiji
a1ji − aiji

= 1.

Por outro lado, temos que hi(Pi) =
aiji−aiji
a1ji−aiji

= 0, para todo i = 2, . . . , r.

Tomando p1 =
∏r

i=2 hi, temos que p1(P1) = 1 e p1(Pi) = 0, para todo i = 2, . . . , r.
Analogamente, conseguimos obter p2, . . . , pr.

Proposição 3.3.13. Seja I ⊂ K[X] um ideal tal que ∆(I) é um conjunto finito. Então V (I)
também é um conjunto finito e #(V (I)) ≤ #(∆(I)).

Demonstração. Sejam P1, . . . ,Pr pontos distintos de V (I). Vamos encontrar um conjunto em
K[X]/I que é linearmente independente e tem r elementos. Isso provará a proposição, pois, no
Teorema 3.3.4, vimos que #(∆(I)) é igual a dimensão de K[X]/I como K-espaço vetorial.

Pelo Lema 3.3.12, existem p1, . . . , pr ∈ K[X] tais que pi(Pj) = δij, para todos i, j = 1, . . . , r.
Suponha que

∑r

i=1 ai(pi + I) = 0 + I, onde a1, . . . , ar ∈ K. Logo,
∑r

i=1 aipi ∈ I. Então,

r
∑

i=1

aipi(Pj) =
r

∑

i=1

aiδij = 0.

Logo, aj = 0, para todo j = 1, . . . , r, o que demonstra que {p1 + I, . . . , pr + I} é um conjunto
linearmente independente em K[X]/I.

Na verdade, pode-se provar um resultado mais refinado. Para enunciá-lo, precisamos relem-
brar de duas definições básicas, a saber: radical de um ideal e ideal radical.

Definição 3.3.14 (Radical de um ideal). Definimos o radical de um ideal em um anel R
como sendo o conjunto

√
I := {a ∈ R | am ∈ I, para algum m ∈ N}.
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Definição 3.3.15 (Ideal radical). Dizemos que I ⊂ K[X] é um ideal radical se
√
I = I.

Teorema 3.3.16. Seja I ⊂ K[X] um ideal tal que ∆(I) é um conjunto finito e seja L uma
extensão de K que é algebricamente fechada. Então

VL(I) := {(a1, . . . , am) ∈ Lm | f(a1, . . . , am) = 0, para todo f ∈ I}

é um conjunto finito e #(VL(I)) ≤ #(∆(I)). Além disso, se K é um corpo perfeito (isto é, um
corpo finito ou um corpo de característica zero) e I um ideal radical, então #(VL(I)) = #(∆(I)).

Demonstração. Veja ([1], Teorema 8.32).

Teorema 3.3.17 (Teorema dos Zeros de Hilbert (Nullstellensatz)). Seja K um corpo algebri-
camente fechado e seja I ⊆ K[X]. Então

I(V (I)) =
√
I.

Demonstração. Veja ([3], página 183, Teorema 6).

Doravante, sempre assumiremos que o conjunto dos monômios M ⊂ Fq[X] está dotado da
ordem lexicográfica onde Xm ⪯ · · · ⪯ X1.

3.4 Códigos de variedade afim

Na presente seção faremos a construção dos códigos de variedade afim, conforme definidos em
[4]. Seja I = (g1, . . . , gt) ⊂ Fq[X] um ideal e seja Iq := (g1, . . . , gt, X

q
1 −X1, . . . , X

q
m−Xm). Pela

Proposição 1.2.3, temos que
∏

a∈Fq
(X−a) = Xq−X e, assim segue trivialmente V (I) = V (Iq).

Agora, pela Observação 3.3.6

#(∆(Iq)) ≤ #(∆(LM(g1), . . . ,LM(gt), X
q
1 , . . . , X

q
m)) ≤ qm.

Logo, pela Proposição 3.3.13 temos que #(V (Iq)) ≤ #(∆(Iq)), ou seja, o número de zeros
comuns em Iq é finito, digamos, V (Iq) = {P1, . . . ,Pn}. Defina a função ev dada por

ev : Fq[X]/Iq → Fn
q

f + Iq 7→ ev(f + Iq) = (f(P1), . . . , f(Pn)).
(3.1)

Proposição 3.4.1. A função ev é um isomorfismo entre Fq-espaços vetoriais.

Demonstração. Claramente a função ev está bem definida e é uma transformação linear. Agora,
Xq

i − Xi ∈ Iq, para todo i = 1, . . . ,m e, portanto, Iq é um ideal radical (veja e. g. [1], 1993,
Prop. 8.14). Se L é um corpo algebricamente fechado contendo Fq, temos que VL(Iq) = VFq

(Iq),
e pelo Teorema 3.3.16 temos que #(VL(Iq)) = #(∆(Iq)). Agora, pelo Teorema de Buchberger,
temos que dim(Fq[X]/Iq) = #(∆(Iq)) = n.

Agora, provaremos que ev é sobrejetora e, assim, aplicando o Teorema do Núcleo e da
Imagem o resultado estará provado. Pelo Lema 3.3.12, existem polinômios p1, . . . , pn ∈ Fq[X]
tais que pi(Pj) = δij, para todos os i, j = 1, . . . , n. Logo, ev(pi + Iq) = ei, onde ei é o i-ésimo
vetor da base canônica de Fn

q , para todo i = 1, . . . , n.

Definição 3.4.2 (Código de variedade afim). Seja L um Fq-subespaço vetorial de Fq[X]/Iq,
a imagem C(L) := ev(L) é um Fq-subespaço vetorial de Fn

q , que é chamado de código de

variedade afim associado a L.
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Capítulo 4

Códigos hiperbólicos

Neste capítulo apresentamos uma família de códigos de variedade afim chamados de códigos
hiperbólicos. Nosso objetivo principal é determinar seus parâmetros fundamentais usando a
teoria das bases de Gröbner e obter uma caracterização dos pesos generalizados de Hamming
desses códigos a partir das noções de conjuntos densos e ótimos. Usamos como referência
principal [5].

4.1 Introdução

Seguindo o que foi feito na seção 3.4 tomamos I = Iq = (Xq
1 − X1, . . . , X

q
m − Xm). Nesse

caso V (I) = Am(Fq), e escrevemos X := Am(Fq). Vamos escrever n := |X |= qm. Lembramos
que M denota o conjunto dos monômios de Fq[X], e que dados M1, . . . ,Mu ∈ M temos que
∆(M1, . . . ,Mu) é o conjunto dos monômios em M que não são múltiplos de Mi para todo
i = 1, . . . , u.

Definição 4.1.1 (Código hiperbólico). Seja s ≥ 0 um inteiro e defina a função

D : M → N0

M 7→ D(M) = #(∆(M,Xq
1 , . . . , X

q
m)).

O código hiperbólico E(s) é definido como o subespaço gerado por ev(M + Iq), onde ev é a
aplicação definida em (3.1) e M é tal que D(M) ≤ s, isto é,

E(s) := ⟨{ev(M + Iq) | M ∈ M, D(M) ≤ s}⟩.
É óbvio que E(s) é um Fq-subespaço vetorial de Fn

q , ou seja, E(s) é um código de Fn
q .

Em [5] os autores, na definição de código hiperbólico e em diversos outros lugares, escrevem
∆((M,Xq

1 , . . . , X
q
m)) ao invés de ∆(M,Xq

1 , . . . , X
q
m), ou seja, consideram a pegada do ideal

(M,Xq
1 , . . . , X

q
m). Ocorre que ∆((M,Xq

1 , . . . , X
q
m)) = ∆(M,Xq

1 , . . . , X
q
m), porque um conjunto

de geradores formado por monômios é uma base de Gröbner para o ideal definido por ele (porque
o S-polinômio de um par de monômios é zero) e devido também à Proposição 3.3.2.

Observação 4.1.2. Da definição da aplicação D vem que para todo M /∈ ∆(I) temos

∆(M,Xq
1 , . . . , X

q
m) = ∆(I)

logo #(∆(M,Xq
1 , . . . , X

q
m)) = qm. Além disso, se M ∈ ∆(I) então #(∆(M,Xq

1 , . . . , X
q
m)) <

qm. Assim, para s ≥ qm temos que E(s) é gerado pelas classes de todos os monômios em ∆(I).
Logo, devido ao Teorema 3.3.4 e ao fato de ev ser um isomorfismo, temos que E(s) = Fn

q .
Assim, para evitar trivialidades, redefinimos E(s) como

E(s) := ⟨{ev(M + Iq) | M ∈ ∆(I), D(M) ≤ s}⟩.
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A seguir, apresentamos uma fórmula para o número #(∆(M,Xq
1 , . . . , X

q
m)), com M ∈ ∆(I).

Para tornar a ideia clara, analisamos primeiro um exemplo no caso m = 2. Depois generalizamos
o argumento para m ≥ 2.

Exemplo 4.1.3. Tomamos m = 2 e M = Xα1

1 Xα2

2 ∈ ∆(I). Observe que o número de monô-
mios que não são múltiplos de nenhum dos monômios M,Xq

1 , X
q
2 é dado por

#(∆(M,Xq
1 , X

q
2)) = q2 −#{Xa1

1 Xa2
2 ∈ ∆(I) | a1 ≥ α1 e a2 ≥ α2}.

Mas, #{Xa1
1 Xa2

2 ∈ ∆(I) | a1 ≥ α1 e a2 ≥ α2} = (q − α1)(q − α2). Logo,

#(∆(M,Xq
1 , X

q
2)) = q2 − (q − α1)(q − α2).

X1

X2

De maneira geral, temos o seguinte resultado.

Proposição 4.1.4. Dado m ≥ 2 e M = Xα1

1 · · ·Xαm
m ∈ ∆(I) temos que

D(M) = qm − (q − α1) · · · (q − αm).

Demonstração. Existem qm monômios Xβ1

1 · · ·Xβm
m , com 0 ≤ βi ≤ q − 1 que não são múltiplos

de Xq
i , para todo i = 1, . . . ,m. Desses, exatamente (q− α1) · · · (q− αm) são múltiplos de M e,

portanto,
D(M) = qm − (q − α1) · · · (q − αm).

Exemplo 4.1.5. Considerando o anel F3[X1, X2, X3] e I = (X3
1 − X1, X

3
2 − X2, X

3
3 − X3),

vamos construir o código hiperbólico E(19). Por definição, é necessário analisar os monômios
M = Xα1

1 Xα2

2 Xα3

3 ∈ ∆(I) com αi = 0, 1, 2, para todo i = 1, 2, 3, tais que D(M) ≤ 19. Para
isso, escrevemos os resultados de D(M) como entradas de matrizes Ak, onde cada termo (i, j)
da matriz Ak é dado por D(X i−1

1 Xj−1
2 Xk−1

3 ), para todo k = 1, 2, 3.

Cálculos para a obtenção da matriz A1.

Valor Cálculo Resultado obtido
D(1) 33 − (3− 0)(3− 0)(3− 0) 0
D(X2) 33 − (3− 0)(3− 1)(3− 0) 9
D(X2

2 ) 33 − (3− 0)(3− 2)(3− 0) 18
D(X1) 33 − (3− 1)(3− 0)(3− 0) 9

D(X1X2) 33 − (3− 1)(3− 1)(3− 0) 15
D(X1X

2
2 ) 33 − (3− 1)(3− 2)(3− 0) 21

D(X2
1 ) 33 − (3− 2)(3− 0)(3− 0) 18

D(X2
1X2) 33 − (3− 2)(3− 1)(3− 0) 21

D(X2
1X

2
2 ) 33 − (3− 2)(3− 2)(3− 0) 24
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Cálculos para a obtenção da matriz A2.

Valor Cálculo Resultado obtido
D(X3) 33 − (3− 0)(3− 0)(3− 1) 9

D(X2X3) 33 − (3− 0)(3− 1)(3− 1) 15
D(X2

2X3) 33 − (3− 0)(3− 2)(3− 1) 21
D(X1X3) 33 − (3− 1)(3− 0)(3− 1) 15

D(X1X2X3) 33 − (3− 1)(3− 1)(3− 1) 19
D(X1X

2
2X3) 33 − (3− 1)(3− 2)(3− 1) 23

D(X2
1X3) 33 − (3− 2)(3− 0)(3− 1) 21

D(X2
1X2X3) 33 − (3− 2)(3− 1)(3− 1) 23

D(X2
1X

2
2X3) 33 − (3− 2)(3− 2)(3− 1) 25

Cálculos para a obtenção da matriz A3.

Valor Cálculo Resultado obtido
D(X2

3 ) 33 − (3− 0)(3− 0)(3− 2) 18
D(X2X

2
3 ) 33 − (3− 0)(3− 1)(3− 2) 21

D(X2
2X

2
3 ) 33 − (3− 0)(3− 2)(3− 2) 24

D(X1X
2
3 ) 33 − (3− 1)(3− 0)(3− 2) 21

D(X1X2X
2
3 ) 33 − (3− 1)(3− 1)(3− 2) 23

D(X1X
2
2X

2
3 ) 33 − (3− 1)(3− 2)(3− 2) 25

D(X2
1X

2
3 ) 33 − (3− 2)(3− 0)(3− 2) 24

D(X2
1X2X

2
3 ) 33 − (3− 2)(3− 1)(3− 2) 25

D(X2
1X

2
2X

2
3 ) 33 − (3− 2)(3− 2)(3− 2) 26

Temos então

A1 =





0 9 18

9 15 21

18 21 24



 , A2 =





9 15 21

15 19 23
21 23 25



 e A3 =





18 21 24
21 23 25
24 25 26



 .

Assim

E(19) = ⟨{ev(M + I) | M ∈ ∆(I), D(M) ≤ 19}⟩
= ev(⟨{1 + I,X1 + I,X2

1 + I,X2 + I,X1X2 + I,

X2
2 + I,X3 + I,X1X3 + I,X2X3 + I,X1X2X3 + I,X2

3 + I}⟩).

Portanto, a dimensão de E(19) é k = 11 e o seu comprimento é igual a n = 33 = 27.

Definição 4.1.6. Vamos denotar por M(q, s) o conjunto {M ∈ ∆(I) | D(M) ≤ s}.

Proposição 4.1.7. A dimensão de E(s) é igual a k = #(M(q, s)).

Demonstração. O resultado segue diretamente do fato de que o mapa de avaliação ev é um
isomorfismo.

Na próxima proposição, determinamos o comprimento e uma cota inferior para a distância
mínima do código hiperbólico.

Proposição 4.1.8. O comprimento do código E(s) é qm e a sua distância mínima satisfaz
dmin ≥ qm − s.
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Demonstração. Claramente o comprimento é qm. Seja ev(
∑t

i=1 γiMi + I), uma palavra não
nula de E(s), com γi ∈ Fq e Mi ∈ M(q, s), para todo i = 1, . . . , t. Suponha, sem perda de
generalidade que Mj ⪯ Mt, para todo j = 1, . . . , t− 1 e que γt ̸= 0.
Considere o ideal

J := (
t

∑

i=1

γiMi, X
q
1 −X1, . . . , X

q
m −Xm).

Temos que

ω(ev(
t

∑

i=1

γiMi + I)) = n−#(V (J)) = qm −#(V (J)).

Pela Observação 3.3.6, tem-se ∆(J) ⊆ ∆(Mt, X
q
1 , . . . , X

q
m), e em particular

#(∆(
t

∑

i=1

γiMi, X
q
1 −X1, . . . , X

q
m −Xm)) ≤ s.

Pela Proposição 3.3.13, temos que #(V (J)) ≤ #(∆(J)) ≤ s. Logo ω(ev(
∑t

i=1 γiMi + I)) ≥
qm − s, e assim dmin ≥ qm − s.

Na verdade, como veremos a seguir, se s for escolhido de maneira adequada temos a igual-
dade satisfeita.

Definição 4.1.9. Defina S := {D(M) | M ∈ ∆(I)}.
Teorema 4.1.10. Se s′ ∈ N0 então existe um único s ∈ S tal que E(s′) = E(s). A distância
mínima de E(s) é igual a dmin = qm − s.

Demonstração. Existência: Seja s′ ∈ N0 e defina

s := max{t ∈ S | t ≤ s′} ∈ S.

Tal s existe, pois S é finito e não vazio (pois D(1) = 0 ∈ S). Afirmamos que M(q, s′) = M(q, s).
Com efeito, se M ∈ M(q, s′), então por definição D(M) ≤ s′. Como D(M) ∈ S e s =

max{t ∈ S | t ≤ s′} então D(M) ≤ s. Logo, M ∈ M(q, s). Por outro lado, se M ∈ M(q, s),
então D(M) ≤ s. Como s ≤ s′, segue que D(M) ≤ s′, logo M ∈ M(q, s′). Portanto, M(q, s′) =
M(q, s) e, consequentemente, E(s′) = E(s).

Unicidade: Suponha que existam s1, s2 ∈ S, com s1 < s2 tais que E(s1) = E(s2). Como
s2 ∈ S, existe um monômio M ∈ ∆(I) tal que D(M) = s2. Como s1 < s2 temos M(q, s1) ⫋
M(q, s2) e logo E(s1) ⫋ E(s2), absurdo.

Agora, provemos que dmin = qm − s. Pela Proposição 4.1.8 precisamos apenas encontrar
uma palavra não nula ev(

∑t

i=1 γiMi + I) em E(s) de peso igual a qm − s, ou seja, precisamos
encontrar um polinômio não nulo

∑t

i=1 γiMi, com γi ∈ Fq e Mi ∈ M(q, s), para todo i = 1, . . . , t
que tenha s zeros diferentes em Fm

q . Primeiro, escolha M ∈ M(q, s) tal que D(M) = s, digamos,
M = Xa1

1 · · ·Xam
m . Portanto,

s = #(∆(M,Xq
1 , . . . , X

q
m)) = qm − (q − a1)(q − a2) · · · (q − am).

Considere Fq = {α1, . . . , αq} e defina o polinômio

P (X1, . . . , Xm) := (X1−α1) · · · (X1−αa1)(X2−α1) · · · (X2−αa2) · · · (Xm−α1) · · · (Xm−αam).

Note que P é um polinômio da forma desejada. Os elementos de Fm
q que não são zeros de P são

precisamente os elementos da forma (αi1 , αi2 , . . . , αim), com i1 > a1, . . . , im > am, e portanto
o número de não zeros é (q − a1) · · · (q − am). De (q − a1) · · · (q − am) = qm − s temos que
dmin = qm − s.
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Exemplo 4.1.11. Retomando o Exemplo 4.1.5 vimos que D(X1X2X3) = 19. Como D(X1X2X3) =
19 ∈ S então o Teorema 4.1.10 pode ser aplicado e, portanto, a distância mínima de E(19) é
igual a dmin = 33 − 19 = 8.

Doravante, sempre assumiremos que s ∈ S.

Definição 4.1.12. Dado um inteiro s ≥ 0, defina

N (q, s) := {Xa1
1 · · ·Xam

m ∈ ∆(I) |
m
∏

i=1

(ai + 1) < qm − s}.

Teorema 4.1.13. Seja s ≥ 0 e, considere o anel Fq[X]. Temos

E(s) = {c ∈ Fn
q | ⟨c, ev(M + I)⟩ = 0, para todo M ∈ N (q, s)},

onde ⟨·, ·⟩ denota o produto interno usual em Fn
q .

Demonstração. Defina

Hypq(s,m) := {c ∈ Fn
q | ⟨c, ev(N + I)⟩ = 0, para todo N ∈ N (q, s)}.

Sejam M ∈ M(q, s) e N ∈ N (q, s), onde M = Xa1
1 · · ·Xam

m e N = Xb1
1 · · ·Xbm

m , com
ai, bi < q, para todo i = 1, . . . ,m. Primeiro, provemos que E(s) ⊆ Hypq(s,m). Para isso, como
o produto interno é bilinear então basta verificar que ⟨ev(M + I), ev(N + I)⟩ = 0. Escrevendo
Pj = (αj1 , αj2 , . . . , αjm), para todo j = 1, . . . , n, temos que

⟨ev(M + I), ev(N + I)⟩ = ⟨(M(P1), . . . ,M(Pn)), (N(P1), . . . , N(Pn))⟩
= M(P1)N(P1) + · · ·+M(Pn)N(Pn)

= Xa1
1 · · ·Xam

m (P1)X
b1
1 · · ·Xbm

m (P1) + · · ·+Xa1
1 · · ·Xam

m (Pn)X
b1
1 · · ·Xbm

m (Pn)

= αa1
11α

a2
12 · · ·αam

1mα
b1
11α

b2
12 · · ·αbm

1m + · · ·+ αa1
n1α

a2
n2 · · ·αam

nmα
b1
n1α

b2
n2 · · ·αbm

nm

= αa1+b1
11 · · ·αam+bm

1m + · · ·+ αa1+b1
n1 · · ·αam+bm

nm

=

q
∑

i=1

αa1+b1
i · · ·

q
∑

i=1

αam+bm
i ,

onde Fq = {α1, . . . , αq}.
Vamos mostrar que se existe um índice j tal que aj + bj ̸≡ 0 mod(q − 1), então ⟨ev(M +

I), ev(N + I)⟩ = 0. Seja g um gerador do grupo cíclico F∗
q, e seja k = aj + bj, observe que

∑q

i=1 α
aj+bj
i = 1 + gk + g2k + · · ·+ g(q−2)k. Temos que gk ̸= 1, e mais ainda,

(1 + gk + · · ·+ (gk)q−2)(1− gk) = 1− (gk)q−1 = 1− (gq−1)k = 0.

Isso mostra que 1 + gk + g2k + · · ·+ g(q−2)k = 0.
Assim,

∑q

i=1 α
aj+bj
i = 0 e logo ⟨ev(M + I), ev(N + I)⟩ = 0.

Suponha agora que para todo i = 1, . . . ,m temos ai+ bi ≡ 0 mod(q− 1). Como 0 ≤ ai, bi ≤
q− 1 para todo i = 1, . . . ,m temos que ter ou ai+ bi = 0, ou ai+ bi = q− 1 ou ai+ bi = 2q− 2.

Vamos assumir que aj + bj = 0 para algum j ∈ {1, . . . ,m}. Temos que

∑

α∈Fq

αaj+bj = q · 1 = 0.
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Finalmente, temos que analisar o caso onde para todo i = 1, . . . ,m acontece ai + bi = q− 1
ou ai + bi = 2(q − 1). Suponha que ai + bi = q − 1, para todo i = 1, . . . , r e ai + bi = 2(q − 1),
para todo i = r + 1, . . . ,m, e observe que a única possibilidade, no segundo caso, é termos
ai = bi = q− 1, para todo i = r+ 1, . . . ,m. De qualquer forma, temos que q− ai = bi + 1 para
todo i = 1, . . . ,m. Como M ∈ M(q, s) então qm −∏m

i=1(q − ai) ≤ s. Portanto,

qm − s ≤
m
∏

i=1

(q − ai)

=
r
∏

i=1

(bi + 1)

=

∏m

i=1(bi + 1)

qm−r

<
qm − s

qm−r
,

uma contradição, então esse caso na verdade nunca ocorre. Portanto, E(s) ⊆ Hypq(s,m).
Por outro lado, como ev é um isomorfismo e a dimensão do espaço gerado pela avaliação das
classes de monômios em N (q, s) é #(N (q, s)), temos que

dim(Hypq(s,m)) = qm −#{(a1, . . . , am) | 0 ≤ ai < q, i = 1, . . . ,m,
m
∏

i=1

(ai + 1) < qm − s}

= #{(a1, . . . , am) | 0 ≤ ai < q, i = 1, . . . ,m,
m
∏

i=1

(ai + 1) ≥ qm − s}

e

dim(E(s)) = #{(a1, . . . , am) | 0 ≤ ai < q, i = 1, . . . ,m, D(Xa1
1 · · ·Xam

m ) ≤ s}

= #{(a1, . . . , am) | 0 ≤ ai < q, i = 1, . . . ,m,
m
∏

i=1

(q − ai) ≥ qm − s}.

Agora, defina a função

T : A1 → A2

(z1, . . . , zm) 7→ T(z1, . . . , zm) = (q − z1 − 1, . . . , q − zm − 1),

onde

A1 := {(a1, . . . , am) | 0 ≤ ai < q, i = 1, . . . ,m,

m
∏

i=1

(q − ai) ≥ qm − s}

e

A2 := {(a1, . . . , am) | 0 ≤ ai < q, i = 1, . . . ,m,

m
∏

i=1

(ai + 1) ≥ qm − s}.

Provemos que é bijetora. Com efeito, sejam y = (y1, . . . , ym) ∈ A1 e z = (z1, . . . , zm) ∈ A1 tais
que T(y) = T(z). Assim, (q − y1 − 1, . . . , q − ym − 1) = (q − z1 − 1, . . . , q − zm − 1), ou seja,
q− yi− 1 = q− zi− 1, para todo i = 1, . . . ,m. Logo, yi = zi, para todo i = 1, . . . ,m. Portanto,
y = z.
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Seja w = (w1, . . . , wm) ∈ A2 e defina z := (z1, . . . , zm), com zi = q − wi − 1, para todo
i = 1, . . . ,m. É fácil ver que z ∈ A1. Então

T(z) = T(z1, . . . , zm)

= T(q − w1 − 1, . . . , q − wm − 1)

= (q − (q − w1 − 1)− 1, . . . , q − (q − wm − 1)− 1)

= (w1, . . . , wm)

= w.

Logo, T é sobrejetora.
Como E(s) está contido em Hypq(s,m) e ambos possuem a mesma dimensão segue que

E(s) = Hypq(s,m) e o resultado está provado.

Observação 4.1.14. Segue do Teorema 4.1.13 que agora temos uma matriz teste de paridade
dos códigos hiperbólicos.

Definição 4.1.15. Seja a ∈ N. Defina o número inteiro

V (m, a) := #{(x1, . . . , xm) ∈ Nm | 1 ≤ xi ≤ q, para todo i = 1, . . . ,m e
m
∏

i=1

xi ≤ a}.

Claramente 1 ≤ V (m, a) ≤ qm, para todos m ≥ 1 e a ∈ N. Em seguida, vejamos um
exemplo.

Exemplo 4.1.16. Seja m = 2 e seja q = 3. Assim,

• se a = 1, então

V (2, 1) = #{(x1, x2) ∈ N2 | 1 ≤ x1, x2 ≤ 3 e x1x2 ≤ 1}
= #{(1, 1)} = 1;

• se a = 2, então

V (2, 2) = #{(x1, x2) ∈ N2 | 1 ≤ x1, x2 ≤ 3 e x1x2 ≤ 2}
= #{(1, 1), (1, 2), (2, 1)} = 3;

• se a = 3, então

V (2, 3) = #{(x1, x2) ∈ N2 | 1 ≤ x1, x2 ≤ 3 e x1x2 ≤ 3}
= #{(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (3, 1)} = 5;

• se a = 4, então

V (2, 4) = #{(x1, x2) ∈ N2 | 1 ≤ x1, x2 ≤ 3 e x1x2 ≤ 4}
= #{(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (3, 1), (2, 2)} = 6;

• se a = 5, então

V (2, 5) = #{(x1, x2) ∈ N2 | 1 ≤ x1, x2 ≤ 3 e x1x2 ≤ 5}
= V (2, 4);
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• se a = 6, então

V (2, 6) = #{(x1, x2) ∈ N2 | 1 ≤ x1, x2 ≤ 3 e x1x2 ≤ 6}
= #{(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2)} = 8;

• se a = 7, então

V (2, 7) = #{(x1, x2) ∈ N2 | 1 ≤ x1, x2 ≤ 3 e x1x2 ≤ 7}
= V (2, 6);

• se a = 8, então

V (2, 8) = #{(x1, x2) ∈ N2 | 1 ≤ x1, x2 ≤ 3 e x1x2 ≤ 8}
= V (2, 6);

• se a = 9, então

V (2, 9) = #{(x1, x2) ∈ N2 | 1 ≤ x1, x2 ≤ 3 e x1x2 ≤ 9}
= #{(1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3)} = 9.

Observação 4.1.17. Vimos no Teorema 4.1.13 que

dim(Hypq(s,m)) = qm −#{(a1, . . . , am) | 0 ≤ ai < q, i = 1, . . . ,m,
m
∏

i=1

(ai + 1) < qm − s}.

Defina xi := ai + 1, para todo i = 1, . . . ,m. Então 1 ≤ xi ≤ q, para todo i = 1, . . . ,m e
∏m

i=1(ai+1) =
∏m

i=1 xi. É fácil ver que existe uma bijeção entre {(a1, . . . , am) | 0 ≤ ai < q, i =
1, . . . ,m,

∏m

i=1(ai+1) < qm−s} e {(x1, . . . , xm) | 1 ≤ xi ≤ q, i = 1, . . . ,m,
∏m

i=1 xi ≤ qm−s−1}
dada por φ(a1, . . . , am) = (a1+1, . . . , am+1). Portanto, usando a definição do número V (m, a)
temos que

dim(Hypq(s,m)) = qm −#{(x1, . . . , xm) | 1 ≤ xi ≤ q, i = 1, . . . ,m,

m
∏

i=1

xi ≤ qm − s− 1}

= qm − V (m, qm − s− 1).

No que se segue, vejamos algumas propriedades do número V (m, a).

Proposição 4.1.18. Seja a ∈ N. Então
i) V (1, a) = min{a, q};
ii) V (m, a) =

∑q

j=1 V

(

m− 1,
⌊

a
j

⌋

)

, para todo m ≥ 2;

iii) V (2, a) = bq +
∑min{a,q}

j=b+1

⌊

a
j

⌋

, onde b := min

{

⌊

a
q

⌋

, q

}

, com a última soma igual a zero se

b = q;
iv) Se q = 2, então V (m, a) =

∑i

j=0

(

m

j

)

, se 2i ≤ a < 2i+1.

Demonstração. (i) Se a ≥ q, então

V (1, a) = #{x ∈ N | 1 ≤ x ≤ q e x ≤ a} = q = min{a, q}.

Se a ≤ q, então

V (1, a) = #{x ∈ N | 1 ≤ x ≤ q e x ≤ a} = a = min{a, q}.
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Logo, V (1, a) = #{x ∈ N | 1 ≤ x ≤ q, x ≤ a} = min{a, q}.

(ii) Suponha que m ≥ 2. Como xm ∈ {1, . . . , q} temos

{(x1, . . . , xm−1, xm) ∈ Nm | 1 ≤ xi ≤ q, i = 1, . . . ,m e
m
∏

i=1

xi ≤ a} =

q
⋃

j=1

{

(x1, . . . , xm−1, j) | 1 ≤ xi ≤ q, i = 1, . . . ,m− 1 e
m−1
∏

i=1

xi ≤
⌊

a

j

⌋}

e portanto

V (m, a) = #

{

(x1, . . . , xm−1, j) ∈ Nm | 1 ≤ xi ≤ q, i = 1, . . . ,m− 1 e
m−1
∏

i=1

xi ≤
⌊

a

j

⌋}

=

q
∑

j=1

V

(

m− 1,

⌊

a

j

⌋)

.

Dos itens (i) e (ii) segue que, para todo a ∈ N, podemos calcular o número V (m, a) recursiva-
mente.

(iii) Das propriedades (i) e (ii) segue que

V (2, a) =

q
∑

j=1

V

(

1,

⌊

a

j

⌋)

=

q
∑

j=1

min

{⌊

a

j

⌋

, q

}

. (4.1)

Defina b := min

{

⌊

a
q

⌋

, q

}

. Para 1 ≤ j ≤ b, tem-se que
⌊

a
j

⌋

≥
⌊

a
b

⌋

≥ q e temos

min

{⌊

a

j

⌋

, q

}

= q.

Se q ≤
⌊

a
q

⌋

, então b = q e

V (2, a) =

q
∑

j=1

q = q2.

Se
⌊

a
q

⌋

< q, então para
⌊

a
q

⌋

< j tem-se que a
q
≤ j e a

j
≤ q. Logo,

min

{⌊

a

j

⌋

, q

}

=

⌊

a

j

⌋

.

Assim,

V (2, a) =

q
∑

j=1

min

{⌊

a

j

⌋

, q

}

=
b

∑

j=1

q +

q
∑

j=b+1

⌊

a

j

⌋

= bq +

q
∑

j=b+1

⌊

a

j

⌋

.

Como
⌊

a
j

⌋

= 0 se j > a, então

V (2, a) = bq +

min{a,q}
∑

j=b+1

⌊

a

j

⌋

.
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(iv) Se q = 2, temos que xi ∈ {1, 2}, para todo i = 1, . . . ,m. O produto
∏m

i=1 xi é 2t, onde
t é o número de coordenadas iguais a 2. A condição

∏m

i=1 xi ≤ a equivale a

2t ≤ a ⇐⇒ t ≤ i := ⌊log2 a⌋.

Para cada t fixo (número de entradas iguais a 2), existem
(

m

t

)

escolhas de posições para essas
coordenadas (as demais valem 1). Logo,

V (m, a) =

min{m,i}
∑

t=0

(

m

t

)

.

Se i ≥ m, isso coincide com 2m (segue imediatamente do Binômio de Newton), e se i < m,
obtém-se que V (m, a) =

∑i

j=0

(

m

j

)

.

4.2 Pesos generalizados de Hamming para os Códigos Hi-

perbólicos

Na presente seção, bem como nas seções subsequentes, estudaremos os pesos generalizados
de Hamming dos códigos hiperbólicos. Para isso, comecemos relembrando o conceito de peso
generalizado de Hamming, introduzido na seção 2.3.

Definição 4.2.1. Seja C um código de dimensão k e seja r = 1, . . . , k. O r-ésimo peso

generalizado de Hamming de C, denotado por dr, é definido como sendo o número inteiro
não negativo

dr := min{#(χ(U)) | U é um subespaço de C com dim(U) = r},

onde χ(U) := {i | ∃ (x1, . . . , xn) ∈ U, xi ̸= 0}.

Com o objetivo de calcular o (ou pelo menos dar uma cota inferior para o) r-ésimo peso
generalizado de Hamming do código hiperbólico, introduzimos o seguinte número.

Definição 4.2.2. Defina o número inteiro não negativo

ηr(q, s,m) := max

{

#(∆(M1, . . . ,Mr, X
q
1 , . . . , X

q
m))

∣

∣

∣

∣

Mi ̸= Mj, para todo i ̸= j,
Mi ∈ M(q, s), i = 1, . . . , r

}

,

onde ∆(M1, . . . ,Mr, X
q
1 , . . . , X

q
m) é o conjunto dos monômios que não são múltiplos de nenhum

dos monômios M1, . . . ,Mr, X
q
1 , . . . , X

q
m.

Observação 4.2.3. Observe que, para determinar ηr(q, s,m) é necessário analisar
(

M(q,s)
r

)

números.

No que se segue, sempre que tivermos um conjunto F = {M1, . . . ,Mi} designaremos
(M1, . . . ,Mi, X

q
1 , . . . , X

q
m) por (F,Xq

1 , . . . , X
q
m).

Sejam α = (α1, . . . , αm) e β = (β1, . . . , βm) em Nm
0 . Lembramos que o máximo divisor

comum dos monômios Xα = Xα1

1 · · ·Xαm
m e Xβ = Xβ1

1 · · ·Xβm
m é

MDC(Xα,Xβ) = Xδ1
1 · · ·Xδm

m ,

onde δi = min{αi, βi}, para todo i = 1, . . . ,m.
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4.3 Conjunto denso e ótimo de tamanho r

Definição 4.3.1 (Conjunto denso). Seja D = {M1, . . . ,Mr} ⊆ M(q, s). Dizemos que D é um
conjunto denso relacionado a E(s) se

{Xb1
1 · · ·Xbm

m ∈ ∆(D,Xq
1 , . . . , X

q
m) | bi ≥ ai, para todo i = 1, . . . ,m} ⊆ M(q, s),

onde Xa1
1 · · ·Xam

m = MDC(M1, . . . ,Mr) (no caso em que r = 1 convencionamos que MDC(M1) =
M1).

Definição 4.3.2 (Conjunto ótimo de tamanho r). Seja D = {M1, . . . ,Mr} ⊆ M(q, s). Dizemos
que D é um conjunto ótimo de tamanho r relacionado a E(s) se Mi ̸= Mj, com i ̸= j e
satisfaz

#(∆(D,Xq
1 , . . . , X

q
m)) = ηr(q, s,m).

Exemplo 4.3.3. Retomando os Exemplos 4.1.5 e 4.1.11, vamos determinar os conjuntos densos
e ótimos de tamanhos 1 e 2. De acordo com o Exemplo 4.1.5 temos

M(3, 19) = {1, X1, X
2
1 , X2, X1X2, X

2
2 , X3, X1X3, X2X3, X1X2X3, X

2
3}.

Entre todos esses monômios notemos que o monômio X1X2X3 é tal que

η1(3, 19, 3) = #(∆(X1X2X3, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 19.

Portanto, o conjunto {X1X2X3} é ótimo de tamanho 1 relacionado a E(19). Além disso, como

{Xb1
1 Xb2

2 Xb3
3 ∈ ∆(X1X2X3, X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 ) | bi ≥ 1, para todo i = 1, 2, 3} = ∅ ⊆ M(3, 19),

com MDC(X1X2X3) = X1X2X3, temos que o conjunto {X1X2X3} é denso relacionado a
E(19).
Agora, determinaremos o(s) conjunto(s) ótimo(s) de tamanho 2 relacionados a E(19). Para
isso, devemos analisar, para cada par de monômios distintos M1 e M2 em M(3, 19), a car-
dinalidade do conjunto ∆(M1,M2, X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 ), isto é, o número de monômios que não são

múltiplos de nenhum dos monômios M1,M2, X
3
1 , X

3
2 e X3

3 . Como #(M(3, 19)) = 11, existem
exatamente

(

11
2

)

= 55 pares a serem considerados. A seguir, separamos a análise em casos, em
que para cada um, fixamos um dos monômios M1 em M(3, 19) e combinamos com todos os
monômios possíveis M2 de M(3, 19), com M1 ̸= M2.

• Seja M1 = 1. Como todo monômio M ∈ ∆(I) é múltiplo de 1, então

#(∆(1,M2, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 0,

para todo M2 ∈ M(3, 19).

• Seja M1 = X1.

#(∆(X1, X2, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 3

#(∆(X1, X3, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 3

#(∆(X1, X
2
1 , X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 6

#(∆(X1, X
2
2 , X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 6

#(∆(X1, X
2
3 , X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 6

#(∆(X1, X1X2, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 9

#(∆(X1, X1X3, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 9

#(∆(X1, X2X3, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 9

#(∆(X1, X1X2X3, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 9
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• Seja M1 = X2.

#(∆(X2, X3, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 3

#(∆(X2, X
2
1 , X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 6

#(∆(X2, X
2
2 , X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 6

#(∆(X2, X
2
3 , X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 6

#(∆(X2, X1X2, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 9

#(∆(X2, X1X3, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 9

#(∆(X2, X2X3, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 9

#(∆(X2, X1X2X3, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 9

• Seja M1 = X3.

#(∆(X3, X
2
1 , X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 6

#(∆(X3, X
2
2 , X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 6

#(∆(X3, X
2
3 , X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 9

#(∆(X3, X1X2, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 5

#(∆(X3, X1X3, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 9

#(∆(X3, X2X3, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 9

#(∆(X3, X1X2X3, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 9

• Seja M1 = X2
1 .

#(∆(X2
1 , X

2
2 , X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 8

#(∆(X2
1 , X

2
3 , X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 8

#(∆(X2
1 , X1X2, X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 10

#(∆(X2
1 , X1X3, X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 10

#(∆(X2
1 , X2X3, X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 10

#(∆(X2
1 , X1X2X3, X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 10

• Seja M1 = X2
2 .

#(∆(X2
2 , X

2
3 , X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 9

#(∆(X2
2 , X1X2, X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 6

#(∆(X2
2 , X1X3, X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 10

#(∆(X2
2 , X2X3, X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 8

#(∆(X2
2 , X1X2X3, X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 8

• Seja M1 = X2
3 .

#(∆(X2
3 , X1X2, X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 10

#(∆(X2
3 , X1X3, X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 8

#(∆(X2
3 , X2X3, X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 8

#(∆(X2
3 , X1X2X3, X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 10
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• Seja M1 = X1X2.

#(∆(X1X2, X1X3, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 11

#(∆(X1X2, X2X3, X
3
2 , X

3
3 )) = 7

#(∆(X1X2, X1X2X3, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 15

• Seja M1 = X1X3.

#(∆(X1X3, X2X3, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 7

#(∆(X1X3, X1X2X3, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 15

• Seja M1 = X2X3.

#(∆(X2X3, X1X2X3, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 15

Dessa forma, temos que

η2(3, 19, 3) = #(∆(XiXj, X1X2X3, X
3
1 , X

3
2 , X

3
3 )) = 15.

Portanto, todos os conjuntos da forma D = {XiXj, X1X2X3}, com i ̸= j, são conjuntos ótimos
de tamanho 2 relacionado a E(19).
Como

{Xb1
1 Xb2

2 Xb3
3 ∈ ∆(XiXj, X1X2X3, X

3
1 , X

3
2 , X

3
3 ) | bi ≥ 1, bj ≥ 1} = ∅ ⊆ M(3, 19),

onde MDC(XiXj, X1X2X3) = XiXj, com i ̸= j, então os conjuntos da forma {XiXj, X1X2X3}
também são densos relacionados a E(19).

Exemplo 4.3.4. Considere M = Xa1
1 · · ·Xam

m ∈ ∆(I). Observe que

{Xb1
1 · · ·Xbm

m ∈ ∆(M,Xq
1 , . . . , X

q
m) | bi ≥ ai, para todo i = 1, . . . ,m} = ∅ ⊆ M(q, s),

onde MDC(M) = Xa1
1 · · ·Xam

m . Portanto, o conjunto {M} é denso relacionado a E(s).

Teorema 4.3.5. O r-ésimo peso generalizado de Hamming de E(s) satisfaz

dr ≥ qm − ηr(q, s,m). (4.2)

Se existir um conjunto denso e ótimo de tamanho r então vale a igualdade em 4.2.

Demonstração. Se para cada j escrevemos

fj =

tj
∑

i=1

γijMij e LM(fj) = Mtjj,

onde todos os Mtjj são distintos,

E(f1, . . . , fj) = ⟨{ev(f1 + I), . . . , ev(fr + I)}⟩ ⊆ E(s)

e dr é o mínimo dentre os #(χ(E(f1, . . . , fj)). Definimos J = ⟨f1, . . . , fr⟩ + I. Lembre que
χ(E(f1, . . . , fj)) é o conjunto de coordenadas que não se anulam em algum ponto de Fm

q .
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Por abuso de notação, podemos denotar as coordenadas do código pelos pontos de Fm
q . Daí,

p ∈ X (E(f1, . . . , fr)) ⇐⇒ ∃ f ∈ J tal que f(p) ̸= 0. Logo, V (J) e X (E(f1, . . . , fr) são
disjuntos e a união deles é Fm

q . Temos, para todo j = 1, . . . , r, que

#(χ(E(f1, . . . , fr)) = qm −#(V (J)).

Pela Observação 3.3.6 temos

∆(J) ⊆ ∆(Mt1 , . . . ,Mtr , X
q
1 , . . . , X

q
m).

Pela Proposição 3.3.13 e pela inclusão acima, temos que

#(V (J)) ≤ #(∆(J)) ≤ #(∆(Mt1 , . . . ,Mtr , X
q
1 , . . . , X

q
m)).

Em particular, #(V (J)) ≤ ηr(q, s,m). Logo ev(fj) ≥ qm − ηr(q, s,m), e assim dr ≥ qm −
ηr(q, s,m).

Agora, suponha que D1 = {M1, . . . ,Mr} é um conjunto denso e ótimo de tamanho r relacionado
a E(s). Acabamos de provar que dr ≥ qm− ηr(q, s,m) então dr ≥ qm−#(∆(D1, X

q
1 , . . . , X

q
m)).

Para provar a igualdade, basta provar que

dr ≤ qm −#(∆(D1, X
q
1 , . . . , X

q
m)),

pois, se D1 é um conjunto ótimo de tamanho r temos então

dr = qm −#(∆(D1, X
q
1 , . . . , X

q
m)) = qm − ηr(q, s,m).

Considere MDC(M1, . . . ,Mr) = Xa1
1 · · ·Xam

m e defina o seguinte conjunto:

D2 := {Xb1
1 · · ·Xbm

m ∈ M(q, s) | bi ≥ ai, para todo i = 1, . . . ,m}.
Claramente D1 ⊆ D2. Afirmamos que ∆(D2, X

q
1 , . . . , X

q
m) ⊆ ∆(D1, X

q
1 , . . . , X

q
m). Com efeito,

se M ∈ ∆(D2, X
q
1 , . . . , X

q
m) então M não é múltiplo de nenhum dos monômios que estão em

D2 e Xq
1 , . . . , X

q
m, em particular, M não é múltiplo de nenhum dos monômios em D1. Como

D1 é denso, segue por definição que os elementos em ∆(D1, X
q
1 , . . . , X

q
m) que não pertencem a

∆(D2, X
q
1 , . . . , X

q
m) estão todos em M(q, s). Se um monômio não pertence a ∆(D2, X

q
1 , . . . , X

q
m)

então é da forma Xb1
1 · · ·Xbm

m com bi ≥ ai, para todo i = 1, . . . ,m. Logo, pela definição de
D2 temos D2 = M(q, s) \ ∆(D2, X

q
1 , . . . , X

q
m). Dentre eles os monômios M1, . . . ,Mr são ele-

mentos de D2 que não estão em ∆(D2, X
q
1 , . . . , X

q
m) e, como esses monômios não estão em

∆(D1, X
q
1 , . . . , X

q
m), então

#(∆(D1, X
q
1 , . . . , X

q
m))−#(∆(D2, X

q
1 , . . . , X

q
m)) ≤ #(D2)− r. (4.3)

Seja Fq = {α1, . . . , αq} e defina a função T : D2 → Fq[X] dada por

T(Xb1
1 · · ·Xbm

m ) :=(X1 − α1) · · · (X1 − αb1)(X2 − α1) · · · (X2 − αb2) · · · (Xm − α1) · · · (Xm − αbm).

Claramente ⟨{ev(T (M) + I) | M ∈ D2}⟩ é um subespaço de E(s) de dimensão #(D2). Nova-
mente, pela definição de D2 temos que ai ≤ bi, para todo i = 1, . . .m, logo

(X1 − α1) · · · (X1 − αa1)(X2 − α1) · · · (X2 − αa2) · · · (Xm − α1) · · · (Xm − αam)

é fator de todos os polinômios na imagem de T. O número de não zeros desse polinômio é
(q − a1) · · · (q − am). Então, o tamanho do suporte do subespaço ⟨{ev(P (M) + I) | M ∈ D2}⟩
de dimensão #(D2) é no máximo (q − a1) · · · (q − am). Logo,

d#(D2) ≤ (q − a1)(q − a2) · · · (q − am)

= qm − (qm − (q − a1)(q − a2) · · · (q − am))

= qm −#(∆(D2, X
q
1 , . . . , X

q
m)).

(4.4)
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Pelo Teorema 2.3.7 temos
dr ≤ dr+1 − 1. (4.5)

Portanto, usando 4.3, 4.4 e 4.5, segue que

dr ≤ d#(D2) − (#(D2)− r)

≤ qm −#((∆(D2, X
q
1 , . . . , X

q
m))− (#(D2)− r)

≤ qm −#(∆(D1, X
q
1 , . . . , X

q
m)) + (#(D2)− r)− (#(D2)− r)

= qm −#(∆(D1, X
q
1 , . . . , X

q
m)).

Vimos no Exemplo 4.3.4 que sempre existe um conjunto ótimo e denso de tamanho 1, logo
o resultado acima é uma generalização do Teorema 4.1.10.

Exemplo 4.3.6. Tome q = 5 e m = 2, e considere o código hiperbólico E(16). Vamos deter-
minar o terceiro e quarto peso generalizado de Hamming. Primeiro, note que

M(5, 16) = {1, X1, X2, X
2
1 , X

2
2 , X

3
1 , X

3
2 , X1X

2
2 , X1X2, X

2
1X2, X

2
1X

2
2}.

Pela definição, deveríamos analisar, #(∆(M1,M2,M3, X
5
1 , X

5
2 )), isto é, o número de monômios

que não são múltiplos de nenhum dos monômios M1,M2,M3, X
5
1 e X5

2 , onde Mi ∈ M(5, 16),
com Mi ̸= Mj para todo i ̸= j. Como #(M(5, 19)) = 11, existem exatamente

(

11
3

)

= 165 ternas
a serem consideradas. Aqui, vejamos isso somente através de uma figura que a maior de suas
cardinalidades ocorre quando os monômios são iguais a M1 = X3

2 ,M2 = X1X
2
2 e M3 = X2

1X
2
2 ,

e podemos ver que #(∆(X3
2 , X1X

2
2 , X

2
1X

2
2 , X

5
1 , X

5
2 )) = 11 (veja a figura a seguir).

Dessa forma, temos que o conjunto D1 = {X3
2 , X1X

2
2 , X

2
1X

2
2} é ótimo de tamanho 2 relacionado

a E(16).

X1

X2

Afirmamos que D1 é um conjunto denso relacionado a E(16). Primeiro, observe que

∆(D1, X
5
1 , X

5
2 ) = ∆(X3

2 , X1X
2
2 , X

2
1X

2
2 , X

5
1 , X

5
2 ) = ∆(X1X

2
2 , X

2
1X

2
2 , X

5
1 , X

3
2 )

= {1, X1, X2, X
2
1 , X

2
2 , X

3
1 , X

4
1 , X1X2, X

2
1X2, X

3
1X2, X

4
1X2}.

Temos que MDC(X3
2 , X1X

2
2 , X

2
1X

2
2 ) = X2

2 , e também vale que

{Xb1
1 Xb2

2 ∈ ∆(D1, X
5
1 , X

5
2 ) | b1 ≥ 0, b2 ≥ 2} = {X2

2} ⊆ M(5, 16),
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logo D1 é um conjunto denso relacionado a E(16). Portanto, pelo Teorema 4.3.5 segue que

d3 = 52 − η3(5, 16, 2) = 25− 11 = 14.

De forma análoga ao que fizemos anteriormente, temos que D2 := {X2
2 , X

3
2 , X1X

2
2 , X

2
1X

2
2}

é um conjunto denso e ótimo de tamanho 4 relacionado a E(16). Portanto, pelo Teorema 4.3.5
temos que

d4 = 52 − η4(5, 16, 2).

Além disso, como #(∆(D2, X
5
1 , X

5
2 )) = #(∆(D1, X

5
1 , X

5
2 ))− 1 então d4 = d3+1 = 14+1 = 15.

Agora, consideremos o número de variáveis igual a dois e vamos também restringir ao
segundo peso generalizado de Hamming do código hiperbólico.

4.4 Segundo Peso Generalizado de Hamming do Código

Hiperbólico

Lema 4.4.1. Considere m = 2 e seja E(s) um código hiperbólico de dimensão pelo menos igual
a 2, então existe um conjunto denso e ótimo de tamanho 2 relacionado a E(s).

Demonstração. Seja O = {Xa
1X

b
2, X

a+u
1 Xb−v

2 } ⊆ M(q, s) um conjunto ótimo de tamanho 2.
Provemos que O é um conjunto denso ou a partir de O, construíremos um conjunto ótimo e
denso relacionado a E(s).

Observe que não podemos ter simultaneamente −u, v < 0 nem −u, v > 0. De fato, se
−u, v < 0, então tomando Xa+u

1 Xb
2 ∈ M(q, s) temos que {Xa+u

1 Xb
2, X

a+u
1 Xb−v

2 } ⊆ M(q, s) é
tal que

#(∆(Xa+u
1 Xb

2, X
a+u
1 Xb−v

2 , Xq
1 , X

q
2)) > #(∆(Xa

1X
b
2, X

a+u
1 Xb−v

2 , Xq
1 , X

q
2)),

logo {Xa
1X

b
2, X

a+u
1 Xb−v

2 } não é ótimo, o que é um absurdo.
Analogamente, se −u, v > 0 então tomando Xa

1X
b−v
2 ∈ M(q, s) temos que {Xa

1X
b
2, X

a
1X

b−v
2 } ⊆

M(q, s) é tal que

#(∆(Xa
1X

b
2, X

a
1X

b−v
2 , Xq

1 , X
q
2)) > #(∆(Xa

1X
b
2, X

a+u
1 Xb−v

2 , Xq
1 , X

q
2)),

logo {Xa
1X

b
2, X

a+u
1 Xb−v

2 } não é ótimo, o que é um absurdo.
Podemos assumir sem perda de generalidade que u, v ≥ 0. Primeiro, vamos analisar o caso

em que u = 0 ou v = 0, e sem perda de generalidade vamos supor que u = 0 e v > 0, ou seja
O = {Xa

1X
b
2, X

a
1X

b−v
2 }. Temos que MDC(Xa

1X
b
2, X

a
1X

b−v
2 ) = Xa

1X
b−v
2 , e também vale que

{Xb1
1 Xb2

2 ∈ ∆(Xa
1X

b
2, X

a
1X

b−v
2 , Xq

1 , X
q
2) | b1 ≥ a, b2 ≥ b− v} = ∅ ⊆ M(q, s),

logo O é um conjunto denso relacionado a E(s) e o resultado está provado.
Sejam u, v ≥ 1. Se u = v =: ℓ então O = {Xa

1X
b
2, X

a+ℓ
1 Xb−ℓ

2 }. Como Xa+ℓ
1 Xb−ℓ

2 ∈ ∆(I),
então

1 ≤ ℓ ≤ q − 1− a. (4.6)

Observe que

#(∆(Xa
1X

b
2, X

a+ℓ
1 Xb−ℓ

2 , Xq
1 , X

q
2)) = q2 − (q − a)(q − b)− ℓ(q − a− ℓ)

= (aq + bq − ab)− (q − a)ℓ+ ℓ2.
(4.7)
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X1

X2

b− ℓ

b

a a+ ℓ

(a, b)

(a+ ℓ, b− ℓ)

q

q

Observe que (aq + bq − ab) − (q − a)ℓ + ℓ2 como um polinômio em ℓ de grau dois, com ℓ
no intervalo [1, q − a − 1]. Assim, derivando e igualando a zero obtemos −(q − a) + 2ℓ = 0
e, portanto, ℓ = q−a

2
é um ponto crítico e além disso, é um ponto de mínimo global, pois

derivando novamente temos que a segunda derivada é positiva. Esse valor (possivelmente não
inteiro) de ℓ está situado precisamente no centro do intervalo [1, q − 1− a]. Como o gráfico de
(aq + bq − ab)− (q − a)ℓ+ ℓ2 é uma parábola, q−a

2
é um ponto de mínimo global, temos que o

conjunto O é um conjunto ótimo, de tamanho 2, quando ℓ = 1.
Afirmamos ainda que O′ = {Xa

1X
b
2, X

a+1
1 Xb−1

2 } é um conjunto denso relacionado a E(s).
Temos que MDC(Xa

1X
b
2, X

a+1
1 Xb−1

2 ) = Xa
1X

b−1
2 , e mais ainda, que

{Xb1
1 Xb2

2 ∈ ∆(O′, Xq
1 , X

q
2) | b1 ≥ a, b2 ≥ b− 1} = {Xa

1X
b−1
2 } ⊆ M(q, s),

então O′ é denso. Portanto, para o caso u = v = ℓ, o resultado também está provado.
Para finalizar, suponha sem perda de generalidade que 0 < v < u. Primeiro, temos que

#(∆(Xa
1X

b
2, X

a+u
1 Xb−v

2 , Xq
1 , X

q
2)) = q2 − (q − (a+ u))(q − (b− v))− u(q − b)

≤ q2 − (q − a− u)(q − b+ v)− (q − b)− v(q − b). (4.8)

X1

X2

b− v

b

a a+ u

(a, b)

q

q

(a+ u, b− v)

Defina o conjunto

O′′ := {Xa+u−1
1 Xb−v

2 , Xa+u
1 Xb−v

2 } ⊆ M(q, s).
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Afirmamos que O′′ é denso. Com efeito, MDC(Xa+u−1
1 Xb−v

2 , Xa+u
1 Xb−v

2 ) = Xa+u−1
1 Xb−v

2 e temos
que

{Xb1
1 Xb2

2 ∈ ∆(O′′, Xq
1 , X

q
2) | b1 ≥ a+ u− 1, b2 ≥ b+ v} = ∅ ⊆ M(q, s),

provando a afirmação.
Como Xa

1X
b
2 ∈ ∆(I) então b ≤ q − 1. Daí,

#(∆(Xa+u−1
1 Xb−v

2 , Xa+u
1 Xb−v

2 ,Xq
1 , X

q
2)) = q2 − (q − a− u)(q − b+ v)− (q − b)− u

≥ q2 − (q − a− u)(q − b+ v)− (q − b)− v(q − b) (4.9)

e, portanto, comparando 4.8 e 4.9, como O é um conjunto ótimo então O′′ também é ótimo.

Proposição 4.4.2. Considere m = 2. O segundo peso generalizado de Hamming de um código
hiperbólico E(s) de dimensão pelo menos 2 é igual a

d2 = q2 − η2(q, s, 2).

Demonstração. O resultado segue diretamente do Teorema 4.3.5 e do Lema 4.4.1.
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