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CARLOS, D. P. O. Cddigos Hiperbdlicos. 2026. (66 pag) Dissertagao de Mestrado, Universidade
Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho estudamos os assim chamados co6digos hiperbélicos. Apresentamos inicialmente
resultados sobre os corpos finitos e introduzimos conceitos e resultados da teoria das Bases de
Grdébner, como por exemplo, as variedades afins, a pegada de um ideal e a relacao entre a pegada
e a variedade de um ideal. Em seguida, apresentamos os c6digos hiperbolicos e através da teoria
das Bases de Grobner conseguimos determinar os parametros fundamentais (comprimento,
dimensao e distdncia minima) dos c6digos hiperbélicos e demos uma caracterizagao dos codigos
hiperbolicos através de dualidade. Tendo introduzido os pesos generalizados de Hamming e
defini¢oes como conjunto denso e 6timo foi possivel determinar uma cota inferior para o peso
generalizado de Hamming desses codigos.

Palavras-chave: (Corpos finitos, Bases de Grobner, Variedades afins, Codigos Hiperbolicos,
Peso Generalizado de Hamming, )



CARLOS, D. P. O. Cddigos Hiperbdlicos. 2026. (66 pag) Dissertagao de Mestrado, Universidade
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Abstract

In this work we study the so-called hyperbolic codes. We initially present results on finite
fields and introduce concepts and results from Grobner’s Basis theory, such as affine manifolds,
the footprint of an ideal, and the relationship between the footprint and the manifold of an
ideal. Next, we present the hyperbolic codes and, through Grébner’s Basis theory, we were
able to determine the fundamental parameters (length, dimension, and minimum distance) of
the hyperbolic codes and provide a characterization of the hyperbolic codes through duality.
Having introduced the generalized Hamming weights and definitions such as dense and optimal
sets, it was possible to determine a lower bound for the generalized Hamming weight of these
codes.

Keywords: (Finite fields, Grobner bases, Affine manifolds, Hyperbolic codes, Generalized Ham-
ming weights.)
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Introducao

Os Codigos Corretores de Erros estao presentes no nosso cotidiano de diversas maneiras, tais
como assistir a um programa de televisao, falar ao telefone, mandar um recado para alguém via
e-mail ou por aplicativos de trocas de mensagens, enfim, sempre que fazemos uso de informacoes
digitalizadas. Segundo [6], essa teoria teve origem com o trabalho pioneiro do matemaético
Claude Shannon, do laboratério Bell, em um trabalho publicado em 1948 e, desde entao,
tem se desenvolvido bastante, estabelecendo conexoes entre diversas areas do conhecimento,
como a Algebra Linear, Algebra Comutativa, Geometria Algébrica e dentre outras. Um codigo
corretor de erro é em esséncia, um modo organizado de acrescentar algum dado adicional
(redundéncias) a cada informagao que se queira transmitir ou armazenar, que permita, ao
recuperar a informacao, detectar e corrigir erros.

O objetivo principal deste trabalho é o estudo dos chamados cédigos hiperbdlicos, que
sao um tipo particular dos codigos lineares (um codigo linear é um [ -subespago vetorial de
[Fy, onde [, ¢ um corpo finito com ¢ elementos). Nesta dissertagao iremos apresentar varios
resultados acerca dos cédigos hiperbolicos, tais como uma caracterizacao através de dualidade
e determinaremos cotas inferiores para seus pesos generalizados de Hamming.

Mais especificamente, a dissertagao esta estruturada da seguinte forma:

No primeiro capitulo, descrevemos alguns conceitos e resultados fundamentais utilizados na
abordagem do tema deste trabalho. Dentre esses conceitos, destacamos a caracteristica de um
corpo, e existéncia e unicidade dos corpos finitos.

O segundo capitulo é dedicado ao estudo dos cddigos lineares. Neste capitulo apresentamos
conceitos como a métrica de Hamming, a matriz geradora, e damos um exemplo de um coédigo
linear, a saber o c6digo de Reed-Solomon. Para finalizar introduzimos os pesos generalizados
de Hamming e alguns de seus resultados, seguindo [7].

No terceiro capitulo sao apresentados os conceitos de ordem monomial, o algoritmo da
divisao para polindomios em vérias variaveis, bases de Groébner, pegada de um ideal, variedades
afins, a relacao entre eles e o Teorema de Buchberger (veja [2]). Ao final do capitulo definimos
uma funcao chamada mapa de avaliagao e também os Codigos de Variedades Afins, que serao
bastante utilizados no decorrer do trabalho.

No quarto capitulo apresentamos o conceito principal da dissertacao, que sao os codigos
hiperbolicos, seguindo [5]. Apresentamos, neste capitulo, uma caracterizagao desses codigos e
determinamos seus parametros fundamentais a partir da teoria das Bases de Grobner que foi
desenvolvida no capitulo precedente. Além disso, usando novamente as técnicas apresentadas
no capitulo anterior e introduzindo as nocoes de conjunto denso e 6timo determinamos uma
cota inferior para os pesos generalizados de Hamming desses codigos.

Carlos Daniel Pereira de Oliveira
Uberlandia-MG, 20 de fevereiro de 2026.



Capitulo 1

Corpos finitos

1.1 Introducao

Neste capitulo inicial introduziremos resultados importantes sobre os corpos finitos, tais como:
caracteristica de um corpo finito, polindmios irredutiveis, existéncia e unicidade de corpos
finitos. Na elaboragao dessa parte do trabalho, usaremos como referéncia principal [6].

Seja K um corpo finito (ou seja, K é um corpo cujo nimero de elementos é finito) com
unidade 1. Defina o conjunto

Ak ={neN|n-1=0} CN,
onde N:= {1,2/3,...}.
Afirmagao: Ag # 0.

De fato, como K é um corpo finito, entao existem nq,n, € N, com n; < ns tais que
ny-1=mny-1. Logo, (no —ny) -1 =0, com ny —n; > 0, e, portanto, Ax # (.

Doravante, quando tivermos um corpo K a multiplicagao de dois elementos x,y € K seréa
designada simplesmente por xy.

Definigao 1.1.1 (Caracteristica de um corpo). A caracteristica de um corpo finito K € o
mnteiro positivo

car(K) := min Ax = min{n € N | nl = 0}.
Se um corpo F é um subcorpo de um corpo K, entdo car(F) = car(K), pois Ax = Ap. Além
disso, € claro que K € um F-espacgo vetorial.
Proposicao 1.1.2. Seja K um corpo finito, entao car(K) é um nimero primo.

Demonstragao. Sejam = car(K) e suponha por absurdo que m nao seja primo. Ou seja, m é um
nimero composto, o que significa que existem inteiros mq,mo, com my,my > 1 € my,my < m
tais que m = myms. Assim,
0=ml
= (mlmg)l
=my (77121)
Como K é um corpo, em particular, K é um dominio, entao m;1 = 0 ou msl = 0. Logo,

my e mg sao menores que m e pertencem a Ag, o que é uma contradi¢ao, pois contraria a
minimalidade de m. Portanto, car(K) é um ntimero primo. ]

2



Proposicao 1.1.3. Seja K um corpo finito com car(K) = p e sejam m € Z e a € K. Se
ma = 0, entao m € um multiplo de p ou a = 0.

Demonstracao. Seja ma = (ml)a = 0. Como K é um corpo temos que K é um dominio e logo
ml =0 oua=0.Se a =0, acabou. Suponha que a # 0, entao m1 = 0. Dividindo m por p,
pelo algoritmo da divisao podemos escrever m = Ap + r, onde A\, r € Z, com 0 < r < p. Logo,

0=ml
=(A\p+r)l
=(Ap)l+rl
= A(pl)+rl
= A0+l

=rl.

Como p é o menor inteiro positivo satisfazendo pl = 0, segue que r = 0. Ou seja, m = Ap e,
portanto, m é multiplo de p. O]

Teorema 1.1.4. Seja K um corpo finito com car(K) = p. Entdo, K contém um subcorpo
isomorfo a Z, == Z/(p). Em particular, K tem p" elementos para algum nimero natural n.

Demonstracao. Defina a aplicacao ¢ dada por

p: Ly —K
n+—nl,

em que 17 denota a classe de n em Z,,.
Vejamos que ¢ esta bem definida. Sejam m,n € Z tais que n = m. Logo, existe 8 € Z onde
n =m + Bp. Logo,

nl = (m+ pp)l =ml+ (Bp)l =ml+ B(pl) =ml+ 0 =ml+0=ml.
Agora, provemos que ¢ é um homomorfismo de corpos. Com efeito,
e p(1)=1.
e sejam m,n € Zy,, com m,n € Z. Entao

e(m+n)=p(m+n)

De propriedades de homomorfismos de corpos temos que ¢(Z,) é um subcorpo de K, isomorfo
a L.



Desta forma, segue que K ¢ um Z,-espaco vetorial e como K ¢ finito, temos que K tem
dimensao finita sobre Z,. Seja {a, ..., a,} uma base de K sobre Z,. Entao, existem §; € Z,,
com ¢ =1,...,n tais que todo elemento de K pode ser escrito de maneira tinica como

ﬁlal + o+ Bnan-
Para cada ¢ = 1,...,n temos p possibilidades para os escalares f3;, logo #(K) = p™. O

No que se segue algumas propriedades importantes sobre poténcias da caracteristica de um
corpo finito sao apresentadas.

Proposicao 1.1.5. Se K ¢ um corpo finito com car(K) = p e seja ¢ = p", para algum inteiro
positivo r. Se a,b € K, temos que

(a+b)7 = a? + .

Demonstracao. Mostraremos a afirmacgao fazendo inducao sobre 7.
Primeiramente, consideremos r = 1. Pelo Binémio de Newton, temos

(a+0)F =a” + (f)ap—1b+---+ (f) PU  DP

E sabido que p | (f), para todoi=1,...,p— 1, logo
(a+0b)P =ad’ + 17,

provando assim o caso r = 1.
Suponhamos que a proposicao é valida para r — 1, ou seja

r—1

(a+bP " =a +0" (1.1)

Usando 1.1 e o caso r = 1, obtemos que

]

Proposicao 1.1.6. Seja K um corpo finito. Sejam aq,...,a, € K com car(K) =p e q = p",
com r > 0 um numero inteiro. Entdo

(a1 +ag+--+a,)?=al+ad+---+al
Além disso, se P(X) =ap+ a1 X + -+ + a, X" € K[X], entao
PX)=af +afX"4 - -+ al X",

4



Demonstracao. A demonstracao sera feita por inducao em n e no expoente r.

E claro que paran = 1 e r = 1, o resultado ¢ verdadeiro. Fixemos r = 1 e faremos a inducéo
sobre n.

Suponha que o resultado é valido para k > 1, ou seja,

(a1 +-+ap)’ =al +---+a}.
Assim para o caso k + 1, usando a Proposicao 1.1.5 temos
(ar 4 +ap+ap)’ = (a1 + -+ ap) + ap1)’ = (a1 + -+ ap)’ +aj,.
Usando a hipotese de indugao temos que
(a1 +--+ar+aps)’ =af +---+ap +aj .

Agora, fixaremos n e faremos uma indugao sobre r. Veja que o caso onde r = 1 ja foi provado
e suponha valido para r > 1. Sabemos que p" ™! = p"p, entdo

(a1 44 a) = ((ay+ -+ a,)” ).

Usando a hipoétese de inducao, segue que

r+1 p’l‘+1 r+1

(@ ++a) =@ + - +aVP=a] + - +a

Se P(X) =ap+ a1 X + -+ a, X", segue imediatamente do que acabamos de provar que
P(X)q:(a0+a1X+"'+aan>q:ag"i_a({Xq‘i‘"'—i—aZan,
O

Corolario 1.1.7. Seja K um corpo finito com car(K) = p. Se ¢ = p", com r > 0, entdo a
aplicacao f, definida por

€ um isomorfismo de corpos.

Demonstragao. Pelas propriedades provadas acima temos que f, ¢ homomorfismo. Além disso,
todo homomorfismo de corpos ¢ injetor, e como K ¢é finito, também é sobrejetor. O

Corolario 1.1.8. Sejam F um corpo de caracteristica p > 0 e q uma poténcia inteira de p. O
conjunto K = {a € F| a? —a =0} € um subcorpo de F.

Demonstracao. Observe que K # (), pois 19— 1 = 0, ou seja, 1 € K. Sejam «, 8 € K com 3 # 0
entao a? —a =0e 9 — [ =0. Logo, pela Proposicao 1.1.5 segue que
(@ =) —(a—=p)=(a? = p?) = (a— B
= (o' —a) = (6" = P)
=0-0=0

(%)q_g_a_q_%
38) B BB

_a_a
B B

Portanto, K é um subcorpo de F. O



Definigao 1.1.9 (Derivagao de Polindmios). Seja K um corpo e considere P(X) = ag+ a1 X +
asX? + -+ + a, X" € K[X] um polinémio. Entio a derivada de P(X), que é denotada por
P'(X), € o polinomio

P'(X)=a; +2a,X + - +na, X" .

E facil ver que a derivada da soma de polinémios é a soma das derivadas desses polino-
mios, vale também que (P(X)Q(X)) = P(X)Q(X) + P(X)Q(X) e a Regra da Cadeia, para
composi¢ao de polindémios.

Proposicao 1.1.10. Seja K um corpo finito com car(K) = p e seja P(X) € K[X]. Entao
P'(X) =0 se, e somente se, existe um polinomio Q(X) € K[X]| tal que P(X) = Q(X)?.

Demonstragao. Seja P(X) =ag+a X+ +a; X'+ -+ +a,X" tal que P'(X) = 0. Assim,
temos que

P/(X):&1+2a2X—|-...+Z‘aiXi—l_i__”_'_naan_l:O'

Logo, ta; = 0 para todo ¢ = 1,...,n. Pela Proposicao 1.1.3, temos que ter a; = 0 sempre que 7
nao for multiplo de p. Portanto,

P(X) =ag+ apX” + ag, X + - - -.

Escolhendo b; € K tal que ¥ = a;,, 0 que é possivel pelo Corolario 1.1.7, para g = p, e definindo
Q(X) :=bg+ b X +bX*+ -, temos P(X) = Q(X)P.
Se P(X) = Q(X)P, entao aplicando a Regra da Cadeia, obtemos que

P'(X) = pQ(X)"Q'(X) = (p)Q(X)'Q'(X) = 0Q(X)"'Q'(X) = 0.
0

Proposigao 1.1.11. Seja f(X) € K[X]| com um fator miltiplo nao constante em K[X]. Entao
MDC(f(X), f/(X)) # 1, onde MDC(f(X), /(X)) denota o mdzimo divisor comum entre f(X)

e f'(X).
Demonstracao. Seja h(X) € K[X]| um fator multiplo nao constante de f(X), entao existem

r>1eg(X) e K[X] tais que

Assim, pela Regra do Produto temos
F1(X) = rh(X) W (X)g(X) + h(X)"g'(X)
= h(X)(rh(X)" 72 (X)g(X) + h(X)" "' (X)).
Logo, h(X) é um divisor de f'(X) e de f(X) e, portanto, MDC(f(X), f'(X)) # 1. O

Proposicao 1.1.12. Considere K um corpo finito de caracteristica p e seja q = p”, para algum
inteiro positivo r. O polinémio F(X) = X9 — X ndo possui fatores irredutiveis multiplos em
K[X].

Demonstragao. Seja F(X) = X9—X. Derivando F(X), obtemos que F'(X) = ¢X?7'—1 = —1.
Logo, MDC(F(X), F'(X)) = 1. Portanto, usando a contrapositividade da Proposigao 1.1.11,
F(X) nao possui fatores irredutiveis multiplos em K[X]. O

Lema 1.1.13. Seja K um corpo com q elementos e seja o € K* =: K\ {0}. Entao

ol =1,



Demonstracao. Seja o € K*. Defina a funcao

Yo K — K*
a — oa.

Sejam a,b € K* tais que p,(a) = pq(b). Ou seja, aa = ab, o que implica que a(a — b) = 0.
Portanto, a = b, e, por conseguinte, ¢, é injetora. Como K* é finito, segue que ¢, € bijetora.
Se K* ={a,...,a4-1}, temos que

{aay,...,cap 1} ={a1,...,a5-1}.

Dai,

aaq - - - aaq_l =ay--- a]q_l.
Portanto, o471 = 1. O
A partir do Lema anterior, segue o resultado a seguir.

Corolario 1.1.14. Seja K um corpo finito com q elementos. Para todo o € K e para todo
1 € N, temos que
ol =a.

Demonstracao. Se o = 0, o resultado segue trivialmente.
Suponha que o # 0. A demonstracao sera feita por indu¢ao em 7. Para ¢ = 1, pelo Lema 1.1.13
temos que

[]

Corolario 1.1.15. Seja K um corpo finito com q elementos e car(K) = p, e suponha que
F € uma extensao de K. Entao os elementos de K sao os elementos de F que sao raizes de
X1 — X = 0, enquanto que os elementos do subcorpo Z, de F sao as raizes do polindmio
XP— X =0.

Demonstracao. Note que, pelo Corolario 1.1.14, temos que os elementos de K sao raizes do
polindbmio X7 — X. Mas esse polindmio, tendo grau ¢, tem no méximo ¢ raizes, logo, as suas
raizes sao todos os elementos de K. De modo anélogo, prova-se a outra afirmagao considerando
Zy, no lugar de K. O]

Seja K um corpo finito e seja a € K*. Sabemos do Lema 1.1.13 que
{neN|a"=1} #0.
Definicao 1.1.16 (Ordem de um elemento). A ordem de a € K* € o inteiro positivo
ord(a) := min{n € N | o™ = 1}.

Proposigao 1.1.17. Sejam K um corpo finito com q elementos e o € K*. Se m é um inteiro
positivo satisfazendo o™ =1, entdo ord(«) | m. Em particular, ord(a) | (¢ — 1).
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Demonstracao. Dividindo m por ord(«a), pelo algoritmo da divisdo existem s,r € Z tais que
m = (ord(«))s + 7,

com 0 < r < ord(«). Portanto,

l=a™
a(ord(a))s—H"
a(ord(a))soér

= la",

e, consequentemente, r = 0, pois caso contrario, contrariaria a minimalidade de ord(«). Logo,
ord(a) | m.

Por fim, pelo Lema 1.1.13, temos que a?~! = 1 e pelo que acabamos de provar, ord(a) |
(g—1). O

Proposicao 1.1.18. Seja K um corpo finito. Sejam o, 3 elementos de K tais que
MDC(ord(a), ord(B)) = 1.
Entao ord(af) = ord(«)ord(f).
Demonstragao. Suponha que m = ord(a) e n = ord(/3). Entao
(@B)™ = (a™)"(6")" =1,

o que significa que ord(af) | mn.
Por outro lado, se (af)" = 1, entao

(( ﬁ)t)m — atmﬁtm — 16tm — 6tm7 e

e}
((aﬁ)t)n = o = o1 = o'

1
1

Logo, pela Proposi¢ao 1.1.17, temos que n | tm e m | tn. Como MDC(m,n) = 1, entdo m | ¢
e n | t. Novamente usando o fato de que MDC(m,n) = 1, segue que mn | t, o que prova que
mn = min{t > 0 | (a8)" = 1}. Portanto, ord(af3) = mn. O

Proposicao 1.1.19. Seja K um corpo finito e sejam o € K* e i € N. Se ord(a) = m, entao

m

ord(a’) = NDC(m. )’

Demonstragao. Seja t = ord(a'), entdo por defini¢do, ¢ ¢ o menor inteiro positivo tal que
az‘t _ (ai)t = 1.

Ou seja, t € o menor inteiro positivo tal que m | it, em outras palavras, it € o menor multiplo
comum entre m e i. Logo, it = MMC(m, 7). Como MDC(m,i)MMC(m, i) = mi, entdo

~ MMC(m, 1) m

! i ~ MDC(m, i)’




1.2 Polinémios Irredutiveis

Proposicao 1.2.1. Sejam K um corpo finito com q elementos, f(X) um polindmio monico
irredutivel em K[X], de grau d e F = K[X]/(f(X)) um corpo. Denotaremos por g(X) a classe
de g(X) no quociente K[X]/(f(X)). Sao vdlidas as seguintes afirmagoes:

1. O conjunto {1,X,X2,..., X9} ¢ uma base para o K-espaco vetorial F.
_qd J—
2. X" =X emF.

3. f(X) divide X*" — X em K[X].

PR — —,d—1
4. Os elementos X, X",..., X" deT sdo distintos e sdo as raizes de f(X).

Demonstracao.
1) Provemos que {1, X, X2 ..., X491} gera IF e que é um conjunto linearmente independente.
Seja f(X) =ag+a X + -+ X% € K[X]. Dividindo ¢g(X) € K[X] por f(X), existem tnicos
q(X),r(X) € K[X] tais que

9(X) = g(X) F(X) + (),

onde 7(X) = 0 ou grau(r(X)) < grau(f(X)). Assim, temos que

g(X) = g(X)fX) +7(X) = r(X) =bol + b1 X + -+ by_1 X9 1,

isto ¢, qualquer elemento de F pode ser escrito como combinacao linear de elementos 1, X, X2,

., X471 com b; € K para todo j =0,...,d — 1 e, portanto, gera I como K-espago vetorial.
Agora, suponha que Zf;ol a; X' =apl +a1 X +a, X2+ -+aq_1 X9 =0, entdo ngol a; X'
¢ um multiplo de f(X), que é satisfeito se e s6 se a; = 0 para todo i =0,...,d — 1.

d

2) Note que F é um corpo finito com ¢? elementos, logo, pelo Corolario 1.1.14, temos que
X' =X.

d —

3) Segue do item anterior que X' — X =0, ou seja, X% — X = 0. Portanto, f(X) divide
X" — X em K[X].

4) Seja

d—1

g¥V) =¥ -X)(Y =X (Y = X" ) € F[Y]
um polinémio em F[Y]. Temos de (2) que

gy ) =¥ -X)(Y - X" (YT -X" )
S (VXYY X (v X

Assim, g(Y?) = (g(Y))? e, portanto, se g(Y) = bg+bY +---+bg 1Y 1 +Y4 temos que b = b;

para todo ¢ = 0,1,...,d — 1. Sendo assim, usando o Corolério 1.1.15 segue que g(Y) € K[Y].
Como f(Y),g(Y) € K[Y] possuem uma raiz comum numa extensao F de K, segue que o

seu MDC em F[Y] é ndo constante e pertence a K[Y]. Como f(Y) é irredutivel e monico, ele
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coincide com o MDC de f(Y) e g(Y'), logo, f(Y) divide g(Y'). Como f(Y) e g(Y') s@o polindémios
monicos de mesmo grau, eles devem ser iguais.
Por (3), temos que g(Y)(= f(Y)) divide Y7 —Y e pela Proposi¢ao 1.1.12 nio tem fatores

—_ R 1
multiplos em nenhuma extenséo F de K. Portanto, as raizes X, X ,..., X" de g(Y) sdo duas
a duas distintas. ]

Observacao 1.2.2. Note que, pela Proposicio 1.2.1, se X € K[X]/(f(X)), com f(X) irredu-
tivel em K[X] de grau d, seque que

d=min{j € N | X7 = X}.

Proposicao 1.2.3. Seja K um corpo finito com q elementos e seja n um inteiro positivo. Em
K[X] vale a sequinte igualdade:

X" — X =[] Gax),
dn

onde G4(X) € o produto de todos os polinémios monicos irredutiveis de grau d em K[X], e o
produto na formula acima € efetuado sobre todos os inteiros positivos d que dividem n.

Demonstragao. Seja f(X) € K[X] um polinomio ménico irredutivel de grau d. Pela Proposigao
1.1.12, temos que X" — X ndo possui fatores irredutiveis multiplos em K[X], entao basta provar
a seguinte assercao:

fX) ]| (X" - X) «<=d|n.

Suponha que f(X) | (X?" —X). Pela Proposicdo 1.2.1 (3), temos que f(X) | (X' - X)
entdo f(X) | MDC(X9" — X, X9 — X). Logo, f(X) | (X* — X), onde e = MDC(n,d) < d.
Assim, temos X' = X em K[X]/(f(X)), o que pela Proposi¢ao 1.2.1 (4) s6 & possivel se e > d.
Segue que d = e = MDC(n, d), e, portanto, d | n.

Se d | n entdo (X — X) | (X" — X). Agora, pela Proposicao 1.2.1 (3), temos que
F(X) | (X9 = X) e, portanto, f(X) | (X" — X). O

Corolario 1.2.4. Seja I(n) o nimero de polindmios monicos irredutiveis de grau n em K[X],
onde K € um corpo finito com q elementos. Temos que

¢" = _dI(d).

d|n

Demonstragio. Para cada d, note que o grau do polinémio G4(X) que aparece no enunciado
da Proposigao acima é dI(d). Portanto,

n

q" = grau(X? — X)
— gran([] (X))

dln

= grau(Ga(X))
= dI(d).

din

]

Teorema 1.2.5. Sejam K um corpo finito e n um numero natural. Entao, existe pelo menos
um polinomio irredutivel de grau n em K[X].
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Demonstracao. Faremos uma inducao sobre o grau n. Para n = 1, o resultado segue trivial-
mente, pois X é um polindmio irredutivel.

Agora, seja n > 1 e suponhamos que 1 =d; < --- < dy < n, com s > 1, sao os divisores de
n. Pondo ¢ = #(K) e aplicando o Corolario anterior, segue que

qg—1
< q® 4+ nl(n).

Portanto, nl(n) > ¢q* — ¢%*L.

Como dy | n e dy < n, entdo n = Ad,, com A > 1. Logo, dy = % < 2 e g1 < ¢2FL.
Consequentemente,

nl(n)>q"—q*™ =q"(1—q =) >0.

Portanto, I(n) > 0. O

1.3 Existéncia de Corpos Finitos

Teorema 1.3.1 (Existéncia de Corpos Finitos). Para todos os nimeros inteiros positivos p e
n com p primo, existe um corpo com p" elementos.

Demonstracao. De acordo com o Teorema 1.2.5, existe, para cada um dos inteiros positivos p
e n com p primo, pelo menos um polinémio irredutivel f(X) € Z,[X] de grau n, logo, o corpo
K =Z,[X]/(f(X)) é um dos corpos procurados, pois tem p" elementos. O

1.4 Unicidade dos corpos finitos

Teorema 1.4.1 (Unicidade dos Corpos Finitos). Dois corpos finitos com o mesmo nimero de
elementos sao isomorfos.

Demonstragao. Seja L um corpo finito com p™ elementos, logo, car(lL) = p e pelo Teorema 2.0.9
ele contém um corpo isomorfo a Z,. Logo, . ¢ um Z,-espaco vetorial de dimensao n.
Como LL é um corpo finito com p" elementos, segue pelo Coroléario 1.1.13, que a equacao
XP" — X tem todas as suas raizes em L e todos os elementos de LL sdo as raizes desse polinémio.
Seja f(X) € Z,[X] um polinémio moénico irredutivel de grau n, cuja existéncia estd ga-
rantida pelo Teorema 1.2.5. Pela Proposigao 1.2.1 (3), sabemos que f(X) divide X?" — X
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em Z,[X], logo, existe 8 € L tal que f(3) = 0. Note que {1,3,3% ..., '} C L é um con-
junto linearmente independente sobre Z,, pois, caso contrario, existiria um polinémio nao nulo
r(X) € Z,[X] de grau menor do que o grau de f(X) tal que 7(3) = 0. Isso implicaria que
MDC(f(X),r(X)) # 1 e como f(X) ¢ irredutivel, entao f(X) | r(X), o que é um absurdo, pois
grau(r(X)) < n. Logo, {1,8,0% ...,8" '} é uma base de L sobre Z,. Lembramos também
que, pela Proposicao 1.2.1 (1), que {1, X, 72, o ,yn_l} ¢ uma base de Z,[X]/(f(X)) sobre
Zy.
Defina a seguinte funcao:

e ZX)/(f(X) = —
ag+ -+ ap 1 X1 = ay+a B+ Fa,_ 17

Vejamos que ¢ esta bem definida. Com efeito, considerando duas classes ag + - - - + a,_1 X" 1,
bo+ -+ b1 X" € Z,[X]/(f(X)) tais que

R o S e W
existe g(X) € Z,[X] tal que
(ag+ -+ an,anfl) —(bo+---+ bnianfl) = f(X)g(X).

Portanto,
(ao+ -+ a1 ") = (b + -+ 0,1 8" = f(B)g(B) =0,
ou seja,
ag+ -+ a1 = b+ + by

Obviamente que ¢ é sobrejetora e é aditiva, isto é,

p(u+v) = p(u) +p(v),

para todos u,v € Z,[X]/(f(X)).
Além disso, note também que,

(1) =1.

Para finalizar, devemos mostrar apenas que ¢ é multiplicativa, isto é,

p(uv) = o(u)p(v),  Vu,v € Z[X]/(f(X)),

pois, ja sabemos que todo homomorfismo de corpos é injetor. Sejam u = u(X),v = v(X) €
Z,[X]/(f(X)), em que u(X),v(X) € Z,[X]. Dividindo u(X)v(X) por f(X), pelo algoritmo da
divisao existem ¢(X),r(X) € Z,[X] tais que

u(X)v(X) = f(X)q(X) +r(X),
onde 7(X) = 0 ou grau(r(X)) <n — 1. Logo,
u(X)o(X) =r(X) e u(P)v(B) =r(B)

0 que prova que
p(uv) = r(B) = u(B)v(B) = p(u)p(v).

Assim, qualquer corpo com p”™ elementos ¢ isomorfo a Z,[X]/(f(X)) e portanto quaisquer

dois corpos com p™ elementos sao isomorfos. O

Doravante, se ¢ é uma poténcia de p com p primo, denotaremos por F, o tnico corpo (a
menos de isomorfismo) com ¢ elementos.
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Capitulo 2

Codigos corretores de erros

O presente capitulo é dedicado aos fundamentos teoéricos deste trabalho. Comecemos intro-
duzindo o conceito de um codigo corretor de erro e a métrica de Hamming. Em seguida,
estudaremos os codigos lineares e daremos um exemplo. Para finalizar, definimos os pesos ge-
neralizados de Hamming e algumas de suas importantes propriedades. Dentre as referéncias,
utilizamos [6] e [7].

O ponto de partida para a construcao de um codigo corretor de erro é dar um conjunto
finito A, que é chamado de alfabeto. Denote por #(A), o nimero de elementos de A, que sera
simbolizado por ¢, ou seja, #(A) = q.

Definigao 2.0.1 (Codigo Corretor de Erro). Sejam A um alfabeto e n > 1 um nimero inteiro.
Um codigo corretor de erro C' é um subconjunto proprio qualquer de A™. Os elementos de
C sao chamados de palavras-codigo ou palavras.

Definigao 2.0.2 (Distancia de Hamming). Dados dois elementosu = (uy, ..., u,), v = (v1,...,0y)
de A", a distdncia de Hammaing entre u e v € definida como

d(u,v) = #{i | u; # v, com 1 <i < n}.

Exemplo 2.0.3. Seja {0,1}3 ={0,1} x {0,1} x {0,1}, onde A = {0,1}. Por exzemplo, temos
que

d((0,0,1),(1,1,1))
d((0,0,0), (1,1, 1))
d((1,0,0), (1,1,0))
d((1,1,0), (1,1,1))

I

2
3;
1

9

Agora, provaremos que d, satisfaz as propriedades de uma métrica. Por essa razao, a
distancia de Hamming entre elementos de A™ é também chamada de métrica de Hamming,.

Proposicao 2.0.4. Sejam u = (uy,...,up,), v = (v1,...,0,), W = (wy,...,w,) € A". Entao,
sao satisfeitas as sequintes propriedades:

1. Nao-negatividade: d(u,v) >0 e d(u,v) =0 se, e somente se, u = V.
2. Simetria: d(u,v) =d(v,u).
3. Desigualdade Triangular: d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).
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Demonstracao.
1) E claro que d(u,v) > 0. Além disso, temos
dlu,v) =0<= #{i | u; #v;,com1 <i<n} =0
= u;=v,Vi=1,2,...,n
<~ u=V.
2) Note que
d(u,v) = #{i | u; # v;,com 1 < i <n}
= #{i | v; # u;,com 1 <i < n}
=d(v,u).
3) A contribuigao das i-ésimas coordenadas de u e v para d(u,v) ¢é igual a zero se u; = v;, e
igual a um se u; # v;.
No caso em que a contribuigao é zero, certamente a contribuicao das i-ésimas coordenadas
em d(u,v) é menor ou igual a das i-ésimas coordenadas em d(u, w) + d(w,v) (= 0,1 ou 2).
No outro caso, temos que u; # v; e, portanto, ndo podemos ter u; = w; e w; = v; (pois, se
u; = w; e w; = vy, entao u; = v;, 0 que é uma contradigdo com a hipotese). Logo, a contribuic¢ao
das i-ésimas coordenadas em d(u, w) + d(w,Vv) é maior ou igual a 1, que é a contribuigao das
i-ésimas coordenadas em d(u, v). O

Definigao 2.0.5 (Disco e esfera). Seja a um elemento de A™ e seja t > 0 um nimero real.
Definimos o disco e a esfera de centro em a e raio t como sendo os conjuntos

D(a,t) ={ue€ A" | d(u,a) < t},
S(a,t) ={ue A" | d(u,a) =t},
respectivamente.

Como D(a,t) e S(a,t) estdo contidos em A" e sabendo que A" é um conjunto finito, entao
tais conjuntos sao também finitos. O resultado a seguir fornecera as suas cardinalidades.

Lema 2.0.6. Seja a € A" e seja r > 0 um numero natural. Entao
r n .
s =3 (1)@~
i=0
Demonstracao. Note que
D(a,i) = S(a,0)US(a,1)US(a,2)U---US(a,i),
com S(a,i) N S(a,j) =0, sempre que i # j. Consequentemente,

Note que #(S(a,i)) = (?)(q — 1)%, pois temos que o nimero de conjuntos de i posi¢oes onde

acontecem as diferengas é (:L), e para cada entrada onde uma diferenca vai acontecer temos
q — 1 possiveis escolhas de elementos de A. Portanto,

#0@m =3 (")

1=0
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Definigao 2.0.7 (Distancia minima). Seja C' um cddigo. A distdncia minima de C € o
numero

Apin = min{d(u,v) |u,v € C e u # v}.

Dado um codigo C' com distancia minima d,,;,, define-se

\‘dmin - 1J
Ri=|———]1,
2

onde |t| representa a parte inteira de um ntimero real ¢ (que é o maior inteiro que nao é maior
que t).

Lema 2.0.8. Seja C' um codigo com distdncia minima dyi,. Se ¢ e ¢ sao palavras distintas de
C, entao

D(c,k) N D(c, k) = 0.

Demonstracao. Provaremos o resultado pelo método de contradigao. Suponha que exista algum
x € D(c,k) N D(c, k), entao, por definigao, d(x,c) < k e d(x,c’) < k. Pelas propriedades de
simetria e desigualdade triangular, segue que

d(c,c') <d(e,x)+d(x,¢) < k+ Kk =2k
Se dpyin for impar, entao 2k = dpin — 1 € se dpin for par, entao 2k < dyin — 1. Logo,
d(C,C,) S 2K S dmin -1< dmin7

o que é um absurdo, pois d(c,c’) > dpin- O

No que se segue, o proximo Teorema afirma que quanto maior for a distancia minima d;,,
maior serd a capacidade de deteccao e correcao de erros do codigo. Portanto, é fundamental,
para a Teoria dos Codigos, poder calcular d,,;, ou pelo menos determinar uma cota inferior
para ele.

Teorema 2.0.9. Seja C' um codigo com distdncia minima dyy,. Entao C' pode corrigir até k
erros e detectar até dyi, — 1 erros.

Demonstracao. Se ao transmitirmos uma palavra ¢ do cédigo cometemos ¢ erros com t < k,
recebendo a palavra r, entao d(r,c) < k (r € D(c,k)). Agora, pelo Lema 2.0.8, se ¢’ é uma
outra palavra do codigo devemos ter r ¢ D(c/, k), ou seja, d(c/,r) > k. Assim, c difere de
r em exatamente ¢t entradas, mas qualquer outra palavra do cédigo difere de r mais do que t
entradas, o que permite a corregao de erros da palavra.

Por outro lado, dada uma palavra do c6digo, podemos nela introduzir até dy;, — 1 erros
sem encontrar outra palavra do codigo, e assim, a deteccao do erro sera possivel. O

Estamos interessados no caso em que o alfabeto ¢ A = F;, onde ¢ = p™, com p primo. Para
cada numero natural n, temos Fy' um F -espaco vetorial de dimensao n.
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2.1 Cobdigos lineares

Definigao 2.1.1 (Codigo linear). Um cdodigo C' C Fy serd chamado de cédigo linear se
Jor um Fy-subespago vetorial de Fy. Os pardmetros do codigo linear C sao a dimensao
dim(C) =: k de C' como F-espago vetorial, o comprimento n de C, e a distdncia minima
dmin de C. Usualmente os parametros sao denotados pela terna de inteiros (n, k, dmin ).

Todo codigo linear C' é por defini¢ado um espago vetorial de dimensao finita. Seja k = dim(C)
e seja {vy,...,Vvg} uma base de C. Portanto, todo elemento de C' se escreve de maneira tnica
na forma

)\1V1 +--+ )\kvk,
onde \; € F, para todo ¢ = 1,..., k. Segue daf que
#(C) = ¢".

Definigao 2.1.2 (Peso de uma n-upla). Dado um elemento x = (z1,...,1,) € Fy, define-se o
peso de x como sendo o numero inteiro

w(x) = #{i | z; # 0} = d(x,0),
onde d representa a métrica de Hamming e 0 o vetor nulo de IFy.

Exemplo 2.1.3. Considere A =Ty e sejam x = (1,1,1,1,1) ey = (1,0,0,0,1) elementos de
F5. Temos que

Doravante, sempre que escrevermos que C' C Fy' é um codigo, estaremos nos referindo ¢
como um codigo linear de Fy.

Definigao 2.1.4 (Peso do codigo). Definimos o peso de um cdédigo C' como sendo o inteiro
w(C) :=min{w(x) | x € C'\ {0}}.
Proposicao 2.1.5. Seja C' um codigo com distancia minima dyy,. Entao
1. Sex,y € Fy, entio d(x,y) = w(x —y).
2. dpin = w(C).

Demonstracao.
1) Usando as defini¢goes da métrica de Hamming e peso de um codigo, segue que

dx,y)=#{i| i #yt =#{i|z; —y; # 0} =w(x—y).
2) Sejam x,y € C, com x #y, tem-se que z=x —y € C'\ {0} e d(x,y) = w(z). Logo,
dmin = min{d(x,y) | x,y € C,x #y} =min{w(z) | z € C'\ {0}} = w(C).
]

Segue do item 2 da Proposi¢ao anterior que a distancia minima de um codigo C' é também
chamada de peso do cédigo C.
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Definigao 2.1.6 (Matriz geradora). Seja C' um cddigo e seja k = dim(C'). Seja B = {vy,..., vy}
uma base ordenada de um codigo C' e considere a matriz G, cujas linhas sdo os vetores
Vi = (Vi1 .-, Vin), com i =1,... k, isto €,

Vi V11 Uiz -+ Uin

Vi Uk1 Uk2 - Ukn
A matriz G é chamada de matriz geradora de C associada a base B.

O nome “matriz geradora de C” se deve ao fato de C ser a imagem da transformacao
T :F: — F7, tal que T(x) = xG.

Definigao 2.1.7 (Forma Padrdo da matriz geradora). Seja G uma matriz geradora de um
codigo C'. Dizemos que G estd na forma padrao se tivermos

G = (Ide | A),

onde 1dy, € a matriz identidade de ordem k e A € uma matriz k X (n — k).

2.2 (Codigos Duais

Definicao 2.2.1 (Produto interno). Sejam u = (uy,...,u,),v = (vi,...,v,) elementos de Fy,
define-se o produto interno como sendo uma fungdo -,-) : ¥y x ¥y — F, dada por

(W, v) = ugv1 + -+ + UpUy.

A operagao acima possui as propriedades usuais de um produto interno, ou seja, é simétrica
e bilinear.

Definigao 2.2.2 (Codigo dual). Seja C' um cddigo. O cddigo dual é o conjunto
Ct={xeF!|(x,y)=0,Vy € C}.
Lema 2.2.3. Seja C' um codigo, com matriz geradora G. Temos que:
1. C* é um F,-subespago vetorial de Fy.-

2. x € O+ <= Gx' = 0, onde x! denota o vetor X transposto e 0 denota a matriz coluna
k x 1.

Demonstracao.
1) Claramente 0 € C*. Sejam x,y € C* e seja A € F,. Usando a bilinearidade do produto
interno, temos que

(x+ Ay, 7) = (x,2) + \ly.z) =0+ A-0=0,

para todo z € C.

2) Seja x € C+, entdo (x,y) = 0 para todo y € C. Em particular, para todas as linhas
de G, os vetores vy, ..., Vg, que constituem uma base de C, temos que (x,v;) = 0, para todo
i=1,...,k Logo, Gx! = 0.

Se Gx' = 0, entdo x & ortogonal a todos os elementos de uma base de C'. Pela bilinearidade
do produto interno, x ¢ ortogonal a todos os elementos de C'. Portanto, x € C*. O
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Proposicao 2.2.4. Seja C' um cédigo de dimensao k e considere G = (Idy | A), matriz geradora
de C na forma padrao. Entdo

1. dim(C*) =n — k;
2. H=(—A"|1d,_\) € uma matriz geradora de C*.

Demonstracao.
1) Pelo Lema 2.2.3 (2), temos que x = (21, ...,2,) € C* se, e somente se, Gx! = 0. Logo,

10 -+ 0 aygesny -+ ain .
01 --- 0 a .

(e [A)xt=0 = [~ 0 B
00 -+ 1 apgen) - Gkn

T+ Q1(k4+1)Th1 + 0+ AinTy

Ty + Q(k+1)Tht1 + -+ + Q2n Ty
<~ . =0
T + A(k+1)Tht1 + -+ ATy
(
T1 = —Q1(k+1)LTk+1 — * " — AInTn,
Ty = —A2(k4+1)Tk4+1 — =+ * — A2pTn,
< .
Tk = —Ok(k+1)Th41 — = Akndn,
T
Tht1
o)
<= Sl =-A :
: z,
Ty

Como ¢ é o niimero de elementos de F,, o codigo C* tem ¢"~* palavras, pois os a;; da matriz
A sao fixos e existem ¢ escolhas possiveis para cada um dos 1, .. ., T,. Portanto, dim(C*) =
n—k.

2) E facil ver que as linhas de H sdo linearmente independentes, portanto, geram um subespaco
vetorial de dimensao n — k. Como as linhas de H sao ortogonais as linhas de G, temos que
o espaco gerado pelas linhas de H esta contido em C* e como esses dois subespacos vetoriais
possuem a mesma dimensdo, eles coincidem, provando assim que H = (—A* | Id,_;) é uma
matriz geradora de C*. O

Lema 2.2.5. Seja C' um codigo de dimensao k com matriz geradora G. Uma matriz H de
ordem (n — k) x n, com coeficientes em F, e com linhas linearmente independentes, € uma
matriz geradora de C* se, e somente se, G - H' = 0.

Demonstragao. As linhas de H geram um Fg -subespago vetorial de Fy de dimensdao n — k,
portanto, igual & dimensdo de C*. Denote por hi,...,hn_x € 1,...,gs, as linhas de H e G,
respectivamente. Assim, temos que

(G- H")ij = (g hy)

para todos i = 1,...,k, 7 =1,...,n — k. Portanto, G - H" = 0 equivale a dizer que todos os
vetores do subespaco gerado pelas linhas de H estao em C*. Por outro lado, esse subespaco
tem a mesma dimensao de O+, logo, G - H' = 0 se, e, somente se, C+ é gerado pelas linhas de
H. m
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Corolario 2.2.6. (C1)* =C.

Demonstracao. Sejam G e H matrizes geradoras de C' e C*, respectivamente. Logo, pelo Lema
2.2.5, temos que G - H' = 0. Tomando a transposta em ambos os lados na igualdade anterior,
temos que

(G-H)!=0 < H-G'=0.

Como G é uma matriz com linhas linearmente independentes de ordem k x n e dim(C+)* = k,

e novamente pelo Lema 2.2.5, temos que G é uma matriz geradora de (C*)! e, portanto,
(chHt=cC. O

A Proposic¢ao seguinte nos permite caracterizar os elementos de um codigo através de uma
condicao de anulamento.

Proposicao 2.2.7. Seja C' um codigo e seja H wma matriz geradora de C*. Entdo
velC < Hv'=0.

Demonstracao. Seja v € C, entao pelo Corolario 2.2.6, temos que v € (C+)L. Agora, pelo
Lema 2.2.3 (2), temos que Hv' = 0. O

Definigao 2.2.8 (Matriz teste de paridade e sindrome de um vetor). Seja C' um cddigo e seja
H uma matriz geradora de C+. A matriz H é chamada de matriz teste de paridade de C
e o vetor Hv' é chamado sindrome de v.

Note que, para verificar se um determinado vetor v € Fy pertence ou nao a um codigo
C com matriz geradora (G, é preciso verificar se o sistema de n equagoes com k incognitas
x = (x1,...,x) dado por
xG = v,
admite solugao. Agora, trabalhando com uma matriz teste de paridade H, a solugao pode ser

encontrada bem mais rapidamente, pois basta verificar se a sindrome de v é o vetor nulo.
Vejamos um exemplo a seguir.

Exemplo 2.2.9. Seja C C F§ um cédigo com matriz geradora G dada por
1 00 111
G=10100 11
001010
Sejam v = (1,0,0,1,1,1),v' = (0,1,0,1,0,1) € FS. Note que, a matriz geradora G estd na

forma padrao, onde

1 11
A=1[0 1 1
010
Assim, seque da Proposicao 2.2.4 (2) que
1 001 00
H=1111 0120
1 10001
Como
1
1 001 0O 8 0
Hvt=11 1101 0 = 0
1 100 01 1 0
1
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0
1
10010 0)\], 1
HV)Y=|111010]| [=[1]#0
110001/, 0
1

entioveCev ¢&C.

Os resultados seguintes mostram que a matriz teste de paridade de um coédigo contém, de
maneira bastante simples, informacoes sobre o valor do peso d,;n do codigo.

Proposicao 2.2.10. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C'. Entao,
w(C) > s <= quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente independentes.

Demonstracao. Suponha que w(C') > s. Suponhamos também, por absurdo, que H tenha
s — 1 colunas linearmente dependentes, digamos h', h2, ... h='  logo, existiriam c;,,...,¢;,_,
elementos em F,, nem todos nulos, tais que

Cilhil + -+ Ci57lhis—1 =0.

Assim, considerando ¢ = (0,...,¢;,,0,...,¢. ,,0,...,0), temos que ¢ € C, pois Hc' = 0, e
w(c) < s—1<s,0queéum absurdo. Portanto, quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente
independentes.

Suponhamos, que cada conjunto de s — 1 colunas de H é linearmente independente.
Seja ¢ = (cy, ..., c,) uma palavra nao nula de C, e sejam h', ..., h™ as colunas de H. Como H
é uma matriz teste de paridade de C', pela Proposicao 2.2.7, temos que

n

0= Hc = Zcihi.

1=1

Como w(c) ¢ o namero de coordenadas nao nulas de ¢, segue que se w(c) < s — 1, terfamos por
2.2 uma combinacao linear nula de um ntmero ¢, com 1 <t < s — 1, de colunas de H, o que é
uma contradigdo. Logo, w(c) > s e, portanto, w(C') > s. O

Teorema 2.2.11. Seja C' um codigo e seja H a matriz teste de paridade. Entao,

w(C) = s < quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente independentes

e existem s colunas de H linearmente dependentes.

Demonstragao. Suponha que w(C') = s, entdo pela Proposi¢ao 2.2.10 quaisquer s — 1
colunas de H sao linearmente independentes. Suponha ainda que quaisquer s colunas de H sao
linearmente independentes e novamente pela Proposicao 2.2.10, segue que w(C) > s+1> s, 0
que é um absurdo.

Como qualquer conjunto de s — 1 colunas de H é linearmente independente, entao pela
Proposigao 2.2.10, temos que w(C) > s. Como existem s colunas linearmentes dependentes,
novamente pela Proposigao 2.2.10, w(C') nao pode ser maior do que s e, portanto, w(C) = s. [

Corolario 2.2.12 (Cota de Singleton). Os pardmetros fundamentais (n, k, dmin) de um cédigo
C satisfazem a sequinte desigualdade:

dmingn_k‘f'l-
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Demonstracao. Seja H uma matriz teste de paridade de um codigo C. Temos que o posto de
H éigual a n —k, logo H tem n — k colunas independentes. Se existe um conjunto de n — k
colunas que é linearmente dependente temos que dp;,, < n — k. Se todo conjunto de n — k
colunas é linearmente independente entao dy,;, = n — k+ 1 (pois o posto de H é n — k). Assim
dmin S n—k + 1. UJ

Definigao 2.2.13 (Distancia minima separavel). Um cddigo C' serd chamado de MDS (Ma-
ximum Distance Separable) se valer a igualdade dpiy =n — k + 1.

Exemplo 2.2.14 (Codigos de Reed-Solomon). Considere o F-espago vetorial dos polinomios
em F[X] de grau menor ou igual a k — 1, incluindo o polinémio nulo, isto é,

Fo[X]k—1 ={P € F,[X] | grau(P) < k — 1} U {0}.
E claro que esse espaco vetorial tem dimensio k, com uma de suas bases dada por
{1, X, X% ..., X1,

Sejam n um inteiro, tal que n > k, e aq,...,q, elementos distintos de F,. Considere a
transformacao linear
T: F,[X]m1 — Fy
P = (Plaw),..., Play)).

Veja que
ker(T) ={P € F;[X]s-1 | P(ay) = --- = P(a,) =0} = {0},

pois um polinémio nao nulo P de grau menor do que k nao pode ter n raizes distintas, o que
significa que T é injetora. Logo, C' = T(F,[X];—1) é um codigo linear de comprimento n e
dimensao k.

Esse codigo é chamado de Cédigo de Reed-Solomon de comprimento n e dimensao k
definido por aq, ..., a,.

Uma matriz geradora de C' é dada por

T(1) 11 1
T(X) aq Qo A
TX?) | = & a5 - o ||
T(X* 1) ot kTt L okt

pois transformacoes lineares bijetoras levam base em base. Agora, vamos determinar a sua
distancia minima.
Ja sabemos que, pela Cota de Singleton
dmin S n—=k + 1.
Provemos que vale a outra desigualdade. Para isso, seja ¢ uma palavra nao nula de C, entao
existe P € F [X];_; tal que
c=(P(a),...,Play)).
Logo,
wie) = #{i € {1,...,n} | P(as) £ 0}

> n — grau(P)
>n—(k—1)
=n—k+1.

Portanto, dy;w = n — k + 1, o que prova que os Codigos de Reed-Solomon sao codigos MDS.
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2.3 Pesos Generalizados de Hamming

Defini¢ao 2.3.1 (Suporte de um codigo). Seja C' um cédigo de dimensao k e seja U um
subespaco de C. O suporte de U, denotado por x(U), é o conjunto

x(U):={i|3 (x1,...,2,) €U, z; #0}.

mn

4> a cardinalidade de x(U) é um inteiro que

E claro que, para qualquer subespaco U C F
satisfaz 1 < #(x(U)) < n.

Exemplo 2.3.2. Consideremos Fy = {0,1} ¢ C' = {(0,0,0,0),(0,0,0,1),(1,1,1,0),(1,1,1,1)}
um cédigo de F5. Considere agora os subespagos de dimensao 1

D; = {(0,0,0,0),(0,0,0,1)}, Dy ={(0,0,0,0),(1,1,1,0)} e Ds={(0,0,0,0),(1,1,1,1)}.

Entao,
x(Dh) ={4}, x(D2) ={1,2,3} e x(Ds3)={1,2,3,4}.

Definigao 2.3.3 (r-ésimo Peso Generalizado de Hamming). Seja C' um cédigo de dimensao k
esejar=1,..., k. Or-éstimo peso generalizado de Hammaing de C, denotado por d,., é
definido como sendo o niumero inteiro nao negativo

d, = min{#(x(U)) | U é um subespago de C com dim(U) = r}.
O conjunto {dy,...,d;} é chamado de hierarquia de pesos de C.

Observagao 2.3.4. Retomando o Exemplo 2.3.2, no qual o alfabeto é Fy, observamos que
D+, Dy e D3 sao precisamente todos os Fo-subespacos vetoriais de dimensao 1. Para cada um
deles, a cardinalidade do suporte coincide com o peso de Hamming da palavra nao nula. Assim,
o primeiro peso generalizado de Hamming coincide, neste caso, com a distdncia minima do
codigo.

Na verdade, provaremos agora que d; = dyin para qualquer corpo finito [, com ¢ > 2.
Teorema 2.3.5. Seja C' um codigo e sejar = 1. Entao, dy = dp;y,.
Demonstracao. Para r = 1, temos que
dy = min{#(x(D)) | D & um subespago de C' comdim(D) = 1}.
Dado D subespago com dim(D) = 1, existe x € D \ {0} tal que D = (x). Portanto,
X(D)={i|3 (..., 2;) =x € (x), 2} #0}
= {i |2 # 0}

= w(x).

Logo,
d; = min{w(x) | x € C'\ {0}} = duin.

]

Segue imediatamente do Teorema anterior que o r-ésimo peso generalizado de Hamming é
uma generalizagao do conceito de distancia minima.

Proposicao 2.3.6. Seja C um cidigo e seja Cy C Cy, com Cy e Cy subcidigos de C'. Entao
X(C1) € x(Cy).
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Demonstragao. Seja j € x(Ch), entdo existe (xq,...,2,) € Cy, com z; # 0. Como C; C (b,
temos (x1,...,x,) € Cy, com x; # 0 e, portanto, x(C1) C x(Ca). O

Teorema 2.3.7 (Monotonicidade). Seja C um cddigo. Temos que
1<d; <dy <---<d, <n.
Demonstracao. Claramente d,. > 1 e d, < n, para todo r. Afirmamos que
d,— < d,,

para todo r > 2.

Seja U C C um subespago de dim(U) = r. Como dim(U) = r > 2, existe um subespago
proprio V- C U de dim(V) = r — 1. Pela Proposigdo 2.3.6, temos que x(V) C x(U) e entdo
#(x(V)) < #(x(U)). Pela defini¢ao de d,_1, segue que

dry < #(X(V)) < #(x(U)).
Como a desigualdade anterior vale para todo subespago U de dimensao r, segue que
dr—l S dT7

para todo r > 2.

Provemos que a desigualdade é estrita. Considere um subcodigo D com #(x (D)) = d,. tal
que dim(D) = r. Vamos construir um coédigo de dimensao r — 1 tal que o suporte do codigo
seja estritamente menor do que o de D. Seja i € x(D) e defina

DZ:{X€D|I1:O}

E claro que D; é um subespaco vetorial de D.
Defina a transformacao linear
po: D — F,
X = o(x) =1,

Temos que

ker(p) = {x € D | o(x) = 0}
:{XED|IL‘,:O}

Seja y € F,. Como i € x(D), existe x = (z1,...,2,) € D com x; # 0. Como z; # 0 e pertence
a IF,, entdo existe o inverso x;'. Defina A := yz; ' € F,, entdo

p(Ax) = Ap(x) = (ya; )zi = y(wiay ') = y.
Pelo Teorema do Niicleo e da Imagem, segue que

dim(D) = dim(D;) + dim(F,)
r=dim(D;) + 1.

Ou seja, dim(D;) = r — 1. Logo,

dry < #(X(Ds) < #(X(D) =1 =dp =1 < d,.
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O Corolario 2.2 pode ser generalizado, como segue:

Corolario 2.3.8 (Cota de Singleton Generalizada). Seja C' um cddigo, entdo
d <n—=k+r.

Demonstra¢ao. Conforme visto no Teorema 2.3, temos que dy < n e d, < d,,; — 1. Logo,

dp 1 <dy—1<n—-1=n—-k+(k-1)

dp o <dp1—1<n—-2=n-—k+ (k—2).
Repetindo esse argumento recursivamente, obtemos

dp-s <n—s=n—k+ (k—s).

Fazendo k — s = r, concluimos o que queriamos. O

Seja H a matriz teste de paridade de C' e sejam {f1, ..., 5.k} as linhas de H. Sejam H;,
1 < i < n, as colunas de H. Denote por (H; | i € I) o espago gerado por essas colunas.
Usaremos essa notagao no proximo resultado.

Teorema 2.3.9. Seja C' um codigo. Entao
d, =min{#(I) | I C{1,...,n}, #() —dim((H; |i € I)) > r}.
Demonstragao. Seja I C {1,...,n}, com #(I) = ¢, definimos S(I) := (H; |i € I) e

SH(I) = {X:(xl,...,:cn)EIFZ|xi:Oparai¢Ie inHizo}

el

(seguimos aqui a notacio de [7], e nao devemos confundir S*(I) com S(I)™).
Observe que S*(I) C C, pois se x = (21,...,2,) € S*(I), entdo Y, ;a;H; =Y iy a;H; =
0, ou seja, Hx! = 0. Além disso, é claro que S*(I) é um subespaco vetorial de C'.
Vejamos que
dim(S(1)) + dim(S+(I)) = .

Considere I = {iy,...,i} e seja A a matriz
By B - P
Baiy Boiy 0 P,
A= Bsi Bsi, =0 DBai, ,
Bin-kyin  Bn—kyia ** Bn—kyie

obtida a partir das colunas de H e dos indices em I. Note que, o subespaco W C Ff; gerado pelas
linhas de A tem a mesma dimensao de S(I), pois ambas as dimensoes sao iguais ao posto de A.
E facil ver que existe um isomorfismo entre W+ e S+(I), dado por (ay,, ..., ;) = (Y1, 7n)
onde v; =0sei ¢ I, ey, =aqa,;,para j=1,...,{. Dai vem que

dim(S(1)) + dim(S*(I)) = .

Seja J C {1,...,n} tal que #(J) —dim((H; | i € I)) > r e #(J) = min{#(]) |
{1,...,n}, #(I) —dim((H; | i € I)) > r}. Temos entdo que #(J) — dim((H, | i € J))

Com efeito, suponha, por contradi¢ao, que

I C
=7.

#(J)—dim((H; |i € J))=1">r.
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Tome qualquer elemento j € J e defina J' = J \ {j}. Logo, dim(S(J')) < dim(S(J)). Dai,

#(J') — dim(S(J)) = #(J) — 1 — dim(S(J"))
> #(J) — 1 = dim(S(J))
=7 -1
>,

o que contraria a minimalidade de #(.J).

Assim, tomamos d = min{#([) | I C {1,...,n}, #() —dim((H; | i € I)) =
queremos mostrar que d = d,. Seja [ C {1,...,n} tal que #(I) = d e d — dim(S(1))
Entdo dim(S+(I)) = r e como S+ C C temos

d, < #(x(SH(D))) < #(1) =

Falta mostrar a desigualdade contraria. Seja D um subcodigo de C' de dim(D) = r tal
que #(x(D)) = d, e seja I = x(D). Temos que D C S*(I), pois se x € D entdo z; = 0
quando j ¢ [ e 0= Hx" =" a;H; = >, ; x;H;. Entao dim(S*+(I)) > r = dim(D). Agora,
suponha, por contradicdo, que dim(S*(I)) =" > r, entdo

dy < #(x(SH(D)) < #(I) = #(x(D)) = d,,

o que ¢ uma contradigdo com a Proposigao 2.3.7. Logo, dim(S+(I)) = r e entao D = S*(I).
Dai, #(I) — dim(S(I)) = dim(S+(I)) = r e, portanto, d = d,.. O

AN
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Capitulo 3

Bases de Grobner e codigos de avaliacao

Neste capitulo apresentaremos conceitos basicos da teoria de bases de Grobner, e finalizamos
com a definicao dos assim chamados codigos de avaliacao. No proximo capitulo utilizaremos
ferramentas da teoria apresentada aqui para estudar uma familia de codigos de avaliacao.
Denotamos por Ny o conjunto dos inteiros nao negativos e por K[X] o anel de polindémios
K[X1, ..., X,n]. Usamos |2] como referéncia principal.

3.1 Mondémio, Ordem Monomial e o Algoritmo da Divisao
para Poliné6mios de Varias Variaveis

Defini¢ao 3.1.1 (Termos, mondmios e grau total). Sejam a € K* e ay,...,q,, € Ng. Um
termo em Xy, ..., X,, € um produto da forma a X7 --- X%, Quando a = 1, o produto X{* --- Xom
¢ chamado de monémio. O grau total desse mondémio € a soma oy + -+ + Q.

Um monémio X7 -+ - X serd denotado por X* (ou XP, X7, ete), onde a = (a1, . .., ) €

Ni'. Denotamos por M o conjunto de todos os monoémios de K[X].
Dado um polinomio f € K[X], dizemos que um mondmio M aparece em [ se o coeficiente
de M em f € nao nulo.

Definicao 3.1.2 (Ordem monomial). Uma ordem monomial em M é uma ordem total <
definida sobre M tal que:

i) se X* <X XP entio X < XPHY | para todos os o, 3,y € NI

it) qualquer subconjunto nao vazio A C M possui um menor elemento.

No que se segue, apresentamos alguns exemplos de ordens monomiais, a saber: ordem
lexicografica, lexicografica graduada e lexicografica graduada reversa.

Exemplo 3.1.3 (Ordem lexicografica). A ordem lexicogrifica (com X,,, < --- =< X;) € definida
como X® < XPB se av = 3, ou se a primeira entrada ndo nula da esquerda para a direita em
B — a € positiva.

Exemplo 3.1.4 (Ordem lexicografica graduada). A ordem lexicogrifica graduada (com X,, =
- 2 Xy) € definida como X* < XP sea =3, oud " a; < >t By, ouse Y i i =Y i B
entdo X* < XP, onde < ¢ a ordem lexicogrifica definida acima.

Exemplo 3.1.5 (Ordem lexicografica graduada reversa). A ordem lezicogrdfica graduada re-
versa (com X, < -+ < X;) € definida como X* X XP seax =3, ou > o, < D0 Bi, ou se

m m ~ . . ~ . .
Yoo =Y. B entao a primeira entrada ndo nula da direita para a esquerda em B — o €
negativa.
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Agora, vamos aplicar as ordens monomiais citadas acima.
Exemplo 3.1.6. Sejam X3X3XI XTX3X31e R[X,, Xy, X3] dois monomios.

e Se considerarmos a ordem lezicogrifica (com X3 = Xy < X ), entdao X3 X3 XTI < XTX3 X3,
pois o expoente da varidvel X, em X{X3X3 é maior que o expoente em X3 X5 X1 .

e Se considerarmos a ordem lexicogrdfica graduada (com X3 < Xy < X1), entdo X3 X3X] <
XTX3X3, pois embora eles possuam o mesmo grau 14, temos que X3 X3 X € menor do
que XTX3 X34 na ordem lexicogrifica, conforme vimos acima.

e Se considerarmos a ordem lexicogrdfica graduada reversa (com X3 < Xy =< Xi), entdo
X3X3XT < XTX3X3, pois ambos os mondmios tém grau igual a 14 e o expoente da
varidvel X3 em X3 X3 X7 € maior que o expoente em X{X3X3.

Definicao 3.1.7 (Monémio, termo e coeficiente lider). Sejam f = > "  a;M; € K[X] um

polindmio nao nulo, onde a; € K* e M; € M para todo i = 1,...,n e seja = uma ordem
monomial definida sobre M. Entdo, o monémio lider de f (com respeito a <) é M, :=
max{M; | i = 1,...,n}, o coeficiente lider de f (com respeito a <) € a, e o termo lider

de f (com respeito a <) € agM,. Denotamos esses elementos por M, := LM(f),a, :== LC(f) e
agMg = LT(f)

Exemplo 3.1.8. Seja f =4X3 X5 X2 +5X, X5 + 7XIX; € R[X1, Xo, X3].

1. Com respeito a ordem lexicogrifica (com X3 =< Xy = X3 ), temos:
o LM(f) = X7X;5X3;
o LC(f) = 4;
o LT(f) =4X3X3X2.

2. Com respeito a ordem lexicogrdfica graduada (com X3 = Xo =X X7), temos:
o LM(f) = X1 X3;
o LC(f) = 5;
o LT(f) =5XX3.

3. Com respeito a ordem lezicogrdfica graduada reversa (com X3 = Xo =X X)), temos:
o LM(f) = X3X;;
o« LC(f) = T;
o LT(f) =7X)X5.

Um importante procedimento na teoria das bases de Grobner é a divisao de um polindémio
por uma lista de polinémios nao nulos.

Defini¢ao 3.1.9 (Divisao de um polinémio por uma lista de polindmios nao nulos). Dividir
[ € K[X] por {g1,...,9:} € K[X]\ {0}, com respeito a uma ordem monomial <, significa
encontrar quocientes qi, .. .,q € K[X] e um resto r € K[X] tal que

f=qn+ - +qg+r,

onde r = 0 ou nenhum mondmio que aparece em r € multiplo de LM(g;), para todoi =1,...t.
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Na literatura sobre bases de Grobner o leitor podera encontrar uma descri¢ao do algoritmo
usual usado para determinar os quocientes e o resto, bem como uma prova que o algoritmo de
fato termina apds um nimero finito de etapas. Aqui, iremos apenas dar um exemplo de como
isso funciona na pratica.

A ideia bésica do algoritmo é a mesma da qual estamos familiarizados quando dividimos dois
polindmios de uma variavel: usaremos os termos lideres de g, . .., g; para eliminar o termo lider
de f e os termos lideres dos polindmios subsequentes que aparecem nas etapas intermediarias
da divisao. A novidade aqui é que as vezes alguns dos termos lideres de alguns polinomios de
algumas das etapas intermediarias nao sdo multiplos de nenhum LM(g;),...,LM(g;) e entao
devemos mové-los para o resto da divisao para continuar com a divisao.

Exemplo 3.1.10. Consideremos o anel de polinomios R[X, Y] munido da ordem lexicogrdfica,
ondeY <X X. Vamos dwidir f = X?Y +XY?4+Y? por {g1 = XY -1, go =Y?*—1} CR[X,Y].
Como LM(f) = X?Y € mailtiplo de LM(g;) = XY, com LM(f) = X-LM(qg;), entio comegamos
a divisao escrevendo

f=X - g+ X +XY?+Y2

Observe que LM(X + XY?4+Y?) = XY? é muiltiplo de LM(g1), com XY? =Y -LM(g1), entao
escrevemos

f=X-g+Y g+ X+Y +Y*=(X+Y) g1+ X +Y + Y2

Como LM(X +Y +Y?) = X ndo é maltiplo de LM(g1) ou LM(g2) = Y?, entdo devemos

considerd-lo como uma parte do resto. Logo,
=X g +Y g+ X+Y +Y? = (X +Y) g +Y + Y + 1y,

onde 1y = X. Como LM(Y +Y?) =Y? nao é maltiplo de LM(g,), mas é mailtiplo de LM(gs),
e de Y?> =1-LM(g2) escrevemos

f=(X+Y)-1+1-go+Y +1+1r.

Para finalizar, como os termos de Y + 1 nao sao maltiplos de LM(g1) e LM(g2), entdo consi-
deramos esses termos como a parte final do resto e entao

f=(X+Y) g1 +1-go+1m +r19,

comry =Y + 1. Portanto, f = qig1 +qgo + 1, onde ¢ = X +Y, o =1er=X+Y + 1.
A figura abaixo ilustra como foi feita a divisao.

X2Y 4+ XY2+ V2[XY — 1,Y? = 1! Resto
XY 4+ X IX+Y, 1 | X4Y+1
XY?+ X +Y?
—XY%+Y

X+Y24+Y
~X

-Y2+1

Y+1
-Y —1
0

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Y24+Y
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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Analisando atentamente o que foi feito acima, observamos que estamos levando em consi-
dera¢ao a ordem em que 0s divisores ¢, ..., g sao escritos (ou seja, dividimos f pela sequéncia
(91,92)). Se invertermos a ordem dos divisores isso vai alterar o quociente e o resto, conforme
mostra o cdlculo a sequir.

X2V 4+ XV2+V2Y2 — LXY — 11 Resto
XY+ X [X+1, X | 2X+1
XY?+ X +Y?
~XY? 4 X

2X +Y?
—2X

Y2
-Y?2+1
1
—1

0

3.2 Base de Grobner

Nesta se¢ao vamos apresentar elementos da teoria de bases de Grobner, uma importante fer-
ramenta no estudo de Algebra Comutativa. A teoria das bases de Grobner para anéis de
polinémios foi desenvolvida por Bruno Buchberger (Austria, 1942-) em 1965 (veja [1]), e foi
assim denominada em homenagem ao seu orientador Wolfgang Grobner (Austria, 1899-1980).

Definicao 3.2.1 (Base de Grobner). Sejam I C K[X] um ideal nao nulo e < uma ordem
monomial em M. Dizemos que um conjunto de polindmios nao nulos {g1,...,gsy C I € uma
base de Grébner para I (com respeito a <) se para todo f € I, com f # 0 temos que LM(f)
¢ maltiplo de LM(g;) para algum i =1,...,s.

Exemplo 3.2.2. Seja I = (XY —1,Y?—1) C R[X,Y] e considere M com a ordem lexicogrifica
(comY = X). Entdo, o conjunto {XY —1,Y? — 1} nao € uma base de Grébner para I.

Com efeito, note que Y(XY —1) = X(Y?-1)=-Y +X el elMX -Y)=X, ¢ X nao ¢
mailtiplo de LM(XY — 1) = XY ou de LM(Y? — 1) =Y?, entao {XY — 1,Y? — 1} nao é uma
base de Gribner para I.

Doravante, sempre assumiremos que M estd munido de uma ordem mononial fixa e que
I # (0). Na teoria das bases de Grébner ¢ sempre necessario escolher uma ordem monomial em
K[X]. O proximo resultado nos diz que uma base de Grébner é de fato uma base para I, no
sentido de ser um conjunto de geradores, e ainda nos permite decidir se um polinémio nao nulo
f pertence ou nao a I.

Lema 3.2.3. Seja {g1,...,9s} C I uma base de Grébner para I. Entdo, f € I se, e somente
se, o resto da divisao de f por {gi,...,gs} € zero. Como consequéncia, I = (g1,...,7s).

Demonstracao. Suponha que o resto da divisao de f por {g1,...,gs} é zero. Logo, escre-
Vemos

f=ag+- -+ qgs
onde ¢, ...,qs € K[X]. Como g; € I,para todo i =1,...,s temos que f € I.
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Dividindo f por {g1,...,gs}, existem ¢, ..., qs,r € K[X] tais que

fZQIgl+"'+QSgs+T7

onde r = 0 ou nenhum monémio em r é multiplo de LM(g;), para todo i = 1,. .., s. Entao,
S
T:f—ZQigz'G[-
i=1

Portanto, r = 0, pois, caso contrario r seria um polinémio nao nulo em I cujo mondémio lider
nao ¢ multiplo de LM(g;) para todo i = 1, ..., s, contradizendo o fato de {gi,...,gs} ser uma
base de Groébner para I. Como consequéncia I C (gq,...,9s) € a fortiori I = (¢1,...,95). O

Uma propriedade importante para uma base de Grébner é a seguinte.

Proposicao 3.2.4. Seja {g1,...,9:} C I uma base de Grébner para I. Na divisao de f € K[X]
por{gi,...,gs} o resto é sempre o mesmo, independentemente da ordem que escolhermos para
g1, ---,9s no algoritmo da divisao.

Demonstracao. Suponhamos que f seja escrito da forma

f=qn+ +aqgs+r=qn+ - +4sgs +7,

onde ¢;, ¢; € K[X], para todoi=1,...,s e r,7 € K[X] com nenhum mondémio aparecendo em
r ou em 7 sendo multiplo de LM(g;), para todo i = 1,...,s. Como

S

T—f:Z(@—q@')giEL

i=1

devemos ter r — 7 = 0, pois, caso contrario, » — 7 seria um polinémio nao nulo em I cujo
monoémio lider nao é multiplo de LM(g;), para todo i = 1,...,s, contradizendo o fato que
{g1,...,9s} € uma base de Grébner para . O]

Definigao 3.2.5 (S-polinémio). Sejam f,g € K[X]\ {0}, com LT(f) = aX® e LT(g) = bXP.
Seja v; = max{w;, B}, para todo i = 1,...,m e considere v = (y1,...,7m) € Ny*. O S-
polinémeio de f e g é definido como

1 1
S(f.g) = =-X7f - -X7"Py.
a b
E facil ver que LT(%X’V_O‘f) =X = LT(%X’Y—ﬁg)'
Exemplo 3.2.6. Sejam f = 2XY —Y e g = —X + 3Y? polinémios em R[X,Y] e considere
M munido da ordem lexicogrdfica com'Y < X. Observe que LT(f) = 2XY, LT(g) = —X e

~v=(1,1).
Portanto, o S-polinémio de f e g é

S(f,g9)=f+2Yyg
= (2XY —Y) + (—2XY +6Y?)
=6Y3-Y.
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Teorema 3.2.7 (Critério de Buchberger). Seja {¢1,..., g} C I tal que I = (g1,...,9:). Entao,

{g1,--., g1} € uma base de Grobner para I se, e somente se, para todos i,j = 1,...,t, com
i # j, o resto da divisao de S(g;,g;) por {g1,...,9:} € zero, independentemente da ordem que
tomarmos para gy, ..., g; no algoritmo da divisao.

Demonstracao. Veja (]3], pagina 86, Teorema 6). ]

Teorema 3.2.8 (Algoritmo de Buchberger). Seja I = (g1, ..., g;) um ideal nao nulo. Uma base
de Grébner para I pode ser construida em um numero finito de passos sequindo o algoritmo:
Entrada: {¢i,..., 9}
Saida: Uma base de Grobner para 1
Inicio
G={g,....ou};
G' = {99} | 9: # 9; € 9i, 95 € G}
Enquanto G’ # () faga
FEscolha {gi,g,;} € G";
G'=G"\ {{gi, 953}
Dividir S(g;, gj) por G obtendo resto r;
Se r # 0 entao
¢/ =G U{{g.r} | g G}

G=GU({r};
Fim
Fim
Fim
Demonstragao. Veja ([3], pagina 91, Teorema 2). O

Exemplo 3.2.9. No exemplo 3.2.2, vimos que G := {XY — 1,Y? — 1} ndo ¢é uma base de
Grobner para I = (XY — 1,Y2 —1). Vamos usar o algoritmo de Buchberger com o objetivo
de produzir uma base de Grébner para I. Denote por g = XY —1 e go = Y? — 1. Entao,
S(g1,92) = Y1 —Xgo = X =Y e o resto da divisao de S(g1,g2) por {g1, g2} € o proprio X =Y.
Defina g3 := X —Y e considere o conjunto {XY —1,Y2—1, X —Y}. Agora, € claro que o resto
da divisao de S(g1,g2) por {g1, g2, g3} € zero. Além disso, é facil ver que o resto da divisao de
S(g1,93) e S(g2,93) por {91, g, g3} € zero. Portanto, {XY —1,Y2—1,X —Y} € uma base de
Grobner para I.

O problema de tese de Buchberger era: dado um ideal I C K[X] determinar uma base

para K[X]/I, considerando esse quociente como um K-espago vetorial. Agora, introduziremos
o conceito que solucionou o problema da tese de Buchberger.

3.3 Pegada de um Ideal

Definicao 3.3.1 (Pegada). Seja I C K[X] um ideal e uma ordem monomial fixrada < em M.
A pegada de um ideal I com respeito a = € o conjunto

A(I):={M € M | M nao é o monoémio lider de nenhum polinémio em I}.

Proposigao 3.3.2. Sejam I C K[X] um ideal ¢ {g1,...,9s} uma base de Grobner para I.
Entao M € A(I) se, e somente se, M ndao € multiplo de LM(g;), para todoi =1,...,s.

31



Demonstracao. Seja M € A(I). Suponha, por contradi¢ao, que M ¢é multiplo de LM(g;)
para algum ¢ = 1,...,s. Logo, M = N - LM(g;). Assim, como g; € I e I é um ideal, entdo
f=N-g; €I etemos

LM(f) = N -LM(g;) = M,

o que é um absurdo, pois M € A(T).
Se M nao é multiplo de LM(g;), para todo i = 1,...,s e se {g1,...,9s} € uma base de
Grobner para I, entao M nao é o monémio lider de nenhum polinémio em I. Logo, M €

A(T). O

Exemplo 3.3.3. Seja [ = (X? — X, Y3 - Y, X?Y —Y) C R[X,Y] e considere M munido da
ordem lexicogrdfica (Y < X). Nao € dificil verificar que {X3 — X, Y3 — Y, X?Y — Y} € uma
base de Gribner para I = (X3 — X, Y3 - Y, X3Y —Y).
Agora, pela Proposi¢ao 3.3.2, temos que os elementos que pertencem a A(I) sao os monémios
que nao sao maltiplos de LM(X? — X) = X3 LM(Y? —Y) = Y3 ou LM(X?Y —Y) = X?Y.
Podemos identificar wm monémio X*Y? como o par ordenado (a, B) de inteiros ndo negativos.
Os pontos (3,0),(0,3) e (2,1) correspondem, respectivamente, aos mondmios lideres dos
polinémios X3 — X, Y3 —Y e X2Y — Y, pertencentes & base de Gribner de I. Logo, a partir
deles € fdcil determinar os mondémios que nao sao mailtiplos de nenhum desses mondmios lideres.
Portanto, pela Proposicao 3.3.2, temos que

A ={1,X, X% Y, XY, Y? XY?}.

® Monomios Lideres (X3, X2V, Y3).
® Mondmios de A(7).

[ @ L X

Figura 3.1: Representacao da pegada do ideal I = (X? — X, Y3 - Y, X2V —Y).

Teorema 3.3.4. Seja I C K[X] um ideal. Entao uma base para K[X]/I como K-espago
vetorial, €

B:={M+1|MeA()}
Em particular, se A(I) é um conjunto finito, entao dimyg(K[X]/I) = #(A(T)).

Demonstragao. Seja G uma base de Grobner para I em relagao a mesma ordem de mondémios
usada para determinar A(7), e seja f € K[X]. Dividindo f por G, existem uy,...,us € K[X]
e r € K[X] tais que f = ujg; + -+ + usgs + 7, € se r # 0 entdo nenhum mondmio que
aparece em r ¢ multiplo de LM(g;), para todo @ = 1,...,s. Em outras palavras, r é uma
combinagdo linear, com coeficientes em K, de monémios de A(1), isto &, r = >_7_, a;M;. Como
f+I=r+I1=>5_a;(M;+1I), temos que os elementos de B geram K[X]/I como K-espago
vetorial.
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Agora, suponha que Zle bi(M;+1)=0+1,ondeb; € Ke M; € A(I) paratodoi =1,...,¢.
Entao, Zle b;M; € I. Se algum dos coeficientes b; for diferente de zero, entao Zle b; M; seria
um elemento nao nulo de I cujo monoémio lider nao é o monomio lider de algum polindémio em

I, logo, devemos ter by = by = --- = by = 0, 0 que prova que B ¢ linearmente independente
sobre K. O]

Exemplo 3.3.5. Vimos no Exemplo 3.5.3 que, A(I) = {1, X, X% Y, XY, Y? XY?} onde I =
(X? - X, Y3 -V, X% —-Y) CRX,Y]. Agora, pelo Teorema anterior, temos que R[X,Y|/I €
um R-espago vetorial de dimensao 7, onde

O+ LX+LX°+ LY+, XY+LY*+1,XY? +1}
¢ uma base para esse espaco vetorial.

Seja I C K[X] um ideal e {f1,..., f;} uma base para I. Defina o conjunto
A(LM(f1),...,LM(f)) :={M € M | M nao é multiplo de LM(f;), para todoi=1,...,t}.

Observacao 3.3.6. Seja I C K[X], entao A(I) C A(LM(f),...,LM(f;)). Com efeito, se
M € A(I), entao, por definicio, M nao é o monémio lider de nenhum polindmio em I e
como f; € I, para todo i = 1,...,t, em particular, M nao é miltiplo do mondmio lider de f;.

Portanto, M € A(LM(f1),...,LM(f:)).

Na verdade, sequndo a Proposi¢ao 3.3.2 temos
A(I) = A(LM(f1),...,LM(f;)) se, e somente se, {fi1,..., f:} € uma base de Grobner para I.

Agora, apresentaremos um conceito-chave chamado de “variedade afim”. Esse conceito jun-
tamente com o conceito de ideal de uma variedade permitem conectar a Algebra Comutativa
com a Geometria Algébrica. E usual, em Geometria Algébrica, denotar por A™(K) o conjunto
de m-uplas de K™, quando essas m-uplas vao ser usadas como pontos a serem substituidos em
polinoémios.

Defini¢ao 3.3.7 (Variedade afim). Seja I C K[X] um ideal. A variedade afim associada a
I € o conjunto dos pontos em A™(K) que se anulam em todo polinomio em I, isto é€,

V(I):={(a1,...,am) € A™(K) | f(a1,...,amn) =0, para todo f € I}.
Proposicao 3.3.8. Se I = (g1,...,9:) entdo
(a1,...,ap) € V(I) <= gi(ar,...,an) =0 para todo i =1,...,t
Demonstracao. Com efeito,

(a1,...,am) € V(I) <= f(ay,...,a,) =0, para todo f € I,

t

— (Zhigi) (ay,...,a,) =0, para todo h; € K[X],
i=1

< g;(ay,...,a,) =0, paratodoi=1,...,t.

]

Definigao 3.3.9 (Ideal de uma variedade afim). Seja V' =V (I) C A™(K) uma variedade afim.
O ideal de uma variedade V, que denotamos por Z(V') =: Z(V(I)), € o conjunto de todos os
polinomios em K[X] que se anulam em todos os pontos de V(I), isto €,

Z(V) ={f e K[X] | f(a1,...,amn) =0, para todo (ai,...,an) € V}.
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Proposigao 3.3.10. Z(V) é um ideal de K[X].

Demonstragao. Claramente que Z(V') # (), pois basta tomar f = 0.
Sejam f,g € Z(V), entao

(f+9)ay,...,an) = flar,...,am) +glas, ..., an)
=0.

Seja f € Z(V) e seja h € K[X]. Entéao

(fh)(ay,...,am) = f(ai,...,an)h(as, ..., an)
:O-h(al,...,am) =0.
Isso conclui a demonstracao. O

Uma variedade V' (I) pode ter um ntmero infinito ou finito de pontos.

Exemplo 3.3.11. Sejam [ = (Y — X?) e J = (X? — 1,Y? — 1) ideais R[X,Y].
Observe que

V(I) = {(a,b) € A*(R) | f(a,b) =0, para todo f € I}
= {(a,b) € A’ (R) | b — a*® = 0}
= {(a,0) € A*(R) | b=a”}
={(a,a”) | a € R},

V(J) = {(a,b) € A*(R) | f(a,b) =0, para todo f € J}
={(a,b) €A*(R) |a®* —1=0 e b*—1=0}
={(a,b) € A’ (R) |a*=1 e b* =1}
={(=11),(=1,-1),(1,1), (1, 1)}

sao as variedades de I e J, respectivamente. Temos que V(I) tem um nidmero infinito de
pontos, enquanto que V(J) tem um nimero finito de pontos.

Figura 1 — Em a variedade afim de I = (Y — X?) C R[X,Y].
Y

‘ AN ‘

Figura 2 — Em vermelho os pontos de V(J) = {(—1,£1),(1,£1)}.
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Lema 3.3.12. Seja I C K[X] um ideal e sejam Py, ..., P, pontos distintos de V(I). Entao,
existem polindmios py, .. .,p, € K[X], tal que p;(P;) = 0;; para todos i,j =1,...,r, onde 0;; €
o delta de Kronecker (ou seja, se i = j, temos que 0;; = 1, caso contrdrio d;; =0).

Demonstragao. SejaP; = (a1, ..., a;,) € A™(F,), ondei = 1,...,r, vamos mostrar como obter
p1 conforme o enunciado do Lema. Como todos os pontos sao distintos, para todo i =2,...,r
existe j; € {1,...,m}, tal que a;;, # aq;,. Defina h; := X bara i =2,.. .7,

Entao, calculando h; em P;, temos que

X;,(P1) — ay

hi(Py) = J
A1j; — Qig;
. in(all, Ce ,Cllm) — aiji
15, — Qij,

_ O — Gij,

Q1j; — Qig;
=1.

aiji —a,-]-i —

Por outro lado, temos que h;(P;) = 0, para todo i =2,...,r.

Tomando p; = [[;_, hi, temos que pi(Py) = 1 e p1(P;) = 0, para todo i = 2,...,7.
Analogamente, conseguimos obter po, ..., p,. O

Proposicao 3.3.13. Seja I C K[X] um ideal tal que A(I) é um conjunto finito. Entao V(I)
também é um congunto finito e #(V (1)) < #(A(1)).

Demonstragio. Sejam Py, ..., P, pontos distintos de V (/). Vamos encontrar um conjunto em
K[X]/I que é linearmente independente e tem r elementos. Isso provara a proposigao, pois, no
Teorema 3.3.4, vimos que #(A([)) é igual a dimensao de K[X]/I como K-espago vetorial.
Pelo Lema 3.3.12, existem py, ..., p, € K[X] tais que p;(P;) = d;;, para todosi,j =1,...,7.
Suponha que > _, a;(p; +I) =0+ I, onde ay,...,a, € K. Logo, >":_, a;p; € I. Entao,

T T

Z a,pZ(PJ) = Z CLZ‘(SZ‘]' =0.

i=1 i=1

Logo, a; = 0, para todo j = 1,...,r, o que demonstra que {p; + I,...,p, + I} é um conjunto
linearmente independente em K[X]/I. O

Na verdade, pode-se provar um resultado mais refinado. Para enuncié-lo, precisamos relem-
brar de duas defini¢oes basicas, a saber: radical de um ideal e ideal radical.

Definicao 3.3.14 (Radical de um ideal). Definimos o radical de um ideal em um anel R
como sendo o conjunto

VI:={ae€R|a™ eI, para algum m € N}.
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Definigao 3.3.15 (Ideal radical). Dizemos que I C K[X] ¢ um ideal radical se /T = I.

Teorema 3.3.16. Seja I C K[X] um ideal tal que A(I) é um conjunto finito e seja I uma
extensao de K que € algebricamente fechada. Entao

() ={(a,...,am) € L™ | f(ar,...,am) =0, para todo f € I}

¢ um conjunto finito e #(VL(I)) < #(A(1)). Além disso, se K é um corpo perfeito (isto €, um
corpo finito ou um corpo de caracteristica zero) e I um ideal radical, entao #(VL(I)) = #(A(1)).

Demonstracao. Veja ([1], Teorema 8.32). O

Teorema 3.3.17 (Teorema dos Zeros de Hilbert (Nullstellensatz)). Seja K um corpo algebri-
camente fechado e seja I C K[X]. Entao

Z(V(I)) =V1I.
Demonstragao. Veja ([3], pagina 183, Teorema 6). O

Doravante, sempre assumiremos que o conjunto dos mondémios M C F,[X] esta dotado da
ordem lexicografica onde X,, < --- = Xj.

3.4 C(Cobdigos de variedade afim

Na presente se¢ao faremos a construcao dos codigos de variedade afim, conforme definidos em

[4]. Seja I = (g1,...,0:) C Fo[X] um ideal e seja I, :== (g1,. .., g6, X{ — X1, ..., X2 — X,,,). Pela

Proposigao 1.2.3, temos que [ [,z (X —a) = X?— X e, assim segue trivialmente V() = V(I,).
Agora, pela Observagao 3.3.6

#(A(I,) < #(ALM(g1), ..., LM(g), X7,..., X2L)) < q™.

Logo, pela Proposicao 3.3.13 temos que #(V(1;)) < #(A(I,)), ou seja, o ntmero de zeros
comuns em [, ¢ finito, digamos, V(I,) = {Py,...,P,}. Defina a fungio ev dada por

ev: F X/, — 7

Fl, = ev(f+1)=(F(Py),... f(P,)). (8.1)

Proposicao 3.4.1. A fungao ev € um isomorfismo entre F,-espacos vetoriais.

Demonstracao. Claramente a fungao ev estd bem definida e € uma transformacao linear. Agora,
X! — X; € I, para todo i = 1,...,m e, portanto, I, é um ideal radical (veja e. g. [1], 1993,
Prop. 8.14). Se L. é um corpo algebricamente fechado contendo Iy, temos que Vi.(1,) = Vi, (1),
e pelo Teorema 3.3.16 temos que #(Vi.(1,)) = #(A(I,)). Agora, pelo Teorema de Buchberger,
temos que dim(F,[X]/I,) = #(A(L,)) = n.

Agora, provaremos que ev é sobrejetora e, assim, aplicando o Teorema do Ntcleo e da

Imagem o resultado estara provado. Pelo Lema 3.3.12, existem polinémios py, . ..,p, € F,[X]
tais que p;(P;) = d;;, para todos os i,j = 1,...,n. Logo, ev(p; + I,) = e;, onde e; ¢ 0 i-¢simo
vetor da base canonica de Fy, para todo i =1,...,n. O

Definicao 3.4.2 (Codigo de variedade afim). Seja L um F,-subespaco vetorial de F,[X]/I,,
a imagem C(L) = ev(L) ¢ um F,-subespago vetorial de ¥}, que ¢ chamado de cédigo de
variedade afim associado a L.
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Capitulo 4
Codigos hiperbodlicos

Neste capitulo apresentamos uma familia de c6digos de variedade afim chamados de codigos
hiperbélicos. Nosso objetivo principal é determinar seus parametros fundamentais usando a
teoria das bases de Grobner e obter uma caracterizagao dos pesos generalizados de Hamming
desses codigos a partir das nogoes de conjuntos densos e 6timos. Usamos como referéncia
principal [5].

4.1 Introducao

Seguindo o que foi feito na se¢do 3.4 tomamos I = [, = (X{ — Xq,..., X2 — X,,). Nesse

caso V(I) = A™(F,), e escrevemos X := A™(F,). Vamos escrever n := |X|= ¢™. Lembramos
que M denota o conjunto dos monémios de F,[X], e que dados My, ..., M, € M temos que
A(M,...,M,) é o conjunto dos monémios em M que nao sdo multiplos de M; para todo
1=1,...,u

Definigao 4.1.1 (Codigo hiperbolico). Seja s > 0 um inteiro e defina a fun¢do
D: M — No
M D(M) = #(AM, XY, X9).
O codigo hiperbolico E(s) é definido como o subespago gerado por ev(M + 1), onde ev € a
aplicagao definida em (3.1) e M € tal que D(M) < s, isto €,
E(s):={ev(M +1,) | M e M, D(M) < s}).
E obvio que E(s) é um Fg-subespago vetorial de F7', ou seja, E(s) ¢ um codigo de F7,

Em [5] os autores, na definigao de codigo hiperbolico e em diversos outros lugares, escrevem
A((M,X{,...,X12)) ao invés de A(M,X{,...,X%), ou seja, consideram a pegada do ideal
(M, X{,...,X42). Ocorre que A((M, X{,...,X4%)) = A(M,X],..., X2), porque um conjunto
de geradores formado por monomios é uma base de Grobner para o ideal definido por ele (porque
o S-polindbmio de um par de monémios é zero) e devido também & Proposigao 3.3.2.

Observagao 4.1.2. Da defini¢ao da aplicagio D vem que para todo M ¢ A(I) temos
AM, X, ..., X2y =A(I)

logo H#AM, X, ..., X91)) = g™ Além disso, se M € A(I) entao #(A(M, X], ..., X1)) <
. Assim, para s > ¢ temos que E(s) é gerado pelas classes de todos os mondmios em A(I).
Logo devido ao Teorema 3.3.4 e ao fato de ev ser um isomorfismo, temos que E(s) = Fy.

Assim, para evitar trivialidades, redefinimos E(s) como

E(s):=({ev(M +1,) | M € A(I), D(M) < s}).
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A seguir, apresentamos uma férmula para o ntiimero #(A(M, X7, ..., X4)), com M € A(I).
Para tornar a ideia clara, analisamos primeiro um exemplo no caso m = 2. Depois generalizamos
o argumento para m > 2.

Exemplo 4.1.3. Tomamos m =2 e M = X{" X3? € A(I). Observe que o nimero de mono-
mios que nao sao mailtiplos de nenhum dos mondémios M, X{, X3 é dado por

#AM, X], X)) =¢* — #{XP X2 € A(I) | ay > oy e ay > ay}.
Mas, #{X{" X5* € A(I) | a1 > a1 e az > as} = (¢ — a1)(q — a2). Logo,
#(AM, X{, X3)) = ¢* = (¢ — a1)(q — ).

De maneira geral, temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.1.4. Dadom >2 e M = X{*'--- X% € A(I) temos que
D(M) =q" = (qg—a1)--(q— am).

Demonstracao. Existem ¢ monomios Xfl oo XPmcom 0 < f3; < ¢ — 1 que ndo sao miiltiplos
de X!, para todo i =1,...,m. Desses, exatamente (¢ — aq) - - - (¢ — a,y,) sdo multiplos de M e,
portanto,
D(M)=q" —(¢— 1) (g — an).
m

Exemplo 4.1.5. Considerando o anel F3[X1, X2, X3] e [ = (X7 — X1, X5 — X5, X3 — X3),
vamos construir o codigo hiperbélico E(19). Por defini¢ao, € necessdrio analisar os monémios
M = X" X532 X% € A(I) com a; = 0,1,2, para todo i = 1,2,3, tais que D(M) < 19. Para
isso, escrevemos os resultados de D(M) como entradas de matrizes Ay, onde cada termo (i, j)
da matriz Ay é dado por D(X 1 X' X5Y) para todo k =1,2,3.

Cadlculos para a obtencao da matriz A,.

Valor Cdlculo Resultado obtido
D(1) 33— (3-0)(3—-0)(3—-0) 0
D(X5) 3P —-(3-0)(3-1)(3-0) 9
D(X3) 3P —-(3-0)(3-2)(3-0) 18
D(X;) P —-B3-1)(3-0)(3-0) 9
D(X1X5) [3—-(3-1)(3—-1)(3-0) 15
D(X,X3) [ 3 -3-1)(3-2)(3-0) 21
D(X?) 33— (3-2)(3-0)(3-0) 18
D(XiXy) [ 3 —-(3-2)3-1)(3-0) 21
D(X?X3) | 33— (3-2)(3-2)(3-0) 24




Cdlculos para a obtencao da matriz A,.

Valor Cdlculo Resultado obtido
D(X3) 3 —-(3-0)(3-0)(3-1) 9
D(X,X3) [3—-(3-0)(3-1)(3-1) 15
D(XIX;) |3-(3-0(3-2)3-1) 21
D(X1X3) [3-B3-1)(3-0)(3-1) 15
D(X1X5X3) |33 —-(3-1)(3-1)(3-1) 19
D(X1X2X3) |3 —-(3-1)(3-2)(3-1) 23
D(X?X;) | $¥-(3-2)3-003B-1) 21
D(X?X5X3) |3 —(3-2)(3-1)(3—-1) 23
D(X?X3X3) |33 —-(3-2)(3-2)(3-1) 25
Cadlculos para a obtencao da matriz As.
Valor Calculo Resultado obtido
D(X32) 3P —-(3-0)(3-0)(3-2) 18
D(X.X3) | 3-(3-0(3-1)(3-2) 21
D(X3X2) |3 —-(3-0)(3-2)(3-2) 24
D(X;X3) |3-03-1)(3-0)(3-2) 21
D(X1X,X3) |3 -(3-1)(3-1)(3-2) 23
D(X 1 X3X3) [ 32— (3-1)(3—-2)(3—2) 25
D(X?X?) [3¥—(3-2)(3-0)(3—2) 24
D(X3X,X3) [ 32 —=(3—-2)(3—-1)(3—2) 25
D(X3X3X3) [ 3 —-(3-2)(3-2)(3-2) 26
Temos entao

0] [9] (9] [15] 21 21 24

A= | [9] 21 |, Ay = (|15] [19] 23| e A3=| 21 23 25

21 24 21 23 25 24 25 26

Assim

E(19) = ({ev(M + I) | M € A(I), D(M) < 19})

=ev({({1+ L, X + L X+ 1, Xo+ 1, X, X5+ 1,
Xo4+ 1, Xs+ 1, X1 Xs+ 1, Xo X5+ I, X1 Xo X5+ I, X2+ 1})).

Portanto, a dimensao de E(19) ¢ k =11 e o seu comprimento € igual a n = 3% = 27.

Definicao 4.1.6. Vamos denotar por M(q,s) o conjunto {M € A(I) | D(M) < s}.

Proposigao 4.1.7. A dimensao de E(s) € igual a k = #(M(q, s)).

Demonstracao. O resultado segue diretamente do fato de que o mapa de avaliacao ev é um

isomorfismo.

Na proxima proposi¢ao, determinamos o comprimento e uma cota inferior para a distancia

minima do c6digo hiperbolico.

Proposicao 4.1.8. O comprimento do cédigo E(s) € ¢™

dmin Z qm — S.
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Demonstragao. Claramente o comprimento é ¢". Seja ev( 22:1 viM; + I), uma palavra nao
nula de E(s), com v; € F, e M; € M(q,s), para todo i = 1,...,t. Suponha, sem perda de
generalidade que M; <X M, para todo j =1,...,t —1e que 3 # 0.

Considere o ideal

t
Ji= )My, X=Xy, XS, — X,
=1

Temos que
t
w(ev( Y wM;+ 1)) =n—#(V(J) = ¢" — #(V(J])).
i=1
Pela Observagao 3.3.6, tem-se A(J) C A(M;, X{,...,X%), e em particular

t
HA M, XY — X1, XL — X)) < 5.

i=1

Pela Proposicao 3.3.13, temos que #(V(J)) < #(A(J)) < s. Logo w(ev(>.\_, viM; + 1)) >

q" — s, e assim dpin > ¢ — S. O

Na verdade, como veremos a seguir, se s for escolhido de maneira adequada temos a igual-
dade satisfeita.

Definicao 4.1.9. Defina S :={D(M) | M € A(I)}.
Teorema 4.1.10. Se ' € Ny entao existe um tnico s € S tal que E(s') = FE(s). A distancia
minima de E(s) € igual a dpi, = ¢™ — s.
Demonstracao. Existéncia: Seja s’ € Ny e defina
s:=max{t€ S|t<s}es.

Tal s existe, pois S € finito e ndo vazio (pois D(1) = 0 € S). Afirmamos que M(q, s") = M(q, s).

Com efeito, se M € M(q,s'), entdo por definicago D(M) < s'. Como D(M) € S e s =
max{t € S |t < s’} entdo D(M) < s. Logo, M € M(q,s). Por outro lado, se M € M(q, s),
entdo D(M) < s. Como s < ¢, segue que D(M) < s, logo M € M(q, s'). Portanto, M(q, s') =
M(q, s) e, consequentemente, E(s") = E(s).

Unicidade: Suponha que existam s1,s9 € S, com s; < sy tais que E(s1) = E(sy). Como
sy € S, existe um monomio M € A(I) tal que D(M) = s,. Como s; < s temos M(q,s1) &
M(q, s2) e logo E(s1) G E(s;), absurdo.

Agora, provemos que dpi, = ¢™ — s. Pela Proposi¢ao 4.1.8 precisamos apenas encontrar
uma palavra nao nula ev( Zzzl viM; + I) em E(s) de peso igual a ¢" — s, ou seja, precisamos
encontrar um polindémio nao nulo Zle viM;, comy; € F, e M; € M(q,s), paratodoi=1,....,t
que tenha s zeros diferentes em F}". Primeiro, escolha M € M(q, s) tal que D(M) = s, digamos,
M = X' ... X% Portanto,

§= #(A(MaXil7>X31>> =q" - (q - al)(q_ a’2) T (q - am)'
Considere F, = {a, ..., o} e defina o polindémio
P(Xy,.. o Xm) o= (Xi—an) - (Xn =) (Xo—on) -+ (Xo = ay) -+ (X — ) -+ (X — ).

Note que P ¢ um polinémio da forma desejada. Os elementos de Fi" que nao sao zeros de P sao

precisamente os elementos da forma (o, a4y, ..., @), com iy > aq,...,0, > Gy, € portanto
o nimero de nao zeros é (¢ —ay)--- (¢ — ap). De (¢ —a1) (¢ — an) = ¢™ — s temos que
Ain = ¢ — s. O
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Exemplo 4.1.11. Retomando o Exemplo 4.1.5 vimos que D(X1X2X3) = 19. Como D(X1 X2 X3) =
19 € S entdo o Teorema 4.1.10 pode ser aplicado e, portanto, a distancia minima de E(19) é
igual a dpyin = 3% — 19 = 8.

Doravante, sempre assumiremos que s € S.

Definicao 4.1.12. Dado um inteiro s > 0, defina

N(g,s) == {X®... X% ¢ A(]) | H(a,- +1) < g™ — s}

Teorema 4.1.13. Seja s > 0 e, considere o anel F,[X]. Temos
E(s) ={c €T, | (c,ev(M +1I)) =0, para todo M € N(q,s)},
onde (-,-) denota o produto interno usual em Fy.

Demonstracao. Defina
Hyp,(s,m) := {c € F} | (c,ev(N + 1)) = 0, para todo N € N(q,s)}.

Sejam M € M(q,s) e N € N(q,s), onde M = X ... X% ¢ N = X"...Xbn com

ai, b; < q, para todo i = 1,...,m. Primeiro, provemos que E(s) C Hyp,(s,m). Para issn(%)jcomo

o produto interno ¢é bilinear entao basta verificar que (ev(M + I),ev(N + I)) = 0. Escrevendo

P, = (aj,,05,,...,0;,), para todo j = 1,...,n, temos que

<eV(M + I)v eV(N + I)> = <<M(P1)a S 7M(Pn))7 (N(Pl)v ) N(Pn))>
=MP)NP)+---+MP,)N(P,)
= Xt X ()X - X0 (Py) - 4 X X (P) X7 - X ()

__ a1, az am b1 b2 bm a1 __ao a b1 _bo b
= 0t Qo Qe Qg s Qi e Q5 Oy O Qg = = - Qi

= a?i-i_bl ‘e Oécll’:;’;+bm _|_ cee + aa1+b1 [N aam+bm

nl nm
q q
_ a1+b1 R am—+bm
- E :ai E Q; )
i=1 i=1

onde F, = {ay, ..., a4}
Vamos mostrar que se existe um indice j tal que a; + b; # 0 mod(¢ — 1), entao (ev(M +
I),ev(N + 1)) = 0. Seja g um gerador do grupo ciclico F}, e seja k = a; + b;, observe que
q ajtb;

a7 =14 g8+ g% + -+ gDk Temos que g* # 1, e mais ainda,
(I4+g" 4+ (") -g")=1-(""" =1 (g9 =0

Isso mostra que 1+ ¢F + ¢?* + .- 4 gla=2F = .
Assim, Y7 alt =0 e logo (ev(M + I),ev(N + 1)) = 0.

Suponha agora que para todo ¢ = 1,...,m temos a; +b; = 0 mod(q —1). Como 0 < a;,b; <
qg—1paratodoi=1,...,m temos que ter ou a; +b; =0,oua; +b; =q¢—1ou a; + b; = 2q — 2.

Vamos assumir que a; + b; = 0 para algum j € {1,...,m}. Temos que
Zaaj+bj :ql:O
aclF,
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Finalmente, temos que analisar o caso onde para todo 7 =1,..., m acontece a; +b; =q— 1
ou a; +b; =2(q — 1). Suponha que a; +b; =q— 1, paratodoi=1,...,7r e a; + b; = 2(q¢ — 1),
para todo ¢« = r + 1,...,m, e observe que a tnica possibilidade, no segundo caso, é termos
a; =b;=q—1, paratodoi=r+1,...,m. De qualquer forma, temos que ¢ — a; = b; + 1 para
todoi=1,...,m. Como M € M(q,s) entao ¢™ — [[*,(¢ — a;) < s. Portanto,

uma contradicdo, entdo esse caso na verdade nunca ocorre. Portanto, F(s) C Hyp,(s,m).
Por outro lado, como ev é um isomorfismo e a dimensao do espago gerado pela avaliacao das
classes de monomios em N(q, s) é #(N (g, s)), temos que

dim(Hyp,(s,m)) = ¢" — #{(a1,...,am) |0 < a; < q,i = 1,...,m,H(ai—|—l) <q" —s}

:#{(CLl?""am)’OSCL’L'<Q7i:17"-7m7H(ai+1>qu_s}
i=1

dim(E(s)) = #{(a1,...,am) |0<a; <qi=1,...,m, D(X{"--- X) < s}

=#{(a1,...,an) |0<a; < qi=1,...,m, H(q—ai)ZQm—s}.
i=1

Agora, defina a fungao

T: Al — A2
(z1y-y2zm) = T(z,ozm)=@—21—1,...,¢—zn — 1),

onde
Ay ::{(al,...,am)|Ogai<q,i:1,...,m,H(q—ai)qu—s}
i=1
e
A ::{(al,...,am)|0§ai<q,i:1,...,m,H(ai+l)qu—s}.
i=1
Provemos que é bijetora. Com efeito, sejamy = (y1,...,Ym) € A1 € 2= (21,...,2y) € A; tais

que T(y) :T(Z) ASSim? (q_y1_177q_ym_1) = (q—Zl—l,...,q—Zm—1>,Ou Seja7
q—vy;—1=q—2z—1, paratodoi=1,...,m. Logo, y; = z;, paratodo ¢ = 1,...,m. Portanto,
y =Z.
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Seja w = (wy,...,wy,) € As e defina z := (z1,...,2y,), com z; = ¢ — w; — 1, para todo
1=1,...,m. E facil ver que z € A;. Entao
T(z) = T(z1,. ., 2m)
T(q—w—1,....q— 1w — 1)
=(@—(g—wi—-1)—-1,...,¢—(g—wn—1)—1)
= (wy
=w

W)

Logo, T é sobrejetora.
Como FE(s) estd contido em Hyp,(s,m) e ambos possuem a mesma dimensdo segue que
E(s) = Hyp,(s,m) e o resultado esta provado. O

Observagao 4.1.14. Seque do Teorema 4.1.13 que agora temos uma matriz teste de paridade
dos codigos hiperbolicos.

Definicao 4.1.15. Seja a € N. Defina o nimero inteiro
V(m,a) = #{(x1,...,2n) e N" |1 <z, <gq, para todoi=1,...,m e H.TZ < a}.
Claramente 1 < V(m,a) < ¢™, para todos m > 1 e a € N. Em seguida, vejamos um
exemplo.
Exemplo 4.1.16. Seja m =2 e seja ¢ = 3. Assim,
e sea=1, entao
V(2,1) = #{(x1,20) EN? | 1 < 21,29 <3 ey < 1}
=#{(1,1)} =
e sea =2, entao
V<2,2> = #{(I’l,xz) € N2 | 1< X1, T9 <3e T1To < 2}
= #{(17 1)’ (L 2)? (27 1)} =3
e seca =3, entao
V(2,3) = #{(x1,20) EN? | 1 < 21,29 <3 e w1y < 3}
=#{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(3,1)} = 5;
e sca=4, entao
V(2,4) = #{(x1,20) EN? | 1 < 21,29 <3 e w1y < 4}
= #{(17 1)7 (17 2)? (17 3)7 (27 1)7 (37 1)7 (27 2)} = 6;
® sea =05, entao

V(2,5) = #{(z1,20) e N* | 1 < 21,29 < 3 e 1175 < 5}
=V(2,4);
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e sea =0, entao

V(2,6) = #{(z1,79) €N? | 1 < 21,79 < 3 e 7175 < 6}
= #{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2)} = §;

e sea=7"1, entao

V(2,7) = #{(x1,20) EN? | 1 < 21,20 <3 e 1y < 7}
=V(2,6);

e sea=2S§, entao

V(2,8) = #{(x1,20) EN? | 1 < 21,29 <3 e w115 < 8}
= V(2,6);

e sea =29, entao

V(2,9) = #{(z1,20) E N* | 1 < 21,79 < 3 € 1175 < 9}
= #{(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,2),(2,3),(3,2), (3,3)} = 9.

Observagao 4.1.17. Vimos no Teorema 4.1.13 que

m

dim(Hyp,(s,m)) = ¢" — #{(a1,...,an) |0 < a; < ¢q, i = 1,...,m,H(ai +1) < q¢™ —s}.
i=1

Defina x; :== a; + 1, para todo @ = 1,....,m. Entao 1 < x; < q, para todo i = 1,...,m e
[T, (a;i+1) = [, 2. E fdcil ver que existe uma bijegao entre {(ay,...,a,) |0<a; < q, i =
Lo..,om 2 (ai+1) <qgm—s}e{(z1,...,xm) |1 <@ <q,i=1,....m ][, z; <¢"—s—1}
dada por p(ay,...,an) = (a1+1,...,a,+1). Portanto, usando a defini¢ao do nimero V(m,a)
temos que

dim(Hyp,(s,m)) = ¢" — #{(71,...,2) [ 1 <2; < g, i = ,...,m,Hxi <q"—s—1}
=q" = V(m,q" —s—1).
No que se segue, vejamos algumas propriedades do namero V' (m,a).

Proposicao 4.1.18. Seja a € N. Entao
i) V(1,a) = min{a, ¢};

i) V(m,a) =371, V(m -1, {%J ), para todo m > 2;

iii) V(2,a) = bq + Z?:h;{ﬁ’q} HJ , onde b := min{ EJ ,q}, com a ultima soma igual a zero se

b=q;
w) Se ¢ =2, entdo V(m,a) =3 "_ (Zn), se 20 < a < 201,
Demonstracao. (i) Se a > ¢, entéo
V(l,a) =#{z eN| 1<z <gex <a} =q=min{a,q}.

Se a < ¢, entao

V(lya) =#{z eN|1 <z <gex <a} =a=min{a,q}.
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Logo, V(1,a) = #{x e N |1 <z <gq, 2 < a} = min{a, ¢}.

(72) Suponha que m > 2. Como x,, € {1,...,q} temos

{(x1,.. yxm1, ) EN" |1 <2;<q,i=1,...,m e Hxiga}:
i=1
q m—1 a
{(:cl, .,azm1,j)]1§xi§q,i:1,...,m—1eHxl<{—J}
j=1 =1

e portanto

m—1
V(m7a’>:#{<x177xm17j)€Nm’1§xZSQ7 22177m_1 e H.Tlg \‘EJ}
J

~Sv(m-f4])

Dos itens (i) e (i7) segue que, para todo a € N, podemos calcular o ntmero V(m, a) recursiva-
mente.

(77i) Das propriedades (7) e (ii) segue que

V(2,a) = gv<1, EJ ) - imin{ EJ ,q}. (4.1)

v

Defina b := min{ EJ ,q}. Para 1 < 5 <0, tem-se que HJ

{5} -

q

V(2,a) = Zq = ¢°.

=1

L%J > ¢ e temos

Se g < {%J,entéob:qe

Se EJ < @, entao para L%J < J tem-se que ¢ < je % <g. Logo,
o{[5)1-[5]
min —-1,9 = | —=|.
J J

veo=Sm{ [5]ef- e 3 5] 2[5

j=1 j=b+1

Assim,



(iv) Se ¢ = 2, temos que z; € {1,2}, para todo i = 1,...,m. O produto [[}", x; ¢ 2!, onde
t ¢ o nimero de coordenadas iguais a 2. A condigao [[", x; < a equivale a

2'<a <<= t<i:=|logyal.

Para cada t fixo (numero de entradas iguais a 2), existem ("Z) escolhas de posigoes para essas
coordenadas (as demais valem 1). Logo,

min{m,i}
m
V(m,a) = Z (t)
t=0

Se i > m, isso coincide com 2™ (segue imediatamente do Binomio de Newton), e se i < m,
obtém-se que V(m,a) = >"_ (7). O

J

4.2 Pesos generalizados de Hamming para os Coédigos Hi-
perbdlicos

Na presente secao, bem como nas segoes subsequentes, estudaremos os pesos generalizados
de Hamming dos c6digos hiperboélicos. Para isso, comecemos relembrando o conceito de peso
generalizado de Hamming, introduzido na segao 2.3.

Definicao 4.2.1. Seja C' um cddigo de dimensio k e sejar = 1,...,k. O r-éstmo peso
generalizado de Hammang de C, denotado por d,, € definido como sendo o numero inteiro
nao negativo

d, = min{#(x(U)) | U é um subespago de C com dim(U) = r},
onde x(U):={i| 3 (x1,...,z,) € U, x; # 0}.

Com o objetivo de calcular o (ou pelo menos dar uma cota inferior para o) r-ésimo peso
generalizado de Hamming do c6digo hiperbolico, introduzimos o seguinte ntimero.

Definicao 4.2.2. Defina o nimero inteiro nao negativo

M; # M;, para todo i # 7,
77r(Q>37m) = ma‘X{#(A(M17“‘7M7"7X11""7X7("1n)) MzéMJ(q S) Z:]_ #]’f‘ }7

onde A(My, ..., M., X{, ..., X2) é o conjunto dos mondémios que nao sao mailtiplos de nenhum
dos mondmios My, ..., M., X{, ..., X2.

Observagao 4.2.3. Observe que, para determinar n,.(q,s,m) € necessdrio analisar (M(Tq’s))
numeros.

No que se segue, sempre que tivermos um conjunto F' = {M;j,..., M;} designaremos
(Ml,. . .,Mi,Xf, R 7X;1n) por (F,Xi], .. ,Xgn)

Sejam a = (v, ..., ) € B = (P1,...,0n) em Ni*. Lembramos que o maximo divisor
comum dos monémios X* = X ... Xom ¢ X8 = X1 ... Xfn ¢

MDC(X*, XP) = X' - X0,
onde 0; = min{ay, f;}, para todoi =1,...,m.

46



4.3 Conjunto denso e 6timo de tamanho r

Definigao 4.3.1 (Conjunto denso). Seja D = {My, ..., M,} C M(q,s). Dizemos que D € um
conjunto denso relacionado a E(s) se

(X0 X e A(D, XY, XY | by > ay, para todo i = 1,...,m} € M(q, s),

onde X{* - Xt = MDC(Mj, ..., M,) (no caso em quer = 1 convencionamos que MDC(M;) =
M;).

Definigao 4.3.2 (Conjunto 6timo de tamanho r). Seja D = {M, ..., M.} C M(q,s). Dizemos
que D é um conjunto otimo de tamanho r relacionado a E(s) se M; # M;, com i # j e
satisfaz

#(A(D7Xil7 SR ’Xgn)) = nT(Q7 Sam)'

Exemplo 4.3.3. Retomando os Fxemplos 4.1.5 e 4.1.11, vamos determinar os conjuntos densos
e otimos de tamanhos 1 e 2. De acordo com o Exemplo 4.1.5 temos

M(3,19) = {1, X1, X7, Xo, X1 X0, X3, X3, X1 X3, Xo X3, X1 X5 X3, X3}
Entre todos esses mondmios notemos que o monomio X1 X2X3 € tal que
m(3,19,3) = #(A(X1X X5, X7, X5, X3)) = 19.
Portanto, o conjunto { X1 X2 X3} € dtimo de tamanho 1 relacionado a E(19). Além disso, como
(XU xb XD e A(X1 X, X5, X3, X3, X3) | b; > 1, para todo i =1,2,3} = C M(3,19),

com MDC(X1X5X3) = X1X5X3, temos que o conjunto {X1X,X3} € denso relacionado a
E(19).

Agora, determinaremos o(s) conjunto(s) étimo(s) de tamanho 2 relacionados a E(19). Para
isso, devemos analisar, para cada par de mondmios distintos My e My em M(3,19), a car-
dinalidade do conjunto A(My, My, X3, X3, X3), isto €, o mimero de monémios que ndao sdao
mailtiplos de nenhum dos monémios My, My, X3, X3 e X3. Como #(M(3,19)) = 11, existem
exatamente (121) = 55 pares a serem considerados. A sequir, separamos a andlise em casos, em

que para cada um, firamos um dos mondémios My em M(3,19) e combinamos com todos os
monodmios possiveis My de M(3,19), com My # M.

e Seja My = 1. Como todo mondémio M € A(I) é maltiplo de 1, entao
#(A(, My, X3 X3, X3)) =0,
para todo My € M(3,19).
e Seja My = X;.

#(A(Xy, Xo, X7, X5, X3)) =3
HA(X), X3, XF, X3, X3)) =3
#(AX1, X7, XP, X3, X3)) = 6
H(A(X, X2, X7, X3, X3)) = 6
#(A(X1, X5, X7, X5, X35)) = 6
#(A(Xy, X1 Xy, X7, X5, X3)) =9
#(A(Xy, X1 X5, X7, X5, X3)) =9
#(A(X), Xo X3, X3 X3 X3)) =9
#(A(X), X1 X0 X3, X3, X5, X3)) =9
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o Seja My = Xo.

A(Xa, X3, X7, X5, X3))
2 X12a X?v ng Xg’))
25 X227 X%? XS, X??))

X
X
Xo, Xy, X7, X5, X)) =
X
X
X

>
o o o w

P>

>

2 X1X0, X7, X3, X3)
2, X1X5, X7, X3, X3)
2, X0 X5, X7, X3, X3)) =
A(Xy, X1 X0 X3, X3, X5, X3)) =9

~—
I

P>

9
=9
9

e e N N N e e

(
(
(
(
(
(
(
(

F= F= I FH T

e Seja My = X5.

#(A(X?)leQaX?JXSJX:’?)) =06
#(A<X3’X22’X?7X§)7X§’)) =6
#(A(X Xi?vangvXB))ZQ
#(A(Xs, X1 Xo, X7, X5, X3)) =5
(A (X5, X1 X5, X7, X5, X5)) = 9
(A (X3, Xo X5, X7, X3, X3)) = 9
#(A(Xg,XngXg,Xf,XS,Xg)) 9

e Seja M, = X3

#AXT, X3, X7, X3, X3)) =8
#(A(X%,Xg,Xf,XS,XS)) =38
#(A(X 17X1X27X5’7X§>X3>>:
#(A(X 1,X1X3,X5,X§,X3)>:
H#(A(XT, Xo X3, X7, X3, X3)) =
#(A(Xl,XngXg,Xf’,Xg),X3 ) =10

e Seja M, = X3.

(A(Xi,Xi,X?,XS',X“”’D =
(A(XZ, X1 X5, X3, X3 X3)
(A(X3, X1 X5, X3, X3 X3
(A(X;
(A(

©

)=26

)) =10
A X2X37X5)7X237X3)) 8
A X27X1X2X37X§7X§7X )

F= F F* F

~—

o Seja M, = X2.

(A(XB,X1X2,X?,X§’,X3)>
(A(X3, X1 X5, X7, X3, X3))
(A(XF, X5 X5, X7, X3, X3)) =

(A(XsaX1X2X3aXf,X§” X3)) =10

# 10
# 8
# 8
i
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L S@j(l Ml = X1X2.

#(A(X1 X0, X1 X3, X7, X5, X3)) =11
#(A(X 1 Xy, X0 X3, X3, X3)) =17
H(A(X1 Xa, X1 X0 X3, X3, X3, X3)) = 15

® Seja Ml = X1X3.

#(A(X1X37X2X3aX§aX§)aX§))) =7
#(A (X1 X5, X1 X0 X5, X3 X3 X3)) =15

o Seja My = X5 X;3.

H(A (X X5, X1 X0 X3, X3 X3 X3)) =15

Dessa forma, temos que
72(3,19,3) = #(A(X:X;, X1 X2 X3, X7, X5, X3)) = 15.

Portanto, todos os conjuntos da forma D = {X;X;, X1 X2X3}, com i # j, sdo conjuntos dtimos
de tamanho 2 relacionado a E(19).
Como

(XU XRXDE € AXi X, X1 X0 X3, X3 X3, X3) | b; > 1, b; > 1} =0 € M(3,19),

onde MDC(X; X, X1X2X3) = X; X, com i # j, entdo os conjuntos da forma {X;X;, X1 X> X3}

também sao densos relacionados a E(19).

Exemplo 4.3.4. Considere M = X' --- X2~ € A(I). Observe que
(X0 X e A(M, XY, X)) | b > ag, para todoi=1,...,m} =0 C M(q,s),
onde MDC(M) = X{* --- X%, Portanto, o conjunto {M} é denso relacionado a E(s).
Teorema 4.3.5. O r-ésimo peso generalizado de Hamming de F(s) satisfaz
dr > q™ —n:(q,8,m). (4.2)
Se existir um conjunto denso e dtimo de tamanho r entao vale a igualdade em 4.2.

Demonstracao. Se para cada j escrevemos

tj
fi =Y My e LM(f;) = M,;,
i=1
onde todos os M;,; sao distintos,

E(fi,....f;) ={ev(fi+1I),....ev(fr +1)}) C E(s)

¢ d, ¢ o minimo dentre os #(x(E(fi,..., f;)). Definimos J = (fi,..., f.) + I. Lembre que
X(E(fi,---,fj)) € o conjunto de coordenadas que nao se anulam em algum ponto de F7".
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Por abuso de notagao, podemos denotar as coordenadas do codigo pelos pontos de Fi'. Dai,
p € X(E(fi,....fr) <= 3 f € Jtalque f(p) # 0. Logo, V(J) e X(E(f1,...,[fr) sdo
disjuntos e a uniao deles ¢ F;". Temos, para todo j =1,...,7, que

#XE(frs - fr) = 4" = #(V(])).
Pela Observacao 3.3.6 temos
AT) CA(Myy,..., M, , X{, ..., X2).
Pela Proposicao 3.3.13 e pela inclusao acima, temos que
#(V(]) < #AW) < #(AM, ..., My, XY, ..., XE)).
EI? parti;tular, #(V(J)) < n.(q,s,m). Logo ev(f;) > ¢™ — n.(q,s,m), e assim d, > ¢™ —
(g, s,m).

Agora, suponha que Dy = {Mj, ..., M.} é um conjunto denso e 6timo de tamanho r relacionado
a E(s). Acabamos de provar que d,. > ¢™ —n,(q, s, m) entao d, > q™ — #(A(Dy1, X{,..., X1)).
Para provar a igualdade, basta provar que

&y < " — #(A(Dy XY, ., X)),
pois, se Dy é um conjunto 6timo de tamanho r temos entao
dy = q" = #(ADy, X, -, X0)) = ¢" = (g, 8,m).
Considere MDC(My, ..., M,) = X{* --- X% e defina o seguinte conjunto:
Dy = {X ... Xt € M(q,s) | b; > a;, paratodoi=1,...,m}.
Claramente D; C Dy. Afirmamos que A(Dq, X{,...,X%) C A(Dy, X{,...,X%). Com efeito,

se M € A(Dy, X{,...,X2%) entao M nao é multiplo de nenhum dos mondmios que estdo em
Dy e X{,..., X2 em particular, M nao é multiplo de nenhum dos mondmios em D;. Como
D, é denso, segue por defini¢ao que os elementos em A(Dy, X{, ..., X4) que ndo pertencem a
A(Dy, X{, ..., X3) estao todos em M(q, s). Se um mondmio nao pertence a A(Dq, X{, ..., X2)
entao é da forma Xfl -o- XPm com b; > a;, para todo i = 1,...,m. Logo, pela defini¢ao de
Dy temos Dy = M(q,s) \ A(Dq, X{,...,X2). Dentre eles os monoémios Mj, ..., M, sao ele-
mentos de Do que nao estao em A(Do, X{,..., X2) e, como esses mondmios nao estao em
A(Dy, X}, ..., X2), entao

#(A(Dy, Xi, ..., X)) — #(A(Dy, XT, ..., X D)) < #(Dy) — 1. (4.3)

Seja F, = {a,..., o} e defina a funcao T : Dy — F,[X] dada por
T(XT - Xor) i=(Xn = an) - (Xy = g ) (X2 — o) - (X = agy) - (X — 1) - (X — )
Claramente ({ev(T' (M) +I) | M € Ds}) ¢ um subespago de E(s) de dimensao #(D3). Nova-

mente, pela definicao de Dy temos que a; < b;, para todo i = 1,...m, logo

(X1 = )+ (X1 = 0, ) (X = )+ (K = )+ (X — 1)+ (X — )

é fator de todos os polindémios na imagem de T. O nimero de nao zeros desse polinémio é
(g —a1)--- (¢ — an). Entao, o tamanho do suporte do subespaco ({ev(P(M)+I)| M € Dy})
de dimensao #(Ds) é no maximo (¢ — ay) -+ (¢ — a,,). Logo,
dypy) < (g —a1)(q — az) -+~ (¢ — am)
=q" = (¢" — (g —a)(g—az) - (g — am)) (4.4)
=q" - #(A(D27Xi]7 s 7X;]n))
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Pelo Teorema 2.3.7 temos
d. < d.1 — 1. (4.5)

Portanto, usando 4.3, 4.4 e 4.5, segue que

dr < dy(py) — (#(D2) — )
<q" = #((A(Da, XY, ..., X)) — (#(D2) — 1)
<q" = #(ADL XY, X)) + (FH(D2) — 1) — (#(D2) — 1)
=q" —#(A(D1, XT, . .. )

? m

[]

Vimos no Exemplo 4.3.4 que sempre existe um conjunto 6timo e denso de tamanho 1, logo
o resultado acima é uma generalizacao do Teorema 4.1.10.

Exemplo 4.3.6. Tome g =5 e m = 2, e considere o cddigo hiperbolico E(16). Vamos deter-
minar o terceiro e quarto peso generalizado de Hamming. Primeiro, note que

M(5,16) = {1, X1, Xo, X7, X2, X3 X3 X1 X2, X1 X0, X2 X0, X7 X3}

Pela defini¢ao, deveriamos analisar, #(A(My, Mo, M3, X7, X3)), isto €, o nimero de monémios
que ndo sio miltiplos de nenhum dos monémios My, My, M3, X7 e X3, onde M; € M(5,16),
com M; # M; para todo i # j. Como #(M(5,19)) = 11, ezistem ezatamente (') = 165 ternas
a serem consideradas. Aqui, vejamos isso somente através de uma figura que a maior de suas
cardinalidades ocorre quando 0s monémios sio iguais a My = X3, My = X1 X3 e M3z = X2X3,
e podemos ver que #(A(X35, X1 X3, X2 X2, X7, X3)) = 11 (veja a figura a sequir).

Dessa forma, temos que o conjunto Dy = {X3, X, X2, X2 X2} € otimo de tamanho 2 relacionado
a E(16).

Xy

Afirmamos que Dy é um conjunto denso relacionado a E(16). Primeiro, observe que

A(Dl?Xi)?XS) = A(X57X1X227X12X227Xfaxg) = A(X1X227X12X227X57X§>
= {1aX17X27X127X22aXfaXilaXlX27X12X27X§X27XfX2}~

Temos que MDC(X3, X, X2, X?X2) = X2, e também vale que

(XU Xl e A(D, XP,X3) [ by >0, by > 2} = {X2} C M(5,16),
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logo Dy € um conjunto denso relacionado a E(16). Portanto, pelo Teorema 4.3.5 seque que
d3 = 5% — n3(5,16,2) = 25 — 11 = 14.

De forma andloga ao que fizemos anteriormente, temos que Do := { X3, X3, X, X2, X? X2}
€ um congunto denso e dtimo de tamanho 4 relacionado a E(16). Portanto, pelo Teorema 4.3.5

temos que
dy = 5% —n4(5,16,2).

Além disso, como #(A(Dq, X7, X3)) = #(A(Dy, X7, X3))—1 entaody = d3+1=14+1 = 15.

Agora, consideremos o numero de varidveis igual a dois e vamos também restringir ao
segundo peso generalizado de Hamming do cédigo hiperbolico.

4.4 Segundo Peso Generalizado de Hamming do Cdédigo
Hiperbdlico

Lema 4.4.1. Considere m = 2 e seja FE(s) um cédigo hiperbolico de dimensao pelo menos igual
a 2, entao existe um conjunto denso e étimo de tamanho 2 relacionado a E(s).

Demonstragio. Seja O = {X{X3, XXt~} C M(q,s) um conjunto 6timo de tamanho 2.
Provemos que O é um conjunto denso ou a partir de O, construiremos um conjunto 6timo e
denso relacionado a E(s).

Observe que nao podemos ter simultaneamente —u,v < 0 nem —u,v > 0. De fato, se
—u,v < 0, entdo tomando XXt € M(q,s) temos que { X XL Xotuxb=1 C M(q,s) é
tal que

FAXTT X5, XX, XYL X)) > #H(AXTXG, XTI X7, XY, X3),

logo {X¢Xb X*™ X5} nao ¢ 6timo, o que é um absurdo.
Analogamente, se —u, v > 0 entdo tomando X{ X5 € M(q, s) temos que { X¢ X3, X{ X5} C
M(q, s) é tal que

H(AXPXE, XX X, XY)) > #(AXPXS, X X5 X1, X9)),

logo {X¢Xb X¥™ X5} nao é 6timo, o que é um absurdo.
Podemos assumir sem perda de generalidade que u,v > 0. Primeiro, vamos analisar o caso

em que © = 0 ou v = 0, e sem perda de generalidade vamos supor que v = 0 e v > 0, ou seja
O = {X¢ X3, Xe X5}, Temos que MDC(X X8, X¢X5™) = X0 X2 e também vale que

(XM XD e A(XOXE, XX X9 XI) | by >a, by >b—0v}=0C Mlq,s),

logo O é um conjunto denso relacionado a E(s) e o resultado esté provado.
Sejam u,v > 1. Se u = v =: £ entdo O = {X¢X%, XX Como X¢H XL € A(D),
entao
1</<g—1-—a. (4.6)

Observe que

#(A<X{LXS7X?+£X§_€7 Xil) X§)> - q2 - (q - a’)<q - b) - g(q —a— g)

= (aq +bg — ab) — (g — a)l + (*. (4.7)
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Observe que (aq + bg — ab) — (¢ — a)f + ¢* como um polinémio em ¢ de grau dois, com ¢
no intervalo [1,q — a — 1]. Assim, derivando e igualando a zero obtemos —(q — a) +2¢ = 0
e, portanto, / = %% ¢ um ponto critico e além disso, ¢ um ponto de minimo global, pois
derivando novamente temos que a segunda derivada ¢é positiva. Esse valor (possivelmente ndo
inteiro) de ¢ esta situado precisamente no centro do intervalo [1,¢ — 1 — a]. Como o gréfico de
(aqg + bg — ab) — (¢ — a)l + ¢* é uma parabola, 5% é um ponto de minimo global, temos que o
conjunto O é um conjunto 6timo, de tamanho 2, quando ¢ = 1.

Afirmamos ainda que O’ = {X¢X} X' X527} ¢ um conjunto denso relacionado a F(s).
Temos que MDC(X¢ X5 Xt X1 = XeX2~! | e mais ainda, que

{X1' Xy € A0, X{,X3) | by > a, by > b— 1} = {X{X;7'} C Mg, s),

entdao O’ é denso. Portanto, para o caso u = v = £, o resultado também esta provado.
Para finalizar, suponha sem perda de generalidade que 0 < v < u. Primeiro, temos que

H#(A(XTX, X X)X, X)) =¢* = (¢ — (a+w)(g— (b—v)) —u(qg —b)
<@ —(qg—a—u)(g—b+v)—(¢g—b) —v(g—b). (48)

Defina o conjunto
O" .= {Xatu=txb—v xatuxbt=vi C M(q, s).

23



Afirmamos que O” é denso. Com efeito, MDC(X ¢TI X0 xotuxt—v) = Xotu=1 X~ ¢ temos
que

(XU X2 e A(O", XE, XD | by >a+u—1,by>b+0v} =0C M(q,s),

provando a afirmagao.
Como X¢X% e A(I) entdo b < g — 1. Dai,

HAXT X XX XL X)) = — (g—a—u)(g—b+v)—(¢—b) —u
>q*—(q—a—u)(g—b+v)—(g—b)—v(g—b)  (49)

e, portanto, comparando 4.8 e 4.9, como O é um conjunto 6timo entao O” também ¢é 6timo. [

Proposicao 4.4.2. Considere m = 2. O sequndo peso generalizado de Hamming de um codigo
hiperbolico E(s) de dimensdo pelo menos 2 € igual a

dy = ¢° — m2(q, 8, 2).

Demonstracao. O resultado segue diretamente do Teorema 4.3.5 e do Lema 4.4.1. O
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