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ARAUJO, S. A. Grafos funcionais e dindmica de polinémios sobre corpos finitos. 2025.
(55 pag) Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho, apresentamos um método de caracterizar a estrutura dos grafos funcionais
de polinémios m-nice sobre corpos finitos. Iniciamos recordando conceitos elementares sobre
corpos finitos e outros elementos algébricos essenciais. Em seguida, apresentamos algumas
ferramentas aritméticas fundamentais para nosso objetivo, destacando os polinémios m-nice,
classe de polinomios sobre a qual estabeleceremos nossos resultados sobre a estrutura dos
grafos funcionais. Apds isso, prosseguimos com a apresentacao do conceito de grafos junto
de suas classificagdes, com enfoque em grafos funcionais e arvores. Essas estruturas serao a
base de nossos estudos sobre a dindmica de polindomios sobre corpos finitos. Finalizamos o
trabalho com a apresentagao dos resultados que caracterizam detalhadamente a estrutura

dos grafos de fungoes m-nice sobre corpos finitos.

Palavras-chave: Corpos finitos. Grafos funcionais. Polindmios m-nice.



ARAUJO, S. A. Functional graphs and dynamics of polynomials over finite fields. 2025.
(55 pages) p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work, we present a method to characterize the structure of functional graphs of m-
nice polynomials over finite fields. We begin by reviewing elementary concepts about finite
fields and other essential algebraic elements. Next, we introduce fundamental arithmetic
tools critical to our objective, with emphasis on m-nice polynomials, a class of polynomials
upon which we establish our results regarding the structure of functional graphs. Following
this, we proceed to introduce the concept of graphs and their classifications, focusing on
functional graphs and trees. These structures form the foundation of our study on the
dynamics of polynomials over finite fields. We conclude the work by presenting results

that characterize in detail the structure of functional graphs of m-nice polynomials over
finite fields.

Keywords: Finite fields. Functional graphs. m-nice polynomials.
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Introducao

A iteracao de fungoes polinomiais sobre corpos finitos gera sistemas dindmicos
discretos, cuja estrutura pode ser representada por grafos funcionais, que sdo os objetos
centrais deste trabalho. Nas tdltimas décadas, o estudo da dinamica de polinémios sobre
corpos finitos tem atraido atencao significativa de varios autores, impulsionado principal-
mente pelas aplicagoes da dindmica de polindmios sobre corpos finitos na criptografia. No
entanto, apesar dos avancos, apenas algumas classes particulares de polinomios tém seus

grafos funcionais completamente caracterizados.

Neste trabalho, apresentaremos resultados que nos fornecem um método para
caracterizar a estrutura de grafos funcionais associados a uma classe especifica de polinomios
sobre corpos finitos, os polinémios m-nice. Esses polinémios, definidos na Sec¢ao 1.2, possuem
propriedades que permitirao determinar a estrutura de seus grafos funcionais. Nossos
resultados principais (Teoremas 3.12 e 3.14) descrevem a estrutura as componentes conexas

do grafos desses polinémios.

A notagdo e os resultados apresentados neste trabalho sao baseados principalmente
do artigo (OLIVEIRA; BROCHERO MARTINEZ , 2024), que apresenta de forma sucinta
um método para determinar a estrutura dos grafos funcionais relacionados aos polinémios

m-nice.

Este trabalho esta estruturado da seguinte maneira. No Capitulo 1 apresentamos
os conceitos algébricos e aritméticos que serao utilizados ao longo deste estudo. No
Capitulo 2, apresentamos uma introducgao a teoria de grafos, com destaque aos conceitos
relacionados a grafos funcionais. Comegamos o Capitulo 3 apresentando a terminologia
a ser utilizada, junto de alguns resultados auxiliares, e finalizamos apresentando os dois
teoremas principais de nosso estudo, junto de um corolario que é consequéncia direta desses
teoremas. Destacamos ainda que, ao longo dos Capitulos 2 e 3, foram adicionados diversos
exemplos ilustrados a fim de auxiliar a compreensao do leitor a respeito dos conceitos e

resultados.

Selma Alves de Aratujo

Uberlandia-MG, 25 de fevereiro de 2025.
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1 Conceitos fundamentais

Este capitulo retine ferramentas algébricas e aritméticas essenciais para a andlise de
grafos funcionais associados a polindmios sobre corpos finitos, tema central deste trabalho.
Na primeira se¢ao, apresentamos os conceitos de grupos, anéis e corpos, que sao estruturas
algébricas fundamentais, com énfase nas propriedades de corpos finitos, que serao utilizados
ao estudarmos a dinamica de polindmios. Nessa sec¢ao, também destacamos o papel das
raizes da unidade, que terao papel fundamental para resultados que caracterizam os grafos

funcionais no ultimo capitulo.

Nas demais secoes, introduzimos os conceitos de polindomios m-nice, funcao de
Mobius e maximo divisor comum iterado. Esses conceitos fazem parte da base tedrica

necessaria para apresentarmos os resultados mais importantes da dissertacao.

As principais referéncias adotadas ao longo deste capitulo foram (LIDL; NIEDER-
REITER, 1997) e (GARCIA; LEQUAIN, 2014).

1.1 Estruturas algébricas

Nesta secao, apresentaremos defini¢oes e resultados basicos sobre estruturas algé-
bricas, com enfoque em resultados sobre corpos finitos. Comegaremos apresentando as
defini¢des de grupos e anéis, e algumas de suas propriedades. Depois apresentaremos o
conceito de corpos junto de outros conceitos e resultados importantes relacionados a estes.
Por fim, apresentaremos a definicdo de raizes da unidade, que serao fundamentais para os

resultados principais deste trabalho.

1.1.1 Grupos e anéis

Definigao 1.1. Um grupo é um conjunto G munido com uma operagao binaria, denotada

por *, com as seguintes propriedades

i. A operagdo * é associativa, isto é, (a * b) *x ¢ = a * (b* ¢), para todos a,b,c € G.

ii. Existe um elemento neutro, denotado por e, em G tal que, para todo a € G,

exaq=a*xe=a.

1 1

iii. Todo elemento a de G possui um elemento inverso a™ em G tal que a xa™ =

alxa=e.
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Definigao 1.2. Dizemos que um grupo G é grupo abeliano (ou comutativo) se * é

comutativa, isto é, se para todos a,b € G,
axb=">bxa.

Definicao 1.3. Dizemos que um grupo G é ciclico se existe a € G tal que para todo
b € G existe un inteiro j com b = a’. Tal elemento a é chamado gerador do grupo ciclico,

e denotamos G = (a).

Definigao 1.4. Um anel é um conjunto R munido com duas operagoes binarias, denotadas

por + e -, com as seguintes propriedades
i. R é grupo abeliano com respeito a operacao +.
ii. A operagao - é associativa, isto é, (a-b)-c=a- (b- ), para todo a,b,c € R.
iii. As leis distributivas valem, isto é, para todo a,b,c € R,
a-(b+c)=a-b+a-c e (b+c)-a=b-a+c-a.
Notacao 1.5. O elemento neutro em relagdo a soma em um anel sera denotado por 0.

Definicao 1.6. Um anel é dito anel com unidade se possui uma identidade multiplicativa,
isto é, se existe um elemento 1 € R tal que la = al = a para todo a € R. Um anel é dito
multiplicativo se a operacao - é comutativa. Um anel é dito dominio de integridade se
é um anel comutativo com unidade 1 # 0 no qual nao ha divisores de zero, isto é, ab =0
implica a = 0 ou b = 0. Um anel é dito anel de divisao se os elementos nao nulos de R

formam um grupo sobre a multiplicacao.

Definicao 1.7. Sejam A e B dois anéis com unidade. Definimos um homomorfismo
como sendo um fungao ¢ : A — B de tal forma que, para todo a,b € A, valem as seguintes

propriedades:

i. pla+0b) = p(a) + ¢(b),
ii. p(a-b)=w(a)- ),
i, (1) = 1.

Definicao 1.8. Seja R é um anel tal que existe um inteiro positivo n tal que nr = 0
para todo r € R, entao o menor inteiro positivo n tal que isso ocorre é chamado de
caracteristica de R. Além disso, neste caso dizemos que R tem caracteristica n (ou
caracteristica positiva n). Se ndo existe um inteiro positivo n tal que nr = 0 para todo

r € R, entao dizemos de R tem caracteristica 0.
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Teorema 1.9. Todo anel R # {0} com unidade, de caracteristica positiva e sem divisores

de zero deve ter caracteristica prima.

Demonstracao. Como R tem elementos nao nulos, R tem caracteristica n > 2. Suponha
que n nao ¢ primo, entao podemos escrever n = km com k e m inteiros, 1 < ke m < n.

Portanto, denotando e como sendo a unidade de R, temos
0 = ne = (km)e = (ke)(me).

Logo, ke = 0 ou me = 0, pois R nao tem divisores de zero. Entao kr = (ke)r = 0 para
todo r € R ou mr = (me)r = 0 para todo r € R, contradi¢do com a minimalidade de
n. O

1.1.2 Corpos

Definigao 1.10. Um conjunto K ¢é dito corpo se ele é um anel comutativo com unidade no
qual todo elemento diferente de zero de K possui um inverso com respeito a multiplicagao,
ou seja

Ve e K\ {0}, Jy € K tal que zy = 1.

Corolario 1.11. Todo corpo finito tem caracteristica prima.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.9, basta mostrarmos que um corpo finito F' tem caracte-
ristica positiva. Considere os miltiplos da identidade. Como F' tem uma quantidade finita
de elementos distintos, existem inteiros k e m com 1 < k < m tais que ke = me, entao

(m — k)e = 0. Portanto, F' tem caracteristica positiva. O

Definicao 1.12. Um conjunto K ¢ dito subcorpo de um corpo F'se K C F' e K é um
corpo com as operacoes definidas em F. Também dizemos que F' é uma extensao de K.

Se K # F, dizemos que K é subcorpo préprio de F.

Notagao 1.13. Seja K um corpo. Denotaremos K* o conjunto dos elementos invertiveis
de K, isto é, K* = K\ {0}.

Definicao 1.14. Um corpo que nao tem subcorpos proprios é dito corpo primo.

Exemplo 1.15. Para todo primo p, Z, ¢ um corpo primo com p elementos. Esse corpo

serd denotado F,,.

Definigdo 1.16. Sejam K um corpo e f € K[z] um polinémio de grau positivo e seja F
uma extensao do corpo K. Dizemos que f se decompde em F quando f pode ser escrito
como produto de fatores lineares em F[z], isto é, se existem elementos ay, ..., a, € F tais
que

flz)=alx —ay) - (x — ),
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em que a ¢é o coeficiente lider de f. O corpo F é dito corpo de decomposicao de f sobre

K se F' é menor corpo que contém K em que f se decompoe em fatores lineares.

Definig¢ao 1.17. Chamaremos de isomorfismo de corpos a todo homomorfismo bijetor
de corpos. Diremos que dois corpos sao isomorfos quando existir um isomorfismo entre

eles.

Proposicao 1.18. Seja I, um corpo finito com q elementos. Entdo para todo a € Fy,
vale

a? = a.

Demonstracio. A identidade a? = a é trivial para a = 0. Suponha a # 0. Como os
elementos nao nulos de F, formam um grupo de ordem ¢ — 1 sobre a multiplicacao, pelo
Teorema de Lagrange, temos a?~! = 1 para todo a € F o+ Multiplicando essa igualdade por

a, obtemos a? = a, o que conclui a demonstracgao. O

Observagao 1.19. Seja F;, um corpo finito com ¢ elementos. Entao para todo a € F},
vale

a?~ !l =1.

Teorema 1.20. Para cada p primo e n inteiro positivo, existe um corpo finito com p"
elementos. Qualquer corpo finito com q = p™ elementos é isomorfo ao corpo de decomposi¢do

de 1 — x sobre IF,.

Demonstrag¢io. Ver (LIDL; NIEDERREITER, 1997), Teorema 2.5. O]
Notacao 1.21. Passaremos a denotar por [F, o tinico corpo finito com ¢ elementos.

Teorema 1.22. Para cada corpo finito Fy, o grupo multiplicativo ¥}, dos elementos nao

nulos de Iy é ciclico.

Demonstracio. Podemos assumir ¢ > 4, pois o resultado é trivial para ¢ < 4. Seja
h = pi'py* -+ - pir a decomposicio em fatores primos da ordem h = ¢ — 1 do grupo F;.
Para cada i, com 1 < i < m, o polinémio z"?* — 1 tem no méximo h/p; raizes em Fy,.
Como h/p; < h, segue que existem elementos nao nulos em F, que ndo sao raizes desse
h/p;!

polindémio. Seja a; um elemento que nao ¢ raiz desse polinomio e defina b; = a;""* . Temos
p

que b7 i = 1, entdo a ordem de b; é um divisor de p;’ e, portanto, é da forma p* com
0 < s; <r;. Por outro lado, .

e

b= a AL

entdo a ordem de b; é p;*. Mostraremos agora que b = byby - - - b, tem ordem h. Suponhamos
que a ordem de b é um divisor préprio de h, logo, a ordem de b é divisor de ao menos um

dos m inteiros h/p;, com 1 < i < m. Podemos assumir sem perda de generalidade que

1= oM = p/Ppl/en . phfe
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Se 2 < i < m, entao p;" divide h/p1, logo, b?/pl = 1. Portanto, b}f/pl = 1. Isso implica que
a ordem de b; deve dividir h/p;, contradi¢do, pois a ordem de b; é p". Logo, F7, € um

grupo ciclico com elemento gerador b. m

Definigao 1.23. Um gerador do grupo ciclico F} é dito elemento primitivo de F,.

1.1.3 Raizes da unidade

Definicao 1.24. Seja n um inteiro positivo. O corpo de decomposicao de x™ — 1 sobre

um corpo K é chamado de n-ésimo corpo ciclotémico sobre K e é denotado por K.

Defini¢ao 1.25. As rafzes de 2" — 1 em K™ sao chamadas raizes n-ésimas da unidade

sobre K e o conjunto de todas essas raizes ¢ denotado por .

Definigao 1.26. Sejam K um corpo de caracteristica p e n um inteiro positivo nao divisivel
por p. Entao um elemento gerador do grupo ciclico u, é chamado de raiz primitiva

n-ésima da unidade sobre K.

Exemplo 1.27. Considere o corpo finito [F1;. Vamos calcular as raizes 5-ésimas da unidade

sobre [Fy;.

Sabemos que o grupo multiplicativo Fj; tem ordem 10, vamos encontrar uma raiz

primitiva de F,, isto é, um elemento o € F%; tal que ! =1 e o* # 1 para 1 < k < 10.
Testando a = 2, temos
ol =92 22=4, 22=8, 2'=5 2°=10,
26=9 21=7 28=3, 2°=6, 20=1.

Logo, 2 é uma raiz primitiva de Fj;. Como p5 é subgrupo de ordem 5 de Fj;, um

de seus geradores é dado por 2'%° = 22 = 4. Por fim, temos

L5 = {40,41,42,43,44} ={1,4,5,9,3} .

Portanto, us = {1,3,4,5,9} é o conjunto das raizes 5-ésimas da unidade sobre F%,.

Exemplo 1.28. Considere o corpo finito Fig;. Iremos calcular as raizes 5-ésimas da

unidade sobre Fig;.

Sabemos que o grupo multiplicativo Fjg; tem ordem 180, iremos encontrar uma
raiz primitiva de Fig,, isto é, um elemento a € Fig, tal que o'® = 1 e o* # 1 para
1 <k < 180.

Testando a = 2, temos

20 =1, k£,
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para k € {36,60,90}. Logo, 2 é uma raiz primitiva de Fjg,. Como p5 é subgrupo de ordem

5 de F%g;, um de seus geradores ¢ dado por 2!8%/% = 236 = 59 Por fim, obtemos

s = {590,591,592, 593,594} = {1,59,42,125,135} .

Logo, ps = {1,42,59,125,135} é o conjunto das raizes 5-ésimas da unidade sobre

*
IE‘181‘
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1.2 Polindmios m-nice

Nesta secao, introduzimos o conceito de polinémios m-nice sobre corpos finitos
e exploramos suas propriedades fundamentais. A estrutura desses polindmios permite
estabelecermos resultados que serao utilizados para calcular a estrutura de seus grafos

funcionais nas proximas segoes.

Proposicao 1.29. Qualquer polinomio f(x) € Fy[x] ndo nulo que satisfaca f(0) = 0 pode
ser escrito de forma tinica como f(x) = 2"h(x9"D/™) em que h(0) #0,n>1em é o

menor inteiro satisfazendo essa propriedade.

Demonstragao. O polindbmio f pode ser reescrito da forma

f(z) = a"g(x),

em que n é um inteiro positivo determinado pela multiplicidade de 0 como raiz de f, e
g(z) = ag+ayx™ +- - -+ az®, com ag # 0. Seja S = {ky, ..., k;} o conjunto dos expoentes
de g e tome d = mdc (S U {qg — 1}). Definamos

Sabemos que m é inteiro, pois d divide ¢ — 1. Além disso, cada expoente k; € S é
multiplo de d, logo, podemos escrever k; = dl;. Definamos h(x) = ag + arch + - 4 aatt
Como agy # 0, entdo h(0) # 0 e, além disso, g(z) = h(z?). Resta mostrar a minimalidade e

unicidade de m.

Se m/ satisfaz g(z) = b’ (ZB(q_l)/m/), entdo (¢ — 1)/m’ seria um divisor de todos os
elementos de S. Além disso, (¢ —1)/m’ divide ¢ — 1. Logo, (¢ —1)/m’ divide d. Isso implica
que m divide m’, provando que m é o menor elemento satisfazendo essa propriedade.

Por fim, a fatorizacio f(z) = 2"h(x(¢=1/™) é tinica, pois n é unicamente determi-
nado pela multiplicidade de 0 como raiz, h é unicamente determinado pelos coeficientes de

g, € m € unicamente determinado por ¢ — 1 e pelos expoentes de g.

]

Definig¢ao 1.30. O ntimero m apresentado no resultado anterior é chamado de indice do

polinomio f sobre [F,.
Definicao 1.31. Seja f(x) € F,[z], com f(0) = 0, um polindémio ndo nulo com indice m,
definimos seu polinémio associado, como

q—1

bp(a) = " h(a) 7

Observagao 1.32. Vejamos que a funcao ¢ : p,, — pm U {0}, associada ao polinémio

Y ¢(z) da definigao anterior, estd bem definida. Isto é, vejamos que Im (¢5) C p,,U0. De fato,
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seja a € fy,. Se h(a) = 0, entdo ¥p(a) = 0. Se h(a) # 0, entdo, como h(a)?T!' =1lea™ =1,
temos (s (@)™ = a™™h(a)?! =1, logo, ¥s(a) € . Portanto, ¥y : piy, — i, U {0} estd
bem definida.

Defini¢do 1.33. Um polinémio f(z) € F,[x] ndo nulo com indice m é dito m-nice sobre

[F, se a fungdo x +— ¢¢(x) for injetora de fiy, \ @/1;1(0) para fi,.

Definigao 1.34. Seja f(z) € F,[z] um polinémio nao nulo com indice m, definimos
P;(0) = {7 € pm : w}(f) () = 0 para algum inteiro positivo i}.

Proposigdo 1.35. Seja f(r) = a™h(z\9"Y/™) € F, [x] um polinémio com indice m e

suponha que h ndo tenha raizes em pi,. Entao 1;>°(0) = 0.

Demonstracao. Seja~y € p,,. Mostraremos que nao existe inteiro positivo ¢ tal que w?) (v) =
0. Sabemos que 1 ;(7) = y*h(7)4"H/™ ¢ que h(7) # 0 por hipétese. Pela Observagao 1.19,

h() ™t = (b)) = 1.
Logo, h (’y(q_l)/m) € Um €, portanto, ¥¢(y) = y"h (’y(q_l)/m) € [l

Como v # 0 e h(y # 0), temos ¢¢(y) # 0. Por fim, como ¢5 € p,, € 0 & fi,
(i-1)

concluimos que wj(f) (v) = Yy (wf (”y)) # (0 para qualquer inteiro positivo i, isto ¢,
¥ =0. O
Observagdo 1.36. Seja f(z) = 2™h(z¢"1/™) € F,[z] um polindémio com indice m e
suponha que A possua raiz em i,,. Entao ¢,°(0) # 0.

Exemplo 1.37. Considere a funcio f(z) = z + 23 + 2° € Fy;. Reescrevendo f na forma
f(z) = 2"h(z@=1/™)  obtemos

f(:(:):x(1+x2—|—a:4) :xh<x2),

em que h(y) =14y + y?, com h(0) # 0. Sabemos do Exemplo 1.27 que us = {1, 3,4,5,9}.

Verificando os valores de 9¢(x) = zh(x)? nos elementos de ps, temos
wf(l) =9, 2bf<3) =1, ¢f(4) =4, wf(5) =9, wf(9> =4.
Logo, ¢ nao é injetora de ps \ @Z)JTI(O) para u5. Portanto, f nao é 5-nice.

Exemplo 1.38. Considere g(x) = 9829 + 68z'® 4 682! — 626 — 3125 € Fyg[z], isto é,

g(z) = z¥h(23%), em que
h(x) = 982" + 682° 4 682° — 61 — 31,

com h(0) # 0, e Y, (x) = x'°h(z). Pelo Exemplo 1.28, sabemos que us = {1, 42, 59,125,135}

e 2 é um elemento primitivo de Fjg,. Além disso,

0y(59) = 42, 1,(42) =0, 4, (125) =125, 4, (1) =135, 4,(135) =1,

portanto, g(x) é 5-nice sobre Fig;.
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Proposiciao 1.39. Seja f(z) = 2"h(z'V/™) um polinémio com indice m e seja k um

inteiro positivo. Entao:

k—1 pk—i—1
fO@) = I (o] ()

Demonstracdo. Aplicaremos inducao para mostrar esse resultado. Veja que

f(z) = fY(z) = z"h (:vq;bl) :

Suponha k = 1, entao

k—i—1

k—1 ' Cn L0 . i
e () (7)) = e e () (=)
i=0 i

Suponha que o resultado seja valido para k. Provaremos que vale para k + 1. Note
que f*+H)(x) = f®) (f(z)). Aplicando a hipétese de inducdo, temos

I (@) = ()™ Hh (@ ((£)S))"

k—i—1

kmim1 (1.1)

= () T (e () 7))

Antes de continuarmos a desenvolver a equacdo acima, vamos buscar outra forma
; —-1)/m
de escrever wgf) (x”h (:1:(‘1_1)/ m) =1/ ) Segue da definigao de 1, que

Yy(z ;1) = (asqr;nl>nh(asqvj)7 = (.:E”h (:ELZﬁl))T = f(.:l:)q:nl.

Entao

<
- (0 () =
o ().

Continuando a desenvolver a Equacao 1.1, e utilizando a Equacao 1.2, temos
i+1) =t 1\
U @) = (@ (') Hh(@b( (=)
Definindo j := i + 1 e aplicando uma mudanca de varidvel em 7, obtemos

P ) = (e (o)) T o () (13
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Observe que, supondo j = 0,

k—j k-0

) = e () =)

Prosseguindo com o desenvolvimento da Equacao 1.3 e utilizando a equagao acima,

- go1y k0 k i g1\ nF
f(k+1) (x)= 2™ h (%@ (x m )) jl_[1h (105:) (:U ™ ))
k . nk—i
= T n (wﬁc” (=*%)) (14)
k’+1) plk1)—i—1

S | I

o que conclui a demonstracao por inducao.

]

Lema 1.40. Seja k um inteiro positivo e b € F;. Suponhamos que f(x) = z"h(z=1/m)

seja m-nice. Se v € F, ¢ solugdo da equagio f*)(x) = b, entdo
a1 —(k) [, 921
qum :wf()<qu>.

Demonstragio. Provaremos o resultado por indugao. Sejam k£ =1 e € F, uma solugao

da equagao f(x) = b. Entao
=1 =1 a=1
b = (f(@) ™ =y (a7 ).
isto é, ¢ (x(q_l)/m) = bla=b/m_ Como v é injetor, segue que x4~ D/™ = ¢ (b(q_l)/m).

Suponha que o resultado seja valido para £ > 1, mostremos que vale para k + 1.

Seja z € F, uma solucdo de f*+1(x) = b. Reescrevendo a equagdo,
FE (@) = O (f () = b.

Pela hipétese de inducao,

g—1 q—1

BEP (65) = (f@) = (@0 (¢5F)) T =2 (25) T =y ().

Aplicando a k-ésima iteracdo de vy nas extremidades da equagdo acima,

b =i (v (")) = (o).

Por fim, como f é m-nice, entao vy e suas iteradas sao injetoras em fi,,,. Logo,

p'm = Y (b%) :
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1.3 Funcao de Mobius

Nesta secao, apresentaremos a definicao da funcao de Mobius. Essa funcao e suas

propriedades serao muito utilizadas no ultimo teorema deste trabalho.

Definigao 1.41. A funcao de Mobius, denotada i, é definida sobre os inteiros positivos

e é dada por

1 sen =1,
p(n) = (—1)’f se n é o produto de k primos distintos,
0 se p?|n, com p primo.

Lema 1.42. Seja n um inteiro positivo e u a funcao de Mobius. Entao

1 sen=1,

> u(d) =

dln 0 sen>1.

Demonstracao. Se n = 1, entao

> u(d) = (1) = 1.

dJ1

Seja n > 1, vamos levar em consideracao apenas os divisores positivos d de n nos

quais p(d) # 0, isto é, d = 1 ou d é produto de primos distintos.

Portanto, sejam py, ..., pr os primos distintos divisores de n, entao
k
Yould) = p()+ D pup)+ > nwapi)
dn i=1 1<iy <ip<k
+ > mPupupi) o P pr)
1<ii<i2<iz<k
k k k
=1 -1 12+ —1)F
# () e+ (§) vz (F)en
= (1+(-1)"*
= 0.

]

Teorema 1.43 (Férmula da Inversdo de Mobius). Sejam G e g fungoes definidas sobre os

inteiros positivos tais que G(n) = Yqp, 9(d). Entdo,

o) = (5) Ga).

din
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Demonstracao. Seja n um inteiro positivo. Suponhamos que G e g sao fungoes tais que

G(n) = X4, 9(d). Entao, utilizando a hipétese e o Lema 1.42, temos
n n
Su(5) e =Sue(5)
dln d dln d
= > n(d) > gl

dln cln/d

=2 > nldg(o)

cn din/c

= > 9(c) X p(d)

c|n din/c

= g(n).
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1.4 Maximo Divisor Comum lterado

Nessa se¢ao apresentaremos o conceito de maximo divisor comum iterado de um
inteiro positivo v em relagdo a um inteiro positivo n, denotado mdc, (v). O célculo do
mdc,(v) nos providenciara sequéncias nao crescentes de inteiros positivos que serdo muito
uteis ao estudarmos sobre arvores elementares e grafos V-regulares. Além disso, os dois
resultados apresentados nesta se¢ao serao importantes para a demonstracao dos resultados

principais deste trabalho.

Defini¢do 1.44. Sejam n e v inteiros positivos. Denotaremos por mdc,(v) o maximo
divisor comum iterado de v em relagdo a n, definido como sendo a s-tupla (vy, ..., v;),

em que .
~_ mde(n',v)
" mdc(ni=1, )

para ¢ > 1, e s ¢ o menor inteiro positivo tal que vs1 1 = 1.

Exemplo 1.45. Vamos calcular o maximo divisor comum iterado de 9 em relacao a 15.

mdc(15,9) 3 mdc(15%,9) 9
U1:7:7:3’ /1_]2:7:7:37
mde(1,9) 1 mde(15,9) 3
mdc(15%,9) 9
vy = DCA0L T Ty
mdc(152,9) 9

Entao v; = 1, Vi > 3. Portanto, temos mdc;5(9) = (3, 3).

Lema 1.46. Sejam n e v inteiros positivos e mde,(v) = (vq,...,vs). Entdo, para todo
je{l,..., s}, vale

vy -+ -v; = mde(n’, v).

Demonstracao. Demonstraremos esse resultado por indugao sobre j. Suponha j = 1, entao

mdc(n',v)  mde(n,v)
mdc(n® v)  mdc(1,0)

v = = mdc(n’, v).

Suponha que o resultado seja valido para j. provemos que vale para j + 1. Temos

Ul"'/UjUj-i-l — (/Ul.../Uj> 'Uj-i-l
= mdc(n’,v) - vj41
, de(nitt
— mde(nd, ) - B4 0)

mdc(n/, v)

= mdc(n’ ™, v).

Logo, vy - - vj11 = mde(n/ ! v) e o resultado segue. O

Proposicao 1.47. Sejam n e v inteiros positivos e seja mdc,(v) = (vi,...,vs). Entdo

(v1,...,0s) € uma sequéncia ndo crescente de inteiros positivos.



Capitulo 1. Conceitos fundamentais 25

Demonstragio. Primeiramente vejamos que v; é um inteiro positivo para todo j €
{1,...,s}. Por defini¢do,
_ mdc(n/,v)
7 mdce(ni—1,v)’
Como n/~! divide n/, temos que mdc(n/~!,v) divide mde(n?,v), logo, v; é um inteiro

positivo.
Podemos reescrever n e v na forma fatorada

— 1,02 ag _ b1, b2 by
n=p Py P, V=pP1Py P,

em que p; sao primos distintos, a; e b; sdo inteiro ndo negativos para todo i € {1,...,k}.
Entao ,
mdc(n’, v)

i mdc(ni=1,v)

min(ja1,b1),_min(jaz,bz) min(jag,bx)
1 P2 Dk
pllnin((j—l)al7b1)p12nin((j—1)a27b2) . ,pglin((j—l)ambk)

_ il Uk
= P1Py " DPi>

em que /; = min (ja;,b;) — min ((j — 1)a;, b;) com ¢ € {1,...,k}. Analogamente para v;;1,
obtemos ,
mdc(n?tt v)
Vi1 = —7 7 7
mdc(n?, v)
min((j+1)a1,b min((j+1)asz,b min((j+1)ag,b
P ((G+1)as 1)p2 ((G+1)az 2)"'pk ((G+1)ag,by)

min(jay,b min(jaz,b min(jag,b
h (jaa 1)p2 (jaz 2)"'pk (jak,bx)
= pi"py® ot
em que m; = min ((§ + 1)a;, b;) — min (ja;, b;) com i € {1,...,k}.
Basta mostrarmos que [; > m; para todo i € {1,...,k}. Isso é equivalente a mostrar

que [; —m; > 0. Vamos dividir essa parte da demonstragdo em casos.

e Se b; < (j—1)ay, temos l; = m; = b; — b; = 0 e o resultado segue.

e Se (j — Da; < b < ja;, temos [; = b; — (j — 1)a; e m; = b; — b; = 0, entdo

l; —m; =0b;— (j — 1)a; > 0 e o resultado segue.

e Se jai S bl S (] + ].)CLZ', temos lz = jai - (] — ].)CLZ = a; em; = bz — jCLZ‘, entao
li —m; =a; — b+ ja; = (j + 1)a; — b; > 0 e o resultado segue.

e Se (j+ 1)a; < by, temos l; = ja;, — (j — 1)a; = a; e m; = (j + 1)a; — ja; = a;, entdo

l; —m; = a; — a; = 0 e o resultado segue.

Portanto, v; > v;;1 paratodo j € {1,...,s — 1}, isto ¢, (vy,...,v,) é uma sequéncia

nao crescente de inteiros positivos. 0
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2 Grafos

Este capitulo introduz os fundamentos da teoria de grafos, necessarios para a anélise

da dinamica de polinémios sobre corpos finitos, tema central deste trabalho.

As principais referéncias usadas nesse capitulo sao o livro (DIESTEL, 1997) e a
apostila (JURKIEWICZ, 2007), que fornecem uma base teérica para estudos sobre grafos

e suas propriedades.

2.1 Conceitos Iniciais e Tipos de Grafos

Nesta primeira se¢ao, veremos conceitos essenciais da teoria de grafos, com énfase
em grafos direcionados, ciclos e caminhos. Também definiremos formalmente os grafos
funcionais, objetos centrais deste estudo, que descrevem o comportamento iterativo de
fungoes discretas e serao utilizados amplamente no proximo capitulo para modelar a

dindmica de fun¢oes polinomiais sobre corpos finitos.

Defini¢do 2.1. Um grafo simples é um par G = (V, A), em que A C [V]?. Os elementos

de V sdo chamados de vértices e os elementos de A sdo chamados de arestas do grafo G.
Definigao 2.2. A ordem de um grafo G é a quantidade de vértices em G e denotada |G|.

Notagao 2.3. A quantidade de arestas em um grafo G é denotada ||G||. O conjunto dos

vértices de G é denotado por V(G) e o conjunto das arestas por A(G).

Definigao 2.4. Um vértice é incidente com uma aresta se ele pertence a essa aresta. Os
dois vértices x, y incidentes de uma aresta sao ditos suas pontas. Dizemos que a aresta

liga suas pontas e normalmente a denotamos por {z,y}.

Defini¢ao 2.5. Um grafo (ou multigrafo) é um par G = (V, A) de conjuntos disjuntos
(de vértices e arestas) com uma funcio A — [V]* que designa cada aresta a um ou dois

vértices, suas pontas.

Definigao 2.6. Um grafo direcionado (ou digrafo) é um par G = (V, A) de conjuntos

disjuntos (de vértices e arestas) com duas funcoes
Inic:A—=V e Fin:A—-V

que designam cada aresta a a um vértice inicial Inic(a) e a um vértice final Fin(a).

Definigao 2.7. Dado um vértice v em um grafo direcionado G, dizemos que v ¢é filho de

um vértice u em G se existe uma aresta a € A(G) tal que Inic(a) = u e Fin(a) = v.
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Definicao 2.8. Dois vértices sao ditos vértices adjacentes (ou vizinhos) se fazem parte
de uma mesma aresta. Duas arestas distintas sdo ditas adjacentes (ou vizinhas) se

possuem uma ponta em comum.

Definigao 2.9. Seja G um grafo. Um subconjunto V; C V(G) é dito um conjunto inde-
pendente de vértices quando nao existem vértices adjacentes em V;. Um subconjunto
A; C A(G) é dito um conjunto independente de arestas quando nao existem arestas

adjacentes em A;.

Definigao 2.10. Consideremos dois grafos G = (V,A) e G' = (V' A’). Uma funcao

¢ : G — G é um homomorfismo de G em G’ se preserva a adjacéncia dos vértices, isso

6, se {p(x), (y)} € A’ sempre que {r,y} € A

Defini¢ao 2.11. Seja ¢ : G = (V,A) - G = (V';A’) um homomorfismo bijetor
cuja inversa ¢~! também é um homomorfismo, isso é, {z,y} € A se, e somente se,
{p(z),o(y)} € A" para todo z,y € V. Entdo ¢ é um isomorfismo de G em G’ e
dizemos que G e G’ sdo isomorfos. Um isomorfismo de G em si mesmo é chamado de

automorfismo.

Definigao 2.12. Dizemos que um grafo possui arestas miltiplas se existe mais de uma

aresta ligando os mesmos vértices.

Definicao 2.13. Uma aresta com um tunico vértice em ambas as pontas é chamada de

laco.

Observacgao 2.14. Veja que grafos direcionados sdo um tipo especial de grafos no qual
¢ adicionada uma dire¢do a cada aresta. Uma aresta a de um grafo direcionado, com
Inic(a) = = e Fin(a) = y, normalmente serd denotada por (z,y). Além disso, grafos simples

sao grafos que nao possuem lagos ou arestas miultiplas.

Observacao 2.15. Ao longo deste trabalho, consideraremos apenas grafos definidos sobre

uma quantidade finita de vértices e arestas.

Definicao 2.16. Seja f € F,lz]. O grafo funcional associado ao par (f,F;) é o

grafo direcionado G(f/F,) com conjunto de vértices V = F, e arestas direcionadas

A={(a, f(a) s a € F,}.

Exemplo 2.17. Considere f : F; — F; tal que f(x) = 2z + 1. O grafo funcional G(f/F;)
¢ dado pela Figura 1.

Observacgio 2.18. E possivel estender a definicio de grafos funcionais para funcoes
f: B — B, em que B é um conjunto finito qualquer. Entretanto, ao longo deste trabalho,
utilizaremos apenas grafos funcionais de fungoes sobre corpos finitos, pois as propriedades

dessas estruturas serao de extrema importancia para os resultados aqui apresentados.
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p@

Figura 1 — G(f/F7): Grafo funcional de f sobre F7.

Defini¢cao 2.19. Um grafo G’ é dito subgrafo de um grafo G se V(G') C V(G) e
A(G") € A(G). Um subgrafo G' de G ¢é dito subgrafo induzido pelo conjunto S C V(G

se todas as arestas incidentes aos vértices s € S em G também estao presentes em G'.

Definicao 2.20. A quantidade de arestas que incidem sobre um vértice v de um grafo,
isto é, a quantidade de arestas que tém uma extremidade em v, é chamada de grau do

vértice v e é denotado deg(v). Se uma das arestas for um lago, ela é contada duas vezes.

Definigao 2.21. Seja G um grafo direcionado. Definimos o grau interno de um vértice v
em G, denotado Indeg(v), como sendo a quantidade de arestas cuja primeira coordenada é
v. E definimos o grau externo de v, denotado Outdeg(v), como sendo a quantidade de

arestas cuja segunda coordenada ¢ v.

Observacao 2.22. Dado um vértice v de grafo funcional G (f/F,) e considerando a

definicao acima, temos
Indeg (v) = #f(v) e Outdeg (v) = 1.

Teorema 2.23. Para todo grafo G, a soma dos graus de seus vértices € igual ao dobro da

soma do numero de suas arestas, isto €,

Z deg(v) = 2m, em que m representa o nimero de arestas de G.

veG
Demonstracio. Ao contar os graus dos vértices, conta-se as extremidades das arestas uma
vez por vértice. Logo, como cada aresta tem duas extremidades, temos que cada aresta foi

contada duas vezes. O

Corolario 2.24. Todo grafo G possui uma quantidade par de vértices de grau impar.

Demonstracao. Suponha que G possui um numero impar de vértices de grau impar. Entao
a soma dos graus dos vértices seria impar, contradicao com o teorema anterior. Portanto,

G possui uma quantidade par de vértices de grau impar. O

Definigao 2.25. A sequéncia de graus de um grafo é a sequéncia nao crescente formada

pelos graus dos vértices do grafo.
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Definicao 2.26. Seja G um grafo. O menor grau de um vértice em G é chamado de grau

minimo e denotado §(G). O maior grau de um vértice em G é chamado de grau maximo

e denotado A(G).

Definicao 2.27. Um grafo é dito grafo regular de grau k (ou k-regular) quando todos

0s seus vértices possuem o mesmo grau k.

Definicao 2.28. Um grafo é chamado de ciclo de comprimento k, e denotado C}, se
possui k vértices e k arestas, em que os vértices podem ser ordenados como vy, v, . .., Uk
de modo que cada aresta é da forma {v;,v;11} com i € 1,... k — 1 e a ultima aresta é da

forma {vg,v1}.

Definicao 2.29. Um grafo direcionado é dito um ciclo direcionado de comprimento k, e
denotado Cyc(k), se possui k vértices e k arestas, em que os vértices podem ser ordenados
como vy, Uy, . . ., v de modo que cada aresta é da forma (v;,v;41) comi € {1,... . k—1} e

a ultima aresta é da forma (v, v1).
,Q\O
e >
o .d
o

Figura 2 — Cyc(8): Ciclo direcionado com 8 vértices.

Observacao 2.30. Cada vértice v; de um ciclo direcionado tem exatamente uma aresta
saindo (Indeg (v;) = 1) e uma aresta chegando (Outdeg (v;) = 1). Além disso, todo ciclo

direcionado é um ciclo, pois é um grafo 2-regular.

Definicao 2.31. Dizemos que um vértice v de G é um vértice periddico se v esta em

C}, para algum ciclo C} contido em G.

Definigao 2.32. Um grafo é chamado caminho se é um ciclo do qual foi retirada uma
aresta, isto é, um caminho, denotado por Py, é obtido retirando uma aresta do ciclo C1.
Além disso, dizemos que existe um caminho entre dois vértices u e v de um grafo se esse

grafo contém um caminho como subgrafo e cujas extremidades sao os vértices u e v.

Defini¢ao 2.33. Um caminho direcionado de comprimento k, denotado Path(k) é um
grafo direcionado obtido pela remogao de uma aresta de um ciclo direcionado Cyc(k + 1).
Além disso, dado um grafo direcionado G, dizemos que existe um caminho direcionado de
um vértice u em G para um vértice v em G se G contém um subgrafo que é um caminho

direcionado com vértice inicial em u e vértice final em wv.
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°\°/°\°/°\°/°\

Figura 3 — Path(7): Caminho direcionado com 7 arestas.

Definicao 2.34. Um grafo é dito grafo conexo se qualquer par de vértices é ligado por

ao menos um caminho de arestas. Caso contrario, o grafo é dito um grafo desconexo.

Definicao 2.35. Seja G um grafo, os subgrafos conexos maximais de G' sao chamados de

componentes conexas de G.

Definigao 2.36. Sejam b e ¢ vértices de um grafo direcionado G. Se existe um caminho

direcionado de b a ¢, entao b é um antecessor de c e ¢ é um sucessor de b.
Observacao 2.37. Um vértice sempre serd antecessor e sucessor de si mesmo.

Definigao 2.38. Dado um vértice b de um grafo direcionado G, o grafo R,(G) é o subgrafo

de G contendo todos os antecessores de b.

Definigao 2.39. Sejam b e c vértices de um grafo direcionado G. Se existe um caminho
direcionado minimal com £k + 1 vértices de b a ¢, entao b ¢ um antecessor k-distante de

¢ e ¢ é um sucessor k-distante de b.

Defini¢ao 2.40. Seja G um grafo direcionado conexo, V' = (v, v9,...,vp) uma sequéncia
nao crescente de inteiros positivos e seja v; = 1 para todo ¢ > D + 1. Dizemos que G é
V-regular se, para cada inteiro positivo k, o nimero de antecessores k-distantes de um

vértice de G é igual a 0 ou vy - - - vg.

Definicao 2.41. Um grafo completo com n vértices, denotado K,,, é definido como

sendo um grafo em que todos os seus vértices sao adjacentes dois a dois.

Figura 4 — K: Grafo completo com 4 vértices.
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Definicao 2.42. O grafo complementar de um grafo G, denotado por G, é definido como

sendo um grafo tal que V(G) = V(G), A(G)NA(G) =0 e A(G) UA(G) = Kjv(g)-

Definigao 2.43. Um grafo G é dito um grafo nulo (ou grafo vazio) se A(G) = 0.
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2.2 Arvores

Nesta segunda secao, concentraremo-nos no estudo sobre arvores, com enfoque nas
arvores direcionadas com raiz, estruturas que surgem naturalmente na decomposicao de
grafos funcionais e que, por esse motivo, desempenham um papel fundamental na dinamica

dos grafos de fungoes polinomiais.

Definicao 2.44. Um grafo conexo sem ciclos como subgrafos ¢ uma arvore e serd denotado

por T'.

Definigao 2.45. Um grafo é dito uma floresta se suas componentes conexas sao arvores.

Figura 5 — Floresta com duas arvores.
Definicao 2.46. Um vértice de grau 0, isto é, sem arestas incidentes, é dito vértice
isolado. Um vértice de grau 1 é dito vértice pendente.

Definicao 2.47. Seja T uma arvore. Um vértice de T ¢ dito uma folha de 7" se for um

vértice pendente.

Observacao 2.48. Observe que, ao remover uma folha de uma arvore, ela ainda serd uma

arvore, pois continuara conexa e sem conter ciclos.
Notagao 2.49. Uma arvore com um unico vértice serd denotada por e.

Definigao 2.50. Uma aresta {u, v} de um grafo é considerada uma ponte se ela é o tnico

caminho que liga os vértices u e v.

Teorema 2.51. Seja T' um grafo com n vértices. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. T € uma drvore.
7. T nao contém ciclos e tem n — 1 arestas.

1i. T € conexo e tem n — 1 arestas.
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w. T € conexo e toda aresta € uma ponte.

v. Todo par de vértices de T é ligado por um unico caminho.

vi. T ndo contém ciclos, mas a adicao de uma aresta produz um unico ciclo.

Demonstragao.
(i)= (ii) Pela defini¢ao de arvore, sabemos que T nao contém ciclos. Resta mostrar que T

tem n — 1 arestas.
Seja n = 1. Um vértice tem 0 = 1 — 1 arestas.
Suponha que toda arvore com n vértices possua n — 1 arestas. Mostremos que arvores
com n + 1 vértices tém n arestas. Remova uma folha de T'. Temos entdo uma arvore
com n vértices e, pela hipdtese de inducao, n — 1 arestas. Reconectando a folha
removida, concluimos que 7" possui (n — 1) + 1 = n arestas.

(ii)= (iii) Basta mostrar que 7" é conexo. Denote por ¢ o niimero de componentes conexas de T’
e por n; com ¢ = 1,... ¢ a quantidade de vértices de cada componente de T. Como
cada componente conexa ¢ uma arvore, temos n; — 1 arestas por componente. Além
disso, n = >_7_; n,;. Logo, a quantidade total de arestas de 7' é dada por

&
Z n,—1=n-—c
i=1
Por hipotese, T' possui n — 1 arestas. Portanto, ¢ = 1, isto é, T é conexo.

(iii)= (iv) Suponha que T" possua uma aresta que nao é ponte. Ao remover essa aresta, o grafo
continua conexo e com n — 2 arestas, contradi¢ao, pois um grafo conexo com n
vértices possui ao menos n — 1 arestas. Portanto, toda aresta de T' é uma ponte.

(iv)= (v) Suponha que existam dois caminhos distintos entre dois vértices de 7. A unido
desses caminhos forma um ciclo. A remocao de qualquer aresta desse ciclo preserva a
conexidade, logo, essas arestas nao sao pontes, o que contradiz a hipotese. Portanto,
existe um unico caminho entre quaisquer vértices de T.

(v)= (vi) Suponha que T possua um ciclo, entdo hd mais de um caminho entre quaisquer

(vi)= (i)

dois vértices de T' que estao no ciclo, contradi¢ao. Portanto, 7" ndo possui ciclos. Ao
adicionar uma aresta {u, v} ao grafo, é criado um segundo caminho entre os vértices

u e v, logo, a uniao dessa aresta ao inico caminho que ligava u e v é um ciclo.

Basta mostrar que 1" é conexo. Suponha 7' desconexo, entao a adicdo de uma aresta
ligando duas componentes conexas de 1" nao criard um ciclo, contradi¢ao. Portanto,

T é uma arvore.
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]

Corolario 2.52. Se G é um grafo conexo com n vértices e m < n arestas, entao G possusi

m—n+ 1 ciclos.

Demonstragio. Provemos o resultado por indugdo em k = n — m. Seja G é um grafo
conexo com n vértices e n arestas. Podemos tirar uma aresta de GG de forma que G continue
conexo. Entao, pelo Teorema 2.51, o grafo obtido é uma arvore. Ainda pelo Teorema 2.51,
temos que, ao adicionar novamente a aresta removida, cria-se um ciclo no grafo. Portanto,

G possui um ciclo.

Suponha a assercao verdadeira para k > n — m. Considere um grafo conexo G' com
n vértices e m + 1 arestas. Se G nao possuisse ciclos, seria uma arvore por definicao e,
pelo Teorema 2.51, ele teria n — 1 arestas. Como ele possui m + 1 > n — 1 arestas, entao
G nao é uma arvore e possui ciclos. Escolhemos um ciclo de G e, retirando uma aresta
do ciclo, obtemos um novo grafo conexo GG’ com n vértices e m arestas. Por inducao, esse
novo grafo possui n —m + 1 ciclos. O ciclo inicial nao foi contado entre os n —m + 1 ciclos,
pois esses ciclos nao contém a aresta retirada. Portanto, adicionando esse primeiro ciclo,

obtemos que o grafo G possui n — (m + 1) + 1 ciclos. Isso prova o resultado. O

Definicao 2.53. Dizemos que um vértice v em um arvore direcionada possui pro-
fundidade k£ se o maior caminho direcionado contendo v como vértice final possui
k + 1 vértices. Além disso, uma arvore direcionada T é dita de profundidade k, se
max {profundidade de v, v € V (T')} = k.

Definicao 2.54. Por arvore com raiz, entendemos uma arvore direcionada com raiz,
em que todas as arestas apontam para a raiz, isto €, existe um caminho direcionado de
qualquer vértice até um certo vértice dessa arvore, o qual serd chamado de raiz. Usaremos

a letra T para denotar uma arvore com raiz.

Wear &
o

Figura 6 — Floresta com duas arvores: a arvore a esquerda ¢ uma arvore com raiz, a arvore
a direita ndo é uma arvore com raiz.
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Notacao 2.55. Usaremos @ para denotar a uniao disjunta de grafos. Dado um grafo G,

usaremos k x G para denotar o grafo ®F_,G;.

Seja G = ®5_,T;, em que Tq,...,Ts sdo arvores com raiz, entao usaremos (G) para
representar a arvore com raiz cuja raiz tem como filhos as raizes de grafos isomorfos a

T, Ts

Defini¢ao 2.56. Para uma sequéncia nao crescente de inteiros positivos V' = (v, va, ..., vp),

a sequéncia de arvores com raiz {7} ¢ definida recursivamente como segue

7;/0 =,
V1 - <U1 X T&) )
k=1 .
T = <Uk X Ty '@ @ (v — vig1) X 7}51> para k > 1,
i=1

em que v; = 1 para todo ¢ > D + 1 e as arestas estao todas direcionadas para a raiz. A

arvore com raiz 7y, chamada de arvore elementar, é definida como
D-1
D—1 i—1
7;/:<<'UD_1)><7;/ @@(vi—viﬂ)xﬁ >
i=1

Exemplo 2.57. Considere V = (3,3). Temos T\ = e e T} = (3 x @). A 4rvore T, esté

representada graficamente pela Figura 7.

.

Figura 7 — Arvore i} com V = (3, 3).

Agora podemos calcular a arvore elemental Ty, .

Tv=(B-1)xT}aB-3)xT)
:<2><7}}>.

Logo, temos Ty, = (2 X T;}) e a sua representacio grafica é dada pela Figura 8.

Exemplo 2.58. Considere V = (4,3,2). Temos T{? = e ¢ T;} = (4 x o). A arvore T;} esté

representada graficamente pela Figura 9.

Calculando 7%, obtemos

7}3:<3><7'V1@(4—3)><7}9>
:<3><7-V1®0>,
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gV

J

Figura 8 — Arvore 7y com V =

"\‘\7'/"

Figura 9 — Arvore 7}, com V = (4,3,2).

V4 \X\ %

Figura 10 — Arvore 7;? com V = (4,3,2).

que esta representada graficamente pela Figura 10.

Agora temos as ferramentas necessarias para calcular a arvore elementar 7y .

Tv=(2-)xTWe(A-3)xTYeB3-2)T)
:<’T§@o€97},1>.

Potanto, temos Ty = (T @& e @ Ti+) e a sua representacio grafica é dada pela
Figura 11.

Observe que, de acordo com a Definigao 2.40, as &rvores T? = o, T} (representada
pela Figura 9) e 7% (representada pela Figura 10) sao grafos V-regulares com V = (4,3, 2).
De fato, a raiz de 7T;+ possui 4 antecessores 1-distantes e os demais vértices ndo possuem
antecessores. Além disso, T;? = (3 X T} & e), possui raiz com 4 antecessores 1-distantes,

que denotaremos by, ..., by, e 12 = 4-3 antecessores 2-distantes. Sem perda de generalidade,
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Figura 11 — Arvore elementar 7y com V = (4,3,2).

temos by, by e by com 4 antecessores 1-distantes e os demais vértices de 7;? ndo possuem

antecessores.

No préximo capitulo, veremos um resultado que mostra que todas as arvores da

forma T} sdo V-regulares.
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3 Dinamica de grafos funcionais sobre corpos

finitos

Neste capitulo, consolidamos os resultados centrais deste trabalho, oferecendo uma
classificagdo completa da estrutura de grafos funcionais associados a classe dos polinémios
m-nice. Dividido em duas se¢des, iniciamos com a formalizagdo de algumas terminologias
e resultados preparatorios, essenciais para as demonstragoes subsequentes, e avangamos
para teoremas que descrevem as estruturas das componentes conexas dos grafos de fungoes

m-nice.

A principal referéncia utilizada ao longo deste capitulo foi o artigo (OLIVEIRA;
BROCHERO MARTINEZ , 2024).

3.1 Resultados auxiliares e terminologia

Nesta secao, apresentaremos algumas definicoes complementares e estabeleceremos
a notacdo e terminologia a serem utilizadas durante o restante deste trabalho. Além
disso, apresentaremos resultados auxiliares que serao amplamente utilizados ao longo das

demonstragoes dos resultados principais na proxima se¢ao.

3.1.1 Terminologia

Ao longo deste trabalho, diremos que dois grafos sao iguais se eles forem grafos

isomorfos.

Notagao 3.1. Usaremos Cyc(k,T) para denotar um grafo direcionado composto por um
ciclo de comprimento k, em que cada vértice do ciclo é a raiz de uma arvore isomorfa a 7T .

O ciclo Cyc(k, ®) também é denotado por Cyc(k).

Exemplo 3.2. O grafo Cyc(8,7), com T = (2 x e) é um grafo direcionado composto por
um ciclo de comprimento 8, em que cada vértice do ciclo é a raiz de uma arvore isomorfa

a (2 x ) e estd graficamente representado pela Figura 12.

Definicao 3.3. Seja f : F, — F, uma funcdo m-nice. Ao longo deste capitulo, denotaremos

por
i. w o maior divisor de (¢ — 1)/m que é relativamente primo com n,
ii. v o inteiro positivo tal que v = (¢ — 1)/mw,

iii. w’ o maior divisor de ¢ — 1 que é relativamente primo com n.
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Figura 12 — Cyc(8,T): Grafo composto por um ciclo direcionado com 8 vértices e drvores
isomorfas a 7 = (2 x @) em cada vértice do ciclo.

Observagao 3.4. As componentes conexas de um grafo funcional associado a iteracao de
uma funcao sobre um conjunto finito consistem em ciclos em que cada vértice de um ciclo

é a raiz de uma Aarvore com raiz.

De fato, seja G’ uma componente conexa com k elementos de um grafo funcional.
Como cada vértice de G’ é vértice inicial de uma aresta direcionada, essa componente
possui k arestas. Portanto, pelo Corolario 2.52, essa componente possui um ciclo. Suponha
que esse ciclo possua | < k vértices. Sejam aq, ao, ...., a; os vértices do ciclo, de forma que
a; e a;y1 sao adjacentes para 1 < i <[ —1 e a; e q; sao adjacentes. Seja f a fungao do
grafo funcional e sem perda de generalidade, podemos supor f(q;) = a;. Para cada par de
indices temos f(a;) = a;+1 ou f(a;r1) = f(a;). Como a;_1 e a; estao ligados e f(a;) = aq,
entdao f(a;—1) = a;. Por indugdo, obtemos f(a1) = aq, f(az) = as, ..., fla_1) = a; e
f(a;) = ay. Assim, para cada vértice a de um ciclo, f(a) pertence ao ciclo e uma das
imagens inversas de a pertence ao ciclo. Os outros vértices que sao pré-imagens de a
sdo vértices fora do ciclo. Por sua vez, cada um dos vértices da pré-imagem (fora do
ciclo) possuem ou nao pré-imagens e, claramente, como se trata de um grafo funcional,
as pré-imagens desses vértices sao novos vértices. Dessa forma, continuamos a encontrar
novos vértices nas pré-imagens dos vértices ja encontrados. Como o nimero de vértices do
grafo é finito, em algum momento os vértices nao possuem novas pré-imagens. Assim, o

vértice a, do ciclo, é raiz de uma arvore tendo a como raiz.

Notagao 3.5. Ao longo deste trabalho, escreveremos um grafo funcional G(f/F,) como

sendo a soma direta
0 1
G(f/Fy) = G, ® Gy,

em que g}%q denota a componente conexa de G(f/F,) contendo 0 € F,, e g}%q denota as



Capitulo 3. Dindamica de grafos funcionais sobre corpos finitos 40

demais componentes conexas de G(f/F,).

Exemplo 3.6. Seja f(x) =2z + 1 € F7[z]| a funcado definida no Exemplo 2.17. Temos que
g}%, representado graficamente pela Figura 13a, é formado por um ciclo direcionado de
comprimento 3 com vértices em 0, 1 e 3. Além disso, QJ(}/%FW representado graficamente

pela Figura 130, é formado por um laco no vértice 6 e por um ciclo de comprimento 3 com

/eﬁ

(a) Grafo Q](c%7 (b) Grafo 9;1/?177

vértices em 2, 5 e 4.

Figura 13 — Grafos g}% e g}l/)IF7, cuja soma direta resulta no grafo G (f,F;), com f(x) =
2x 4 1.

3.1.2 Resultados auxiliares

Nesta subsecao, apresentamos resultados auxiliares que caracterizam a relacao
entre grafos V-regulares, arvores elementares e polindmios m-nice, classes de objetos
fundamentais para a modelagem da dinamica de grafos funcionais. Estes resultados nos
fornecerao as ferramentas necessarias para as demonstracoes dos resultados principais

deste trabalho, a serem apresentados na proxima se¢ao.

Lema 3.7. Seja V = (vy,v9,...,vp) uma sequéncia nao crescente de inteiros positivos. Se

T é uma drvore com raiz V -reqular e de profundidade k < D, entdo T € isomorfa a T

Demonstracdo. Seja v; = 1 para ¢ > D + 1. Provaremos o resultado por inducao sobre k.

No caso k = 1, mostraremos que 7 ¢ isomorfo a 7;}. Sabemos que 7 é uma &rvore
V-regular de profundidade 1, logo, 7 possui um vértice b como raiz e vértices antecessores
1-distantes de b. Assim, como T é V-regular, b possui v; antecessores 1-distantes, ou seja,

T = (v; x @). Por fim, temos

T = (v x o) = (v x 7)) = Ty

Agora, vamos supor que o resultado vale para um inteiro positivo k. Mostraremos

que vale para k + 1.
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Seja T uma 4rvore V-regular com raiz de profundidade k+ 1 e considere T a arvore
com raiz obtida ao remover os vértices de profundidade k + 1 de 7. Entao, pela hipotese

de indugdo, T é isomorfo a Ti¥.

Suponhamos que T possui j vértices de profundidade 1 que possuem ao menos
um filho de profundidade k£ 4 1. Cada um desses vértices possui, na verdade, vyvs - - - vy
filhos de profundidade k + 1, pois T é V-regular. Dessa forma, existem vvs - - - vy filhos
de profundidade k + 1. Como T possui exatamente vjvy - - - vg41 filhos de profundidade
k+ 1, entdao j = vgy1.

Sejam 21, ..., 2y,,, os vértices de T de profundidade 1 que possuem ao menos um

/

vey, 08 Vértices correspondentes em 7. Para cada

filho de profundidade k e sejam zj, ...,z

i€ {l,...,v541}, denotemos

Como T é V-regular, temos que T,, é V-regular de profundidade k e, pela hipotese de
indugao, é isomorfo a T{¥ para i € {1,...,v;}. Portanto, podemos reconstruir 7 a partir

de T ao trocarmos cada T por Ti¥.

Por fim, segue da Definicao 2.56 que a arvore obtida é isomorfa a arvore 7}5“, isto

6, T = T o que conclui a demonstraco.

O

Lema 3.8. Seja V = (vy,va,...,vp) uma sequéncia ndo crescente de inteiros positivos
com vp > 1 e seja G um grafo V-reqular que contém um unico ciclo. Entdo, existe um
inteiro positivo k tal que

G = Cyc(k, Tv).

Demonstracao. Para cada vértice em b no ciclo contido em G, existe uma arvore direcionada
G, com sua raiz no vértice b. Para demonstrarmos este lema, basta provar que G, = Ty

para cada vértice periddico b.

Seja ¢; o antecessor de b que também estd no ciclo contido em G e denotemos por
Co,...,Cy 0s antecessores de b que nao estao no ciclo contido em G. Podemos escrever G,

utilizando os subgrafos dos antecessores de b que nao estao no ciclo, obtendo
V1
Gy = <@ R, (gb)> :
=2

Além disso, como cada R., (Gy) é uma arvore V-regular, o Lema 3.7 nos garante
que existe um inteiro k; tal que R, (Gy) = Ti+. Seja wy, a quantidade de inteiros i com
2 < i < tais que R, (Gy) = T¥. Entao temos

G, = <é Wy, X Tv’“> (3.1)

k=0
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Definamos v; = 1 para ¢ > D e vg = 1. Como G é V-regular, o ntimero de
antecessores [-distantes de b em G, é dado pela diferenca do ntimero de antecessores

[-distantes de b em G e o niimero de antecessores (I — 1)-distantes de b em G, isto é,

vty — vy = vy (v — 1) (3.2)

Entao, das Equagoes (3.1) e (3.2), segue que
v (W Fwg + o) =01y (v — 1)

para cada [ > 0. Desse sistema de equagoes, obtemos wy = vi11 — V1o para cada k > 0.

Por fim, substituindo na Equacao (3.1), temos que

Gy = <é (Uk — Viy1) X 73“>

k=1

D
= <@ Vi — ’Uk+1 X 7;;?1>

D—1
- <<vD ST 6 @D (0 — vent) X T>

k=1

= Tv,

o que completa a demonstracao. O

Proposigdo 3.9. Seja a € F},. Se f(x) é m-nice, entdo R, (G (f/F,)) ¢ mdc,(v)-regular.

Demonstragio. Sejam bum vértice de R, (G (f/F,)) e k um inteiro positivo. Como G (f/F,)
é grafo funcional, temos que o nimero de antecessores k-distantes de b é igual ao niimero
de solugoes da equagao

f9 () =b (3.3)
sobre IF,. Pelo Lema 1.40, a solucao x € IF, da Equagao 3.3 satisfaz a relagao

q—1

rm = w](c (bq;m1>

Denotemos £ := wj(fk) (b(q_l)/ m) € [y, € consideremos v um elemento primitivo de

F, e t um inteiro positivo tal que ¢ = @ V¥™ Entao a igualdade z(@~1/m = qla=Dt/m

implica
r =t (3.4)
para algum [ € {1,...(¢ — 1)/m}. Agora, da Proposicao 1.39 e das Equagoes 3.3 e 3.4,
obtemos
altrmhnt e — p, (3.5)
em que
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ele{l,...,(¢—1)/m}. Mostraremos agora que, dadas as hipéteses desta proposicao, a
quantidade de [ € {1,...,(q — 1)/m} satisfazendo a Equagdo 3.5 é 0 ou (¢ — 1)/m.

De fato, seja u um inteiro tal que b/c = a*. Precisamos encontrar os valores de

le{l,...,(g—1)/m} tais que )" = ¥ isto é, tais que
(t+ml)n*=u (mod q—1). (3.6)
Se a Equacao 3.6 nao possui solucao, entdao [ = 0. Suponha que essa equag¢ao possua

solucao. Podemos reescrever a Equagao 3.6, obtendo

mnFl = u —tn*  (mod ¢ — 1).

Entao mdc (mnk, q— 1) deve dividir u — tn*. Nesse caso, a equacdo se torna

n* u — tn” qg—1
= mod ,
mdc (nk, s) mdc (mn*, ¢ — 1) m - mdc (n*, s)

em que s = (¢ —1)/m.

Como n*/mdc(nk, s) é relativamente primo com (g — 1)/ (m -mdec (nk, s)), existe
exatamente uma solucao [ para essa equacao no intervalo [1, (g—1)/ (m - mdc (nk, s))]

Logo, a Equacao 3.6 tem mdc (nk, s) solugbes com [ € {1,...,(¢ —1)/m}.

Portanto, como [ = 0 ou [ = mdc (nk’ , s), temos que o nimero de antecessores
k-distantes de b é 0 ou mdc(n*, s), que, pelo Lema 1.46, é o produto dos k primeiros termos
de mdc, (v), em que v = (¢—1)/mw = s e w = 1. Dessa forma, como b € V (R, (G (f/F,)))

e k sao arbitrarios, concluimos que R, (G (f/F,)) é mdc,(v)-regular. O

Corolario 3.10. Seja f(x) um polinémio m-nice sobre F,. Se G é uma componente coneza
de G (f/F,) que contém um tinico ciclo e ndo contém o vértice 0 € F,, entdao existe um

inteiro positivo k tal que G = Cyc(k, Tamde, (v))-

Demonstragio. Pela Proposigao 3.9, G = R, (G (f/F,)) é mdc, (v)-regular para qualquer
a € ;. Como G é uma componente conexa que contém um tinico ciclo e é mdc, (v)-regular,

segue do Lema 3.8 que existe um inteiro positivo & tal que G = Cyc(k, Tmde,))- ]

Corolério 3.11. Seja f(x) um polindmio m-nice sobre F,. Para qualquer a € F;, a
drvore R, (G (f/F,)) é mdc, (v)-reqular e, portanto, é isomorfa a 7;’1“(10”(”), em que k € a

profundidade da drvore para algum k.

Demonstragio. Pela Proposicao 3.9, R, (G (f/F,)) ¢ mdc, (v)-regular. Como R, (G (f/F,))
é uma arvore com raiz mdc, (v)-regular de profundidade k, segue do Lema 3.7 que ela é

isomorfa a T, ( O

n V)'
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3.2 Resultados principais

Esta secao apresenta os dois resultados principais deste trabalho, que apresentam
uma classificacao completa da estrutura de grafos funcionais associados a polinémios
m-nice sobre corpos finitos. O Teorema 3.12 caracteriza a componente conexa contendo o
vértice 0, formada por um lago em 0 anexado a raiz de uma arvore. Por sua vez, o Teorema
3.14 descreve a estrutura de todas as demais componentes conexas desse grafo funcional e
garante que, em cada componente conexa, todas as arvores conectadas aos pontos ciclicos

de Q](cl/?Fq sao isomorfas.

Complementando os resultados apresentados, incluimos exemplos detalhados com

diagramas que ilustram a decomposicio grafica do polindmio g(x) = z'°h(z3%) em Fyg;[z].

Teorema 3.12. Seja f(z) = x"h(x9"D/™) um polinémio m-nice sobre F, e seja d; =

mdc(v,n?). Para cadai=1,...,m+ 1, denotemos por

ri = [{€ € pm : 0() = 0, ¢V (€) £ 0}

Entao,

Gy, = Cye(1,T),

T <”é§ ((q —Drivi (g 1)r¢+2> y T:-den(y)> |

i=0 md,; md; 1

em que

Demonstracao. Primeiramente, vejamos que

lel{feﬂm:wf<€>zo, f%o}h

isto é, r representa a quantidade de raizes m-ésimas da unidade nao nulas que anulam o

polindmio associado de f.

Denotemos o conjunto dos filhos do vértice 0 em G (f/F,) por {0, wy, ..., wrl(q_l)/m},

que consiste nas solugoes da equagao

sobre F,, isto é, nas solucoes de f(x) = 0 sobre F,.

Para cada j = 1,...,71(q¢ — 1)/m, seja T; = Ry, (G (f/F,)). Como f(0) =0, o
vértice 0 ¢ o nico vértice da parte ciclica dessa componente, entao cada 7; ¢ uma arvore.

Portanto,
gj(c%gq = CYC(L T)>

em que

ri(g=1/m)
T:< P Tj> (3.7)
j=1
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Lembremos também que v = (¢ —1)/mw, em que w é o maior divisor de (¢ —1)/m

que € relativamente primo com n. Pelo Corolario 3.11, cada T} ¢ isomorfo a 7’;5;10"( em

v)’

que %; ¢ a profundidade de Tj. Portanto, basta determinar a cardinalidade de cada conjunto

A= {j e{l,...,r1(¢—1/m)} : T; é isomorfo a 7:1(1(:”(1/)}.

Para determinar essa cardinalidade, precisaremos definir o conjunto a seguir

B, ={je{l,...,ri(¢—1/m)} : T; tem um vértice de profundidade i} .

Veja que |A;| = | B;| —|Biy1]. De fato, como T

m

den(v) € Uma arvore com profundidade
1, temos que T; € A; se, e somente se, T; tem profundidade i. Isso significa que T; possui
ao menos um vértice de profundidade i e, portanto, T; € B;. Entretanto, T; nao possui
vértices de profundidade i + 1, logo, T; ¢ B;.;. Entao A; C B; — B;.1. Reciprocamente,
se j € B;\Bi11, entao T; tem pelo menos um vértice de profundidade ¢, mas nao possui
vértices de profundidade i + 1, logo é uma arvore de profundidade . Isso implica j € A;.

Concluimos que A; = B;\B;11 e, como B;;1 C B;, entao

[Ail = |Bi| = [Bisal. (3.8)

Para calcular a cardinalidade de B;, denotemos por 21, ..., 2,, 0s elementos em
m que sdo solucoes da equagao h(x) = 0. Pelo Lema 1.40, qualquer vértice z de 7 com

profundidade ¢ é uma solugao da equacao
a=1 —i 1
xm = w; ) (wj’” ) .

Por outro lado, como f é m-nice, qualquer solugao da equagao acima deve ser um
vértice com profundidade ¢ de 7} para algum j € {1,...,r1(¢ — 1/m)}. Portanto, estamos

interessados no nimero de solugdes de equacoes

q—1

w5 =i (=), (3.9)

emquel=1,...,7r.

Tomando z(@=Y/™ = ¢ € u,,, a Equacdo (3.9) se torna

e=yi (2),

que, para algum [, é satisfeita para r;,; valores distintos £ € u,,. Logo, o nimero de
solugoes = € F, da Equagao (3.9) é igual a 1 x (¢ — 1/m). Como T} é mdc, (v)-regular, o

nimero de antecessores i-distantes de w; em Tj é igual a 0 ou a d; = mdc(v,n'). Portanto,

Tip1(qg — 1)
B)|l=—"———".
| Bil md;
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Ademais, segue das Equacoes (3.7) e (3.8) que

T = <é(|Bz| | Biy1]) x Tinden (v )>'

=1

Como existem, no maximo, m elementos em f,,, a soma terd parcelas nao nulas no

maximo até ¢ = m — 1. Logo, podemos assumir sem perda de generalidade que 1 < m — 1.

Portanto,
n ((a= U o=l 7, )
q Ti+1 q Tit2
T= - X nzl cn (v )
(@ (" = ) < T
o que conclui a demonstracao. O

Exemplo 3.13. Seja g(z) = z¥h(2%) € Fig[z] definido como no Exemplo 1.38, e
considere a notagao usada no teorema anterior. Nosso objetivo é aplicar o Teorema 3.12

ao polinémio g.

Comon =15 m="5e (¢q—1)/m = 36, temos w = 2, pois 2 é o maior divisor de
(181 —1)/5 que é relativamente primo com 15, v = (181 —1)/(5-4) = 9 e mdc,(v) = (3, 3).

Pelo Exemplo 1.28, temos us = {1,42,59,125,135}. Além disso, pelo Exemplo 1.38
obtemos

ry =1y =1, r; =0, para i > 3.

Além disso,
dy =mdc(9,15°) =1,  dy =mdc(9,15) =3,  d; = mde(9,15°) =9

para ¢ > 2. Logo, aplicando Teorema 3.12 em g, temos que

18]_ Tz—l—l (181 - 1)7“Z'+2 i
r= < < a 5d; 1 < mdes (9

B 180r1 1807*2) (180r2 180r3> . (180r3 180r4>
<< sie ~ 5d ) X Ten (e " ) X T ® Gy, T s, ) X 6
1807, 180r5> \ <1807‘5 18Or6> ) >
@< 5d3 5dy *Tiss @ 5dy 5ds " @)
180 180 180
:< )Xﬁg,3)@<1£;)_0> T33 @OXT§3 @OXT @0XT33)>
= <36—12 8 ©12% Thy)
= (4% T35 ®12x Ti))-
Portanto,
Gk = Cye(L,T),
em que

T=(24x T35 ®12x Thy).

O grafo G o/F1s €StA graficamente representado pela Figura 14.
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go_;*.} .-\° .‘°/'.. éog
Ny aN\Wre A2
v AN
@— &/ \ U 2@

Figura 14 — Gg%mz Componente conexa do 0 da fungao g sobre Fig;.

Teorema 3.14. Suponhamos que f(x) = x"h(x'9"D/™) seja m-nice sobre F, e sejam
Si,..., 8¢ conjuntos tais que ji, \ ;> (0) = Sy U---US; e G(Yy/S;) = Cyc(k;). Para

cada i € {1,...,t}, sejam & € S; e 4;,r; inteiros tais que

a1 kj—j—1

ki_l . n
E=am e ali= H h (w]("])(gl)>
j=0

Entao,

p(g)Ti(d)
G;l/)]Fq - @ (Z d U X Cyc (kzua 7:ndcn(u)) 5
=1,
u\ordw,(nkiil)(nki)

em que
mdc (%,ndki — 1) ,  se mdc (q — 1, (ndki — 1)m)
7i(d) := divide % + ri(ndki —1);

0, caso contrario.

Demonstracao. Recordemos que cada componente de g}l/)Fq é da forma Cyc (k,T), com k
inteiro positivo, cada vértice do k-ciclo ¢ um elemento nao nulo de F, e é raiz de uma arvore.
Pelo Corolario 3.10, tais arvores sdo isomorfas a Tide, (). Portanto, basta determinarmos

a quantidade de ciclos existentes com comprimento ¢ em Q}%q.

Sabemos, através do Lema 1.40, que o comprimento de um ciclo esté diretamente

relacionado a dinamica de 1y sobre p,,. De fato, se f ) (a) = a para algum inteiro positivo
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¢, entao, pelo Lema 1.40,

o que implica

pois f € m-nice e, portanto, ¢y ¢ injetora em a.

Logo, se al?~D/™ ¢ S, entdo k; divide £. Além disso, qualquer vértice b no mesmo
ciclo de a satisfaz b@~D/™ ¢ S;. Em particular, isso significa que ciclos cujas dindmicas
estao relacionadas a conjuntos S; e S; distintos nao estao conectados. Portanto, podemos

determinar separadamente cada um desses ciclos.

Sejam d e u inteiros positivos, i € {1,...,t} fixado, e definamos
Ai(u) = {a elF,: o' = & e fUR)(a) = a}7
Bi(d) = {a eF,: a" = & e d é o menor inteiro positivo tal que f*)(a) = a} :
Precisamos calcular |B;(u)| para determinar quantos ciclos, com vértices a tais que
ala=b/m — ¢ existem com comprimento uk;. Dado um elemento a € A;(u), temos
que, como d é o menor inteiro positivo que tal que f(%)(a) = a, o comprimento do ciclo

contendo a é exatamente dk;. Além disso, como f(“*)(a) = a, temos que dk; divide uk;,

entao d divide u.

Logo, como todo a € A;(u) estd em um ciclo de comprimento dk; tal que d divide
u, temos que A; é formado pela unido disjunta dos conjuntos B;(d), em que d percorre o0s

divisores de u, isto €,

dlu
em que B;(d) N B;(d') =0 se d # d'. Portanto, temos

|As(w)] = Y_|Bi(d)].

dlu

Aplicando a férmula de inversao de Mobius (Teorema 1.43) nessa igualdade, obtemos
u
Bitw)| = S () 14:(@). (310)
dlu

Calculemos agora o valor de |A;(d)|. Seja a € A;(d). Como al=V/™ = & e fl@)(q) = a,

segue que a = 1" para alguns valores de s € {1,...,(¢ — 1)/m}, entdo, da Proposigao

(asm—i-ri) n

Como ¢](ck")(£i) =¢ e w;kitﬂ )(&-) = wj(cj ) (&), podemos reescrever o produtério da Equagao
(3.11). Entao

1.35, temos que
dk; dki—1 0 ndki—i—1 _
IT 7 (¢©) = ¥ (3.11)

=0

dk;—1 dk;—j—1 d—1k;—1 ndi—kit—ji—1

I:IO h(v§(€)" =TI IT » (v (&) . (3.12)
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Além disso, dk; — kit —j —1 = (d—t—1)k;+k; —j — 1, logo, nki—kit=i=1 = pki=j=1p(d—t=1k;
Substituindo na Equagao (3.12) obtemos

1 #(ef©)"

(d—t—1)k;

ﬂ[[ (w9 (™™ . (3.13)

dk;—j—1

Sabemos que o = H?’gol h (@Dgf) ({’Z))n o . Substituindo esse valor na Equacao (3.13) e

fazendo algumas manipulagoes algébricas, temos

@)™ =T
= =

o (d=1k;  p.(d—2)k; ki g
O/,n aéln . O/ln Oéel

oli(nbidetn (=D k;)

Substituindo, na Equagao (3.11), o valor encontrado, obtemos

sm—+r;

\ntkio, k; (d=1)}.
(asm—&—n) a/l(l—i—n ) ki) .

Considerando os expoentes dessa equacao, temos
(sm~+ri)n®™ + 0,1 +nb +- 4+ 0@ V) =sm+r;, (modq—1).

Reescrevendo a progressiao geométrica (1 + n* + .- +nl@=YE;) obtemos
dk;

(sm + ;) n™ + 0" =sm+r; (modqg—1).

nki—l

Colocando sm + r; em evidéncia no lado esquerdo da congruéncia, temos
dk;

. n 1
(sm+r;) (ndk‘ - 1) +€Z~? =0 (modgqg—1).

Por fim, colocando “ k =1 em evidéncia, obtemos

(M) ((sm +7;) (nk ) +¢; ) =0 (modgq—1). (3.14)

ki1
Veremos agora que o nimero de solugoes s € {1,...,(¢ —1)/m} da Equacao (3.14)
¢é dada por
mdc (%l,ndki — 1) . se mdc ((ndki —1)m,q — 1)
7i(d) = divide ¢; Zi’z:) + ri(ndki —1);

0, caso contrario.

a= Zki_lm(nk’—l) = m(ndk’—l),
= T 1) ) = e ),
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Veja que a Equacdo (3.14) é uma equacio da forma az = b (mod 70), que possui solucao
se

mdec (@, m) | b.
Se a equagao nao possui solugao, entdo 7;(d) = 0. Suponha que essa equagao possua solugao,
entdo existem ¢ solugoes médulo ¢-m/ mdce (@, m) no intervalo [1, ¢ - m/ mdc (a,m)]. Logo,
a solucao mdec (a,m) | b é
nki —1

mdc (m (ndki — 1) ,q — 1) ‘ l; +7; (ndki — 1) )

O numero de solugoes médulo é(g — 1)/ mde (m (ndki — 1) q — 1) é ¢. Como

" q—1 qg—1
¢- =
mdc (m (n%: — 1) ,q — 1) m

temos ¢ = mdc (ndki —1,(qg— 1)/m) Entao 7;(d) = mde (ndki —-1,(¢— 1)/m) se
mdc (m (ndk" - 1) q— 1) | 4; (ndki - 1) / (nk’ - 1) + 7 (ndki - 1) :
Isso prova a afirmagao.

Por outro lado, cada solu¢ao s € {1,...,(¢ —1)/m} da Equagao (3.14) cria um

elemento em A; (d) e, portanto,

|Ai(d)| = 7i(d). (3.15)
Logo, das Equagoes (3.10) e (3.15) segue que

Bit)| = S () i)

Resta provar que, se u é um inteiro para o qual existe um ciclo em Q}%q de
comprimento uk;, entao
u | ord, (,mi_1) (n]“) :
Primeiramente, vejamos que se a = o*™" ¢ um elemento em um ciclo de comprimento

uk;, entdo a Equagao (3.14) implica que u é o menor inteiro tal que

ki1

ntki — 1 k. _
() ((sm—l—n) (n b 1) +€i) =0 (modg—1),
o que implica que
u = ordy(,x; 1) (nk> ;

em que t é divisor de ¢ — 1 e é relativamente primo com n. Entao ¢t divide w’, pois w’ é o

maior divisor de ¢ — 1 que ¢ relativamente primo com n. Logo,

ord, (ki _1) (nk> | ord (ki 1) (nk> ;

o que completa a demonstracao. O
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Exemplo 3.15. Seja g(z) € Fig;[z] definido como no Exemplo (1.28) e a notagao usada

no teorema anterior. Iremos aplicar o Teorema 3.14 ao polinomio g(z) = z'°h(23°).

Do Exemplo 1.38, em que calculamos os valores de 9, aplicado nos elementos de
s e concluimos que g é 5-nice sobre Fig1, podemos escolher S; = {125} e Sy = {1, 135}.
Dessa forma, como G (¢,/S1) = Cyc(1) e G (¢,/S52) = Cyc(2), temos ky =1 e ky = 2.

Do Exemplo 3.13, temos w = 2 e v = 9. Além disso, w’ = 4, pois 4 é o maior
divisor de 181 — 1 que é relativamente primo com 15. Logo,

ordy(5-1)(15) = 2, ordy(52-1)(15%) = 4

e, pelo Exemplo 1.45, Tide,(v) = Tmdeis9) = 1(3,3)-

i—J—1

. nk
Dos dados j4 obtidos e das expressoes & = a0~ D/m e ofi = Hf;_ol h (¢§£J) (fz)> ,
temos
61:18, 52:75, T1:3, 7’2:().

Calculando os valores de 7;(d) obtemos
7'1<1) = 2, 7'1(2) = 4, Tz(l) = 0, 7'2(2) =0e 7'2(4) =4,

Portanto, aplicando Teorema 3.14, temos que

2)1i(d
Gél/%ﬁ‘lsl = @ (Z M(d)uw X CYC (kluv 7?3,3)))
15%1)

alord, oy dlu

@ N (Z M x Cyc (kgu,ﬁ;g,g)))

ulord, iy ) ( du
_ g@ (%W x Cyc (1- u,T(3,3>)>
(510 <ot
_ (%‘W « Cyc (1,7(3,3))) ® (%W x Cyc (27’03,3)))
(dZU: ’W x Cye (2 1,7(3,3))) ® (d%j W x Cyc (2 27”53,3)))

@ (Z “(i)f(d) x Cye (24, T@g)))

d|4
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(—71(1)2—|— 71(2)) x Cyc (2, 71373))>

(=72(1) + 72(2))
2

= (7’1(1) x Cyc (1771373)» @ (

& (ml1) % Oye (2-1,Tosy)) & (

o ((O . 7'2(1) - 7;12(2) + 7'2<4)) % CyC (8,7{33)))

= (2 x Cyc (1,7@’3))) & (1 x Cyc (2,7@,,3))) S (0 x Cyc (2,7?3,3)))
) (O x Cyc (4, 7f373))) 2] (j x Cyc (8,7f3,3))>
= 2X CYC (1, 7?33)) D CyC (2, 7?373)) D CYC <8, 7{373)) ,

x Cye (4, 7(3,3))>

isto é,
G(l)

g9/F1s81

=2 x Cyc <1, 72373)> @ Cyc (2, 7Z373)) @ Cyc (8, 7E3,3)) )

O grafo G;l/aFm estd graficamente representado pela Figura 15.

- Wz
?.?ro\ o

Figura 15 — g;}%Flgl: Grafo das componentes conexas da fungao g sobre Fig; que nao contém

o vértice 0.
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Teorema 3.16. Seja f(x) = 2"h(x4~Y/™) fun¢do m-nice sobre B, e considere as notagoes

apresentadas no Teorema 3.12 e no Teorema 3.14. Entao o grafo funcional G(f/F,) € dado

por
1(g)7i(d)
g(f/Fq) = CYC (17 T) @ (Z d U X CYC (klua 7;ndcn(u)) 5
i=1,..., t d|u
u|01rdw,(n;CZ 1)(77, i)
em que
S (@D (0= Dr) |
q Tit1 q i+2
T — _ i .
<i6:90 ( md; mdit1 ) 8 mdc"(y)>

Exemplo 3.17. Aplicando o Teorema 3.16 na fungio g(x) = z'5h(2%) € Fig[z] e
utilizando as estruturas de Q;(/]])FISI e de Qé}])FISI obtidas no Exemplo 3.13 e no Exemplo 3.15.

Temos

G (g9/F1s1) = Cyc (1, <24 X 7‘(2,3) @12 x 72),3)>) @2 x Cyc (1, 7E373))
@ Cyc (2, 7?3,3)) ® Cyc (87 7?3,3)) :

O grafo G(g/F1s1) esté graficamente representado pela Figura 16.
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