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Resumo

Este trabalho apresenta uma anélise tedrica e computacional da interacao radiagdo-matéria
em arquiteturas de Eletrodindmica Quéantica de Circuitos (cQED) aplicadas a pontos
quanticos semicondutores. Fundamentado no formalismo da matriz densidade e na teoria de
sistemas quanticos abertos, o estudo emprega a equacao mestra na forma de Lindblad para
descrever processos dissipativos, incluindo relaxacao de energia (77) e decoeréncia (75). O
desenvolvimento tedrico inicia-se com a quantizacao do campo eletromagnético e o modelo
de Jaynes-Cummings sob a Aproximacao de Onda Girante (RWA), estendendo-se ao regime
dispersivo pela transformacao de Schrieffer-Wolff, da qual resultam Hamiltonianos efetivos
e parametros de deslocamento dispersivo. Implementam-se, entao, simulagoes numéricas
para caracterizar a dinamica coerente sob pulsos de micro-ondas, comparando os resultados
com referéncias experimentais da literatura. A andlise prioriza a reproducao de oscilagoes
de Rabi e a interferometria de Ramsey. Por fim, investigam-se os limites de validade da
RWA em regimes de acoplamento intenso e demonstra-se a preparagao controlada de
estados escuros (subespagos livres de decoeréncia) no modelo de Tavis-Cummings com

dois qubits.

Palavras-chave: matriz densidade. sistemas quanticos abertos. Equagao Mestra de Lind-

blad. Modelo de Jaynes-Cummings.






Abstract

This work presents a theoretical and computational study of light-matter interaction in
circuit quantum electrodynamics (cQED) architectures based on semiconductor quantum
dots. Using the density matrix formalism and the theory of open quantum systems,
we employ the Lindblad master equation to model dissipative mechanisms, including
energy relaxation (77) and decoherence (T3). The theoretical framework starts from the
quantization of the electromagnetic field and the Jaynes-Cummings model within the
rotating-wave approximation (RWA), and is extended to the dispersive regime via the
Schrieffer-Wolff transformation, yielding effective Hamiltonians and dispersive shifts. We
then perform numerical simulations to characterize coherent dynamics under microwave
control and to compare the obtained results with experimental benchmarks reported in
the literature, with emphasis on reproducing Rabi oscillations and Ramsey interferometry.
Finally, we examine the limits of validity of the RWA at stronger coupling and demonstrate
the controlled preparation of dark states (decoherence-free subspaces) in the two-qubit

Tavis-Cummings model.

Keywords: density matrix; open quantum systems; Lindblad master equation; Jaynes-

Cummings model.






Lista de simbolos

wo1, Wy Frequéncia de transi¢do do qubit (sistema de dois niveis)

Wy Frequéncia de ressonancia do modo fundamental da cavidade/ressoador
Wy Frequéncia do campo de controle externo (drive)

Ay Dessintonia entre o qubit e o drive (w, — wy )

Agr Dessintonia entre o qubit e o ressoador (w, — wy)

g Constante de acoplamento vacuo-matéria

Q Frequéncia de Rabi (amplitude do campo de controle)

X Deslocamento dispersivo dependente do estado (dispersive shift)
K Taxa de decaimento de fétons da cavidade

ry Taxa de relaxagao longitudinal do qubit (1/7})

Iy Taxa de desfasamento puro do qubit

Y2 Taxa de decoeréncia transversal total (1/73)

T Tempo de relaxacao longitudinal (vida média do estado excitado)
15 Tempo de coeréncia transversal (Homogéneo)

T Tempo de coeréncia transversal (Inhomogéneo/Ramsey)

a,af Operadores de aniquilacao e criacao de fétons

0,,04 Operadores de Pauli e de levantamento/abaixamento para o qubit
p Operador densidade (Matriz Densidade)

L Superoperador Liouvilliano

h Constante de Planck reduzida

l9), |e) Estados fundamental e excitado do qubit

|n) Estado de nimero de fétons (Estado de Fock)

|D), |B) Estados coletivos Escuro (Dark) e Claro (Bright)
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1 Introducao

O desenvolvimento de tecnologias para o processamento de informacgao quantica tem
avangado rapidamente, impulsionado pela perspectiva de computadores quanticos capazes
de superar os limites da computacao classica em problemas de alta complexidade. Dentre
as diversas implementagoes fisicas propostas para a realizacao de qubits, os dispositivos
baseados em semicondutores, especificamente pontos quanticos definidos eletrostaticamente
em gases de elétrons bidimensionais (2DEG), destacam-se pela potencial escalabilidade e
compatibilidade com as técnicas de fabricacao da indistria de microeletronica. No entanto,
o controle coerente de alta fidelidade, a leitura eficiente e o acoplamento de longa distancia

permanecem como fronteiras tecnolégicas criticas.

Para enderecar tais desafios, a arquitetura de Eletrodindmica Quantica de Circuitos
(cQED), originalmente concebida para circuitos supercondutores, emergiu como uma
solugao robusta para sistemas semicondutores hibridos. Ao acoplar pontos quanticos a
ressonadores de micro-ondas, torna-se possivel nao apenas realizar a leitura dispersiva nao-
destrutiva (Quantum Non-Demolition - QND), mas também mediar interagoes coerentes

entre qubits espacialmente separados através de fotons virtuais da cavidade.

Este Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) dedica-se ao estudo teérico e a
validagao computacional da interagao luz-matéria nesta arquitetura hibrida. O objetivo é
investigar a dinamica de sistemas de um e dois qubits sob o formalismo de matriz densidade
e da Equacao Mestra de Lindblad, ferramentas indispensaveis para a descricao realista de

sistemas quénticos abertos sujeitos a processos de relaxacao (1) e desfasamento (7).

Para fundamentar as analises, o trabalho baseia-se em experimentos seminais
descritos na literatura recente. O estudo de Scarlino et al. (SCARLINO et al., 2019) fornece
a base para a modelagem do controle coerente via pulsos de micro-ondas. Expandimos
essa analise para incluir uma caracterizacao da coeréncia de fase através de interferometria
de Ramsey, implementando mapeamentos multidimensionais que permitem correlacionar
atrasos temporais e dessintonias de controle, facilitando os diagnosticos de laboratério

para a calibracao de processadores reais.

Adicionalmente, exploramos o desafio da escalabilidade e das interagoes coletivas
fundamentadas nos estudos de Nicoli et al. (NICOLI et al., 2018). Através do Modelo de
Tavis-Cummings, investigamos a formagao de autoestados simétricos (claros) e antissimé-
tricos (escuros). Neste sentido, simulamos um protocolo de trés pulsos para a preparar
o estados escuros, explorando o fendmeno da sub-radidncia como uma estratégia para
proteger a informagcao quantica contra a dissipacao do ressonador através de subespacos

livres de decoeréncia (Decoherence-Free Subspaces).
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?2 Referencial Tedrico

Este capitulo apresenta os conceitos tedricos utilizados ao longo do trabalho.
Iniciamos com o formalismo da matriz densidade, adequado para descrever estados puros
e mistos e, sobretudo, a dinamica de sistemas quanticos abertos sujeitos a relaxacao e
decoeréncia. Em seguida, discutimos a quantizacao do campo eletromagnético e os modelos
efetivos de interagao luz—matéria (como o modelo de Jaynes—Cummings), que servem de

base para as simulacoes e para a interpretacao dos resultados.

2.1 Formalismo da Matriz Densidade

A formulagao padrao da Mecéanica Quéntica baseada em vetores de estado (kets)
|1} apresenta-se adequada para a descrigdo de sistemas isolados em estados puros, onde se
pressupoe conhecimento completo sobre a preparacao do sistema e que ele nao interaja com
o ambiente. Todavia, no contexto da Informagao Quantica e da Eletrodinamica Quantica
de Cavidades (cQED), os sistemas de interesse raramente encontram-se em isolamento
perfeito. A interacao inevitavel com o ambiente acarreta o emaranhamento com graus de
liberdade externos nao monitorados (o banho térmico), convertendo estados puros em
misturas estatisticas. Adicionalmente, cenarios experimentais realistas frequentemente

envolvem incertezas sobre a preparacao inicial do estado quantico.

Para tratar tais situagoes, emprega-se o formalismo da Matriz Densidade (ou
operador densidade) p. Este operador generaliza o conceito de estado quantico ao incorporar,
em uma Unica estrutura matematica, tanto a incerteza quantica intrinseca associada a
superposicao de estados quanto a incerteza estatistica classica decorrente da mistura
de ensembles, (SCULLY; ZUBAIRY, 1997),(COHEN-TANNOUDJI; DUPONT-ROC;
GRYNBERG, 1998). Formalmente, o operador densidade é definido como:

p= zk:pk|wk><wk’; (2.1)

onde p; representa a probabilidade classica de o sistema encontrar-se no estado [1y),

satisfazendo a condicao de normalizagao >, pr = 1.

Para que p represente um estado fisico consistente, ele deve satisfazer trés proprie-
dades matematicas fundamentais. Primeiramente, deve possuir Trago Unitario (Tr(p) = 1),
assegurando a conservacao da probabilidade total. Em segundo lugar, deve ser Hermitiano
(p' = p), garantindo que os observaveis fisicos associados possuam valores esperados reais.
Por fim, deve satisfazer a condi¢ao de Positividade ((¢|p|¢) > 0, V|#)), que assegura que

as probabilidades de ocupacao sejam estritamente nao-negativas.
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A interpretacao fisica deste formalismo torna-se clara ao analisarmos os elementos
da matriz p,, = (n|p|m) projetados em uma base ortonormal fixa {|n)}. Os elementos dia-
gonais, pnn, correspondem as populacoes, indicando a probabilidade de encontrar o sistema
no autoestado |n). Ja os elementos fora da diagonal descritos por p,,, (com n # m) sao
denominados coeréncias. Estes termos quantificam a interferéncia quantica e a superposicao
de fase entre os estados da base. O decaimento temporal destes termos fora da diagonal
constitui a assinatura caracteristica da decoeréncia, processo pelo qual o sistema transita do
regime quantico para uma mistura estatistica classica. Neste formalismo, o valor esperado
de qualquer observavel fisico O é obtido através da operagao do trago, (COURTEILLE,

2023), que pondera os resultados quanticos pelas probabilidades estatisticas do ensemble:

(0) = Tr(pO). (2.2)

2.1.1 Dinamica de Sistemas Abertos

A evolucao temporal de p depende do grau de isolamento do sistema. Para um
sistema perfeitamente fechado governado por um Hamiltoniano H, a dinAmica segue a
Equacao de Liouville-von Neumann:

i
h

Esta equacao é a generalizacao direta da Equacao de Schrodinger.

p=—H.7] (2.3)

No entanto, sistemas como qubits em geral interagem com um ambiente dissipativo.
Sob as aproximagoes de acoplamento fraco e meméria curta (Aproximacao de Born-Markov),

a dinamica nao-unitaria é regida pela Equacao Mestra de Lindblad:
dﬁ Z I A o) A /\.i_ 1 /\.i_ o) ~
o = A+ >\ LupLy, — S Ll p}) - (2.4)
“w
O primeiro termo descreve a evolugdo coerente unitéria, enquanto o segundo (o dissipador)
modela processos irreversiveis como relaxacao de energia e defasagem, mediados pelos

operadores de salto iu-

Para fins computacionais, é ttil transformar a matriz densidade N x N em um vetor
coluna de dimensao N? (vetorizagao), denotado por |p)). Nesse formalismo, a Equagao de

Lindblad se reduz a um sistema linear de equagoes diferenciais ordinarias:

210 = L), (2.5

onde L é o superoperador Liouvilliano. Essa técnica converte o problema de resolver uma
equacao matricial em um problema de autovalores e autovetores, facilitando a simulacao

numeérica e a analise espectral do decaimento.

Um exemplo pratico desse formalismo (aplicado a um sistema de dois niveis) serd

desenvolvido em detalhes na proxima secao.
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2.2 Sistema de Dois Niveis (Qubit)

Nesta secao, estabelecemos a descri¢cao formal do sistema quéantico de dois niveis,
ou qubit. Embora historicamente associado ao spin do elétron ou a transigoes atomicas
naturais, este modelo é aplicavel a qualquer sistema fisico que possua um espectro de
energia discreto e anarmonicidade suficiente, como circuitos supercondutores ou pontos

quanticos.

Um sistema quantico real possui, em geral, um nimero infinito de autoestados de
energia {|k)} com autovalores Ej. O Hamiltoniano livre pode ser escrito na representagao
espectral como: .
Htotal = Z Ey|k) (k|. (2.6)

k=0
A diferenca de energia entre o estado fundamental (k = 0) e o primeiro estado excitado
(k = 1) define a frequéncia fundamental do sistema, hwy, = E; — Fy. Em um oscilador
harmonico simples, os niveis sdo equidistantes (Fy.1 — Ey = hw). No entanto, para que o
sistema funcione como um qubit, é necessario que ele possua uma certa anarmonicidade,

ou seja, que a frequéncia de transigdo para niveis superiores (wyz) seja distinta de wo;.

Quando tal sistema é excitado por campos externos ou acoplado a cavidades com
frequéncias préximas a wp; (mas distantes de wyy), as transi¢oes para estados superiores
|k > 2) sdo energeticamente suprimidas. Neste regime, é valido truncar o espago de Hilbert,

restringindo a dinamica ao subespaco gerado apenas pelos dois primeiros estados.

Renomeando os estados |0) — |g) (fundamental/ground) e |1) — |e) (excitado), o
Hamiltoniano projetado neste subespaco é:

Hgs = Ecle)(e| + Eylg)(gl- (2.7)
Definindo a frequéncia de transigdo do qubit w, = (E. — E,)/h e escolhendo o zero de
energia no ponto médio entre os niveis, o sistema torna-se matematicamente idéntico a
uma particula de spin-1/2. Podemos, portanto, expressar o Hamiltoniano e os observéveis

em termos das matrizes de Pauli (6,,5,,5.):

~ hw, .
Hgs = 70-7;7

onde 6, = |e){e| — |g){g| é o operador inversao de populacdo. Outros operadores funda-

(2.8)

mentais que serao utilizados no restante deste trabalho sao os operadores de levantamento
G4 = |e)(g| e abaixamento 6_ = |g)(e|. As matrizes de Pauli seguem a algebra usual de
spin, com [64,6_] = 6, ¢ 64 = 3(6, £ 1i6,).

Para referéncia, as matrizes de Pauli na mesma base sao dadas por:

0 1 0 —i 1 0
Gy = Gy = , 6. = , (2.9)

10 ¢t 0 0 -1
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onde a ordem das linhas/colunas corresponde aos estados {le), |g)}.

Consideremos agora a interacdo com um campo elétrico classico oscilante E (t) =
Eo cos(wqt), quase-ressonante com a transi¢ao (wg ~ w,). Na aproximacao de dipolo elétrico,
o Hamiltoniano de interagao ¢ Vi(t) = —d-B (). Assumindo que o operador momento de
dipolo d possui apenas elementos fora da diagonal (transi¢oes permitidas por paridade) e

que cfeg = (e|d|g) ¢ real e paralelo a0 campo, temos:

A - —

VI(t) = —deg - E(t)([e){g| + |g)(e]) = M2 cos(wat) (2.10)
onde definimos a Frequéncia de Rabi 2 = —d;g . Ey /h (o sinal negativo é absorvido
para conveniéncia). O Hamiltoniano total no referencial do laboratério é H (t) = %62 +
R cos(wat )G

Para eliminar a dependéncia temporal rapida, passamos para um referencial girante
com a frequéncia do campo wy, aplicando a transformacio unitaria U(t) = e™a'9=/2,

Utilizando a Aproximagao de Onda Girante (RWA), onde descartamos termos oscilantes

em 2wy, obtemos o Hamiltoniano efetivo independente do tempo:

AA Q)
;%Z + =0, (2.11)

HRWA =

onde Ayy = w, — wy ¢ a dessintonia (detuning). Representando na base vetorial ordenada

(le), [g))?, a forma matricial é:

) hi{Aa Q
Hrn = — [ 79 , 2.12
RWA 2 ( 0 —Aqd> ( )

2.2.1 Arquitetura de Pontos Quanticos em Semicondutores Bidimensionais

Os pontos quanticos definidos eletrostaticamente em gases de elétrons bidimensio-
nais (2DEG) representam uma plataforma promissora para o processamento de informagao
quantica, destacando-se pela escalabilidade e compatibilidade com as técnicas de fabricacao

da industria de microeletronica.

A formacao desses dispositivos inicia-se em heteroestruturas semicondutoras, onde
o desalinhamento das bandas de energia restringe os elétrons a uma interface extremamente
fina. Esse confinamento perpendicular cria o 2DEG, permitindo que os portadores de
carga se movam livremente em um tnico plano com alta mobilidade. Para atingir o
confinamento tridimensional pleno (dimensao zero), eletrodos metélicos sao depositados
sobre a superficie do material. A aplicagao de voltagens negativas nesses eletrodos gera
barreiras de potencial repulsivas que depletam as regioes subjacentes do 2DEG, isolando

espacialmente um nimero exato e controlavel de elétrons em uma “ilha” microscépica.

Ao ser confinado estrutural e eletrostaticamente, o sistema passa a apresentar um

espectro de energia discreto e anarmonicidade, assemelhando-se a um atomo artificial. Essa
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anarmonicidade é o requisito fundamental que permite isolar e manipular exclusivamente
os dois primeiros niveis de energia (estado fundamental e primeiro excitado) via pulsos
externos, configurando um qubit funcional. Para enderecar os desafios de controle coerente
e escalabilidade, esses qubits sao integrados em arquiteturas de Eletrodindmica Quantica
de Circuitos (cQED), onde o acoplamento aos ressonadores de micro-ondas possibilita
a leitura dispersiva nao-destrutiva e a mediagdo de interagoes coerentes entre pontos

quanticos espacialmente separados.

2.2.2 Pulsos de Micro-ondas

Os pulsos de micro-ondas com envelope gaussiano sao sinais eletromagnéticos
aplicados ao sistema para induzir rotacoes coerentes do estado do qubit na representacao
da esfera de Bloch, ou seja, podemos controlar o Sistema de Dois Niveis com eles. O
efeito principal que um pulso exerce sobre o atomo artificial é determinado por sua area
matematica, que é proporcional & sua amplitude e largura temporal (§ o< Ao). E essa
area que define exatamente o angulo 6 de rotacao que o estado quantico sofrera durante
a interacao. Para ilustrar essa dinamica, o Capitulo 3 detalha resultados numéricos e

experimentais sobre a evolucao do estado do sistema sob a agao desses pulsos.

Um pulso 7 é especificamente calibrado para ter uma area que resulta em uma
rotacao exata de 180° (ou 7 radianos) na esfera de Bloch. O seu objetivo pratico é inverter
completamente a populacao do qubit. Por exemplo, se o sistema se encontra inicialmente
no estado fundamental, a aplicagdo de um pulso 7 ressonante o excita totalmente para o
estado excitado, uma manobra demonstrada no protocolo de preparacao do estado escuro,
onde o primeiro qubit transita do estado |gg) para |eg). Este tipo de pulso também foi
simulado para avaliar a eficiéncia na transferéncia de excitacio e testar os limites de falha

da Aproximagdo de Onda Girante (RWA) sob regimes de acoplamento ultraforte.

J& o pulso 7/2 é desenhado para promover uma rotagao de apenas 90°. Em vez
de inverter completamente a populacao, ele leva o qubit do seu polo na esfera de Bloch
para o equador, criando uma superposicao quantica perfeitamente balanceada entre os
estados fundamental e excitado. O estudo faz uso ostensivo do pulso 7/2 na técnica de
interferometria de Ramsey, que aplica uma sequéncia de dois desses pulsos separados por
um tempo de atraso varidvel 7. O primeiro pulso cria a superposicao, o sistema evolui
livremente acumulando uma fase relativa, e o segundo pulso mapeia essa fase de volta
em uma probabilidade de excitagao observavel. Isso permite caracterizar rigorosamente a

decoeréncia transversal e a sensibilidade do sistema a dessintonias.

Além desses pulsos fundamentais de um tunico qubit, o controle de dois qubits
regidos pelo modelo de Tavis-Cummings exige a utilizacao de pulsos com areas fracionarias
para a engenharia de estados. Um exemplo notével é a calibracao de um pulso com area

de /4 (equivalente a uma porta ViSW AP) que ativa a interacao de troca dispersiva
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entre dois qubits para gerar um estado de superposi¢do emaranhado. A esse pulso segue-se
uma corregao feita por um pulso local Z de 7/2 no segundo qubit, cuja finalidade é
rotacionar a fase relativa em —m /2 e concluir a preparagao deterministica de um estado
escuro sub-radiante |D). Portanto, o controle preciso da érea e do eixo de aplicagao desses
pulsos constitui o mecanismo fisico primario para executar operagoes logicas e acessar

subespacos livres de decoeréncia na arquitetura cQED.

2.2.3 Dinamica Dissipativa: Equacao Mestra de Lindblad

Em sistemas reais, o qubit nao esta isolado, mas sim acoplado a um ambiente que
induz perda de energia e coeréncia. Nao podemos descrever o estado por um vetor de
onda [1), sendo necessario o formalismo da Matriz Densidade p. A evolugdo temporal para

este sistema quantico aberto, sob a aproximag¢ao de Born-Markov, é regida pela Equacao
Mestra de Lindblad:

dp i T
& — Sl )+ X (Lupl] — S{ELL, Y ). (2.13)
dt ~ h k 2

Consideramos dois processos fenomenolégicos principais. O primeiro ¢é a relaxacao
de energia (77), que corresponde ao decaimento espontaneo do estado excitado |e) para
o fundamental |g) com taxa I'y = 1/T}. O operador de salto associado é Li=Ti6_ =
VT1]g){e|. O segundo processo ¢ o desfasamento puro (7}), caracterizado pela perda de

coeréncia de fase sem troca de energia, causada por flutuagoes nas energias dos niveis. A

taxa ¢ I'y e o operador é conservativo na base de energia, dado por i¢ =/I's/26,.

Substituindo esses operadores na equacgao mestra e expandindo os elementos da
Pee  Peg
Pge  Pgg

matriz densidade p = ( , obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais

acopladas:

. 1)

Pee = _Flpee - 7<pge - peg)a (214)
. 1€

Pgg = +F1pee + ?(pge - ;Oeg)a (215)
) . r 1Q

Pge = (ZAqd - ?1 - F¢> Pge — ?(pee — Pgg) (2.16)
) . ‘ r 19

Peg = Pge = — <2Aqd + ?1 + F¢> Peg + ?(pee - pgg)- (2.17)

A taxa total de decoeréncia transversal é definida como v, = % +Ty = T% Note
que a relaxacdo da populagao (I';) contribui inevitavelmente para a decoeréncia (72),

estabelecendo o limite fundamental T, < 27;.
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Frequentemente, é conveniente tratar a matriz densidade como um vetor (super-
ket) em um espaco vetorial de dimensao N? (Espago de Fock-Liouville). Escolhendo a
vetorizagdo por linhas [p)) = (pees Pegs Pges Pgg)’ s & equagao mestra linear p = Lp pode
ser escrita explicitamente como uma matriz 4 x 4, (MANZANO, 2020). A partir das Egs.
(2.14-2.17), e observando atentamente os sinais complexos, o superoperador Liouvilliano £

toma a forma:

T, iQ/2 —i§2/2 0
o 19/2 —(iDgq + 1/T3) | 0 —_2'9/2 . (2.18)
—iQ)/2 0 (iAgq — 1/T5)  i€2/2
T, —i€2)2 i€2/2 0

Esta representacao é extremamente util para simulagdoes numéricas, pois reduz a
resolugao da dinamica temporal a um problema de algebra linear de equagoes diferenciais

ordindrias vetoriais, £|p)) = L|p)), cuja solugdo formal é |p(t))) = e**[p(0))).

2.2.4 Equacdes de Bloch Opticas

E instrutivo mapear a dindmica da matriz densidade complexa 2 x 2 para um vetor
real em R3, conhecido como Vetor de Bloch @ = (u, v, w). Definimos suas componentes

como os valores esperados das matrizes de Pauli:

U = <&$> = Pge T Peg; (2'19)
v = <a-y> = i(ﬂeg - pge)7 (220)
W = (6) = Peec — Pyg- (2.21)

hAgq ~

Utilizando as equagoes diferenciais derivadas acima (compativeis com Hrwa = —526. +
%&x), obtemos as Equacgoes de Bloch:
u
U= —Agq % (2.22)
b= Aggu — Quw — —, (2.23)
Ty
1
b= o — 2T (2.24)
T

O termo analitico —(w + 1)/} surge da relagdo w = —2I'1p. = —I'1(w + 1), refletindo
o fato de que, na auséncia de campo externo (£2 = 0), o sistema relaxa para o estado

fundamental, assim w = —1, correspondendo a pyy =1 e p.. = 0, (DEUTSCH, 2010).
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2.3 Quantizacao do campo eletromagnético

2.3.1 Equacoes de Maxwell e a Equacdo de Onda

Para realizar a quantizacao do campo eletromagnético, o ponto de partida sao as
equacdes de Maxwell no vécuo, na auséncia de fontes de carga (p = 0) e corrente (J = 0).

As equagdes fundamentais sao expressas como:

V-E=0, (2.25)
V-B=0, (2.26)
. aé
E=_-22 2.2
V X ETR (2.27)
- E
VXxB= /Loéfoaﬁt. (228)

Ao aplicar o operador rotacional na lei de Faraday e utilizar a identidade vetorial V x
(V x E)=V(V - E) — V2E, juntamente com as Egs. (2.25) ¢ (2.28), obtém-se a equagio

de onda para o campo elétrico:

L 10%E
2 _
VE- 555 =0, (2.29)

onde ¢ = 1/,/mo€o representa a velocidade da luz no vacuo.

2.3.2 Modos Normais em uma Cavidade

Considera-se o campo eletromagnético confinado em uma cavidade unidimensional
de comprimento L orientada ao longo do eixo z, com paredes perfeitamente condutoras
em z =0 e z = L. Assumindo que o campo é transversal e polarizado na direcao z, a

solugao da equacao de onda pode ser expandida em uma base de modos normais:

ZA]qJ sin(k;z), (2.30)

onde k; = jn/L (com j = 1,2,...) é o nimero de onda discreto e g;(¢) representa
a amplitude temporal do j-ésimo modo, atuando como uma coordenada generalizada
de posicao, (SCULLY; ZUBAIRY, 1997). O campo magnético correspondente, derivado

através da lei de Faraday, assume a forma:

By(zt) = A, ) o k). (2.31)

L
7 k;

O Hamiltoniano classico total do campo é obtido pela integracao das densidades de energia
elétrica e magnética sobre o volume V' da cavidade, (GRIFFITHS, 1999):

_ <o 12 21 312
H=" V(yEy +|BP?) dr. (2.32)
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Substituindo as expansoes modais na Eq. (2.32) e utilizando a ortogonalidade das fun-
¢oes trigonométricas, o Hamiltoniano reduz-se a uma soma de osciladores harmoénicos

independentes:
1
H = 3 > (p? + V?qu) : (2.33)
J
onde v; = ck; é a frequéncia angular, e p; = ¢; ¢ o momento candnico conjugado a

coordenada de campo g;.

2.3.3 Quantizacao Canonica

A transicao para a descricao mecanico-quantica é realizada promovendo as varidveis
canonicas cldssicas ¢; e p; a operadores hermitianos ¢; e p;, os quais devem satisfazer a
relagao de comutacdo candnica [§;, px| = thd;x. Para simplificar a descrigao, introduzem-se

os operadores de aniquilac@o (a;) e criagao (&}) através das transformagcoes lineares:

(2.34)

Estes operadores obedecem & algebra bosonica [a;,dl] = 6, (GRIFFITHS, 2011) e
(SAKURAIL NAPOLITANO, 2020). Reescrevendo o Hamiltoniano em termos destes

operadores, obtemos:

1
Heampo = Zhvj (a a; + 2) : (2.35)

O termo hv;/2 representa a energia de ponto zero do vacuo. Invertendo as relagdes para

T

expressar ¢; em termos de a; e a;, o operador de campo elétrico na representacao de

Schrédinger, considerando um tinico modo de frequéncia w,., é dado por:

E.(2) = &y(a+ a')sin(kz), (2.36)

onde & =,/ oV é a amplitude do campo elétrico associada a um tnico féton.

2.4 O Modelo de Jaynes-Cummings

O Modelo de Jaynes-Cummings (JC) constitui a base tedrica da Eletrodindmica
Quéntica de Cavidades (CQED) e de Circuitos (cQED). Ele descreve a interagao coerente
entre um sistema de dois niveis (frequentemente chamado de qubit ou 4tomo artificial) e
um tnico modo quantizado do campo eletromagnético (ou um modo de um ressoador),
(BONANTI, 2020). O Hamiltoniano total do sistema é composto pelas contribuigoes do

sistema de dois niveis, do campo e da interacgao:

A

H = f{sis + [A{campo + [:Iint- (237)
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2.4.1 Interacao Dipolar e o Modelo de Rabi

A interacao entre o sistema de dois niveis e o modo do campo é modelada, na
maioria dos casos de interesse (incluindo acoplamento capacitivo em circuitos ou dipolo
elétrico em dtomos), por um operador de interacao linear nos campos. O Hamiltoniano de
interagao assume a forma geral:

Hyo=—d-E, (2.38)

onde d é o operador de momento de dipolo (ou operador de carga) do sistema. Devido a
paridade definida dos autoestados, este operador conecta apenas estados diferentes, sendo
escrito em termos dos operadores de transi¢cao como d= deg(64 +6_), onde d., representa

a forca do elemento de matriz de transicao.

Substituindo a expressao do operador de campo quantizado E (a+a') na posicao

do sistema, obtemos o Hamiltoniano do Modelo de Rabi Quéantico:
Hiw = hg(64 +6-)(a +a"), (2.39)

onde g ¢é a constante de acoplamento vacuo-matéria, que determina a taxa na qual o
sistema troca energia com o campo. Expandindo o produto dos operadores, a interacao
apresenta quatro termos distintos:

A

Hy = hg(6 a+6.a" +6_a+6_ab). (2.40)

2.4.2 Aproximacdo de Onda Girante (RWA)

O Modelo de Jaynes-Cummings é obtido a partir do Modelo de Rabi aplicando-se
a Aproximacao de Onda Girante (Rotating Wave Approximation - RWA). Para justificar
formalmente esta aproximacao, analisamos a evolugao temporal dos operadores na repre-
sentagdo de interagao. Nesta representagao, os operadores evoluem com as frequéncias

livres do sistema: a(t) oc e=“rt e 6, (t) ox et

Ao examinar os termos da Eq. (2.40), observamos dois comportamentos distintos na
dependéncia temporal. Os termos 6,.a e 6_a' possuem dependéncia temporal proporcional
a eFwa=wr)t Préximo A ressonancia (w, &~ w,), estes termos oscilam lentamente e dominam
a dindmica de interagao. Fisicamente, representam processos que conservam a energia (no
limite de ressonancia): excitacao do sistema com absorcao de f6ton ou relaxagao do sistema
com emissao de foton. Por outro lado, os termos 6.4 e 6_a evoluem proporcionalmente a,
eFHwatwr)t Fgtes sdo denominados termos contra-rotantes e oscilam com frequéncias muito

altas (na ordem de 2w,).

No regime de acoplamento fraco, onde g < wy, w;, a integracao temporal dos termos
contra-rotantes tende a zero em escalas de tempo observaveis, devido as suas oscilagoes
rapidas. Portanto, a RWA consiste em negligenciar estes termos que violam a conservagao

de energia em primeira ordem.
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O Hamiltoniano resultante, conhecido como Hamiltoniano de Jaynes-Cummings, é

dado por:

; ot Mg s a5 ot

Hj;c = hw,a'a + — 0 +hg(6ra+6_a"). (2.41)
Este modelo é analiticamente solivel e descreve com precisao fendmenos fundamentais

como as oscilagoes de Rabi no vacuo e o colapso e revivescéncia da inversao atomica.

2.4.3 Espectro de Energia: A Escada de Jaynes-Cummings

Uma das propriedades fundamentais do Hamiltoniano H ;o é que ele conserva o

numero total de excitagoes do sistema, definido pelo operador:

A

N=a'a+6.6_. (2.42)

Como [ﬁJc,N] = 0, o espago de Hilbert total se decompde em uma soma direta de

subespagos invariantes #H, de dimensao 2 (para n > 0), gerados pelos estados “nus’

|qubit, fétons) que possuem o mesmo nimero total de excitagoes N =n + 1:
B, = {le,n),|lg,n+ 1)} (2.43)

O estado fundamental absoluto, |g,0), é nao degenerado, com energia Ey = —hw,/2
(assumindo a escala definida anteriormente). Para os demais subniveis (n > 0), podemos

escrever o Hamiltoniano restrito ao subespaco B,, na forma matricial:

HO — 5 nw, + % gvn—+1 ‘
gvVn+1 (n+ 1w, — %

Subtraindo a energia média do subespago, (n+ %)hwm e usando a dessintonia A, = w, —w;,

(2.44)

a matriz se simplifica para:

A, 29Vt l
(n) h( ¢ g”+). (2.45)

) 2gv/n + 1 AT
A diagonalizacao desta matriz 2 x 2 é direta e fornece as energias dos novos autoestados

“vestidos” (dressed states):

1 h
By = (n+ 3)hw, & 5\/Agr +4¢2(n + 1). (2.46)

Em ressonancia (A, = 0), a degenerescéncia dos niveis nus é levantada pelo acoplamento
do sistema com o campo eletromagnético, criando um splitting de energia 2hgy/n + 1. A
dependéncia nao-linear com /n é a assinatura quantica da Escada de Jaynes-Cummings,
distinguindo-a de osciladores classicos acoplados, onde o splitting seria constante inde-
pendente da amplitude. A Fig. 1 mostra o digrama dos niveis de energia do Modelo de
Jaynes-Cummings com os Estados Nus e os Vestidos. Ja a Fig. 2 exemplifica como o

acoplamento g impede o cruzamento dos niveis.
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Energia Estados Nus Estados Vestidos
(Desacoplados, g = 0) (Acoplados, g # 0)
T |+, 1)
2hw, | e, 1),1g,2) hQ, = 2hgV/2
’_7 1)
[+, 0)
hw, | le,0),]g,1) hly = 2hg

. -.0)
0 9, 0) |9, 0)

Figura 1 — Diagrama de niveis de energia do Modelo Jaynes-Cummings em ressonancia
(wg = wy). A esquerda, os estados nus degenerados. A direita, os estados vestidos
resultantes do acoplamento forte. A separagao energética (Desdobramento
de Rabi) aumenta com a raiz quadrada do niimero de fétons (2hgy/n + 1),
introduzindo uma anarmonicidade na “escada” de niveis que permite o controle
quantico individual das transigoes.

Energia (em unidades de hg)
ja=)

Aqr/g

Figura 2 — Espectro de energia dos estados vestidos em fungao da dessintonia A, para o
primeiro degrau da escada (n = 0). O acoplamento g impede o cruzamento dos
niveis, gerando uma repulsao de niveis caracteristica.

Os autoestados correspondentes sdo misturas emaranhadas de atomo e campo:

|+,n) = cos(0,/2)|e,n) + sin(6,/2)|g,n + 1), (2.47)
|—,n) = —sin(0,,/2)|e,n) + cos(0,,/2)|g,n + 1), (2.48)
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onde o angulo de mistura é definido por tan(6,) = 2gv/n + 1/A,,.

2.4.4 Dinamica Temporal e Oscilacdes de Rabi

A evolugao temporal do sistema em ressonancia (A, = 0) revela o fendmeno das
oscilagoes de Rabi de vacuo. Considerando o sistema inicialmente no estado excitado com
n fétons, [1(0)) = |e,n), a solugao da equagio de Schrodinger (no referencial de interagao)

¢ dada por:

() = Ce(t)le,n) + Cy(t)lg, n + 1), (2.49)
C.(t) = cos(Qt/2), (2.50)
C,(t) = —isin(Q,t/2), (2.51)

com frequéncia de Rabi €2, = 2gv/n + 1.

As probabilidades de ocupacao oscilam no tempo:

1+ cos(2gvn +1t) | . (2.52)

DO | —

P(t) = |Cel(t)]? = cos® (gv/n+ 1t) =

Mesmo no estado de vacuo (n = 0), onde classicamente nao haveria campo para
estimular a emissao, o termo de vacuo (+1) garante que €y = 2g # 0, resultando na
oscilagdo espontanea irreversivel em sistemas abertos, mas reversivel neste modelo unitario

fechado.

2.4.5 Dinamica em Estado Coerente: Colapso e Revival

Quando o campo ¢ inicializado em um estado coerente (um estado de Glauber,
quase-classico), o campo pode ser descrito pelo estado coerente |«). Este estado é definido

como autovetor do operador de aniquilacao,
ala) = ala). (2.53)

Na base dos estados de ntiimero (base de Fock) possui a expansao explicita

) = e~laP/2 fjo \j‘; In). (2.54)

O ntimero de fétons segue uma distribuicio de Poisson P(n) = e~ 1*°|a|>" /n! com média
(n) = |al?, e o estado minimiza o produto das incertezas nas quadraturas (¢ um estado
de minima incerteza), razao pela qual é frequentemente denominado “quase-classico”. A
dindmica torna-se mais rica. A inversao de populacao é dada pela média ponderada das

oscilacoes de Rabi para cada componente de niimero de fotons:
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Z P(n)cos®*(gv/n + 1t) Z P(n)[1 + cos(2g\/n - 1t>], (2.55)

onde P(n) = e~lof Ial ¢ a distribuicao de Poisson do niimero de fétons. A Fig. 3 mostra

a evolucao temporal deste sistema.

Rabi (n =0) ——JC (o =4)
1 \ \ \

0.8

0.6

0.4

0.2}

30

Figura 3 — Dindmica de Colapso e Revival. Em vermelho, a probabilidade P.(t) decai
rapidamente (Colapso) e ressurge posteriormente (Revival) devido a natureza
discreta do campo fotdnico.

Devido a dispersdao das frequéncias de Rabi (€, o< v/n), as diferentes componentes
de frequéncia saem de fase rapidamente, levando ao colapso das oscilagoes da inversao de
populacao. No entanto, como o espectro é discreto, as fases eventualmente realinham-se,

resultando na revival das oscilagoes, uma assinatura puramente quantica.

2.5 Regime dispersivo e Transformacao Schrieffer-Wolff

A interacdo entre um sistema de dois niveis (qubit) e um modo de um campo
eletromagnético quantizado (ressoador) é fundamentalmente descrita pelo modelo de Jaynes-
Cummings. Em muitas arquiteturas de computacao quantica, como a Eletrodinamica
Quantica de Circuitos (cQED), opera-se intencionalmente fora da ressonéncia para realizar
operacoes de leitura e porta logica sem troca direta de energia. Este limite é conhecido

como regime dispersivo.

2.5.1 Condicao Dispersiva

O regime dispersivo é caracterizado por uma forte desintonia (A, ) entre a frequéncia

de transigao do qubit (w,) e a frequéncia do modo do ressoador (w;), em comparagdo com
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a forca de acoplamento spin-féton (g). A condi¢ao matematica que define este regime é
dada por,
[Agr| = lwg — wi| > g. (2.56)

Neste limite, a troca real de excitagoes entre o qubit e o ressoador é energeticamente
proibida devido a conservagao de energia. Consequentemente, a interagao ocorre através
de processos virtuais de segunda ordem, resultando em deslocamentos de frequéncia

dependentes do estado, sem alterar as populacoes dos estados no equilibrio.

2.5.2 Transformacao Unitaria

Para obter um Hamiltoniano efetivo que descreva a dindmica do sistema neste
regime, utiliza-se a teoria de perturbacao para desacoplar os subespagos do qubit e do
oscilador. A ferramenta mateméatica empregada é a transformacao unitaria de Schrieffer-
Wolff. Esta transformacao visa diagonalizar o Hamiltoniano por blocos, eliminando os
termos de interagao de primeira ordem (lineares em g) que acoplam estados com diferentes
nimeros de excitagdo. A transformagao é definida por: (BLAIS et al., 2004; BRAVYT,;
DIVINCENZO; LOSS, 2011):

U = exp [ Ag (a6, — a*&_)] =5, (2.57)
qr
onde § = -2 (ad, — a'6_) é o gerador anti-hermitiano da transformacao.

Agr
O Hamiltoniano efetivo transformado, H, é obtido através da transformacao unita-
ria,

H=UHU". (2.58)

2.5.3 Expansido de Baker-Campbell-Hausdorff

A aplicacao da transformacao unitaria definida anteriormente é realizada de forma
explicita utilizando a expansao de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH). Este teorema fun-
damental da &lgebra de Lie permite expressar o operador transformado H = eSHe™S
como uma série de comutadores aninhados. Tratando a razao g/A, como um pardmetro
perturbativo pequeno, a série converge rapidamente, permitindo-nos truncar a expansao
em segunda ordem:

SIS 15 A0 (5
H=H+[S H+=[S,[S,H|]|+ O | =] . (2.59)
2 A3,
Para organizar a expansao, decompomos o Hamiltoniano original em sua parte livre,
ﬁo = %62 + hw,a'a, e na parte de interacdo, ﬁint. O termo de ordem zero da série
corresponde simplesmente ao Hamiltoniano nao perturbado I:IO, que descreve as energias

livres do qubit e da cavidade na auséncia de acoplamento.



34 Capitulo 2. Referencial Teorico

O passo mais importante do método de Schrieffer-Wolff reside na escolha estratégica
do gerador S para eliminar a interagdo em primeira ordem. Ao analisarmos o segundo
termo da série BCH, observamos que ele contém contribui¢oes tanto de H, quanto de Hi,.
No entanto, como S ji é proporcional a g, o comutador [5' , f]int] é de segunda ordem (g?).
Portanto, a condicao para cancelar a interagao linear (de ordem g) é que o comutador de

S com o Hamiltoniano livre anule exatamente o Hamiltoniano de interagao original:

A

S, Ho| = —Hin. (2.60)

Substituindo a expressao do gerador S = (a6 — alé_), verifica-se que esta condicio é
qr
satisfeita, removendo efetivamente as transi¢coes que trocam energia diretamente entre o

qubit e a cavidade.

Consequentemente, os efeitos fisicos predominantes no regime dispersivo emergem
apenas na segunda ordem da expansdao. Combinando o termo [S , I:Iint] com o termo
%[5’ ,[S, Hy]] e utilizando a relagao de cancelamento da Eq. (2.60), o Hamiltoniano efetivo
de segunda ordem reduz-se a:

A 1.~ &
H® = 519 Hine]- (2.61)

O célculo deste comutador revela a natureza da interacao dispersiva. Utilizando a algebra
dos operadores de criacdo e aniquilacido bosonicos ([a,a’] = 1) e as propriedades das

matrizes de Pauli, obtemos:

1., - hg?
5[5, Hint] - ZquT[CAL&_’_ - &Tﬁ_, CALT(?_ + &5'_;'_]
h 2
=5 qur ([ag,afo] - [afo_, a6.))
h 2
=9 (ad'6.6. —alac_6.). (2.62)

qr
Reescrevendo o produto dos operadores de spin em termos do operador de inversao de

populacao 7., chegamos a forma final da corregao dispersiva:

N hg? /1 1
e = qur (262 +atas, + 2) . (2.63)
Este resultado demonstra que, embora nao haja troca direta de energia, a presenca do

qubit induz um deslocamento de frequéncia na cavidade dependente do seu estado (4,), e

reciprocamente, o campo da cavidade desloca a frequéncia do qubit (efeito AC-Stark).

2.6 Modelo Tavis-Cummings: Dois Qubits

A extensado do modelo para multiplos emissores acoplados a um tinico modo bosonico
¢ descrita pelo Modelo de Tavis-Cummings. Esta configuracao ¢é essencial para portas

légicas de dois qubits mediadas por um barramento quéntico (o ressoador).
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2.6.1 Hamiltoniano Completo

Para dois qubits (i = 1,2) acoplados & mesma cavidade,

i 6.5+ hgi(ad,; +a'6_,)] . (2.64)

2
Hrc = hw.a'a+y 5

i=1

Este é o modelo de Tavis-Cummings.

2.6.2 Caso Ressonante: Estados Claro e Escuro

Quando dois qubits idénticos estdo em ressonéncia com a cavidade (w, 1 = w2 = wy)
e possuem acoplamentos iguais (g1 = g = ¢), a dindmica no subespago de uma tnica
excitacao revela a formacgao de estados coletivos. Definindo a base de estados como

{le, g9,0),|g,€e,0),|g,9,1)}, os autoestados do sistema acoplado incluem:

|B) = —(|e 9,0) +1g,e,0)), (Estado Claro) (2.65)

\/_

1
|ID) = —(|e, g,0) —|g,¢,0)). (Estado Escuro) (2.66)

V2

O estado escuro |D) é caracterizado por uma interferéncia destrutiva que o desacopla
da cavidade (estado sub-radiante). Em contraste, o estado Claro |B) acopla-se com uma
forca aumentada de v/2¢ (super-radiante), resultando em um splitting de energia observavel

de 2v/2¢ no espectro de transmisséo.

2.6.3 Regime Dispersivo: Acoplamento Efetivo

Para a realizagao de portas loégicas entre qubits, é comum operar no regime onde
os qubits nao estao em ressonancia com a cavidade, mas estao quase ressonantes entre si
(Wy1 & wy2, ambos fora da ressondncia de w;). A cavidade atua como um mediador virtual,
permitindo que os qubits troquem energia (informacao) sem que o modo da cavidade seja

excitado real e macroscopicamente.

Aplicando a transformacgao de Schrieffer-Wolff estendida para dois qubits, o gerador

da transformacao torna-se a soma dos geradores individuais:

2
S = Z% Q64— ate_ ), (2.67)
onde A; = wy; — wy.

O Hamiltoniano efetivo de segunda ordem contém, além dos termos dispersivos

individuais (Lamb e Stark shifts), termos cruzados de interagao qubit-qubit que surgem
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do comutador %[g , ﬁint]. Especificamente, os termos que misturam operadores de indices
diferentes (7 # j) sao:

A

A 1 . A ~
aE = 5([51, Hing o] + [S2, Hint1))- (2.68)
Calculando explicitamente o comutador [Sy, Hingo]:

[Sl, ﬁint,Z] = |:i1 (A6+ 1 — (ITO'_ 1) hgg(dT6_ 2 -+ d6+72)
1

h A oAtiA A At A A
_ B2 ([a,aT]aJﬁla_Q — [aT,a]U_JUJDg)

= (6116-2+6-10+2). (2.69)
Note que termos envolvendo a2 ou (a')? sdo desprezados na aproximacio de onda girante
(oscilagbes rapidas) ou por nao conservarem energia no subespago de baixas excitagoes.

Somando a contribuicao simétrica de [SQ, int,1] € dividindo por 2 (fator da expansao

BCH), obtemos a interacao de troca transversal (XY Interaction):
2
HdlSp ~ Z disp,i + hJeff(6+716_,2 + 6'_715'_;,_72). (270)
i=1

A forga do acoplamento efetivo é dada por:

G192 (1 1)
T =22 (A1+A2 | (2.71)

Este acoplamento é do tipo “troca virtual de fétons”: um qubit emite um féton virtual
na cavidade que é imediatamente reabsorvido pelo outro qubit, antes que a violagao de

conservagao de energia (A; > g) seja observavel.

Fisicamente, a interacao pode ser visualizada como a soma de amplitudes de dois

caminhos virtuais coerentes que conectam os estados |e, g,0) e |g, e, 0):

1. O qubit 1 emite um féton na cavidade (|e, g,0) — |g,g,1)) que é absorvido pelo
qubit 2 (|g,9,1) = |g,e,0)).

2. O qubit 2 emite um féton (... processo reverso).

Como o estado intermediério |g,g,1) estd detunado por A, ele nunca é populado, e a

interagao parece ser direta entre os qubits.

2.6.4 Estimativas Experimentais

Para g,/(27) = ¢g2/(2m) = 30 MHz e A, /(27) = Ay/(27) = 65 MHz,

(30 MHz)?

Jer/ (2m) = ~ e A 14 MHz (2.72)
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consistente com (DIJKEMA et al., 2025) onde Jeg/(27) = 11.7 MHz.

As duas secoes 2.5 e 2.6 serdo importantes para entender os resultados do préximo

capitulo, em particular a discussao baseada nos trabalhos citados no capitulo 3.
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3 Resultados e Discussoes

Neste capitulo, apresentamos os resultados das simulagoes numéricas desenvolvidas
para modelar a interagdo entre luz e matéria em dispositivos semicondutores. O c6digo
computacional foi feito em Python, utilizando o formalismo da matriz densidade e solugoes
da Equacao Mestra de Lindblad, conforme detalhado no referencial tedrico. Segue o Link

dos cédigos Colab.

As simulagoes visam reproduzir e expandir os resultados experimentais reportados
na literatura recente, especificamente os trabalhos de Scarlino et al. (SCARLINO et al.,
2019) e Nicoli et al. (NICOLI et al., 2018). Discutiremos a validacio dos modelos (RWA
vs. Rabi), a caracterizagdo espectroscopica, tempos de coeréncia e protocolos avancados

de controle de estados escuros.

3.1 Caracterizacao Espectroscopica: Desdobramento de Rabi do

Vacuo

A espectroscopia de transmissao € a ferramenta primaria para caracterizar sistemas
de cQED. Experimentalmente, ao varrer a frequéncia do qubit w, através da ressonancia da
cavidade w,, observa-se um anticruzamento (avoided crossing) nos niveis de energia. Este
fendmeno, conhecido como Desdobramento de Rabi do Véacuo (Vacuum Rabi Splitting), é

a assinatura direta do acoplamento forte entre a luz e a matéria.

Para uma andlise mais precisa e condizente com a literatura moderna, implemen-
tamos uma visualizagdo baseada em escalas intuitivas: a dessintonia A = (w, — w,)/27
no eixo horizontal e a energia relativa ao estado fundamental e ao niimero de fétons do
manifold, (£ — E, — nw,)/2m, no eixo vertical. Esta abordagem centraliza o ponto de
ressonancia em (0, 0), facilitando a identificagao imediata da hibridizac¢ao e das magnitudes

de acoplamento.

Além do primeiro manifold de excitagdo (n = 1), onde a separagdo minima é
dada por 2g, estendemos a simulagao para o segundo manifold (n = 2). Isso permite a
observac¢ao da nao-linearidade intrinseca do modelo de Jaynes-Cummings, manifestada
pelo escalonamento do acoplamento efetivo com +/n. Utilizamos os seguintes pardmetros:
frequéncia do ressoador w, /2w = 6.0 GHz, acoplamento ¢g/2m = 0.15 GHz e um truncamento
do espaco de Hilbert em N.,, = 8 fétons para garantir a convergéncia dos niveis de energia

superiores.

A Fig. 4 apresenta os resultados da diagonalizagao exata. No manifold n = 1 (linhas
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sélidas), observa-se o desdobramento caracteristico de 2¢g ~ 0.30 GHz em A = 0. Simulta-
neamente, o manifold n = 2 (linhas tracejadas), deslocado para a mesma escala relativa,
exibe um splitting aumentado de 2¢v/2 =~ 0.42 GHz, confirmando a assinatura quintica
do sistema. As linhas diagonais e horizontais representam os estados nus (bare states) do

qubit e da cavidade, respectivamente, servindo como guia visual para a hibridizacao.

I 1 1 I 1 1 I
”
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Figura 4 — Espectroscopia do sistema qubit-cavidade exibindo os manifolds n =1 e n = 2,
onde Ej.qns = Ex— Ey . Os eixos utilizam escalas relativas: A no eixo x e energia
subtraida de nw, no eixo y. As setas indicam o desdobramento de Rabi para
o primeiro manifold (2g) e o escalonamento para o segundo manifold (2g+/2),
evidenciando a nao-linearidade anarmoénica do modelo Jaynes-Cummings.

3.2 Limites de Validade da Aproximacdo de Onda Girante (RWA)

A Aproximagao de Onda Girante (RWA) é muito utilizada em éptica quantica,
mas sua validade depende da razao g/w,. Em regimes de acoplamento ultraforte, termos
contrarrotantes negligenciados pela RWA tornam-se relevantes. Investigamos o erro intro-
duzido pela RWA comparando a dinamica do Modelo de Jaynes-Cummings com o Modelo

de Rabi completo.

3.2.1 Erro na Dinamica Livre

Calculamos a evolucao temporal para ambos os modelos, partindo do estado inicial

le, 0). O erro dindmico é quantificado via desvio médio quadratico (RMS) de P,.(t) durante
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um ciclo de Rabi. Como mostra a Fig. 5 em escala logaritmica, o erro segue uma lei de
poténcia o (g/w,)?, confirmando a natureza perturbativa dos termos contrarrotantes em
acoplamentos fracos. A transi¢do para o regime ultraforte (regidao sombreada em vermelho)
ocorre aproximadamente em g/w, ~ 0.1, onde a RWA falha em descrever até mesmo a

dindmica qualitativa do sistema.
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For¢a de Acoplamento Relativa g/w,

Figura 5 — Resumo quantitativo do erro da RWA em fungao da forga de acoplamento
normalizada. O gréafico log-log evidencia o escalonamento quadratico do erro.
As regioes destacam a validade da aproximacao no regime de acoplamento forte
(verde) e sua quebra no regime ultraforte (vermelho).

3.2.2 Validacao com Pulsos e Dissipacao

Mesmo quando a RWA aparenta ser valida para a dinamica livre, a introducao
de pulsos de controle dependentes do tempo e canais de dissipagao pode amplificar
discrepéancias sutis. Simulamos a aplica¢ao de um pulso Gaussiano ressonante (7), como
discutido na segao 2.2.2, para quatro razoes de acoplamento distintas. O perfil temporal

do pulso é indicado pelo sombreado cinza ao fundo das Figs. 6 e 7.

A utilizacao de escalas compartilhadas nos painéis permite observar que a medida
que g/w, aumenta, a eficiéncia da transferéncia de populagao diminui. No regime ultraforte
(Painel d), o pulso, calibrado para as frequéncias nuas do sistema, torna-se completamente
ineficaz devido ao deslocamento das energias e a hibridizacao complexa dos niveis, efeitos

que a RWA falha em capturar.
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(a) g/we = 0.01 (b) g/we = 0.03
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Figura 6 — Validacdo da RWA sob a ac¢ao de um pulso de controle para a populagao
P.(t). O sombreado indica o envelope Gaussiano do pulso escalado para melhor
visualizar.
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Figura 7 — Resposta da cavidade (n(t)) durante e ap6s a aplicagao do pulso. A discrepancia
entre os modelos Completo e RWA manifesta-se tanto na amplitude maxima
de fétons quanto na dindmica de relaxacao pés-pulso.

3.3 Controle Coerente por Micro-ondas

Com o intuito de validar as ferramentas de simulacao e o modelo de Hamiltonianos
dependentes do tempo, reproduzimos numericamente os experimentos de controle coerente
reportados por Scarlino et al. (SCARLINO et al., 2019). O foco desta andlise reside
na caracterizacao da dindmica de um qubit acoplado a uma cavidade de micro-ondas,

utilizando sequéncias de pulsos gaussianos para induzir rotagoes coerentes na esfera de

Bloch.

A modelagem foi realizada através da Equacao Mestra de Lindblad, incorporando
tanto o decaimento longitudinal (77) quanto a decoeréncia transversal (75). Para uma
descrigao realista das condigoes experimentais, incluimos um termo de dephasing puro
(74) no modelo de forma a satisfazer a relacdo fundamental 1/75 = 1/(27%) + 7,. Os
pardmetros de tempo de vida utilizados foram extraidos da referéncia (SCARLINO et al.,
2019): Ty = 42.3ns, Ty = 22.3ns e T5h* = 431 ns.



44 Capitulo 3. Resultados e Discussoes

3.3.1 Dinamica de Rabi e Dependéncia com a Largura do Pulso

As oscilagoes de Rabi constituem a demonstracao primaria de controle coerente,
onde a populacao do qubit oscila entre os estados fundamental e excitado sob a acao de um
pulso ressonante. No experimento original (Fig. 8), as oscilagoes sao medidas em fungao

da amplitude normalizada do pulso (A/Ag) para diferentes larguras gaussianas (o).

—0=05ns —0=0.75ns —o0=1.0ns
1.0:'
0.8;
0.6 |
0.4]
0.2}

Population, Pe

pulse amplitude, A/Aq(%)

Figura 8 — Resultados experimentais obtidos por (SCARLINO et al., 2019) para oscilagdes
de Rabi. A probabilidade de excitagdo P, é plotada em func¢ao da amplitude
do pulso para larguras ¢ de 0.5ns, 0.75ns e 1.0ns.

Nossa simulagao numérica (Fig. 9) reproduz qualitativamente este comportamento.
Observa-se que pulsos mais largos (maior o) resultam em uma frequéncia de oscilagao
efetiva mais alta para uma mesma amplitude A/A,, uma vez que a area sob o envelope
gaussiano 0 o« Ao é o fator determinante para o dngulo de rotagdo. O leve amortecimento
observado nos picos de P, decorre da competicao entre a taxa de rotagao e os processos de

relaxacao longitudinal durante a aplicagao do pulso.
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Figura 9 — Oscilagoes de Rabi simuladas. A probabilidade de excitagao P. ao final da
interacao é calculada resolvendo a Equacao Mestra com pulsos gaussianos. A
correspondéncia com os dados de (SCARLINO et al., 2019) valida a calibragao
da amplitude do pulso e os parametros dissipativos.

3.3.2 Interferometria de Ramsey e Decoeréncia Transversal

Para caracterizar os tempos de coeréncia de fase e a sensibilidade a dessintonias,
implementamos a sequéncia de Ramsey, composta por dois pulsos de 7/2 separados por
um tempo de atraso variavel 7. Conforme ilustrado na Fig. 10, o resultado experimental

exibe franjas de interferéncia que decaem exponencialmente com 7.
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Figura 10 — Medidas experimentais de interferometria de Ramsey adaptadas de (SCAR-
LINO et al., 2019). O traco vermelho indica o caso ressonante e o azul o caso
com dessintonia de 100 MHz.

A simulagao numérica equivalente é apresentada na Fig. 11. No caso ressonante
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(A = 0, em vermelho), a probabilidade P. decai mononotonicamente para o valor de
equilibrio (0,5 no referencial puramente de dephasing, ou ligeiramente menor sob efeito de
T1). Ao introduzirmos uma dessintonia de 100 MHz (A /27 = 0.1 GHz), o sistema acumula
uma fase relativa ¢ = A7 durante o tempo de espera, resultando em oscilagoes periddicas

conhecidas como franjas de Ramsey.
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Figura 11 — Franjas de Ramsey simuladas reproduzindo as condi¢oes de Scarlino et al.
(SCARLINO et al., 2019). O grafico inserido mostra a sequéncia de pulsos
gaussianos (0 = 0.8 ns). O envelope do decaimento é governado pelo tempo
de coeréncia transversal 75 = 22.3 ns, evidenciando o efeito do ruido de fase e
da relaxacao.

O excelente acordo entre os decaimentos simulados e experimentais confirma que o
tratamento semi-classico do drive acoplado a Equacao Mestra ¢é suficiente para descrever a

dinamica coerente no regime de controle por micro-ondas.

3.4 Mapeamento Completo de Coeréncia

A caracterizacao precisa da dindmica de fase e dos tempos de coeréncia transversal
¢ um requisito fundamental para a operacao de processadores quanticos baseados em
transmons. Para tanto, realizamos uma investigacao exaustiva da interferéncia de Ramsey,
consolidada em uma super-analise multidimensional apresentada na Fig. 12. Este conjunto
de dados simula o protocolo experimental classico composto por uma sequéncia de pulsos

7/2 — 1 — /2, onde T representa o tempo de evolucao livre.
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Figura 12 — Caracterizacao espectral e temporal da interferéncia de Ramsey. (a) Franjas
de Ramsey no dominio do tempo para A/2r = 80 MHz, evidenciando o
amortecimento das oscilagdes regido por 75 = 22,3 ns. O inset ilustra a
sequéncia de pulsos Gaussianos aplicada. (b) Espectroscopia de Ramsey (1 =
20 ns) demonstrando a periodicidade da excitacao em func¢éo da dessintonia.
(¢) Mapa bidimensional correlacionando atraso e dessintonia.

No painel (a), observamos as oscilagoes temporais da probabilidade de excitagao
P,.. A frequéncia dessas oscilagoes corresponde exatamente a dessintonia A entre o pulso e
o qubit. A modelagem via Equacao Mestra de Lindblad permite capturar o envelope de
decaimento, onde o amortecimento da visibilidade das franjas fornece uma medida direta
do tempo de coeréncia puro 75 . Experimentalmente, esta medida é muito importante,

pois define a janela temporal disponivel para a implementacao de portas légicas quanticas
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antes que a informacao de fase seja perdida para o ambiente.

O painel (b) apresenta a varredura de dessintonia para um tempo de espera fixo. A
estrutura resultante de franjas espectrais é uma ferramenta de diagnoéstico poderosa: a
posi¢ao do maximo central permite a calibracdo da frequéncia do sistema com precisao de
sub-MHz, compensando possiveis derivas térmicas ou flutua¢ées de campo magnético que

deslocariam o ponto de operacao do qubit.

Por fim, o mapa de calor no painel (c), conhecido na literatura como padrao de
interferéncia, integra as dependéncias temporal e espectral em uma tnica representagao
visual. A alta resolucdo da simulagao permite observar a divergéncia das franjas para
grandes dessintonias e a convergéncia para a ressonancia. Este mapa ¢é indispensavel na
fisica experimental para identificar o regime de operagao 6timo e analisar a natureza do
espectro de ruido; a robustez das franjas ao longo de grandes atrasos 7 é um indicativo
direto de um sistema com estabilidade de fase superior e protegoes efetivas contra dephasing

de baixa frequéncia.

3.5 Dinamica de Dois Qubits e Estados Escuros

Nesta secao, estendemos a analise para o sistema composto por dois qubits de
transmon acoplados a um modo comum de um ressonador de micro-ondas, sistema este
descrito pelo Hamiltoniano de Tavis-Cummings. O foco principal reside na exploracao de
fendmenos coletivos, especificamente a existéncia de estados que sdo imunes a dissipacao

introduzida pela cavidade.

3.5.1 Sub-radiancia no Modelo de Tavis-Cummings

Considerando dois qubits idénticos em ressonancia com a cavidade (w, = w;), 0
espago de uma excitagao é expandido pela base {|e, g,0),|g,¢e,0),|g,9,1)}. A interagao
coletiva leva a formagao de autoestados acoplados, conhecidos como estados simétrico e

antissimétrico: eg) + lge) eg) — lge)
eg) + |ge eg) — |ge

V2o V2

O estado claro (Bright, | B)) acopla-se de forma construtiva ao campo da cavidade com

(3.1)

um fator de acoplamento aumentado por v/2g, exibindo o fenémeno de super-radincia.
Em contraste, o estado escuro (Dark, |D)) sofre interferéncia destrutiva nos elementos de

matriz de acoplamento com a cavidade, resultando em (g, g, 1| Hyn | D, 0) = 0.

Este estado é denominado sub-radiante, sendo teoricamente um autoestado do
sistema com energia invariante e protegido contra o canal de perda de fétons da cavidade (k).
A Fig. 13 ilustra essa protegdo: enquanto a populac¢ao do estado |B) oscila vigorosamente

através de trocas de vacuo Rabi e decai devido a k, o estado | D) permanece estacionario
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no espaco de qubits, mantendo a cavidade em seu estado fundamental. Essa protecao é a

base para a implementacao de memorias quanticas robustas e portas logicas em regimes

onde a eficiéncia da cavidade é limitada por baixos fatores de qualidade.

(a) Populacao da Cavidade

(b) Evolugao da Excitagao Total
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Figura 13 — Dindmica comparativa entre os estados coletivos sob decaimento da cavidade
(k ~ 0,04 GHz). (a) Populagao da cavidade evidenciando a auséncia de fotons
virtuais para o estado escuro. (b) Evolugao da excitacao total evidenciando a
conservagao de energia no estado sub-radiante (protegido) versus a dissipagao
rapida no estado super-radiante.

3.56.2 Protocolo de Preparacao de Estados Escuros

A preparacao deterministica de um estado escuro a partir do estado fundamental
lgg) requer o controle preciso da dindmica coerente e o aproveitamento da interac¢ao
mediada pela cavidade no regime dispersivo (A = w, — w, > ¢). Simulamos um protocolo

composto por uma sequéncia de trés pulsos Gaussianos da forma Q(t) = A exp{—%(%)ﬂ:

O protocolo inicia-se com uma excitacao local, onde a aplicacao de um pulso de
7 no primeiro qubit ([ Q(t)dt = ) transiciona o sistema de |gg) para |eg). Em seguida,
ocorre a etapa de interagao de troca (exchange), caracterizada pela ativagao da interagao
dispersiva efetiva J(t) = g(t)?/A. Nesta fase, calibramos a drea do pulso para realizar uma
operacao do tipo ViSWAP ([ J(t)dt = 7/4), gerando a superposicio (|eg) + i |ge))/v/2.
Por fim, aplicamos uma correcao de fase através de um pulso local Z no segundo qubit
([ Qz(t)dt = 7/2), rotacionando a fase relativa em —m/2. O resultado ¢ o estado final

(leg) — |ge))/v/2, que corresponde exatamente ao estado escuro |D).

A simulacao utilizou parametros realistas: 77 = 60 ns, 7, = 80 ns, A = 2,0
GHz e k = (120 ns)~!. Como demonstrado na Fig. 14, a fidelidade de preparacao supera
99% no caso ideal e mantém-se em torno de 77% sob dissipagao, um resultado limitado

principalmente pelo T} finito dos qubits durante o tempo de operagao (= 25 ns).

A concordéancia entre o modelo completo (3 corpos) e o modelo efetivo dispersivo (2

qubits acoplados por J) valida a utilizacao da cavidade como um barramento (bus) virtual
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de informagoes. A criacao deste estado é de suma importancia para o processamento de
informacao quantica, pois o estado escuro reside em um subespaco livre de decoeréncia
(decoherence-free subspace), permitindo o armazenamento de estados quanticos com tempos

de vida que superam os limites impostos pela interagao individual qubit-cavidade.

(a) Sequéncia de Controle e Dindmica da Cavidade
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Figura 14 — Simulagio do protocolo de preparacao do estado escuro. (a) Sequéncia temporal
de pulsos de controle e dindmica populacional da cavidade. (b) Evolucao da
fidelidade ao estado alvo | D) comparando modelos e regimes. (¢) Evolugao das
populacoes dos estados computacionais durante o processo de transferéncia
de excitagao e fase.
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4 Conclusoes e Perspectivas

Este trabalho apresentou um estudo sistematico da interagao radiacao-matéria em
sistemas de Eletrodindmica Quéantica de Circuitos (cQED) baseados em tecnologias de
estado solido. A investigagao percorreu desde os fundamentos teéricos do acoplamento luz-
matéria até a modelagem computacional de protocolos de controle coerente e preparacao
de estados emaranhados, fundamentais para o desenvolvimento de processadores quanticos
escalaveis (BLAIS et al., 2004).

No ambito tedrico-metodolégico, a aplicagdo do formalismo de sistemas quanticos
abertos via Equacao Mestra de Lindblad mostrou-se essencial. A inclusao de taxas realistas
de relaxacao (77), desfasamento puro (7}) e perdas da cavidade (k) permitiu transitar de
modelos puramente unitarios para uma descricao fenomenoldgica que captura as limitagoes
de fidelidade encontradas em implementagoes experimentais. A transformagcao de Schrieffer-
Wolff (BRAVYT; DIVINCENZO; LOSS, 2011) consolidou a validade dos modelos efetivos
no regime dispersivo, fornecendo a base matematica para a eliminagao adiabatica da

cavidade.

Os resultados obtidos através da caracterizacao de coeréncia via interferometria de
Ramsey representam um avanco na profundidade das analises realizadas. A implementacao
de um mapeamento multidimensional, permiti mapear parametros para manipulacao
coerente e também validar a robustez do controle de fase frente a variagdes na dessintonia.
Essa abordagem funciona como uma ferramenta de diagnoéstico que pode ser utilizada
em laboratérios de hardware quantico, provando que o simulador desenvolvido é capaz de

auxiliar na calibragdo de parametros experimentais vitais.

Outra contribuicao deste estudo reside na exploracao da fisica coletiva no modelo de
Tavis-Cummings. Demonstrou-se, mediante simulacoes, a formagao de estados sub-radiantes
(escuros) que se manifestam como um subespaco livre de decoeréncia frente a dissipacao do
ressonador. A validagao bem-sucedida do protocolo de preparacao deterministica do estado
escuro, baseado em uma sequéncia precisa de trés pulsos (excitagao, troca e corre¢ao de
fase), revelou uma excelente concordancia entre o modelo completo de trés corpos e o
modelo efetivo de troca direta (.J). Este resultado é de suma importancia académica, pois
confirma que a cavidade pode atuar como um barramento virtual para mediar interacoes
de longa distancia entre qubits sem a necessidade de populéd-la fisicamente, minimizando

assim a exposicao do sistema a perdas.

A convergéncia entre os modelos tedricos, Hamiltonianos efetivos e simulagoes de
Lindblad consolida uma infraestrutura computacional robusta para o design de algoritmos

em plataformas de cQED. Como perspectivas, propde-se a investigacao da dindmica em
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regimes de acoplamento ultraforte fora da RWA, onde a conservacao da paridade e a geragao
de fotons virtuais no estado fundamental abrem novas fronteiras para o emaranhamento.
Além disso, a exploracao de ruidos nao-Markovianos e o escalonamento para sistemas
com multiplos qubits permitirao o estudo de cédigos de correcao de erros quanticos em

ambientes de dissipagdo controlada.
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