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MENDES, J. A. O. A fatoracdo de x" — 1 em bindémios e trindmios irredutiveis sobre os cor-
pos com 2 e J elementos. 2025. (48 pag) Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de
Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Sejam ¢ uma poténcia de um primo e [, o corpo finito com ¢ elementos. A fatoracao de
polinémios sobre corpos finitos desempenha papel fundamental em diversas areas, como a teoria
dos codigos corretores de erros e a criptografia. Um polinémio particularmente importante é
x™ — 1, pois, por exemplo, cada um de seus fatores irredutiveis representa um codigo ciclico.
Sob certas condigoes, o polindbmio ™ — 1 se fatora exclusivamente em binomios e trinomios
irredutiveis sobre F,. Nesse caso, dizemos que o par (n,q) é 3-sparse. O objetivo deste trabalho

é classificar completamente os pares (n,2) e (n,4) que sdo 3-sparse.

Palavras-chave: Fatoragao, Corpos Finitos, Numeros p-adicos, Polinomios Ciclotomicos, Cor-

pos Binarios.
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MENDES, J. A. O. A fatoracdo de x"™ — 1 em bindémios e trindmios irredutiveis sobre os cor-
pos com 2 e J elementos. 2025. (48 pag) Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de
Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

Let ¢ be a prime power and [F, the finite field with ¢ elements. The factorization of polynomials
over finite fields plays a fundamental role in several areas, such as error-correcting coding theory
and cryptography. A particularly important polynomial is ™ — 1, since, for example, each of
its irreducible factors corresponds to a cyclic code. Under certain conditions, the polynomial
x™ — 1 factors exclusively into irreducible binomials and trinomials over IF,. In this case, we say
that the pair (n,q) is 3-sparse. The aim of this work is to give a complete classification of the

pairs (n,2) and (n,4) that are 3-sparse.

Keywords: Factorization, Finite Fields, p-adic Numbers, Cyclotomic Polynomials, Binary Fi-
elds.
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Introducao

Sejam ¢ uma poténcia do primo e [F, o corpo finito com ¢ elementos. O estudo da fatoragao
de polindmios sobre I, ¢ um problema classico na teoria dos corpos finitos, com aplicagoes em
diferentes dreas da matemaética e da computacgdo, como a teoria dos c6digos corretores de erros
e a criptografia. Se n é um inteiro positivo, um poliné6mio particularmente importante para se
estudar a fatoracao é " — 1, pois, por exemplo, cada fator irredutivel de 2™ — 1 representa um

codigo ciclico sobre F,, veja [14].

A fatoracao desse polindmio esta intimamente relacionada com a fatoracao do d-ésimo po-
linomio ciclotomico ®4(z), jé que 2" —1 =[], Pa(x). Nas dltimas décadas, muitos autores se

dedicaram a estudar as fatoragoes desses polinomios, como podemos observar em |1, 2, 16].

Em [1], por exemplo, observamos que, sob certas condi¢oes, o polindomio 2" — 1 se fatora
exclusivamente em binémios e trinomios irredutiveis sobre F,. Nesse caso, diremos que o par
ordenado (n,q) é 3-sparse. Nesta dissertagao, estudaremos o artigo [10] e apresentaremos uma
classificagao completa dos pares (n, 2) e (n,4) que sdo 3-sparse. Para isso estudaremos, primeiro,
o artigo [13], para provar um resultado sobre a paridade do nimero de fatores irredutiveis do

polinémio 2™ + ¥ + 1 sobre Fy, que serd essencial na classificacao desses pares.

Os dois primeiros capitulos deste trabalho sao dedicados a apresentar os resultados funda-
mentais sobre corpos finitos e ntimeros p-adicos que serao essenciais para o desenvolvimento
desta dissertagdo. Para o primeiro topico, utilizaremos o livro 8] como principal referéncia, e
para o segundo, [5, 6]. No Capitulo 3, investigamos a paridade do namero de fatores irreduti-
veis de trindmios da forma 2™ + 2* 4 1 sobre Fy, utilizando o artigo [13] como referéncia. Com
isso em maos, no Capitulo 4 caracterizamos os valores de n para os quais o polinémio z™ — 1
se fatora exclusivamente em binémios e trinomios sobre Fy e Fy, adotando o artigo [10] como
referéncia. Além disso, também apresentaremos a fatoracao de algumas familias de polinémios

ciclotomicos sobre [y e Fy.

E importante salientar que, enquanto esta dissertacio estava sendo escrita, Kaimin Cheng
classificou totalmente os pares (n,q) que sdo 3-sparse, para qualquer ¢, e publicou no arXiv,
veja [3, 4].

José Armando Oliveira Mendes

Uberlandia-MG, 19 de Fevereiro de 2025.



Capitulo 1

Corpos Finitos

Este capitulo retine os resultados fundamentais sobre corpos finitos necesséarios para o de-
senvolvimento deste trabalho. Além das propriedades bésicas sobre os corpos finitos, apresenta-
remos também resultados sobre polinémios e, em particular, os polinémios ciclotéomicos. Esses
polinémios recebem atencao especial pois sao extremamente importantes para os resultados

principais apresentados no Capitulo 4.

1.1 Corpos Finitos

Definicao 1.1. Um conjunto F' é um corpo se ele é um anel comutativo com unidade no qual

todo elemento nao nulo possui um inverso multiplicativo.

Definicao 1.2. Sejam F um corpo e n um inteiro positivo tal que na = 0, para todo a € F. O
menor inteiro positivo n com essa propriedade € chamado de caracteristica de F. Além disso,
dizemos que F' tem caracteristica n. Se nao existe um inteiro positivo n com essa propriedade,

dizemos que F' tem caracteristica 0.
Teorema 1.3. Todo corpo finito tem caracteristica p, em que p € uwm niumero primo.
Demonstragao. Veja [8, Corollary 1.45]. O

Teorema 1.4. Em todo corpo de caracteristica prima p vale a sequinte igualdade:
(a+b)?" =a" £,

para todo inteiro positivo n.
Demonstracao. Veja [8, Corollary 1.46]. O

Definicao 1.5. Um conjunto K € subcorpo de um corpo F se K C F' e K é um corpo com as

operacgoes definidas em F. Também dizemos que F' é uma extensao de K.
Definicao 1.6. Um corpo que nao tem subcorpos préprios é chamado de corpo primo.

Exemplo 1.7. Para todo primo p, o corpo Z/pZ é primo. Denotamos esse corpo por F,,.

2



Lema 1.8. Seja F' um corpo finito contendo um subcorpo K com q elementos. Entdo F tem

q™ elementos, em que m = [F : K].
Demonstracao. Veja |8, Lemma 2.1]. O]

Teorema 1.9 (Existéncia e Unicidade). Para todo primo p e todo inteiro positivo n, eriste um
corpo finito com p" elementos. Todo corpo finito com q = p"™ elementos € isomorfo ao corpo de

decomposi¢ao de 1 — x sobre IF),.
Demonstracao. Veja |8, Theorem 2.5|. O

Denotaremos o corpo finito com ¢ = p" elementos por F,, em que p é a caracteristica desse

corpo.

Exemplo 1.10. O corpo finito Fy pode ser construido como extensao quadrdtica de Fy. De
fato, consideramos o seguinte polindmio irredutivel sobre Fy: f(x) = 2>+ x + 1. Seja o uma

raiz de f(z), entdo

2

’+a+l1=0= o’*=a+1. (1.1)

Assim, Fy = Fy(a) = {0,1,a,a?}. Além disso, sempre que escrevermos Fy = Fo(a), fica

implicito que « satisfaz a Equagao (1.1). Note também que Fy € o subcorpo primo de Fy.

Teorema 1.11 (Critério de Subcorpo). Todo subcorpo de F, tem ordem p™, em que m é um
inteiro positivo divisor de n. Reciprocamente, se m é um inteiro positivo divisor de n, entao

existe exatamente um subcorpo de F, com p™ elementos.
Demonstracao. Veja |8, Theorem 2.6]. O

Para o proximo resultado precisaremos de alguns lemas. Nesta dissertagao, o simbolo > din

denota a soma sobre todos os divisores positivos d de n.

Lema 1.12. Para qualquer inteiro positivo n, a func¢ao @ de Euler tem a sequinte propriedade:

Z o(d) =n.

din
Demonstra¢ao. Veja [11, Teorema 4.5]. ]
Lema 1.13. Sejam G um grupo e a € G. Valem as sequintes propriedades:

(i) Se {a) é um grupo ciclico de ordem m, entdo o elemento a® gera um subgrupo de ordem

m/mdc(k, m).
(i) O grupo ciclico (a) de ordem m possui exatamente o(m) geradores.

Demonstracao. Veja [8, Theorem 1.15]. O



Provaremos agora uma das propriedades mais importantes de um corpo finito: o grupo
multiplicativo dos elementos nao nulos de um corpo finito é ciclico. Faremos isso utilizando o

proximo teorema, que é mais geral.

Teorema 1.14. Seja G um subgrupo finito do grupo multiplicativo dos elementos nao nulos de

um corpo finito F'. Entao G € ciclico.

Demonstracao. Sejam n = |G|, d um divisor de n e suponhamos que exista g € G um elemento
de ordem d. Posto H = (g), temos |H| = |g| = d. Pelo item (ii) do lema anterior, H possui
o(d) geradores, que sdo elementos de ordem d.

Seja my o numero de elementos em G com ordem d. Como todos os elementos de H sao
rafzes de % — 1 e esse polinémio tem, no maximo, d raizes, concluimos que H contém todas
as suas raizes. Ou seja, H contém todos os elementos de G que possuem ordem d. Em H, os
elementos de ordem d sdo precisamente os seus geradores, ou seja, my = ¢(d). Se nao existisse
nenhum elemento em G com ordem d, teriamos my = 0. Em geral, my < ¢(d).

Definimos M,; = {a € G;|a| = d} o conjunto dos elementos de ordem d. Assim, se d’ é um
divisor de n diferente de d, entdo MyN My = (. Dai, G = Uy, My (unido disjunta). Logo,

n=|Gl=> [My|=> mg<> o(d)=n.

dln dln dln

Com isso, Zd‘n mg = Zd‘n ©(d) e, consequentemente, my = (d). Em particular, m,, =
©(n), ou seja, G tem @(n) elementos de ordem n. Se g é um desses elementos, segue que

(9) = G, ja que |G| = n. Isso conclui a demonstracao. O

Como consequéncia imediata desse teorema, vale o seguinte resultado.

Corolario 1.15. Para todo corpo finito Fy, o grupo multiplicativo Fy, dos elementos nao nulos

de IF, € ciclico.

Proposicao 1.16. Seja a € F, um elemento de ordem m sobre F,, isto €, m é o menor
inteiro positivo, tal que a™ =1 em F,. Para todo inleiro positivo k, o elemento a* tem ordem

sobre IF;;

m

mdc(k, m)

Demonstracio. T apenas outra forma de escrever o item (i) do Lema 1.13. O
Vamos denotar a ordem de a sobre F;, simplesmente por ord(a).

Definicao 1.17. Um elemento o € Fy € chamado de primitivo se ele gera o grupo multiplicativo
F*.
q

Exemplo 1.18. No corpo Fy = Fy(a), temos a®> = a+1 e o® = 1. Donde o tem ordem 3 e,

portanto, € um elemento primitivo de IFy.



1.2 Raizes da Unidade e Polinémios Ciclotémicos

Definicao 1.19. Seja n um inteiro positivo. O corpo de decomposicio de x™ —1 sobre um corpo
K ¢é chamado de n-ésimo corpo ciclotémico e denotado por K™ . As raizes de ™ — 1 em K™
sao chamadas de n-ésimas raizes da unidade sobre K e o conjunto com essas raizes € denotado
por E™,

A estrutura de E™ ¢ determinada pela relacdo entre n e a caracteristica de K, como
mostrado no préoximo teorema. Utilizaremos p para a caracteristica de K e permitimos p = 0

também.
Teorema 1.20. Seja n um inteiro positivo e K um corpo de caracteristica p. Entao:

(i) Se p nao divide n, entdo E™ é um grupo ciclico de ordem n com respeito a multiplica¢do
em K™,

(i) Se p divide n, podemos escrever n = p'm, em que r e m sGo inteiros positivos e p nao
divide m. Entido K = K E® = EM ¢ g5 raizes de 2 — 1 em K™ sdo os m

elementos de E™), cada um com multiplicidade p".
Demonstrac¢ao. Veja |8, Theorem 2.42]. ]

Definicao 1.21. Seja K um corpo de caracteristica p e n um inteiro positivo nao divisivel por
p. Entdo o gerador do grupo ciclico E™ é chamado de n-ésima raiz primitiva da unidade sobre
K.

Pelo item (i7) do Lema 1.13, podemos concluir que existem exatamente ¢(n) n-ésimas raizes
primitivas da unidade distintas sobre K. Se w é uma delas, entao todas elas sao dadas por w?,
em que 1 < s <nemdc(s,n) =1. O polindémio cujas raizes sdo as n-ésimas raizes primitivas

da unidade sobre K é de grande interesse e definido a seguir.

Definicao 1.22. Seja K um corpo de caracteristica p, n um inteiro positivo nao divisivel por

p e w uma n-ésima raiz primitiva da unidade sobre K. Entao o polinémio
n
O, (x)= [[ (@-w)
s=1
mdc(s,n)=1
€ chamado de n-ésimo polinémio ciclotomico sobre K.

O polinoémio ®,(x) independe da escolha de w. Além disso, esse polindmio tem grau ¢(n)
e seus coeficientes pertencem a K. Nesta dissertacio o simbolo Hd‘n denota o produto sobre

todos os divisores positivos d de n.

Teorema 1.23. Seja K um corpo de caracteristica p e n um inteiro positivo nao divisivel por

p. Entao

(i) 2" =1 =y, Pa(®);



(i1) os coeficientes de ®,(x) pertencem ao subcorpo primo de K.
Demonstracao. Veja [8, Theorem 2.45]. O

Defini¢ao 1.24. Sejam a, b inteiros positivos, tais que mdc(a,b) = 1. Definimos a ordem de

a mddulo b, e denotamos ordy(a), como sendo o menor inteiro positivo u satisfazendo a* = 1
(mod b).

Teorema 1.25. Seja n um inteiro positivo com mdc(n,q) = 1. Entao ®,(x) se fatora em

©(n)/s polindmios monicos irredutiveis sobre F,, todos de grau s = ord,(q).
Demonstracao. Veja [8, Theorem 2.47]. O

Uma propriedade importante sobre os polindmios ciclotomicos é que, sob certas condigoes,
t—1 . .
vale @,,,t(x) = ®,,,(2P ). Para provar esse resultado vamos precisar de algumas propriedades

da fungao totiente de Euler.

Lema 1.26. Sejam n,m e k inteiros positivos com mdc(n,m) = 1 e p um nidmero primo.
Entao

(i) p(mn) = p(n)p(m);
. 1
(i) o) = (1-1).
p
Demonstracao. Veja [11, Teoremas 4.3 e 4.4]. O

No que segue, utilizaremos O(f(z)) para denotar o grau do polinémio f(x).

Lema 1.27. Sejam m,p e t inteiros positivos, tais que mdc(mp,q) = 1. Entdo a sequinte

igualdade vale em F[x]:
), (1.2)
Demonstra¢ao. Vamos mostrar inicialmente que, se p | m, entao

D, (7) = Dy (2P). (1.3)

Podemos escrever m = p'n, em que r > 0 e p { n. Pelas propriedades do lema anterior,

temos
N Prp () = p(mp) = o(p"'n) = (" )p(n) = p" (1 = 1/p)¢p(n),
e também
(P (2?)) = pd(Pm(2)) = pp(m) = pp(p'n) = pp’ (1 — 1/p)p(n) = p" (1 — 1/p)p(n).

Assim, os polindmios em (1.3) tém o mesmo grau ¢(mp), logo, 0 mesmo niamero de raizes.

Esses polinémios sao monicos, para provar a igualdade basta provar que eles possuem as mesmas



rafzes. Nesse caso, é suficiente provar que toda raiz de ®,,,(x) também ¢ raiz de ®@,,(z”). Seja
w uma raiz de ®,,,(z), isto é, uma mp-ésima raiz primitiva da unidade. Entao ord(w) = mp
e ord(wP) = m. Note que « é uma raiz de ®,,(zP) se, e somente se of é uma m-ésima raiz
primitiva da unidade, isto é, ord(a?) = m. Dessa forma, w é uma raiz de ®,,(z"). Ou seja,
cada mp-ésima raiz primitiva da unidade é também uma raiz de ®,,(z?).

Vamos provar (1.2) por indugao sobre t. O caso t = 1 é imediato. Suponha que vale para
um certo t > 1, isto é, @ () = CIDmp(xptfl). Assim, pela Equacao (1.3) e pela hipotese de

inducao, temos
Dyttt () = Prptp(7) = Prypt (2P) = Py ((2)” )= Dy (2”).

Donde ®,,,t+1(x) = @mp(xp(m)_l) e o resultado esta provado. O

Agora que vimos alguns resultados importantes, vamos apresentar alguns polinomios cicloto-
micos que serao utilizados no Capitulo 4. Para isso, vamos usar o SageMath, cuja documentacao

pode ser encontrada em [12].

Definicao 1.28. Seja f(z) € Fylz] um polinémio com grau positivo. Se existem polino-
mios fi1(x),..., fr(x) € Fylz], monicos e irredutiveis sobre Fy e a € T, tais que f(x) =
afi(z)... fr(x), entao dizemos que essa € a fatoracao de f(x) sobre F,. Essa erpressio é

unica, a menos da ordem dos fatores.

Exemplo 1.29. Pelo Exemplo 1.10, Fy é o subcorpo primo de Fy. Pelo item (ii) do Teorema
1.23, o polinémio ®3(x) é o mesmo sobre Fy e Fy. Vamos calcular esse polinémio. O cdidigo

para fazer isso no SageMath € o sequinte
. sage: F = GF(2)
. sage: R.<x> = PolynomialRing(F)

1
2
3. sage: f = R.cyclotomic_polynomial(3)
4. sage: f

5

. XT2+x+1

Na primeira linha € definido o corpo F' = TF5. Na sequéncia definimos o anel de polinomios
R = TFylz]. Na terceira linha definimos f = ®3(x) nesse anel de polinémios e na quarta linha
utilizamos um comando para exibir tal polinomio. Como resposta, obtemos a quinta linha, ou

seja, ®3(x) = x> + x + 1. Para fatorar esse polinémio basta utilizar o comando “f.factor()’:

6. sage: f.factor()

7. x~2+x+1

O programa entdo nos mostra que a fatoracao desse polinémio sobre Fy é 22 + x + 1, ou
seja, ele € irredutivel sobre Fy, como jd vimos no Fxemplos 1.10. No entanto, esse polinémio é

redutivel sobre Fy. Para ver isso, adaptamos o codigo para
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sage F.<alpha> = GF(4, modulus=‘primitive’)
sage R.<x> = PolynomialRing(F)

sage f = R.cyclotomic_polynomial(3)

sage f.factor()

(x+alpha) *(x+alpha+1)

a s~ W N

A diferenca € que na primeira linha estamos definindo o corpo F = Fy, que possui o como
elemento primitivo. Observamos entao que P3(x) se fatora sobre Fy como ®3(z) = (x — a)(x —

a?), jd que o® = o + 1.

Exemplo 1.30. Fazendo as adaptacoes necessdarias no codigo apresentado no exemplo anterior,

podemos calcular as sequintes fatoracoes sobre Fy

(i) @5(x) =2+ 2>+ 22+ +1;

(i) Pr(z) =28+ 2> + 2t + 23+ 22+ 2+ 1= (P + 22 + 1) (2® + 2+ 1);

(i) P (z) = 2242 +a¥+ a2 +ab+at+ad+a+1 = (42t + 2 +o+1) (2% +a® + 2t + 22+ 1).
Exemplo 1.31. Sobre Fy = Fo(«), temos as seguintes fatoragoes

(i) P3(z) =2+ 2+ 1= (v + a)(x + a?);

(ii) O5(z) =2+ 23+ 2>+ 2+ 1= (2 + az + 1)(2? + o’z + 1);

()

(iii) @15(x) = [[(2* + 2 + o) (2® + o’x + a');

s
Il
—

(iv) ®o1(x) = [](23 + a’x + 1)(23 + o'2? + 1);

H:M

.
Il

(v) ®35(x) = (2° + ax? + azd + 22 + o®x + 1)(2°® + ?2* + o?2® + 22 + az + 1) (2% + az® +
ot + o?2d + a2 + 1) (2% + o2 + 2t + azd + ax® + 1);

(vi) Pez(x) = (¥ + 22+ 2 +a)(® + 22 + 2+ a?)(2® + 22 + ax + o?) (2 + 2° + ®x + o) (® +
ar® +x + a?)(2® + az® + az + a)(2® + ax? + o’z + o) (23 + ar? + o®z + o?) (2 + o?2? +

T+ a)(2® + a?2? + ar + o) (2 + a2 + ax + o?) (23 + o?2? + o’z + o?).

1.3 Polinbmios

1.3.1 Raizes de Polinémios Irredutiveis

Definicao 1.32. Seja § uma raiz do polinémio f(x) € Fy[z]. Definimos a multiplicidade de (3
como sendo o maior inteiro positivo k, tal que (x — B)* divide f(x). Se k = 1, dizemos que (3

¢ uma raiz simples de f(x), caso contrdrio, dizemos que é uma raiz miltipla de f(x).
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Teorema 1.33. Um elemento 5 é uma raiz miltipla de f(x) € F|x] se, e somente se € raiz de
f(@) e de /().

Teorema 1.34. Seja f(x) um polindomio irredutivel sobre F, de grau m. Entao f(x) tem uma
raiz o em Fym. Além disso, todas as raizes de f(x) sao simples e dadas pelos elementos distintos

a0 ol de Fym.
Demonstragao. Veja [8, Theorem 2.14]. O

Corolério 1.35. Seja f(x) um polinémio de grau m irredutivel sobre F,. Entdo o corpo de

decomposi¢ao de f(x) sobre Fy € Fym.
Demonstracao. Veja |8, Corollary 2.15]. ]

m__q

Definicao 1.36. Sejam F,n uma extensao de Fy e o € Fym. Os elementos o, o, 04‘12, ool

de Fym sao chamados de conjugados de oo com respeito a .

Teorema 1.37. Os distintos automorfismos de Fym sobre IF, sao exatamente os mapas
oj: Fgm — Fgm,

definidos por oj(x) = 27, para 0 < j <m—1.

Demonstragao. Veja |8, Theorem 2.21]. O]

1.3.2 Ordem de poliné6mios

Lema 1.38. Seja f(x) € F,[z] um polinomio de grau m > 1 com f(0) # 0. Entao existe um

inteiro positivo e < ¢™ — 1, tal que f(x) divide z¢ — 1.
Demonstracao. Veja |8, Lemma 3.1]. ]

Definicao 1.39. Seja f(x) € F,[z] um polinémio ndo nulo. Se f(0) # 0, entao o menor inteiro
) e denotado por ord(f(z)).
() € Fylz], com g(0) # 0,

sao unicamente determinados; definimos entao ord(f(x)) = ord(g(z)).

positivo e para o qual f(x) divide x¢—1 € chamado de ordem de f(x

Se f(0) = 0, entdo f(x) = x"g(x), em que o inteiro positivo r e g

A ordem de um polindémio também pode ser chamada de periodo ou de expoente. A ordem

de um polinémios irredutivel pode ser caracterizada da seguinte maneira.

Teorema 1.40. Seja f(z) € F,[z] um polinémio irredutivel sobre F, de grau m com f(0) # 0.

Entao ord(f(x)) € igual a ordem de qualquer raiz de f(x) no grupo multiplicativo F..
Demonstracao. Veja |8, Theorem 3.3]. ]

Exemplo 1.41. Se d > 1 € um inteiro impar e ®q4(x) € F,[x], em que q € uma poténcia de 2,
entio ord(®y(r)) = d. De fato, como x¢—1 = [1ga @e(), € claro que ®4(x) divide x?—1. Para
n < d, os unicos polindmios ciclotomicos que dividem x™ — 1 sdo ®y(x), em que £ | n. Como

n < d, seque que d{n e, consequentemente, ®q4(x) nao divide x"—1. Portanto, ord(Py(x)) = d.
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Exemplo 1.42. Se p > 1 € um primo qualquer, entdao a ordem de qualquer fator irredutivel
de ®,(x) sobre Fy[z] € p, em que q é uma poténcia de 2. De fato, pelo exemplo anterior,
ord(®,(z)) = p. Por defini¢ao, as raizes de qualquer fator irredutivel de ®,(x) sao p-ésimas

raizes primitivas da unidade, que tém ordem p. O resultado seque pelo Teorema 1.40.

1.3.3 Polinémios Irredutiveis

Defini¢ao 1.43. Para qualquer inteiro n > 1, rad(n) denota o radical de n, isto é, o produto
dos distintos fatores primos de n, isto é, se n = p* ... p¢" € a fatoracdo de n, entdo rad(n) =

P1-.-Pr-

Teorema 1.44. Sejam n um inteiro positivo e f(x) € F,[z] um polinémio irredutivel de grau
m e ordem e. Entao o polinomio f(x™) € irredutivel sobre F, somente se as sequintes condigdes

sao satisfeitas
(1) rad(n) divide e;
(i1) mde(n, (g™ —1)/e) = 1;
(i1i) se 4 divide n, entao 4 divide g™ — 1.
Além disso, se f(x™) € irredutivel, entao ele tem grau mn e ordem en.
Demonstracao. Veja |8, Theorem 3.35]. O]

Vamos utilizar o teorema anterior para provar que alguns polindmios sao irredutiveis, ja

conhecendo a irredutibilidade de outros.

Exemplo 1.45. Para qualquer inteiro positivo k, o polinémio ®s.(x) € irredutivel sobre Fy. De
fato, pelo Lema 1.27, temos ®gi(x) = ®g(z®" ). Também jd vimos que s(x) € irredutivel de
grau 2 e ordem 3 sobre Fy. Além disso, note que rad(3*~!) = 3 divide 3 e mdc(3%71, (22—1)/3) =
mdc(3¥71,1) = 1. Pelo teorema anterior, isso implica que ®sx(x) € irredutivel sobre Fy, possui

grau 2 - 351 e ordem 3 - 3*71.

Exemplo 1.46. Os polinomios (37" + 2277 +1) e (237 + 27" 4+ 1) sio irredutiveis
sobre Fy. De fato, ji mostramos que ®7(x) = (x3 + 22+ 1)(2* + 2+ 1), em que (2 + 22 +1) e
(23 + z + 1) sdo irredutiveis sobre Fy. O resultado seque fazendo uma andlise similar & que foi

feita no exemplo anterior e utilizando o Teorema 1.44.

Exemplo 1.47. Utilizando as fatoracoes dos polindmios ciclotomicos que jd calculamos e fa-
zendo uma andlise similar a que fou feita nos dois exemplos anteriores é possivel provar que os

sequintes polinémios sao irredutiveis sobre Fy = Fa(a):
(i) 2" + o, parai € {1,2};
(ii) 257" 4 af2™ T 41, para i € {1,2};
(iii) x23" 5T TN gt e 23T i3 L i para i€ {1,2);
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k

(iv) 77 4 aia?™ T 41 e T 4 ala™ " + 1, para i € {1,2}.

A irredutibilidade desses polinomios serd essencial para a classificacao dos pares 3-sparse

que faremos no Capitulo 4.
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Capitulo 2

Numeros p-adicos

2.1 A construcgao de Q,

Neste capitulo, fixamos p como um nimero primo. A construcao do corpo dos nimeros
p-adicos que apresentaremos aqui ¢ feita por meio de sequéncias de Cauchy e para fazé-la
precisamos de algumas definicoes.

Definicao 2.1. Um wvalor absoluto sobre um corpo F' é uma funcao
|| : FF— [0, 00)
com as sequintes propriedades:
(i) |x| =0 se, e somente se, v = 0;
(i1) |x-y| = |z|-|y|, para todo x,y € F;
(i11) |x 4+ y| < |x| + |y|, para todo x,y € F.
Um valor absoluto sobre F' € “nao-arquimediano” se tem a sequinte propriedade:

(w) |z +y| < max{la], |y[}.

Caso contrdrio, o valor absoluto € dito arquimediano. Observamos ainda que a propriedade
(1v) implica a (iii).

Alguns exemplos de valor absoluto sao os seguintes.

Exemplo 2.2. A funcao |-| : F — [0,00), definida por

1, sex #0
|z =

0, sex =0,
¢ o valor absoluto trivial em F. E fdcil ver que esse valor absoluto é nao-arquimediano.
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Exemplo 2.3. A funcao |-|_: Q — [0,00), definida por

x, sex >0

2] =

—x, sex <0,

¢ o valor absoluto usual em Q. Tomando x = y = 1, € fdcil ver que esse wvalor absoluto é

arquimediano.

Definigao 2.4. Sejam Q munido com um valor absoluto || e (a,), uma sequéncia de nimeros

raCcIONaLs.

e Dizemos que essa sequéncia é de Cauchy com respeito a |-| se para todo € > 0, existe um

no € N, tal que |a, — a,,| < € sempre que n,m > ny.

e Dizemos que essa sequéncia converge para a € Q com respeito a || se para todo € > 0,

existe um ng € N, tal que |a, — a| < € sempre que n > ny.

Agora vamos definir o valor absoluto p-adico, para tanto, precisamos do conceito de valori-

zacao p-adica, que “mede” quantas vezes p divide um nimero inteiro.
Definigao 2.5. Seja a € Q,a # 0 . Definimos a valoriza¢ao p-ddica de a como sendo o inteiro
vp(a) definido pela condigao

a :pvp(a)% em que c,b € Z e p 1 ch.

Convencionamos que v,(0) = oo.

Se a,b € Q, entdo ab = pUr@a/pr®Oy = pr(@+e®)g/y em que p{a’, b e, consequentemente,
p1al. Logo, v,(ab) = vy(a) + v,(b).

Exemplo 2.6. Vamos calcular algumas valorizacoes.
(i) 35 =5-7 = wv5(35) = v7(35) = 1;
(ii) Para qualquer inteiro k, € claro que vo(2k + 1) =0, jd que 2k + 1 é impar;
7 7 7
(i) 15 3 2 (12)
123 41 123
w) — =30 — — | =0.
() 75 6 " ( 18 )
Agora podemos definir o valor absoluto p-adico e, na sequéncia, construir Q,.
Definigao 2.7. A funcao |.|,: Q — [0,00), definida por

p~ @) sex #£0

=], =
? 0, sex =0,

€ o valor absoluto p-ddico.
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Proposicao 2.8. A funcao Hp € um valor absoluto nao-arquimediano em Q.
Demonstragao. Veja |5, p. 2. ]

Definicao 2.9. Considere Q munido com o valor absoluto p-ddico. Definimos

{(an)n C Q; (an)n€ uma sequéncia de Cauchy com respeito a || },

C
N

{(an)n € C;(an)n converge para O com respeito a |.|,}.

Teorema 2.10. O conjunto C definido acima é um anel e N' é um ideal mazimal de C. Con-

sequentemente, o quociente C/N € um corpo.
Demonstracao. Veja |6, Lemma 3.2.8|. ]

Definigao 2.11. Considere Q munido com o valor absoluto |.|,. Definimos o corpo dos mimeros

p-ddicos como sendo
@p = C/N

Notamos que QQ pode ser identificado em @, por meio das sequéncias constantes.

2.2 Algumas Propriedades em Q,

A primeira propriedade nos da a possibilidade de estender o valor absoluto p-adico definido

em Q para Q,.

Lema 2.12. Seja (a,)n € C, (ay)n, € N. Entdo a sequéncia de nimeros reais (|an|p)n € even-

tualmente estaciondria, isto é, existe ng € N, tal que |an|p = |am|p, sempre que n, m > ng.
Demonstracao. Veja |6, Lemma 3.2.10]. ]

Por esse lema, se a € Qp,a # 0 e (a,), C Q é qualquer representante da classe a, entdo

existe ng € N, tal que lim,,_, |an|p = |@n0|p = p~vp(ang)

Definicao 2.13. Sea € Qp,a # 0 e (an)n C Q € qualquer representante da classe a, definimos
|a|p = T}14)1£10 |an|p = |an0|p = p_vp(a"())’

para ng € N suficientemente grande.
Uma relagao entre Q e Q, é dada na proposicao a seguir.

Definicao 2.14. Sejam A e B dois conjuntos, com A C B. Dizemos que A € um subconjunto
denso de B se para todo elemento b € B, existe uma sequéncia (a,), em A, tal que b =

lim,, oo -
Proposicao 2.15. A imagem de Q pela inclusao é um subconjunto denso de Q,.
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Demonstracao. Veja |6, Proposition 3.2.12]. O
Uma propriedade importante que @, possui é a completude.

Definicao 2.16. Dizemos que um corpo F' € completo se toda sequéncia de Cauchy com ele-

mentos em F' converge para um elemento de F'.

Teorema 2.17. O corpo dos nimeros p-ddicos Q, é completo.

Demonstracao. Veja |6, Problem 88]. ]
Agora estendemos a valorizacao p-adica para elementos de Q.

Lema 2.18. Para cada a € Qp,a # 0, existe um inteiro n, tal que v,(a) = n.

Demonstracao. Pelo teorema anterior, existe uma sequéncia (a,) C Q, tal que a = lim,,_,, a,.
Assim, |al, = limy, 0 [an], = |an,|, = p~(90) para ng € N suficientemente grande. Ou seja,

vp(a) = vp(an,)- O

Teorema 2.19. Para todo a € Q, satisfazendo |a|p < 1, existe uma unica sequéncia de Cauchy

(an)n representante de a, tal que
(i) 0 <a, <p", paran € {1,2,3,...};
(ii) a, = apy1 (mod p"), paran € {1,2,3,...}.
Demonstracao. Veja |5, p. 11]. ]
Para a € Q,, |a|p < 1, é conveniente escrever cada a,, na base p, da seguinte forma:
an = by +bip +bop® + - + by_1p" !,

em que b; € {0,1,...,p— 1}, para todo j € {0,1,...,n—1}. Além disso, a,, = a,4+1 (mod p")

significa que
Uni1 = by 4+ bip + bop® + -+ by 1p" "t + bpp”,
com b, € {0,1,...,p—1}. De forma intuitiva, podemos pensar em a como a seguinte série
a=Dby+bip+--+byp" "t +bp" 4

Na verdade, essa série realmente converge para a, como veremos a seguir.

Definicao 2.20. Definimos o anel dos inteiros p-ddicos como sendo
Ly ={a € Qp;lal, < 1}.
Notamos que Z, é precisamente a bola unitéaria fechada de Q,.
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Lema 2.21. Dado a € Z,, a série obtida como nos comentdrios anteriores converge para a.
Demonstragao. Veja |6, Corollary 3.3.11]. O
Isso pode ser estendido para todos os elementos de Q,,.

Corolario 2.22. Todo elemento a € Q, pode ser escrito na forma
a=b_pp "+ F+bgt+bipt--+bpt A+,

em que 0 < b, < p—1, para todo n > ng e —ng = v,(a). Essa representacio é inica e chamada

de expansao p-ddica de a.
Demonstracao. Veja |6, Corollary 3.3.12]. ]

Exemplo 2.23. Em Qs3, temos as sequintes expansoes 3-ddicas para alguns nimeros inteiros e

racionais:
(i) 36=1-32+1-33
(ii) 3—16=1-32+2-31+0-30+2-31+0-32+2-33+---
(i) =5=1-3"+1-3+2-3%2+2-334---
(iv) i:1'30”'3+0'32+2'33+0'34+2-35+---
Também podemos considerar congruéncia modular no anel dos inteiros p-adicos:

Definicao 2.24. Dados a,b € Z,, dizemos que a ¢ congruente a b mddulo p, e escrevemos

a=b (mod p), se a =dp+b, para algum d € Z,.
Lema 2.25. O conjunto das unidades p-ddicas é dado por

Zy={a € ZLylal,=1} ={a € Zy;a# 0 (mod p)}.
Demonstragao. Seja a € Z,. Temos |al, < 1e

* — * - —1

a€Z, &= a ' €L, = |a!| =ld|, <1 = [a|, > L.
Logo, a € Z;, se, e somente se, |a|p = 1. Para a segunda igualdade:
la|,=1 < a "W =1 < v,(a) =0 < a#0 (mod p).

[]

Neste trabalho escrevemos (mod p) no contexto dos inteiros p-adicos, como feito acima,
e também no contexto dos inteiros “convencionais”. A diferenciagao dessa escrita é feita pelo

contexto.
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Lema 2.26. O anel dos inteiros p-ddicos é completo.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.17, Q, é completo. Além disso, Z, é fechado por defini¢ao.

Segue, portanto, que Z, ¢ completo. O

Podemos usar essa completude para provar o seguinte resultado, que serd importante no
Capitulo 3.

Lema 2.27. Sejam a € Z, € (by)n C Z, uma sequéncia de Cauchy, tal que a = b? (mod p"),

para todo n € N. Entao a = b*, em que b é o limite da sequéncia (by)y.

Demonstragao. Iniciamos a demonstracao provando que a fungao f: Q, — Q,, definida por
f(z) = 2%, é continua com respeito ao valor absoluto p-adico, isto é, se ¢ € Q,, entdo para todo
€ > 0, existe um 0 > 0, tal que |f(z) — f(c)[, <, sempre que |z —c|, < J. Sejam entdo c € Q,

ee>0.Se c=0, tomamos § = y/e. Dessa forma,
2= el = |2, <& = [£(2) = £(e)], = |o?], = |o} < 8 =«
Para ¢ # 0, definimos § = min{e/[2¢[,, |2¢|,}. Assim, se |z — ¢[, < J, temos
v —cl, <€/|2e], e |rv+c|,=][x—c)+ 2, <max{|z —cl|,,[2],} <|2c],.
Com isso,
£() ~ £, = [ — ], = (@ — ) + )], = |o — el | + |, < e/ 2], 2], = .

Isso prova a continuidade de f. Além disso, como Q, é um espaco métrico com a métrica
induzida pelo valor absoluto p-adico, vale que, se (z,), é uma sequéncia que converge para
e f é uma funcdo continua, entdo (f(z,)), converge para f(zo) (veja [9, p. 125]).

Agora provaremos o resultado. Pelo lema anterior, existe b € Z,, tal que b = lim,,_, by.
Além disso, a fungdo x? é continua, logo lim, .., b> = b?. Para cada n € N, temos a = b?
(mod p"), o que implica |a—b2|, < p~". Assim, lim,_,« |a —b2|, = 0, ou ainda, lim,,_,, b = a.

Pela unicidade do limite em espagos métricos, concluimos que a = b2 O

2.3 0O Lema de Hensel

Uma das propriedades mais importantes no estudo dos ntimeros p-adicos é o Lema de Hensel,

que nos da condigoes para verificar se um polindmio tem raizes em 7Z,.

Teorema 2.28 (Lema de Hensel). Seja f(x) um polinémio com coeficientes em Z,. Suponha

que existe ay € Zy, satisfazendo

flag)=0 (modp) e f(a)#0 (mod p).
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Entao existe um inico a € Z,, tal que

Demonstragao. Veja |6, Theorem 3.4.1].

Vejamos uma aplicacao para esse lema.

Corolario 2.29. Sejam p # 2 um nidmero primo e b € Z; uma unidade p-ddica. Se eriste

a1 € Zy tal que a3 = b (mod p) entao ewiste a € 7 tal que a* = b.
Demonstracio. Considere o polinémio f(z) = 2% —b. E claro que f(a;) =0 (mod p). Além
disso,

bEZZ — |b’p:1 — |CL1|12):1 E |a1|p:]_ — CllGZ;.

Sendo assim, p nao divide a;. Dai, p ndo divide 2a; = f’(ay). Isso implica que f'(a;) #Z 0
(mod p). Pelo Lema de Hensel, existe a € Z,, tal que a®> = b e a = a; (mod p). Se a ¢ Zj,
entdo p divide a. Disso, a1 = a =0 (mod p). O que implica b € Z*, o que é uma contradigao.

Portanto, a € Z; e segue o resultado. O]

Para finalizar a secdao, apresentaremos algo mais geral que o Lema de Hensel. Para isso,
interpretamos esse lema da seguinte forma: se ag € Z, ¢ tal que (z — ap) ¢ um fator de f(z)
modulo p, entdo existe a € Z,, tal que a = ap (mod p) e (z — a) é um fator de f(x). Veja que

isso é um caso particular do proximo teorema.

Definigao 2.30. Sejam f(z),g(x) € Z,. Considere f(x),g(x) € F,[z] 0s polinémios obtidos a
partir da redugdo dos coeficientes de f(x) e g(x) mddulo p, respectivamente. Dizemos que f(x)
e g(x) sdo relativamente primos mddulo p se mde(g(z), h(z)) =1 em F,, ou, equivalentemente,

se existem polindmios a(x),b(x) € Zy[z], tais que
a(x)g(z) + b(x)h(x) =1 (mod p).

Teorema 2.31 (Segunda Forma do Lema de Hensel). Seja f(z) um polinémio com coeficientes

em Z,. Suponha que existem polindémios g1(x) e hi(x) com coeficientes em Z, satisfazendo
e g1(z) € monico;
e gi1(x) e hi(x) sao relativamente primos mddulo p;
o f(z) = gi(x)hi(x) (mod p).
Entao existem polinémios g(x) e h(x) com coeficientes em Z,, satisfazendo
e g(x) € monico;
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e g(z) =gi(x) (mod p) e h(z) = hi(z) (mod p);
o f(z)=g(x)h(z).

Demonstragao. Veja |6, Theorem 3.4.6]. O

2.4 Extensoes de Q,

Comecgamos a secao com uma definicdo importante no contexto de extensoes de corpos.

Definicao 2.32. Sejam K uma extensao finita de F' de graun e a € K. Definimos a norma

de a sobre F' de duas formas equivalentes:

(i) Considerando K um espaco vetorial sobre F, podemos definir a transformacdo linear
T(z) = ax, para todo x € K, ou seja, a multiplicagio por . Se A, € a matriz dessa

transformacdo linear, definimos a norma por Ny, p(o) = det(A,).

(ii) Se f(z) = 2" + a,_12" ' + -+ 1@ + ag € Flx] € 0 polinémio minimal de  sobre F,
isto €, f(x) € monico, irredutivel sobre F' e possui o como raiz, definimos a norma por
Ng/r(a) = (=1)"af, em que r = [K : F(o)].

Mais detalhes dessa equivaléncia podem ser encontrados em [5, p. 60].

Teorema 2.33. Seja K uma extensao finita de Q, de grau n. Entao existe um tnico valor
absoluto |-| sobre K que estende o valor absoluto p-ddico definido em Q,, isto é, |a| = |a|p, para
qualquer a € Q,. Para todo o € K, esse valor absoluto € definido por

1/n

ol = [Nig, (o)}

Demonstragao. Veja |6, Theorem 5.3.5|. O

Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.34. Sejam p = 3 ¢ K = Q3(v/2) = {a + bv2;a,b € Qs} uma extensio de grau
2 sobre Q3. Vamos calcular o valor absoluto 3-ddico de 1+ /2. Nao é dificil verificar que
2?2 — 2z — 1 € Qsz] € o polinomio minimal de 1 + /2 sobre Q3. Logo, [K : Q3(1 ++/2)] = 1.
Assim,

(12 (=D = 1y% = 1.

1/2
3 3

’1 + \/5) = ‘NK/QS(l + \/5)‘
Pois 1], = p~ M = p0 =1, para todo primo p.

De agora em diante vamos utilizar ].|p para denotar o valor absoluto definido no teorema

anterior.
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Proposicao 2.35. Sejam K uma extensdao finita de Q, de grau n,
A={zeK;|z[, <1} e M={reK;[z|, <1}.
Entao A é um anel, M € o seu unico ideal mazimal e A/M € uma extensdo finita de F, de grau
no mdzimo n. Chamamos o corpo A/M de corpo residual de K.
Demonstracao. Veja |5, p. 64| ]

Para qualquer z € Q,, temos |.T|p = p~2@_ Aplicando a funcio log,, em ambos os lados,
obtemos v,(x) = —log,|z|,. Agora utilizaremos essa igualdade para estender a valorizagao

p-addica para um elemento de K.
Definicao 2.36. Seja K uma extensao finita de Q, de grau n. Para o € K*, definimos

1/n

1
vp(a) = —log, |af, = —log, }NK/@p(O‘Hp = —glogp ‘NK/Qp(Q)‘p-

A restricao dessa valorizagao para elementos de Q, coincide com a defini¢ao feita anterior-

mente de valorizacao p-adica para esse corpo.

Proposicao 2.37. Seja K uma extensao finita de Q, de grau n. A valorizagdao p-ddica definida
anteriormente € um homomorfismo do grupo multiplicativo K* no grupo aditivo Q. Além disso,

v,(K*) = (1/e)Z, em que e € um divisor de n.
Demonstracao. Veja |6, Proposition 5.4.2]. ]

Pela proposi¢ao anterior, temos v,(K*) = (1/e)Z. Como 1/e € (1/e)Z, segue que existe um
elemento m € K*, tal que v,(m) = 1/e. Elementos com essa propriedade cumprem um papel

fundamental no estudo das extensoes finitas de Q, e sao chamados de uniformizantes.

Definicao 2.38. Seja K uma extensao finita de Q,. O nimero e obtido na proposicao anterior
¢ chamado de indice de ramificacao de K sobre Q,. Se e =1, dizemos que essa extensao é nao

ramificada. Dizemos que ela é ramificada se e > 1 e totalmente ramificada se e = n.
Finalizamos a secao com dois resultados que serao essenciais para o Capitulo 3.

Proposigao 2.39. Seja K uma exstensio de Q,, tal que n = [K : Q,]. Entdo n =ef, em que
e € o indice de ramificagio e f = [A/M : F,].

Demonstracao. Veja |6, Proposition 5.4.6] O

Teorema 2.40. Para cada inteiro positivo n, existe exatamente uma extensao nao ramificada
e ciclica de Q, de grau n. Essa extensao pode ser obtida adjuntando a Q, uma (p" — 1)-ésima

raiz primitiva da unidade

Demonstragao. Veja |6, Proposition 5.4.11]. ]
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Capitulo 3

A Paridade do Niumero de Fatores

Irredutiveis de 2" + ¥ + 1

O objetivo principal deste capitulo é estudar alguns critérios que determinam a paridade da
quantidade de fatores irredutiveis do trinémio 2™ + 2* 4 1 sobre Fy, com base nos resultados de
[13]. Para isso, iniciamos com a definigao do discriminante de um polindmio e exploramos suas
propriedades, destacando a relacao entre o discriminante e a paridade do niimero de fatores
irredutiveis de um polindomio sobre F,,.

O teorema central de [13| estabelece que, para um polinémio f(x) € Z, cuja redugao modulo
p ndo possui raizes miltiplas, o niimero r de fatores irredutiveis de f(x) sobre F, tem a mesma
paridade que o grau n de f(z) se, e somente se, o discriminante D(f) ¢ um quadrado em Q,.
Esse resultado é complementado por critérios mais praticos para verificar quando D(f) é um
quadrado em Q,,.

Para aplicar esses resultados aos trinémios 2" +2z* +1, desenvolvemos uma férmula explicita
para o discriminante de um trinémio da forma 2™ + ax® + b, utilizando o conceito de resultante
de polindémios. A partir dessa formula, demonstramos um corolario que classifica a paridade do
ntmero de fatores irredutiveis de 2™ + 2¥ + 1 sobre Fy em funcido das paridades de n e k, e de

congruéncias envolvendo n, k e o discriminante.

3.1 O discriminante

Defini¢ao 3.1. Seja f(x) um polindmio sobre um corpo F. O discriminante de f(x) € dado
por D(f) = 8(f)?, com

o(f) = H (i — Oéj),

em que aq, ..., a, sao as raizes de f(x) (contadas com multiplicidade) em alguma extensao de
F.

Exemplo 3.2. Vamos calcular o discriminante de f(x) = 2* + bx + ¢ € Flz]|. As raizes desse
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—b+ Vb? —4c —b—Vb? —4c

polindémio sao oy = 5 e g = 5 . Com isso,
—b+Vb?—4 —b—Vb>—4 2v/0% — 4
if)=ar—ay= +2 c_ 5 - 5 C:\/Z)Q—Alc.
Logo,

D(f) = 8(f)? =1 — de.

Observacao 3.3. Seja f(x) um polinémio moénico com coeficientes em Z,,. Entdo f(x) denotard
o polinomio sobre F, obtido a partir da reducio dos coeficientes de f(x) mddulo p. Sejam
ai, ..., as raizes de f(x) em alguma extensdo de Q,. Assim, f(x) = (z —aq) - (x — ) €,
portanto, f(z) = (x — 1) --- (v — ). Segue entdo que D(f) é a reducio de D(f) mddulo p.
Em particular, se f(z) nao tem raizes miiltiplas, entio D(f) # 0 em F, e, sendo assim, D(f)

€ primo com p.

Exemplo 3.4. Seja f(z) = apa™ + ap_12" '+ -+ a1z + ag € Zy. Para cada j € {0,...,n},
podemos escrever a; = bjo + bap + bjap* + -+, em que by, € {0,1,...,p — 1}, para todo
k > 0. Assim, a reducao mddulo p de cada a; é dada por a; = bjy € F,. Logo, flz) =
bnox™ + b(n-1)02™ " 4 - - - 4 b1ox + boo € Fy[z].

Exemplo 3.5. Seja f(x) = —bx + 36 € Zslx]|. Utilizando o Exemplo 2.23, € ficil ver que
f(z) =z € F3[x].

Uma forma alternativa para o discriminante que é Gtil em alguns momentos sera apresentada

no resultado a seguir.

Lema 3.6. Seja f(x) um polinémio de grau n sobre um corpo F. O discriminante de f(x) €

dado por

D(f) = (=102 ] ] F(e).

Demonstragao. Podemos escrever f(z) = [[/_,(z — a;). Se f(x) possuir alguma raiz multipla,
entdo d(f) = 0 e o resultado ¢ trivial, pois raizes miltiplas de f(z) também anulam a sua

derivada. Suponhamos entao que f(z) s6 tem raizes simples. Sabemos que

fl)=> [l —a).

k=1 i1=1
i#k

Observe que, para k # 7, vale
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pois em algum momento ¢ = j.
Assim, ao calcular f’(c;), a tnica parcela que sobra no somatério é aquela em que k = j.

Logo,

n

[T —a) | =TT ]](cs — ) = ] (i — ). (3.1)

j=1 j=1 \ k=151 =11 igé:jl
Observe agora que
n n n
[T (i =) = J] (e = i)y — ) = J] (~1)(ci — ;). (3.2)
ij=1 ij=1 ij=1
i#] 1<j 1<j
() _nn-1) - L
Agora, percebemos que ha 0| =5 pares (i,7), com i < j, e cada um desses pares

contribui com um fator (—1) no produto anterior. Assim,

[T (=D —a;)? = (=)D T (i = @)
= (1) DRs(f)?
= (1" V2D(f). (3.3)

De (3.1), (3.2) e (3.3), temos

Portanto,

]

A seguir, apresentaremos o teorema principal de [13|, seguido de alguns corolarios que
serao importantes para demonstrar o Corolario 3.17, que, por sua vez, serd essencial para a

classificagao dos pares (n,2) que sdo 3-sparse.

Teorema 3.7. Seja f(x) um polindmio monico de grau n com coeficientes em Z,. Assuma que

f(x) nao tem raizes miltiplas. Seja r o nimero de fatores irredutiveis de f(x) sobre F,. Entao

r=n (mod 2) se, e somente se, D(f) € um quadrado em Q,.

Demonstragio. Podemos fatorar f(z) = fi(z) - - - f.(z) sobre F,. Como os polinoémios f;(z) sdo

23



relativamente primos entre si para j € {1,2,...,r}, a segunda forma do Lema de Hensel (2.31)
garante que existe uma fatoracdo equivalente f(r) = fi(z)--- f.(z) sobre Q,, em que f;(x) é
a reducao de f;(x) modulo p. Suponhamos que existem g;(x), hj(x) € Q,[z], tais que f;(z) =
g;()hj(z), entdo f;(z) = g;(x)h;(x). Como f;(x) é irredutivel para todo j € {1,2,...,r},
segue que g;(x) ou hj(x) é constante. Consequentemente, g;(x) ou hj(z) também o é, pois o
grau da reducao de um polinémio moénico é igual ao grau do proprio polinémio.

Seja m = mmc(9(f1(X)),...,0(f-(X))). Pelo Teorema 2.40, existe uma tnica extensao F,
de Galois, ciclica e nao ramificada de Q,, de grau m. Como essa extensao ¢ nao ramificada,
a Proposicao 2.39 implica que m = [K;: ], em que K; é o corpo residual de E; sobre Q,.
Pelo Lema 1.8, K é o corpo finito com p™ elementos, isto &, F,m. Para cada j € {1,2,...,7},
se n; = O(f;(x)), entdo o Coroldrio 1.35 implica que o corpo de decomposi¢ao de f;(z) é Fn;.
Isso significa que todas as raizes de f](x) pertencem a F,»;, que, por sua vez, esta contido em
F,m (Teorema 1.11). Logo, Fym contém todas as raizes de f;(x), para todo j € {1,2,...,7},
sendo assim, contém todas as raizes de f(x). Disto, f(x) se fatora completamente em F,m e,
pela segunda forma do Lema de Hensel (Teorema 2.31), f(x) se fatora completamente sobre E,
donde concluimos que E é o corpo de decomposicao de f(z) sobre Q,. Note que E C Ej.

Como E;/Q, é uma extensao ciclica e de Galois e £ C Ej, o Teorema Fundamental da
Teoria de Galois (veja |7, Chapter IV]) implica que E/Q, também ¢é ciclica. Seja o o gerador
do grupo de Galois de £/Q, e 3; uma raiz de f;(z), para cada j € {1,2,...,r} fixo. Entao as
raizes de f;(z) sdo o*(53;), em que 0 < i < n; e n; = d(f;(z)). Portanto, as raizes de f(z) sdo

o'(B;), com j € {1,2,...,r} e 0 <i < nj. Podemos ordena-las definindo

J1 <72
(i1, 1) < (i2,J2) se ou
J1=7J2 €1 <1ia
Além disso, para qualquer 0 < ¢ < n;, o simbolo (4, j) sera interpretado como (7, j), em que
i =14 (mod n;), 0 <i < n;. Vejaque isso faz sentido, pois para cada j € {1,2,...,r},dei =7
(mod n;) segue que i = njy + i, em que y € Z e, sendo assim, o(8) = 0" 0 0" () = o (B)
(0™ ¢ a identidade pois n; é o grau de [F,» : F,| e 0 gera o grupo de Galois dessa extensao).

Assim,

o(f) = H (O-il (ﬁjl) —o" (6]2))

(i1,51)<(i2,52)

Aplicando o isomorfismo o em ambos os lados, obtemos

o0 =11 "B =" (Br)

(i1,51)<(i2,52)

Note que os fatores de §(f) e o(d(f)) sdo os mesmos, a menos, possivelmente, de troca de

sinais. O termo o™ (8;,) — 0"2"!(8},) aparece com o mesmo sinal em ambos os casos se, e
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somente se, (i; + 1,71) < (ia + 1,72). Esse é o caso quando j; < jp ou quando j; = jo = j e

12 < n; — 1. Veja que, se j; = jo = J € 5 = n; — 1, entao
(i2 + 17]) = (nj7j> = <O7j> < (Zl + 17])

Ou seja, a quantidade de termos que aparecem com sinal trocado é igual a quantidade de
pares ((i1,7),(n; —1,7)), em que 0 < 4; < n; —2. Para cada j € {1,2,...,r} fixo, existem
n; — 1 desses pares, que s6 dependem de i;. Como j varia entre 1 e r e a soma dos n; resulta

em n (o grau de f(z)), segue que existem
(m—1)+me—1D+-+n,—1)=ny+no+-+n,—r=n—r

desses pares no total.

Isso mostra que o(8(f)) = (=1)""6(f). Veja que D(f) = 6(f)* é um quadrado em Q, se,
e somente se, 0(f) € Q,. O que ocorre se, e somente se, o(d(f)) = d(f), pois Q, é o corpo fixo
por o. Ou seja, se, e somente se, n —r =0 (mod 2), isto é, se o expoente n — r for par.

Portanto, D(f) é um quadrado em Q, se, e somente se, n = r (mod 2). m

Lema 3.8. Seja a um inteiro p-dadico primo com p. Entao a é um quadrado p-ddico se, e

somente se, a € um quadrado modulo 4p.

Demonstrag¢do. Por um lado, suponhamos que existe b € Z,, tal que a = b*. Entdo é claro que
a=0b? (mod 4p).

Por outro lado, suponhamos que a ¢ um quadrado médulo 4p. Para cada inteiro positivo n,
mostraremos que existe b, € Z,, tal que a = b2 (mod 4p™). Faremos por indugao. Para n = 1,
segue diretamente da hipotese, pois existe by € Z,, tal que a = b7 (mod 4p). Suponhamos que
a = b3 (mod 4p*). Entao existe y € Z,, tal que a = 4p~y + 2.

Observamos que, se p divide by, entdo p divide 4p*y + b2 = a, o que contradiz o fato de a ser
primo com p, logo, p nao divide b;. Pelo Lema 2.25, segue que b, é uma unidade em Z,. Dessa

forma, podemos definir d;, = b, "¢y, em que ¢, = p*y =0 (mod p*). Entdo d), =0 (mod p*) e
a = b +dc, = b + ddpby = b + 4dyby, + 4d2 — 4d} = (by, + 2d;,)* — 4d2.

Note que d, = 0 (mod p*) implica que 4d? = 0 (mod 4p*). Posto b1 = by + 2dy, segue

que

a=(bp+2d)* —4di = b}, —4di = a=1b},, (mod 4p*)

= a=0b},, (mod4p*t).

Isso conclui a indugdo e, em particular, ¢ = b2 (mod 4p™) para todo inteiro positivo n.
Agora, pelo Lema 2.27, basta mostrar que a sequéncia (b,), ¢ de Cauchy. Isso ocorre pois
d, = 0 (mod p"), assim, p™ divide 2d,, = b,41 — b,. Isso implica que |b, — byi1|, < p™" e,

portanto, a sequéncia (b,), ¢ de Cauchy. m
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Utilizando diretamente o Teorema 3.7 e o Lema 3.8 podemos concluir o seguinte.

Corolario 3.9. Seja f(x) um polindomio ménico de grau n com coeficientes em Z,. Assuma
que f(z) ndo tem raizes mailtiplas. Seja r o nimero de fatores irredutiveis de f(x) sobre F,.

Entao r =n (mod 2) se, e somente se, D(f) € um quadrado mddulo 4p.

Com mais esse corolario em maos, podemos ainda provar o proximo resultado, que serd

importante adiante.

Corolario 3.10. Seja g(x) um polinémio de grau n sobre Fy sem raizes mailtiplas, e r o nimero
de fatores irredutiveis de g(x) sobre Fo. Seja f(x) um polinémio monico sobre Zs, tal que
f(z) = g(z). Entdor =n (mod 2) se, e somente se, D(f) =1 (mod 8).

Demonstracao. Mostraremos inicialmente que os tinicos quadrados moédulo 8 em Zs sao 0, 1 e
4. Seja b = by + 2by + 4by + - -+, com by, by, -+ € {0,1} a expansao 2-adica de b. Se a = b,

entao
a = b = by +4b7 + 4bgh;  (mod 8).

Analisando todas as possibilidades para by e by, obtemos a = 0,1,4 (mod 8), como gostariamos.

Pelo Corolario 3.9, segue que

r=n (mod2) <= D(f) é um quadrado médulo 8
<~ D(f)=0,1,4 (mod 8).

Pela Observacao 3.3, D(f) é primo com 2, ou seja, é impar. Portanto,

r=n (mod2) <= D(f)=1 (mod8).

3.2 A Resultante

O objetivo agora é apresentar um método mais simples para calcular o discriminante de

qualquer trinémio. Para isso, é necessario introduzir o conceito de resultante de dois polinémios.
Defini¢ao 3.11. Sejam f(z),g(x) € Flz]. Consideramos By,...,Bm as raizes de g(x) em

alguma extensao de F' (contadas com multiplicidade), b o coeficiente lider de g(x) en = O(f(x)).

A resultante de f(x) e g(x) é dada por
R(f.9) =" [] 18-
=1
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Exemplo 3.12. Sejam f(z) = 222 — 3z + 1 e g(x) = 32? + x — 2 polinémios em Q[z]. As

raizes de g(x) sao 2/3 e —1. Assim,
R(f.g) =3*(f(2/3)  f(=1)) =9 (=1/9) - 6 = —6.

A seguir temos algumas propriedades basicas sobre R(f,g).

Lema 3.13. Sejam f(z), fi(z), f2(x), g(x), g1 (x), g2(x) € Flz],n = d(f(z)),n1 = I(f1(x)),ny =
I(fa(z)),m = 0(g(x)),m; = I(g1(x)), ma = I(ga(x)) € b o coeficiente lider de g(x). FEntao

(i) R(g, f) = (=)™ R(f,9);

(i) Se f(z) = g(x)q(x) +r(z), entdo R(f,g) = b"*R(r,g), em que s = 0(r(z));
(iii) Se o e 8 sio constantes e pelo menos uma é nao nula, entio R(a, B) = 1;
(w) R(fif2,9) = R(f1,9)R(f2 9);

(v) RB(f,9192) = R(f, 91)R(f, 92);

(vi) Se a € constante, entio R(f,a) = o™ = R(a, f);
(vit) R(f,2") = R(f,=)" = f(0)".

Demonstragdo. Consideramos f(z) = a[[[_,(z — ;) e g(z) = b][[L,(z — ;).

(i) Temos
R(f.g) = V" ﬁ F(8) = b ﬁ( ﬁ(ﬁj o)) =] ‘nle — ).

Além disso,
. 1) = [Tt = o T[0 Ttou = 3) = s [T (o= )

Logo,

R(g, f) = amb”HH — B;) = )m”amb"HH(ﬁj — ;)

j=1i=1 =1 i=1

= (=1)"™R(f,9)-

(ii) Temos R(r,g) = b [[;~; r(8;), assim [[;", 7(8;) = b™°R(r, g). Além disso,

R(f9) = 0" [ L 1(8) =" [ T(9(8,)a(85) + () H

j=1
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Dai,

R(f.g)=0b" H r(B;) = b"R(r, g).

(iii) E imediato da definicdo. Note que pedimos uma constante ndo nula para evitar a inde-

terminacao 0.

(iv) Temos

R(fifo, ) = 042 T A(B) f2(8) = 0 T A8 T ] £2(8))
j=1

Jj=1 J=1

= R(f1,9)R(f2,9).
(v) Pelos itens (i) e (iv), segue que
R(f7 9192) = (_1)(g1+92)nR(g1g27 f) = (_1)91HR(g1’ f)<_1)g2nR(927 f) = R(f7 gl)R(fa 92)

(vi) E imediato da definigio.

(vii) Temos

]

Observacao 3.14. Veja que R(f,g) é um polindmio simétrico nas raizes de g(x), isso implica
que R(f,g) € F. Também, se f(x) é um polindmio monico, entio, pelo Lema 3.6 e a defini¢do

anterior, vale que

D(f) = (=1)"""V2R(f" f).

A fim de calcular o discriminante de um trinémio qualquer, é necessario, primeiro, calcular

a resultante entre dois binoémios.

Lema 3.15. Seja d = mdc(r,s),r = dry e s = dsy. Entdo
R(l,r . OZ,.Z’S o 6) — (—1)8(0481 o Brl)da

em que o, B sao elementos do corpo F.

Demonstra¢ao. Fagamos primeiro o caso em que 3 = 0. Pelo Lema 3.13 (vii), temos
R(z" —a,2° — B) = R(z" — o, 2°) = (0" — a)* = (—a)*? = (=1)*[a* — "]%
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Suponhamos agora que [ # 0. Mostraremos inicialmente que se o resultado vale para o par
(r,s), entdo também vale para o par (s,r). Se vale para o par (r,s), entdo R(z" — a,z° — ) =
(=1)*(a*r—B")% Vejamos que vale para o par (s, r), isto é, R(z°—3, 2" —a) = (—=1)" (8" —a*1)%

Pelo Lema 3.13, temos

R(z® —B,2" —a) = (=1)"R(z" — a,2° — )
(D)7 (=1)* (e = g
(=) [(=1) (6" —a)]?
(1)

1 rs+s+d(ﬂr1 o Cvsl)d.

Vejamos que rs + s +d = r (mod 2). Observe que rs + s +d = drids; + ds; +d =
d(drisy +s1+1). Se d é par, entdo rs+s+d e r também o sdo e vale rs +s+d =r (mod 2).
Se d é impar, entdo rs + s +d = r1s; + s1 + 1 (mod 2). Se r; é impar, entdo r é impar e s; é
par, pois mdc(ry,s1) = 1. Nesse caso, 1181 +s1+1 éimparers+s—+d=ris;+s + 1=
(mod 2). Se 7y é par, entdo r é par, s; é impar e, consequentemente, 118, + s; + 1 é par e

rs+s+d=ris;+ s +d=r (mod 2). Em todos os casos, temos o desejado. Assim,
R(Z‘s o ﬁ,ZET . Oé) — (_1)rs+s+d<5r1 . as1)d — (_1)1“(67'1 . Oésl>d,

e a afirmacao estd provada.

Para provar o resultado faremos inducao sobre r + s. Pela afirmacao anterior, podemos

supor, sem perda de generalidade, que » > s. Note que, para s = 0, vale

R(z"—a,7° — B) = R(z" —a,1 - B) = (1 - B)" = (=1)*(a* — 7).

Ou seja, o resultado vale para r + s com s = 0 e, em particular, colocando r» = 1, vale para
r + s = 1. Suponhamos agora que vale para ' + s’ < r + s e vejamos que vale para r + s com

s > 0. Dividindo =" — a por z® — 3, obtemos

—a= (=P 4+ 20 — .

Utilizando (ii), (iv) e (vi) do Lema 3.13, obtemos

R(z" —a,2° = B) = R(2"°0 — «, 2° —5)

R(B(2" —ap™),2* = B)
R(B,2° = B)R(z"" —af ™", 2" = B)
B R(x"* —ap™h 2® = p).
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Agora, (r — s) + s < r+ s. Assim, pela hipotese de inducdo, segue que

Rz —a,2° — B) = B*R(z"* — aB ™, 2° — B)
— BS(—]_)S[(O(B_I)SI _BT1_81]d7

em que d = mdc(r — s,s) e r — s = (rid — s1d) = (r; — s1)d.

Note que
[(046_1)51 o 67’1—51](1 — [O[Slﬁ_sl . BTIB_Sl]d
= [(o" — g
= (a51 _ /Brl)dﬁ—s.
Logo,

R —a,a* = §) = (= 1)[(af )" — g ]!
(1) (e - gr)15

= (=1)*(a™ = )" O

= B*
= B*

3.3 A Paridade do Niumero de Fatores Irredutiveis de 22" +
k
¥+ 1

Iniciamos a secao com um teorema que nos fornece uma forma de calcular o discriminante

de um trindmio sem precisar conhecer suas raizes.

Teorema 3.16. Sejam n e k inteiros tais que n > k > 0. Consideramos d = mdc(n, k),n = nid

e k = kid. FEntao, sobre um corpo de caracteristica 0, temos
D(l’n + al,k + b) — (_1)n(n—1)/2bk—1[nnlbnl—kl + (_1)n1+1(n _ If)nl_klkklanl]d.

Demonstragio. Na Observacio 3.14 vimos que D(f) = (—=1)""=V/2R(f'  f). Assim, pelo Lema
3.13, segue que

D(z" 4 az® 4+ b) = (=1)""V2R(na""t + kaz*~!, 2" + az® + b)

© (=1)"=D2(_)(n=bnR(g 4+ axk + b, na" "t + kaxkY)

= (—1)>"=D2R(z" + az® + b, 2¥ (2" * + ka))

© (=1)>=DR2R(z" 4 az® + b, 2" Y R(2" 4 ax® + b, na"* + ka)
i (—=1)2=D2(0" 4 a0% 4+ b)* 1 R(a" + ax® + b, n(z"F + kan™))
(=1)3r=D2p=1 R (2™ 4 ax® + b, n)R(a™ + az® + b, 2" * + kan™!)

= (—1)3n=D2pIpn R (g™ ag® 4 b, 2" 7F + kanY).
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Observe agora que 3n(n —1)/2 e n(n — 1)/2 tém a mesma paridade para qualquer valor de

n. Dessa forma,

D(z™ + az® 4+ b) = (=) V2P In R 4 axk + b, 2" F 4+ kan™Y). (3.4)

Dividindo 2" + az® + b por 2" % 4+ kan~!, obtemos

" +ar® +b= (2" + kan 2" + (a — kan™") 2" +b.

Pelo Lema 3.13.(i7), segue que

R(z"™ + ax® + b, 2" + kan™') = R((a — kan™")a* + b, 2" 7% + kan™).

Fazendo a = (a — kan™') # 0 e B = kan™!, e utilizando o Lema 3.13 novamente, vem que

R(x™ + az® + b, 2" " + kan™) = R(aa” + b,2" % + 3)

R(a(z® + ba™b), 2" + )

Rla,z" % + B)R(z" + ba™", 2" % + B)
= OénfkR(fﬂk — (=ba™), 2" — (=B))

= a"H (1) H[(—ba R (g,

em que a ultima igualdade vale pelo Lema 3.15. Voltando com os valores de « e /5 nos colchetes

e fazendo mais algumas manipulagoes, obtemos

R(z" + az® + b, 2" % + kan™') = a7 * batymTh — (—pgkyd

(=
[ bla — akn™t)~H)m—h (—kan_l)kl}d
=
(—

H
~—  ~— ~—
3
??‘

— k)M (—kan )R]
)nl klbn1 k1nn1*k1a*(n1*k1)(n o k)*(nlfkl)_

)"
—(—1)k1kk1a iR,

Colocando n=*1q=(m=k1)(p — k)=(m=k) em evidéncia dentro dos colchetes, segue que

R(z" + az® + b, 2" + kan™) = oc"_k(—l)”_k[(n_kla_(”l_kl)(n — k:)_(”l_kl))[(—1)"1_k1b”1_k1
W= (1R Ry R
= A (1)Kt )Ry
n™ — (=1)"EMa™ (n — k)m e
= a7 K1)k = Ry P

n" — (—1)k1kk1a”1(n — k;)”l’kl]d.
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Disto e da Equagao (3.4), segue que

D(:L‘n + amk + b) _ (_1)n(n—1)/2bk lnnan k( 1)n—k[n—ka—(n—k)(n . ]C)_(n_k)]
[(_1)n1—k‘1bn1—k1nn1 _ (_1)k1kk‘1an1 (TL _ k)nl_kl]d.

Mas,

nnoénfknfkaf(nfk) (n . k,>7(nfk:) _ nn7k<a . kanfl)nfk’af(nfk’) (n . k)f(nfkr)
— n”*k(a(n . k)nil)nfkaf(nfk) (n . k)f(nfk)

_ nnfk:anfk(n . k)nfknf(nfk)af(nfk) (n . k)f(nfk)

Assim,
D(Z’n + axk + b) — (_1)n(n—1)/2bk‘ 1 nta" k( 1)n—k[n—ka—(n—k)<n . k)—(n—k’)]
[(_1)n1—k1bn1—k1nn1 _ (_1)k’1kk‘1an1 (n _ k)nl—k’l}d
_ (_1>n n—1) /Qbk 1( ) [( )m*klbﬂlfklnﬂl . (_1)k1kk1am (n . k)nlfkl]d
— (_1>TL n— 1 /2bk 1[( )nl k1< 1)nlfk1bn17k1nn1 _ (_1)k1k,k‘1an1 (n _ k)’nlfkl]d
— (_1>n n— 1 /zbk l[bnl —k1 nl ( 1)n1+1kk1an1 (n - k;)nl_kl]d'

Portanto,
D(l‘ + CL$ + b) ( )n(n 1) /Qbk 1[ nlbn1—k1 + (_1)n1+1<n o k)nl_klkklanl]d.

]

Como aplicacao do teorema anterior, vamos determinar a paridade do ntimero de fatores

irredutiveis do trinémio 2™ + z* + 1 sobre Fs.

Corolario 3.17. Sejam n e k inteiros tais que n > k > 0. Assuma que n e k tenham paridades
diferentes. Entdo "+ x*+1 tem um niimero par de fatores irredutiveis (e portanto é redutivel)

sobre 'y nos sequintes casos:
(i) n € par, k € impar, n # 2k e nk/2 =0,1 (mod 4);
(i) n € impar, k é par, k{2n en =35 (mod 8);

(iii) m € impar, k é par, k| 2n en=1,7 (mod 8).

Em todos o0s outros casos, x" + ¥ + 1 tem um nimero impar de fatores irredutiveis sobre
Fs.

Demonstracdo. Mostraremos inicialmente que z + 2¥ + 1 e sua derivada, na™ ! + kaz*~!, ndo

tém raizes em comum em nenhum dos casos. Sobre Fy, a derivada no item (i) fica 271
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k=1 = 0 se, e somente se, @ = 0. Ou seja, a tnica raiz da derivada é 0, que nao é

Também, o
raiz de 2™ + 2¥ + 1. Nos itens (ii) e (iii), a derivada fica 2"~ e um raciocinio anélogo mostra,
novamente, que o polindémio e sua derivada nao tém raizes em comum. Com essa informacao,
o Teorema 1.33 garante que 2" + z¥ 4+ 1 ndo tem raizes miltiplas. Feito isso, podemos utilizar
o Corolario 3.9.

Consideramos f(x) = 2™ + 2% + 1 € Zy[z]. Pelo Teorema 3.16, temos
D(.rn + xk _|_ 1) — (_1)7’L('rl—1)/2[nn1 _|_ (_1>n1+1(n _ k)nl_klkkl]d. (35)

Além disso, lembramos que, para qualquer inteiro ¢, vale a®? = 1 (mod 8) e o?*! = «

(mod 8), fato que serd importante no que segue. Consideramos d = mdc(n, k), n = nid e

k = ki1d. Vamos analisar cada um dos casos.
(i) Observamos que d e k; sdo impares e ny é par. Veja que, se ny = 2, entdo

n>k>0 = 2d>kid = 2>k = k=1 = k=d — n=2k.

Mas, por hipotese, n # 2k, logo, ny > 4 e, consequentemente, n™ =0 (mod 8). Dai,

(=)D (1) (0= k)RR = (1) Y[ (0 — k)R
(_1)n(n71)/2[_nk+ k2]d

(=1)"=D2[pk 4+ 1] (mod 8).

Com isso e a Equagao (3.5), temos

(_1)n(n—1)/2[nn1 + (_1)n1+1(n _ k)nl—k‘lkkl]d
(=1)"=D2[_nk +1]  (mod 8).

D(z" + zF + 1)

Se nk/2 = 0 (mod 4), entdo nk = 0 (mod 8) e, como k é impar, segue que n = 0
(mod 8). Logo,

D" 4 2F +1) = (=1)"""V2[—pk +1]=1 (mod 8).

Se nk/2 =1 (mod 4), entdo nk = 2 (mod 8) e nk # 0 (mod 4). Assim, n =2 (mod 4)

€

D"+ a2 +1) = (—1)" V224 1) = (-1)[-1] =1 (mod 8).

Em ambos os casos, D(2" + 2¥ + 1) = 1 (mod 8). Pelo Coroldrio 3.10, o niimero de
fatores irredutiveis de 2" + 2% + 1 tem a mesma paridade de n, que, nesse caso, é par.

Isso finaliza o primeiro caso.
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(ii)

(iif)

Observamos que d e n; sao impares e k1 é par. Veja que, se k; = 2, entao k = 2d e

2n = 2n1d = kny = k| 2n.

Mas, por hipotese, k 1 2n, logo, k; > 4 e, consequentemente, k¥1 = 0 (mod 8). Dali,

(_1>n(n71)/2[nn1 + (_1)m+1(n _ k)ﬂl*klkkl]d = (_1)”(”*1)/2[71]61 = 4n (mod 8)

Com isso e a Equacao (3.5), temos

D(z"+ 2 +1)=4+n=3,5 (mod 8).

Ouseja, D(x"+2%+1) # 1 (mod 8). Pelo Corolario 3.10, o nimero de fatores irredutiveis
de 2" +2*+1 tem paridade diferente de n, que, nesse caso, é impar. Isso finaliza o segundo

Caso.

Observamos que d e n; sao impares e k; é par. Podemos escrever k = 2t,t € 7. Assim,

k|2n = 2t|2n = t|n.

Com isso, d = mdc(k,n) = mdc(2t,n) = mdc(t,n) = t. Logo, 2t = k = kid = kit e,

consequentemente, k; = 2 e k¥ = k? = (2d)? = 4 (mod 8), pois d é impar. Dai,

(_1)n(n71)/2[nn1 + (_1)n1+1(n . k)m*lﬂkkl]d (_1)n(n71)/2[n + (Tl . /{)4]61
(—=1)"=D72[5pn — 4k]?

+5n  (mod 8).

Com isso e a Equacao (3.5), temos

D(z" +2* +1)=+5n=3,5 (mod 8).

Novamente, D(z" + z* +1) # 1 (mod 8) e, como no caso anterior, segue o resultado.

Resta mostrar que em todos os outros casos o polindmio 2" 4+ z* + 1 possui um nimero

impar de fatores. Para isso, utilizaremos que, se n = 2t,t € Z, entdao n(n — 1)/2 e t tém a

mesma paridade, e que se n = 2m + 1,m € Z, entdo n(n — 1)/2 e m tém a mesma paridade.

Assim, (—1)"»"1/2 = (—1)! e (—=1)""~V/2 = (—1)™ respectivamente. Vamos analisar os casos

individualmente.

(i)

Podemos escrever n = 2t,t € Z. Ja vimos que D(z" + 2% + 1) = (=1)"""D/2[—nk + 1]
(mod 8). Vejamos o que ocorre se n # 2k e nk/2 = 2,3 (mod 4).

34



e nk/2=2 (mod 4) = nk =4 (mod 8). Logo, D(z" + 2* + 1) = (=1)![-4 + 1]
3,5 (mod 8).

e nk/2 =3 (mod 4) = nk =6 (mod 8). Logo, D(z" + 2* + 1) = (—1){[-6 + 1]
3,5 (mod 8).

Em ambos os casos, D(2™ + 2% +1) # 1 (mod 8) e, pelo Corolario 3.10, a quantidade de
fatores irredutiveis e n tém paridades diferentes. Portanto, 2™ + z¥ + 1 tem um ntimero
impar de fatores irredutiveis. Para o caso em que n = 2k, temos d = k,ny =2 e k; = 1.

Assim,

D(z" + 2% + 1) = (=) V2 (1) H (n — k)m—Rigkd
—[(2k)* — (2k — k)K]*

—[347]

—3 (mod 8).

Novamente, D(z" + 2% +1) £ 1 (mod 8) e segue o resultado.

(ii) Como n é impar, digamos n = 2m + 1,m € Z, nao faz sentido falar sobre n = 0,2
(mod 8). Ja vimos que D(2" + 2* + 1) = (—=1)""1Y/2p (mod 8). Vejamos o que ocorre
sen=1,7 (mod 8).

en=1(mod8) = n=2m+1=8p+1,¢1 € Z = m = 4q, é par. Logo,
D(z"+ 28 +1) =1 (mod 8).

en=7(mod8) = n=2m+1=8¢p+7,qp €Z = m = 4q¢, + 3 ¢ impar. Logo,
D"+ 2F+1)=-7=1 (mod 8).

Em ambos os casos, D(z" + 2% + 1) =1 (mod 8) e, pelo Corolario 3.10, segue que o que

gostariamos.

(iii) Consideramos novamente n = 2m + 1 e, nesse caso, ja vimos que D(az" + z*F + 1) =

(=1)™"=D/25n (mod 8). Vejamos o que ocorre se n = 3,5 (mod 8).
en=3 (mod8) = n=2m+1=8¢3+3,q3 € Z = m = 4q3+ 1 é impar. Logo,
D(z" + 2" +1)=—-15=1 (mod 8).

en=5mod8) = n=2m+1=8q+5,q1 € Z = m = 4qy + 2 é par. Logo,
D(z" 4+ 2% +1)=25=1 (mod 8).

Novamente, D(z" + 2%+ 1) = 1 (mod 8) em ambos os casos e, pelo Corolério 3.10, segue

o resultado.
O]

Vamos ver o que acontece quando n e k tém a mesma paridade. Para o caso em que ambos

sao fmpares, utilizaremos o conceito de polinémio reciproco para fazer a analise.
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Definigao 3.18. Seja f(z) = a2 +a, 12"+ +a1x+ag € Fylz], com a, # 0. O polinémio

reciproco de f(x) € dado por
() =a2"f(1/2) = apx™ + a12" ' + - + ap_17 + ay.

Lema 3.19. Seja f(z) € Fy[z] um polinémio de grau n. Entdo f*(x) tem o mesmo nimero de

fatores irredutiveis de f(x).

Demonstra¢ao. Temos (f*)*(z) = 2" f*(1/z) = z"((1/z)"f(x)) = f(x). Isto & (f*)*(z) =

f(x). Além disso, se g(x) € F,[z] tem grau m, entao

(f9) () = 2™ (fg)(1/z) = 2" f(1/2)a"g(1/z) = f*(2)g"(x).

Consideramos f(x) = fi(x)... f.(z) a fatoracdao de f(x). Entao fi(z),..., f.(x) sdo to-
dos irredutiveis e isso implica que os seus respectivos reciprocos também o sao. Do con-
trario, existiriam ¢ € {1,2,...,7} e g(z),h(x) € F,lz], tais que f/(x) = g(z)h(z), com
d(g(x)),0(h(z)) > 0. Tomando os reciprocos de cada lado, temos fi(z) = g*(z)h*(z), com
d(g*(x)),0(h*(z)) > 0, o que contradiz a irredutibilidade de f;(z). Portanto, temos a seguinte
fatoragao f*(x) = fi(z)... fF(z) e o lema esta provado. O

Agora, 2" + 2" * + 1 = 2"((1/2)" + (1/2)* + 1). Ou seja, (z" + 2% + 1)* = 2" + 2" % + 1.
Pelo lema anterior, fazer a anélise da paridade dos fatores irredutiveis de 2™ + z¥ 4+ 1 equivale a
analisar a paridade de 2™ + 2" % + 1, e como n é impar e n — k é par, basta utilizar o corolario
anterior.

No caso em que ambos sao pares, digamos n = 2q; e k = 2¢, com ¢y, q2 € Z, pelo Teorema
1.4, temos 2"+ 2% +1 = 220 + 222 + 1 = (29 + 22 +1)2. Assim, 2"+2"+1e 29 +22+1 tém a
mesma quantidade de fatores irredutiveis. Portanto, basta fazer a anélise nesse novo polinomio

utilizando o que ja vimos.
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Capitulo 4

Classificacao de Pares 3-sparse para q = 2

eq=4

Neste capitulo investigamos para quais valores de n o par ordenado (n, q) é 3-sparse, isto &,
para quais valores de n o polinémio 2" — 1 se fatora em binémios e trinomios sobre Fy, em que
g é uma poténcia de 2.

Iniciamos com a definicao de 3-sparse, seguida de alguns exemplos, propriedades, e resulta-
dos preliminares sobre a fatoracao de z™ — 1.

O Teorema 4.13 caracteriza completamente os pares (n,2) que sdo 3-sparse, para n > 1
fmpar, isso ocorre se, e somente se n € {3% 7%}, para algum k > 1. A demonstragao envolve
uma andalise detalhada dos polindmios ciclotomicos @i (z) e ®rr(x) sobre Fo.

Na sequéncia, o Teorema 4.17 classifica todos os pares (n,4) que sao 3-sparse, para n > 1
ifmpar, isso ocorre se, e somente se n € {3’“, 5k 7k, 3m.5k, 3~7k}, para certos k,m > 1. Novamente

isso envolve uma anélise detalhada sobre os respectivos polinémios ciclotémicos sobre Fs.

4.1 Preparacao

Definicao 4.1. Para qualquer inteiro positivo n, o par (n,q) é dito 3-sparse se os fatores

irredutiveis do polindomio x" — 1 sobre ¥, sao todos bindmios e trindmios.
Exemplo 4.2. Como x — 1 € um bindmio irredutivel sobre F,, o par (1,q) € 3-sparse.

Exemplo 4.3. Pelo Exemplo 1.29, a fatoracdo de x® — 1 sobre Fy € dada por

1 :HCI)d(x) =(x—-1D(@*+2+1).

Logo, o par (3,2) € 3-sparse. Jd pelo Exemplo 1.80, segue que

2 —1=]]®ulx) = (- 1)(@@" +2° + 2> + 2+ 1)
d|5

¢ a fatoracao de x° — 1 sobre Fy. Sendo assim, o par (5,2) ndo é 3-sparse.
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Exemplo 4.4. Sejam n e s inteiros positivos. Entao (n,q) é 3-sparse se, e somente se, (2°n,q)
¢ 3-sparse. De fato, como q é uma poténcia de dois, o Teorema 1.4 implica que x> — 1 =

(z" — 1)*. Consideramos a fatora¢io 2™ — 1= fi(z)--- f.(x), entdo

2" —1=fi(z) - file) = 2®" 1= (2" = 1)* = (fi(x) - fir(2))".
Ou seja, ™ — 1 e 2™ — 1 tém 0s mesmos fatores irredutiveis.

Esse exemplo nos mostra que ¢é suficiente estudar os pares (n,q), em que n > 1 é impar.

Exemplo 4.5. Seja (n,q) 3-sparse. Entdo (d,q) é 3-sparse para todo d > 1 divisor de n. De
fato, como d | n, temos x4 —1 | 2™ —1. Logo, todo fator irredutivel de x% —1 é também um fator
irredutivel de ™ — 1. Como todos os fatores irredutiveis de x™ — 1 sao binémios e trindmios, o

mesmo vale para x¢ — 1, concluindo a demonstracao.

Teorema 4.6. Seja K uma extensao com grau par de Fy. Entao todo trindmio de grau par
sobre K ¢ redutivel, exceto os trindmios da forma % + ax® + b para o0s quais o polindomio

quadrdtico t* + at + b nao possui raizes em K.
Demonstracao. |15, Corollary 5.1] ]
O lema seguinte caracteriza os binoémios divisores de 2™ — 1 sobre F,,.

Lema 4.7. Sejam t e n inteiros positivos e a € Fy um elemento de ordem M. Entao 2t —a

divide x™ — 1 se, e somente se, tM divide n.

Demonstracao. Pelo algoritmo da divisao, podemos escrever n = tqy + r,0 < r < t. Temos

' =a (mod a' — a). Com isso,
" —1=(2")%22" —1=a%2" —1 (mod z' — a).

Entao 2! — a divide 2™ — 1 se, e somente se, ' — a divide a®z" — 1. Mas o grau de a®z" — 1
¢ menor que o grau de ' — a. Donde 2! — a divide a®z” — 1 se, e somente se, a®z” — 1 = 0.
O que ocorre se, e somente se, a?? =1 e r = 0. Assim, se 2! — a divide 2™ — 1, entdao a? =1 e
r =0, o que implica que M divide g; = n/t, pois M é a ordem de a. Segue que tM divide n.
Para a reciproca, se tM divide n, entdao n = tMgs, g3 € Z. Seja 8 uma raiz de z° — a, entao
Bt = a, logo, M = oM = 1. Assim, " = (8M)% = 1. TIsso implica que toda raiz de z! — a é,
também, raiz de " — 1. Dessa forma, ! — a divide 2™ — 1.
m

O proximo lema caracteriza uma classe especial de polinomios irredutiveis sobre [Fs.

Lema 4.8. Sejam t > 3 um inteiro impar e f(x) um polindmio irredutivel sobre Fy que se
fatora em dois trinémios de grau t sobre Fy = Fo(ar). Entao existe um inteiro positivo k < t,

tal que f(x) tem uma das sequintes formas
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(i) Fri(x) =2? + 2 4+ 2% + 2% + 1 = (28 + az® + 1) (2" + o%2% + 1);
(i) Gri(z) = 2 + 2% + 2% 4 2t + 1 = (28 + az® + a) (2! + o?2F + o?);
(iii) Hyi(z) =2 + 2 + 2% + 28 + 1 = (2! + 2% + o) (2' + 2F + a?).

Demonstracao. Pelo Teorema 1.37, podemos considerar o: Fy — F4 o Fy-automorfismo com
o(B) = 3%, para todo 3 € Fy. Se g(z) = 2* + ax® + b € F4[z] é um dos fatores irredutiveis de
f(x) sobre Fy, entao g(x) & Fylx], pois f(x) é irredutivel sobre Fy. Isso implica que a® # a ou
b2 #b. Logo, o(g(x)) = a2t + a?2* + 1? # 2! + az® + b = g(x).

Em particular, se f(z) = g(x)h(z),h(z) € Fyfz] é a fatoragdo de f(x) em Fy[x], entdo
f

() = o(f(x)) = o(g(x))o(h(x)), em que a primeira igualdade vale pois f(x) € Fy. Como
g(x) & um dos fatores irredutiveis de f(z) e o(g(z)) # g(x), segue que g(x) = o(h(z)) e
f(x) = g(x)o(g(x)). Assim, para ver quais as possiveis formas de f(z), basta descobrir quais
as possiveis formas g(x), isto é, descobrir os possiveis valores de a e b.

Se g(1) = 0, entdo g(z) = (x — 1)p(z), p(x) € Fylz] com I(p(x)) =t — 1 > 2, contradizendo
a irredutibilidade de g(x). Entdo g(1) # 0, ou seja, a + b # 1. Agora vamos analisar as

possibilidades para a e b.

(i) b = 1. Para satisfazer g(x) ¢ Fy[z], devemos ter a € {a,a?}. Com isso, obtemos
a+b=a+1%# 0. Temos entao dois possiveis polinémios para g(z): z! + az® + 1 e
b+ alxh + 1.

(ii) b= a. Ja temos g(x) ¢ Fy[z]. Para que a+b = a+a # 1, é necessario que a # a+1 = o?.
Logo, devemos ter a € {1,a} (a ndo pode ser 0 pois g(z) ¢ um trindémio). Entao temos

mais dois possiveis polinomios para g(z): z* + 2 +aext + ok +a.

(iii) b = o* Ja temos g(x) ¢ Fylx]. Para que a +b = a+ a® # 1, é necessario que
a # a?+ 1 = a. Logo, devemos ter a € {1,a?}. Entao temos mais dois possiveis

polinémios para g(z): z! + 2% + a? e z' + o®2* + .
Essa analise nos mostra que g(r) tem uma das seguintes formas
{z' + Ba* + 1,2 + ¥ + B, 2" + Ba* + B}, (4.1)

em que 8 € {a,a?}. Observamos que (a?)? = (o + 1)? = a? + 1 = a. Agora basta observar
que, ao escolher qualquer polinémio em (4.1), aplicar o e fazer o produto f(z) = g(x)o(g(x)),

obtemos exatamente os polindomios Fj¢(x), Gr+(z) e Hy (). O

4.2 Resultados Principais

Lema 4.9. Seja p um primo impar. Consideramos t = ord,(q) e suponhamos que (p,q) €
3-sparse. Se t > 1, entdo os fatores irredutiveis de ®,(x) sobre F, sdo todos trinomios. Em

particular, se ¢ € uma poténcia par de 2, entaot =2 ou t € impar.
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Demonstragao. Sabemos que 27 — 1 = (x — 1)®,(x). Como (p, q) & 3-sparse, os fatores irredu-
tiveis de ®,(z) sobre I, sdo todos binémios e trindmios. Dessa forma, é suficiente provar que
0 tnico binomio irredutivel que divide 27 — 1 é x — 1.

d

E facil ver que os binomios irredutiveis sobre Fy sao da forma 2% — ¢, com ¢ € F. Notamos

que,

t=1<+= ¢=1 (modp) < plqg—1. (4.2)

Definimos M = ord,(c). Pelo Lema 4.7, 2% — ¢ divide 2P — 1 se, e somente se dM divide
p. Como p é primo, essa divisao acontece se, e somente se, dM = 1 ou dM = p. Como
M = ord,(c), e a ordem de F, é ¢ — 1, segue que M divide ¢ — 1. Assim, se M = p, entdo
p divide ¢ — 1 e, por (4.2), vem que ¢t = 1, uma contradi¢do com a hipdotese. Logo, M = 1
e, consequentemente, ¢ = 1. Por fim, devemos ter d = 1, pois 2”7 — 1 nao é irredutivel. Isso
mostra que o tnico binémio irredutivel que divide 2? — 1 é x — 1 e conclui a primeira parte da

demonstracao.

Para a segunda parte, suponhamos que t é par e vamos provar que t = 2. Pelo Teorema

1.25 e 0 que acabamos de provar, segue que
1
Py(r) ="+t +1 :H(xt—i—aixki +b;), (4.3)
i=1
em que [ = (p—1)/t, a;,b; € F; e 0 < k; < t, para todo i € {1,2,...,1}.

Comparando os dois lados de (4.3), concluimos que k; = 1 para algum i € {1,2,...,1}.
Sendo assim, existe um trinomio irredutivel 2 + ax + b € Fy[z]. Pelo Lema 4.6, um trinémio
irredutivel em F,[z] ¢ da forma 2%? + az? + b. No caso de z' + ax + b, devemos ter d = 1 e

t = 2, como gostariamos. O

Lema 4.10. Sejam d e a inteiros positivos com mdc(d,a) = 1. Se d = p™* ---p& € a fatoragio

de d, entao
ordg(a) = mmc(ord,e (a), . .., ordyer (a)).
Além disso, para cada primo p e todo inteiro o > 1, existe um inteiro 0 < < a — 1, tal que
ord,e«(a) = ord,(a)p”.

Em particular, se a®%@ £ 1 (mod p?), entio ordye(a) = ord,(a)p**.

Demonstragao. Posto t = ordg(a) e m = mmc(ord,ei(a), ..., ordyer (a)), mostraremos inicial-
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mente que t = m. Temos

a'=1 (modd) = a'=1 (modp}’)Vje{l,2,...,r}
= ord o5 (a) | ¢,V) €{1,2,...,7}

= m|t.

Por outro lado, como os p; sdo primos entre si e ordpr_lj (a) | m, para todo j € {1,2,...,r},
J

temos
a™ =1 (modp’),Vje{l,2,....r} = a"=1 (modd) = t|m.

Isso implica que ¢ = m como gostarfamos. Vejamos agora que ord,e(a) = ord,(a)p®, em

que 0 < 8 < a — 1. Notamos que se t, = ordye(a), entao
a*=1 (mod p*) = a'* = A p*+1,A, € Z.

Elevando ambos os lados a poténcia p, temos

ate? = ng; (f) (Aap™) =14 p(Aup®) + (g) (Aap®)? + - + (Aup®)?

=1 (mod p*™)

Logo, ordye+1(a) | tap. Além disso, a®%+'® =1 (mod p®), donde, t, | ordyes1(a). Dessa
forma, ordye+1(a) é multiplo de ¢, e divide t,p, ou seja, ordye+1(a) € {tq,tap}. Utilizando esse
fato, faremos inducao sobre a. Para o = 1, basta tomar § = 0. Suponhamos que o resultado
vale para a > 1, isto ¢, existe 0 < 8 < a — 1, tal que t, = ordy«(a)p®. Pelo que fizemos
anteriormente, ord,.+1(a) é igual a ord,(a) = ord,(a)p® ou ordye(a)p = ord,(a)p” .

Para a tltima parte consideramos ¢ = ord,(a) e mostraremos primeiramente, por indugao
sobre a, que a7 = Alp®+1,em que A, € Z e pt AL. Para a = 1, é imediato que a* =
(mod p). Assim, podemos escrever a’ = Alp + 1, A € Z. Notamos que se p | A}, entdo a* =1
(mod p?), o que contradiz a hipotese. Logo, p 1 A}.

Suponhamos que o resultado vale para > 1. Entdo existe A/, € Z, tal que p 1 A e

aP Tt = Al p* + 1. Elevando ambos os lados & poténcia p, temos

p

p p I\ !« p roa\2 ! Qa\p
a ;(i)(z‘lap) 1+p(Aap)+(2)(Aap) +o 4 (Aap”)

a+2

Observamos que (f) (A! p*) & multiplo de p*™2, para i > 2. Dessa forma, podemos escrever

a™ =1+ A p*t 4+ Bp*2, em que B € Z. Logo, a?” =1+ A, ,p**!, em que A, = Al + Bp.
Com isso, A, ; = A, #0 (mod p), ou seja, pt Al ;, como desejado.

a—1

Por fim, utilizaremos indugao sobre a para mostrar que ordy(a) = fp*~'. Para o =1 ¢

imediato. Suponhamos que o resultado vale para a > 1, isto &, ord,e(a) = €p*~*.
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Pelo que mostramos anteriormente, a ordem moédulo p®™! se mantém a mesma que a ordem

modulo p® ou é essa multiplicada por p. Dai,
ordye+1(a) € {ordye(a),ordye(a)p} = {p*~ ', (p°}.

Vimos que a?" " = Alp*+ 1, em que p t A’. Donde a" £ 1 (mod p®*1). Portanto,
ord,e+1(a) nio pode ser £p®~! e a demonstracio esta completa.
]

Observacao 4.11. Considerando as mesmas hipdteses do lema anterior, mas com d impar,
temos, em particular, que pi,...,p, também sdo todos impares. Suponhamos que ord, (a) é

impar para todo j € {1,2,...,r}. Assim,
ordg(a) = mme(ord,, (a)p}", ..., ord,, (a)p?)

também € impar.

Corolario 4.12. Seja n um inteiro positivo impar e q uma poténcia de 2. Suponhamos que

mdc(n, ¢> — 1) = mde(n, ¢ — 1). Se (n,q) € 3-sparse, entio (n,q?) também o é.

Demonstra¢ao. Seja p um primo que divide n. Entao, pelo Exemplo 4.5, (p, q) é 3-sparse. Pelo

Lema 4.9, segue que ¢t = ord,(¢) ¢ impar ou 2. Suponhamos que ¢ = 2. Assim,
t=2 = ¢ = (mod p) = p|¢®*—1 = p|mde(n,¢* —1).
Como mdc(n, ¢* — 1) = mde(n, g — 1), vem que
p|lmde(n,g—1) = plg—1 = ¢=1 (mod p).

O que contradiz t = ord,(¢q) = 2. Dessa forma, ¢ é impar.
Seja d um divisor de n. Observamos que d ¢ impar e, pelo que acabamos de fazer e a
Observagio 4.10, segue que t4 = ordy(q) também é impar. Além disso, posto ), = ordy(q?),

vale que
i=1 (modd) = tg]2t), = t4]|t).

Também, (¢*)'* = 1 (mod p) implica que t; divide t4. Logo, t; = ;. Ou seja, ordy(q) =
ordg(q?).

Além disso, como 2" —1 =[], ,(z) e cada ®4(z) se fatora em ¢(d)/t4 polindmios irredutiveis
de grau t, sobre F, e F 2 (Teorema 1.25), segue que 2" — 1 se fatora na mesma quantidade de
polinoémios sobre F, e F2. Isso mostra que a fatoracao é a mesma sobre esses dois corpos.

Em particular, se (n,q) é 3-sparse, entao (n, ¢?) também o é. ]
Agora estamos prontos para caracterizar os inteiros positivos n, tais que (n,2) é 3-sparse.
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Teorema 4.13. Seja n > 1 um inteiro impar. O par (n,2) € 3-sparse se, e somente se, n = 3*

oun = 7%, para algum inteiro positivo k. Além disso, temos as sequintes fatoracoes sobre Fy:
(i) Bae(w) = (@ + 2% +1);
(i) Op(z) = (BT + 227 £ 1)@ 427 +1).

Demonstragao. No Exemplo 4.3 mostramos que (3,2) é 3-sparse. Seja p > 3 primo, ¢t = ord,(2)

e suponhamos que (p,2) é 3-sparse. Como p > 3, segue que t > 2. Pelo Lema 4.9, vem que

Op(x) =" 4+t 1=]]@" + 2% +1), (4.4)
i=1
em que os coeficientes sao todos 1 pois estamos sobre Fy e a1 < ay < --+ < ay < t sdo inteiros
positivos. Como ¢t > 2 e p > 3, comparando os dois lados de (4.4), concluimos que a; = 1 e
ay = 2. Em particular, 2t +x + 1 e 2! + 22 + 1 sdo irredutiveis sobre Fy. Assim, t é impar. De
fato, se t = 2k, k € Z, entdo (z' + 22 + 1) = (2?* + 22 + 1) = (2¥ + 2 + 1)2, 0 que contradiz a
irredutibilidade de 2! + 22 + 1 sobre .

O polindmio reciproco de x'+x+1 é ' +2'"1 41, logo, o Lema 3.19 implica que 2 + 2/~ 41
também ¢ irredutivel sobre Fy. Suponhamos que ¢ = 1,7 (mod 8), como 2 | 2¢, o item (iii)
do Corolario 3.17 implica que 2’ 4+ 2% + 1 tem um namero par de fatores irredutiveis, uma
contradi¢do com a irredutibilidade desse polinomio sobre Fy. Logo, t = 3,5 (mod 8). Além
disso, t — 1 | 2t, pois, do contrério, o item (ii) do Coroléario 3.17 implica que z' + /=1 + 1 tem
um nimero par de fatores irredutiveis, uma contradi¢ao com a irredutibilidade desse polinémio.

Como t > 2 é fmpar e t — 1| 2¢, devemos ter t = 3. Com isso, t = ord,(2) =3 e 23 =8=1
(mod p), ou seja, p | 7. Logo, p = 7. Concluimos que, se p é um primo impar e (p, 2) é 3-sparse,
entdo p € {3,7}.

Consideramos agora n = p{'---p% > 1 a fatoracao do nimero impar n e suponhamos
que (n,2) é 3-sparse. Para cada j € {1,2,...,s}, & claro que p; é impar e, pelo Exemplo
4.5, o par (p;,2) é 3-sparse. Pelo que acabamos de provar, p; € {3,7} e, consequentemente,
rad(n) € {3,7,21}. Agora lembramos que 2" —1 =[], ®a(z) e vamos analisar o que acontece

em cada um desses trés casos.

(i) rad(n) = 3. Nesse caso, n = 3% para algum inteiro positivo k. Pelo Lema 1.27 e o

Exemplo 1.29, temos

k—1

Do (z) = 3(2™ ) =2 428 4 1.

Pelo Exemplo 1.45, o polinomio acima ¢é irredutivel sobre Fs.

(ii) rad(n) = 7. Nesse caso, n = 7* para algum inteiro positivo k. Pelo Lema 1.27 e o

Exemplo 1.30, temos

k—1

Opi(z) = Or(z™ ) = (@7 + 22T+ D)@ +2T +1).
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Pelo Exemplo 1.46, os polinomios (237 +227 " +1) e (z3™ ' +27" " +1) sdo irredutiveis

sobre F,.

(iii) rad(n) = 21. Nesse caso, 21 é divisor de n. Pelo Exemplo 4.5, (21,2) é 3-sparse, o que
¢ uma contradigdo, pois ®y;(z) é um fator de 2% — 1 e, pelo Exemplo 1.30, se fatora da

seguinte forma sobre Fy:
Poy(x) = (20 + 2 + 2 + o+ 1)(2® +2° + 2t + 22+ 1).

Ou seja, 2! —1 possui fatores irredutiveis sobre F5 que ndo sao bindémios e nem trindmios.

Logo, rad(n) = 21 nao pode acontecer.

Isso prova que, se (n,2) é 3-sparse, entao n € {3% 7%}, para algum inteiro positivo k.

Para a reciproca, basta observar que

£E3k—1:H(I>d(£E)= H(I)gm(aj) e a:7k—1:H<I>d(x): H(I>7m(as).

d|3* d|7*

Em ambos os casos provamos que os polindmios ®gm(x) e $7m(z) se fatoram em trindémios
para m > 1, e para m = 0 temos ®,(z) =  — 1. Portanto, (3*,2) e (7%,2) sdo 3-sparse para

todo inteiro positivo k. O

Agora vamos prosseguir para a caracterizagao dos pares (n, 4) que sao 3-sparse. Os proximos

dois resultados sao cruciais para isso.

Lema 4.14. Sejam p > 7 um ndmero primo, t = ord,(4) e suponhamos que o par (p,4) é
3-sparse. Entdo todo fator irredutivel de ®,(x) sobre Fy € igual a algum dos pentandomios dados

no Lema 4.8.

Demonstracao. Como p > 7, temos t > 2. Como 4 é uma poténcia par de 2, o Lema 4.9 implica
que t é impar e todos os fatores irredutiveis de ®,(z) sobre F, sdo trinomios.
De t = ord,(4), temos 4' = 1 (mod p) e, consequentemente, 2 = 1 (mod p). Assim,

s = ord,(2) divide 2¢. Pela Proposi¢ao 1.16, segue que

S
t = ord,(4) = ord,(2?) = ———.
or P( ) or p( ) de(Q,S)
Suponhamos que s é impar, entao
t = ord,(4) i
=or = —— =s5.
b mdc(2, s)

Aplicando o Teorema 1.25 como fizemos na demonstragao do Corolario 4.12, segue que a
fatoracao de ®,(z) sobre Fy e Fy é a mesma. Assim, o par (p,2) também é 3-sparse. Como

p > 7, isso contradiz o Teorema 4.13. Logo, s é par e

S S
t:Ordp(4):m:§ — s = 2t.
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Novamente pelo Teorema 1.25, cada fator irredutivel de ®,(x) sobre Fy tem grau 2¢ e,
consequentemente, se fatora em dois trinomios de grau ¢ sobre Fy.

O resultado segue pelo Lema 4.8. [

Para a proposicao a seguir vamos utilizar alguns dos pentanomios apresentados no Lema 4.8.

Lembramos que eles sao irredutiveis sobre Fy e tém as seguintes fatoracoes sobre Fy = Fy(a):
Exemplo 4.15. Sobre Fy = Fy(«), temos
(i) Fip(z)=a® + 2" + 2?2 + 2+ 1= 2"+ ax + 1)(z" + o’z + 1);
(i) Fos(x) =a* + 22 42t + 22+ 1= (2" + az? + 1) (2" + o?2? + 1);
(iii) Fyi(z) =2* + 23 + 2%+ 22 +1 = (2" + az® + 1) (2" + o?2® + 1);
(iv) Gry(x) =2 + 2™ + 22 + 2t + 1 = (2" + ax + a)(2' + oz + o?);
(v) Hi(z) =2+ +22+r+ 1= "+ 2+ a)(z' + 2+ a?);
(vi) Hyy(z) =a* + 2t +2* + 22 + 1= (2" + 2% + a)(a' + 22 + o?);
(vii) Hyy(x) = a* + 2t + 2% + 2% + 1 = (2' + 2° + o) (2’ + 2% + o?).
Quando escrevemos LHS (RHS) de uma equagao estamos nos referindo ao lado esquerdo
(direito) dessa equagao. Utilizaremos essa abreviagao adiante.

Proposigao 4.16. Sejam p > 7 um nidmero primo e t = ord,(4). Suponhamos que (p,4) €
3-sparse. Entao um dos polinomios Fs.(x), Hs(x) divide ®p(z) et =0 (mod 3).

Demonstracao. Pelo lema anterior, existem conjuntos A, B, C' C N, tais que

By(r) =" 4 da ]l (H Fa,t(x)) (H Gb,t(g;)> (H Hc,t(;p)) . (4.5)

a€A beB ceC

A fim de obter informacoes sobre os conjuntos A, B e C, vamos comparar 0os monomios que
aparecem em ambos os lados de (4.5). Como p > 7, temos ¢t > 3 e os mondmios x,z? e z°
aparecem em LHS de (4.5), entdo o mesmo deve acontecer em RHS. Observamos que somente
Fy4(z) e Hyy(x) possuem o monoémio z, logo, 1 € AU C. Mas o produto Fy(x)H; () nao
possui esse monomio, donde 1 ¢ AN C. Assim, somente um entre F,(z) e Hy (x) aparece
em RHS, ou seja, o mondmio x aparece apenas uma vez. Isso implica que o monémio z2 ndo
aparece em RHS como produto z - z, logo, 2% deve aparecer em algum dos pentanémios.

2 nao aparece em RHS ao fazer o produto de dois

Além disso, notamos que o termo x
pentan6mios que possuem esse monomio. Portanto, se s denota o niimero de pentandémios que
possuem o termo x%, entdo s ¢ fmpar. Para t > 3, todos os pentandomios do Lema 4.8 que

possuem 2 sao

{Fri(z), Fou(w), Gri(z), Hii(z), Hoy(2)}.
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Notamos que F () e Hy +(x) ndo podem aparecer simultaneamente em RHS, pois 1 ¢ ANC.

Entao s < 5, ou seja, s € {1,2}. Vamos analisar essas duas possibilidades.

(i)

s=1. Como 1 € AU C, temos duas possibilidades para esse conjunto de pentanomios:

3 nao é “gerado” pelo produto z-a2,

2

{Fi(x)} e {H14(z)}. Em ambos os casos, 0 monoémio x
pois temos apenas um pentandémio em RHS com os mondémios x e x° simultaneamente.
Ou seja, um pentandémio com o termo z® deve aparecer em RHS. Como t > 3, temos

exatamente duas possibilidades para esse pentanomio: Fy;(x) e Hs ().

s=3.Comole AUCel¢ ANC, temos novamente duas possibilidades: pegamos um
do conjunto {Fy,(z), Hy(x)} e dois do conjunto { Fa,(z), G14+(z), Ho4(2)}. Novamente, o
termo 2 ndo aparece ao multiplicar esses pentanomios e, como no caso anterior, F3;(z)

ou Hj(x) deve aparecer em RHS.

Em ambos os casos, F3(x) ou Hs,(z) divide @,(z).

Para a segunda parte notamos que, para o € Fy = Fo(a), vale que

o =cdfa=(a+Da=c*+a=(a+1)+a=1,

dai,
Fg’t(a) — a2t+at+3+a6 _I_a3 ‘I’l
=a* +a'a’ + (a®)’ + o’ + 1
=ao*+a'+1+1+1
=ao* +a' +1,
e também

Hy;(a)=ao*+a'+a’+a’ +1=a*+a ' +1+1+1=0a*"+a' +1.

Ou seja, Hz (o) = F34(a) = a* + o' + 1.
Suponhamos que t Z 0 (mod 3), entdo t = 1,2 (mod 3). Vamos analisar essas duas possi-
bilidades.

(i) t =1 (mod 3). Nesse caso, t =30+ 1.0 €Ze

Hzi(a) = Fyu(a) =a* +a' + 1
N I S |
= (a®)a? + aMa + 1
=a’+a+1
= 0.
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(ii) t =2 (mod 3). Nesse caso, t =30+ 2,0 € Z e

Hsi(a) = Fyy(a) =a® +a' +1
_ oSt L 3642 |
= (% cPa+ a*a® + 1
=a+a’+1
= 0.

Em ambos os casos, a é uma raiz de Hs;(z) e de F5;(z) F4. Consequentemente, (r — «)
divide esses dois pentanomios sobre Fy, o que contradiz o fato de que eles se fatoram em

exatamente dois trindmios irredutiveis em F,[z]. Portanto, t =0 (mod 3). O
Agora sim podemos caracterizar os pares (n,4) que sdo 3-sparse.

Teorema 4.17. Seja n > 1 um inteiro impar. O par (n,4) € 3-sparse se, e somente se, n tem

alguma das sequintes formas:
3k 5k 7k 3m .5k 3. TR

em que m e k sdo inleiros positivos. Além disso, para o € Fy = Fo(a) temos as sequintes

fatoragoes sobre Fy:
(i) @ae(a) = (@ + )@ +a?);
(ii) Osi(z) = (225" + 2™ + 1) (225 + 25 +1);

(iii) Ope(z) = (237 + 2277+ D)@ 427 +1);

(Z/U) ®3m5k (x) _ H <x2.3m71.5k71 + I3m71'5k71 + ai)(x2'3m71'5k71 _'_ aix3m71.5k71 + Oéi);
=1

2
(’U) @3,71{: ([L’) = H(l-3'7k71 + aix2-7k*1 + 1)(3{}3.71@71 4 O[Z-x,?k,l n 1)
i=1

Demonstragao. Sejam p > 7 primo, ¢ = ord,(4) e suponhamos que (p,4) é 3-sparse. Pela
Proposicao 4.16, Fs,(z) ou Hs,(z) divide ®,(z) e t = 0 (mod 3). Assim, podemos escrever
t = 3¢, em que ¢ é um inteiro positivo. Como Fj;(x) ou Hs(z) divide ®,(z), analisando
as fatoracoes desses pentandmios no Exemplo 4.15, concluimos que 23 + az® + b é um fator
irredutivel de ®,(x) sobre F,.

Consideramos f(x) = x* + ax + b e suponhamos que esse polinomio ¢ redutivel sobre F,.
Entao f(z) = g(z)h(z), em que g(x), h(z) € Fylz] e (g(z)) > 0 ou d(h(z)) > 0. Isso implica
f(x3) = 23 + ax® + b = g(2®)h(2?), o que é uma contradicio com a irredutibilidade desse
trinomio. Logo, f(x) é irredutivel sobre Fy.

Observamos que f(z?*) ¢ um fator irredutivel de ®,(x) sobre Fy. Pelo Exemplo 1.42, segue

que a ordem de f(z?®) é p. Além disso, como f(z) e f(x?) sao irredutiveis sobre Fy, o Teorema

47



1.44 implica que p = ord(f(z%)) = 3ord(f(z)), donde 3 divide p. Como p é primo, segue que

p = 3, contradizendo nossa hipotese de que p > 7.

Isso nos mostra que se p é um primo impar e (p,4) é 3-sparse, entao p € {3,5,7}. Se

n >

1 é impar, p é um fator primo de n e (n,4) é 3-sparse, entao, pelo Exemplo 4.5, o

par (p,4) também é 3-sparse e, pelo que acabamos de fazer, p € {3,5,7}. Segue entdo que

rad(n

(i)

(ii)

(i)

(v)

) € {3,5,7,15,21,35,105}. Vamos analisar cada um desses casos.

rad(n) = 3. Nesse caso, n = 3¥, para algum inteiro positivo k. Pelo Exemplo 1.31 e o

Lema 1.27, temos

Qi () = (x

Pelo item (i) do Exemplo 1.47, essa é a fatoracao de ®sx(z) sobre Fy = Fo(a).

rad(n) = 5. Nesse caso, n = 5*, para algum inteiro positivo k. Pelo Exemplo 1.31 e o

Lema 1.27, temos

k-1

Oge(2) = (22 +az® T + D)@ + 25T +1).

Pelo item (i7) do Exemplo 1.47, essa é a fatoragdo de @ (x) sobre Fy = Fy(a).

rad(n) = 7. Nesse caso, n = 7%, para algum inteiro positivo k. Além disso, pela Proposi-

¢ao 1.16, temos

ord;(2) =3 e ord;(4) = ord;(2%) = m = 3.

Pelo Lema 4.10, isso implica que ord;(2) = ordsx(4) = 3 - 7871, Assim, pelo Teorema
1.25, a fatoracao de @« (z) sobre Fy e Fy é a mesma. Pelo Teorema 4.13, segue que

7k71

O () = (m3'7k71 +227 4 1)(x3'7k71 +z"  +1)

¢ a fatoracao de @« (z) sobre Fy.

rad(n) = 15. Nesse caso, n = 3™ - 5¥, em que m e k sdo inteiros positivos. Pelo Exemplo

1.31 e o Lema 1.27 (aplicado duas vezes), temos

2
®3m'5k ([L‘) _ H(I2.3m—1.5k—1 + x3m—1.5k—1 + ai)<x2.3m—1_5k—1 + aiIBm—l_5k—1 + O{’L>
i=1
Pelo item (iii) do Exemplo 1.47, essa ¢ a fatoracao de ®gm.51(x) sobre Fy.

rad(n) = 21. Nesse caso, n = 3™ - 7%, em que m e k sdo inteiros positivos. Para m = 1, o
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Lema 1.27 e o Exemplo 1.31, implicam que

2
Dyr () = 1_[(:153'7k_1 + Qi ™! + 1)(x3'7k_1 + o™ +1).
i=1

Pelo item (iv) do Exemplo 1.47, essa é a fatoragao de ®3.7x(x) sobre Fy. No entanto, para
m > 2, segue que 63 divide n e, consequentemente, ®g3(x) divide 2 — 1. No Exemplo
1.31 mostramos que Pg3(z) possui fatores irredutiveis sobre F, que nao sao bindmios e

nem trinémios. Isso implica que (3™ - 7% 4) ndo é 3-sparse para m > 2.

(vi) rad(n) = {35,105}. Em ambos os casos, 35 divide n e, sendo assim, ®35(z) divide 2" — 1.
No Exemplo 1.31 mostramos que ®35(x) possui fatores irredutiveis sobre Fy que nao

sdo bindémios e nem trinémios. Isso implica que (n,4) nao é 3-sparse nos casos em que

rad(n) € {35,105}.

Isso prova que se (n,4) é 3-sparse, entdo n € {3% 5% 7% 3™ .5~ 3. 7F}.

Para a reciproca, observamos que as fatoragoes de @i (), ®si (1), Prr (), Pam.gr () € Pgrr ()
se dao em binomios e trindmios e prosseguimos de forma analoga ao que fizemos no Teorema
4.13. O
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