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RESUMO

A prova dos nove ¢ uma técnica de verificagdo das quatro operagdes aritméticas. Foi um
procedimento amplamente ensinado e valorizado nas escolas e familias até o inicio do século
atual. Conhecida também como "regra dos noves fora", era uma ferramenta essencial para
validar os resultados das quatro operagdes aritméticas basicas: adi¢ao, subtragao, multiplicagao
e divisdo. Sua popularidade cresceu em uma época em que o acesso a calculadoras era limitado,
tornando-se uma habilidade da qual avos e comerciantes se orgulhavam de dominar. Embora
tenha sido um contetido fundamental nos livros didaticos e no antigo ensino primario, a pratica
da prova dos nove caiu em desuso com a popularizagdo das calculadoras. Este texto explora a
sua relevancia historica, a forma como era abordada nos materiais didaticos e as razdes para o
seu declinio, mostrando como a evolucdo tecnoldgica impactou diretamente as praticas
educacionais. No presente trabalho estuda-se a prova dos nove, abordando seu contexto
historico, sua fundamentagdo matematica, sua aplicacdo pratica e sua relevancia pedagogica.
Mostramos a diferenga entre a prova dos noves e a prova real e analisamos o método a luz da

congruéncia médulo m.

Palavras-chave: Prova dos nove, Regra dos noves fora, Célculos, Operagdes aritméticas,
Adicdo, subtragdo, multiplicacdo e divisdo, Livros didaticos, Calculadoras, Evolugdo
tecnologica.



ABSTRACT

The "proof of nine", an arithmetic verification method also known as the "casting out nines",
was an essential technique for validating operations like addition, subtraction, multiplication,
and division. Widely taught in schools until the early 21st century, its popularity was driven by
the limited access to calculators, making it a valued skill for grandparents and merchants. This
procedure, once a fundamental topic in textbooks, fell into disuse with the rise of technology.
The article explores the historical relevance of the proof of nine, its approach in didactic
materials, and the reasons for its decline, highlighting how technological advancement
impacted educational practices. In our work, we studied the proof of nines, addressing its
historical context, mathematical foundation, practical application, and pedagogical relevance.
We showed the difference between the proof of nines and the real proof and analyzed the
method in light of congruence modulo m.

Keywords: Nine-point test, Rule of nines out, Calculations, Arithmetic operations, Addition,
subtraction, multiplication and division, Textbooks, Calculators, Technological evolution.
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INTRODUCAO

No século passado, a prova dos nove era uma técnica de verificagdo de célculos
amplamente ensinada nas escolas e valorizada pelas familias. Conhecida como "prova dos
nove" ou "regra dos noves fora", ¢ um procedimento matematico do qual avds e comerciantes
se orgulhavam de dominar. Era utilizada para validar o resultado das quatro operagdes
aritméticas basicas: adigao, subtragcdo, multiplicagdo e divisao.

Contexto Historico e Educacional

A prova dos nove fez parte do contetido de livros didaticos e livretos de tabuadas, sendo
considerada por diversos autores como uma das provas de verificagdo de calculo escrito mais
utilizadas. Sua popularidade cresceu em uma €poca em que nao existiam calculadoras em sala
de aula, servindo como uma ferramenta essencial para que os alunos conferissem suas contas.
Essa pratica era ensinada no antigo ensino primario, o que hoje corresponde ao ensino
fundamental.

Com o advento das calculadoras no inicio dos anos 2000, o ensino e a utilizagdo da prova
dos nove cairam em desuso. A facilidade e a rapidez proporcionadas pelas ferramentas digitais

tornaram o método manual menos relevante para a verificacao de resultados.
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A Abordagem nos Livros Didaticos

Uma analise de livros didaticos utilizados na época revela que a prova dos nove era
abordada de diferentes maneiras. Em muitos casos, os autores a definiam como uma prova de
verificagdo das operagdes fundamentais ou a associavam aos conceitos de divisibilidade.

Algumas obras apresentavam a prova dos nove apenas de forma ilustrada, sem a devida
explicacdo tedrica. Poucos autores explicavam a falta de confiabilidade intrinseca a esse método
que, embora util, ndo garante a correcao de um resultado.

Por exemplo, se a soma dos algarismos do resultado estiver incorreta, a prova dos nove
pode ainda assim passar.

Em muitos livros, a simbologia da prova dos nove era usada nos exemplos numéricos,
mas poucos continham exercicios especificos para a pratica dessa técnica. Apenas sete obras
analisadas apresentavam exercicios referentes a este conteido, o que sugere que, em grande
parte, o método era ensinado de forma mais superficial.

A prova dos nove, embora tenha perdido seu lugar nos curriculos escolares atuais,
permanece como um valioso exemplo da evolucao das praticas de ensino e da maneira como a

tecnologia impacta a educagao.
Observaciao

A referéncia solicitada sobre o advento das calculadoras no inicio dos anos 2000 ¢ um
tanto imprecisa. As calculadoras se popularizaram bem antes disso, com modelos eletronicos
se tornando acessiveis a partir dos anos 1970. No entanto, o seu uso em larga escala nas escolas
e a consequente diminui¢do da énfase em métodos manuais como a prova dos nove ¢ um

processo que se consolidou entre o final do século XX e o inicio do século XXI.

Objetivos

Apresentar a historia e a evolucdo do método da prova dos noves buscando tracar a
origem ¢ o desenvolvimento da prova dos noves, desde os primeiros indicios historicos,
relatados nos textos de Al-Khwarizmi et al, até sua popularizacdo com os livros didaticos e na

pratica dos comerciantes. Explicar o funcionamento e a base matematica da prova dos noves
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através da técnica dos noves fora e sua relagdo com o resto da divisdo por nove, utilizando

conceitos como divisibilidade e o algoritmo da divisao. Mostraremos o funcionamento para as
quatro operagdes aritméticas (adi¢do, subtracdo, multiplicagdo e divisdo), utilizando exemplos
praticos. Mostraremos exemplos nos quais a prova dos noves falha, além das e justificativas do
porqué isso ocorre. Por fim, vamos comparar a prova dos noves com a prova real, indicando as

diferencas entre as duas técnicas.



CAPITULO 1

1.1 HISTORIA DA PROVA DOS NOVE

A prova dos noves ou noves fora ¢ um método que faz uso da ideia dos noves fora dos
numeros para verificar se um determinado resultado de operagdo aritmética estd correto
(Oliveira; Lutosa, 1998). O termo noves fora ou tirar os noves ¢ um procedimento que consiste
em subtrair o maior multiplo de nove que contiver um determinado numeral, ou seu equivalente,
obter o resto da divisdo de um niimero por nove. Por exemplo, se escolhermos 85, o maior
multiplo de 9 ¢ 81, entdo fazendo 85-81=4, isto €, 85 noves fora ¢ igual a 4. Uma forma mais
pratica de efetuarmos esse processo ¢ somarmos os algarismos do numeral e subtrairmos nove.
Ainda no exemplo anterior, 8+5=13 e 13-9 ¢ igual a 4. Assim, podemos descrever o método da
prova dos noves como um processo de verificagdo dos resultados obtidos ao realizarmos
operagdes de soma, subtragdo multiplicacao e divisdo. Para cada uma dessas operacdes existe
um dispositivo distinto, com regras especificas, que tornaram por muito tempo esse método
simples e atrativo.

Nao existe um consenso com relacdo a precisdo de onde e quando a prova dos nove
surgiu. Contudo, hé indicios de que por volta do inicio do primeiro milénio da era crista, o
tedlogo Hipolito teria mencionado um procedimento semelhante, conhecido como “noves e
setes-fora”, conforme aponta (Cajori, 2007, p. 87). Segundo ainda o autor, os hindus tentaram
usar célculos usando o método dos noves fora, mas esse método ndo ¢ de origem indiana, pois
ja era conhecido por Hipdlito.

Apesar da possivel mengao de Hipdlito, muitos historiadores consideram que o primeiro
a descrever e popularizar o método foi o matematico persa Al-Khwarizmi (c. 780-850), em sua
obra al-Kitab al-Mukhtasar f1 Hisab al-Jabr wal-Mugabalah. Também o método foi encontrado
em trabalhos de al- Karkhi (c.1020), Beha Eddin (c. 1600), e outros. Ibn Sina, como era
conhecido Avicena (viveu entre 980 e 1037), descreveu por volta do ano 1020 um jeito de
conferir contas usando um método que ele chamou de “método hindu”. Esse método usava
noves para ajudar a verificar calculos. Pesquisadores como Lacava, Costa (2016) e Zuin (2019)
também mencionam essa ideia como parte da prova dos nove. Segundo esses autores, o primeiro
livro de matematica em portugués que trata do método da prova dos nove foi escrito por Gaspar
Nicolas e lancado em 1519. O livro se chama “Tratado da Pratica de Arismetica”. Ele fez muito

sucesso e teve varias reedicoes, como a de 1590, que estd disponivel na Biblioteca Nacional de
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Portugal em formato digital. Este livro ja mostrava a prova dos nove como uma forma de
conferir todas as operagdes basicas da aritmética. Em cada operacdo, o autor explicava o
procedimento, dava um exemplo numérico e sugeria a confirmagao do resultado usando a prova
dos nove ou a prova dos sete ou a operacgdo inversa (MIGUEL; SOUZA, 2006).

Entre os livros estrangeiros, o que ganhou mais destaque foram os “Elementos de
Arithmetica", do autor francés Etienne Bézout, que foi amplamente adotado em escolas
estrangeiras e as brasileiras, sendo usados tanto na sua versao original quanto na traduzida. A
obra de Bézout se tornou uma referéncia para outros livros de Aritmética. Uma edigao
portuguesa de 1784, por exemplo, incluia entre seus tdpicos a prova pela regra dos noves para
as quatro operacdes matematicas fundamentais.

Entre o final do século XIX e as primeiras décadas do século XX, o livro "Primeira
Arithmetica para meninos", de José Theodoro Souza Lobo, foi um dos principais textos
didaticos de matemadtica adotados nas escolas brasileiras. A obra, que serviu para a
alfabetizagdo matematica de muitas criangas na época, incluia entre seus topicos a prova dos
noves, era considerado um método simples para verificar resultados nas operagdes aritméticas.

Era comum que tabuadas tradicionais apresentassem uma coluna extra. Localizada a
direita dos resultados dos produtos, essa coluna trazia o 'noves fora'. A seguir apresentamos um

exemplo destas tabelas:



16

TABUADA DE MULTIPLICAR 7
a ™
4 a8 " +£% 23 % s34 28 2
$3:% F |33:z3 } (3331 ¢
PRLUE B IigEETy 4% 1= 4
2X 2= 9 F =D =] a2 =8
2- X553 = 0 TR T3 . D 4% 3=12|3
2 Xy =g 3 X 4=12|3 | 4x 4= 167
2X 5=10|F3 X=5=15}6.] 4 %5 =20]2
2X 6=12|3 |3 x 6=18|0] 4x 6 = 24|6
2 X7 AlS | 3. 327 =21 ] R 7 =281
2% 8=16[7|3X-"8=24]6] 4 8 = 32]5
2X 9=181013 X 9=27|0| 4% 9=36|0
2xXx10=2012]|3'%X10=30)3 4x%10 =404
55 1% 5| { G X0 ssoe|ere -] = 7|
5x 2=10{1]|6% 2=12{3| 7x 2= 14|5
5 X3S PehS . X=3 =810 | 7T X3 =721]3
5% 4=220/12]6 X 4=24|6| 7x4=28}|1
5= =R PN =5 =—3013 | 7 %=5= 35|8
SX 6=3[3]6XxX 6=36|0]| 7x6=42]6
S5X 7=35[8|6 X 7T=42]|6]| 7x7=49|4
SX 8=40|4]16 X B=48)3 | 7% 8=56|2
5X 9=4510]16 X 9=54]0] 7x9=63|0
5X10=50|5|6X10=60]6| 7xX10=70|7
8 X-"1= 8 Dy an] == WX 1=10]1
§ X 2=1617 19 X2=-1810 | 10. %2 =202
X 3 =24]6|9 X 3 =2710]110%x3=30|3
§X 4=3215|9X 4=36]0| 10 x4=40|4
8 X 5=40|4|9x 5=45]0]|10x 5 =50]|5
8X 6=48|3|9X 6=54|0|10%x 6 =606
X" T7=5861219 %X " 7=263}0]|10%7=7T707
8 X 8=64|1|9%X 8=72|10|10x 8 =80|8
8X 9=72|]019Xx 9=81|0]10xX 9=90|0
.8 X10=80|8|9x10=90|0| 10 x10=100]1
]

Fonte: http://restosdecoleccao.blogspot.com/

Figura 1 Tabuada de Multiplicar Antiga

Nas tabuadas mais antigas, acredita-se que até os anos 2000, elas continham a prova dos
nove como parte do seu conteudo, apresentamos nos anexos (Final do trabalho) uma tabuada
publicada em 1945. Nela encontramos as operagdes de adi¢do, subtragdo, multiplicacdo e
divisdo e a prova dos nove, além de outros contetidos.

A prova dos nove foi amplamente utilizada, especialmente por comerciantes para
realizar célculos de contas de seus devedores, até aproximadamente o ano 2000 (CRUZ, 2013,
p-09). Esses calculos eram frequentemente feitos mentalmente e com agilidade. No entanto,
com o avanco da tecnologia, as calculadoras eletronicas foram popularizadas e, com isso, a
técnica da prova dos nove tornou-se obsoleta. A facilidade e a precisdo proporcionadas pelo

uso da calculadora resultaram na progressiva substituicdo dos calculos mentais e do uso da
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tabuada com a prova dos nove, que acabaram caindo em desuso. Segundo Lacava (Lacava,
2016, p. 64), o método da prova dos noves foi um instrumento amplamente utilizado em sala
de aula, mas com o passar dos anos deixou de ser ensinada em sala de aula e foi desaparecendo
do livro didatico.

Constata-se o prestigio da prova dos noves em selos postais da Alemanha. Abaixo segue
uma figura mostrando uma homenagem ao alemao Adam Riese (1492-1559). Autor de livros
para o ensino da matematica, ele utilizava os numerais hindu-arabicos e ¢ considerado o "pai

da aritmética moderna".

AX
ADAM
RIESE

1492-1559

)
E [
7
3
~
Z
0
=
s
i
i

s W W N N N N N N W W W N, W NN WY

NS SO T SPSSPS

Fonte: https: //plcchck com

Figura 2 Selos postais da Alemanha em homenagem a Adam Riese

Era costume que a verificagdo do produto de uma multiplicagdo, pelo processo dos
"noves fora", fosse registrada em um dispositivo em forma de X (cruz numérica de Riese),
como se pode ver nos selos postais. O primeiro, de 1959, celebra o 400° aniversario de sua
morte, e 0 segundo, de 1992, comemora os 500 anos de seu nascimento.

Um outro fato interessante ¢ que a prova dos noves foi abordada nos Exames de
Admissao de Carlos Goes, na edi¢dao publicada em 1930.

Este livro foi usado como material de preparacao para estudantes que pretendiam prestar
o exame de admissdo no Colégio Pedro II e outros exames de selecdo educacionais. A obra de
Goes detalhava a aplicacio da prova dos noves para as quatro operagdes aritméticas
fundamentais (adi¢do, subtracdo, multiplicacdo e divisdo), funcionando como uma forma de

verificar os resultados dos calculos. Abaixo segue a imagem da capa da edigao citada.
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Fonte: Goes (1930)

Figura 3 Capa do livro Exames de Admissdo

1.2. Algumas consideracdes finais sobre o a prova dos noves

De acordo com Selva e Borba (2010), ¢ fundamental cautela no uso da calculadora para
que ela ndo se torne um obstaculo ao desenvolvimento do raciocinio ¢ da aprendizagem
matematica dos alunos. Embora seja uma ferramenta 1til, seu uso nao deve ser indiscriminado.

A dependéncia exclusiva da calculadora pode prejudicar a capacidade dos estudantes de
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realizarem calculos de forma autonoma e de compreenderem a estrutura e os processos da
matematica. Portanto, cabe ao professor discernir o momento e a forma mais adequados de
integrar essa tecnologia em sala de aula, de modo a potencializar o aprendizado.

A preocupacdo com a dependéncia da calculadora e o consequente abandono do célculo
mental ¢ um ponto de aten¢do para muitos pesquisadores, mesmo com o incentivo do seu uso
nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN). Conforme os PCN (BRASIL, 1997), a
calculadora ¢ um recurso acessivel que pode auxiliar em atividades de exploracdo, pesquisa,
conferéncia de resultados e correcdo de possiveis erros.

Nesse sentido, o uso da prova dos noves na atualidade tem como objetivo reforgar a
importancia do céalculo mental e da compreensao dos processos matematicos, em vez da mera
dependéncia de ferramentas como a calculadora. O uso das calculadoras, computadores ou
smartfones pode prejudicar a capacidade do aluno de realizar contas sozinho e de entender a
logica por tras da matematica. A prova dos noves, nesse contexto, surge como uma ferramenta
que estimula exatamente essas habilidades:

e Verificacao de Resultados: Assim como a calculadora € 1til para conferir resultados, a
prova dos noves oferece um método de verificagdo manual que nao depende de
tecnologia. Isso permite ao aluno checar se a sua resposta estd correta, fortalecendo a

confianga em seu proprio raciocinio.

o Compreensdo e Raciocinio: A técnica da prova dos noves exige que o aluno entenda a
relagdo entre os nimeros e as operagoes. Ela ndo se trata apenas de apertar botdes, mas
de aplicar uma regra matematica baseada em divisibilidade, o que aprofunda a

compreensdo do processo de célculo.

e Estimulo ao Calculo Mental: Ao praticar a prova dos noves, o aluno precisa realizar
pequenos calculos de cabega (como somas e subtragdes), o que ajuda a manter e

aprimorar o calculo mental.
1.3. REFERENCIAL TEORICO

A andlise de praticas de ensino por meio de fontes historicas, como os livros didaticos,
tem sido um campo crescente nas pesquisas em Educacdo Matematica. Nesse sentido, a
dissertacao de Lacava (2017) se insere na perspectiva da historia da educagdo matematica, que
busca compreender como os conteudos escolares foram organizados, legitimados e

transformados ao longo do tempo.
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De acordo com Valente (1999), o ensino de matematica no Brasil foi fortemente
influenciado por tradi¢des pedagdgicas que priorizavam a memorizagdo e a repeticdo de
procedimentos, o que se evidencia no uso de técnicas como a prova dos noves um método
aritmético usado para verificar a correcao de operagdes matematicas, especialmente antes da
popularizagdo das calculadoras. Esse método, embora considerado rudimentar pelos padroes
matematicos atuais, foi amplamente utilizado em livros didaticos entre os séculos XIX e XX.

A autora analisa como a prova dos noves foi abordada em diferentes momentos e
materiais didaticos, revelando mudancas na forma de conceber o ensino da aritmética. Em
periodos mais antigos, observa-se uma énfase maior em procedimentos mecanicos e algoritmos
prontos; em contrapartida, nos livros mais recentes da amostra analisada, ha tentativas de
justificar ou contextualizar o método, refletindo uma transi¢do para abordagens mais reflexivas.

Autores como Chervel (1990) e Goodson (1990) ressaltam que o livro didatico ¢ um
objeto privilegiado para compreender a "cultura escolar" e os saberes que foram considerados
legitimos em determinadas épocas. Lacava (2017), ao investigar os livros de aritmética
publicados entre 1890 e 1970, mostra como os saberes matematicos escolares sao
historicamente construidos e negociados, e como estratégias de validagdo, como a prova dos
nove, refletem tanto concepgdes epistemologicas quanto escolhas pedagogicas.

A andlise de Lacava também dialoga com as ideias de Hofstetter, Schneuwly e
Freymond (2017), que compreendem o livro didatico como uma tecnologia de ensino que
materializa praticas sociais, politicas e cognitivas da escola. A autora mostra que a forma como
a prova dos nove foi tratada nos livros didaticos revela muito sobre o lugar que a matematica
ocupava no curriculo escolar da época, bem como sobre as expectativas formativas dirigidas
aos alunos do ensino primario.

Dessa forma, o referencial tedrico que sustenta a pesquisa de Lacava articula as
contribui¢des da historia da educacdo matematica com os estudos sobre cultura escolar e
materiais didaticos, permitindo compreender como praticas especificas de ensino, como a prova

dos noves, se constituiram e se modificaram ao longo do tempo.
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CAPITULO 2

2.1.1 Definicao
Divisibilidade em Z

Sejam a e b pertencentes a Z, diremos que a divide b se existe c € Z tal que b = ac.
Nesse caso dizemos que a divide b ou a é divisor de b. Para indicar que a divide b a|b.

Por exemplo, observamos que 6 divide 18, pois 18 = 6 X 3; também teremos que
—3 divide 18, pois 18 = (—3) X (—6). Além disso podemos dizer que dado a € Z, a|0, pois
0 = a X 0. Em particular, 0]0.

2.1.2 Propriedades

Se a|b e a # 0, o nimero inteiro ¢ que satisfaz b = ac ¢ chamado de quociente de b
por a. Neste caso indicamos isso por b/a. Observamos que a divisibilidade em Z satisfaz as
seguintes propriedades:

1) Reflexividade: Se a € Z,entdo a|a,poisa = a X 1.

2) Antissimétrica: Se a,b > 0,a|b e b|a,entdo a = b, poisse alb,I ¢ € Z tal que b =

a X c . Por outro lado, se b|a,3d € Z tal que a = b X d . Dessa forma concluimos que ¢ =
d,e portanto a = b.

3) Transitividade: Se a,beceZe albeb|c,entioalc. A verificagdio dessa
propriedade pode ser feita aplicando a definicdio de divisibilidade, isto €, se
alb,3 d € 7Z tal que b=ad. Da mesma forma se b|c,3 f € Z tal que ¢ = bf. Logo, colocando
g =dX f,teremos c = ag.

4) Se a,bec €Z ealbealc entdo a|(bx + cy) para quaisquer que sejam
xey €7Z. De fato, como b = ad e ¢ = af,teremosbx + cy = (ad)x + (af)y = a(dx +

fv), o que prova a afirmagdo. Consequentemente, se alb e alc, entdo
al(a+b)eal|(b—c) ea|bx,
para qualquer x € Z.

5) Se a|b e c|d, entdo ac|bd. De fato, se b =ared = cs para res inteiros,

obtemos bd = (ac)(rs) e dessa forma segue que ac|bd.
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2.2. Algoritmo da Divisio.

O algoritmo da divisdo ou algoritmo euclidiano estabelece uma divisdo com resto e ¢
uma base fundamental da aritmética. O nome Algoritmo de Euclides apareceu nos Elementos
de Euclides (300 a.C.) para determinar o maximo divisor comum de dois numeros positivos. A

versao apresentada nesse trabalho € mais geral que somente os nimeros positivos.
Teorema 2.2.1 (Algoritmo da Divisao)

Dados dois inteiros a e b, com a > 0, existem dois inteiros q e r tais que
b=aq+r,

em que 0 < r < a. Além disso, se a > 0 os inteiros g e r sdo Unicos.

Demonstragao:

Se a e b sao multiplos entdo existe q tal que b = aq e r = 0. Caso contrario, teremos
que b esta entre multiplos consecutivos de a, isto ¢, existe q € Z tal que aq < b < a(q + 1).
Logo, escrevemos

0<b—-—aq<a.

Dessa forma, podemos escrever ¥ = b — aq, o que mostra a existéncia dos inteiros
q,7 € Z. Suponhamos agora que existam inteiros q,,q,, 17, e 1, taisque b = aq; +r; = aq, +
r, com 0 < 7y, 1, < a. Segue que, a(q; — qz) = 1, — 1. Suponha a > 0, afirmamos que r; =
1,. De fato, se isso ndo ocorre, supomos, sem perda de generalidade, que r; > r,, entdo como
a > 0 temos g, > q; Assim, g, — q; = 1. Retomamos a igualdade, a(q; —q,) =1, — 11
teremos

r, =1 +alqz — q1).

Comoa>0,1r=>0eq; —q; =1, 0quenos leva r, = a, o que ¢ uma contradicao.
Logogq, =q,ery =1, O

No que segue, observamos que o uso do sistema numeragao posicional se justifica pelo
resultado que enunciaremos a seguir. Esse resultado sera feito para a base decimal (base 10),
mas que pode ser demonstrado para qualquer base ( = 2).

Proposicio 2.2.2 Seja N um nUmero natural, entdo podemos encontrar uma Unica
sequéncia de numeros naturais:

ag, Ay, -, Ay
Satisfazendo 0 < a; < 9(i = 1,2, ..., 1), tal que

N =ay +a;10 + a,10%?+..+ a,10".
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Demonstra¢ao

Se N <10, n3o ha o que mostrar. Se N > 10 procedemos da seguinte maneira:

Aplicando o algoritmo da divisdo ao par (N, 10), temos a seguinte igualdade:
N =10q +r,emque0 <r <9.

1

Se 0 < g <9, aprova estd terminada, pois a igualdade acima ¢ a identidade procurada.
Caso contrario, g > 9, e aplicamos o algoritmo da divisdo ao par (g, 10) e obtemos

q=10q; + n,mque0<r <0O.
Substituindo na equacao 1 obtemos
N =10(10q; + ;) +r =7+ 1,10 + g, 102 .

Se 0 < g1 < 9, nossa sequéncia fica determinada por 0 < r,711,q; < 9. Casoq; > 9
procedemos como na etapa anterior. Como N ¢ um numero inteiro finito, o procedimento se
esgota e obtemos nossa sequéncia.

Para a unicidade faremos a seguinte afirmagao

Afirmacdo: A unica forma de escrever 0 = ay + a;10 + a,10% + --- + a,, 10" é com
ap, = a, = - = a, = 0. De fato, suponha que 0 = ay, + a;10 + a,10% + -+ + a,.10". Entio
a, = —10(a; + a,10 + -+ a,10a™1). Logo, ou 10|ay ou (ay + a,10 + -+ +
a,10a"1)|a,. Como 0 < ag < 9, devemos ter a, = 0, pois caso contrario ay # 0,10 t a, e
como 0 < aq,-,a, <9 deveremos ter a, = --- = a,, = 0. Desta forma, a, = —10a,, como
10 t aq teremos a,|ay, entdo existe 0 < b < 9 tal que ag = a;b. Como a, = —10a,, segue
que a;(b + 10) = 0, implicando a; = 0.Isso contradiz a suposi¢do de a, # 0. Logo a, =
a,=-=a,=0.

Vamos mostrar a unicidade. Suponhamos que existam duas sequéncias 0 < a; <
9e0<bh;<9,comi=1,-,r tais que N=ay+a;10+a,10>+ -+ a,10" = b, +
b;10 + b,10% + ---+ b, 10", logo 0 = (ag— by) + (a; — b1)10 + (a, — b,)10% + --- +

(a, — b,)10". Segue da afirmagdo anterior que ay = by, a; = b4, ...,a, = b,.. O

2.3. O que é 0 “noves fora” de um numero?

Quando dizemos tirar os noves fora de um numero natural N, significa tirar subtrair o

maior multiplo de 9 nele contido. Isso ¢ equivalente a buscar o resto da divisdo de N por 9.
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Uma regra pratica para achar os noves fora de N ¢ somar seus algarismos de e subtrair do
resultado o maior multiplo de 9 nele contido. Vejamos alguns exemplos:

a) 552 - 5+5+2=12—- 1+ 2 = 3. Observe que 12 — 9 = 3, noves fora 3, isto &,
o resto da divisao de 12 por 9 ¢ 3, e notamos que o resto da divisao de 552 por 9 ¢ 3.

b) 1257 ->1+4+2+5+7=15->1+5 = 6. Observe que 15 —9 = 6, “noves
fora 67, isto €, o resto da divisao 15 por 9 € 6, e notamos que o resto da divisao de 1257 por 9
¢ 6.

Os dois exemplos acima nos levam a intuir que a relacao entre a soma dos algarismos
de um niimero natural N quando dividido por 9 ¢ o resto da divisdo de N por 9 é o mesmo. De

fato, mostraremos esse resultado nas proposi¢des abaixo:
Proposicao 2.3.1

Para todon € N, 10™ — 1 é maltiplo de 9.
Demonstracao
A demonstragio se dara por indugdo sobre n. Se n=0, entdo 10° — 1 = 0 que claramente
¢ divisivel por 9. Suponha que o resultado seja valido para n = k € N, isto ¢, 10¥ — 1 ¢
multiplo de 9. Agora, paran = k + 1, temos
10%*1 —1 =109+ 1) — 1 = 910% + 10* — 1.
Como 910% ¢ multiplo de 9 e por hipétese de indugdo 10% — 1 ¢ multiplo de 9, o

resultado fica demonstrado.

+

Proposicao 2.3.2

Seja N € N, entdo N e a soma de seus algarismos quando divididos por 9 deixam o
mesmo resto.

Demonstracao

Considere N = ay + a;10 + a,10%+..+ a, 10", com0 < a; <9ei=1,...,7.Seja
s = Yii—; a;. Pelo Algoritmo da Divisdo, Teorema 2.2.1, existem numeros naturais q , 7,77 € g,
tais que

N=9g+r com0<r<9

s=9q +rpcom0 <17 <O.
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Por outro lado,
N =ay +a,;10 + a,10%+
=ay +a;(10-1+1) + a,(10° =1+ 1)+ +a, (10" -1+ 1)

= a; (10— 1) +a,(10° =1+ +a, (10" =1 +ay + a; +a, + -+ a,.

Assim, se compreende x = a;(10 — 1) + a,(10% — 1) + - + a,(10" — 1), segue da
Proposi¢do 2.3.1 que x = 9q,,com q; EN. Entdio N =9q+r=x+s=9q,+9q, + 1, =
9(q1 + q2) + 1. Segue do Algoritmo da Divisdo que r = r;. O
2.3.3 Fungao Noves Fora
Definigao 2.3.3.1
Sejaa € N entdo definimos nf: N — N a fun¢do noves fora em que nf(a) = r, sendor o
resto da divisdo de a por 9.
Pelo algoritmo da divisdo, segue que nf é bem definida. As propriedades dessa fungao

serdo apresentadas no decorrer do texto.
2.4. Prova dos Noves

Nesta sessdo aplicaremos os noves-fora de numeros naturais para verificar se os
resultados de operacdes aritméticas envolvendo tais nimeros estdo corretos. Essa técnica ¢
conhecida como Prova dos Noves.

Sejam a,b,ced €N e ¢1,92,93,94 11,172,731, EN tais que a =9q, +1r,b =

9q; +15,c=9q;+13ed =9q, + 1,0 < 1,1, 13,1, <O
Observacio 2.4.1. Pelo que discorremos na sessao anterior, temos as seguintes defini¢des:

e A sentenca a = 9q; + r; significa a noves fora ;.
e A sentenca b = 9q, + 1, significa b noves forar,.
e A sentenca ¢ = 9q3 + 13 significa c noves fora r;.

e A sentenca d = 9q, + 1, significa d noves fora r,.

A partir de agora vamos desenvolver o método da prova dos noves para as operagdes de

adicdo, subtracao, multiplicagdo e divisao.
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Adicao

Considerandoa =9q; +1r,b=9q, + e ¢ =9q3+1r;3 ea+b =
c,entdo 9(q; +q;) + 1, + 1, =9q3 +1r3. Reescrevendo, (r; +1,) —9(q5 —q1 — q2) =
3. Isso nos diz que os noves fora da soma dos noves fora das parcelas sdo iguais ao noves fora
da soma. Isto €, o noves fora de r; + r, € igual a 3. Nos termos da Defini¢ao 2.3.3.1, temos

nf(a+b) =nf(nf(a) +nf (b)) = nf(c).

Apresentamos um esquema abaixo que auxiliard na compreensao do método.

nf(a) nf(nf(a)+nf(b))
7 nf(r; + 1y)
nf(b) nf(c)
7 T3

Exemplo 2.4.1

Como exemplo consideramos a seguinte operagdo soma: 78 + 5 = 83. Aplicando a
Proposigdo 2.3 temos que:
e 78 -7+ 8 =15, entdo 15 noves fora 6, pois o resto da divisao de 15 por 9 ¢ 6. Isto
¢, = 6;
e 5 -5, entdo 5 noves fora 5, pois o resto da divisdo de 5por 9 ¢ 5. Isto ¢, 1, = 5;
e 83 -8+ 3 =11, entdo 11 noves fora 2, pois o resto da divisdo de 11 por 9 ¢ 2. Isto
¢, 13 = 2.

e Comor; + 1, =11, entdo 11 noves fora 2, pois o resto da divisdo de 11 por 9 ¢ 2.

Entdo, aplicando o esquema para esse exemplo, teremos:

nf(78) nf(nf(78)nf(5))
6 2

nf(5) nf(83)
5 2
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Subtracio
Considerando a operagdo a—b =c¢, entdo 9q; + 1, —(9q, + 1) = 9q5 + 13.
Reescrevendo a identidade anterior, obtemos 15 + 1, — 9(q; — q2 — q3) = 171, isso nos diz que
o noves fora do minuendo ¢ igual ao noves fora do subtraendo e do resto, em outras palavras, o
noves fora de r, + r3 € igual a 7. Nos termos da Defini¢do 2.3.3.3.1, temos
nf(a—b) = nf(nf(b) +nf(c)) = nf(a).

Apresentamos um esquema abaixo que auxiliard na compreensdo do método para a

subtracio.
nf(b) nf(nf(b) + nf(c))
) nf(r, + 13)
nf(c) nf(a)
T3 1
Exemplo 2.4.2

Como exemplo consideramos a seguinte operagdo de subtragdo 324 — 122 = 202.
Aplicando a Proposicao 2.2.2 temos:

J 324 - 3+ 2+4 =9, entdo 9 noves fora 0, pois o resto da divisdo de 9 por 9
¢0.Isto¢, r, =0.

o 122 - 1+ 2+ 2 =5, entdo 5 noves fora 5, pois o resto da divisdo de 5 por 9
¢5.Istoé, r, = 5.

o 202 - 2+ 0+ 2 =4, 4 noves fora 4, pois o resto da divisdo de 4 por 9 ¢ 4.
Isto &, 73 = 4.

. Comor, + 13 =9,, entdo 9 noves fora 0, pois o resto da divisao de 9 por 9 ¢
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nf(122) nf(nf(122) + nf(202))
5 0

nf(202) nf(324)
4 0

Multiplica¢ao

Considerando a operagdo a-b =c,entdo (9q; + 1) X (9q, + 1) = 9q5 + 135.
Reescrevendo essa expressdo temos 1y X 1, — 9(q3 — 991q2 — q211 — q173) = 13. Isso mostra
que o noves fora do produto dos noves fora dos fatores ¢é igual ao noves fora do produto, isto &,
o noves fora de r; X1, € igual a r3.Nos termos da Defini¢do 3.3.3.1, nf(a X b) =
nf(nf(a) X nf (b)) = nf(c).

Apresentamos um esquema abaixo que auxiliard na compreensdo do método para a

multiplicagdo.
nf(a) nf(nf(a) X nf(b))
Tl nf(rl X TZ)
nf(b) nf(c)
T2 3
Exemplo 2.4.3

Considerando a operagdo 52 X 15 = 780. Aplicando a Proposi¢do 2.2.2 temos:

. 52 - 542 =7, entdo 7 noves fora 7, pois o resto da divisdo de 7 por 9 é 7.
Istoé, ry = 7.

J 15 - 1+ 5 = 6, entdo 6 noves fora 6, pois o resto da divisdo de 6 por 9 ¢ 6.
Isto ¢, , = 6.

J 780 —» 7 + 8 + 0 = 15, entdo 15 noves fora 6, pois o resto da divisdo de 15 por

9¢6.Istoé, 3 =6.
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° Como 1141, = 42,, entdo 42 noves fora 6, pois o resto da divisdo de 42 por
9¢6.
nf(52) nf(nf(52) x nf(15))
7 6
nf(15) nf(780)
6 6
Divisao

Pelo Algoritmo da Divisdo, podemos escrever a seguinte sentenca a = b X ¢ + d, em
que 0<d<b,entdo 9q; +1r, = (9q,+1,) - (9q3 +1r3) + (91, + 1,). Reescrevendo a
igualdade anterior

Ty X713+ 17 —9(q1 — 99295 — G273 — qaT2 + q4) =11

Isso mostra que o noves fora do produto dos noves fora do divisor pelo noves fora do
quociente somado com o noves fora do resto ¢ igual ao noves fora do dividendo, isto €, o noves
forade (r, X r3 +1,) éigual ary.

Apresentamos um esquema abaixo que auxiliard na compreensdo do método para a

divisao.

nf(b) nf(nf(b) X nf(c) + nf(d))
Ty nf(r, Xry +1n,)
nf(c) nf(a)
T3 7
nf(d)
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Exemplo 2.4.4
Aplicando o Algoritmo da divisdo, temos 125 = 34 X 3 + 23. Aplicando a Proposi¢ao
2.2 temos:
° 125 -1+ 2+ 5 = 8, entdo 8 noves fora 8, pois o resto da divisao de
8por9¢8.Isto¢, r; =8;
. 34 - 3 4+ 4 = 7, entdo 7 noves fora 7, pois o resto da divisdo de 7 por 9

¢7.Isto¢, r, =7;

. 3 = 3, entdo 3 noves fora 3, pois o resto da divisdo de 3 por 9 ¢ 3. Isto
é, r3 = 3,
o 23 - 2+ 3 =5, entdo 5 noves fora 5, pois o resto da divisdo de 5 por

9¢5.Istoé, 1, =5.
Dessa forma, usando o esquema acima, ¢ observando quer, X r3 +r, = 26 e que 26 —

2 + 6 = 8,isto ¢, 26 noves fora 8, teremos:

nf(34) nf(nf(34) x nf(3) + nf(d))
7 8

nf(3) nf(125)
3 8

nf(23)
5

Observacio 2.4.1
Com relacdo a Prova dos Noves vale observar algumas questdes:
e Primeiro, ¢ um método de verificagdo para as quatro operagdes aritméticas,
soma, subtra¢do, multiplicagdo e divisdo. Esse método consiste em subtrair o maior
multiplo de nove que um determinado niimero natural contiver ou determinar o resto da

divisdo por nove deste nimero natural, por isso o nome Prova dos Nove ou Noves Fora.
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e Esse método foi ensinado largamente por muitos anos nas salas de aula,
além de comerciantes também fazerem uso desta técnica, era comum donos de mercadinho
ou pessoas em outras situacdes fazerem uso desta técnica.

e A verificacdo da prova dos noves consiste em obter valores iguais do lado
direito do esquema pratico, no caso de o resultado obtido na operacdo estar correto. Aqui
cabe uma observacao importante, da maneira em que sao efetuados os calculos, podemos

incorrer em erros. Vamos mostrar isso com o exemplo a seguir:

Exemplo.2.4.5
Considere a seguinte operagao
313 x 6 = 1878.
Observe que o resultado € correto, mas supomos que por alguma distracdo ao invés de
1878 escrevemos 1887. Vamos aplicar a prova dos nove para esse valor.
-313 >3+ 1+ 3 =7, entdo 7 noves fora 7, pois o resto da divisdo de 7 por 9 ¢
7.Istoé,rp =7.
- 6 = 6, entdo 6 noves fora 6, pois o resto da divisdo de 6 por 9 € 6. Isto ¢, r, = 6.
-1887 - 1+ 8+ 7 + 8 = 24, entdo 24 noves fora 6, pois o resto da divisao de
24 por 9 € 6. Isto ¢, 3 = 6.

-Comory; Xr, =42¢ 42 - 4+ 2 = 6, 1sto ¢, 42 noves fora 6, teremos:

nf(313) nf(nf(313) X nf(6))
7 6
nf(6) nf(1887)
6 6

Isso mostra que a verificagdo através do método da prova dos noves pode nos induzir
ao erro. Observamos que isso aconteceu pelo fato de que esse método ndo detecta erros
provindos da inversao dos algarismos do resultado, o que ocorre, pois a ordem das parcelas nao
altera a soma. Isso nos indica que a prova dos noves ¢ efetiva, como resultado valido, em indicar
quando erro no resultado da operacdo realizada e ndo podemos afirmar que o resultado esta
correto.

Poderiamos perguntar o porqué a prova dos noves € ndo a prova dos onze, ou qualquer

outro valor? Nao existe nenhuma restricdo, a questao € essencialmente de ordem pratica, ja que
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nosso sistema numérico ¢ posicional na base dez, e dessa forma obter o resto da divisdo
por nove, neste caso, ¢ obtido mais facilmente. Em outras palavras, usamos a prova dos noves
trabalhamos na base 10, e possivelmente podemos mostrar os resultados acima para outras

bases.
Prova dos Noves versos Prova Real 2.5
O que é a Prova Real 2.5.1

A prova real, também conhecida como tirar a prova ou verificagdo, ¢ um método usado
para confirmar se o resultado de uma operagdo matematica esta correto. Foi uma ferramenta
fundamental, antes da popularizagdo das calculadoras -eletronicas, para estudantes,
comerciantes e profissionais de diversas areas, pois ajuda a identificar erros e refor¢a a

compreensdo dos conceitos matematicos.

Observacao 2.5.1

o Uma relagdo binaria de um conjunto E em um conjunto F ¢ um subconjunto R
de E X F, isto é, R é uma relagdo de E em F se, e somente se, R E E X F. Dessa forma, uma
relagdo R ¢ um conjunto de pares ordenados, R = {(a, b); a € E e b € F}. Nesse caso, dizemos
que a esté relacionado com b e escrevemos aRb.

J Se R é uma relagdo de E em F, o dominio de R ¢ o conjunto D(R) = {a €
E; 3b € F: aRb} e aimagem de R ¢é o conjunto Im(R) = {b € F;3a € E: aRb}.

o Se f é uma relagdo de E em F, diremos que f é uma aplicagdo de se D(f) = E
e para cada a € D(f), existe um tnico elemento b € F tal que (a, b) € f. Quando uma relagio
¢ uma aplicagdo, usamos a notagdo f:E — F para indicar a relagio f e b=
f(a)(dizemos que b é aimagem de a pela f), para indicar que (a, b) € f.

) Quando E,F EN,Z,Q e R dizemos que a aplicagdo f ¢ uma funcao.

o Se E ¢ um conjunto ndo vazio, entdo toda a aplicagdo f: E X E — E ¢ uma
operagdo sobre E ou lei de composi¢do interna sobre E. Nesse caso dizemos que E ¢ um
conjunto munido com uma operacao.

. Se f é uma operagdo sobre E, entdo f associa a cada par ordenado (x,y) €
E X E aum elemento de E, que serd simbolizado por x * y. Dessa forma, estamos indicando
f(x,y) por x = y, chamado de composto e x e y sdo chamados de termos.

o Se considerarmos E e F como sendo os conjuntos N, Z, Q e R, temos que:
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A aplicagdo f: E X E — E tal que f(x,y) = x + y ¢ uma operagdo em E, para E =
N, Z, Q e R, chamada operagdo de soma ou adi¢dao, em que x e y sdo chamados de parcelas da
soma e o composto ¢ chamado de soma ou total.

A aplicagdo f:E X E - E tal que f(x,y) = x —y é uma operagdo em E, para E =
Z,Q e R, chamada de operacao de subtracdo, sendo x e y chamados de minuendo e subtraendo
respectivamente, € o composto ¢ chamado de resto ou diferenga. Como para a € N — {0} a
subtracdo ndo ¢ uma operagdo, pois —a € N.

A aplicagdo f:E X E — E tal que f(x,y) = x X y é uma operagdo em E, para E =
N, Z, Q e R, chamada de operagao de multiplicagdo, sendo x e y chamados de multiplicando e
multiplicador, respectivamente, também podem ser chamados por fatores, além disso, o
composto ¢ chamado de produto.

A aplicagdo f:E X E — {0} - E tal que f(x,y) = x + y , para é uma operagdo em E,
para E = Q e R, chamada de operacao de divisdo, sendo x e y chamados de dividendo e divisor
respectivamente e composto ¢ chamado de quociente. Observamos que a divisdo ndo ¢ uma

operagdoem E = N ou Z, poisparaa € NouZ, a ! ¢ N ou Z.
2.6. Prova Real na Adicao e Subtracao

A adi¢do e a subtragdo sdo operacdes “inversas” no sentido que ao somar um nimero a
outro e, em seguida subtrair o mesmo niimero obteremos o numero original e vice e versa. Isto
¢, dado a e b dois nimeros quaisquer, ao fazermos a + b = c, entdo ¢ — b = a. Isso significa
que uma pode ser usada para verificar a outra. Essa relacdo de “inversdao” ¢ fundamental para
entender como operagdes de soma e subtragdo sdo usadas na prova real para verificar se os
calculos estdo corretos.

. Para a adigdo: Para verificar se a soma esté correta, subtraia uma das parcelas do
total. Se o resultado for a outra parcela, a conta esta certa.

- Exemplo: Fazendo a soma 135+78=213.

- Provareal: 213 —78 = 135 0u 213 — 135 = 78.

- Ambeas as verificagdes resultam em uma das parcelas originais, portanto, a soma esta
correta.

. Para a subtragdo: Para verificar se a diferenca esta correta, some o subtraendo
com a diferenca. Se o resultado for o minuendo, a conta esta certa.

- Exemplo: Fazendo a subtragdo 1471 — 489 = 982.

- Prova real:982 + 489 = 1471.
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-O resultado da soma ¢ o minuendo original, entdo a subtragdo esta correta.

2.7. Prova Real na Multiplicacio e Divisao

Assim como a adi¢do e a subtragdo, a multiplicacdo e a divisao sdao operagdes “inversas”,
no sentido que ao multiplicar um niimero a outro e, em seguida dividir o mesmo numero
obteremos o nimero original e vise e versa. Isto ¢, dado a e b dois nimeros quaisquer, ao
fazermos a X b = ¢, entdo ¢ =~ b = a. Isso significa que uma pode ser usada para verificar a
outra. Essa relagao de “inversao” ¢ fundamental para entender como operagdes de multiplicagdo
e divisdo sdo usadas na prova real para verificar se os calculos estio corretos.

o Para a multiplicagdo: Para verificar o produto, divida o resultado por um dos
fatores. Se o resultado for o outro fator, a conta esta certa.

- Exemplo: Fazendo a multiplicacdo 456 X 12 = 5472.

- Prova real:5472 < 12 = 456 ou 5472 + 456 = 12.

- A divisao resulta no outro fator, confirmando que a multiplicagdo esta correta.

. Para a divisao: Para verificar o quociente, multiplique o quociente pelo divisor
e adicione o resto (se houver). O resultado deve ser o dividendo. Pelo Algoritmo da Divisao
temos:

(Quociente x Divisor) +Resto=Dividendo

- Exemplo sem o resto: Fazendo a divisdo 200 =~ 8 = 25

- Prova real: 25 x 8 = 200.

- O resultado da multiplicacdo ¢ o dividendo original, entdo a divisdo esté correta.

- Exemplo com resto: Fazendo a divisdo 271 =+ 15 da 18 e deixa resto 1.

- Provareal:18 X 15+ 1 = 271.

- O resultado da prova real € o dividendo original, confirmando o resultado da divisao.

2.8. Consideragdes sobre a prova real

A prova real vai além de simplesmente verificar um resultado. Ela € uma maneira eficaz
de:

. Identificar e corrigir erros: Permite que vocé encontre falhas em seus calculos
e entenda onde errou.

. Fortalecer o aprendizado: Ao usar a operagdo “inversa”, a pratica pode

reforgar o aprendizado, nas séries iniciais do ensino fundamental, das operagdes matematicas.
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. Aumentar a confianca: Apesar da popularizacio das calculadoras
modernas, essa ¢ uma ferramenta para validar os resultados obtidos, pois quando usamos
calculadoras, podemos cometer erros de digitacao, por exemplo, dessa forma, ao percebemos
que o resultado obtido pode estar equivocado, podemos utilizar a mesma calculadora e fazer a
operacdo “inversa” e verificar se o resultado obtido.

A prova real ¢ uma técnica simples que foi por muito tempo ensinado em escolas de
ensino fundamental, amplamente utilizada para verificar calculos que eram feitos utilizando
papel e caneta, mas que atualmente perdeu relevancia com o uso de calculadoras. Essa técnica,
na atualidade, pode ser utilizada para o aprendizado das quatro operagdes aritméticas, soma,
subtracao, multiplicacdo e divisao.

2.9. Comparacio entre a Prova dos Noves e a Prova Real

Muitas vezes, ao realizar uma operagdo matematica, surge a davida: "Serd que o
resultado esta correto?". Uma forma de respondermos a essa pergunta, através da matematica,
vem de duas técnicas simples, as chamadas Prova Real e a Prova dos Noves. Embora ambas
sirvam para verificar a exatiddo do resultado de determinada operagdo aritmética, estas
funcionam de maneiras diferentes e sdo aplicadas em contextos distintos.

A Prova Real ¢ um método de verificagdo de célculos baseado na logica das “operagdes
inversas”. A ideia € que, se vocé realiza uma operagdo e obtém um resultado, a operacao
inversa, usando esse resultado, deve te levar de volta ao ponto de partida. A Prova Real ¢ uma
verificagdo simples e altamente confidvel. Se a conta ndo bater, ¢ certeza de que ha um erro.

J4 a Prova dos Noves, também conhecida como "noves fora", ¢ um método um pouco
mais abstrato € menos comum hoje em dia, mas muito util no passado para verificar grandes
calculos sem calculadoras. A sua eficacia esta ligada ao conceito de divisibilidade por nove. A
ideia principal € que o resto da divisdo de um numero por 9 ¢ o mesmo que o resto da divisdo
da soma de seus algarismos por nove. E importante ressaltar que a Prova dos Noves nio ¢ 100%
confiavel, como mostramos nas se¢Oes anteriores. Essa técnica ¢ eficaz detectar erros na
operagdo. No entanto, ndo € precisa para constatar se o resultado obtido ¢ correto, pois como
vimos, numeros com ela soma de algarismos (e, portanto, com o mesmo resto na divisao por 9)
podem ter valores diferentes. No entanto, esse método ndo garante que o resultado esteja
correto, pois nimeros com igual soma de algarismos podem ter valores diferentes. Por exemplo,
18 ¢ 81 tém a mesma Prova dos Noves (zero), mas sdo nimeros distintos. Esse método foi
amplamente utilizado pela simplicidade nas operagdes envolvidas.

Em resumo, podemos concluir, dessa forma, que a prova dos noves e a prova real sao

métodos distintos, com objetivos e niveis de confiabilidade diferentes:
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e A prova real ¢ uma verificacdo que usando a “operagdo inversa” nos fornece uma
verificagdo exata das operacdes avaliadas.
e A prova dos noves ¢ uma verificagdo preliminar e rapida, mas devemos ter cautela,

pois pode falhar.

A principal diferenca nao ¢ apenas como elas funcionam, mas sim o que elas garantem.
A prova real realmente prova que o resultado esta correto, enquanto a prova dos noves so indica

que provavelmente esta, sem garantir a de exatidao do que foi obtido.

2.10. Consideracoes Finais
Definicao 2.10.1

Sea,bem € Z comm > 0. Dizemos que a ¢ congruente b médulo m se m se m|(a —
b), isto €, se a — b = mq para algum q € Z. Para indicar que a ¢ congruente a b mddulo m,
usamos a notacao
a = b(mod m).
Para indicar que a — b ndo ¢é congruente, isto €, a ndo ¢ congruente a b médulo m,
escrevemos

a  b(mod m).
Observaciao 2.10.1

e Comoa—a=0,segueque a = a(modm). (Reflexividade)

e Se m ¢ um inteiro positivo, segue das propriedades de divisibilidade nos inteiros que
m|(a — b) se, e somente se, m|(b —a). Em outras palavras, a = b(mod m) se, ¢
somente se b = a(mod m). (simetria)

e Se m ¢é um inteiro positivo e a = b(mod m) e b = c(mod m), entdo m|(a —b) e
m|(b — ¢), entdo m|(a — c), logo a = c(mod m). (Transitividade)

e Sea=b(modm)e0 < b < m,entdoexiste q € Ztal que a — b = mq. Dessa forma,
a = mq + b. Segue do algoritmo da divisdo que b ¢ o resto da divisdo de a por m. Por
outro lado, aplicando o algoritmo da divisao para a e m, teremos que existem g er €
Z tais que a =mq + 1, com 0 <r <m. Entdo a —r = mq o que mostra que a =

r(mod m).
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e Se a =b(modm), entdo a —b = mq para algum q € Z. Logo a = b + mgq.
Aplicando o algoritmo da divisdo para a e m, temos que existem g, er € Z, com 0 <

r < m. Segue que
b+gm=mq, +r

e, dessa forma,
b=m(q —q)+r,com0 <r <m.
Em outras palavras, r ¢ o resto da divisao de b por m.
e Suponha que a e b tem o mesmo resto da divisdo por m, entdo existem q,q, er € Z

tais que

a=mq;+reb=mq,+r,com0<r <m.
Subtraindo-se membro a membro essas igualdades fornecem:

a—b=m(q; —qy).

Concluimos que a = b(mod m).

A luz da observacao acima, podemos concluir que a relagdo de congruéncia modulo m

¢ uma relacdo de equivaléncia. Dessa forma, consideramos as classes der de equivaléncia, por

definicao, sao:

a=1{b€Za=b(modm)}.

Sendo a o representante da classe de equivaléncia a. E segue da Observagdo 2.10.1 que

b € a se, e somente se,a e b deixam o mesmo resto da divisdo por m. Entdo, pelo algoritmo da

divisdo, o conjunto com todos os possiveis resto da divisdo por m ¢ {0,1,2,...,m — 1}. Sea €

Z, pelo algoritmo da divisdo, existem q e r € Z tais que:

a=mq+reld<r<m,
Entao:
a—r=qm.
Portanto:

a = r(modm),
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o que nos diz que:
a=r.

Concluimos que a é uma classe igual a 7, em que r ¢ o resto da divisdo de a por m.

Comor € {0,1,2,...,m — 1}, temos que:
ae{1,2,..,m—1}

Observamos que essas sao todas as classes de equivaléncia da relacao de equivaléncia
congruéncia modulo m. De fato, se 7 e § sdo duas classes de equivaléncia iguais em
{1,2, ..., m — 1}, entdo seus representantes sio 7 e s, e sem perda de generalidade supomos
r < s. Entdo:

rT=S e0<r<s<m

De 7 = §, temos r = s(modm) e, portanto, indicaque m|s —re0 <s—r <m,o

que nio é possivel. Logo {ﬂ, 2,...,m — 1} ¢ constituido por exatamente m elementos

distintos.

Dessa forma, o conjunto quociente de Z pela relagdo de congruéncia modulo m > 1,

isto €, o conjunto de todas as classes de equivaléncia ¢ dado por,

Observamos que a notagdo acima ¢ a mais frequente utilizada para notacdo do conjunto

quociente para a congruéncia modulo m.

Proposicao 2.10.1

Seaeb € Z, entio as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

i. a = b(modm);
11. a € b;
iii. b € a;
v. a=h.
Demonstracao

i = ii: Basta aplicar a defini¢do de congruéncia modulo m.
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ii = iii: Se a € b, entdo a = b(mod m), aplicando a Observacio 2.10.1, a
congruéncia modula m ¢ simétrica e, b = a(mod m). Por fim, basta aplicar o item i.

iii = iv: Se x € a , entdo x = a(modm), como por hipdtese a = b(mod m), pela
Observagido 2.10.1 que a congruéncia médulo m ¢é transitiva, portanto x = b(mod m), logo
x € b. O que mostra que @ S b. Analogamente, b € a@.

iv=i:Claroquea €Eaeb € b, temos que @ ¢ b sio conjuntos nao vazios. Seja x €
a =b, entdio x = a(modm) e x = b(modm), segue da simetria e da transitividade da
congruéncia modulo m, obtemos o resultado pretendido. O

Com relacdo as consideragdes acima, para m > 1, podemos afirmar que:

L. As classes de equivaléncia de Z,, sdo duas a duas disjuntas, isto é, se @, b € Z,,,
comda # b,entioanb=0.
I1. Z = Ugeg,, Q.

A verificagdo desses dois fatos segue sob a luz Pela Proposicio.2.4.1 De fato, para
primeira consideramos x € @ N b, entdo temos x € @ ¢ x € b, portanto x = a(modm) e x =
b(modm), e a partir dessa proposi¢do a = b(modm). E pela proposigdo anterior @ = b.

Assim por contra positivase @ # b, entdioa N b = @.

Com relagdo a segunda, se x € Z, entdo, fazendo a divisdo por m, temos que existem
q er € Ztais que

x=qgm+r,e0<r<m.

O que ¢ equivalente a

x—r=qm,e0<r<mexer,comx € Zy,

Portanto x € Ugez,@. Por outro lado para cada x € Z, temos que X S Z, logo
Ugez,,a@ E Z.

Podemos definir seguintes operagdes em Z,y,:

-Seaeb € Z,, definimos a operacdo de soma de duas classes de equivaléncia como

a+b=a+b.

-Seaeb € Z, , definimos a operagdo de soma de duas classes de equivaléncia como
a-b=a-b.

Devemos verificar que realmente as expressdes acima sdo realmente operagoes, isto €,
mostraremos que (C_L, E) € Ly X Ly = Ly, € uma aplicagdo tanto no caso da soma como da
multiplicagdo. Para isso consideramos @; = @, € Z,, ¢ b; = b, € Z,,, entdo a, = a,(modm)

e b; = b,(mod m), dessa forma, existem q,, q, € Z tais que:
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ap —az =qim

b, — b, = g,m.
Somando as igualdades acima, chegamos a
a; + by — (a; + by) = (q1 + g2)m
Logo, concluimos a; + b; = (a, + b,)(modm) — a, + by=a, + b,
Para a multiplicagdo fagamos
a; by —az.by=a;-by—by-a;+ by-a; —az.by =(ay —az) by +ay-(by —by)
= (q2m) " by + a; - (qzm) = (b1q1 + axqz)m.

LOgO, aq - b1 =ay- bz (mOdm) - aq. b1=a2. b2

Propriedades da Soma 2.10.1

1) Associativa: Para quaisquer @, b e ¢ € Z,,, temos:

a+(b+¢c)=a+b+c=a+b+c)=(@+b)+c=a+b+c=(a+b)+¢

2) Comutativa: Para quaisquer @, b € Z,,, temos:

a+b=a+b=b+a=b+a
3) Elemento neutro: Para quaisquer a € Z,, , temos:
a+0=a+0=a
4) Elemento simetrizaveis: Dado a € Z,,, procuramos seu simétrico X. Como a + X = X +
a = 0 e, portanto a + x = 0(modm) o que ¢ equivalente a x = —a(modm).

Logo, x =m—a.
Propriedade da Multiplicacao 2.10.2

1) Associativa: Para quaisquer @, b e ¢ € Z,,, temos:

a-(b-c)=a-b-c=a-(b-c)=(a-b)-c=a-b-c=(a-b)-c

2) Comutativa: Para quaisquer @, b € Z,,,, temos:
a-b=a-b=b-a=b-a
3) Elemento neutro: Para quaisquer a € Z,, , temos:
a-l=a-1=a

O que mostra que 1 é o elemento neutro da multiplicacio em Z,,.
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4) Mostraremos que a € Z,, ¢ simetrizavel para a multiplicagdo ou ¢ um
elemento invertivel, se e somente se, mdc(a,m) = 1.

De fato, se @ € Z,, é um elemento invertivel, existe X € Z,, talque a- ¥ = x-a = 1.
Dessa forma, ax = 1(modm) ou ax — 1 = mgq, ou ax + m(—q) = 1, para algum q € Z. A
ultima igualdade mostra que o mdc(a, m) = 1.

Por outro lado, se mdc(a, m) = 1, entdo existem x, yo € Z tais que ax, + my, = 1.
Dessa igualdade segue ax, — 1 = m(—y,) e, ‘portanto, que ax, = 1(modm). Logo @ x, =
1, o que é equivalente a @ - X, = 1, mostrando que @ ¢ invertivel e X, = a ™.

Observamos que o fato de mdc(a, m) = 1 implica que @ # 0.

Agora, vamos utilizar toda a explanacao feira nessa se¢do para analisar o método da
prova dos noves. Como ja foi observado, quando dizemos tirar os noves ou noves fora de um
numeral, estamos descrevendo o seguinte procedimento: subtraimos o maior multiplo de nove

que o numeral contiver, isto ¢ equivalente a determinar o resto da divisdo desse numeral por

nove. Dessa forma, podemos considerar o caso em que m = 9, isto €, o conjunto

Ao descrevermos o método da Prova dos Noves, o fizemos para os nimeros naturais.
Como tirar os noves ¢ equivalente a encontrar o resto da divisdo por nove e, as operacdes
realizadas para encontrar o método do noves fora para a soma, subtragdo, multiplicacdo e
divisdo, ndo dependeram dos niimeros serem naturais, o que foi fundamental nos nossos
calculos ¢ o Algoritmo da Divisdo, que ¢ valido para o conjunto dos niimeros inteiros. Prova
dos Noves. Faremos algumas consideragdes abaixo.

Sejam a, b, c e d € Z, pelo algoritmo da divisdo, existem qq,q5,q3, 4, 71,172,173 €74 €
Z tais que a =9q; +1,b=9q,+1,,c=9q3+13ed =9q,+ 1, ¢ 0 < 1,1y, 73, 1, <O.

Procedendo como na se¢do 2.3, podemos mostrar que:

Soma
nf(a) nf(nf(a)+nf(b))
7 nf(ry + 1)
nf(b) nf(c)
T2 3
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e Exemplo 2.10.1

Efetuando a Soma (—125) + (—19) = —144, teremos pelo algoritmo da divisao que:
—125=(=14) X9+ 151 = 1;
—19=(-3)x9+8->r, =8;
—144 = (—16) X9 - r; = 0.

Entdo, comor; + 1, =9,

nf(—125) nf(nf(-125) +nf(-19))
1 0
nf(—19) nf(-144)
8 0
o Subtracao
nf(b) nf(nf(b) + nf(c))
) nf(r, + 13)
nf(c) nf(a)
r3 LN
Exemplo 2.10.2
Efetuando a subtragdo 139 — 145 = —6, teremos pelo algoritmo da divisdo que:

139 =15X9+4 >, =4

145=16X9+1->nr, =1;

—6=(—1)xX9+3->1r; =3.

Entdo, como, r, + 13 = 4
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nf(145) nf(nf(145) + nf(-6))

1 4

nf(-6) nf(139)
3 4

e Multiplicacio

nf(a) nf(nf(a) X nf(b))
£ X1

nf(b) nf(c)
T2 3

Exemplo 2.10.3

Efetuando a multiplicacdo 36 X (—43) = —1548, teremos pelo algoritmo da divisdo

que:

36=4X9->1r =0;

—43=(=5)X9+2>571, =2

—1548 = (=172) X9 > 13 = 0.

Entao, comory X1, =0,
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nf(36) nf(nf(36) X nf(—43))
0 0
nf(-43) nf(-1548)
2 0
e Divisao
nf(b) nf(nf(b) X nf(c) + nf(d))
Ty nf(r, Xr3 +1,)
nf(c) nf(a)
3 41
nf(d)

Exemplo. 2.10.4

Efetuando a divisdo —205 = (35) x (—6) + 5, teremos pelo algoritmo da divisdo que:
—205=(=23)X9+2 > = 2;
35=3X94+8->nr,=8;
6=(-1)X9+3>51r3=3;
5=0x9+4+5-rn==.
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nf(35) nf(nf(35) X nf(—6)
+ nf(5))
8 2
nf(—6) nf(—205)
3 2
nf(5)
5

Observaciao 2.10.2

sdo duas a duas disjuntas e que Z ¢ a unido a dessas classes, isto é, Zg € uma particao de Z.
Dessa forma, podemos observar que:

o Na operagdo de soma, consideramos o resto da divisdo das parcelas por nove ¢
consideramos o resto da soma por nove, entdao a soma dos restos de cada parcela estd na mesma
classe de equivaléncia do resto da soma, isto é:

Se a e b € Z, pelo algoritmo da divisdo, a =9q; +1,b =9q, + 1, e c =9q3 + 13,
com qy,qp,q3 1,213 €EZe 0 <1y 15,73 < 9.Considerandoa+b =9q +r,entdor =y +
r,(mod 9) ou ¥ = 7 ;75. E além disso, a + b =7 ;75

. Na operagao de subtracdo o resto da divisao do subtraendo por nove somado com
o resto da divisdo por nove da diferenca estd na mesma classe de equivaléncia do minuendo,
isto €:

Sea,b e c € Z, pelo algoritmo da divisdo, a =9q; + 11, b =9q, + r, ec =9q3 + 13
com qi,(q,,q3, 71,7, € 3 €EZ e 0 <1y 15,13 < 9. Considerando a + b = 9q + 1, entdo 1y =
Ty + r3(mod 9).

. Na operagao de multiplicacao consideramos o resto da divisdo dos fatores por
nove, a multiplicagdo dos restos dos fatores estd na mesma classe de equivaléncia do resto

divisdo por nove do produto, isto €é:
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Se a,bec €Z, pelo algoritmo da divisdo, a=9q; +1, b=9q, + 1, ¢ c =
9q3 + 13 com q1,q5,q3, 1,7, e 3€EZ e 0<11,13<9, entdo c=aXbhe 13 =1 X
r,(mod 9) ou 73 = 17 X1, e além disso, a x b =717 X 1.

o Na operacao de divisdo consideramos o resto da divisao do dividendo por nove,
o resto da divisao do divisor por nove, o resto da divisdo do quociente e o resto da divisdo do
resto desta divisao por nove, entdo o resto da divisao por nove do divisor, multiplicado pelo
resto da divisdo do quociente por nove somado ao resto da divisao por nove do resto desta
divisdo, estd na mesma classe de equivaléncia do dividendo, isto é:

Se a,b,c e d € Z, pelo algoritmo da divisdo, a =9q; + 11, b =9q, + 15, ¢ = 9q3 +
r3ed =9q, +1,c0mQqy,q5,q3,71,72,73€ 4, EZ €0 <1, 75,13,7, <9,entdo a =hbc+de
r=rXr+nrn(mod9)our, =1, Xr; + 1,

Considerando a Observagao 2.4.1 podemos obter os seguintes fatos:

- Z = Ugey, @, entdo a prova dos noves pode ser aplicada para o conjunto dos inteiros.

-Como paraa,b € Zy, temos @ N b = @, isso nos mostra, de outra maneira, que a prova
dos noves pode ser utilizada para identificar o erro nas operagdes soma, subtracao,
multiplicagdo e divisdo no caso em que as igualdades ndo confirmadas. Vale lembrar, que o

método ndo garante que o resultado esta correto.
Conclusoes finais 2.11

O método da prova dos noves foi bastante popular, especialmente antes da
popularizagdo das calculadoras. Era uma técnica ensinada nas escolas e utilizada por estudantes
e profissionais para fazer uma verificacdo rapida de calculos manuais.

Sua popularidade vinha da sua simplicidade e rapidez. Vocé ndo precisava refazer a
conta inteira para ter uma ideia se o resultado estava no caminho certo. Bastava somar os
algarismos, o que era um processo mental muito mais facil do que, por exemplo, refazer uma
multiplicag@o ou divisdes complexas.

Atualmente, com calculadoras em celulares e computadores, 0 método perdeu grande
parte de sua relevancia. No entanto, ele ainda ¢ um excelente exercicio para o raciocinio mental
e logico, ajudando a entender as propriedades dos numeros e a ldgica por tras da aritmética.

A matematica por tras da prova dos noves tem suas raizes bem mais antigas que a
algebra moderna, ela e se baseiam em conceitos de aritmética modular, que ¢ um ramo da teoria

dos nimeros.
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A prova dos noves funciona porque se baseia no principio de congruéncia,
especificamente na congruéncia modulo 9. Em termos simples, dois nimeros sdo congruentes
modulo 9 se eles tém o mesmo resto quando divididos por 9. A prova dos noves usa o fato de
que um numero ¢ a soma de seus algarismos tém o mesmo resto quando divididos por 9.

Portanto, a prova dos noves ¢ um exemplo classico da aplicacao da teoria dos nimeros
e da aritmética modular, ndo da dlgebra moderna. A algebra moderna, por outro lado, estuda
estruturas abstratas como grupos, anéis e corpos, um campo de estudo que se desenvolveu muito
mais tarde.

As pessoas costumam confundir a prova dos noves com a "prova real" porque ambas
tém o mesmo objetivo: verificar se uma conta estd correta. No entanto, elas sdo métodos
fundamentalmente diferentes em sua abordagem e garantia de resultado. A principal diferencga

¢ a seguinte:

. A prova real ¢ um método que usa a “operacgdo inversa” para verificar o calculo.
. A prova dos noves ¢ um método que usa o conceito de aritmética modular (resto
da divisao por 9).

A prova real, se feita corretamente, garante a exatidao da operagdo aritmética feita. Se
o resultado da “operacdo inversa” for confirmado, a operagao original esta correta.

Prova dos Noves (Aritmética Modular), como ja explanado, a prova dos noves ¢ um
atalho que se baseia nos restos da divisdo por 9. E um método rapido, mas que ndo garante
exatiddo. Ele pode falhar em detectar erros de transposi¢do de algarismos ou multiplos de 9,
pois esses erros ndo alteram o resto da divisdo por 9.

Portanto, a confusdo entre os dois métodos se da por serem vistos como ferramentas
para a mesma finalidade. Além disso, no ensino fundamental, ambos sdo apresentados como
"provas" para verificar a corre¢do de uma conta. A principal diferenca ¢ a “rigidez do
resultado”: a prova real “é definitiva”, enquanto a prova dos noves “¢é apenas um indicativo”.

A prova dos noves € um teste de “consisténcia”, enquanto a prova real ¢ um teste de

“verificacdo direta”. Ambos os métodos sdo uteis, mas a prova real ¢ a que oferece a “certeza

absoluta”.
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Anexo 1

As imagens a seguir podem ser encontradas em:


https://bit.ly/2NKTgVz
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https://www.baixelivros.com.br/ciencias-exatas/matematica/tabuada-ensino-

pratico#google vignette ou https://www.proatitude.com/l/tabuada-antiga-1945-

download-gratis-pdf/
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Figura 7 Tabuada Antiga e Cartilha de Abc Antiguidade Anos 70
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Figura 8 Tabuada Antiga e Cartilha de Abc Antiguidade Anos 70

Figura 9 Tabuada Antiga e Cartilha de Abc Antiguidade Anos 70
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Figura 10

Tabuada Antiga e Cartilha de Abc Antiguidade Anos 70
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Figura 11 Tabuada Antiga e Cartilha de Abc Antiguidade Anos 70



Anexo 2

Quadro 1. Livros didaticos presentes no repositorio que abordam o contetudo

da prova dos nove (em ordem cronoldgica).

Tabela 1 Lista de livros que durante a historia trouxeram a prova dos noves

ANO TITULO DA AUTOR

OBRA

1890 Arithmetica  da Joaquim  Maria
Infancia Lacerda

1892 Curso Elementar Aarao Reis;
de Mathematica — | Lucano Reis
2%dicao

1902 Arithmetica Cezar Pinheiro
Primaria — 2* edi¢ao

1906 Elementos de Joao José Luiz
Arithmetica — | Vianna
1 1%edicao

1910 Arithmetica Antonio Monteiro
Elementar — 4* edicdo | de Souza

1916 Elementos de L.L.
Arithmetica — Escola
Normais e Gymnasios

1922 Arithmetica Antonio Trajano
Elementar Illustrada —
92? edicao

1926 Aritmética — 227 José Adelino
edicao Serrasqueiro

1926 Primeira José Theodoro de
Aritmética — 36 edi¢do | Souza Lobo

1927 Arithmetica Francisco E. de
Preparatéria Aquino Leite

1930 Exames de Carlos Goes
admissao — vol. 1
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1933 Segunda Jos¢ Theodoro de
Aritmética — 30? edi¢cdo | Souza Lobo

1934 Programa de Departamento de
Matematica — edicdo | Educacdao do Distrito
preliminar Federal

1934 Ligoes de Algacir Munhoz
Matematica Maeder

1935 Curso de Agricola Bethlem
Mathematica

1937 Elementos de FTD
Arithmetica

1946 Aritmética Professores  da
Complementar para as | "Escola Gratuita Sao
Escolas Primarias Jos¢"

1948 Aritmética Trajano, Antonio
Progressiva —  78*
edicao

1951 Metodologia da Irene de
Matematica Albuquerque

1952 Aritmetica Pratica Theobaldo

Miranda Santos

1954 Metodologia da Irene de
Matematica — 2% edi¢do | Albuquerque

1955 Segundas nogdes sem autor
de gramatica,
aritmética, historia
patria, geografia

1957 LigOes Praticas de Gaspar de Freitas
Aritmética, Geometria
¢ Desenho — 27% edicao

1958 Metodologia da Irene de
Matematica — 3* edi¢do | Albuquerque

1959 Minha Olga Pereira
Aritmética, 3* série — | Mettig; Maria Ligia L.
17* edicao — vol. 20 Magalhaes

1960 Metodologia da Irene de
Matematica — 4* edi¢do | Albuquerque

1963 Matematica e Osvaldo
Estatistica —15 ® edi¢do | Sangiorgi

1963 Minha Aritmética Olga Pereira

— Quarto ano — 57°
edicao

Mettig; Maria Ligia L.
Magalhaes
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1964 Metodologia da Irene de
Matematica — 5% edicdo | Albuquerque

1966 Matematica, Ruy Madsen
Metodologia e | Barbosa
Complementos — vol. 2

1966 Matematica, Ruy Madsen Barbosa
Metodologia e
Complementos — vol. 3

1966 Matematica Ruy Madsen Barbosa
Metodologia e
Complementos para
professores primarios —
vol. 1

1967 Matematica, Ruy Madsen Barbosa
Metodologia e
Complementos— vol.1 — 3*
edicao

1970 Matematica na Maria do Carmo
Escola Elementar — vol. 5 | Arruda Toledo

1970 Matematica Moderna Maria do Carmo
na Escola Elementar — vol. | Arruda Toledo

Dos 34 livros citados apenas 13 foram destinados para o uso nas escolas primarias:

Arithmética

1890 Arithmetica da Joaquim Maria de
Infancia Lacerda
1902 Aritmética Primaria Cezar Pinheiro
1910 Arithmetica Antonio Monteiro de
Elementar Souza
1922 Arithmetica Antonio Trajano
Elementar Ilustrada
1926 Primeira Aritmética José Theodoro de
para Meninos Souza Lobo
1933 Segunda Aritmética Jos¢ Theodoro de
Souza Lobo
1934 Programa de Departamento de
Matematica Educagdo do  Distrito
Federal
1937 Elementos de FTD
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1946 Aritmética Professores da Escola
Complementar para as | Gratuita S3o José
Escolas Primarias
1952 Aritmética Pratica Theobaldo Miranda
Santos
1957 Ligcdes Praticas de Gaspar de Freitas
Aritmética, Geometria e
Desenho
1959 Minha Aritmética — Olga Pereira Mettig e
terceira série Maria  Ligia L. de
Magalhaes
1963 Minha Aritmética — Olga Pereira Mettig e

quarto ano

Maria  Ligia L. de
Magalhaes
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