














O que é o “noves fora” de um número? 2.3













teólogo Hipólito teria mencionado um procedimento semelhante, conhecido como “noves e 

fora”, conforme aponta (

Kitāb al Mukhtaṣar fī Ḥisāb al Muqābalah. Também o método foi encontrado 

conferir contas usando um método que ele chamou de “método hindu”. Esse método usava 

“ e Arismetica”



destaque foram os “Elementos de 









•

•

•





ℤa e b ℤ a divide b existe c ∈ ℤ b = ac.a divide b ou a é divisor de b. a divide b a|b.6 divide 18, 18 = 6 × 3−3 divide 18, 18 = (−3) × (−6). a ∈ ℤ a|00 = a × 0. 0|0.
𝑎|𝑏 𝑒 𝑎 ≠ 0 𝑐 𝑏 = 𝑎𝑐 𝑏𝑎 b/a. ℤ

𝑎 ∈ ℤ, 𝑒𝑛𝑡ã𝑜 𝑎|𝑎 𝑎 = 𝑎 × 1.𝑎, 𝑏 ≥ 0, 𝑎|𝑏 𝑒 𝑏|𝑎, 𝑎 = 𝑏, 𝑎|𝑏, ∃ 𝑐 ∈  ℤ  𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑏 =𝑎 × 𝑐 𝑏|𝑎, ∃ 𝑑 ∈ ℤ  𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑎 = 𝑏 × 𝑑 𝑐 =𝑑, 𝑒 𝑝𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑜 𝑎 = 𝑏. 𝑎, 𝑏 𝑒 𝑐 𝜖 ℤ 𝑒  𝑎|𝑏 𝑒 𝑏|𝑐, 𝑒𝑛𝑡ã𝑜 𝑎|𝑐.
𝑎|𝑏, ∃ 𝑑 ∈  ℤ  tal que b=ad. 𝑏|𝑐, ∃ 𝑓 ∈ ℤ 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑐 = 𝑏𝑓.𝑔 = 𝑑 × 𝑓, 𝑡𝑒𝑟𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑐 = 𝑎𝑔.𝑎, 𝑏 𝑒 𝑐 ∈ 𝑍  𝑒 𝑎|b e 𝑎|𝑐, 𝑒𝑛𝑡ã𝑜 𝑎|(𝑏𝑥 + 𝑐𝑦)𝑥 𝑒 𝑦 ∈ ℤ. 𝑏 = 𝑎𝑑 𝑒 𝑐 = 𝑎𝑓, 𝑡𝑒𝑟𝑒𝑚𝑜𝑠𝑏𝑥 + 𝑐𝑦 = (𝑎𝑑)𝑥 + (𝑎𝑓)𝑦 = 𝑎(d𝑥 +𝑓𝑦) 𝑎|𝑏 𝑒 𝑎|𝑐, 𝑒𝑛𝑡ã𝑜 

𝑎|(𝑎 + 𝑏) 𝑒 𝑎|(𝑏 − 𝑐)  𝑒 𝑎|𝑏𝑥 , 
𝑥 ∈ ℤ
𝑎|𝑏 𝑒 𝑐|𝑑, 𝑎𝑐|𝑏𝑑 𝑏 = 𝑎𝑟 𝑒 𝑑 = 𝑐𝑠 𝑟 𝑒 𝑠 𝑏𝑑 = (𝑎𝑐)(𝑟𝑠) 𝑎𝑐|𝑏𝑑.



𝑎 𝑒 𝑏 𝑎 > 0 𝑞 𝑒 𝑟𝑏 = 𝑎𝑞 + 𝑟,0 ≤ 𝑟 < 𝑎. 𝑎 > 0 𝑞 𝑒 𝑟
𝑎 𝑒 𝑏 𝑞 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑏 = 𝑎𝑞 𝑟 = 0.𝑏 𝑎 𝑞 𝜖 ℤ 𝑎𝑞 < 𝑏 < 𝑎(𝑞 + 1).

0 < 𝑏 − 𝑎𝑞 < 𝑎𝑟 = 𝑏 − 𝑎𝑞,𝑞, 𝑟 𝜖 ℤ 𝑞1, 𝑞2, 𝑟1 𝑒 𝑟2 𝑏 = 𝑎𝑞1 + 𝑟1 = 𝑎𝑞2 +𝑟2 0 ≤ 𝑟1, 𝑟2 < 𝑎. 𝑎(𝑞1 − 𝑞2) = 𝑟2 − 𝑟1 𝑎 > 0, 𝑟1 =𝑟2. 𝑟1 > 𝑟2𝑎 > 0 𝑞2 > 𝑞1. 𝑞2 − 𝑞1 ≥ 1. 𝑎(𝑞1 − 𝑞2) = 𝑟2 − 𝑟1
𝑟2 = 𝑟1 + 𝑎(𝑞2 − 𝑞1)𝑎 > 0, 𝑟1 ≥ 0 𝑒 𝑞2 − 𝑞1 ≥ 1, 𝑟2 ≥ 𝑎,𝑞1 = 𝑞2 𝑒  𝑟1 = 𝑟2.  □

≥ 2𝑁
𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑟 0 ≤ 𝑎𝑖 ≤ 9(𝑖 = 1,2, … , 𝑟),𝑁 = 𝑎0 + 𝑎110 + 𝑎21012 … + 𝑎𝑟10𝑟 .



𝑁 < 10, 𝑁 ≥ 10(𝑁, 10),𝑁 = 10𝑞 + 𝑟, 𝑒𝑚 𝑞𝑢𝑒 0 ≤ 𝑟 < 9.
0 ≤ 𝑞 ≤ 9𝑞 > 9, (𝑞, 10)𝑞 = 10𝑞1  + 𝑟1, 𝑚 𝑞𝑢𝑒 0 ≤ 𝑟1 ≤ 9.

𝑁 = 10(10𝑞1 + 𝑟1) + 𝑟 = 𝑟 + 𝑟110 + 𝑞11020 ≤  𝑞1 ≤  9 0 ≤  𝑟, 𝑟1, 𝑞1 ≤ 9. 𝑞1 > 9𝑁
0 = 𝑎0 + 𝑎110 + 𝑎2102 + ⋯ + 𝑎𝑟10𝑟𝑎0 = 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑟 = 0.  0 = 𝑎0 + 𝑎110 + 𝑎2102 + ⋯ + 𝑎𝑟10𝑟𝑎0 = −10(𝑎1 + 𝑎210 + ⋯ + 𝑎𝑟10𝑎𝑟−1) 10|𝑎0 𝑜𝑢 (𝑎1 + 𝑎210 + ⋯ +𝑎𝑟10𝑎𝑟−1)|𝑎0 0 ≤ 𝑎0 ≤ 9, 𝑎0 = 0, 𝑎0 ≠ 0 10 ∤ 𝑎00 ≤ 𝑎1 , ⋯ , 𝑎𝑟 ≤ 9 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑟 = 0 𝑎0 = −10𝑎1, 10 ∤ 𝑎0 𝑎1|𝑎0 0 < 𝑏 ≤ 9 𝑎0 = 𝑎1𝑏. 𝑎0 = −10𝑎1,  𝑎1(𝑏 + 10) = 0, 𝑎1 = 0. 𝐼𝑠𝑠𝑜 𝑎0 ≠ 0. 𝑎0 =𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑟 = 0. 0 ≤ 𝑎𝑖 ≤9 𝑒 0 ≤ 𝑏𝑖 ≤ 9, 𝑐𝑜𝑚 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑟 𝑁 = 𝑎0 + 𝑎110 + 𝑎2102 + ⋯ + 𝑎𝑟10𝑟 = 𝑏0 +𝑏110 + 𝑏2102 + ⋯ + 𝑏𝑟10𝑟 0 = (𝑎0 − 𝑏0) + (𝑎1 − 𝑏1)10 + (𝑎2 − 𝑏2)102 + ⋯ +(𝑎𝑟 − 𝑏𝑟)10𝑟 𝑎0 = 𝑏0, 𝑎1 = 𝑏1, … , 𝑎𝑟 = 𝑏𝑟 . □

O que é o “noves fora” de um número? 

𝑁9 𝑁 9.



𝑁9 552 → → 1 + 2 = 3. 12 − 9 = 3, noves fora 3,12 9 552 9 31257 → 1 + 2 + 5 + 7 = 15 → 1 + 5 = 6 15 − 9 = 6, “noves 

fora 6”, isto é, o resto da divisão 15 9 6, 1257
𝑁 9 𝑁 9

𝑛 ∈ ℕ 10𝑛 − 1 9.
𝑛 100 − 1 = 09. 𝑛 = 𝑘 ∈ ℕ 10𝑘 − 19. 𝑛 = 𝑘 + 110𝑘+1 − 1 = 10𝑘(9 + 1) − 1 = 910𝑘 + 10𝑘 − 1.910𝑘 9 10𝑘 − 1 9, 

𝑁 ∈ ℕ 𝑁 9
𝑁 = 𝑎0 + 𝑎110 +  𝑎2102 … + 𝑎𝑟10𝑟 0 ≤  𝑎𝑖 ≤ 9 𝑖 = 1, … , 𝑟𝑠 = ∑ 𝑎𝑖𝑟𝑖=1 𝑞 , 𝑟, 𝑟1 𝑒 𝑞1

𝑁 = 9𝑞 + 𝑟 0 ≤ 𝑟 < 9
𝑠 = 9𝑞1 + 𝑟1 0 ≤ 𝑟1 < 9.



𝑁 = 𝑎0 + 𝑎110 +  𝑎2102+= 𝑎0 + 𝑎1(10 − 1 + 1)  + 𝑎2(102 − 1 + 1) + ⋯ + 𝑎𝑟(10𝑟 − 1 + 1)=  𝑎1(10 − 1) + 𝑎2(102 − 1) + ⋯ + 𝑎𝑟(10𝑟 − 1) + 𝑎0  + 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑟𝑥 = 𝑎1(10 − 1) + 𝑎2(102 − 1) + ⋯ + 𝑎𝑟(10𝑟 − 1),𝑥 = 9𝑞2 𝑞2 ∈ ℕ 𝑁 = 9𝑞 + 𝑟 = 𝑥 + 𝑠 = 9𝑞2 + 9𝑞1 + 𝑟1 =9(𝑞1 + 𝑞2) + 𝑟1 𝑟 = 𝑟1. □
𝑎 ∈ ℕ 𝑛𝑓: ℕ → ℕ 𝑛𝑓(𝑎) = 𝑟 𝑟𝑎 9

𝑎, 𝑏, 𝑐 𝑒 𝑑 ∈ ℕ 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4, 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 𝑒 𝑟4 ∈ ℕ 𝑎 = 9𝑞1 + 𝑟1, 𝑏 =9𝑞2 + 𝑟2, 𝑐 = 9𝑞3 + 𝑟3 𝑒 𝑑 = 9𝑞4 + 𝑟4 0 ≤ 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4 < 9.
• 𝑎 = 9𝑞1 + 𝑟1 𝑎 𝐧𝐨𝐯𝐞𝐬 𝐟𝐨𝐫𝐚 𝑟1.
• 𝑏 = 9𝑞2 + 𝑟2 𝑏  𝐧𝐨𝐯𝐞𝐬 𝐟𝐨𝐫𝐚 𝑟2.
• 𝑐 = 9𝑞3 + 𝑟3 𝑐  𝐧𝐨𝐯𝐞𝐬 𝐟𝐨𝐫𝐚 𝑟3.
• 𝑑 = 9𝑞4 + 𝑟4 𝑑 𝐧𝐨𝐯𝐞𝐬 𝐟𝐨𝐫𝐚 𝑟4.



 𝑎 = 9𝑞1 + 𝑟1, 𝑏 = 9𝑞2 + 𝑟2 𝑒   𝑐 = 9𝑞3 + 𝑟3   𝑎 + 𝑏 =𝑐, 𝑒𝑛𝑡ã𝑜  9(𝑞1 + 𝑞2) + 𝑟1 + 𝑟2 = 9𝑞3 + 𝑟3 (𝑟1 + 𝑟2) − 9(𝑞3 − 𝑞1 − 𝑞2) =𝑟3.  𝑟1 + 𝑟2 𝑟3.𝑛𝑓(𝑎 + 𝑏) = 𝑛𝑓(𝑛𝑓(𝑎) + 𝑛𝑓(𝑏)) = 𝑛𝑓(𝑐).

𝑟1 𝑟1 + 𝑟2
𝑟2 𝑟3

78 + 5 = 83
• 78 → 7 + 8 = 15, então 15 𝟔 15 9 6. 𝑟1 = 6;
•   5 → 5 , 𝑒𝑛𝑡ã𝑜 5 𝟓 5 9 5.  𝑟2 = 5;
• 83 → 8 + 3 = 11, então 11 𝟐 11 9 2. 𝑟3 = 2.
• 𝑟1 + 𝑟2 = 11, 11 2 11 9 2

𝑛𝑓(83)



𝑎 − 𝑏 = 𝑐, 9𝑞1 + 𝑟1 − (9𝑞2 + 𝑟2) = 9𝑞3 + 𝑟3.𝑟3 + 𝑟2 − 9(𝑞1 − 𝑞2 − 𝑞3) = 𝑟1,
𝑟2 + 𝑟3 𝑟1.𝑛𝑓(𝑎 − 𝑏) = 𝑛𝑓(𝑛𝑓(𝑏) + 𝑛𝑓(𝑐)) = 𝑛𝑓(𝑎).

𝒓𝟐 𝑟2 + 𝑟3
𝒓𝟑 𝒓𝟏

324 − 122 = 202.
• 324 → 3 + 2 + 4 = 9, 9 𝟎 9 90. 𝑟1 = 0.
• 122 → 1 + 2 + 2 = 5, 5 𝟓 5 95. 𝑟2 = 5.
• 202 → 2 + 0 + 2 = 4, 4 𝟒 4 9 4.𝑟3 = 4.
• 𝑟2 + 𝑟3 = 9, , 9 𝟎 9 90



𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑐, (9𝑞1 + 𝑟1) × (9𝑞2 + 𝑟2) = 9𝑞3 + 𝑟3.𝑟1 × 𝑟2 − 9(𝑞3 − 9𝑞1𝑞2 − 𝑞2𝑟1 − 𝑞1𝑟2) = 𝑟3.
𝑟1 × 𝑟2 𝑟3. 𝑛𝑓(𝑎 × 𝑏) =𝑛𝑓(𝑛𝑓(𝑎) × 𝑛𝑓(𝑏)) = 𝑛𝑓(𝑐).

nf(nf(a) × nf(b))𝑟1 𝑛𝑓(𝑟1 × 𝑟2)
𝑟2 𝑟3

52 × 15 = 780
• 52 → 5 + 2 = 7 , 7 7 7 9 7.𝑟1 = 7.
• 15 → 1 + 5 = 6, 6 6 6 9 6.𝑟2 = 6.
• 780 → 7 + 8 + 0 = 15, 15 𝟔 15 9 6. 𝑟3 = 6.



• 𝑟1×𝑟2 = 42, , 42 𝟔 42 9 6
nf(nf(52) × nf(15))7

6
𝑎 = 𝑏 × 𝑐 + 𝑑,0 ≤ 𝑑 < 𝑏, 9𝑞1 + 𝑟1 = (9𝑞2+𝑟2) ⋅ (9𝑞3 + 𝑟3) + (9𝑟4 + 𝑟4)

𝑟2 × 𝑟3 + 𝑟4 − 9(𝑞1 − 9𝑞2𝑞3 − 𝑞2𝑟3 − 𝑞3𝑟2 + 𝑞4) = 𝑟1.
(𝑟2 × 𝑟3 + 𝑟4) 𝑟1.

nf(nf(b) × nf(c) + nf(d))𝑟2 𝑛𝑓(𝑟2 × 𝑟3 + 𝑟4)𝑛𝑓(𝑎)𝑟3 𝑟1
𝑟4



125 = 34 × 3 + 23
• 125 → 1 + 2 + 5 = 8, 8 88 9 8. 𝑟1 = 8;
• 34 → 3 + 4 = 7, 7 7 7 97. 𝑟2 = 7;
• 3 → 3, 3 3 3 9 3.𝑟3 = 3;
• 23 →  2 + 3 = 5, 5 5 5 9 5. 𝑟4 = 5. r2 × r3 + r4 = 26 26 →2 + 6 = 8, 26 8 nf(nf(34) × nf(3) + nf(d))7 8𝑛𝑓(125)3 8

•



•

•

                                                                           313 × 6 = 1878
1878 1887.313 → 3 + 1 + 3 = 7, 7 7 7 97. 𝑟1 = 7.6 → 6, 6 6 6 9 6. 𝑟2 = 6.1887 → 1 + 8 + 7 + 8 = 24, 24 624 9 6. 𝑟3 = 6.r1 × r2 = 42 42 → 4 + 2 = 6, 42 6

nf(nf(313) × nf(6))7
6



• 𝐸 𝐹 𝑅𝐸 × 𝐹 𝑅 𝐸 𝐹 𝑅 ⊑ 𝐸 × 𝐹.𝑅 𝑅 = {(𝑎, 𝑏); 𝑎 ∈ 𝐸 𝑒 𝑏 ∈ 𝐹}𝑎 𝑏 𝑎𝑅𝑏.
• 𝑅 𝐸 𝐹 𝑅 𝐷(𝑅) = {𝑎 ∈𝐸; ∃ 𝑏 ∈ 𝐹 ∶  𝑎𝑅𝑏} 𝑅 𝐼𝑚(𝑅) = {𝑏 ∈ 𝐹; ∃𝑎 ∈ 𝐸: 𝑎𝑅𝑏}.
• 𝑓 𝐸 𝐹 𝑓 𝐷(𝑓) = 𝐸𝑎 ∈ 𝐷(𝑓), 𝑏 ∈ 𝐹 (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑓.𝑓: 𝐸 → 𝐹  𝑓 𝑏 =𝑓(𝑎)(dizemos que b é a imagem de a pela f), (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑓.
• 𝐸, 𝐹 ⊑ ℕ, ℤ, ℚ  𝑒 ℝ 𝑓
• 𝐸 𝑓: 𝐸 × 𝐸 → 𝐸𝐸 𝐸. 𝐸
• 𝑓 𝐸, 𝑓 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 × 𝐸  𝐸, 𝑥 ∗ 𝑦𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑥 ∗ 𝑦 𝑥 𝑒 𝑦
• 𝐸 𝑒 𝐹 ℕ, ℤ, ℚ 𝑒 ℝ,



𝑓: 𝐸 × 𝐸 → 𝐸 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 𝐸, 𝐸 =ℕ, ℤ, ℚ 𝑒 ℝ, c 𝑥 𝑒 𝑦
𝑓: 𝐸 × 𝐸 → 𝐸 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑦 𝐸, 𝐸 =ℤ, ℚ 𝑒 ℝ, c 𝑥  𝑒 𝑦 𝑎 ∈ ℕ − {0}−𝑎 ∈ ℕ.𝑓: 𝐸 × 𝐸 → 𝐸 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 × 𝑦 𝐸, 𝐸 =ℕ, ℤ, ℚ 𝑒 ℝ, c 𝑥 𝑒 𝑦
𝑓: 𝐸 × 𝐸 − {0} → 𝐸 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ÷ 𝑦 𝐸,𝐸 = ℚ 𝑒 ℝ, 𝑥 𝑒 𝑦

𝐸 = ℕ 𝑜𝑢 ℤ, 𝑎 ∈ ℕ 𝑜𝑢 ℤ, 𝑎−1 ∉ ℕ 𝑜𝑢 ℤ.
A adição e a subtração são operações “inversas” no sentido que ao somar um número a 

𝑎 𝑒 𝑏 𝑎 + 𝑏 = 𝑐 𝑐 − 𝑏 = 𝑎
que uma pode ser usada para verificar a outra. Essa relação de “inversão” é fundamental para 

•

213 − 78 = 135 213 − 135 = 78.
•

1471 − 489 = 982.982 + 489 = 1471.



Assim como a adição e a subtração, a multiplicação e a divisão são operações “inversas”, 

𝑎 𝑒 𝑏𝑎 × 𝑏 = 𝑐 𝑐 ÷ 𝑏 = 𝑎
ação de “inversão” é fundamental para entender como operações de multiplicação 

•

456 × 12 = 5472.5472 ÷ 12 = 456 5472 ÷ 456 = 12.
•

200 ÷ 8 = 2525 × 8 = 200.
271 ÷ 15 dá 18 1.18 × 15 + 1 = 271.

•

• Ao usar a operação “inversa”, a prática pode 



•

operação “inversa” e verificar se o resultado obtido.

Real é um método de verificação de cálculos baseado na lógica das “operações 

inversas”. A ideia é que, se você realiza uma operação e obtém um resultado, a operação 



• é uma verificação que usando a “operação inversa” nos fornece uma 

•

𝑎, 𝑏 𝑒 𝑚 ∈ ℤ 𝑚 > 0. 𝑎 𝑚 𝑚|(𝑎 −𝑏), 𝑎 − 𝑏 = 𝑚𝑞 𝑞 ∈ ℤ 𝑎 𝑏 𝑚,
𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚).𝑎 − 𝑏 𝑎 𝑏 𝑚,

𝑎 ≢ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚).
• 𝑎 − 𝑎 = 0 𝑎 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑚). 
• 𝑚𝑚|(𝑎 − 𝑏) 𝑚|(𝑏 − 𝑎) 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚)𝑏 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑚)
• 𝑚 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚) 𝑏 ≡ 𝑐(𝑚𝑜𝑑 𝑚) 𝑚|(𝑎 − 𝑏)𝑚|(𝑏 − 𝑐) 𝑚|(𝑎 − 𝑐), 𝑎 ≡ 𝑐(𝑚𝑜𝑑 𝑚). 
• 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚) 0 ≤  𝑏 < 𝑚, 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑞 ∈ ℤ 𝑎 − 𝑏 = 𝑚𝑞.𝑎 = 𝑚𝑞 + 𝑏. 𝑏 𝑎 𝑚𝑎 𝑒 𝑚 𝑞 𝑒 𝑟 ∈ℤ 𝑎 = 𝑚𝑞 + 𝑟 0 ≤ 𝑟 < 𝑚. 𝑎 − 𝑟 = 𝑚𝑞 𝑎 ≡𝑟(𝑚𝑜𝑑 𝑚)



• 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚) 𝑎 − 𝑏 = 𝑚𝑞 𝑞 ∈ ℤ 𝑎 = 𝑏 + 𝑚𝑞𝑎 𝑒 𝑚 𝑞1 𝑒 𝑟 ∈ ℤ 0 ≤𝑟 < 𝑚
𝑏 + 𝑞𝑚 = 𝑚𝑞1 + 𝑟

𝑏 = 𝑚(𝑞1 − 𝑞) + 𝑟, 𝑐𝑜𝑚0 ≤ 𝑟 < 𝑚.𝑟 𝑏 𝑚.
• 𝑎 𝑒 𝑏 𝑚 𝑞1, 𝑞2 𝑒 𝑟 ∈ ℤ

𝑎 = 𝑚𝑞1 + 𝑟 𝑏 = 𝑚𝑞2 + 𝑟, 0 ≤ 𝑟 < 𝑚.
𝑎 − 𝑏 = 𝑚(q1 − q2).

𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚).
𝑚

𝑎̅ = {𝑏 ∈ ℤ; 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚)}
𝑎 𝑎̅.𝑏 ∈ 𝑎̅ 𝑎 𝑒 𝑏 𝑚.𝑚 {0,1, 2, . . . , 𝑚 − 1} 𝑎 ∈ℤ 𝑞 𝑒 𝑟 ∈ ℤ𝑎 = 𝑚𝑞 + 𝑟 0 ≤ 𝑟 < 𝑚

𝑎 − 𝑟 = 𝑞𝑚
𝑎 ≡ 𝑟(𝑚𝑜𝑑𝑚),



𝑎̅ = 𝑟̅.𝑎̅ 𝑟̅, 𝑟 𝑎 𝑚.𝑟 ∈ {0,1, 2, . . . , 𝑚 − 1}, 𝑎̅ ∈ {1̅, 2̅, … , 𝑚 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ }
𝑚 𝑟̅ 𝑒 𝑠̅{1̅, 2̅, … , 𝑚 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ }, 𝑟 𝑒 𝑠𝑟 < 𝑠. 𝑟̅ = 𝑠̅   𝑒  0 ≤ 𝑟 < 𝑠 < 𝑚.𝑟̅ = 𝑠̅ 𝑟 ≡ 𝑠(𝑚𝑜𝑑𝑚) 𝑚|𝑠 − 𝑟 0 < 𝑠 − 𝑟 < 𝑚,{0̅, 1̅̅ ̅̅̅, 2̅, … , 𝑚 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ } 𝑚

ℤ 𝑚 > 1
ℤ𝑚 = {0̅, 1̅, 2̅, … , 𝑚 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ }.

𝑚.

𝑎 𝑒 𝑏 ∈ ℤ,𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚);𝑎 ∈ 𝑏̅;𝑏 ∈ 𝑎̅;𝑎̅ = 𝑏̅.
𝑖 ⇒  𝑖𝑖 𝑚.



𝑖𝑖 ⟹ 𝑖𝑖𝑖 𝑎 ∈ 𝑏̅ 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚)𝑚 𝑏 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑚). 𝑖.𝑖𝑖𝑖 ⟹ 𝑖𝑣 𝑥 ∈ 𝑎̅ 𝑥 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑚), 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚)𝑚 𝑥 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚)𝑥 ∈ 𝑏̅. 𝑎̅ ⊆ 𝑏.̅ 𝑏̅ ⊆ 𝑎.̅𝑖𝑣 ⟹ 𝑖 𝑎 ∈ 𝑎̅ 𝑒 𝑏 ∈ 𝑏̅  𝑎̅ 𝑏̅ 𝑥 ∈𝑎̅ = 𝑏̅ 𝑥 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑚) 𝑥 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚)𝑚 □𝑚 > 1 ℤ𝑚 𝑠𝑒 𝑎̅, 𝑏̅ ∈ ℤ𝑚𝑎̅ ≠ 𝑏̅, 𝑎̅ ∩ 𝑏̅ = ∅ℤ = 𝑈𝑎̅∈ℤ𝑚𝑎̅
𝑥 ∈  𝑎̅ ∩ 𝑏̅ 𝑥 ∈ 𝑎̅ 𝑥 ∈ 𝑏̅ 𝑥 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑚) 𝑥 ≡𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚) 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚). 𝑎̅ = 𝑏̅𝑎̅ ≠ 𝑏̅ 𝑎̅ ∩ 𝑏̅ = ∅𝑥 ∈  ℤ 𝑚,𝑞 𝑒 𝑟 ∈ ℤ 𝑥 = 𝑞𝑚 + 𝑟, 0 ≤ 𝑟 < 𝑚.

𝑥 − 𝑟 = 𝑞𝑚, 0 ≤ 𝑟 < 𝑚 𝑥 ∈ 𝑟̅ 𝑥̅ ∈ ℤ𝑚𝑥 ∈ 𝑈𝑎̅∈ℤ𝑚𝑎̅. 𝑥 ∈ ℤ 𝑥̅ ⊆ ℤ,𝑈𝑎̅∈ℤ𝑚𝑎̅ ⊆ ℤ. ℤ𝑚𝑎̅ 𝑏̅ ∈ ℤ𝑚𝑎̅ + 𝑏̅ = 𝑎 + 𝑏.̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅𝑎̅ 𝑏̅ ∈ ℤ𝑚𝑎̅ ∙ 𝑏̅ = 𝑎 ∙ 𝑏.̅̅ ̅̅ ̅̅
(𝑎̅, 𝑏̅) ∈ ℤ𝑚 × ℤ𝑚 → ℤ𝑚 é 𝑢𝑚𝑎 𝑎𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎çã𝑜𝑎1̅̅ ̅ = 𝑎2̅̅ ̅ ∈ ℤ𝑚 𝑏1̅ = 𝑏2̅̅ ̅ ∈ ℤ𝑚 𝑎1 ≡ 𝑎2(𝑚𝑜𝑑𝑚)𝑏1 ≡ 𝑏2(𝑚𝑜𝑑 𝑚) 𝑞1, 𝑞2 ∈ ℤ



𝑎1 − 𝑎2 = 𝑞1𝑚
𝑏1 − 𝑏2 = 𝑞2𝑚.

𝑎1 + 𝑏1 − (𝑎2 + 𝑏2) = (𝑞1 + 𝑞2)𝑚𝑎1 + 𝑏1 ≡ (𝑎2 + 𝑏2)(𝑚𝑜𝑑𝑚)  → 𝑎1 + 𝑏1 𝑎2 + 𝑏2
𝑎1 ⋅ 𝑏1 − 𝑎2. 𝑏2 = 𝑎1 ⋅ 𝑏1 − 𝑏1 ⋅ 𝑎2 +  𝑏1 ⋅ 𝑎2 − 𝑎2. 𝑏2 = (𝑎1 − 𝑎2) ⋅ 𝑏1 + 𝑎2 ⋅ (𝑏1 − 𝑏2)= (𝑞1𝑚) ∙ 𝑏1 + 𝑎2 ∙ (𝑞2𝑚) = (𝑏1𝑞1 + 𝑎2𝑞2)𝑚.𝑎1 ⋅ 𝑏1 ≡ 𝑎2 ⋅ 𝑏2(𝑚𝑜𝑑𝑚) → 𝑎1. 𝑏1 𝑎2. 𝑏2

𝑎̅, 𝑏̅ 𝑒 𝑐̅ ∈ ℤ𝑚𝑎̅ + (𝑏̅ + 𝑐̅) = 𝑎̅ + 𝑏 + 𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎 + 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑐̅ = (𝑎̅ + 𝑏̅) + 𝑐̅𝑎̅, 𝑏̅ ∈ ℤ𝑚𝑎̅ + 𝑏̅ = 𝑎 + 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑏 + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑏̅ + 𝑎.̅𝑎̅ ∈ ℤ𝑚𝑎̅ + 0̅ = 𝑎 + 0̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎.̅𝑎̅ ∈ ℤ𝑚, 𝑥̅ 𝑎̅ + 𝑥̅ = 𝑥̅ +𝑎̅ = 0̅ 𝑎 + 𝑥 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑚) 𝑥 ≡ −𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑚).𝑥̅ = 𝑚 − 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑎̅, 𝑏̅ 𝑒 𝑐̅ ∈ ℤ𝑚𝑎̅ ⋅ (𝑏̅ ⋅ 𝑐̅) = 𝑎̅ ∙ 𝑏 ∙ 𝑐̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑎 ∙ 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ 𝑐̅ = (𝑎̅ ∙ 𝑏̅) ∙ 𝑐̅𝑎̅, 𝑏̅ ∈ ℤ𝑚𝑎̅ ∙ 𝑏̅ = 𝑎 ∙ 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑏 ∙ 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑏̅ ∙ 𝑎.̅𝑎̅ ∈ ℤ𝑚𝑎̅ ∙ 1̅ = 𝑎 ⋅ 1̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑎.̅1̅ ℤ𝑚.



𝑎̅ ∈ ℤ𝑚𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑚) = 1.𝑎̅ ∈ ℤ𝑚 𝑥̅ ∈ ℤ𝑚 𝑎̅ ∙ 𝑥̅ = 𝑥 ∙ 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ = 1.̅𝑎𝑥 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚) 𝑎𝑥 − 1 = 𝑚𝑞, 𝑎𝑥 + 𝑚(−𝑞) = 1, 𝑞 ∈ ℤ𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑚) = 1.𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑚) = 1, 𝑥0, 𝑦0 ∈ ℤ 𝑎𝑥0 + 𝑚𝑦0 = 1𝑎𝑥0 − 1 = 𝑚(−𝑦0) 𝑎𝑥0 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚). 𝑎 ∙ 𝑥0̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =1̅, 𝑎̅ ∙ 𝑥0̅̅ ̅ = 1̅ 𝑎̅ 𝑥0̅̅ ̅ = 𝑎̅−1.𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑚) = 1 𝑎̅ ≠ 0̅.

𝑚 = 9,ℤ9 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅}

𝑎, 𝑏, 𝑐 𝑒 𝑑 ∈ ℤ 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4, 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 𝑒 𝑟4 ∈ℤ 𝑎 = 9𝑞1 + 𝑟1, 𝑏 = 9𝑞2 + 𝑟2, 𝑐 = 9𝑞3 + 𝑟3 𝑒 𝑑 = 9𝑞4 + 𝑟4 0 ≤ 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4 < 9.
𝑟1 𝑟1 + 𝑟2
𝑟2 𝑟3



•

(−125) + (−19) = −144−125 = (−14) × 9 + 1 → 𝑟1 = 1;−19 = (−3) × 9 + 8 → 𝑟2 = 8;−144 = (−16) × 9 → 𝑟3 = 0.𝑟1 + 𝑟2 = 9,
𝑛𝑓(−125)1𝑛𝑓(−19)8 0

•

𝒓𝟐 𝑟2 + 𝑟3
𝒓𝟑 𝒓𝟏

139 − 145 = −6
139 = 15 × 9 + 4 → 𝑟1 = 4;
145 = 16 × 9 + 1 → 𝑟2 = 1;

−6 = (−1) × 9 + 3 → 𝑟3 = 3.
𝑟2 + 𝑟3 = 4



𝟏
𝟑 𝟒

•

nf(nf(a) × nf(b))𝑟1 𝑟1 × 𝑟2
𝑟2 𝑟3

36 × (−43) = −1548,
36 = 4 × 9 → 𝑟1 = 0;

−43 = (−5) × 9 + 2 → 𝑟2 = 2;
−1548 = (−172) × 9 → 𝑟3 = 0.

𝑟1 × 𝑟2 = 0,



nf(nf(36) × nf(−43))0
2

•

nf(nf(b) × nf(c) + nf(d))𝑟2 𝑛𝑓(𝑟2 × 𝑟3 + 𝑟4)𝑛𝑓(𝑎)𝑟3 𝑟1

−205 = (35) × (−6) + 5−205 = (−23) × 9 + 2 → 𝑟1 = 2;35 = 3 × 9 + 8 → 𝑟2 = 8;6 = (−1) × 9 + 3 → 𝑟3 = 3;5 = 0 × 9 + 5 → 𝑟4 = 5.

𝑟4



nf(35) nf(nf(35) × nf(−6)+ nf(5))8 2nf(−6) 𝑛𝑓(−205)3 2

ℤ9 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅}ℤ ℤ9 ℤ.
•

𝑎 𝑒 𝑏 ∈ ℤ 𝑎 = 9𝑞1 + 𝑟1, 𝑏 = 9𝑞2 + 𝑟2 𝑐 = 9𝑞3 + 𝑟3,𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 𝑟1, 𝑟2 𝑒 𝑟3 ∈ ℤ 0 ≤ 𝑟1,𝑟2, 𝑟3 < 9. 𝑎 + 𝑏 = 9𝑞 + 𝑟, 𝑟 ≡ 𝑟1 +𝑟2(𝑚𝑜𝑑 9) 𝑜𝑢 𝑟̅ = 𝑟1+𝑟2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 𝑎 + 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 𝑟1+𝑟2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
•

𝑎, 𝑏 𝑒 𝑐 ∈ ℤ 𝑎 = 9𝑞1 + 𝑟1, 𝑏 = 9𝑞2 + 𝑟2  𝑐 = 9𝑞3 + 𝑟3𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑟1, 𝑟2  𝑒  𝑟3 ∈ ℤ 0 ≤ 𝑟1,𝑟2, 𝑟3 < 9. 𝑎 + 𝑏 = 9𝑞 + 𝑟, 𝑟1 ≡𝑟2 + 𝑟3(𝑚𝑜𝑑 9).
•

5



𝑎, 𝑏 𝑒 𝑐 ∈ ℤ 𝑎 = 9𝑞1 + 𝑟1, 𝑏 = 9𝑞2 + 𝑟2  𝑐 =9𝑞3 + 𝑟3 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑟1, 𝑟2  𝑒  𝑟3 ∈ ℤ 0 ≤ 𝑟1,𝑟2, 𝑟3 < 9, 𝑐 = 𝑎 × 𝑏 𝑒 𝑟3 ≡ 𝑟1 ×𝑟2(𝑚𝑜𝑑 9) 𝑜𝑢 𝑟3̅ = 𝑟1 × 𝑟2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 𝑎 x 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑟1 × 𝑟2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
•

𝑎, 𝑏, 𝑐 𝑒 𝑑 ∈ ℤ 𝑎 = 9𝑞1 + 𝑟1, 𝑏 = 9𝑞2 + 𝑟2, 𝑐 = 9𝑞3 +𝑟3 𝑑 = 9𝑞4 + 𝑟4 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 𝑒 𝑞4 ∈ ℤ 0 ≤ 𝑟1,𝑟2, 𝑟3, 𝑟4 < 9,  𝑎 = 𝑏𝑐 + 𝑑 𝑒𝑟1 ≡ 𝑟2 × 𝑟3 + 𝑟4(𝑚𝑜𝑑 9) 𝑜𝑢 𝑟1̅ = 𝑟2 × 𝑟3 + 𝑟4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.
ℤ = 𝑈𝑎̅∈ℤ9𝑎̅,𝑎̅, 𝑏̅ ∈ ℤ9 𝑎̅ ∩ 𝑏̅ = ∅



• A prova real é um método que usa a “operação inversa” para verificar o cálculo.

•

o resultado da “operação inversa” for confirmado, a operação original está correta

ar a correção de uma conta. A principal diferença é a “rigidez do 

resultado”: a prova real “é definitiva”, enquanto a prova dos noves “é apenas um indicativo”.

A prova dos noves é um teste de “consistência”, enquanto a prova real é um teste de 

“verificação direta”. Ambos os métodos são úteis, mas a prova real é a que oferece a “certeza 

”.



–

–
–



https://bit.ly/2NKTgVz


https://www.baixelivros.com.br/ciencias-exatas/matematica/tabuada-ensino-pratico#google_vignette
https://www.baixelivros.com.br/ciencias-exatas/matematica/tabuada-ensino-pratico#google_vignette
https://www.proatitude.com/l/tabuada-antiga-1945-download-gratis-pdf/
https://www.proatitude.com/l/tabuada-antiga-1945-download-gratis-pdf/
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