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Resumo

A Dinâmica dos Fluidos Computacional (CFD) constitui uma ferramenta fundamental
para a análise de escoamentos turbulentos de interesse científico e industrial. No entanto,
a modelagem adequada da turbulência permanece como um dos principais desafios da área,
especialmente em escoamentos com forte anisotropia, separação e rotação. Neste trabalho,
foram implementados e avaliados modelos algébricos explícitos para o fechamento das
tensões turbulentas, a saber, o modelo EASM (Explicit Algebraic Stress Model) para
simulações URANS e o modelo EASSM (Explicit Algebraic Subgrid Stress Model) para as
Simulações de Grandes Estruturas (LES), no ambiente do código MFSim, desenvolvido
no Laboratório de Mecânica dos Fluidos da Universidade Federal de Uberlândia. Os
resultados obtidos foram comparados com dados experimentais e com previsões fornecidas
pelos modelos k–ε e Smagorinsky. No caso do degrau, o modelo EASM apresentou boa
concordância qualitativa, embora discrepâncias nos perfis de velocidade tenham sido
associadas a baixos valores do coeficiente de viscosidade efetiva. Para o escoamento sobre
o prisma, o EASM mostrou melhor capacidade de representar a natureza transiente e os
momentos de segunda ordem quando comparado ao modelo k–ε. No contexto LES, o modelo
EASSM apresentou desempenho consistente, tanto no degrau quanto no prisma triangular,
reproduzindo adequadamente os perfis médios de velocidade e as principais características
do escoamento turbulento. Devido ao elevado custo computacional associado à simulação
LES do ciclone, a análise deste escoamento foi restrita a uma janela temporal relativamente
pequena, o que não foi suficiente para a convergência estatística dos momentos de segunda
ordem. Ainda assim, os campos médios e os perfis da componente tangencial da velocidade
indicaram comportamento fisicamente coerente do modelo EASSM, reforçando o potencial
da abordagem adotada. De forma geral, os resultados indicam que os modelos EASM e
EASSM foram implementados de maneira consistente e apresentam desempenho promissor
na representação de escoamentos turbulentos complexos, mesmo em malhas de resolução
moderada. O trabalho contribui para a ampliação das capacidades do código MFSim e
estabelece uma base sólida para investigações futuras.

Palavras-chave: Modelagem da Turbulência, Dinâmica dos Fluidos Computacional,
Escoamentos Turbulentos, Modelos Algébricos Explícitos, Degrau, Prisma, Ciclone.
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Abstract

Computational Fluid Dynamics (CFD) constitutes a fundamental tool for the analysis
of turbulent flows of scientific and industrial interest. However, the accurate modeling
of turbulence remains one of the main challenges in the field, particularly for flows
characterized by strong anisotropy, separation, and rotation. In this work, explicit
algebraic models for turbulence closure were implemented and evaluated, namely the
Explicit Algebraic Stress Model (EASM) for Unsteady Reynolds-Averaged Navier–Stokes
(URANS) simulations and the Explicit Algebraic Subgrid Stress Model (EASSM) for
Large Eddy Simulation (LES), within the MFSim code developed at the Fluid Mechanics
Laboratory of the Federal University of Uberlândia. The results obtained were compared
with experimental data as well as with predictions from the standard k–ε and Smagorinsky
models. For the backward-facing step flow, the EASM model exhibited good qualitative
agreement, although discrepancies in the velocity profiles were associated with low values
of effective viscosity. For the flow over a triangular prism, the EASM demonstrated
an improved capability to represent the strongly unsteady nature of the flow and the
second-order moments when compared to the k–ε model. In the LES framework, the
EASSM model showed consistent performance for both the backward-facing step and the
triangular prism cases, adequately reproducing the mean velocity profiles and the main
features of the turbulent flow. Due to the high computational cost associated with the
LES simulation of the cyclone flow, the analysis of this configuration was restricted to a
relatively short temporal window, which was insufficient to achieve statistical convergence
of the second-order moments. Nevertheless, the mean fields and tangential velocity profiles
indicated physically coherent behavior of the EASSM model, reinforcing the potential
of the proposed approach. Overall, the results indicate that the EASM and EASSM
models were implemented in a consistent manner and exhibit promising performance in
the representation of complex turbulent flows, even on moderately resolved meshes. This
work contributes to the extension of the MFSim code capabilities and provides a solid
foundation for future investigations.

Keywords: Turbulence Modelling, Computational Fluid Dynamics, Turbulent Flows,
Explicit Algebraic Models, Backwards-Facing Step, Bluff-Body, Cyclone.
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1 Introdução

1.1 Contextualização e motivação
A Dinâmica dos Fluidos Computacional (Computational Fluid Dynamics - CFD)

consolidou-se, nas últimas décadas, como uma ferramenta essencial no desenvolvimento e
na análise de sistemas de engenharia envolvendo escoamentos complexos. Setores industriais
como aeroespacial, automotivo, naval, energético, de processos químicos e de petróleo e
gás utilizam rotineiramente simulações computacionais para apoiar decisões de projeto,
reduzir custos experimentais e acelerar ciclos de desenvolvimento. Em particular, a CFD
permite investigar fenômenos de difícil acesso experimental, explorar cenários operacionais
variados e avaliar o impacto de modificações geométricas ou de condições de contorno com
elevado grau de flexibilidade.

As ferramentas matemáticas que descrevem o movimento de um fluido no regime
incompressível são as equações diferenciais parciais de balanço de massa e quantidade
de movimento linear. Simular um escoamento significa resolver tais equações computa-
cionalmente e encontrar o valor das variáveis de interesse em determinados pontos do
espaço, em determinados instantes de tempo. Uma vez que a maioria dos escoamentos de
interesse industrial são turbulentos, a Simulação Computacional Direta (Direct Numerical
Simulation - DNS) desses fenômenos implicaria em um custo computacional inviável para
a maioria das máquinas e métodos atuais. Assim, surge a necessidade de metodologias
para resolver o problema do fechamento da turbulência.

Tradicionalmente, as simulações baseadas nas Equações Médias de Boussinesq-Reynolds
(Reynolds-Averaged Navier-Stokes), e suas extensões em regime transiente (Unsteady
Reynolds-Averaged Navier-Stokes), permanecem como a principal escolha da indústria.
No primeiro caso, calcula-se a média temporal do escoamento e toda a turbulência
é modelada. No segundo, algumas instabilidades coerentes de grande comprimento
característico também podem ser calculadas, mas a maior parte da turbulência segue sendo
tratada através de modelos de fechamento.

Alternativamente, é possível resolver todas as estruturas turbilhonares grandes e boa
parte das estruturas médias presentes em um escoamento, de modo que seja necessário
modelar apenas a interação não linear entre a banda resolvida e a banda não resolvida da
turbulência. Esta é a base das Simulações de Grandes Estruturas (Large Eddy Simulation
– LES). Em geral, resultam em maior precisão e detalhe na descrição dos fenômenos físicos,
mas sua aplicação uso implica em custos associados a malhas mais refinadas e passos de
tempo pequenos.

O fechamento da turbulência, na maioria dos modelos RANS/URANS e LES, se apoia
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no conceito de viscosidade turbulenta, baseado na hipótese de Boussinesq. Em resumo, a
ideia consiste em modelar as flutuações turbulentas como sendo tensões proporcionais à
taxa de deformação calculada. Em outras palavras, existe uma relação linear entre o tensor
de flutuações turbulentas e o tensor taxa de deformação médio ou filtrado. Embora esses
modelos apresentem boa robustez computacional, eles são insuficientes para representar
adequadamente efeitos importantes da turbulência com alta anisotropia, como aqueles
associados a escoamentos com forte curvatura de linhas de corrente, rotação ou tensões
normais desiguais.

Como resposta a essas deficiências, foram desenvolvidos modelos de turbulência que
não dependem diretamente da viscosidade turbulenta. Dentro desse grupo, destacam-se
os Modelos Algébricos Explícitos das Tensões de Boussines-Reynolds (Explicit Algebraic
Stress Models – EASM), nos quais as tensões são expressas por meio de combinações não
lineares envolvendo os tensores taxa de deformação de rotação médios. Mais recentemente,
essa abordagem foi ampliada para a classe LES a partir dos Modelos Algébricos Explícitos
das Tensões Submalha (Explicit Algebraic Subgrid Stress Models – EASSM). Apesar do
potencial reconhecido desses modelos avançados, sua implementação e validação ainda
representam um desafio significativo. A complexidade matemática das formulações, aliada
à necessidade de garantir estabilidade numérica em diferentes regimes de escoamento, faz
com que muitos desses modelos permaneçam pouco explorados.

É nesse cenário que se insere o contexto do laboratório no qual este trabalho foi
desenvolvido. O grupo MFLab possui atuação consolidada em simulações de escoamentos
turbulentos, com aplicações voltadas a problemas de interesse industrial e científico. Os
projetos conduzidos neste laboratório demandam modelos de fechamento para a turbulência
capazes de equilibrar custo computacional, robustez e maior fidelidade na representação
de efeitos anisotrópicos, o que motiva a investigação e o aprimoramento de modelos para
além das abordagens lineares clássicas. Dessa forma, a implementação e a validação de
modelos como o EASM de Wallin e Johansson (2000) e o EASSM de Marstorp et al.
(2009) alinham-se diretamente às necessidades do grupo, contribuindo para a ampliação
das capacidades de simulação e para o fortalecimento da base metodológica utilizada em
seus projetos.

1.2 Objetivos
O presente trabalho tem como principais objetivos:

• Revisar a literatura científica referente a modelos que não dependem diretamente da
viscosidade turbulenta;

• Implementar modelos de fechamento algébricos explícitos, das classes URANS e LES,
no ambiente da plataforma computacional MFSim.
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• Validar os modelos implementados por meio de simulações de escoamentos clássicos
da literatura, comparando os resultados obtidos com dados experimentais e com
resultados provenientes de modelos já disponíveis no MFSim.

1.3 Estrutura do documento
Este trabalho está organizado em sete capítulos. No Capítulo 2, é apresentada uma

revisão bibliográfica sobre as principais características dos escoamentos turbulentos e as
diferentes estratégias empregadas para a sua modelagem. Após a introdução do problema
de fechamento, são discutidas as distinções entre abordagens que dependem direta ou
indiretamente do conceito de viscosidade turbulenta.

No Capítulo 3, as equações associadas aos modelos algébricos explícitos são deduzidas
de forma detalhada. No Capítulo 4, abordam-se as técnicas utilizadas no processo de
discretização das equações de balanço, bem como outros aspectos relevantes do método
numérico adotado. A representação computacional dos escoamentos de interesse constitui
o tema do Capítulo 5.

No Capítulo 6, mapas de cores e perfis obtidos a partir de sondas computacionais são
utilizados para avaliar, de forma qualitativa e quantitativa, o desempenho dos modelos
implementados, em comparação com modelos tradicionais e com dados experimentais.
Por fim, no Capítulo 7 apresentam-se as conclusões do trabalho, nas quais os principais
resultados são sintetizados e são indicadas perspectivas para o desenvolvimento futuro do
tema.
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2 Revisão bibliográfica

2.1 Escoamentos turbulentos
Tanto na natureza, quanto na indústria, poucos são os escoamentos que ocorrem de

forma organizada, previsível ou laminar. Na maioria das situações, os fluidos se movem de
maneira caótica e altamente transiente, com flutuações consideráveis em sua velocidade e
demais informações físicas. Por isso, pode-se afirmar que os escoamentos de interesse de
engenharia são predominantemente turbulentos. Embora não exista, até o momento, uma
definição formal e universalmente aceita para este regime de escoamento, as características
que se seguem têm sido apresentadas na literatura como as principais que se fazem
necessárias para o entendimento da natureza física dos escoamentos turbulentos:

• Rotacionalidade e tridimensionalidade:

A característica principal de um escoamento turbulento é que as partículas de fluido
descrevem movimentos rotacionais, formando estruturas turbilhonares tridimensi-
onais. Matematicamente, a vorticidade de um campo vetorial qualquer é obtida
pela aplicação do operador rotacional. Na Mecânica dos Fluidos, a vorticidade pode
ser interpretada como a tendência de uma partícula de fluido girar em determinado
sentido. Portanto, a turbulência se caracteriza por alta magnitude de vorticidade.

• Multiplicidade de tamanhos e períodos:

Em um escoamento turbulento, a diferença de tamanho característico entre as maiores
e as menores estruturas turbilhonares geralmente chega a algumas ordens de grandeza.
Todas essas estruturas, com diferentes tamanhos e períodos característicos, coexistem
no espaço e no tempo e interagem de forma não-linear.

• Intensificação dos processos de transporte:

Na Mecânica dos Fluidos, uma informação física pode ser transportada por advecção
ou por difusão molecular. Ambos os processos são acelerados pela turbulência. Em
se tratando da advecção, é intuitivo entender que uma partícula de fluido que gira
em torno de determinado eixo irá transportar ao redor deste as suas propriedades
intensivas, como energia interna e quantidade de movimento linear. Quanto à difusão,
verifica-se que a turbulência age no sentido de aumentar a quantidade e a intensi-
dade dos gradientes locais das informações físicas, aumentando consequentemente o
transporte difusivo, que é de natureza puramente molecular.
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• Intensificação dos processos transformativos:

A turbulência tende a acelerar todos os processos através dos quais uma dada
informação física se transforma em outra de natureza semelhante. Um exemplo
clássico é a transformação viscosa, pela qual a energia cinética é convertida em energia
interna por ação das tensões viscosas. Como os gradientes locais de velocidade são
altos, o atrito de cisalhamento entre as partículas de fluido também aumenta. Outro
exemplo são as reações químicas, já que a turbulência desempenha papel fundamental
nos escoamentos reativos, ao promover a mistura rápida das diferentes substâncias
envolvidas.

• Fenômeno a nível do contínuo:

As menores estruturas turbilhonares são maiores do que o livre caminho médio mole-
cular por pelo menos uma ordem de grandeza, em geral, tal como será demonstrado
ainda nesta seção. Por causa disso é que se pode tratar a matéria como um meio
contínuo ao estudar escoamentos turbulentos. Em outras palavras, as equações
de balanço diferenciais, que são deduzidas sob a hipótese do contínuo, podem ser
utilizadas tanto para o regime laminar, quanto para o regime turbulento.

• Altos valores do número de Reynolds:

Reynolds (1883) percebeu que a transição para a turbulência em um escoamento
tubular dependia de um parâmetro proporcional à velocidade, à massa específica e
ao diâmetro do tubo, e inversamente proporcional à viscosidade dinâmica do fluido.
Este adimensional, que hoje leva seu nome, mede a razão entre os efeitos advectivos
e difusivos em um escoamento. Na prática cotidiana da engenharia, é comumente
empregado como um indicador do regime e do nível de turbulência do escoamento,
embora não quantifique diretamente suas flutuações.

• Sensibilidade e imprevisibilidade:

A turbulência se enquadra dentro da noção de caos-determinístico. Mesmo que um
escoamento turbulento seja descrito por leis matemáticas fixas e bem determinadas,
é impossível a realização de dois experimentos materiais exatamente idênticos.

Em se tratando de simulações computacionais, qualquer mínima discrepância no
estabelecimento de condições iniciais e de contorno já é suficiente para acarretar
diferenças consideráveis nos resultados obtidos. Além disso, a complexidade das
equações faz com que o cálculo exato de um escoamento ao longo de uma ampla janela
de tempo seja impossível, por qualquer metodologia desenvolvida até o presente.

Por isso, a turbulência costuma ser estudada com o auxílio de ferramentas da
Estatística, tais como a descrição dos campos de interesse por meio de momentos
estatísticos de primeira, segunda e terceira ordem.
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A fim de descrever o comportamento de um escoamento turbulento para além das
características gerais expostas acima, é necessário recorrer a algumas ferramentas da
Estatística e da Análise Funcional nos próximos parágrafos. A principal e mais simples
ferramenta da Estatística para a análise de um escoamento turbulento é a divisão de
um dado campo de interesse em uma parcela média e uma flutuante. A velocidade, por
exemplo, pode ser decomposta como:

ui(~x, t) = 〈ui(~x, t)〉+ u′i(~x, t) (2.1)

em que 〈ui(~x, t)〉 é o momento de primeira ordem que representa a média temporal∗ e u′i(t)
a flutuação da componente i do campo de velocidades. Naturalmente, quanto maiores
forem as flutuações, mais intensa será a turbulência e maiores os efeitos associados a ela.
Uma vez que as flutuações têm média temporal nula, é necessário recorrer a um momento
de segunda ordem para quantificá-las. Segundo Pope (2000), a ferramenta estatística mais
simples contendo alguma informação da estrutura espacial de um campo aleatório é a
correlação em dois pontos, definida por:

Rij(~r) ≡ 〈u′i(~x+ ~r) u′j(~x)〉. (2.2)

Este momento estatístico de segunda ordem mensura a relação entre duas flutuações
de velocidade afastadas por um vetor ~r. A fim de levar a análise das flutuações para o
campo das frequências, pode-se aplicar a transformada espacial de Fourier, definindo-se o
tensor espectral:

Φij(~κ) =
1

(2π)3

∞∫∫∫
−∞

Rij(~r) e
−i~κ·~r d~r, (2.3)

e a sua transformada inversa:

Rij(~r) =

∞∫∫∫
−∞

ei~κ·~r Φij(~κ) d~κ. (2.4)

Evidentemente, é grande a riqueza de informações estatísticas contidas no tensor espec-
tral: ele carrega informações sobre a direção das flutuações de velocidade, representadas
pelos índices i e j; carrega também informações sobre a direção e magnitude do vetor
número de onda. Por isso, torna-se difícil apresentar este ente matemático visualmente,
seja por meio de gráficos bidimensionais, ou por outras formas de representação gráfica
comumente utilizadas em textos científicos.
∗ Em todas as explicações dadas neste trabalho, supõe-se a hipótese de ergodicidade, segundo a qual a

média temporal é igual a média de conjunto. Livros clássicos de turbulência tratam da validade e das
implicações de tal suposição.
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Uma forma menos complexa de quantificar a turbulência em relação às diversas
frequências em que se manifesta é através do espectro de energia cinética turbulenta.
Conforme explicado por Pope (2000), o espectro é obtido a partir do tensor espectral ao
remover deste toda a sua informação direcional. Para isso, o primeiro passo é quantificar
as flutuações apenas em termos da energia cinética turbulenta específica média. Isto é
feito tomando a metade do traço da Equação 2.2 para ~r = ~0, já que:

1

2
〈~V ′ · ~V ′〉 =

1

2
〈 |~V ′|2 〉 =

1

2
〈u′i u′i〉 =

1

2
Rii(~0). (2.5)

Em seguida, a segunda simplificação consiste em analisar apenas o comprimento do
vetor número de onda, independentemente da sua direção. Para tanto, basta integrar a
Equação 2.3 sobre todos os números de onda de magnitude |~κ| = κ. Assim, o espectro de
energia cinética turbulenta é definido como:

E(κ) =

∞∫∫∫
−∞

1

2
Φii(~κ) δ(|~κ| − κ) d~κ, (2.6)

Assim, E(κ) representa a energia por unidade de massa contida nas estruturas turbi-
lhonares com número de onda com magnitude κ (isto é, com comprimento característico
1/κ, independentemente da direção). A Figura 1, adaptada de Reveillon (2005), contém
um desenho que ilustra a relação entre o tensor espectral e o espectro de energia: integrar
1
2
Φii(~κ) sobre uma casca esférica equivale a integrar E(κ) sobre uma fina fatia.

Relação 1D - 3D
E(k)

Figura 1 – Relação esquemática entre o tensor espectral e o espectro de energia, adaptada
de Reveillon (2005).

O formato da curva mostrada na Figura 1 é uma representação esquemática do
espectro em escalas log-log, tal como geralmente se obtém em medições experimentais de
escoamentos turbulentos em regime estatisticamente estacionário. Como exemplo, cita-se o
trabalho de Saddoughi e Veeravalli (1994), que reúne resultados de diversos experimentos
com escoamentos turbulentos realizados entre as décadas de 60 e 90.
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Na porção mais à esquerda, evidencia-se a banda das maiores estruturas turbilhonares,
portadoras de maior energia. É nelas que a energia é injetada, saindo do campo médio e
adentrando no espectro da turbulência. À direita, representam-se as menores estruturas do
escoamento, nas quais predominam os efeitos viscosos e a transformação de energia cinética
em energia térmica. Na parte central, vê-se a chamada banda inercial, com inclinação
aproximadamente constante, onde predomina o processo de transferência não linear de
energia.

É importante salientar que este processo é dito não linear porque cada estrutura
turbilhonar pode interagir e trocar informações físicas com todas as estruturas que compõem
o espectro. E, como resultado estatístico dessas interações, a energia flui preferencialmente
no sentido das maiores para as menores estruturas, de acordo com o que se espera sob a
ótica da segunda Lei da Termodinâmica. Este processo, portanto, não deve ser confundido
com a ideia de uma suposta cascata linear, ideia segundo a qual uma estrutura turbilhonar
fornece energia apenas para aquelas imediatamente menores, e assim sucessivamente.

Por mais surpreendente que possa parecer, o formato do gráfico já havia sido previsto
de forma analítica nos trabalhos de Kolmogorov (1941a), Kolmogorov (1941b), décadas
antes dos principais avanços experimentais. O conjunto dos trabalhos por ele publicados
compõem a teoria considerada como a mais importante para o estudo da turbulência
isotrópica. Tamanha é a complexidade matemática desenvolvida pelo autor, que a completa
explicação de todos os tópicos foge do escopo do presente trabalho. Assim, apenas os
conceitos chave serão abordados de uma forma simplificada nesta Dissertação.

Na chamada primeira hipótese de similaridade, Kolmogorov propôs que as menores
estruturas turbilhonares, em um escoamento a Reynolds suficientemente elevado, possuem
uma representação estatística determinada unicamente pela viscosidade e pela taxa de
transformação viscosa. Assim, por análise dimensional, é possível definir o tempo, a
velocidade, e o tamanho característicos das menores estruturas turbilhonares presentes em
um escoamento turbulento, conforme mostrado na segunda coluna da Tabela 1.

Tabela 1 – Grandezas de Kolmogorov e sua relação com as grandezas integrais.

Grandeza Definição Relação

Comprimento η =
(
ν3/ε

)1/4
η ∼ `0 Re−3/4

Velocidade uη = (νε)1/4 uη ∼ u0 Re−1/4

Tempo τη = (ν/ε)1/2 τη ∼ τ0 Re−1/2

Essas menores estruturas, hoje ditas “de Kolmogorov”, possuem número de Reynolds
local igual a um, indicando que elas são pequenas a ponto de os efeitos viscosos serem
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suficientes para transformar energia cinética em energia interna. Considerando que a taxa
de transformação viscosa seja igual à taxa de injeção de energia nas estruturas integrais, e
rearranjando alguns termos, é possível estabelecer relações entre as grandezas integrais do
escoamento e as grandezas de Kolmogorov, conforme apresentado na terceira coluna da
Tabela 1.

Através da chamada segunda hipótese de similaridade, foi proposta a existência de
uma banda de frequências em que as estruturas turbilhonares possuem uma representação
estatística determinada unicamente pela taxa de transformação viscosa. Nesta chamada
zona inercial, a análise dimensional permite demonstrar que o espectro de energia cinética
turbulenta assume a forma:

E(κ) = C ε
2
3 κ−

5
3 , (2.7)

em que C é uma constante cujo valor obtido experimentalmente é aproximadamente 1,5.
Os conceitos apresentados nesta seção evidenciam que, apesar do caráter caótico e alta-

mente complexo dos escoamentos turbulentos, é possível descrevê-los de forma consistente
por meio de ferramentas estatísticas bem fundamentadas. A teoria de Kolmogorov, em
particular, fornece um arcabouço conceitual poderoso para compreender como a energia
é distribuída e transferida entre as diferentes estruturas. Embora tais resultados sejam
fundamentais para o entendimento físico do fenômeno, a maioria dos escoamentos de inte-
resse prático em engenharia é caracterizada por geometrias complexas, nas quais soluções
analíticas tornam-se inviáveis. Assim, o estudo da turbulência precisa de abordagens
capazes de lidar com essa complexidade, o que motiva o desenvolvimento e a aplicação de
modelos e métodos numéricos específicos, temas que serão abordados nas próximas seções
desta Dissertação.

2.2 Média, filtragem e o problema do fechamento
Para um escoamento isotérmico e monocomponente, os campos de velocidade e pressão

podem ser obtidos a partir da solução das equações de balanço diferenciais de massa e de
quantidade de movimento linear apresentadas abaixo:

∂ui
∂xi

= 0, (2.8)

∂ui
∂t

+
∂

∂xj
(uiuj) = − 1

ρ0

∂

∂xj
(pδij) +

∂

∂xj

[
ν

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)]
+

1

ρ0
fi. (2.9)

A partir da equação da continuidade 2.8 e das equações de Navier-Stokes 2.9, é possível
modelar qualquer escoamento, seja laminar, turbulento, ou em transição. Sendo estas
equações parciais, acopladas, e de natureza altamente não-linear, não existe até o momento
uma solução contínua para casos tridimensionais gerais. Por outro lado, uma solução
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computacional direta (DNS) pode demandar recursos computacionais inviáveis para as
máquinas e os métodos de que se dispõe na atualidade.

Como forma de demonstrar o que foi dito, considera-se o escoamento de ar sobre um
automóvel de altura h = 2 m que se move com velocidade V = 110 km/h. Naturalmente,
o cálculo exato do campo de velocidades, ao redor do carro, ao longo do tempo, requer
que a malha de discretização espacial possua espaçamento menor do que o comprimento
característico das menores estruturas turbilhonares; requer também que o avanço temporal
seja menor que o tempo característico de tais estruturas. Com a Tabela 1, é possível
estimar o tamanho das estruturas de Kolmogorov da seguinte forma:

η = `0/Re
3/4, (2.10)

onde o número de Reynolds baseado na altura do veículo é:

Re = ρV h/µ ' 4× 106 (2.11)

Se o domínio de cálculo possuir dimensões em torno de (4h)3 m3, e se as maiores
estruturas tiverem dimensão semelhante à altura do carro (`0 ' h), o número de células
computacionais necessárias para resolver explicitamente toda a turbulência será da ordem
de, no mínimo, (4h /η)3 ' 4, 5 × 1016 células. Este número é demasiadamente grande
até para os clusters mais modernos. Assim, a alternativa que resta para solucionar os
escoamentos de interesse da engenharia consiste em resolver os campos com uma malha
tal que ∆x >> η. Daí, faz-se necessário modelar todo o transporte de quantidade de
movimento, energia e escalares provocado pelas estruturas turbilhonares que não foram
explicitamente calculadas.

O primeiro paradigma proposto para a modelagem do fechamento da turbulência
foi a partir das equações de Navier-Stokes com média de Reynolds (Reynolds Averaged
Navier-Stokes Equations – RANS). Como o nome sugere, esta abordagem consiste em
calcular apenas a média temporal dos campos de interesse e modelar a atuação de todas
as estruturas turbilhonares, de todas as frequências. Nesse caso, o único requerimento
para o espaçamento da malha é que esta possua resolução suficiente para que o campo
médio seja bem representativo.

A aplicação do operador média temporal às equações da continuidade e de balanço de
quantidade de movimento linear resulta em:

∂〈ui〉
∂xi

= 0 (2.12)

∂〈ui〉
∂t

+
∂

∂xj

[
〈ui〉〈uj〉+ 〈〈ui〉u′j〉+ 〈u′i〈uj〉〉+ 〈u′iu′j〉

]
= − 1

ρ0

∂

∂xj
(〈p〉δij) +

∂

∂xj

[
ν

(
∂〈ui〉
∂xj

+
∂〈uj〉
∂xi

)]
+

1

ρ0
〈fi〉

(2.13)
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Uma vez que a média de uma flutuação é nula, a equação 2.14 se simplifica a:

∂〈ui〉
∂t

+
∂

∂xj

[
〈ui〉〈uj〉+ 〈u′iu′j〉

]
= − 1

ρ0

∂

∂xj
(〈p〉δij) +

∂

∂xj

[
ν

(
∂〈ui〉
∂xj

+
∂〈uj〉
∂xi

)]
+

1

ρ0
〈fi〉

(2.14)

Define-se então o tensor de Boussinesq-Reynolds como:

τij = 〈uiuj〉 − 〈ui〉〈uj〉 = 〈u′iu′j〉, (2.15)

sendo o ente matemático que representa o fluxo de quantidade de movimento linear, em
cada direção, provocada por todas as flutuações de velocidade. Em outras palavras, é uma
medida de como todo o espectro da turbulência afeta o campo médio. Por ser um tensor
simétrico, existem 6 componentes independentes que são incógnitas. Assim, um conjunto
de equações a partir do qual se consiga determinar tais componentes é denominado como
um modelo de fechamento da classe RANS.

Dentro deste mesmo paradigma, se o termo temporal for considerado não nulo, é
possível resolver as equações de Navier-Stokes com média de Reynolds em regime transiente
(Unsteady Reynolds Averaged Navier-Stokes Equations - URANS). Nesse caso, oscilações
de baixa frequência podem ser capturadas.

Na década de 60, com a necessidade de obter mais detalhes nos campos resolvidos,
surgiu o segundo paradigma para o tratamento da turbulência: a simulação das grandes
estruturas (Large Eddy Simulation – LES). Nesse método, a banda do espectro associada
às grandes e médias estruturas é explicitamente resolvida. Enquanto isso, a interação entre
essa faixa resolvida e a faixa não resolvida do espectro é tratada por meio de modelagem.

Matematicamente, deixar de resolver estruturas turbilhonares a partir de uma dada
frequência de corte fc é equivalente a aplicar o operador filtragem aos campos e às equações
das variáveis de interesse. Este operador é definido, entre outras formas possíveis, como:

ϕ̄(~x, t) =

∫
∆V

h(~x′)ϕ(~x− ~x′, t) d~x′. (2.16)

Aplicando a equação 2.16 às equações da continuidade e de balanço de quantidade de
movimento linear, tem-se:

∂ūi
∂xi

= 0 (2.17)

∂ūi
∂t

+
∂

∂xj

[
ūiūj + ūiu′j + u′iūj + u′iu

′
j

]
= − 1

ρ0

∂

∂xj
(p̄δij) +

∂

∂xj

[
ν

(
∂ūi
∂xj

+
∂ūj
∂xi

)]
+

1

ρ0
f̄i

(2.18)
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Comparando a equação 2.14 com a equação 2.18, vê-se que nesta última surgem termos
dentro da parte advectiva que não podem ser simplificados facilmente, já que a filtragem
de uma flutuação qualquer não é necessariamente nula. Define-se então o tensor global
submalha como:

τSGS
ij = uiuj − ui uj, (2.19)

sendo este o ente matemático que representa o fluxo de quantidade de movimento linear, em
cada direção, provocada por todas as estruturas turbilhonares menores que o comprimento
do filtro. Na prática da modelagem computacional, na maioria dos códigos computacionais,
não existe um processo formal de filtragem: o que define a frequência de corte espacial é o
tamanho da malha utilizada. Analogamente, o que define a filtragem temporal é o passo
de tempo escolhido pelo usuário.

Naturalmente, a magnitude de τSGS
ij torna-se menor à medida que fc aumenta, já que

as menores estruturas transportam menos quantidade de movimento linear. Em verdade,
a equação 2.18 tende à equação 2.9 à medida que o comprimento do filtro tende a η. Além
disso, o tensor se torna mais isotrópico à medida que a frequência de corte cresce. Um
conjunto de equações a partir do qual se consiga determinar as componentes independentes
de τSGS

ij é denominado como um modelo de fechamento da classe LES.
Diante do exposto, fica evidente que a maior diferença entre os dois paradigmas

apresentados está na parcela do espectro que é resolvida ou modelada. Na Figura 2,
adaptada de Silveira-Neto (2020) e Poinsot e Veynante (2005), representa-se de forma
esquemática a porção da turbulência que se resolve em URANS, LES e DNS.

E(k)

URANS

LES

DNS

Figura 2 – Representação esquemática da porção resolvida do espectro de energia cinética
turbulenta, ao utilizar metodologias da classe URANS, LES ou DNS. Adaptada
de adaptada de Silveira-Neto (2020) e Poinsot e Veynante (2005).

Nas últimas duas décadas, surgiram modelos em que se propõe uma solução do tipo
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URANS próximo de paredes e uma solução do tipo LES fora da camada limite. Tais
modelos são denominados híbridos e sua aplicação visa aproveitar a capacidade URANS
de resolver bem escoamentos parietais sem os elevados custos computacionais que seriam
demandados por LES. A implementação, validação e análise de quatro modelos deste tipo,
no MFSim, são discutidas no trabalho de Elias (2018).

Historicamente, a maioria dos modelos para o fechamento da turbulência se apoiou na
ideia de uma viscosidade turbulenta linear (νt), seguindo a hipótese de Boussinesq, para
obter um equacionamento para τij ou τSGS

ij . Entretanto, as fraquezas desta abordagem em
certas classes de escoamentos levou à proposição de modelos que dependem de νt apenas
para fechar momentos estatísticos de alta ordem, ou para obter grandezas características
da turbulência. Todos estes assuntos serão explicados e exemplificados nas próximas duas
seções.

2.3 Modelos que dependem diretamente da viscosidade turbulenta
A analogia entre a viscosidade molecular e uma viscosidade turbulenta foi o fruto da

genialidade de Boussinesq que permitiu o surgimento de todos os modelos de fechamento
lineares para turbulência. Nesta seção, a hipótese em questão será explicada, e os principais
modelos que dela dependem serão apresentados e discutidos.

A ideia de que a viscosidade molecular modela o transporte de quantidade de movimento
linear de forma proporcional ao gradiente espacial desta informação física remonta ao
século XVII, com o trabalho de Newton (1687). Sua análise bidimensional relacionava a
resistência que uma placa oferecia ao ser arrastada sobre outra tendo um fino filme de
fluido entre ambas. Porém, foi apenas no século XIX que Stokes (1845) chegou a uma
proposta consistente para descrever as forças moleculares em três dimensões, ao modelar o
tensor de Cauchy como:

σij = −(pδij) + µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
+ λ

(
∂uk
∂xk

)
δij. (2.20)

Se, e somente se, o segundo coeficiente de viscosidade λ for tido como –2/3µ, é possível
escrever as partes isotrópica e deviatórica de σij como:

iso(σij) ≡
1

3
σkk = −( p δij ), (2.21)

dev(σij) ≡ σij − iso(σij)

= µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
− 2

3
µ

(
∂uk
∂xk

)
δij

= 2µ dev(Sij) (2.22)

Escrevendo na forma da equação 2.22, torna-se bastante evidente que cada componente
do tensor de tensões viscosas moleculares é obtida através da multiplicação entre um escalar
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e uma componente do tensor taxa de deformação. Existe, portanto, uma linearidade nesta
modelagem, já que os tensores dev(σij) e dev(Sij) são alinhados e proporcionais.

Com relação à turbulência, a analogia pode ser construída da seguinte forma: Se
existem estruturas turbilhonares não calculadas, é coerente imaginar que elas transportem
quantidade de movimento linear entre uma região e outra de forma proporcional ao
gradiente espacial da velocidade. Assim, uma modelagem linear para o fechamento da
turbulência é aquela em que a parte deviatórica do tensor de tensões turbulentas é tida
como proporcional à parte deviatórica do tensor taxa de deformação médio:

dev(τij) = −2 νt dev(〈Sij〉), (2.23)

o que, na forma expandida, lê-se:

〈u′iu′j〉 −
1

3
〈u′ku′k〉δij = −νt

[(
∂〈ui〉
∂xj

+
∂〈uj〉
∂xi

)
− 2

3

(
∂〈uk〉
∂xk

)
δij

]
(2.24)

em que νt é o chamado coeficiente de viscosidade turbulenta, que varia no tempo e no
espaço, e depende da própria natureza do escoamento. A semelhança entre as Equações
2.23 e 2.22 é notória, evidenciando a analogia descrita no parágrafo anterior.

A ideia expressa na equação 2.24 é denominada hipótese de Boussinesq, uma vez que
este foi o primeiro pesquisador a propor as relações lineares entre a tensão turbulenta e taxa
de deformação média, bem como a ideia de uma viscosidade modificada (BOUSSINESQ,
1877). Entretanto, foi Reynolds (1895) quem introduziu a ideia em uma forma tensorial,
seguindo o mesmo procedimento de média, porém de uma forma mais rigorosa. Em
que pese a importância histórica destes desenvolvimentos, Schmitt (2007) esclarece de
forma muito mais detalhada a sequência dos fatos acima citados. Uma vez que ambos os
pesquisadores merecem crédito pela modelagem, a nomenclatura “tensor de Boussinesq-
Reynolds” tem sido adotada na maioria dos trabalhos deste laboratório (MFLab) para
tratar do ente matemático em questão.

Já que o transporte turbulento é modelado por meio de um coeficiente de viscosidade
turbulenta, é possível incorporá-lo ao lado direito da equação, junto com o termo de
difusão molecular, ao passo que o termo envolvendo 1

3
〈u′ku′k〉 é incorporado em uma pressão

modificada (p∗). Além disso, a hipótese da incompressibilidade leva a:

∂〈ui〉
∂t

+
∂

∂xj

[
〈ui〉〈uj〉

]
= − 1

ρ0

∂

∂xj
(〈p∗〉δij) +

∂

∂xj

[
(ν + νt)

[
∂〈ui〉
∂xj

+
∂〈uj〉
∂xi

]]
+

1

ρ0
〈fi〉

(2.25)

Naturalmente, as ideias representadas aqui para uma filtragem temporal também são
válidas em um paradigma de modelagem em que a filtragem seja considerada.

Ao longo do desenvolvimento da disciplina, diversas foram as formas pelas quais os
pesquisadores propuseram a avaliação do coeficiente de viscosidade turbulenta. Os modelos
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mais difundidos na literatura recebem serão descritos de forma bastante resumida abaixo,
conforme a seguinte classificação:

• Modelos URANS a zero equações de balanço:

A primeira proposta para o fechamento da turbulência, demonstrada por Prandtl
(1925), consistia em encontrar a viscosidade turbulenta ao multiplicar o quadrado de
um comprimento característico da turbulência pelo gradiente da velocidade média.
Essa abordagem ficou conhecida como Modelo do Comprimento de Mistura de
Prandlt. Apesar de sua simplicidade relativa, seu uso possibilitou a correta solução
de escoamentos canônicos com comportamento físico predominante em uma direção.
Um detalhamento desta classe de modelos se encontra em Freire, Menut e Su (2002)
e Wilcox (2006).

• Modelos URANS a uma equação de balanço para k:

O segundo grande avanço na modelagem foi acrescentar ao cálculo da viscosidade
turbulenta o valor da energia cinética turbulenta. Kolmogorov (1942) e Prandtl
(1945) demonstraram independentemente que a viscosidade turbulenta pode ser
obtida pelo produto entre k1/2 e um comprimento característico Lµ. Uma vez que k
varia em todo o domínio segundo uma equação de balanço, essa modelagem trouxe
mais precisão e generalidade ao quantificar a turbulência, embora ainda se apoiasse
em relações algébricas para Lµ.

• Modelos URANS a duas equações de balanço:

Dentro desta classe, uma segunda grandeza característica da turbulência, além de k,
precisa ser resolvida por meio de uma equação de balanço, a fim de quantificar a
viscosidade turbulenta. Nos modelos k − ε, a segunda variável é a taxa específica
de transformação viscosa, com unidade m2/s3. Entre as principais contribuições
históricas para o desenvolvimento dos modelos desta categoria, destacam-se, em
ordem temporal, os trabalhos de Chou (1945), Davidov (1961), Harlow e Nakayama
(1967) e, posteriormente, a formulação amplamente difundida de Jones e Launder
(1972).

Nos modelos k − ω, a segunda variável é a frequência de Kolmogorov, com unidade
1/s. Como principal exemplo, cita-se o trabalho de Wilcox (1988). Os modelos
desta classe apresentam desempenho superior na descrição de fenômenos próximos à
parede, porém são mais sensíveis às condições de contorno impostas em regiões de
escoamento livre. Com o objetivo de contornar essa limitação, Menter (1994) propôs
o modelo SST (Shear Stress Transport), que combina as vantagens do k−ω próximo
à parede com o bom comportamento do k− ε para escoamento distante, tornando-se
uma das abordagens mais empregadas em aplicações industriais de CFD.
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Outros modelos a duas equações foram propostos, mas não alcançaram tanta visibili-
dade na indústria, tais como os modelos k − τ de Speziale, Abid e Anderson (1990)
e k − kl de Abdol-Hamid (2015), entre outros.

• Modelos URANS a uma equação de balanço para νt:

Nesta classe, estabelece-se diretamente uma equação de balanço para a própria
viscosidade turbulenta. Dentre estes, o modelo de Spalart e Allmaras (1992) foi o que
mais alcançou visibilidade na indústria, principalmente no setor aeronáutico devido
à sua boa capacidade de previsão de escoamentos externos com separação moderada,
aliada a uma implementação simples e baixo custo computacional. Outros modelos a
uma equação foram propostos ao longo do desenvolvimento histórico da modelagem
RANS, como os modelos de Nee e Kovasznay (1969) e de Baldwin e Barth (1990).

• Modelos LES:

Dentro desta categoria, apenas a turbulência submalha é modelada, conforme já
explicado anteriormente. Com a hipótese de que a injeção de energia cinética e a
transformação viscosa estão em equilíbrio nas estruturas da zona inercial, Smagorinsky
(1963) foi capaz de deduzir uma expressão puramente algébrica para a viscosidade
turbulenta, levando em consideração apenas a taxa de deformação, o tamanho
local da malha, e uma constante de proporcionalidade ajustada empiricamente.
Posteriormente, Germano et al. (1991) e Lilly (1992) propuseram uma forma de
calcular tal constante de forma dinâmica, com base em informações do próprio
escoamento. Diversas extensões e alternativas ao modelo de Smagorinsky foram
propostas, destacando-se os modelos de Vreman (2004), WALE (NICOUD; DUCROS,
1999) e Sigma (NICOUD et al., 2011), amplamente empregados em simulações LES
modernas.

• Modelos Híbridos:

Conforme apontado por Davidson (2015), a característica comum a quase todos
os modelos desta categoria é que eles possuem um meio de reduzir a viscosidade
turbulenta na “região LES” do domínio. Aqui, a expressão entre aspas denota a
porção do escoamento que não está na vizinhança imediata das paredes, de modo
que as estruturas turbilhonares mais energizadas tenham tamanho maior que ∆x,
e possam ser efetivamente resolvidas. Em linhas gerais, a redução acima citada
costuma se dar por meio de alterações nos termos fonte das equações para k, ε,
ω, ou νt, a depender das equações de balanço usadas no modelo URANS inicial.
Alternativamente, é possível alterar diretamente a viscosidade turbulenta calculada
em cada ponto.

A transição entre as regiões LES e URANS pode decorrer da marcação de zonas
preestabelecidas, de funções envolvendo o tamanho da malha, de equações envolvendo
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o comprimento característico da turbulência, entre outros. Destacam-se nesta classe
os modelos do tipo DES (SPALART et al., 1997), SAS (MENTER; GARBARUK;
EGOROV, 2012), PANS (GIRIMAJI, 2006), e PITM (SCHIESTEL; DEJOAN,
2005).

Os modelos lineares de fechamento para a turbulência são, sem dúvida, ferramentas
poderosíssimas de engenharia, tendo em vista a sua ampla aplicação e sucesso em diversos
setores da indústria. Entretanto, a solução de algumas classes de escoamentos a partir
de tais modelos pode levar a imprecisões consideráveis, o que motivou a pesquisa e o
desenvolvimento de modelos que não dependem diretamente da viscosidade turbulenta.

2.4 Modelos que não dependem diretamente da viscosidade turbu-
lenta

A experiência prática da comunidade científica tem mostrado uma baixa capacidade
dos modelos lineares, principalmente os da classe URANS, de fornecer resultados precisos
nos casos em que mais de uma componente do tensor de Boussinesq-Reynolds influencie de
forma essencial o campo médio (HELLSTEN; WALLIN, 2009). Como exemplos, pode-se
citar: escoamentos com forte curvatura, com estagnação irrotacional, camadas limite
próximo da separação, estratificação térmica instável, entre outros (DAVIDSON, 2015).

A imprecisão citada decorre fundamentalmente da analogia entre o movimento molecular
e o movimento turbilhonar, que naturalmente possuem diferenças consideráveis de tamanho
e tempo característicos. Em se tratando da viscosidade molecular, pode-se dizer que o
tempo médio entre colisões é breve o suficiente para que o alinhamento entre os tensores
dev(σij) e dev(Sij) ocorra de forma quase instantânea. Outrossim, o livre caminho médio
é curto demais para que o movimento das moléculas possua alguma preferência direcional.

Nos escoamentos turbulentos, contudo, as estruturas mais energéticas possuem dimen-
sões características comparáveis às do escoamento médio, podendo interagir entre si e com
fronteiras sólidas ao longo de intervalos prolongados. Como consequência, o tensor de
Boussines-Reynolds passa a refletir efeitos de não localidade e anisotropia que não podem
ser capturados por uma relação linear baseada apenas no estado instantâneo do tensor de
deformação médio.

Evidências quantitativas dessa limitação foram apresentadas por Schmitt (2007), que
usou dados de DNS e LES para avaliar o alinhamento entre dev(τij) e dev(Sij). Este
pesquisador utilizou o critério ρRS, que consiste em dividir o produto interno dos tensores
pelo produto de suas normas, o que seria análogo ao cálculo do cosseno do ângulo formado
entre dois vetores quaisquer. Tanto em escoamentos cisalhantes simples, quanto em um
escoamento sobre corpo prismático, foi demonstrado que a hipótese de Boussinesq falha
de forma sistemática em grande parte do domínio.
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A primeira modelagem de fechamento que não se apoiava na hipótese de linearidade
consistiu em propor equações de balanço para cada componente independente do tensor
flutuações turbulentas. Para deduzir um modelo como este, parte-se das equações de
Navier-Stokes e realizam-se procedimentos algébricos de soma, multiplicação e média, até
que se consiga isolar a derivada temporal de 〈u′iu′j〉. Este é o ponto central dos chamados
modelos das tensões de Boussinesq-Reynolds (RSM - Reynolds Stress Models). Ao resolver
o transporte de cada componente deste tensor, em todo passo de tempo e em todos os
pontos do domínio, desaparece a necessidade de modelar a turbulência com a equação
2.24.

Já que os modelos desta classe não se apoiam na hipótese de Boussinesq, é comum
que eles sejam tratados como “independentes” da viscosidade turbulenta. Entretanto,
aparecem nas equações alguns termos envolvendo momentos estatísticos de terceira ordem
cujo fechamento ainda depende do conceito de viscosidade turbulenta. Adicionalmente, a
utilização de um RSM geralmente requer expressões envolvendo a viscosidade turbulenta
para o fechamento das equações de balanço para ε ou ω. Portanto, a nomenclatura mais
coerente é a de considerar os RSMs e outras estratégias deles derivadas como sendo modelos
que dependem indiretamente de νt.

Entre os RSM com destaque na literatura, podem-se citar aqueles propostos por
Launder, Reece e Rodi (1975), Shih e Lumley (1985), Fu, Launder e Tselepidakis (1987),
Craft et al. (1989), Speziale, Sarkar e Gatski (1991). As principais diferenças entre eles
estão no chamado termo de redistribuição pela pressão. Em geral, os RSM conseguem
superar as limitações já citadas dos modelos lineares, mas a complexidade computacional
a eles associada não colaborou para a sua ampla utilização na indústria. Tal complexidade
advém da dificuldade de convergência e do alto custo de tempo para a solução das equações
de balanços extra.

Uma tentativa de reduzir os custos do RSM foi a proposição dos chamados Modelos
Algébricos Implícitos das Tensões de Boussinesq-Reynolds (IASM - Implicit Algebraic
Stress Models). A base desta modelagem é a hipótese do equilíbrio fraco, segundo a
qual a advecção menos a difusão das componentes do tensor de Boussinesq-Reynolds é
proporcional à advecção menos a difusão da energia cinética turbulenta. Com issso, é
possível modelar escoamentos com alta anisotropia, mas sem a necessidade de resolver uma
equação de balanço para cada componente do tensor em questão. No entanto, os algoritmos
necessários para a utilização desta classe de modelos são caros computacionalmente, o que
dificultou sua adoção em larga escala.

O próximo avanço na modelagem de escoamentos com alta anisotropia se deu quando
Pope (1975) usou o teorema de Cayley-Hamilton para propor uma forma mais geral e
efetiva de modelar as tensões turbulentas com base em parâmetros locais do escoamento.
Pelo teorema, é possível demonstrar a seguinte afirmação: a representação mais geral
possível para um tensor de segunda ordem, simétrico e de traço nulo, em função de
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outros dois tensores de segunda ordem, é um polinômio tensorial contendo dez termos.
Geralmente, este polinômio é denominado base de integridade do tensor que se deseja
modelar.

Foi então proposto que o tensor de Boussinesq-Reynolds, na sua forma normalizada e
com traço nulo, fosse modelado como uma função dos tensores taxa de deformação médio
e taxa de rotação médio, ambos também normalizados. Isto é:

aij ≡
〈uiuj〉
k

− 2

3
δij = aij(S,ΩΩΩ) (2.26)

em que

S = 〈Sij〉norm =
=
2

[
∂〈ui〉
∂xj

+
∂〈uj〉
∂xi

]
, ΩΩΩ = 〈Ωij〉norm =

=
2

[
∂〈ui〉
∂xj

− ∂〈uj〉
∂xi

]
, (2.27)

e = é um tempo característico da turbulência, tal como k²/ε ou k/ω.
Para esclarecimento, esta notação matricial em negrito usada por Pope (1975) objetiva

apenas melhorar a visualização de equações tensoriais muito longas, implicitando os índices
subscritos, tal como no exemplo abaixo com tensores A e B quaisquer:

AijBjkAklBlm + AijAklδlm = ABAB + A2I (2.28)

O tensor aij também é chamado na literatura como anisotropia do tensor de Boussinesq-
Reynolds, ou apenas tensor de anisotropia. Com a utilização do teorema citado, sua
representação fica:

a = β1S + β2
(
S2 − 1

3
IISI

)
+ β3

(
ΩΩΩ2 − 1

3
IIΩI

)
+ β4 (SΩΩΩ−ΩΩΩS)

+ β5
(
S2ΩΩΩ−ΩΩΩS2

)
+ β6

(
ΩΩΩ2S + SΩΩΩ2 − 2

3
IV I

)
+ β7

(
S2ΩΩΩ2 +ΩΩΩ2S2 − 2

3
V I
)
+ β8

(
SΩΩΩS2 − S2ΩΩΩS

)
+ β9

(
ΩΩΩS2ΩΩΩ−ΩΩΩ2S2

)
+ β10

(
ΩΩΩS2ΩΩΩ2 −ΩΩΩ2S2ΩΩΩ

)
,

(2.29)

em que os coeficientes βn são função de cinco invariantes tensoriais:

IIS = tr{S2}, IIΩ = tr{ΩΩΩ2}, IIIs = tr{S3}, IV = tr{SΩΩΩ2}, V = tr{S2ΩΩΩ2}.
(2.30)

A correta utilização do teorema, conforme mostrado acima, por si só exige um conheci-
mento de álgebra que não é trivial. Porém, o grande desafio consiste em determinar quais
são os coeficientes βn que multiplicam cada um dos 10 termos. Pope (1975) delineou o
procedimento que deveria ser adotado, mas apenas conseguiu realizar os cálculos para o
caso bidimensional.

Anos depois, Taulbee (1992) propuseram um modelo desta classe válido para escoa-
mentos tridimensionais, mas ainda havia uma implicitação no termo da razão entre injeção
e transformação de energia cinética turbulenta (Pk/ε). Gatski e Speziale (1993) também
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chegaram a um modelo tridimensional, mas a razão acima citada era modelada como
constante. Wallin e Johansson (2000) foram os responsáveis por conseguir um modelo em
que Pk/ε era muito bem estimada a partir de uma função cúbica envolvendo variáveis do
campo médio. Tal função foi originalmente deduzida para escoamentos bidimensionais, mas
os autores mostraram que ela também fornecia bons resultados para casos tridimensionais.
Isto representou um avanço importante e conferiu certa visibilidade ao trabalho destes
dois pesquisadores.

Nas últimas décadas, diferentes EASMs foram desenvolvidos, incluindo aqueles baseados
nas equações k-ω (HELLSTEN, 2005; MENTER; GARBARUK; EGOROV, 2012) e nas
equações k-kl (ABDOL-HAMID, 2018). Além disso, modificações em EASMs já existentes
foram propostas com o objetivo de aprimorar a modelagem de escoamentos dominados por
choques (VEMULA; SINHA, 2020) e de escoamentos com dilatação média significativa
(GRIGORIEV et al., 2013).

Os EASMs têm sido aplicados com sucesso a casos acadêmicos, tais como dutos de
seção quadrada (NAJI; MOMPEAN; YAHYAOUI, 2004) e escoamentos em tubos rotativos
(GRUNDESTAM; WALLIN; JOHANSSON, 2006). Em aplicações práticas, destacam-se
exemplos na modelagem de turbulência em entradas de ar de aeronaves (HANRAHAN et
al., 2025), esteiras de turbinas (BAUNGAARD et al., 2022), escoamentos aeronáuticos
(Chagas Silva; Azevedo, 2024), tanques agitados (FENG et al., 2012) e na camada limite
atmosférica (ŽELI et al., 2020; ŽELI et al., 2021), entre muitos outros.

A partir de hipóteses válidas para a classe LES, também foi possível criar Modelos
Algébricos Explícitos das Tensões Submalha (EASSM - Explicit Algebraic Subgrid Stress
Models). Marstorp et al. (2009) propuseram um EASSM utilizando dois dentre os dez
grupos tensoriais independentes da equação 2.29, em conjunto com uma filtragem dinâmica
para o cálculo da energia cinética submalha. Este modelo foi aplicado com sucesso para
escoamentos em canal plano, canal rotativo e colinas periódicas (RASAM et al., 2014;
RASAM et al., 2017; MONTECCHIA et al., 2019). Algumas modificações para este
EASSM também foram propostas, como a obtenção da energia cinética submalha por meio
de uma equação de balanço (GNANASUNDARAM, 2018).

Na Tabela 2 é possível ver o ano de publicação e o nome dos autores dos principais
modelos de fechamento para a turbulência apresentados nas últimas seções, bem como a
sua classificação quanto à linearidade, resolução de estruturas, e número de equações de
balanço.
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Modelo Autor e Ano Implementação Linearidade Resolução de Estruturas Equações

no MFSim Linear Não Linear URANS LES Híbrido de Balanço

k-ε Jones & Launder (1972) x x x 2
k-ω Wilcox (1988) x x x 2
SST Menter (1994) x x x 2
k-kL Abdol-Hamid (2015) x x 2
SA Spalart & Allmaras (1992) x x x 1
LES-S Smagorinsky (1963) x x x 0
LES-D Germano et al. (1991) x x x 0
LES-V Vreman (2004) x x x 0
LES-WALE Nicoud & Ducros (1999) x x 0
LES-SIGMA Nicoud et al. (2011) x x 0
SA-SAS Menter et al. (2003) x x x 1
SA-DES Spalart et al. (1997) x x x 1
SST-SAS Menter & Egorov (2010) x x x 2
SST-DES Menter et al. (2003) x x x 2
RSM-LRR Launder, Reece, Rodi (1975) x x 7
EASM-WJ Wallin & Johansson (2000) x x x 2
EASM-M Menter, Garbaruk, Ergov (2012) x x 2
EASM-H Hellsten (2005) x x 2
EASM-A Abdol-Hamid (2018) x x 2
EASSM-M Marstorp et al. (2009) x x x 0
EASSM-G Gnanasundaram (2018) x x 1

Tabela 2 – Resumo contendo alguns modelos de fechamento para turbulência citados no texto, e suas características.
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3 Modelagem matemática

Neste capítulo serão apresentados os modelos matemáticos utilizados nas simulações
realizadas para a presente Dissertação. Os modelos clássicos para a turbulência serão
resumidamente mostrados, ao passo que os novos modelos implementados serão deduzidos
de forma didática e detalhada.

3.1 Equação diferencial filtrada de balanço de quantidade de movi-
mento linear

Segundo Silveira-Neto (2020), as Equações 2.17 e 2.18 são as formas mais gerais das
equações para a modelagem da turbulência. Isso se explica pelo fato de que estas duas
equações filtradas tendem às equações médias (2.12 e 2.14) à medida que a largura do
filtro tende a um valor muito alto. Por outro lado, as equações filtradas tendem à Equação
da continuidade (2.8) e à Equação de Navier-Stokes (2.9) à medida que a largura do
filtro tende ao tamanho das menores estruturas turbilhonares, tipicamente relacionados ao
comprimento característico de Kolmogorov (η).

Portanto, os campos de velocidade resolvidos, tanto em URANS quanto em LES, são
descritos pelas Equações 2.17 e 2.18. Elas são aqui repetidas para a comodidade do leitor,
mas agora com o tensor global submalha τSGS

ij já inserido no lado direito da equação de
quantidade de movimento linear.

∂ūi
∂xi

= 0 (2.17)

∂ūi
∂t

+
∂

∂xj
(ūiūj) = − 1

ρ0

∂

∂xj
(p̄δij) +

∂

∂xj

[
ν

(
∂ūi
∂xj

+
∂ūj
∂xi

)
− τSGS

ij

]
+

1

ρ0
f̄i (3.1)

3.2 Modelo submalha de Smagorinsky
Smagorinsky (1963) propôs escrever o coeficiente de viscosidade turbulenta submalha

em função do tamanho local de malha e da taxa de deformação, conforme se vê na equação
3.2. No presente trabalho, o valor utilizado para a constante Cs foi de 0,1.

νt = (Cs∆)2
√
2Sij Sij, (3.2)

onde:

∆ = 3
√

∆x∆y∆z, (3.3)
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Sij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (3.4)

3.3 Modelo k − ε (URANS)
No modelo k − ε de Jones e Launder (1972), o coeficiente de viscosidade turbulenta é

obtido pela simples relação:

νt = Cµ
k2

ε
, (3.5)

em que Cµ recebe o valor de 0,09, ajustado empiricamente. O balanço diferencial de
energia cinética turbulenta específica (k) e o balanço da sua taxa de transformação viscosa
(ε) são dados respectivamente pelas equações 3.6 e 3.7:

∂k

∂t
+
∂(ūjk)

∂xj
= Pk +

∂

∂xj

[(
ν +

νt
σk

)
∂k

∂xj

]
− ε, (3.6)

∂ε

∂t
+
∂(ūjε)

∂xj
=

∂

∂xj

[(
ν +

νt
σε

)
∂ε

∂xj

]
+ Cε1

ε

k
Pk − Cε2

ε2

k
. (3.7)

Tanto na formulação padrão k-ε quanto no EASM, adotou-se uma abordagem de
prescrição da taxa de transformação viscosa para o primeiro volume próximo à parede. O
valor de ε foi ajustado em função da posição do volume computacional, dependendo se
este se encontrava na subcamada viscosa ou na região logarítmica. As Eqs. (3.8) e (3.9)
foram utilizadas nas regiões viscosa e logarítmica, respectivamente.

εlin =
2 k ν

d2wall
, (3.8)

εlog =
C

3/4
µ k3/2

K dwall
, (3.9)

onde K é a constante de von Kármán e dwall representa a distância do centroide da célula
até a parede. Por definição, a transformação de energia cinética média em energia cinética
turbulenta (Pk) é dada por:

Pk = −u′iu′j
∂ūi
∂xj

(3.10)

Usando a hipótese de Boussinesq, Pk pode ser modelada como:

Pk = 2 νt SijSij, (3.11)

A título de esclarecimento, o termo tradicionalmente denominado produção na literatura
é referido neste trabalho como transformação ou injeção, por melhor refletir o processo
físico de transferência de energia do escoamento médio para a turbulência. De forma
análoga, o termo ε, usualmente chamado de dissipação, é denominado transformação
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viscosa, destacando seu caráter de conversão irreversível de energia cinética em energia
interna. Essas escolhas terminológicas não alteram a formulação matemática e não devem
introduzir ambiguidades conceituais.

3.4 Modelo EASM (URANS) de Wallin e Johansson
Um Modelo Algébrico Implícito (IASM) tem a forma:

uiuj
k

(Pk − ε) = Pij − εij +Πij, (3.12)

em que Pij e εij são respectivamente a injeção e a transformação viscosa das componentes do
tensor de Boussinesq-Reynolds. Considerando que a transformação viscosa seja isotrópica,
pode-se escrever:

εij =
2

3
ε δij, (3.13)

A modelagem do termo Πij, comumente chamado de redistribuição pela pressão, pode
ser dividida em uma parte lenta, conforme proposto por Rotta (1951), e uma parte rápida,
conforme proposto por Launder, Reece e Rodi (1975):

Πij = Π
(s)
ij +Π

(r)
ij ,

= −c1 ε aij

− c2 + 8

11

(
Pij −

2

3
P δij

)
− 30c2 − 2

55
K (Ui,j + Uj,i)

− 8c2 − 2

11

(
Dij −

2

3
P δij

)
.

(3.14)

Substituindo e rearranjando, chega-se a um IASM na forma:(
c1 − 1 +

P
ε

)
a =− 8

15
S +

7c2 + 1

11
(aΩ−Ωa)

− 5− 9c2
11

(
aS + Sa − 2

3
tr{aS} I

)
.

(3.15)

O valor originalmente proposto por Launder, Reece e Rodi (1975) para c2 era de 0.4.
Porém, Lumley (1979) e Shabbir e Shih (1992) sugeriram valores mais altos, próximos a 5/9.
Com isso, fica evidenciado que o último termo da equação 3.15 tem menor importância
relativa. Fazendo c2 = 5/9, o termo se anula, o que torna possível obter um IASM
simplificado como o da equação 3.16.(

c1 − 1 +
P
ε

)
a = − 8

15
S +

4

9
(aΩ−Ωa) (3.16)



Capítulo 3. Modelagem matemática 47

Para ainda maior facilidade algébrica, multiplica-se toda a equação por 9/4, chegando-se
então a forma mais conveniente de escrever um IASM, conforme a equação 3.17.

Na = −6

5
S + (aΩ−Ωa) (3.17)

em que:

N = c′1 +
9

4

Pk

ε
, c′1 =

9

4
(c1 − 1) (3.18)

Agora, a parte central da dedução consiste em substituir o tensor a por sua base
de integridade tensorial apresentada na equação 2.29. Obtém-se então um sistema de
equações envolvendo matrizes 10 ×10, sendo o vetor de incógnitas composto pelos 10
escalares βn. Gatski e Speziale (1993) afirmam terem usado uma biblioteca de matemática
simbólica para realizar a inversão de matriz necessária para a solução. Wallin e Johansson
(2000) não explicam exatamente qual o procedimento adotado, mas chegam à seguinte
solução para os coeficientes:

β1 = −N(2N2 − 7IIΩ)

Q
, β2 = 0, β3 = −12N−1IV

Q
,

β4 = −2(N2 − 2IIΩ)

Q
, β5 = 0, β6 = −6N

Q
,

β7 = 0, β8 = 0 β9 =
6

Q
,

β10 = 0,

(3.19)

em que:
Q =

5

6

(
N2 − 2 IIΩ

)(
2N2 − IIΩ

)
. (3.20)

Se os valores dos βn forem substituídos na própria definição de N , chega-se a uma
equação de sexto grau para esta variável. Contudo, conforme sugerido pelos autores, uma
equação cúbica para o cálculo de N, válida para o caso bidimensional, serve como uma
boa aproximação para o caso tridimensional. Esta equação é dada por:

N =


c′1
3
+ (P1 +

√
P2)

1/3 + sign(P1 −
√
P2)
∣∣∣P1 −

√
P2

∣∣∣1/3 , P2 ≥ 0

c′1
3
+ 2(P 2

1 − P2)
1/6 cos

(
1

3
arccos

(
P1√

P 2
1 − P2

))
, P2 < 0

(3.21)

em que:

P1 =

(
c′ 21
27

+
9

20
IIS − 2

3
IIΩ

)
c′1, P2 = P 2

1 −
(
c′ 21
9

+
9

10
IIS +

2

3
IIΩ

)3

(3.22)
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Conforme já explicado na seção de revisão bibliográfica, a parte linear do modelo
(em que um escalar multiplica o tensor S) é resolvida de forma implícita junto ao termo
difusivo. Para isso, utiliza-se um C eff

µ , que varia no tempo e no espaço a depender das
características do escoamento, e recebe uma função de amortecimento de Van Driest
próximo às paredes. Toda a parte não linear do modelo compõe uma chamada anisotropia
extra, que é posteriormente somada de forma explícita ao lado direito (RHS - Right-
Hand Side) das equações de quantidade de movimento linear. Portanto, o tensor de
Boussinesq-Reynolds é modelado como:

τij =
2

3
kδij − νeff

t

(
∂ūi
∂xj

+
∂ūj
∂xi

)
+ kaext

ij . (3.23)

onde,

νeff
t = Ceff

µ k=, (3.24)

= = max
(
k

ε
, Cτ

√
ν

ε

)
, (3.25)

Ceff
µ = −1

2
f1 (β1 + IIΩβ6) , (3.26)

f1 = 1− exp
(
−C ′

y1

√
Rey − C ′

y2Re
2
y

)
, (3.27)

Rey =

√
k y

ν
. (3.28)

Os termos não lineares também recebem correções próximo às paredes. Por causa
disso, aparece o termo f1, já apresentado, e os termos B2 e II eq

S . A explicação destes dois
últimos não será apresentada neste trabalho. Com as modificações, o termo de anisotropia
extra torna-se:

a(ex) = (1− f 2
1 )

3B2 − 4

max(IIS, II eq
S )

(
S2 − 1

3
IISI

)
+ f 2

1β3

(
Ω2 − 1

3
IIΩI

)
+

(
f 2
1β4 − (1− f 2

1 )
B2

2max(IIS, II eq
S )

)
(SΩ−ΩS)

+ f1β6

(
SΩ2 +Ω2S − IIΩS − 2

3
IV I

)
+ f 2

1β9(ΩSΩ2 −Ω2SΩ).

Por fim, as constantes usadas no modelo são:

Cτ = 6, 0 c1 = 1, 8 B2 = 1, 8 C ′
y1 =

2.4

26.0
C ′

y2 =
0.003

26.0
. (3.29)

Nesta modelagem, também são utilizadas as equações de balanço para k e ε, bem como
a prescrição de ε na parede, conforme se vê nas Equações 3.6–3.9. Os valores destas duas
grandezas características da turbulência são utilizadas para adimensionalizar os tensores
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de deformação e rotação, conforme a Equação 2.27. Além disso, a injeção de k é dada pela
equação 3.10, sem a necessidade de usar a hipótese de Boussinesq presente na Equação
3.11.

3.5 Modelo EASSM (LES) de Marstorp e colaboradores
A fim de criar um modelo submalha que não se apoiasse exclusivamente na hipótese

de Boussinesq, Marstorp et al. (2009) propuseram seguir um caminho semelhante àquele
usado para a classe URANS. Na última seção, a notação matricial em negrito foi usada
para denotar os tensores anisotropia, rotação e deformação médios e adimensionalizados.
Em alguns dos parágrafos a seguir, a notação matricial em negrito continuará sendo usada,
mas agora sob uma ótica de filtragem, ao invés de média.

Em primeiro lugar, foi feita a hipótese de que, na frequência de corte do LES, a injeção
e a transformação da energia cinética turbulenta estão em equilíbrio. Esta é a mesma
hipótese realizada, por exemplo, para a dedução do clássico modelo de Smagorinsky (1963).
Considerando que Pk = ε, a equação 3.12 se torna bastante simplificada:

0 = Pij − εij +Πij, (3.30)

Torna-se evidente a grande vantagem trazida pela hipótese acima, tendo em vista que
um dos grandes desafios para a utilização dos EASM foi justamente o cálculo de Pk/ε.
A modelagem do termo de transformação viscosa segue exatamente a ideia de isotropia
expressa pela equação 3.13. Quanto ao termo de redistribuição pela pressão, segue-se a
modelagem mostrada na equação 3.14, com apenas uma pequena diferença em um dos
coeficientes. Após algumas substituições, chega-se a um Modelo Algébrico Implícito para
as Tensões Submalha (IASSM - Implicit Algebraic Subgrid Stress Model) na forma:

c1a =− 11

15
S +

7c2 + 1

11
(aΩ−Ωa) (3.31)

Assim como para a classe URANS, o próximo passo é substituir na equação 3.31 a
base de integridade para o tensor de anisotropia, conforme mostrado na equação 2.29.
Porém, ao invés de usar os dez termos, aprouve a Marstorp et al. (2009) buscar uma
solução envolvendo apenas β1 e β4 e seus respectivos termos tensoriais. Segundo os autores,
esta abordagem é estritamente válida para casos estatisticamente bidimensionais, mas se
constitui como uma boa aproximação para casos tridimensionais. Os coeficientes obtidos
são:

β1 = −33

20

9c1/4

(9c1/4)
2 − 2 IIΩ

, β4 = −33

20

1

(9c1/4)
2 − 2 IIΩ

. (3.32)

em que:

c1 = c′1
√
c′3

c 5/4

(2Cs)5/2
(3.33)
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Para comodidade do leitor, o tensor global submalha é aqui apresentado de forma
semelhante ao que aparece 3.23, com uma parte linear, representada por um coeficiente de
viscosidade efetiva, e uma parte não-linear, representada pela anisotropia extra:

τSGS
ij =

2

3
kSGSδij − νeff

T

(
∂ūi
∂xj

+
∂ūj
∂xi

)
+ kSGSaext

ij . (3.34)

onde:

νeff
T =

1

2
β1 kSGS =SGS (3.35)

a(ex) = β4(SΩ−ΩS) (3.36)

A energia cinética submalha é obtida por um processo dinâmico de filtragem teste,
conforme proposto por Yoshizawa (1986):

KSGS = c∆2 |S̄ij|2. (3.37)

em que: ̂̄uiūi − ˆ̄ui ˆ̄ui = c ∆̂2 2 ˆ̄Sij
ˆ̄Sij − c∆2 2̂̄SijS̄ij. (3.38)

|S̄ij| =
(
2 S̄ijS̄ij

)0.5
. (3.39)

Nota-se que este processo dinâmico possui menos termos do que o já bem conhecido
modelo de Smagorinky Dinâmico (DSM - Dynamic Smagorinsky Model). Segundo Mon-
tecchia et al. (2019), o tempo por iteração de um EASSM chega a ser 18 porcento menor
quando quando comparado ao DSM.

O tempo característico da turbulência submalha é obtido pela equação 3.40. Chama-se
a atenção do leitor para o fato de que este tempo não é aplicado apenas na Equação 3.35,
mas também é usado para a adimensionalização dos tensores de rotação e deformação,
conforme exibido na Equação 2.27.

=SGS = c′3
1.5C1.5

Kol

√
c

2Cs

|S̄ij|−1. (3.40)

Por fim, as constantes usadas no modelo são:

Cs = 0, 1 c′1 = 4, 2 c′3 = 2, 2 CKol = 1, 5. (3.41)

3.6 Modelo EASM (URANS) modificado
Além do modelo EASM (URANS) em sua formulação original, foi avaliada uma modifi-

cação de caráter estritamente exploratório, com o objetivo de investigar a sensibilidade dos
resultados à variação do coeficiente Ceff

µ em regiões afastadas da parede. Ressalta-se que
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essa abordagem não tem como finalidade a proposição de um novo modelo de turbulência,
mas sim a realização de um teste pragmático, motivado por observações em simulações
preliminares.

No modelo EASM, o coeficiente Ceff
µ é calculado dinamicamente, podendo apresentar

variações significativas ao longo do domínio. No escoamento sobre o degrau, levantou-se a
hipótese de que a variação brusca na região cisalhante teria resultado em discrepâncias
relevantes ao comparar com resultados obtidos através do modelo k–ε padrão.

Com base nesse diagnóstico, foi introduzido um amortecimento controlado da variação
de Ceff

µ , por meio de uma interpolação linear entre o valor calculado pelo EASM e o valor
constante clássico do modelo k–ε, Cµ = 0,09, conforme:

C mod
µ = αC eff

µ + (1− α) 0,09. (3.42)

O parâmetro α ∈ [0, 1] atua como um fator de ponderação, controlando o grau de
amortecimento imposto ao coeficiente. Essa modificação foi aplicada exclusivamente em
regiões com y+ > 200, de modo a preservar o comportamento assintótico correto do modelo
na vizinhança das paredes e evitar impactos indevidos na camada limite.

Ao longo da apresentação e discussão dos resultados, a denominação ”modelo EASM-
MOD”foi adotada unicamente por conveniência de notação, com o objetivo de distinguir
os casos simulados. Portanto, o procedimento utilizado deve ser interpretado como uma
estratégia auxiliar, unicamente para fins de análise comparativa, sem qualquer pretensão
de generalização ou validação como modelo de fechamento independente.
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4 Modelagem numérica

4.1 Discretização Espacial das Equações de Balanço
Inicialmente, procede-se com a integração espacial da Equação 2.9 ao longo de um

volume de controle genérico, como o da Figura 3. Os comprimentos característicos do
volume são representados por ∆x∆y∆z. Na figura, as letras maiúsculas indicam os pontos
centrais de um volume, enquanto as letras minúsculas indicam os pontos centrais de
uma face. As letras e, w, n, s, t, b, bem como as suas versões maiúsculas, representam,
respectivamente, as direções leste (east), oeste (west), norte (north), sul (south), topo
(top) e fundo (bottom), todas definidas em relação ao ponto P, que corresponde ao centro
do volume de controle de referência.

Figura 3 – Volume de Controle elementar, conforme Vedovotto (2011)

A equação de balanço de quantidade de movimento linear, na forma indicial, divergente
e incompressível (2.9), integrada no volume genérico, tem a forma:∫

V

∂ui
∂t
dV +

∫
V

∂

∂xj
(uiuj)dV = −

∫
V

1

ρ0

∂

∂xj
(p δij) dV+∫

V

∂

∂xj

(
ν

[
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

])
dV +

∫
V

1

ρ0
fi dV .

(4.1)
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Utiliza-se o Teorema da Divergência de Gauss para transformar as integrais de volume
envolvendo divergentes em integrais de superfície. Para um tensor de segunda ordem
genérico, pode-se escrever: ∫

V

∂Tij
∂xj

dV =

∫
S

Tij nj dS (4.2)

em que nj é o vetor normal unitário apontando para fora da superfície do volume de
controle. Aplicando a equação 4.2 na equação 4.1, tem-se:∫

V

∂ui
∂t
dV +

∫
S

uiujnj dS = − 1

ρ0

∫
S

(p δij)nj dS+∫
S

(
ν

[
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

])
nj dS +

∫
V

1

ρ0
fi dV .

(4.3)

Como exemplo, procede-se com a discretização da equação para a componente u da
velocidade. As integrais de volume são realizadas considerando que o integrando é constante
em toda a célula computacional. As integrais de superfície são realizadas considerando
que o integrando é constante ao longo de cada face.

∂u

∂t

∣∣∣∣
P

∆x∆y∆z

+ [(uu)|e − (uu)|w] ∆y∆z + [(vu)|n − (vu)|s] ∆x∆z + [(wu)|t − (wu)|b] ∆x∆y

=

{
ν

[
2
∂u

∂x

] ∣∣∣∣
e

− ν

[
2
∂u

∂x

] ∣∣∣∣
w

}
∆y∆z

+

[
ν

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

) ∣∣∣∣
n

− ν

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

) ∣∣∣∣
s

]
∆x∆z

+

[
ν

(
∂w

∂x
+
∂u

∂z

) ∣∣∣∣
t

− ν

(
∂w

∂x
+
∂u

∂z

) ∣∣∣∣
b

]
∆x∆y

− (p|e − p|w)
ρ0

∆y∆z +
1

ρ0
fx∆x∆y∆z. (4.4)

Após dividir ambos os lados pelo volume elementar ∆x∆y∆z, chega-se a:

∂u

∂t

∣∣∣∣
P

+
(uu)|e − (uu)|w

∆x
+

(vu)|n − (vu)|s
∆x

+
(wu)|t − (wu)|b

∆x

=
1

∆x

{
ν

[
2
∂u

∂x

] ∣∣∣∣
e

− ν

[
2
∂u

∂x
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w

}
+

1

∆y

[
ν

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

) ∣∣∣∣
n

− ν

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

) ∣∣∣∣
s
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+

1

∆z

[
ν
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∂w

∂x
+
∂u
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) ∣∣∣∣
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(
∂w

∂x
+
∂u

∂z

) ∣∣∣∣
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− 1

∆x

(p|e − p|w)
ρ0

+
1

ρ0
fx. (4.5)



Capítulo 4. Modelagem numérica 54

4.2 Tratamento do termo advectivo
A fim de aplicar a equação 4.5, é necessário obter os valores da variável transportada

nas faces, a partir de uma interpolação dos valores localizados no centros dos volumes
de controle. Para os termos difusivos, uma interpolação linear simples do tipo diferenças
centradas (CDS) pode ser aplicada sem que haja prejuízos significativos para a estabilidade
ou acurácia. Sendo ψ uma variável de transporte qualquer, a utilização do esquema CDS
atribui na face um valor de ψ dado por:

ψi =
ψI + ψP

2
, (4.6)

em que i representa uma das faces do volume elementar da Figura 3 e I representa o centro
de volume vizinho na mesma direção e sentido.

Entretanto, para tratar os termos advectivos, a interpolação requer maior cautela, já
que a aplicação direta de um esquema CDS pode resultar em instabilidade para números
de Peclet maiores que 2 (VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007). Assim, uma alternativa
é a utilização de um esquema Upwind de primeira ordem (First Order Upwind - FOU),
que atribui à face o valor do centro vizinho a montante do escoamento, ou seja:

ψi = max(ρui, 0)ψP + min(ρui, 0)ψI . (4.7)

Este esquema se diferencia do CDS pela vantagem de possuir transportividade, uma
vez que sua formulação leva em conta a direção do escoamento. Além disso, a estabilidade
da solução é favorecida, já que o FOU contribui para a dominância diagonal da matriz
mesmo em escoamentos dominados por convecção.

No entanto, este método pode levar a resultados errôneos quando o escoamento não
se encontra alinhado com a malha. Tal comportamento é conhecido na literatura como
falsa difusão ou difusão numérica. Para simulações URANS, o impacto desta difusão
sobre a solução não é tão pronunciado, já que o efeito da viscosidade turbulenta é o de
amortecer flutuações e difundir intensamente as informações físicas transportadas. Em
contrapartida, usar o esquema FOU em simulações LES torna-se proibitivo, pois qualquer
difusão imposta pelo esquema numérico pode suavizar parte do espectro de energia que
deveria ser resolvido.

Ao longo dos anos, a comunidade científica se empenhou em propor esquemas advectivos
mais precisos que o FOU, porém sem as instabilidades características do CDS. Dentro desta
proposta, os esquemas de variação total decrescente (Total Variation Diminishing) foram
criados a partir de um esquema upwind modificado por um limitador de fluxo. No presente
trabalho, todas as simulações foram realizadas com o esquema TVD CUBISTA(Convergent
and Universally Bounded Interpolation Scheme for Treatment of Advection, proposto
por Alves, Oliveira e Pinho (2003). Para defini-lo, considera-se que o valor da variável
transportada seja normalizado segundo a equação:
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ψ̂f =



[
1 +

ξ̂f − ξ̂P

3(1− ξ̂P )

]
ξ̂f

ξ̂P
ψ̂P , 0 < ψ̂P <

3

4
ξ̂P ,

ξ̂f (1− ξ̂f )

ξ̂P (1− ξ̂P )
ψ̂P +

ξ̂f (ξ̂f − ξ̂P )

1− ξ̂P
,

3

4
ξ̂P ≤ ψ̂P ≤ 1 + 2(ξ̂f − ξ̂P )

2ξ̂f − ξ̂P
ξ̂P ,

1− 1− ξ̂f

2(1− ξ̂P )
(1− ψ̂P ),

1 + 2(ξ̂f − ξ̂P )

2ξ̂f − ξ̂P
ξ̂P < ψ̂P < 1,

ψ̂P , no restante.

(4.8)

ξ̂P =
ξP − ξU
ξD − ξU

, (4.9)

ξ̂f =
ξf − ξU
ξD − ξU

, (4.10)

ψ̂ =
ψ − ψU

ψD − ψU

. (4.11)

4.3 Discretização temporal das equações de balanço
Após a discretização espacial, o próximo passo para a aplicação do FVM consiste em

discretizar temporalmente a Equação 4.5, integrando-a dos dois lados. Para isso, porém,
é necessário assumir alguma hipótese acerca de qual valor de u deve assumir em cada
vizinho do volume P ao longo do tempo transcorrido durante a iteração.

Em um esquema explícito de primeira ordem, as variáveis no novo passo de tempo
(denotado por tn+1) são calculadas diretamente a partir de valores conhecidos no passo
anterior (tn). Isto significa que un+1

P se torna o resultado de uma equação linear simples
envolvendo unP , unE, unW , unN , unS, unT , unB. Valores da variável transportada em passos
anteriores a tn também podem ser usados em esquemas de mais alta ordem.

Alternativamente, se os valores de u no tempo tn+1 forem inseridos em ambos os lados
da Equação 4.4, o esquema será denominado totalmente implícito. Nesse caso, surge o
custo de resolver um sistema linear, já que un+1

P depende do valor em tn+1 de cada um dos
volumes vizinhos, que também são incógnitas.

Apesar do maior custo computacional, o esquema totalmente implícito apresenta a
vantagem de ser robusto e incondicionalmente estável, para qualquer tamanho de passo de
tempo (VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007). O esquema explícito, por sua vez, requer
limitações severas sobre o avanço temporal para que a estabilidade seja mantida. A partir
de uma análise de von Neumann, é possível verificar a influência do tamanho da malha
e das características do escoamento sobre a estabilidade da simulação. Segundo Villar
(2007), a restrição sobre o passo de tempo em esquemas explícitos é de ordem O(∆x2)

para os termos difusivos e de ordem O(∆x) para os termos advectivos.
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Assim, um método que trate apenas a difusão de forma implícita se constitui como um
bom compromisso entre estabilidade e custo: o sistema linear é mais rápido de resolver
e a restrição do passo de tempo se torna O(∆x). Esta é a ideia central dos esquemas
temporais implícitos-explícitos (IMplicit Explicit - IMEX) propostos por Ascher, Ruuth e
Wetton (1995). Considerando um estêncil de três tempos distintos, a Equação 4.4 pode
ser discretizada temporalmente e arranjada de forma parametrizada para esquemas IMEX
conforme a seguir:

α2u
n+1 + α1u

n + α0u
n−1

∆tn+1
= θ2f(u)

n+1 + θ1f(u)
n + θ0f(u)

n−1

+ β1g(u)
n + β0g(u)

n−1,

(4.12)

em que f(u) e g(u) representam os termos difusivos e advectivos respectivamente.
Conforme apresentado por Damasceno (2018), diferentes esquemas podem ser obtidos

através da manipulação dos parâmetros αi, θi e βi. São mostrados na Tabela 3 os
parâmetros dos esquemas Crank-Nicolson Adams-Bashforth (CNAB), Modified Crank-
Nicolson Adams-Bashforth (MCNAB), Backward Differentitation Formula (BDF) e Crank-
Nicolson Leap-Frog (CNLF). Nesta Dissertação, todas as simulações foram realizadas com
o esquema BDF.

Tabela 3 – Parâmetros característicos para a obtenção de renomados esquemas de integra-
ção temporal com a utilização do esquema IMEX de dois passos.

Parâmetros MCNAB CNAB SBDF Euler CNLF
α2 1.0000 1.0000 1.5000 1.0000 0.5000
α1 −1.0000 −1.0000 −2.0000 0.0000 0.0000
α0 0.0000 0.0000 0.5000 −1.0000 −0.5000

β1 1.5000 1.5000 2.0000 0.0000 1.0000
β0 −0.5000 −0.5000 −1.0000 0.0000 0.0000

θ2 0.5625 0.5000 1.0000 1.0000 0.5000
θ1 0.3750 0.5000 0.0000 0.0000 0.5000
θ0 0.0625 0.0000 0.0000 0.0000 0.5000

No código, o passo de tempo é calculado utilizando um critério global CFL (COURANT;
FRIEDRICHS; LEWY, 1967) baseado no termo advectivo, isto é:

∆t = C∆tadv, (4.13)

em que:
∆tadv =

∆x

|u|max
+

∆y

|v|max
+

∆z

|w|max
. (4.14)

Utilizou-se um critério CFL de 0,4 ou menor em todas as simulações realizadas no
presente trabalho.



Capítulo 4. Modelagem numérica 57

4.4 Refinamento de malha
Em simulações LES, é necessário que a resolução da malha seja tal que as estruturas

integrais da turbulência possam ser explicitamente resolvidas, de modo que o número
de onda de corte da filtragem espacial se encontre na zona inercial (DAVIDSON, 2015).
Em URANS, a resolução de malha não é tão restritiva, mas ainda assim faz-se necessária
certa atenção para que o número de células computacionais em certa região do espaço seja
suficiente para representar de forma coerente os gradientes das informações transportadas.
Com vistas a economizar recursos computacionais, é comum que o domínio seja discretizado
com volumes de controle de menor comprimento característico apenas nas regiões em que
a fluidodinâmica precisa ser representada com mais detalhes.

No MFSim, utiliza-se uma malha bloco estruturada com diferentes níveis físicos de
refinamento. O tamanho da aresta de cada célula computacional em um dado nível é
duas vezes maior do que o tamanho no nível imediatamente abaixo. O usuário pode optar
por inserir refinamentos fixos, tais como por coordenadas ou por distância de paredes,
ou refinamentos dinâmicos, tais como por vorticidade, densidade, número de Mach local,
viscosidade turbulenta, entre outros.

Na presente Dissertação, utilizou-se o critério de refinamento por distância de parede
nas simulações do escoamento no interior do ciclone de bancada. Nas simulações do
escoamento sobre o degrau com metodologia LES, a malha foi refinada adaptativamente
por um critério de vorticidade. Nas demais simulações, optou-se por utilizar uma malha
uniforme, sem refinamentos localizados.

4.5 Método Multigrid Multinível
Em termos numéricos, o erro presente na solução aproximada de uma equação discreta

pode ser separado em componentes de diferentes frequências espaciais. As componentes
de alta frequência correspondem a variações rápidas do erro de um ponto para outro da
malha, ou seja, oscilações de pequeno comprimento característico. Já as componentes de
baixa frequência representam variações de grande comprimento, que se estendem ao longo
do domínio computacional.

Métodos iterativos clássicos, como Jacobi e Gauss–Seidel, têm a propriedade de atenuar
rapidamente os erros de alta frequência, pois respondem bem às correções locais realizadas
em cada iteração. No entanto, tais métodos são pouco eficazes na redução dos erros
de baixa frequência, que requerem um acoplamento entre regiões distantes da malha
(BRANDT, 1977; HACKBUSCH, 1985). O método multigrid foi concebido para contornar
essa limitação, explorando a ideia de que erros de diferentes escalas são melhor tratados
em malhas de diferentes resoluções.

A ideia central do método consiste em utilizar um conjunto hierárquico de malhas, desde
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a original, mais fina, até malhas progressivamente mais grosseiras, em níveis virtuais, a fim
de acelerar a convergência. Em cada nível, algumas iterações de um método tradicional
são aplicadas para suavizar os erros que têm uma frequência associada ao comprimento
característico daquela malha. Em seguida, os resíduos resultantes são restritos (transferidos)
para a malha do nível abaixo, onde os erros se tornam relativamente mais fáceis de eliminar.
Após a correção ser obtida na malha mais grosseira, ela é prolongada (interpolada) de volta
para a malha fina, atualizando a solução. Os detalhes do método e de sua implementação
podem ser encontrados no trabalho de Villar (2007).

No MFSim, o algoritmo brevemente explicado acima percorre tanto os níveis físicos,
criados com base nos critérios de refinamento de malha, quanto os níveis virtuais, criados
exclusivamente para acelerar a solução do sistema linear. Por isso, usa-se o nome de
Multigrid-Multinível.
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5 Modelagem computacional

Neste capítulo, será explicada a forma com que os escoamentos de interesse foram
representados no ambiente computacional. Para isso, serão mostrados alguns detalhes
sobre as malhas de discretização e condições de contorno, bem como uma breve introdução
ao software utilizado.

5.1 MFSim
O MFSim é um ambiente computacional voltado à modelagem e simulação de problemas

multifísicos, elaborado no âmbito acadêmico e continuamente aprimorado ao longo dos
anos. Seu desenvolvimento ocorre desde 2007, no Labóratório de Mecânica dos Fluidos
(MFLab) da Universidade Federal de Uberlândia (UFU), em colaboração com a Petrobras.
O código foi concebido de forma a permitir a representação de diferentes fenômenos físicos
por meio de uma arquitetura modular. Essa característica confere ao MFSim elevada
flexibilidade para a análise de escoamentos complexos, além de favorecer a manutenção do
código e a adaptação a diferentes classes de problemas.

5.2 Escoamento sobre o degrau descendente
O primeiro escoamento utilizado como referência para validar os modelos recém im-

plementados foi a expansão brusca a Re = 5000, avaliado experimentalmente por Jovic
e Driver (1994). Apesar da aparente simplicidade, este é um escoamento complexo por
definição, que reúne características de camadas-limite e camadas cisalhantes espaciais.

O aparato experimental é representado esquematicamente na Figura 4, reproduzida de
Jovic e Driver (1994). Após passar por condicionadores de escoamento, o ar prossegue por
uma longa seção de desenvolvimento, até chegar em uma expansão simétrica. Segundo os
autores, o perfil de velocidades que chega ao degrau tem a forma de uma camada limite
bem desenvolvida, com uma intensidade de turbulência menor que 1% na corrente livre.

5.2.1 Domínio e malha para LES

Computacionalmente, é possível simular apenas a metade inferior da geometria, já
que uma análise dos dados experimentais permite assumir que o escoamento é simétrico.
Embora o experimento de referência utilize um degrau com altura da ordem de alguns
centímetros, nas simulações computacionais adotou-se uma altura característica h = 0,5 m.
Tal escolha não implica perda de generalidade, uma vez que o problema foi formulado em
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Figura 4 – Esquema do aparato experimental do escoamento sobre o degrau descendente.
Fonte: reproduzido de Jovic e Driver (1994).

termos adimensionais e as condições de escoamento foram definidas de modo a preservar o
número de Reynolds baseado na altura do degrau.

As dimensões do domínio podem ser vistas na Figura 5. Na direção longitudinal, adotou-
se um comprimento de 27h após o degrau, a fim de evitar efeitos elípticos indesejáveis
provenientes da condição de contorno na saída. A título de comparação, Silveira-Neto et al.
(1993), Delcayre e Lesieur (1997), Melo (2017), Elias (2018), utilizaram respectivamente
30h, 15h, 29h e 21h. Na direção transversal, utilizou-se uma de largura de 6h. Na direção
vertical, a distância entre o degrau e a linha de simetria é de 3h, conforme determinado
pela própria geometria do experimento. Para a seção anterior à expansão, escolheu-se um
comprimento de 3h.

H = 3 m

W = 3 m

h = 0,5 m

Xi = 1,5 m

Uo

L = 15 m
x

y

z

Figura 5 – Representação esquemática do domínio de cálculo para o escoamento dobre o
degrau descendente.

A malha computacional escolhida no nível base foi de 160× 32× 64 volumes cúbicos,
isto é, sem qualquer alongamento. Três níveis físicos de refinamento foram utilizados,
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de modo que o nível mais fino foi aplicado de forma adaptativa nas regiões de maior
magnitude de vorticidade. Com isso, verifica-se que os menores volumes da malha tem
a razão h/∆y = 21, 33. O uso de múltiplos níveis físicos permite concentrar esforço
computacional onde ele é efetivamente necessário, mantendo o custo global da simulação
em níveis viáveis.

5.2.2 Domínio e malha para URANS

Nas simulações URANS, a estratégia escolhida para a configuração da malha foi
completamente diferente. Em primeiro lugar, apenas 2 volumes computacionais foram
utilizados na direção transversal. Uma vez que o escoamento tem caráter estatisticamente
bidimensional, a utilização de muitos volumes na direção z implicaria apenas em maior
custo computacional, sem melhorias consideráveis na precisão dos campos calculados.

Em segundo lugar, a experiência prática dos pesquisadores do MFLab tem demonstrado
uma grande eficiência da biblioteca PETSC com pré-condicionador HYPRE em simulações
com poucos ou com nenhum bloco de refinamento de malha. Assim, optou-se por utilizar
um nível de malha único, com tamanho das células tal que h/∆y = 16. Esta malha se
mostrou suficiente para a obtenção dos campos convergidos em menos de três horas. As
dimensões do domínio nas direções vertical e longitudinal foram iguais às dos casos LES.

5.2.3 Condições de contorno

Em todas as simulações sobre o degrau, o perfil da componente longitudinal da
velocidade na entrada foi definido como uma função exponencial que se ajusta bem ao
perfil obtido experimentalmente, procedimento semelhante àquele adotado no trabalho
de Courtois (2005). As componentes transversal e vertical da velocidade foram impostas
nulas na entrada.

Na borda inferior, foi aplicada a condição de não deslizamento. Nas extremidades
laterais e superior, aplicou-se uma condição de fluxo normal nulo. Na saída do domínio,
foi imposta a condição de gradiente normal nulo para as três componentes de velocidade.
Quanto à pressão, aplicou-se uma condição de Dirichilet apenas na saída, e uma condição
do tipo Neumann nas demais fronteiras.

Para as simulações URANS, um polinômio de quarto grau foi utilizado para ajustar o
valor da energia cinética turbulenta aos valores do experimento. Ainda para esta variável,
foi imposto o valor nulo, na borda inferior, e o gradiente nulo, nas demais fronteiras. Quanto
à transformação viscosa (ε), seu valor na entrada foi definido segundo as recomendações
do ANSYS, Inc. (2024). Na borda inferior, utilizou-se uma condição gradiente normal
nulo, em conjunto com as Equações 3.8 e 3.9. Nas demais fronteiras, o gradiente nulo foi
imposto para ε.
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Quanto às condições de contorno turbulentas para LES, utilizou-se um ruído espectral
sintético na entrada, segundo proposto por Smirnov, Shi e Celik (2001). Verticalmente, ao
longo da seção, a sua intensidade foi variada linearmente, partindo de 10% em x/h = 0,
e chegando a 1% em x/h = 2. Deste ponto para cima, o valor constante de 1% foi
mantido. Essa estratégia proporcionou uma condição de entrada turbulenta próxima,
embora não idêntica, àquela observada experimentalmente na região do degrau. Ressalta-se
que a utilização deste tipo de ruído foi primordial para a obtenção dos resultados da
presente dissertação, uma vez que simulações preliminares com ruído branco ou sem ruído
resultaram em perfis de velocidade bastante imprecisos, com comprimentos de recolamento
extremamente sobrestimados.

5.3 Escoamento sobre o prisma triangular
O segundo caso utilizado como referência para validar os modelos recém implementados

foi o escoamento confinado sobre o prisma triangular, avaliado experimentalmente por
Sjunnesson, Nelsson e Max (1991). O número de Reynolds foi de 48000, com base na
altura do prisma de h = 0,04 m e na velocidade máxima de entrada de 16,6 m/s.

O aparato experimental é representado esquematicamente na Figura 6. Ele foi desenvol-
vido originalmente para investigação do fenômeno da combustão. Porém, medições também
foram realizadas para escoamentos inertes. A intensidade da turbulência na entrada não
foi quantificada pelos autores. Entretanto, valores baixos podem ser assumidos, tendo em
vista que condicionadores de escoamento foram usados a montante do prisma.

Figura 6 – Esquema do aparato experimental do escoamento sobre o prisma triangular.
Fonte: reproduzido de Sjunnesson, Nelsson e Max (1991).
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H = 0,12 m

W = 0,08 m

L = 0,96 m

x

y

z

h = 0,04 m

Uo

Figura 7 – Representação esquemática do domínio de cálculo para o prisma triangular

5.3.1 Domínio e malha para LES

As dimensões do domínio podem ser vistas na Figura 7. Na direção longitudinal,
adotou-se um comprimento de 24h, assim como no trabalho de Elias (2018). Na direção
transversal, utilizou-se 2h, assim como nos trabalhos de Wu et al. (2017) e Duarte et al.
(2020). Na direção vertical, tem-se 3h, assim como no experimento.

A malha computacional escolhida teve apenas um nível físico, com 768 × 96 × 64

volumes perfeitamente cúbicos. Isto equivale a um tamanho de volume que satisfaz uma
razão de h/∆y = 32.

5.3.2 Domínio e malha para URANS

Nas simulações URANS, apenas 2 volumes computacionais foram utilizados na direção
transversal. Assim como no caso do degrau, o escoamento tem caráter estatisticamente
bidimensional, de modo que não há ganhos de precisão ao resolver os campos ao longo da
direção transversal. Utilizaram-se volumes cúbicos tal que h/∆y = 20. As dimensões do
domínio nas direções vertical e longitudinal foram iguais às dos casos LES.

5.3.3 Condições de contorno

Uma vez que o perfil de velocidades na estrada não foi fornecido pelos experimentalistas,
optou-se por usar um perfil definido por uma função exponencial, seguindo o procedimento
explicado em Courtois (2005). As componentes transversal e vertical da velocidade foram
impostas nulas na entrada.

Na borda inferior e superior, foi aplicada a condição de não deslizamento. Nas
extremidades laterais, aplicou-se uma condição de fluxo normal nulo. Na saída do domínio,
foi imposta a condição de gradiente normal nulo para as três componentes de velocidade.
Quanto à pressão, aplicou-se uma condição de Dirichilet apenas na saída, e uma condição
do tipo Neumann nas demais fronteiras.

Para as simulações URANS, considerou-se uma intensidade da turbulência de 3, 5%.
Na borda inferior e superior, um valor nulo foi imposto para k. Nas demais fronteiras do
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domínio, foi imposto o gradiente nulo para esta variável. Quanto à transformação viscosa,
seu valor na entrada foi definido segundo as recomendações do ANSYS, Inc. (2024). Em
todas as paredes, utilizou-se uma condição gradiente normal nulo para ε, em conjunto com
as Equações 3.8 e 3.9. Nas fronteiras laterais, também foi imposto o gradiente nulo para ε.
Para as simulações LES, nenhum ruído artificial foi inserido na entrada.

5.4 Escoamento no interior de um ciclone de bancada
O terceiro e último caso, utilizado para validação do modelo EASSM apenas, foi o

escoamento no interior de um ciclone de bancada, avaliado experimentalmente por Hoekstra
(2000). O número de Reynolds foi de 15000, com base no diâmetro da base D = 0, 01 m e
na velocidade de entrada de 2, 26 m/s. Diferentemente dos ciclones separadores industriais,
o ciclone de bancada não inclui um sistema de coleta de partículas, uma vez que seu
propósito principal é a investigação do campo de escoamento interno. Tal configuração é
comumente adotada em estudos experimentais e numéricos voltados à validação de modelos
de turbulência.

5.4.1 Domínio e malha para LES

O domínio de cálculo utilizado compreende uma região de 0, 124 m×0, 124 m×0, 64 m,
com o ciclone orientado axialmente na direção z. Dois níveis de refinamento foram aplicados,
sendo que a divisão no nível base foi de 100× 100× 520. Assim, cada volume de controle
teve formato praticamente cúbico. A Figura 8 mostra uma representação esquemática da
geometria e um plano evidenciando a malha de discretização utilizada, na altura z/R = 6, 4.
O critério de refinamento adotado esteve associado à criação de blocos de malha adaptativa
(AMR) nas proximidades da fronteira imersa.

O duto de saída do ciclone é constituído por uma parede cilíndrica de espessura finita,
formando uma região anular com espessura radial de aproximadamente 3, 5 mm. Em razão
da utilização da metodologia de fronteira imersa com Multi-Forçagem Direta (IB-MDF -
Multi Direct Forcing Immersed Boundary), foi preciso utilizar pelo menos cinco volumes
de controle ao longo da espessura da chapa. Por isso, o comprimento escolhido para a
aresta dos volumes do nível mais fino foi de aproximadamente 0, 6 mm.

5.4.2 Condições de contorno para LES

Uma condição de contorno do tipo Dirichilet foi aplicada para a velocidade na entrada
do ciclone, enquanto uma condição do tipo Neumann foi usada nas demais fronteiras do
domínio. Para a pressão, adotou-se a condição do tipo Neumann na entrada e do tipo
Dirichilet nas outras cinco faces do domínio. O método de fronteira imersa garantiu a
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Figura 8 – Representação esquemática da geometria para o escoamento no interior do
ciclone de bancada (à esquerda) e detalhe da malha de discretização utilizada,
tomada no plano z/R = 6, 4 (à direita).

condição de não deslizamento em todas as superfícies do ciclone. Nenhum ruído sintético
foi inserido na entrada do escoamento.
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6 Resultados

6.1 Modelos URANS no degrau descendente

6.1.1 Resultados topológicos

Na figura 9, é possível visualizar os campos instantâneos da velocidade longitudinal
adimensional, avaliados no plano central (z/h = 0, 0625), para as simulações realizadas
com os modelos k − ε, EASM e EASM-MOD. As linhas pretas indicam a interseção da
isossuperfície u = 0 com o plano central, o que possibilita a análise qualitativa do tamanho
das regiões de recirculação.

(a) k − ε

(b) EASM

(c) EASM-MOD

Figura 9 – Campos de velocidade instantânea u/U0, no plano z/h = 0, 0625 para os
modelos k − ε, EASM e EASM-MOD.

Para os três modelos avaliados, os campos médios de velocidade apresentaram com-
portamento global semelhante. Embora as simulações tenham sido conduzidas em uma
formulação URANS, os campos obtidos exibiram um comportamento quase estacionário
após cerca de três tempos de passagem (L/U0). A partir desse intervalo, não foram
observadas oscilações temporais perceptíveis.
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Esse comportamento está associado ao forte amortecimento introduzido pelos modelos
de fechamento URANS, que suprimiu flutuações do escoamento, fazendo com que os
campos instantâneos se assemelhassemm aos campos médios típicos de uma simulação
RANS estacionária. O modelo EASM apresentou o maior comprimento de recolamento e
a bolha de recirculação secundária mais extensa, seguido pelo EASM-MOD, enquanto o
modelo k–ε resultou nos menores valores para ambas as grandezas.

Os campos adimensionais de energia cinética turbulenta específica podem ser vistos na
Figura 10, avaliados de forma instantânea no plano central, a partir das simulações com
os três modelo URANS utilizados. Assim como no caso da velocidade, os valores obtidos
tenderam à média temporal após a simulação atingir um comportamento estacionário.

(a) k − ε

(b) EASM

(c) EASM-MOD

Figura 10 – Campos de energia cinética turbulenta específica k/U2
0 , no plano z/h = 0, 0625

para os modelos k − ε, EASM e EASM-MOD.

De modo geral, os três modelos resultaram em um comportamento global semelhante.
Conforme o esperado, pouca energia cinética turbulenta foi observada acima de y/h > 2,
já que o termo Pk atua mais intensamente na região de maior cisalhamento, próximo à
altura do degrau. Próximo a parede inferior, o valor de k tendeu a zero, devido à condição
de contorno. Além disso, percebe-se, nos três casos, o decaimento gradual desta variável
da metade do domínio para a frente (x/h > 14).

A simulação com o modelo k−ε resultou em valores de k mais altos em toda a região de
camada limite a montante do degrau, bem como na região entre os pontos de descolamento
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e recolamento, o que se evidencia pela coloração avermelhada mais intensa. Além disso, a
zona associada a altos valores de k mostrou-se ligeiramente mais espessa para o modelo
k − ε do que para o modelo EASM. Neste último, a região mais avermelhada aparenta
se concentrar principalmente entre 0.6 < y/h > 1.2. Quanto ao modelo EASM-MOD, os
mapas de cores indicam um comportamento intermediário entre os outros dois modelos,
tanto em termos da forma quanto da intensidade da distribuição espacial da energia
cinética turbulenta.

Com relação às razões de viscosidades, os três modelos apresentaram um comportamento
perceptivelmente distinto. A Figura 11 mostra os campos instantâneos do coeficiente de
viscosidade turbulenta para o modelo k − ε e de viscosidade efetiva para os dois modelos
algébricos explícitos, avaliados no plano central e adimensionalizados pela viscosidade
molecular.

(a) k − ε

(b) EASM

(c) EASM-MOD

Figura 11 – Campos do coeficiente de viscosidade turbulenta para o modelo k − ε e de
viscosidade efetiva associada ao termo linear para os modelos EASM e EASM-
MOD, normalizados pela viscosidade molecular, no plano z/h = 0, 0625.

Como consequência direta dos campos obtidos de energia cinética turbulenta apresenta-
dos anteriormente, os três modelos exibiram valores reduzidos do coeficiente de viscosidade
na região de baixo cisalhamento, bem como valores deste coeficiente tendendo a zero nas
imediações da parede inferior. Porém, as diferenças na faixa 0, 2 > y/h > 2 merecem
atenção especial. Nessa região, os resultados obtidos com o modelo k − ε evidenciam a
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formação de uma zona contínua de elevada viscosidade, que se inicia a uma curta distância
a montante do degrau e se estende até o final do domínio.

Em contraste, o modelo EASM apresenta uma queda abrupta da viscosidade efetiva
para y/h ≥ 0.5, o que se manifesta por um forte gradiente na coloração próximo à metade da
altura do degrau. Para o modelo EASM-MOD, observa-se novamente um comportamento
intermediário entre os modelos k − ε e EASM, tanto em termos da magnitude quanto da
distribuição espacial do coeficiente de viscosidade efetiva.

Algumas características dos campos do coeficiente de viscosidade efetiva obtidos podem
ser explicadas, em parte, pelos campos da variável Ceff

µ . Na Figura 12, o campo instantâneo
desta variável é apresentado no plano médio para os modelos EASM e EASM-MOD. Em
ambos os casos, o valor de Ceff

µ tendeu a zero próximo à parede e assumiu valores entre
0,08 e 0,11 nas regiões de cisalhamento pouco intenso (y/h>2). Este comportamento
já era esperado e se constitui como uma forte evidência da correta implementação dos
modelos. Na faixa próxima à altura do degrau, entretanto, o modelo EASM resultou em
valores de Ceff

µ exageradamente baixos, próximos a 0,05. Com isso, a viscosidade nesta
faixa se mostrou menor do que o necessário para a correta transferência de quantidade de
movimento linear entre a porção superior e a inferior do domínio, conforme será esclarecido
na análise dos perfis de velocidade. O modelo modificado, por sua vez, apresentou variações
leves de Ceff

µ na faixa em questão.

(a) EASM

(b) EASM-MOD

Figura 12 – Campos da variável Ceff
µ , no plano z/h = 0, 0625 para os modelos EASM e

EASM-MOD.

6.1.2 Perfis de velocidade e energia cinética turbulenta

Na figura 13 e na Figura 14, respectivamente, os valores adimensionais de velocidade
longitudinal média e energia cinética turbulenta média obtidos a partir dos três modelos
URANS serão comparados com as medições experimentais de Jovic e Driver (1994). A
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avaliação será feita com base nos valores capturados por sondas numéricas alinhadas
verticalmente, no plano central (z/h = 0, 0625), em quatro estações a jusante do degrau
(x/h = 4, x/h = 6, x/h = 10, x/h = 15). A primeira delas se encontra na zona de
recirculação, a segunda foi posicionada próxima ao ponto de recolamento médio, e as duas
últimas estão após o ponto em questão. Vale destacar que os perfis médios são iguais
aos perfis obtidos instantaneamente, já que a simulação apresentou um comportamento
estacionário, como já explicado. Porém, a título de rigor científico, realizou-se uma média
temporal das variáveis de interesse, ponderada pelo tempo de cada iteração, em uma janela
de um tempo de passagem (L/U0 = 1).

Conforme evidenciado na Figura 13, os três modelos apresentaram um comportamento
relativamente similar, embora alguns diferenças devam ser discutidas em detalhes, para cada
estação. Na primeira (x/h < 4, 0), vê-se que a utilização de ambos os modelos explícitos
proporcionou a melhor representação da bolha de recirculação secundária, evidenciada
pelo sinal negativo da velocidade em y/h < 0, 4. Na faixa próximo a y/h = 1, 0, todos os
modelos apresentaram velocidade ligeiramente menor do que a obtida experimentalmente.

Na segunda e na terceira estações, novamente os três modelos subestimaram a velocidade
longitudinal na faixa próximo a altura do degrau. Ainda nestas estações, chama a atenção
a lentidão excessiva do escoamento na faixa próximo a y/h = 0, 5 para as simulações com
o modelo EASM. Este problema foi em partes corrigido a partir da utilização do modelo
EASM-MOD. Nas últimas sondas de aquisição de dados (x/h = 15, 0), as três simulações
apresentaram boa concordância com o experimento, com destaque para a boa precisão dos
modelos explícitos e algébricos próximo à parede inferior.

Sondas numéricas também foram inseridas ao longo da linha de centro, na altura
do primeiro volume de controle que faz contato com a borda inferior do domínio. Por
meio do pós processamento desses dados, verificou-se que o comprimento de recolamento
obtido a partir dos modelos k − ε, EASM e EASM-MOD foi de x/h = 5, 27, x/h = 7, 45 e
x/h = 6, 42, respectivamente. Considerando que o recolamento medido experimentalmente
ocorre em x/h = 6, 00 ± 0, 15, observa-se que a utilização do EASM-MOD foi a que
proporcionou melhor precisão na captura do fenômeno em questão.

Com relação aos valores calculados para a energia cinética turbulenta, observa-se na
Figura 14 que todos os modelos tiveram um desempenho aceitável ao longo do domínio de
cálculo, com exceção da região próxima a terceira sonda (x/h = 10, 0), onde a variável
analisada foi consideravelmente superestimada para 0, 5 < y/h < 1, 5. Conforme já
observado durante a análise dos campos instantâneos, a solução com o modelo k − ε foi
a que apresentou os maiores valores de energia cinética turbulenta a montante do ponto
de recolamento e nas imediações deste. Além disso, a utilização do modelo EASM-MOD
resultou em um perfil intermediário aos outros dois modelos, confirmando o que se havia
percebido pelos mapas de cores.
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Figura 13 – Perfil médio para a componente longitudinal da velocidade 〈u/U0〉 em quatro
estações à jusante do degrau (x/h = 4, x/h = 6, x/h = 10, x/h = 15),
medido no plano z/h = 0, 0625. Comparação entre os modelos k − ε, EASM,
EASM-MOD e o experimento material.
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Figura 14 – Perfil médio para a energia cinética turbulenta específica 〈k/U2
0 〉 em quatro

estações à jusante do degrau (x/h = 4, x/h = 6, x/h = 10, x/h = 15),
medido no plano z/h = 0, 0625. Comparação entre os modelos k − ε, EASM,
EASM-MOD e o experimento material.
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6.2 Modelos URANS no prisma triangular

6.2.1 Resultados topológicos

Na figura 15, é possível visualizar os campos instantâneos da velocidade longitudinal
adimensional, avaliados no plano central (z = 0, 05), para as simulações realizadas com os
modelos k − ε, EASM e EASM-MOD. Percebe-se que as três simulações apresentaram um
caráter transiente, isto é, nenhuma dos três resultados tendeu à média temporal, como no
escoamento sobre o degrau.

Nos três casos, foi possível capturar oscilações de baixa frequência, o que é comum em
simulações URANS sobre o prisma triangular. Com o modelo k − ε, as oscilações obtidas
foram menos intensas, praticamente desaparecendo a partir de 3/4 do domínio. Com o
modelo EASM, flutuações mais acentuadas foram capturadas, se estendendo até o final
do domínio. A utilização do modelo EASM-MOD resultou oscilações com intensidade
intermediária, em comparação com os dois modelos anteriores.

(a) k − ε

(b) EASM

(c) EASM-MOD

Figura 15 – Campos de velocidade instantânea u/U0, no plano z/h = 0, 05 para os modelos
k − ε, EASM e EASM-MOD.

Nos campos do coeficiente de viscosidade turbulenta e de viscosidade efetiva, mostrados
na Figura 16, evidencia-se novamente que a utilização dos dois modelos não lineares
resultou em uma melhor captura do comportamento transiente do escoamento. Com o
k− ε, pequenas oscilações no campo se formaram a jusante do prisma, mas rapidamente se
transformaram em um campo difuso na segunda metade do domínio. No campo referente ao
EASM, veem-se regiões de coloração mais intensa, com formato que se assemelha a espirais,
indicando a presença de estruturas rotacionais sendo advectadas pelo escoamento. No
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interior destas estruturas, a viscosidade efetiva calculada foi consideravelmente baixa. Ao
utilizar o modelo EASM-MOD, observa-se que tais estruturas ainda são identificáveis, mas
as oscilações no campo sofrem um amortecimento progressivo à medida que aproxima-se o
final do domínio.

(a) k − ε

(b) EASM

(c) EASM-MOD

Figura 16 – Campos do coeficiente de viscosidade turbulenta para o modelo k − ε e de
viscosidade efetiva associada ao termo linear para os modelos EASM e EASM-
MOD, normalizados pela viscosidade molecular, no plano z/h = 0, 05.

Para ambos os modelos não lineares, observa-se que os campos da variável Ceff
µ

apresentam forte similaridade espacial com os campos do coeficiente de viscosidade efetiva,
conforme mostrado na Figura 17. Em ambos os casos, verifica-se a presença de estruturas
fluidodinâmicas marcadas pela alternância entre regiões de Ceff

µ alto e baixo. Com o
modelo EASM, esta variável oscilou entre 0,01 e 0,20 após o prisma, enquanto no modelo
modificado os valores se concentraram na faixa entre 0,05 e 0,15. Vale ressaltar também a
presença de uma região com altos valores de Cµ no centro do canal, no início do domínio.
Esse comportamento do modelo em regiões de baixíssima rotação e deformação já havia
sido discutido por Wallin e Johansson (2000).
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(a) EASM

(b) EASM-MOD

Figura 17 – Campos da variável Ceff
µ para os modelos EASM e EASM-MOD, no plano

z/h = 0, 05.

6.2.2 Perfis de velocidade e de momentos de segunda ordem

Nas sete figuras a seguir, apresentam-se os valores adimensionais médios de velocidade
longitudinal e dos momentos de segunda ordem, para comparação com as medições
experimentais de Sjunnesson, Nelsson e Max (1991). Embora o emprego de modelos URANS
não seja, em princípio, adequado para a predição acurada de estatísticas turbulentas de
segunda ordem, a análise dos valores RMS foi realizada com o simples objetivo de comparar
o comportamento relativo dos três modelos avaliados. Uma vez que as três simulações
apresentaram oscilações fluidodinâmicas no regime transiente, os momentos de segunda
ordem servem como uma ferramenta útil para a compreensão das diferenças na resposta
dinâmica induzida por cada formulação.

A primeira avaliação foi feita com base nos valores capturados por sondas numéricas
alinhadas verticalmente, no plano central (z/h = 0, 05), em três estações a jusante do
prisma (x/h = 0, 375, x/h = 0, 95, x/h = 3, 75, ). Logo após, as grandezas são avaliadas
na linha de centro (y/h = 1, 5), também no plano central. Os perfis mostrados se referem
a uma média temporal das variáveis de interesse, ponderada pelo tempo de cada iteração,
em uma janela de cinco tempos de passagem (L/U0 = 5).

Ao analisar os campos de velocidade longitudinal média da Figura 18, vê-se que a
utilização dos três modelos resultou em uma boa concordância com os valores experimen-
tais na primeira estação, com desempenho ligeiramente superior do modelo EASM. Na
segunda estação, entretanto, a simulação com o EASM apresentou certa superestimação
da velocidade na região central, ao passo que a simulação com o k − ε resultou em uma
subestimação desta variável. Para o modelo EASM-MOD, o perfil nesta estação se mostrou
o mais coerente com o experimento.

Na terceira estação, o formato e a concavidade do perfil obtido experimentalmente foram
capturados apenas com a utilização do modelo k − ε, embora discrepâncias quantitativas
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ainda sejam visíveis. Em geral, percebeu-se que o EASM resultou em um transporte
excessivo da componente u ao longo da direção vertical, ao contrário do modelo k− ε, cuja
utilização resultou em um transporte subestimado. O modelo EASM-MOD apresentou
um comportamento intermediário em relação aos outros dois, seguindo a tendência já
observada nas simulações sobre o degrau.
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Figura 18 – Perfil médio para a componente longitudinal da velocidade 〈u/U0〉 em três
estações à jusante do prisma triangular (x/h = 0, 375, x/h = 1, 53, x/h =
3, 75), medido no plano z/h = 0, 05. Comparação entre os modelos k − ε,
EASM, EASM-MOD e o experimento material.

A Figura 19 mostra os perfis calculados de
√
〈u′u′〉/U0 a partir dos três modelos

URANS utilizados. Com o k − ε, verificam-se níveis significativamente reduzidos de urms,
indicando forte amortecimento das flutuações nas três estações. Ao utilizar o modelo
EASM, houve uma tendência à subestimação de urms na faixa −0, 5 < y/h < 0, 5 e à
superestimação no restante do domínio. Com o modelo EASM-MOD, as flutuações tiveram
intensidade intermediária em comparação aos outros dois modelos, com destaque para a
boa precisão obtida próximo às paredes nas duas primeiras estações.



Capítulo 6. Resultados 77

0.0 0.5
u′rms / U0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5
y/

h
x/h = 0.375

0.0 0.5
u′rms / U0

x/h = 1.53

0.0 0.5
u′rms / U0

x/h = 3.75
Experimental k- EASM EASM-MOD

Figura 19 – Perfil de RMS para a flutuação da componente longitudinal da velocidade
em três estações à jusante do prisma triangular (x/h = 0, 375, x/h =
1, 53, x/h = 3, 75), medido no plano z/h = 0, 05. Comparação entre os
modelos k − ε, EASM, EASM-MOD e o experimento material.

Os perfis calculados de
√

〈v′v′〉/U0 são vistos na Figura 20. Aqui, o principal destaque
é o desempenho admirável do EASM nas duas primeiras estações, que se segue por um
desempenho mediano no terceiro ponto de avaliação. Repetindo a tendência observada
para urms, os resultados de vrmscom a formulação k − ε indicaram baixa intensidade
das flutuações turbulentas, ao passo que o EASM-MOD resultou em um comportamento
intermediário.
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Figura 20 – Perfil de RMS para a flutuação da componente da velocidade normal às
paredes em três estações à jusante do prisma triangular (x/h = 0, 375, x/h =
1, 53, x/h = 3, 75), medido no plano z/h = 0, 05. Comparação entre os
modelos k − ε, EASM, EASM-MOD e o experimento material.

Com relação aos perfis de
√

〈u′v′〉/U0, mostrados na Figura 21, vê-se que os resultados
com o fechamento EASM tiveram precisão interessante na segunda e terceira estações,
o que se contrastam com as flutuações exageradas evidenciadas na primeira estação. O
comportamento do modelo k− ε foi o de amortecer excessivamente as flutuações em todas
as estações. O resultado com o EASM-MOD se assemelha ao k − ε na primeira estação, e
ao EASM na terceira.
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Figura 21 – Perfil da componente cruzada do tensor de Boussines-Reynolds 〈u′v′〉/U2
0

em três estações à jusante do prisma triangular (x/h = 0, 375, x/h =
1, 53, x/h = 3, 75), medido no plano z/h = 0, 05. Comparação entre os
modelos k − ε, EASM, EASM-MOD e o experimento material.

Analisando os resultados medidos ao longo da linha de centro, observa-se na Figura 22
que a reprodução quantitativa do campo de velocidade longitudinal não foi plenamente
alcançada por nenhum dos três modelos avaliados. No caso do EASM, verifica-se boa
concordância imediatamente a jusante do prisma; entretanto, o perfil apresentou velocidade
excessiva ao longo da maior parte do domínio. A simulação com o modelo k-ε, por sua
vez, resultou em valores sistematicamente reduzidos da velocidade na linha de centro para
quase todas as posições a partir de x/h = 1,5. O comportamento associado ao modelo
EASM-MOD, por situar-se entre os dois extremos observados, permitiu uma representação
mais coerente com os dados experimentais na faixa 1,5 < x/h < 3,0, passando a apresentar
tendência à sobrestimação nos pontos mais a jusante.
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Figura 22 – Perfil médio para a componente longitudinal da velocidade 〈u/U0〉 na linha
de centro do prisma triangular (y/h = 1, 5), medido no plano z/h = 0, 05.
Comparação entre os modelos k − ε, EASM, EASM-MOD e o experimento
material.

A Figura 23 mostra os valores calculados de
√
u2rms + v2rms/U0 ao longo da linha de

centro, para os três modelos avaliados. É possível notar que, em boa parte do domínio, a
utilização do EASM permitiu a captura da intensidade das flutuações de velocidade em
níveis próximos ao que se obtém experimentalmente. O modelagem com k − ε resultou
em baixa intensidade das flutuações calculadas em toda a linha de centro. Ao utilizar o
EASM-MOD, o nível das flutuações calculadas foi intermediário ao nível que se obteve
com os outros dois modelos, mas ainda subestimou as flutuações em todos os pontos.

Para finalizar a comparação entre os modelos URANS, apresentam-se na Figura 24 os
perfis médios e adimensionais de energia cinética turbulenta. Aqui, considerou-se tanto a
parcela calculada explicitamente, quanto a parcela transportada pela equação de balanço.
Verifica-se que os três modelos utilizados subestimaram o pico dessa variável que ocorre
nas proximidades de x/h = 1. Houve, porém, notória vantagem associada a utilização do
modelo EASM.
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Figura 23 – Perfil médio para o nível de flutuações da velocidade na linha de centro do
prisma triangular (y/h = 1, 5), medido no plano z/h = 0, 05. Comparação
entre os modelos k − ε, EASM, EASM-MOD e o experimento material.
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Figura 24 – Perfil médio para a energia cinética turbulenta na linha de centro do prisma
triangular (y/h = 1, 5), medido no plano z/h = 0, 05. Comparação entre os
modelos k − ε, EASM, EASM-MOD e o experimento material.
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6.3 Modelos LES no degrau descendente

6.3.1 Resultados topológicos

É possível visualizar na figura 25 os campos instantâneos da velocidade longitudinal
adimensional, avaliados no plano central (z/h = 3), para as simulações realizadas com os
modelos Smagorinsky e EASSM. É evidente a similaridade qualitativa entre os campos
obtidos a partir dos dois modelos LES. A maior parte das estruturas turbilhonares se
concentrou na metade inferior do domínio, em y/h < 3, conforme já era esperado. Desta
coordenada para cima, o que se percebe é a presença de flutuações de velocidade menos
intensas, provenientes da condição de contorno turbulenta, com ruído sintético.

(a) Smagorinsky

(b) EASSM

Figura 25 – Velocidade longitudinal obtida com diferentes modelos de turbulência: (a)
Smagorinsky, (b) EASSM

Na figura 26, são mostrados os campos instantâneos e normalizados do coeficiente de
viscosidade turbulenta para o modelo Smagorinsky e de viscosidade efetiva associada ao
termo linear para o modelo EASSM. Nota-se que, no modelo EASSM, os valores máximos
para a razão de viscosidades foram um pouco mais altos. Em geral, percebe-se certa
semelhança qualitativa entre ambos os campos obtidos. Vale ressaltar que os valores
de viscosidade turbulenta calculados ao utilizar o modelo de Smagorinsky podem variar
mediante o ajuste da constante Cs. No modelo EASSM, o cálculo do coeficiente de
viscosidade efetiva varia conforme o ajuste tanto de Cs quanto de c′3.

Para completar a análise qualitativa dos escoamentos, veem-se na Figura 27 as isossu-
perfícies do critério Q, na porção inicial do domínio, obtidas a partir dos dois modelos
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(a) Smagorinsky

(b) EASSM

Figura 26 – Campos do coeficiente de viscosidade turbulenta para o modelo Smagorisnky
e de viscosidade efetiva associada ao termo linear para o modelo EASSM,
normalizados pela viscosidade molecular, no plano z/h = 3.

LES. As superfícies foram coloridas pela velocidade longitudinal instantânea, sem adimen-
sionalização. O critério em questão é definido por:

Q =
1

2
(ΩijΩij − SijSij) , (6.1)

Valores positivos do critério Q indicam regiões onde os efeitos de rotação local dominam
sobre a deformação, sendo frequentemente associados à presença de estruturas turbilhonares
coerentes. O isovalor Q = 80 s−2 foi escolhido por resultar em uma boa visualização da
dinâmica do escoamento. Em linhas gerais, não se percebem diferenças qualitativas
relevantes ao comparar o critério Q calculado em ambas as simulações. Vale salientar
que, embora as estruturas evidenciadas nas imagens se concentrem na metade inferior do
domínio, existem estruturas turbilhonares sendo advectadas na porção superior, originadas
pelo ruído imposto na entrada, mas que apenas aparecem ao escolher diferentes isovalores
para o critério analisado.
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(a) Smagorinsky

(b) EASSM

Figura 27 – Iso-superfícies do critério Q coloridas pela velocidade instantânea u. Compa-
ração entre os modelos Smagorinsky e EASSM

6.3.2 Perfis de velocidade e componentes do tensor de Reynolds

Na Figura 28, são exibidos os perfis médios da componente longitudinal da velocidade,
medidos em quatro estações verticais, dispostas no plano central (z/h = 3, 0). Na primeira
estação, é possível perceber que a modelagem do fechamento da turbulência com o EASSM
resultou em uma melhor captura da bolha de recirculação secundária, que se evidencia
pelo sinal negativo da velocidade para y/h < 0, 4. Nas demais posições desta estação,
houve boa concordância de ambos os modelos com o experimento.
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Figura 28 – Perfil médio para a componente longitudinal da velocidade 〈u/U0〉 em três
estações à jusante do degrau (x/h = 4, x/h = 6, x/h = 10, x/h = 15),
medido no plano z/h = 3, 0. Comparação entre os modelos Smagorinsky,
EASM e o experimento material.
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Na segunda estação, os resultados com o modelo EASSM apresentaram velocidade
subestimada próximo à altura do degrau, ao passo que o comportamento associado ao mo-
delo Smagorinsky foi mais preciso. Na terceira estação, ambos os modelos proporcionaram
boa concordância com os valores experimentais. Por fim, na última estação, percebeu-se
certa superestimação da velocidade próximo a y/h = 0, 5.

O comprimento de recolamento, obtido por meio de sondas próximas à borda inferior,
foi de x/h = 5, 98 e x/h = 5, 95 para as simulações com Smagorinsky e EASSM, respecti-
vamente. Comparando com o valor experimental, de x/h = 6, 0± 0, 15, nota-se que ambos
os resultados de simulação foram bastante coerentes.

Os perfis médios da componente 〈u′u′〉/U2
0 do tensor de Boussinesq-Reynolds são

mostrados na Figura 29. Nota-se que as simulações com o EASSM resultaram em
flutuações excessivas associadas à primeira componente do tensor nas sondas posicionadas
em x/h = 4 e x/h = 6. Na terceira estação (x/h = 10), o comportamento de ambos os
modelos analisados foi semelhante, com tendencia à sobrestimação. Nas sondas posicionadas
em x/h = 15, os valores calculados através dos dois modelos se aproximaram daqueles
fornecidos pelos experimentalistas.
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Figura 29 – Perfil médio da componente 〈u′u′〉/U2
0 do tensor de Boussinesq-Reynolds em

três estações à jusante do degrau (x/h = 4, x/h = 6, x/h = 10, x/h = 15),
medido no plano z/h = 3, 0. Comparação entre os modelos Smagorinsky,
EASM e o experimento material.

Veem-se na Figura 30 os perfis médios da componente 〈v′v′〉/U2
0 do tensor de Boussinesq-

Reynolds. Observa-se que ambos os modelos forneceram bons resultados na primeira
estação. Na segunda estação, entretanto, a aplicação do modelo EASSM resultou na so-
brestimação da componente analisada. Nas duas estações mais a jusante, o comportamento
dos dois modelos foi bastante próximo, com tendência geral à sobrestimação de 〈v′v′〉/U2

0

em relação aos dados experimentais.
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Com relação à componente 〈u′v′〉/U2
0 do tensor de Boussinesq-Reynolds, os perfis

médios são exibidos na Figura 31. Verifica-se que, em todas as estações, as simulações
resultaram em amplitudes de flutuações superiores àquelas medidas experimentalmente.
Os resultados obtidos com o modelo de Smagorinsky se mostraram superiores àqueles
obtidos com o EASSM nas estações posicionadas em x/h = 4 e x/h = 6.

0.00 0.01 0.02
v′v′ /U2

0

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

y/
h

x/h = 4

0.00 0.01 0.02
v′v′ /U2

0

x/h = 6

0.00 0.01 0.02
v′v′ /U2

0

x/h = 10

0.00 0.01 0.02
v′v′ /U2

0

x/h = 15
Experimental Smagorinsky EASSM

Figura 30 – Perfil médio da componente 〈v′v′〉/U2
0 do tensor de Boussinesq-Reynolds em

três estações à jusante do degrau (x/h = 4, x/h = 6, x/h = 10, x/h = 15),
medido no plano z/h = 3, 0. Comparação entre os modelos Smagorinsky,
EASM e o experimento material.
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Figura 31 – Perfil médio da componente 〈u′v′〉/U2
0 do tensor de Boussinesq-Reynolds em

três estações à jusante do degrau (x/h = 4, x/h = 6, x/h = 10, x/h = 15),
medido no plano z/h = 3, 0. Comparação entre os modelos Smagorinsky,
EASM e o experimento material.
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6.4 Modelos LES no prisma triangular

6.4.1 Resultados topológicos

Os campos instantâneos da velocidade longitudinal adimensional são exibidos na Figura
32, avaliados no plano central (z/h = 1), para as simulações realizadas com os modelos
Smagorinsky e EASSM. Nota-se um comportamento qualitativo bastante similar para
ambos os modelos. Mesmo sem utilizar qualquer ruído sintético na entrada, percebe-se que
o escoamento tornou-se plenamente turbulento após uma distância relativamente pequena
após o prisma.

(a) Smagorinsky

(b) EASSM

Figura 32 – Velocidade longitudinal obtida com diferentes modelos de turbulência: (a)
Smagorinsky, (b) EASSM
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(a) Smagorinsky

(b) EASSM

Figura 33 – Campos do coeficiente de viscosidade turbulenta para o modelo Smagorisnky
e de viscosidade efetiva associada ao termo linear para o modelo EASSM,
normalizados pela viscosidade molecular, no plano z/h = 1.

Ao comparar os campos da razão de viscosidades, presentes na figura 33, percebe-se
a mesma tendência observada no escoamento sobre o degrau. A utilização do modelo
EASSM resultou em valores máximos desta variável um pouco maiores, mas com um
comportamento qualitativo bastante semelhante àquele obtido com o modelo Smagorinsky.

Isossuperfícies do critério Q = 1× 106 s−2 são mostradas na Figura 34, coloridas pela
velocidade longitudinal, sem adimensionalização. Nesta geometria, uma vista inclinada e em
perspectiva se mostrou mais apropriada para a boa visualização das dinâmica do escoamento.
Nota-se a semelhança entre os resultados de ambas as simulações, com destaque para as
formações fluidodinâmicas associadas a instabilidades do tipo Kelvin–Helmholtz, logo após
o prisma. Mais adiante, destaca-se a presença de filamentos alongados e distribuídos em
múltiplas direções, indicando que o escoamento atinge rapidamente um regime turbulento
espacialmente desenvolvido após a separação induzida pelo corpo prismático.
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(a) Smagorinsky

(b) EASSM

Figura 34 – Iso-superfícies do critério Q coloridas pela velocidade instantânea u. Compa-
ração entre os modelos Smagorinsky e EASSM.

6.4.2 Perfis de velocidade e momentos de segunda ordem

Nas seis figuras a seguir, apresentam-se os valores adimensionais médios de velocidade
longitudinal e dos momentos de segunda ordem, assim como foi feito para os modelos
da classe URANS. A posição longitudinal das sondas foi a mesma, porém agora o plano
central se localiza na posição (z/h = 1, 0). Os perfis mostrados continuam se referindo a
uma média temporal das variáveis de interesse, ponderada pelo tempo de cada iteração,
em uma janela de cinco tempos de passagem (L/U0 = 5).
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Ao analisar os campos de velocidade longitudinal média da Figura 35, vê-se que os
resultados obtidos a partir dos dois modelos foram muito próximos, sem qualquer vantagem
significativa de um em relação ao outro. Na primeira estação, houve ligeira discordância
com relação aos valores experimentais nas proximidades de y/h = ±0, 5. Tal fato pode
estar associado a um certo atraso na formação de estruturas turbilhonares próximo às duas
arestas traseiras do prisma. Esta hipótese será discutida com maior detalhe durante a
análise dos momentos de segunda ordem. Já na segunda e na terceira estações, a utilização
de ambos os modelos resultou em concordância satisfatória com os dados experimentais.
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Figura 35 – Perfil médio para a componente longitudinal da velocidade 〈u/U0〉 em três
estações à jusante do prisma triangular (x/h = 0, 375, x/h = 1, 53, x/h =
3, 75), medido no plano z/h = 1, 0. Comparação entre os modelos Smagorinsky,
EASSM e o experimento material.

A Figura 36 mostra os perfis calculados de
√
〈u′u′〉/U0 a partir dos modelos EASSM e

Smagorinsky. Os resultados das simulações com ambos os modelos foram muito próximos,
com destaque para a precisão interessante na segunda e na terceira estações. Na estação
mais próxima ao prisma, entretanto, as flutuações da velocidade longitudinal foram
subestimadas, corroborando a ideia de que a formação da turbulência foi ligeiramente
atrasada.
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Figura 36 – Perfil de RMS para a flutuação da componente longitudinal da velocidade
em três estações à jusante do prisma triangular (x/h = 0, 375, x/h =
1, 53, x/h = 3, 75), medido no plano z/h = 1, 0. Comparação entre os
modelos Smagorinsky, EASSM e o experimento material.

A tendência observada para os perfis de
√

〈u′u′〉/U0 também foi observada para aos
perfis de

√
〈v′v′〉/U0 e

√
〈u′v′〉/U0, conforme mostra a Figura 37 e a Figura 38. Os

momentos de segunda ordem foram bem calculados com ambos os modelos de fechamento
na segunda e na terceira estações. Porém, na primeira estação, as flutuações obtidas foram
menores do que aquelas obtidas no experimento material. Ao utilizar o modelo EASM,
houve ligeira vantagem sobre o modelo Smagorinsky no cálculo dos momentos de segunda
ordem avaliados na segunda estação.

Analisando os resultados para a velocidade longitudinal média medidos ao longo da
linha de centro, observa-se na Figura 39 que houve certa superestimação do perfil de
velocidade para x/h < 1. A partir deste ponto, a velocidade passou a ser ligeiramente su-
bestimada. Em geral, o comportamento associado a ambos os modelos foi bem semelhante,
apresentando boa concordância com os valores experimentais.

A Figura 40 mostra os valores calculados de
√
u2rms + v2rms/U0 ao longo da linha de

centro, para os dois modelos avaliados. Novamente, o comportamento associado aos
modelos EASSM e Smagorinsky foi bastante similar. AS flutuações foram subestimadas
em x/h < 2, ao passo que houve boa concordância com as medições experimentais a partir
deste ponto.
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Figura 37 – Perfil de RMS para a flutuação da componente da velocidade normal às
paredes em três estações à jusante do prisma triangular (x/h = 0, 375, x/h =
1, 53, x/h = 3, 75), medido no plano z/h = 1, 0. Comparação entre os modelos
Smagorinsky, EASSM e o experimento material.
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Figura 38 – Perfil da componente cruzada do tensor de Boussines-Reynolds 〈u′v′〉/U2
0

em três estações à jusante do prisma triangular (x/h = 0, 375, x/h =
1, 53, x/h = 3, 75), medido no plano z/h = 1, 0. Comparação entre os
modelos Smagorinsky, EASSM e o experimento material.



Capítulo 6. Resultados 94

0 2 4 6 8 10
x/h

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

u
/U

0

Experimental
Smagorinsky
EASSM

Figura 39 – Perfil médio para a componente longitudinal da velocidade 〈u/U0〉 na linha
de centro do prisma triangular (y/h = 1, 5), medido no plano z/h = 1, 0.
Comparação entre os modelos Smagorinsky, EASSM e o experimento material.
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Figura 40 – Perfil médio para o nível de flutuações da velocidade na linha de centro do
prisma triangular (y/h = 1, 5), medido no plano z/h = 1, 0. Comparação
entre os modelos Smagorinsky, EASSM e o experimento material.
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Após a análise dos momentos de segunda ordem, muitos elementos corroboram a ideia
de que a discrepância percebida no perfil de velocidade na primeira seção da Figura 35 foi
provocada, principalmente, pela subestimação das flutuações de velocidade na vizinhança
imediata do prisma. Provavelmente, a utilização de uma malha mais fina próximo à aresta
traseira do corpo teria contribuído para o rápido surgimento de estruturas turbilhonares,
que contribuiriam para o transporte da componente longitudinal da velocidade ao longo
da direção vertical. Como exemplo comparativo, cita-se o trabalho de Wu et al. (2017),
que utilizou células computacionais muito finas próximo às duas arestas onde ocorre o
descolamento, e obteve resultados bastante precisos para os momentos de primeira e
segunda ordem.

6.5 Modelos LES no ciclone de bancada

6.5.1 Resultados topológicos

Os campos instantâneos da componente tangencial da velocidade adimensional no
interior do ciclone são exibidos na Figura 41, obtidos a partir das simulações com os
modelos Smagorinsky e EASSM.

Figura 41 – Campos da componente tangencial da velocidade instantânea v/V0, no plano
médio y/R = 1, 24, para os modelos Smagorinsky (à esquerda) e EASSM (à
direita).
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Figura 42 – Campos instantâneos, no plano médio y/R = 1, 24, de (νt + ν)/ν para o
modelo Smagorinsky (à esquerda) e de (νefft + ν)/ν para o modelo EASSM
(à direita).

O campo de velocidade tangencial apresenta valores positivos e negativos em lados
opostos do domínio, conforme evidenciado pelas regiões em vermelho e azul no mapa
de cores, refletindo a inversão do sentido de rotação do escoamento. Observa-se ainda
a presença de uma região aproximadamente branca ao longo do eixo axial do ciclone,
na qual a velocidade tangencial é próxima de zero. Essa região caracteriza o núcleo da
estrutura turbilhonar central, frequentemente referida na literatura em inglês como inner
vortex core. Observam-se também flutuações locais de velocidade ao longo de toda a
extensão do domínio, indicando que o escoamento se encontra em regime de turbulência
bem desenvolvida. O comportamento qualitativo associado aos dois modelos de fechamento
foi bastante semelhante, sem diferenças significativas perceptíveis.

Na Figura 42, veem-se os campos instantâneos de (νt+ν)/ν para o modelo Smagorinsky
e de (νefft + ν)/ν para o modelo EASSM. Nas imagens, torna-se evidente o alto grau
de turbilhonamento do escoamento. De modo geral, os valores máximos da viscosidade
associada ao termo linear do modelo EASSM foram maiores do que os valores máximos da
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viscosidade turbulenta do modelo Smagorinsky. Qualitativamente, o comportamento dos
dois modelos apresentou bastante similaridade.

As iso-superfícies do critério Q = 1× 103 s−2,obtidas a partir das simulações com os
dois modelos LES, podem ser observadas na Figura 43. Foi atribuída a coloração referente
à velocidade vertical, sem adimensionalização. Para fins de qualidade visual, apenas foram
mostradas as superfícies que se encontram abaixo do duto de saída, e que estejam afastadas
da borda lateral por pelo menos 0,005 m. Ressalta-se a presença de uma grande estrutura
rotacional na parte central, que se estende desde a base até o duto de saída do ciclone.
Também é possível notar a presença de estruturas mais finas, com movimento helicoidal,
que são advectadas pela velocidade tangencial ao mesmo tempo em que giram em torno do
próprio eixo. Não se identificam diferenças qualitativas significativas entre os resultados
obtidos pela utilização dos dois modelos.

(a) Smagorinsky (b) EASSM

Figura 43 – Iso-superfícies do critério Q coloridas pela velocidade vertical (w) instantânea.
Comparação entre os modelos Smagorinsky (à esquerda) e EASSM (à direita).

6.5.2 Perfis da componente tangencial da velocidade

É possível observar que os perfis obtidos a partir de ambos os modelos foram bastante
similares, capturando o formato qualitativo dos perfis experimentais. Entretanto, houve
uma forte tendência de desaceleração do fluido próximo ao centro, de modo que os
perfis calculados apresentaram velocidade subestimada em x/R < 0, 2. Nas regiões com
x/R > 0, 2, observou-se a tendência de sobrestimação da velocidade longitudinal. Uma
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vez que os perfis resultantes das simulações com os dois modelos foram praticamente
coincidentes na maior parte do domínio de cálculo, não foi possível perceber vantagem
significativa de uma abordagem sobre a outra.

Em se tratando de uma simulação do tipo LES, seria esperado um nível de concordância
mais elevado nos perfis de velocidade média. Os resultados obtidos indicam, contudo, que
ainda há margem para aprimoramento, sugerindo a necessidade de investigações adicionais.

As limitações observadas podem estar associadas a múltiplos fatores. Não se pode
descartar a influência da resolução de malha, em particular os erros de comutação entre
níveis de refinamento, bem como possíveis efeitos introduzidos pela metodologia de fronteira
imersa com MDF. Entretanto, no estágio atual do estudo, não é possível estabelecer de
forma inequívoca a contribuição relativa de cada um desses fatores.

Ressalta-se ainda que as simulações do escoamento no interior do ciclone apresentam
elevado custo computacional, o que impôs restrições ao tempo físico total simulado. Por
essa razão, os resultados aqui apresentados correspondem a uma janela temporal limitada,
da ordem de 60D/V0, a qual se mostrou insuficiente para garantir a convergência estatística
de grandezas de ordem superior.

Em particular, a análise dos momentos de segunda ordem, incluindo os valores RMS
das flutuações de velocidade, não é apresentada neste trabalho, uma vez que as estatísticas
correspondentes não atingiram convergência satisfatória no intervalo temporal considerado,
o que poderia comprometer a interpretação física dos resultados.
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Figura 44 – Perfil médio para a componente tangencial da velocidade 〈v/V0〉 em qua-
tro estações acima da base do ciclone (z/R = 0, 89; z/R = 1, 39; z/R =
1, 89; z/R = 2, 39), medido no plano médio y/R = 1, 24. Comparação entre
os modelos Smagorinsky, EASSM e o experimento material.
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7 Conclusões e Perspectivas

Os modelos de fechamento para a turbulência EASM, de Wallin e Johansson (2000), e
EASSM, de Marstorp et al. (2009), foram implementados no ambiente do código MFSim,
desenvolvido no Laboratório de Mecânica dos Fluidos (MFlab) da Universidade Federal
de Uberlândia. Após a implementação, os modelos foram testados em simulações de
escoamentos turbulentos conhecidos na literatura científica da área. Os resultados obtidos
foram comparados com os valores medidos em experimentos materiais. Além disso,
resultados de simulações com o modelo LES de Smagorinsky (1963) e com o modelo k − ε

de Jones e Launder (1972) também foram usados para balisar a avaliação dos modelos
EASSM e EASM, respectivamente.

Inicialmente, o modelo EASM foi utilizado para simular o escoamento sobre um degrau
descendente a Reynolds 5000, caso avaliado experimentalmente por Jovic e Driver (1994).
Os resultados mostraram que a utilização do modelo proporcionou boa captura do com-
portamento qualitativo do campo de velocidades. Entretanto, algumas discrepâncias nos
perfis de velocidade longitudinal foram observadas, principalmente nos valores calculados
nas posições x/h = 6 e x/h = 10 a jusante do degrau. Os dados adquiridos nas sondas
dessas duas regiões evidenciaram considerável subestimação da velocidade próximo à
metade da altura do degrau quando o EASM foi aplicado. Embora a simulação com o
modelo k − ε também tenha apresentado tendência semelhante, a magnitude do erro foi
significativamente menor.

A análise do campo do coeficiente de viscosidade efetiva associado ao termo linear
do EASM indicou valores reduzidos em uma ampla faixa da região cisalhante, quando
comparado ao campo do coeficiente de viscosidade turbulenta do modelo k− ε. Como, em
simulações URANS desse tipo de escoamento, o transporte de quantidade de movimento
linear após o recolamento é predominantemente governado pelo termo de difusão turbulenta,
levanta-se a hipótese de que a baixa viscosidade efetiva tenha sido o principal fator
responsável pelas discrepâncias observadas.

Com base nesse diagnóstico, foi avaliada, de forma exploratória e pragmática, um
amortecimento na variação do coeficiente Cµ do EASM. Foi proposta então uma inter-
polação linear entre o valor calculado pelo modelo e o valor constante do k − ε, que é
Cµ = 0,09. Essa modificação apenas foi aplicada em regiões de Y+ maiores que 200, de
modo a não prejudicar o comportamento assintótico do coeficiente Cµ na vizinhança das
paredes. Essa estratégia mostrou-se eficaz na mitigação das discrepâncias observadas no
escoamento sobre o degrau.

O segundo caso para validação das implementações foi a geometria dos experimentos de
Sjunnesson, Nelsson e Max (1991), em que o ar escoa sobre um prisma triangular. A análise
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qualitativa dos campos revelou que as simulações com o modelo EASM reproduziram a
natureza fortemente transiente do escoamento, com geração de flutuações significativas
associadas à separação e ao desprendimento de estruturas coerentes. Essa característica
refletiu-se nos momentos de segunda ordem, para os quais o emprego do EASM resultou
em boa concordância em algumas regiões do domínio. Em contraste, as simulações com o
modelo k − ε exibiram um comportamento excessivamente amortecido, com subestimação
sistemática das flutuações turbulentas em todos os pontos de aquisição de dados, indicando
dificuldade intrínseca do modelo em representar a dinâmica do escoamento com a malha
utilizada.

Os resultados obtidos com o modelo EASM modificado, sobre o prisma, situaram-se de
forma intermediária entre aqueles fornecidos pelo EASM tradicional e pelo modelo k − ε,
tanto nos perfis de velocidade longitudinal quanto nos perfis dos momentos de segunda
ordem.

Com relação à validação do modelo algébrico e explícito submalha, as simulações sobre o
degrau resultaram em perfis da componente longitudinal da velocidade em boa concordância
com o experimento material, na maior parte do domínio. Algumas discrepâncias foram
percebidas, principalmente na avaliação das sondas localizadas próximo ao ponto de
recolamento. De modo geral, os perfis de velocidade obtidos com ambos os modelos LES
apresentaram comportamento bastante semelhante. No que se refere aos momentos de
segunda ordem, observou-se uma tendência de sobrestimação das flutuações turbulentas
em ambos os modelos, o que pode estar associado à resolução de malha adotada ou
a imprecisões na imposição do ruído sintético nas condições de contorno. Em termos
comparativos, as simulações com o modelo de Smagorinsky apresentaram, de maneira
geral, maior precisão na previsão dos momentos de segunda ordem.

No escoamento sobre o prisma triangular, os resultados com o modelo EASSM
mostraram-se promissores. Os perfis de velocidade e de momentos de segunda ordem, se
aproximaram de forma coerente dos perfis medidos experimentalmente, na maior parte
do domínio. Houve, em geral, muita similaridade entre os perfis obtidos com o EASSM e
com o modelo de Smagorinsky. Em alguns poucos pontos, percebeu-se ligeira vantagem
do modelo recém implementado, sem que, no entanto, se configure uma superioridade
sistemática.

Um ponto que ainda carece de melhor modelagem no futuro é a região imediatamente
a jusante do prisma, em que as flutuações foram subestimadas por ambos os modelos. Por
conseguinte, o perfil de velocidade longitudinal se afastou do perfil experimental próximo
às arestas traseiras da geometria. Esse comportamento está provavelmente associado à
resolução espacial insuficiente nessa região, indicando que o refinamento local da malha
constitui um caminho natural para a melhoria dos resultados.

Por fim, foram conduzidas simulações preliminares do escoamento no interior de um
ciclone de bancada, com o objetivo de avaliar o desempenho do modelo EASSM em uma
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geometria de maior complexidade e forte anisotropia do escoamento. Embora os resultados
obtidos não tenham atingido convergência estatística adequada para os momentos de
segunda ordem, os campos médios e os perfis da componente tangencial da velocidade
indicam comportamento coerente do modelo implementado. Os perfis obtidos com os
modelos EASSM e Smagorinsky foram bastante semelhantes, com tendencia à subestimação
da velocidade tangencial próximo ao centro do ciclone.

Por se tratar de um estudo ainda em andamento, não é possível, neste estágio, identificar
com precisão as causas das discrepâncias observadas no escoamento do ciclone de bancada.
No entanto, acredita-se que tais desvios possam estar associados, em parte, à presença de
erro de comutação decorrente da variação espacial da resolução da malha, em especial na
transição entre diferentes níveis de refinamento.

Em síntese, os resultados obtidos ao longo deste trabalho indicam que tanto o modelo
de EASM quanto o modelo EASSM foram implementados de maneira consistente e
apresentaram desempenho satisfatório na reprodução das principais características dos
escoamentos analisados. Ambos os modelos mostraram-se robustos e capazes de fornecer
previsões fisicamente coerentes em diferentes configurações geométricas, mesmo em malhas
de resolução moderada. Nesse sentido, os resultados reforçam o potencial de utilização
dos modelos algébricos explícitos no ambiente do código MFSim.

Como perspectivas de trabalhos futuros, recomenda-se a aplicação dos modelos imple-
mentados em outras configurações de escoamento, incluindo geometrias tridimensionais
mais complexas e regimes com maior grau de anisotropia e separação. Sugere-se também
a investigação sistemática do efeito da resolução de malha, que se mostra particularmente
relevante para a convergência estatística dos momentos de ordem superior. Além disso, a
implementação e comparação com outras formulações EASM constitui um caminho natural
para aprofundar a análise do desempenho de modelos que não dependem diretamente da
viscosidade turbulenta.
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