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Resumo

Neste trabalho, investigamos o fenémeno do efeito bumerangue quantico, onde um pacote de
ondas lan¢ado com um momento inicial diferente de zero em um meio com desordem retorna
lentamente a sua origem apo6s avancar inicialmente. Revisamos a literatura existente sobre
o bumerangue quantico e suas manifestagoes em diferentes sistemas fisicos, destacando que
sua origem ainda nao estd completamente esclarecida. Além disso, exploramos o impacto
da introducao de um campo elétrico constante no sistema, revelando uma nova dinamica: a
divisao do pacote de ondas em duas partes distintas, uma seguindo um movimento classico
e outra permanecendo proxima a origem. Analisamos como diferentes niveis de desordem
e energia inicial influenciam essa divisao, relacionando-a com a dinamica de espalhamento
no espago de momento. Discutimos também perspectivas futuras para uma compreensao
mais profunda do fendmeno, incluindo a aplicagdo de modelos como o “elephant walk” e o
uso de técnicas computacionais avangadas, como redes neurais, para identificar as equagoes
que governam o sistema. Ademais, exploramos a possibilidade de estender nosso estudo
para sistemas bidimensionais, considerando a presenca do acoplamento spin-orbita de
Rashba. Estes esforcos tém como objetivo esclarecer a origem e os mecanismos subjacentes
do bumerangue quantico, abrindo caminho para novas descobertas e aplica¢oes em fisica

da matéria condensada e sistemas quanticos complexos.

Palavras-chave: Localizacdo de Anderson, bumerangue quantico, campo elétrico, Fisica

da matéria condensada.






Abstract

In this work, we investigate the phenomenon known as quantum boomerang effect, where
a wave packet launched with a nonzero initial momentum in a medium with disorder
returns slowly to its origin after initially advancing. We review the existing literature on
quantum boomerang and its manifestations in different physical systems, highlighting that
its origin is not yet fully understood. Additionally, we explore the impact of introducing a
constant electric field into the system, revealing a new dynamics: the division of the wave
packet into two distinct parts, one following a classical motion and the other remaining
close to the origin. We analyze how different levels of disorder and initial energy influence
this division, relating it to the scattering dynamics in momentum space. We also discuss
future prospects for a deeper understanding of the phenomenon, including the application
of models such as the “elephant walk” and the use of advanced computational techniques,
such as neural networks, to identify the equations governing the system. Furthermore, we
explore the possibility of extending our study to two-dimensional systems, considering
the presence of Rashba spin-orbit coupling. These efforts aim to clarify the origin and
underlying mechanisms of the quantum boomerang, paving the way for new discoveries

and applications in condensed matter physics and complex quantum systems.

Keywords: Anderson localization, quantum boomerang, electric field, Condensed Matter

Physics.
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1 Introducao

No contexto da fisica da matéria condensada, o modelo de Drude foi amplamente
utilizado antes do advento da mecanica quantica para explicar a condutividade elétrica
em materiais. Esse modelo descrevia um caminho médio no qual particulas (elétrons)
se moviam em um meio na presenga de ions, resultando em espalhamento dos elétrons.
O caminho médio [ representava a distancia média entre colisdes dessas particulas. No
entanto, com o desenvolvimento da mecéanica quéntica, os elétrons passaram a ser descritos
nao mais como particulas classicas, mas sim como ondas. Isso expos falhas no modelo de
Drude, que nao conseguia explicar certos experimentos e fenémenos observados na época.
Apesar disso, o modelo de Drude ainda podia ser aplicado, especialmente em sistemas com
muitas impurezas, cuja presenca resultaria em mais espalhamentos, um caminho médio

livre menor e, consequentemente, uma menor condutancia.

Sistemas com impurezas ja vinham sendo estudados ha muitos anos em diversas
areas diferentes ja, que podem ser causados por varios fatores, sejam eles externos ou
intrinsecos aos sistemas. Em meios com desordem, contrariando as expectativas do modelo
de Drude, observou-se que, para certos graus de desordem, os elétrons tendiam a ficar
confinados em regioes do espago, resultando em um fenémeno conhecido como localizagao de
Anderson, que foi estudado pela primeira vez por P. W. Anderson em 1958 (ANDERSON,
1958). A localizagao de Anderson é caracterizada pela nao difusdo em meios desordenados,

marcando uma transi¢do de comportamento de metal para isolante em tais meios.

Mais especificamente a LA pode ser descrita como um fenémeno ondulatorio
de localizagao, no qual as ondas ficam restritas em uma regiao do espaco por meio
da interferéncia causada por multiplos espalhamentos devido a desordem do meio. Este
fenémeno foi observado experimentalmente em varios sistemas, por exemplo luz (WIERSMA
et al., 1997), ondas acusticas (WEAVER, 1990), condensados de Bose-Einstein (BILLY et

al., 2008), entre outros.

1.1 Bumerangue quantico.

Um caso em especial de localizagdo de Anderson recentemente descoberto foi
o bumerangue quantico (PRAT; DELANDE; CHERRORET, 2019). Em um sistema
unidimensional um elétron representado por funcao gaussiana é balisticamente disparado
com momento inicial diferente de zero, o sistema apresenta desordem em forma de um
potencial aleatério, isto ¢, em cada ponto do espaco existe um valor aleatério de potencial

(limitado dentro de um intervalo de valores dado por uma distribuigdo normal).
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Num primeiro olhar, esperariamos que o pacote de onda se movesse para frente
e, eventualmente, parasse, seguindo uma trajetoria balistica similar a de um objeto
em movimento num meio com atrito. No entanto, os resultados numéricos revelaram
um comportamento surpreendente: por um breve periodo, o pacote de ondas avanca
balisticamente conforme esperado, entretanto, apds um certo tempo, ele atinge um valor
maximo e inicia um lento retorno a sua posicao inicial, configurando o fendmeno do

bumerangue quantico (BQ).

Como se trata de um sistema com desordens aleatorias, os resultados observados

sao médias de diversas simulacoes, com novos sorteios do potencial.
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Figura 1 — Média da posicao esperada do pacote de onda como funcao do tempo, com-
parando os resultados numéricos (curva azul) com o esperado de um regime

classico (curva tracejada). Extraido de (PRAT; DELANDE; CHERRORET,
2019).

Desde que foi descoberto, o bumerangue quantico (BQ) tem sido objeto de extensas
pesquisas e foi observado em sistemas diferentes do modelo originalmente proposto (TESSI-
ERI et al., 2021), incluindo um sistema tight-binding com potenciais pseudo-aleatérios. Este
ultimo ¢é particularmente interessante, pois tem aplicagoes diretas no estudo de materiais
que apresentam desordem na forma de defeitos em sua estrutura, como sélidos amorfos ou
semicondutores dopados. Outro cenario estudado é o do rotor chutado, onde um sistema
com potenciais peridédicos é submetido a pulsos também peridédicos, destacando-se pela

sua relevancia no estudo do caos em materiais.

Além dos sistemas mencionados, o BQ também foi observado de maneira parcial e
total em sistemas de corpos fracamente interagentes (JANAREK et al., 2020). E nessa

linha, também foram feitas observagoes em sistemas de muitos corpos de bdosons fracamente
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e fortemente interagentes (JANAREK; ZAKRZEWSKI; DELANDE, 2023). Nao muito
tempo apos sua descoberta, o BQ foi observado experimentalmente em um condensado de
Bose-Einstein (SAJJAD et al., 2022) em um sistema de rotor chutado.

Essas observagoes demonstram que, apesar de ser um fendmeno recentemente
descoberto, o BQ é notavelmente robusto em sua presenca em uma variedade de sistemas
fisicos distintos. Além de observagoes, também foram propostas condigoes para que o
bumerangue acontecesse, numa tentativa de explicar o fenémeno. Originalmente foram
usados argumentos de simetria de reversao temporal para explicar o efeito bumerangue,
mas logo depois (JANAREK et al., 2022), em um sistema unidimensional com uma
particula com acoplamento spin-orbita, foi provado que essa dependéncia nao é necessaria

para que o BQ aconteca.

Além de nao ser necessaria a presenca de simetria de reversao temporal, também
foi demonstrado que o B(Q) é presente em sistemas com hamiltonianos nao hermitianos
(NORONHA; LOURENCO; MACRI, 2022). Recentemente, em um artigo (NORONHA;
MACRI, 2022), foram propostas condigdes para o BQ ocorrer: o hamiltoniano deve
apresentar localizacdo de Anderson, o conjunto dos hamiltonianos com desordem sorteada
deve ser invariante por simetria de reflexao e translagao, e o estado inicial deve ser auto-
estado dessas simetrias tal que RT|¥q) = £|¥y), onde RT sao os operadores reflexao e

translacao respectivamente .

1.2 Objetivo da pesquisa

Apesar do grande interesse de se estudar diferentes sistemas que apresentam o
efeito bumerangue e em quais condi¢oes o fend6meno aparece nesses sistemas, ainda nao
h& um modelo matematico definitivo que explique como o bumerangue se dé, e por quais
motivos ele acontece. Uma das motivagoes dessa pesquisa ¢ entender de maneira mais
minuciosa como o BQ acontece e buscar maneiras que possam explica-lo de maneira mais

geral, bem como apontar onde solu¢des anteriormente sugeridas sao incompletas.

1.2.1 Bumerangue quantico com a presenca de campo elétrico

Um caso que também pretendemos abordar nessa pesquisa é o que acontece na
dindmica do BQ quando adicionamos um campo elétrico constante, onde a ideia é entender
como a adicao do campo em um sistema unidimensional com desordem se comporta. Este
caso nao foi estudado a rigor anteriormente, mas entender como o caso mais simples num
sistema 1D pode nos dar uma base para aplicarmos em sistemas de dimensoes maiores e
mais complexos, como um caso de duas dimensoes com acoplamento spin-6rbita e campo

elétrico.
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2 Metodologia

Neste capitulo, descreveremos a metodologia utilizada para realizar as simulagoes
da pesquisa, bem como explicar a obten¢ao de dados e detalhes do sistema. Antes de nos
aprofundarmos nos detalhes, é importante compreender que, para realizar as simulagoes,
dada um Hamiltoniano H, uma fungao de onda inicial ¥ e um sistema unidimensional de-
finido em [—L/2, L /2], precisamos evoluir temporalmente esse sistema. Para isso, primeiro
escolheremos um método de evolugao temporal que seja preciso e computacionalmente

eficiente.

2.1 Meétodo de Chebyshev para evolucdo temporal

Na mecanica quantica a evolugao temporal de um sistema é governada pela equacao

de Schrodinger,
L d A
zhﬁ W (t)) =H|¥(t)). (2.1)

Se o hamiltoniano nao depende do tempo podemos escrever a solucao para essa
equacao como
(W (t)) = e 1M |w(0)) . (2.2)

Existem varias formas de expandir o termo exponencial, como utilizando uma série
de Taylor, no entanto, foi demonstrado que o método de Chebyshev é o mais eficiente em
termos de precisao computacional (FEHSKE et al., 2009). Portanto, iremos demonstrar o

esquema de Chebyshev para evolugao temporal.

2.1.1 Os polinbmios de Chebyshev

Os polinémios de Chebyshev estao relacionados com as fungoes seno e cosseno e
podem ser separados em polindmios de primeira e segunda ordem, que podem ser escritos

de forma mais compacta em notagao trigonométrica como:

1% ordem: T, (cos(6)) = cos(nd),
sin((n + 1)6) (2.3)

2" ordem:  Uy(cos(f)) = —_ts

Por exemplo, podemos usar essa formula para encontrar 75

Ty cos(0) = cos(26) = cos*(0) — 1 = 2% — 1. (2.4)
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Para o nosso caso em particular, somente os polindomios de primeira ordem serao

utilizados, por isso focaremos em demonstrar as propriedades a seguir somente com eles.

Relacdo de recorréncia

Usando a equacao 2.4 para escrever o polinomio podemos achar uma relacao de

recorréncia para os polinomios de primeira e segunda ordem

Raizes

Para acharmos as raizes dos polinébmios queremos um z, que satisfaca
T (zx) = Up(xy) = 0.
Com isso podemos substituir z; = cos(fy) em (2.3) tal que
T, (cos(0y)) = cos(nby) = 0. (2.6)
E entao temos que achar 0, que satisfaca a equacao anterior

gk — (2]{24;11)71'.

Enfim podemos achar as raizes substituindo z; = cos(fy) por 6i nos polindémios, obtendo

<7r(k'+1/2)>

T = COS para k=0,1,2,....n

E importante perceber que essas raizes estdo contidas em um intervalo [-1,1].

Ortogonalidade

Um conjunto de polinémios de Chebyshev forma uma base ortonormal. Portanto, se
tivermos uma fungdo contida no intervalo onde a ortogonalidade é vélida ([-1,1]), podemos
expressar essa funcao de forma conveniente utilizando esses polindémios. Para os polindomios

de Chebyshev de primeira ordem, a ortogonalidade é expressa por

0 para m # n,
U T (2) T ()

———dr = =—n= 2.7
1 /1 — 12 v T para m n 07 ( )
7/2 para m=n #0.
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Polinémios de Chebyshev como um conjunto de bases

Como vimos anteriormente, s polinémios de Chebyshev formam um conjunto de
bases ortonormais. Portanto, se uma funcao estiver contida em um intervalo onde a

ortonormalidade é valida, podemos expressar essa fun¢ao como
f@) = Y auTu(a). (2.8
n=0

2.1.2  Evolucao temporal

. ~ . . _ - Ht
Para realizarmos a evolugao temporal, precisamos expandir o termo U = e¢™* & ,

para isso vamos ter que normalizar o hamiltoniano e o tempo para garantirmos que estamos
trabalhando dentro do intervalo onde a ortogonalidade dos polinémios de Chebyshev é

valida, entao obtemos

. H |H |t
H=—,  §6=—.
| H]| h
Onde |H| é a norma do Hamiltoniano, que aqui podemos considerar como a diferenga
entre a maior e menor energia possivel do sistema, ja que isso garante que estamos dentro
i

do intervalo [-1,1]. Podemos enfim expandir e~ i reescrevendo em funcio de H e §

e =N a, T, (H). (2.9)
n=0
Agora vamos calcular os coeficientes a,, usando a ortogonalidade (2.7) obtemos

1 €_ix6Tn<l’>

- -1 71 — 22

J, € a funcao de Bessel de primeira ordem. E agora nés podemos aplicar essa

de = (—i)"J,(5). (2.10)

7

expansao na equagao (2.2) para obter

[W(t)) = Jo(9)[¥(0)) + 2 i(—i)”JnQ)Tn(ﬁ)!‘P(O)% (2.11)

Aplicamos entao a relagao de recorréncia (2.5) ao termo 7,,(H), com isso temos

[Wo) = [¥(0)),
|Ty) = H|U(0)), (2.12)
|\Ijn> =2H ’\I]nfl> - “I]n72>'

Por fim nossa expansao sera dada por
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[W(t)) = Jo(0)[¥(0)) +2 i(—i)"Jn(5)|‘1’n>- (2.13)

E importante ressaltar que o método oferece uma rapida convergéncia devido a
fungao de Bessel J,(0), que oscila para n < §, depois disso, rapidamente tende a zero.
Para garantir a convergéncia, usamos o proprio valor de § como referéncia e somamos um
valor € para determinar até onde calcular o somatorio, assim, garantindo a convergeéncia,

como podemos observar no grafico da Fig. 2

Jn(6)

Figura 2 — Funcao de Bessel em termos de n

Esses fatores combinados resultam em um método matematicamente preciso e
eficiente do ponto de vista computacional, que foi extensivamente testado em varios
cenarios diferentes. Ele também preserva a norma da funcao de onda, que é um bom
parametro para testar se o método foi implementado corretamente e que esta convergindo

da forma adequada.

Produto HU

Como vimos na equagao (2.12), é necessério fazermos o produto do Hamiltoniano
normalizado com ¥, mas em um hamiltoniano dado por H = P?/2m + V, o operador
momento ¢é geralmente dado por p = h%. Porém, realizar a derivada computacionalmente
pode ser uma tarefa dificil e ineficiente, entdo a maneira conhecida mais rapida e precisa
de fazer esse produto é pela transformada de Fourier (TAL-EZER; KOSLOFF, 1984).

Quando realizamos a transformada de Fourier em ¥(x,t) obtemos: F[¥(x,t)] =

U(k,t). E podemos escrever o operador momento como p = —ihk, onde o vetor k é obtido
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pela transformada de Fourier do espaco real. Dessa forma o produto do hamiltoniano com

a funcao de onda pode ser dado por

ﬂ@u¢):F4(ZZ§ww¢n+VW@¢y (2.14)

2.2 Sistema e obtencio de dados

2.2.1 Construcdo dos sistemas

Agora vamos tratar de detalhes do sistema, mas antes devemos lembrar ao leitor
que nossa pesquisa trata de dois sistemas: o bumerangue quantico composto por um
sistema unidimensional com um potencial aleatério e momento inicial diferente de zero, e
um segundo com as mesmas caracteristicas com a adicao de um campo elétrico constante.
Afim de simplificarmos as contas em diante, vamos utilizar o mesmo Hamiltoniano para
descrever o sistema,

2
A= 4v(@) - Fi (2.15)

2m

O primeiro termo é a energia cinética do sistema, V' (x) é o nosso potencial aleatério
e FZ é o campo elétrico constante. Para o bumerangue quantico vamos simplesmente

considerar F' = 0, assim podemos generalizar esse Hamiltoniano para os dois sistemas.

Vamos utilizar nas nossas simulagoes um estado inicial gaussiano normalizado

(x—x )2 .
Uy = e~ Hike), (2.16)

Discretizacao do espaco

Como estamos simulando o sistema computacionalmente, precisamos discretizar o
espago, o espago reciproco e o tempo. Para o tempo vamos arbitrariamente escolher um
passo temporal dt que nos dé uma boa resolugao da evolugao temporal do sistema. Ja
para a rede real teremos: x; = jAxz. A rede reciproca estd relacionada a transformada de
Fourier da rede real: k; = j2= (KITTEL; MCEUEN, 2018).

Na figura abaixo podemos ver que existe um comprimento de onda minimo ()

que o nosso sistema pode descrever.

Hamiltoniano normalizado

Como vimos na sessao anterior, precisamos que o hamiltoniano esteja dentro do

intervalo das raizes dos polindmios de Chebyshev, onde a ortogonalidade ¢é valida, para
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Rede 1D
Amin = 2Ax
. »
o —>e o o ® ®

Rede Reciproca

2m/Ax

Figura 3 — Esquema da rede real e rede reciproca unidimensional

isso propomos a seguinte normalizagao frequentemente utilizada para isto (FEHSKE et
al., 2009):

H-1D
a

H= (2.17)
Onde a = (Epaz — Emin)/2 € b = (Enae + Emin)/2, para garantir que estamos

dentro do intervalo necessario pode-se somar a b um fator eb onde € << 1.

Para obtermos os extremos da energia podemos estimar os maximos e minimos
dos termos do hamiltoniano (2.15) separadamente. Para a energia cinética, o menor valor
possivel de energia ¢é zero, e o maior valor é dado pela menor frequéncia possivel no sistema,
como mostrado na figura 3, 10g0 P = Th/Ax. Para os outros termos os valores da
energia sao simplesmente dados pelos seus minimos e maximos que podem ser calculados

numericamente. Entao obtemos

b
Emaa; =—+ Vmaz )+ Fxmax;
Az (@) (2.18)

E importante notar que enquanto as bordas do sistema no espaco real sao dadas por
L. As bordas do espaco reciproco sao dadas por p,,.., como ele é inversamente proporcional
a Az, esse parametro que define as bordas no espago reciproco.Como estamos lidando
com condigoes de contorno periddicas temos que garantir que a funcao de onda em ambos

espagos nao chegue em suas respectivas bordas.
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Potencial aleatério

A principal caracteristica dos sistemas que estamos estudando nesta pesquisa é
o potencial aleatdrio que representa a desordem do sistema. Temos entao que V(z) nos
da um valor aleatério de potencial em uma posicao aleatoria no sistema, os valores estao
distribuidos em um intervalo de [-W,W] como uma distribui¢do normal, de maneira que a

média de valores seja zero.

V(x)
i IR A . I.WITX:%
T

-W 0 W
Intensidade

Figura 4 — Na esquerda temos o potencial plotado em fungao da posigdo, na direita temos
a distribuicao de valores de potencial de acordo com sua ocorréncia

Além disso, podemos considerar o uso de uma distribuicao de potencial diferente,
como uma distribui¢ao uniforme. No entanto, embora as médias desses potenciais perma-

negam como V' (z) = 0, a média do quadrado varia
2

uniforme: W = ng (2.19)

normal:  V(x)V(z') = W2

Essa relagao ¢ importante pois estamos considerando que V(x)V (2') = vé(xz — 2’). Onde o

fator v estd diretamente relacionado as médias.

2.2.2 Meédias e valores esperados

Antes de calcularmos os dados, devemos lembrar que o que estamos calculando sao
médias de N evolugoes temporais, em cada evolugao temporal nés mantemos todas as

condigoes iniciais do sistemas, mas sorteamos um novo potencial aleatorio.

Densidade de probabilidade

As densidades de probabilidade sdo dadas por P(x;,t) = |¥(z;,t)]?, onde o indice

1 representa cada posicao discreta ja que nés nao estamos trabalhando com um regime
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continuo. Com isso precisamos fazer a média estocastica do nosso da densidade do sistema
para todas N as amostras, de forma que escreveremos as densidades de probabilidade

CcOomo

— 5 1 ¥ ,

V(i O = 5 22 Walws I, (2.20)
a=1

5 1 Y )

ki )" = 5 2 [Walks, D). (2.21)
a=1

Valores esperados

Como ja calculamos a densidade de probabilidade tanto no espacgo real quanto
no espaco reciproco, podemos entao obter as equacoes do valor esperado do momento e

posicao em funcao do tempo

(w(t)) = > w0 (s, )] (2.22)
(p(t) =2 ki [0 (ki 0] (2.23)

E como estamos fazendo esse calculo com base nas densidades de probabilidade

média (2.20), os valores esperados também sdo médias.

Densidade de estados

A densidade de estados de um sistema é um conceito bastante usado na fisica de
materiais, ja que ela mostra a quantidade de estados disponiveis por unidades de energia,

esse ¢ um recurso essencial para estudar a estrutura eletronica de um material.

Um conceito dentro que podemos explorar é o da densidade de estados local, que

por sua vez mostra os estados disponiveis em um ponto especifico do espacgo, e é dada por

p(:L‘,E) = Z(S(E - En) : Wn(l’)|2 (2'24)

Mas podemos também representar a densidade local de estados no espaco reciproco,

onde teremos os estados disponiveis de acordo com o momento,

ok, E) = Y 8(E — Ey) - [ (k) (2.25)

Para calcularmos a densidade de estados local precisamos fazer um ajuste: a fungao

delta nao é trivial de calcular numericamente, por isso vamos representa-la como uma
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E—E,)

gaussiana fina 6(E — E,) ~ e */20E® A largura dessa gaussiana é dada por 0F, e

esse parametro pode ser facilmente ajustado numericamente.

2.2.3 Aproximacao do tempo de relaxacao

A aproximacao do tempo de relaxagdo (ATR) é forma de estudar a mogao de
elétrons em um meio em que ele colide com impurezas, defeitos na rede, fonons (que
sao as quantizagdes dos modos de vibragdo da rede) entre outras causas. Ela é usada
principalmente em contextos onde ha a presenga de um uma forca que move os elétrons

no meio.

Para o nosso caso, vamos tentar achar essa aproximacao utilizando o teorema de
Drude (SIMON, 2013). Apesar de ser uma teoria cldssica que nao contabiliza quaisquer
efeitos quanticos, esse modelo é bem eficaz em prever sistemas com esta dindmica. A teoria
prevé que os elétrons colidem com ions no meio, e que a média de tempo entre colisoes é
dada por 7, e que na presenca de um campo elétrico, a velocidade média dos elétrons deve
mudar de zero até uma velocidade de arrasto. A equagao que governa essa dinamica é a

equacao de Drude

P P
—_—=—— E B). 2.2
i T+(q +v x B) (2.26)

Podemos utiliza-la para deduzir as equagoes que governam o momento e posicao em
fungao do tempo. J& que nao temos campo magnético, vamos considerar que —eF = —F', ja

que nosso sistema é composto de um elétron na presenca de um campo elétrico constante.

Tendo uma equacao do tipo 3’ + a(t)y = b(t), podemos utilizar o fator integrante

u(t) = eJ *®dt Nultiplicando entdo por esse fator obtemos

d
dilt)et/T + get/'r _ —Fet/T.

Aplicando a regra do produto temos

d
g(etﬁp) = —Fell,

t/T

Integrando em ambos os lados e dividindo por €7 obtemos

p(t) = —Fr +Ce ™'/,

Ja que no instante t = 0 o0 momento ¢é simplesmente o momento inicial py temos
que C = 4+FT + py € a equagao que descreve o momento da aproximagao do tempo de

relaxacao

p(t) = Fr(1 —e ) + poe /7. (2.27)
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Agora para obtermos a equagao que descreve a posicao do tempo de relaxagao,

pasta integramos a equagao anterior no tempo

F F F F
x@)=1/«29—~—zkf”T+ngdt=:é@—-—zx/e%”dt+g¥f/1du
m

m m m m m

T  Fr? Frt
I(t) = (—% + W)eit/T + W + K.

E importante lembrar que no instante inicial z(0) = xo, o que implica K =

To + poT — F'7%/m. Logo, obtemos nossa equagao da posigao em fungao do tempo

Frt por  F7?

2(t) = — +

m m m

)(1—e 7). (2.28)

2.2.4 Difusao

Um parametro interessante que também podemos medir é a difusao do sistema.
Podemos calcular o desvio médio quadratico, isto é, o quanto o sistema se desvia da sua

posicao inicial xg, o que é dado por

D(t) = {(x(t) — x0)?) = (2*) + 27 — 2z0(7). (2.29)

Com isso podemo considerar que o desvio médio quadratico é dado por D(t) = K,t?,
onde a nos déa o tipo de difusdo do sistema. Para o = 1 temos uma difusdo normal classica;
para o < 1 o sistema é considerado sub-difusivo; e com o > 1 é super-difusivo. Para

calcularmos esse parametro basta tirar o logaritmo

In(D(t)) = In(K,) + aln(t). (2.30)

Se considerarmos entao Y = In(K,) + aX, temos que o = d7T'/dX, finalmente
obtendo,

_ dInD(t)

_ 2.31
T Tt (2.31)
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3 Resultados

Neste capitulo apresentaremos nossos resultados separadamente em duas sessoes, a
primeira mostramos que nossas simulagoes foram bem sucedidas em reproduzir o BQ e
contém os dados que obtemos das simulacoes do efeito bumerangue, e na segunda parte

tratamos do sistema na presenca de um campo elétrico constante.

3.1 O efeito bumerangue

O primeiro resultado importante é que conseguimos reproduzir o efeito bumerangue

nas nossas simulagoes. Como pode ser visto na figura 5

0.10
. — k()
20007 | : ATR
| 0.081 |
{
1 | |
1500 | E0.06- [
= j — () | £
—_— | - |
X 10001 | ATR < 0.047 |
5001 | 0.021 |
. 0.00 \,/_’M
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t [ps] t[ps]

Figura 5 — Valores esperados da posigao (2.22) e momento (2.23) comparado com a apro-
ximagao do tempo de relaxacao para posi¢ao (2.28) e momento (2.27).

Podemos observar que a ATR funciona bem para os momentos iniciais da dinamica
quando a particula se comporta de maneira balistica. Em especial, se olharmos para o valor
esperado de k (lembrando que p, = hik,), percebemos que diferentemente da ATR que
converge rapidamente para zero, o momento esperado fica negativo por parte da dinamica
e depois vai a zero, essa diferenca que é responsavel pelo retorno da particula para a

origem.

Com isso podemos estudar o comportamento da fun¢ao de onda de maneira mais
detalhada olhando para as densidades de probabilidade tanto no espago real quanto no

espaco k.
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Figura 6 — Densidade de probabilidade em funcdo do tempo no espago real (2.20) e
reciproco (2.23).

Na figura 6, é possivel visualizar de forma mais geral o comportamento dos valores
esperados da posicao, conforme mostrado na Figura 5. Observa-se que uma parte significa-
tiva da funcao de onda se move para a frente, como esperado para uma particula lancada
com momento diferente de zero. No entanto, apds alguns instantes, a funcao de onda se

torna homogénea em torno da origem.

lw(x, t)|2
t [ps]

— 50
— 75
— 100
— 125
150
175
200

~75 -5.0 =25 0.0 25 5.0
x [10% nm]

Figura 7 — Densidade de probabilidade em funcao do tempo no espaco real

Na figura 7 podemos observar a mesma assimetria nos instantes iniciais, depois a

distribuicao volta a ficar simétrica em torno da origem.

Podemos explorar com um pouco mais de cuidado a densidade de estados no espago
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reciproco (figura 6) para entendermos como se dd o momento esperado nessa dindmica.
Para isso somamos os valores da densidade de estado em volta do valor +ky ¢ —kg e

comparamos com o valor total da funcao de onda.

1001 —— Densidade +k0
Densidade -k0
2 75
£
«
g 50— -
c
)
bt
& 257
O,
0 50 100 150 200
t [ps]

Figura 8 — Porcentagem da funcao de onda localizada no valor +kqg e —ky pelo tempo.

Observa-se que a dinamica do pacote de onda ¢ dada pela mudanca da populacao
da funcao de onda em ko e —kgy, quando as elas atingem o mesmo valor, o pacote atinge
seu valor maximo. Depois disso a populacao da funcao de onda se torna majoritariamente
negativa, isso da inicio ao processo de retorno, logo depois os valores voltam a tender a

valores iguais, quando o a funcao de esta préxima de zero.

E importante também nos atentarmos ao fato que hé dois fatores que sdo relevantes
nessa dinamica: o valor do potencial aleatéorio W e a energia inicial Ej. Para potenciais
maiores, a dindmica descrita acima acontece mais rapido, para energias maiores a dinamica
¢ mais lenta, como podemos observar na figura 9, onde fazemos um paralelo com as figuras

5 e 8 para diferentes valores de potenciais.

1007, e W
8000 1 W= 1.9mEv
§
6000 1 -
£ g
= 2
= 40001 £
x G
b
(3]
2000 a
o : : : : :
0 50 100 0 50 100
t [ps] t[psl]

Figura 9 — Efeito bumerangue para dois sistemas com a mesma energia e potenciais
diferentes. Na esquerda centro de massa pelo tempo, na direita densidades de
estado em +kq pelo tempo.
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Podemos explorar outra medida considerando a difusao desse sistema. Utilizando
a equacao 2.31, podemos tracar o pardmetro o ao longo do tempo em nosso sistema.
Recordando que estamos considerando o deslocamento médio dado por {(z(t) — z¢)?) =

K,t%, que indica o quanto o pacote de ondas esta se espalhando em relagao a origem.

Como ilustrado na figura 10, nos estagios iniciais da dinamica, o sistema se torna
super-difusivo com « chegando a 1.5. Apds um certo periodo de tempo, o expoente cai
para um sistema sub-difusivo (a < 1) e a convergir para zero, indicando que a fungao de
onda para de se difundir no espago. Esse fenomeno pode ser observado na figura 7, onde,

apos a funcao de onda se tornar simétrica, sua intensidade permanece constante na origem.

1.501
1.251
1.00 1
S 0.751
0.50

0.25 1

0.001

0 50 100 150 200
t[ps]

Figura 10 — Expoente do desvio médio quadratico pelo tempo.

3.2 Bumerangue com campo elétrico

Nesta secao do trabalho, alcancamos um resultado ainda nao documentado na
literatura: quando introduzimos o campo elétrico no sistema o pacote de onda se divide em
duas partes, uma parte se segue um movimento retilineo uniformemente variado, seguindo

uma trajetéria classica, ja a outra parte permanece proxima a origem.

Na figura 11, como o pacote se divide em dois o valor esperado da posicao se da
entre esse pacotes, isso se torna um problema ja que esse valor nao estd numa regiao onde
se espera observar a funcdo de onda em um determinado tempo. Por esse motivo para
esse sistema nao trataremos mais do valor esperado, e vamos nos referir as duas partes do
pacote como: "pacote localizado'para o que fica proximo a origem, e "pacote classico'para

a parte que esta sendo acelerada.

Diferentemente do caso do bumerangue sem campo elétrico, aqui se mudarmos o
sentido da velocidade inicial mudaremos o comportamento da dinamica também, ja que

0 a a¢ao do campo elétrico serd a de desacelerar o pacote de onda. Como mostrado na
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Figura 11 — Densidade de probabilidade no espago real e reciproco juntamente com o valor
esperado do momento e posi¢ao.
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Figura 12 — Densidade de probabilidade para dindmica com velocidade inicial na dire¢ao
do campo (esquerda) e contraria ao campo (direita).

figura 12, & esquerda, o pacote se divide em duas partes distintas, enquanto a direita, o
pacote nao se divide em duas partes claramente separadas e simplesmente tem areas que
sdo aceleradas para frente durante o percurso. Podemos também observar que apesar de

diferentemente populadas, as regioes que ha uma presenca da funcao de onda se mantém.

Como discutido anteriormente, a energia inicial e o potencial desempenham papéis
inversos, porém equivalentes, na dinamica. Portanto, vamos nos concentrar em variar

apenas o potencial aleatério e verificar as mudangas que isso causa na dinamica.

Observamos novamente que a regiao onde a fungao de onda esta presente permanece
a mesma, mas as regioes com maior probabilidade de encontrar a funcao de onda mudam.
Nota-se que, para o caso com o maior potencial aleatério, a funcao de onda estd mais

préoxima da origem e nao para trds, como no primeiro caso. Além disso, observa-se que
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Figura 13 — Densidade de probabilidades no espaco real para valores diferentes de W.

nosso pacote classico é afetado e diminui rapidamente.

Uma questao que podemos levantar agora é como a energia é distribuida nessa
dindmica. Na figura 14, podemos observar que, em ambos 0s casos, a parte mais significativa
da densidade de estados estd aumentando. Isso pode ser atribuido a parte do pacote de
ondas classico, que ¢é acelerado pelo campo elétrico constante. J& outra parte, menor porém
significativa, se concentra em uma regiao e se mantém constante no tempo, no caso para o
potencial menor, temos que uma parte da energia se concentra perto de zero, e na para
um potencial maior parte da energia se concentra em uma regiao mais larga proxima a

energia inicial.

DOS(t DOS(t
) 10° 30 (t) 10°
i Ll JdlL \
101! 20 10!
= o —
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w
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5
: 1073 10-3
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Figura 14 — Densidade de estados para valores diferentes valores de W.

Para tentarmos explicar esse fendmeno vamos observar a densidade de probabilidade
(como na figura 13) por um angulo diferente, na figura 15 podemos acompanhar melhor a

mudanca na densidade de probabilidade em mais detalhes.
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Figura 15 — Densidade de de probabilidade para valores diferentes valores de W'.

Neste contexto, podemos observar com mais clareza como a densidade de probabili-
dade varia com W. Ao relacionar isso com a densidade de estados (Figura 14), percebemos
que a fun¢do de onda se concentra em regioes de energia que, no espago, sao representadas

por regioes distintas devido ao campo elétrico.

Por exemplo, no caso do sistema com potencial aleatério menor, observamos que
a funcao de onda se localiza em uma regiao de energia préxima de zero. Essa regiao
corresponde a mesma regiao mostrada na Figura 12 para um momento inicial negativo.
Ja para um potencial maior, a regidao de localizacao se desloca para uma energia mais
proxima da energia inicial do sistema, o que se reflete em uma posicao préoxima a origem

no espaco real. Mas por que essa diferenca acontece?

Sabemos que o espalhamento esta diretamente relacionado ao tempo de espalha-
mento médio 7, o qual é inversamente proporcional a intensidade do potencial e diretamente
proporcional a energia. Em outras palavras, quanto maior a energia, maior o tempo de
espalhamento. A acao do campo elétrico consiste em aumentar a energia quando o momento
¢é positivo e diminui-la quando o momento ¢é negativo. Ja a acao do espalhamento ¢é levar

+k em —k e vice-versa.

Para nos ajudar a entender a dindmica vamos utilizar o diagrama da figura 16.
Digamos que nossa dindmica comece com a funcao de onda com momento em +kq e que a
energia associada a esse valor de momento nos dé um valor de 7 grande, dali uma parte
dessa funcao de onda vai ser acelerada pelo campo elétrico e sua energia ird aumentar.
Uma fracao menor sera espalhada para —kg, a agdo do campo elétrico dai em diante sera
de diminuir a energia e 7 ird gradualmente diminuir, chegaremos em um ponto entao que
a energia serd tal que a chance de espalhar sera muito grande, quando a funcao de onda

voltar para +k mesmo com a agao do campo elétrico, a chance de espalhar ainda sera alta.
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Figura 16 — Diagrama de energia por momento. As flechas azuis representam a agao do
campo elétrico no sistema, e as flechas pretas representam o espalhamento as
cores representam 1/7 que indica a intensidade do espalhamento.

Assim, essa parte da funcao de onda fica presa em um ciclo de espalhamento, mantendo-se

localizada.

O caso que descrevemos basicamente representa a dinamica do sistema com W
pequeno. Ao aumentarmos W no segundo caso, observamos que a regiao de alto espa-
lhamento estd agora em uma energia maior, préxima a energia de ky. Portanto, antes de
pacote de onda retroceder, o espalhamento ja ocorre, resultando na localizagao da funcao

de onda mais préxima a origem.
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4 Conclusoes e Perspectivas

4.1 Bumerangue quantico

Nossos resultados referentes ao bumerangue quantico puro (sem a presenga do
campo elétrico) nao sao inéditos. Apesar de termos estudado com mais detalhes a dindmica
do espago reciproco, conforme mostrado na Figura 8, eles estao em consonancia com os

resultados da literatura recente sobre o BQ.

Como discutimos anteriormente, apesar de haver muitos trabalhos recentes com
o bumerangue quantico a sua origem ainda nao esta esclarecida. Por esse motivo uma
das perspectivas futuras do nosso trabalho é explorar maneiras de explicar o bumerangue

quantico.

4.1.1 Elephant walk

Podemos considerar um passeio aleatério unidimensional no qual uma particula
possui uma velocidade inicial ndo nula e, a cada intervalo de tempo 7, ha uma probabilidade
de 50% de ela sofrer uma colisdo eldstica e mudar de dire¢ao. Simulando multiplas vezes esse
sistema, e fazendo uma média de todos os caminhos tomados pela particula, o que obtemos
é novamente a aproximagao do tempo de relaxacao. Portanto, para descrevermos o efeito

bumerangue de maneira adequada, é necessario utilizar uma dinamica mais sofisticada.

O elephant walk (SCHUTZ; TRIMPER, 2004) representa um tipo de passeio
aleatério no qual, em intervalos discretos de tempo, o sistema pode avancar para a direita
ou para a esquerda. No entanto, diferentemente de um passeio aleatério convencional,
neste caso, o sistema apresenta memoria, ou seja, a decisdo de avangar para a esquerda
ou para a direita pode ser influenciada pelas decisoes anteriores (os elefantes sempre se

lembram).

Considerando um parametro de memoria p, o elefante pode adotar uma abordagem
mais conservadora (para p > 1/2), optando com maior frequéncia pelo caminho previamente
percorrido, ou uma abordagem mais reformista (p > 1/2), mudando com maior frequéncia
o caminho escolhido anteriormente. Foi demonstrado que, no primeiro caso, o elefante
tende a seguir uma rota difusiva, enquanto, no segundo caso, tende a retornar ao ponto
de origem, com seu deslocamento se aproximando de zero em intervalos de tempo longos
permanecendo na origem, o que se assemelha ao comportamento observado no efeito

bumerangue. Com a aplicagdo do elephant walk a um sistema de passeio aleatério quantico
(MOLFETTA; SOARES-PINTO; QUEIROS, 2018).
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Apesar possuir similaridades com o bumerangue quantico, no elephant walk as
dependéncias temporais sao diferentes das do bumerangue, como a necessidade de um
termo de arrasto defendente do tempo que dita a probabilidade de distribui¢do no da
particula no elephant walk. Ainda assim, ha a possibilidade de explicar o bumerangue

quantico utilizando esse conceito.

4.1.2 Matrizes aleatorias

Podemos descrever a evolucao temporal de um sistema por meio de um operador
Unt, tal que |U(t + At)) = Uat|¥(t)). Ao expressarmos a funcao de onda em termos das
componentes em k, podemos notar que, se utilizarmos um pacote largo no espago real, as
componentes no espago reciproco se reduzem basicamente a dois valores bem definidos.
Isso nos permite escrever a funcao de onda na forma vetorial, facilitando sua evolugao

temporal.

(W) =D cre™ m cpgy (1) + ey (t)e 0" (4.1)

Logo podemos escrever essa equagao na forma vetorial

(1)) = ("*’“’“)) - (42)

C—ko (t)

Agora vamos considerar que queremos evoluir esse vetor no tempo tal que

Ciko(t+ At Cag (T

C_ko (t + At) C_ko (t)
Considerando que o operador Ua; é representado por Ua; = €' onde A é uma matriz
aleatéria dois por dois. Porém considerando somente isto, o que obtemos é novamente a
aproximagao do tempo de relaxacao (fig. 5). Isso indica que ha um vinculo faltando nessa

abordagem, logo podemos simular o sistema, porém calculando as matrizes do operador Ua,

e seus autovalores com o objetivo de achar esse vinculo que faz o bumerangue acontecer.

4.1.3 Redes neurais

As redes neurais tém se mostrado uma ferramenta poderosa na simulacido de
sistemas fisicos complexos, especialmente aqueles que sao computacionalmente custosos de

simular de maneira convencional.

No contexto do nosso trabalho as redes neurais podem ser tteis nao simulando o
sistema em si, mas utilizando os dados gerados para encontrar as equagodes que governam

o sistema (RAISSI; PERDIKARIS; KARNIADAKIS, 2017). Utilizando o teorema de



4.2. Zitterbewegung: modelo 2D com spin-orbita 33

Ehrenfest, juntamente com a aproximagao do tempo de relaxagao (MARDER, 2010),

podemos encontrar equagdes acopladas de (z) e (k) que resultam nas equagoes 2.28 e 2.27.

Nossa proposta é utilizar redes neurais (RAISSI; PERDIKARIS; KARNIADAKIS,
2019) para encontrar equagoes diferenciais acopladas diferentes ordens que governam
os valores esperados como (z), (z?), (k), (k?) e quaisquer outros pardmetros que sejam
relevantes para o sistema. A partir deste conjunto de equagoes podemos tentar tirar

conclusoes do que esta por tras do efeito bumerangue.

4.2 Zitterbewegung: modelo 2D com spin-6rbita

Agora que ja estudamos o caso 1D podemos exploras outros sistemas mais complexos.
Em sistema 2D com acoplamento spin-6rbita de Rashba, um pacote de ondas gaussiano
em repouso com spin inicial na dire¢ao z é submetido um campo elétrico na direcao z, o

hamiltoniano desse sistema é dado por

2

h R
H = %(ki + k) + ag(o.k, — oyk,) — Fi. (4.4)

Nesse sistema, nosso pacote de ondas parte do repouso para uma dinamica oscila-
téria, conhecida como zitterbewegung (movimento trémulo) (SCHLIEMANN, 2007). No
inicio da dinamica, devido a presenca do campo, o pacote d4 um salto lateral em —¢ e

depois oscila, como mostrado na Figura 17.
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Figura 17 — Caminho do centro de massa do pacote depois de 50 ps.

Se incluirmos a desordem de Anderson nesse sistema por meio de um potencial
aleatorio, utilizando as mesmas constantes, nossa dindmica se modifica. Inicialmente, o
centro de massa do pacote de ondas realiza um salto lateral e segue fazendo um movimento

oscilatério, mas o pacote retorna a origem em y, como podemos ver na Figura 18.
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Figura 18 — Caminho do centro de massa do pacote depois de 50 ps com a presenca de
um potencial aleatorio.

Apesar dessa dindmica retornar a origem em um dos eixos, lembrando o efeito
bumerangue, quando observamos a densidade de probabilidade, percebemos que o que esta
de fato acontecendo é mais complexo como mostrado na figura 19. O pacote se divide em
dois, como observamos no caso 1D com campo elétrico. Isso faz com que o centro de massa
da Figura 18 seja uma média entre os dois pacotes, mas isso nao descreve completamente
a dinamica, ja que nao observaremos o pacote de ondas no centro de massa. Isso torna a
analise do sistema nao trivial, pois ¢é incerto como o spin se comporta em ambas as partes

do pacote de ondas.
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Figura 19 — Densidade de probabilidade do pacote depois de 50 ps com a presenca de um
potencial aleatorio.
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