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Resumo

Esta tese aborda o problema da unicidade de medidas de equilibrio para o fluxo geométrico
de Lorenz no ambito do formalismo termodinamico. O sistema é analisado através de sua repre-
sentacdo como um fluxo suspensdo sobre uma aplicacdo de Poincaré bidimensional
P(z,y) = (L(x),g9(x,y)), que se caracteriza como uma extensao parcialmente hiperbdlica de
uma aplicacao de Lorenz unidimensional L. Embora resultados anteriores de Bronzi e Oler
[BO18] tenham estabelecido a unicidade genérica para o caso unidimensional, a transigdo para
dimensoes superiores e para o tempo continuo permanecia um desafio técnico devido a contracao
transversal e a singularidade do fluxo.

O resultado principal desta tese demonstra que, para o espago de potenciais Holder por
partes, existe um subconjunto aberto e denso H para o qual o fluxo admite uma tinica medida
de equilibrio. A prova fundamenta-se em uma abordagem hierdrquica que se inicia com a
descricao geométrica do atrator e a formalizagdo das correspondéncias dimensionais (Capitulo
1). Prosseguimos com a demonstracao da unicidade genérica para a aplicagdo bidimensional na
base (Capitulo 3) e o desenvolvimento de um operador deslocado J que, por meio das férmulas
de Abramov, permite transferir as propriedades de abertura e densidade da base para o fluxo
suspenso (Capitulo 4). Este trabalho unifica e estende resultados da literatura, consolidando a

genericidade da unicidade em sistemas singular-hiperbélicos.

Palavras-chave: Fluxo de Lorenz, Medidas de Equilibrio, Unicidade Genérica, Suspensoes,

Formalismo Termodinamico.
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Abstract

This thesis addresses the problem of uniqueness of equilibrium states for the geometric Lorenz
flow within the framework of thermodynamic formalism. The system is analyzed through its re-
presentation as a suspension flow over a two-dimensional Poincaré map P(z,y) = (L(z), g(z,v)),
which is a partially hyperbolic extension of a one-dimensional Lorenz-like map L. While previ-
ous results by Bronzi and Oler [BO18] established generic uniqueness for the one-dimensional
case, the transition to higher dimensions and continuous time remained a technical challenge
due to transverse contraction and the flow’s singularity.

Our main result proves that, for the space of piecewise Holder potentials, there exists an
open and dense subset H for which the flow admits a unique equilibrium state. The proof is
based on a hierarchical approach that begins with the geometric description of the attractor and
the formalization of dimensional correspondences (Chapter 1). We then proceed to demonstrate
generic uniqueness for the two-dimensional base map (Chapter 3) and the development of a
shifted operator J which, through Abramov’s formulas, allows for the transfer of openness
and density properties from the base to the suspension flow (Chapter 4). This work unifies
and extends existing literature, consolidating the genericity of uniqueness in singular-hyperbolic

systems.

Keywords: Lorenz Flow, Equilibrium States, Generic Uniqueness, Suspensions Flows, Ther-

modynamic Formalism.
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Introducao

O modelo geométrico de Lorenz, introduzido por Guckenheimer e Williams [GW79], repre-
senta um marco na teoria dos sistemas dinamicos ao formalizar a estrutura cadtica observada
numericamente por Lorenz [Lor63]. Diferente dos sistemas de Anosov, o fluxo de Lorenz ¢!
possui uma singularidade hiperbélica do tipo sela acumulada por érbitas regulares, o que im-
possibilita a aplicacao direta da teoria de hiperbolicidade uniforme.

A dinamica deste sistema tridimensional é codificada por uma secdo transversal compacta
¥ e sua aplicagdo de Poincaré P : ¥\ I' — X. Formalmente, o fluxo ¢’ é tratado como a
suspensao de P sob uma funcao teto 7 que fica ilimitada na vizinhanca do conjunto singular
I'. Em coordenadas (z,y), P decompoe-se na forma P(x,y) = (L(z), g(x,y)), caracterizando-se
como uma extensao parcialmente hiperbédlica de uma aplicacao unidimensional L.

Nos tltimos anos, a consolidagao da classe dos fluxos singular-hiperbélicos [MPP99] permi-
tiu avancos notaveis. Aratjo, Pacifico, Pujals e Viana [APPV09] demonstraram a existéncia de
medidas fisicas (SRB) para esses atratores. No nivel quantitativo, o decaimento de correlagoes
superpolinomial [AMV15] e robustamente exponencial [AV12] evidenciam a complexidade es-
tatistica do modelo.

No ambito do formalismo termodinamico, a busca por medidas de equilibrio, que maximizam
o funcional variacional hu(gpt) + [ Wdu, é central. Enquanto a existéncia foi abordada para
potenciais especificos [Met00, PT10], a unicidade genérica em dimensoes superiores permanecia
em aberto. Bronzi e Oler [BO18] resolveram o caso unidimensional para potenciais Holder por
partes. Entretanto, a transicdo para a base bidimensional e o fluxo suspenso exige o tratamento
de fenomenos de transicao de fase e contracgao transversal, como sugerido por Leplaideur, Oliveira
e Rios [LOR11].

O presente trabalho preenche essa lacuna através de uma abordagem hierarquica que culmina

no seguinte resultado:

Teorema A. Seja o' o fluro geométrico de Lorenz obtido pela suspensdo da aplicacdo P : ¥ —
> com funcdo teto T limitada e Holder por partes. Entdo existe um subconjunto aberto e denso
H C C*XT,PT) tal que, para todo ¥ € H, o sistema (', ¥) admite uma tnica medida de

equilibrio.

A prova do Teorema A é desenvolvida acompanhando a reducao dimensional do sistema, e

organizada da seguinte forma:



Capitulo 1: Apresentamos o modelo geométrico de Lorenz e as propriedades do seu atra-
tor, estabelecendo formalmente a correspondéncia entre o fluxo tridimensional, a aplicagao

de Poincaré P e a aplicacao unidimensional L.

Capitulo 2: Estabelecemos o nicleo técnico unidimensional, garantindo a unicidade

genérica para a aplicacao L [BO18].

Capitulo 3: Provamos o teorema de unicidade para a aplicacao bidimensional P (con-
junto Hs2), demonstrando que a contragao transversal nao impede a sele¢ao de uma tnica

medida.

Capitulo 4: Consolidamos o resultado para o fluxo via férmulas de Abramov [Abr59] e a
introdugao do operador deslocado J, que mapeia a genericidade da base diretamente

para o fluxo suspenso.
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Capitulo

O Atrator de Lorenz Geomeétrico

Nesta etapa, descrevemos a construgao do modelo geométrico de Lorenz, que serve como
base fundamental para os sistemas dinadmicos estudados nesta tese. Para uma revisao historica e
técnica detalhada sobre as origens e o caos neste modelo, sugerimos as obras de [Rob95, Bau04].

Considera-se o fluxo Y definido na 3-esfera S® = R3U{oc}. O atrator de Lorenz geométrico,
denotado por A, é identificado como o conjunto maximal invariante contido em um bitoro sélido

U C R3. Formalmente, definimos:

A=¥(U),

t>0
onde o fluxo Y ¢é transversal a fronteira de U e aponta para o seu interior. O comportamento
global de Y é caracterizado pela presenca de trés singularidades hiperbélicas do tipo sela em R?

e uma fonte no ponto ao infinito {oo}.

—

- f"_h
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| \
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Figura 1.1: Representacao do atrator de Lorenz geométrico e o bitoro sélido isolante U.



1.1 Motivacao e Dindmica Local

O modelo geométrico € inspirado no sistema de equacoes diferenciais introduzido por Edward

Lorenz em 1963 para modelar a convecgao atmosférica:

i=o(y—x)
y=rr—y—az (1.1.1)

Z=uxy—bz

Para os pardmetros classicos o = 10, r = 28 e b = 8/3, simulagoes numéricas revelam
a existéncia de um atrator estranho cuja estrutura é capturada pelo modelo geométrico que
discutiremos.

A dinamica fundamental de Y em torno da origem O = (0,0,0) é governada por uma
singularidade hiperbodlica. Pelo Teorema de Hartman-Grobman, o fluxo é localmente conjugado
a sua linearizacao:

T = )\1$, y = )\gy, z = )\32’,

com autovalores reais satisfazendo a condigdo de hiperbolicidade do tipo sela. Resolvendo o

sistema para uma condigao inicial (g, 30, 1) no plano z = 1, obtemos a evolu¢ao temporal:

w(t) = moe ', y(t) = yoe’,  z(t) = .
Seja T o instante em que a 6rbita atinge o plano transversal = 1. Substituindo e = xy 1/ )‘1,

as coordenadas de saida no plano lateral sao dadas por:

(1, yozg 2™, :C(;WM) . (1.1.2)

1.2 A Secao de Poincaré e a Aplicacao de Retorno

Consideramos uma secao transversal
E=A{(z,y, 1) |z[ <1/2,|y| <1/2}.

A aplicagao de primeiro retorno P : ¥\ I' — int(X) é definido pela evolucao do fluxo até
o préximo encontro com ¥, onde I' = {z = 0} representa a interse¢ao da variedade estdvel da
origem com a secao.

O campo Y ¢ definido pelas seguintes hipoteses geométricas:

(H1) Relagao de Autovalores: A origem possui autovalores reais satisfazendo

0 < —A3 < A1 < —Xg. O eixo z é assumido invariante.

(H2) Estrutura Invariante: Existe uma folheagao estdvel F*° em ¥ composta por segmentos

verticais. A aplicacdo P preserva essa folheagdo, enviando folhas de F* em folhas de F*.



(H3) Expansao Transversal: A aplicacao P é suficientemente expansora na dire¢ao trans-

versa as folhas de F*.

(H4) Simetria: O sistema ¢é invariante pela rotagdo de m em torno do eixo z, implicando

Analiticamente, a aplicagdo P assume a forma de um produto semidireto (skew-product):

P(z,y) = (f(2), g(z,y)), = #0,
satisfazendo as seguintes propriedades de regularidade:
(P1) As folhas estdveis sao da forma {z} x [—1/2,1/2].

(P2) A aplicacio na base f é uma aplicacio de Lorenz unidimensional com derivada f’(x) > v/2
e descontinuidade do tipo cuspide, isto é, lirr[l) f'(z) = .
z—
9y 9y

(P3) A contragao nas fibras é uniforme: 0 < == < 1, com lim —— = 0.
8y z—0 ay

PiF)

T e
12 0 fin x b2
fix)

/ I
Figura 1.2: Aplicacao de retorno na secao de Poincaré X e a aplicacao unidimensional
induzida f no espaco de folhas.

Observagao 1.1 (Normalizagao ao Intervalo Unitario). Para conveniéncia analitica nos capitulos
subsequentes, utilizaremos um homeomorfismo afim h : [-1/2,1/2] — [0,1] que mapeia a des-
continuidade 0 em um ponto d € (0,1). A aplica¢do conjugada L = ho f o h™! preserva as

caracteristicas de expansao e singularidade do modelo.



Capitulo

Versao unidimensional do Teorema A

2.1 Contexto unidimensional

O objetivo deste capitulo é provar o Teorema A para uma aplicagdo de Lorenz unidimensi-

onal. Mais precisamente, provaremos o teorema:

Teorema 2.1. Seja L : [0,1]\ {d} — [0, 1] uma aplicagao de Lorenz unidimensional e considere
C([0,1],P) o conjunto dos potenciais Hélder por partes em [0,1]. Entao existe um subconjunto
aberto e denso Hi C C°([0,1],P), na topologia C°, tal que, para todo ¢ € H1, existe uma tinica

medida de equilibrio.

A demonstracao do Teorema 2.1 baseia-se em uma adaptacdao de um resultado de Buzzi e
Sarig [BS03]. Esse critério fornece uma condicao suficiente para a existéncia e a unicidade de
medidas de equilibrio, desde que se verifique uma hipdtese de regularidade envolvendo a pressao
topolégica na fronteira dos dominios de continuidade do sistema.

No nosso contexto, estamos considerando uma aplicacao de Lorenz unidimensional, com
uma, descontinuidade central. Assim sendo, a primeira etapa da prova do Teorema 2.1 consiste
em reescrever a pressao associada & fronteira da particdo natural em termos de quantidades
dinamicas explicitamente controldveis. Em particular, mostramos que essa pressao pode ser
expressa a partir de limites superiores de médias de Birkhoff observadas ao longo da érbita da
descontinuidade.

A segunda etapa é garantir a hipétese de regularidade exigida por Buzzi-Sarig. Para isso,
realizamos uma perturbacao pequena do potencial, construida de modo localizado ao longo
de oOrbitas peridédicas de periodo suficientemente grande. Essa perturbacao aumenta o valor
da pressao total sem alterar, de maneira relevante, o controle sobre a pressao na fronteira,
produzindo assim a desigualdade necessaria para aplicar o critério.

A terceira etapa é a producdo das érbitas periddicas adequadas, com periodos grandes e
de boa distribuicao. Nessa construgao, exploramos a conjugacao da aplicacao de Lorenz uni-
dimensional com transformagoes lineares médulo 1 e utilizamos a nocao de cutting times em
dindmica unidimensional, que permite localizar e controlar a existéncia de itinerarios periddicos

com propriedades desejadas; ver [Bru98, Hof81].



2.2 Definicoes e Resultados Preliminares

As aplicagoes de Lorenz surgem originalmente do estudo do modelo geométrico para as
equagoes de Lorenz, como vimos no Capitulo 1. Embora o sistema original seja bidimensio-
nal, a existéncia de uma folheagao estavel invariante permite-nos reduzir o estudo do principio
variacional da pressao a dinamica unidimensional de base L, que analisamos a seguir.

Dando continuidade ao estudo iniciado no capitulo anterior, focaremos agora na dinamica
unidimensional que sustenta o atrator de Lorenz. Para fins de rigor analitico e em conformidade
com a literatura de formalismo termodinamico, passaremos a denotar a aplicacdo de base por
L :[0,1]\ {d} — [0,1]. Esta representacao ¢ obtida a partir da aplicacdo f (introduzida na
Segao 1.2) por meio do homeomorfismo afim discutido na Observagao 1.1, o qual identifica o
intervalo original de definicdo com o intervalo unitdrio e desloca o ponto de descontinuidade
para d € (0,1), preservando as propriedades de expansividade e a estrutura de singularidade.

Neste contexto, definimos uma aplicacao de Lorenz unidimensional como sendo uma funcao
L:[0,1]\ {d} — [0,1] que satisfaz as seguintes propriedades:

(L.1) Uma descontinuidade em x = d, satisfazendo

L(d") = lim L(x) =0, L(d™) = lim L(x) = 1.

z—dt T—d—

(L.2) Para qualquer = € [0,1] \ {d}, tem-se L'(x) > v/2. Como L'(x) > 1, temos que L é
uma aplicagao expansora por partes, isto é, L(z) é expansora para todo z € [0,d) U (d, 1].
(L.3) Cada ramo inverso de L se estende a uma funcio C'*% 0 > 0, definida em [L(0), 1]

ou [0, L(1)] e, se s denota qualquer um desses ramos inversos, entao s'(z) < A < 1.

Denotamos por P a particao natural de [0, 1], isto é, P = {(0,d), (d,1)}. A fronteira de P é
0P :={0,d,1}. Além disso, definimos

PV —{PnL (PN NL " N(P) s BEP, Cu# o}

Seja ¢ : [0,1] — R tal que supy < oo. Dizemos que ¢ é um potencial Holder por partes

se a restricao de ¢ a cada elemento de P é Holder continua, isto é, para todos x,y no mesmo



elemento de P, obtemos
lp(z) — p(y)| < K |x —y|* para constantes a > 0 e K < 0.
O conjunto dos potenciais Holder por partes é denotado por
C%([0,1],P) := {p: [0,1] = R| ¢ é um potencial Holder por partes}.

De acordo com Buzzi-Sarig ([BS03]), a pressao de um subconjunto S <C [0,1],
para ¢ € C°([0,1],P) é definida por

1
Piop (9, S, L) = limsup — log E sup eSné(x) :
n—oo N zeC,,
Cnelp(n71)

SNC#2

n—1
onde, para z € Cy,, C,, € P a soma de Birkhoff é S,,¢(x) = Z #(L'(x)) bem definida.
i=0

A pressdo topoldgica de L para ¢ € C°([0,1],P) é definida por P(¢, L) = Piop(¢, [0,1], L).

O principio variacional diz que

Pt0p(¢a L)= sup {hu(L) + f¢dﬂ}a
HEM L (X)

onde o supremo é tomado sobre o conjunto My (X) de todas as medidas L-invariantes. Se o
supremo ¢é atingido por alguma medida pu, entdo p é chamada de medida de equilibrio de ¢.

Essa teoria foi desenvolvida por Bowen [Bow75] e Ruelle [Rue78] no contexto de potenciais
Holder-continuos em sistemas dinamicos hiperbdlicos, e tem sido aplicada a sistemas do tipo
Axioma A difeomorfismos de Anosov e outros sistemas também, veja, por exemplo, (Chazottes-
Keller [CK12] e Keller [Kel98]) para exposigdes mais recentes.

Nesse contexto, Buzzi e Sarig provaram o seguinte teorema:

Teorema 2.2 (Buzzi e Sarig (2003)). Seja (X, P, L) uma aplicagdo expansora por partes com
¢ € C%([0,1],P). Suponha que Piyp(¢p,0P, L) < Piop(¢, L).

Se Mr(X) denota o conjunto de medidas invariantes, entdo:

(i) Puop(p,L) = sup {hu(L)+ /gzﬁdu} e este supremo € realizado por pelo menos uma
HEM(X)
medida.

(ii) existem no mdzximo finitas medidas de equilibrio ergédicas.

(iii) se, adicionalmente, L € fortemente topologicamente transitivo no sentido de que, para todos

0s conjuntos abertos nao vazios U, U Lk(U) D L(X), entao existe uma tunica medida de
k>0
equilibrio.

10



2.3 Construcao do conjunto H;

Como L nao é continua em d € [0,1] adotamos a seguinte convengao: S,¢(d") denota o
limite pela direita da fungao S, ¢(z) em d e S,¢(d~) denota o limite pela esquerda de S, ¢(z)
em d. Mais precisamente, seja ¢ € C%([0, 1], P) uma funcdo continua, entao para todo n € N

definimos
n—1

Sno(d®) = Tim > $(L'(2).
=0

Por defini¢ao L(dT) =0 e L(d~) = 1, concluimos que:

lim sup %anﬁ(cﬁ) = lim sup %Sngb(()) e limsup lSn(b(al*) = lim sup %anﬁ(l).

n—00 n—00 n—oo N n—00

O Lema 2.3 a seguir garante que as relagoes acima estao bem definidas.

Lema 2.3. Seja L : [0,1] \ {d} — [0,1] uma aplicagao de Lorenz unidimensional e considere
¢ € C*([0,1], P).

(i) Se ndo existe ng € N tal que L™ (0) = d, entao

lim sup lS’n<;5(d+) = limsup lanS(O)
n

n—oo T n—o00
(ii) Se existe ng € N tal que L™ (0) = d, entdo

. 1 1
lim sup Eanﬁ(d-i_) = TT() nod)(o)'

n—oo

A mesma conclusdo vale para d— substituindo 0 por 1.

Demonstragao. O primeiro item decorre facilmente da definicdo de soma de Birkhoff. De fato,

Spo(d) = lilrcrll+ Sné(x)
n—2

= o(d") + 3 $(LI(0))

J=0

= ¢(d") + Sn-10(0),

entao ) )
limsup —S,¢(dt) = limsup — S, 4(0).

n—oo N n—oo TN

Para provar (ii) seja n = Kng + [, com 0 <[ < ng. Assim,

Sn¢(d+) = ¢(d+) + SKno+l—1¢(0)
= @(d") + K Spy$(0) + S1—16(0),

11



em que a segunda igualdade na equagdo acima ocorre porque L é crescente por partes e ¢ é
continua. De fato, para = suficientemente préximo de d e x > d, tem-se
L™(z) > L™ (0) = d. Portanto,

+
Loty = 290 4 Kog 600+ L sii00).

Fazendo n — oo obtemos:

lim Suplsn¢(d+) = ni no(b(o)'
0

n—oo M

O mesmo argumento fornece resultados semelhantes para d~ substituindo 0 por 1. ]

- . . 1 . .
Observagao 2.4. A partir de agora, usamos limsup —S,¢(0) para nos referirmos ao limite
n—oo N

1 1 1
lim sup ESn(Z)(dJ“) e limsup —S,¢(1) para nos referirmos ao limite limsup —Sy,¢(d™).

n—00 n—oo N n—oo N

Definicao 2.5. O conjunto H; € definido como o conjunto de ¢ € C*(]0,1], P) tais que

Piop (¢, I) > max {lim sup l(S’n)(O), lim sup 1(Sn¢)(1)} .

n—oo N n—oo N

2.4 H; é nao vazio

Para mostrar que H1 nao é vazio, mostramos que ele contém o potencial nulo. Considerando

o potencial ¢ = 0, entdo

Poop(6, L) = Piop(0, L) = sup _ { (L) + [0dp} = heop(L)
peEM(X)

max {lim sup l(Snczg)(O), lim sup i(S,@)(l)} =0.

n—oo N n—»00

Como L' > /2 entdo por Hofbauer (Hofbauer 1979) temos que hiop(L) > 0 0 que implica

que

Prop(3, L) = hiop(L) > 0 = max {lim Sup - (S,)(0), Tim sup 1(5n¢)(1)} .

n—oo N n—oo N

Portanto, concluimos que ¢ € H;.

2.5 Todo elemento de H; admite uma tinica medida
de equilibrio

Para mostrar que todo elemento de H; admite uma tnica medida de equilibrio, primeiro

provamos que a pressao da fronteira 0P pode ser escrita em termos de valores assintéticos da

12



média de Birkhoff do ponto de fronteira da particao. Comegamos com o seguinte resultado

simples baseado em um argumento de distorcao.

Lema 2.6. Seja L : [0,1] \ {d} — [0,1] wma aplicacao de Lorenz unidimensional e
¢ € C*([0,1], P). Entao, para n suficientemente grande, existe uma constante C > 0 tal que

’(Sngb)(m) - (Sngb)(y)’ < C, para todo z,y € Cp, e Cp, € P,

Demonstragao. Se ¢ é a-Holder continua em P, existe uma constante K > 0 tal que
|(Sno)(x) — Z!¢ (L' (x)) — ¢(L'(y))]

<k SJ - v
Como z,y € Cy, pela propriedade L.3 da Definicao 2.1 existe 0 < A < 1 tal que

|(Sn) (@) = (Sn) ()] < K Y X
=0

[e.@]
Logo, é suficiente tomarmos C' = K (Z /\ia>. O
i=0

Corolario 2.7. O Lema 2.6 vale no fecho dos cilindros C,,, denotado por C,,, isto é, se x,y € C,

entdo existe C > 0 tal que |(Sn¢)(x) — (Sno)(y)| < C
Demonstracdo. Basta escrever pontos em C,, como limites de pontos em C,,. ]
Usando o Corolério 2.7, podemos caracterizar Piop(¢, 0P, L) como segue.

Proposicao 2.8. Seja L : [0,1] \ {d} — [0,1] uma aplica¢ao de Lorenz unidimensional e
¢ € C*([0,1], P). Entao

Piop(¢, 0P, L) = max {hmsup (Sn9)(0), limsup — ( Sno)(1 )}

n—oo M n—oo N

Demonstragio. Considere C%, 1 < i < 4, o cilindro em P tal que {0,d,1} N dC’ # 0, em
que AC? é a fronteira de C%. Como para todo = € C,, C C,,

zeChp zeC,y
segue que
1
Ptop(¢, aP L) < lim sup — log Z sup e(Sn¢)($)
n—00

CneP=1:0PNCy£) T€Cn

Usando o Lema 2.6, para = € C!, temos

13



onde b; € {0,d",d",1} dependendo se C,, estar & esquerda ou a direita do ponto de desconti-
nuidade d.

Assim,

4
Piop(¢, 0P, L) <limsup 1 log (Z e(sm)(bi))

n—oo N -
i=1

= max {limsup iSn¢(bj)}

1<j<4

n—oo
1 1
< max {hm sup —S,¢(0), lim sup anb(l)} ,
n—oo N n—oco N

em que, nas desigualdades acima, usamos o Lema 2.3.

Reciprocamente, como para todo = € C,, C C,

zeChp zeChp
obtemos
1
Piop(¢,0P, L) > limsup — log 3 inf_e(Sn®)@)
n—oo N iEECn

Cr€P—1: 9PNCp A0

Usando novamente o Lema 2.6, para x € C! temos

(Snd)(bi) — C < (Sno)(2).
Logo,

1
Pyop(¢, 0P, L) >limsup — log (emax1§j§4 S"¢(bf))

n—oo N
1
> max {lim sup Sn(b(bj)} .

T4 [ nsoo M

Aplicando o Lema 2.3 novamente, obtemos

1 1
Piop(¢, 0P, L) > max {lim sup —S,¢(0), limsup nS’nqb(l)} .

n—oo N n—00

O

Lema 2.9. Seja L : [0,1] \ {d} — [0,1] uwma aplicagcao de Lorenz unidimensional. Entao a
aplica¢io Piop(-,0P, L) : C*([0,1], P) — R € continua.

Demonstragao. Note que, para quaisquer 9, ¢ € C([0, 1], P), pela Proposigao 2.8 temos

‘Ptop(¢7ap7 L) - Ptop(¢)apv L)’ =

limn sup % mase{5,(0). S,(1)} — lim sup % max{Spe(0), sn¢(1)}‘

n—oo

< 2limsup L1500 Sn¢(0)’ + 2lim sup [Pt = Subl]) ’
n—oo T 2 n—oo T 2
< v = ¢l

14



Cada elemento de H; admite uma tinica medida de equilibrio

Considere ¢ € H1. Pela definigao de H;, temos que

max {lim sup lanﬁ(O), lim sup 1Sn¢(1)} < Piop(9,L).

n—oo N n—oo N

Assim, pela Proposicao 2.8 obtemos

Piop(¢, 0P, L) = max {lim sup 1Snd)(O), lim sup TllSngb(l)} < Piop(¢, L).

n—oo N n—00

Por outro lado, assumindo a hipétese L' > /2, a aplicacdo de Lorenz unidimensional é
fortemente topologicamente transitiva (ver Williams [Wil79]; Clark Robinson [Rob12]).
Portanto, aplicando o Teorema 2.2 concluimos que, se ¢ € H1, entdao ¢ admite uma unica

medida de equilibrio.

2.6 7H; é um conjunto aberto em C*([0, 1], P)

Primeiro observe que H; = ’Hf NH;, onde

H = {gf) : Piop(¢, L) > limsup :L(anb)(())}

n—o0

Hi = {05 Puplor2) > s L(5,6)1) |

n—oo T

Considere ¢ € C*([0, 1], P). Para provar que H; é CY-aberto em C%([0, 1], P) precisamos do

seguinte lema:

Lema 2.10. Considere Pyop(-, L) : C%([0,1], P) — R definida por ¢ — Piop(p, L). Entao, para
quaisquer ¢, € C([0,1], P), temos

‘Ptop(¢7 L) - Ptop(wv L)‘ < H¢ - 1/f||07
isto €, Pyop(-, L) € uma fungdo Lipschitz.

Demonstragao. A prova do lema segue do Teorema 9.7 de Walters [Wal82], com as modificagoes

apropriadas. O
Lema 2.11. Os funcionais Py, P_ : ce([0,1], P) — R, definidos por
1 1
¢ — P_(¢) = limsup —(S,¢)(1) e ¢ — Py(¢) = limsup —(S,¢)(0), sao continuos.
n—oo N n—oo N

Demonstragao. Apresentamos a prova apenas para a aplicagao P, ; o outro caso é andlogo. Como

no Lema 2.3 consideramos dois casos. Se existe ng € N tal que L™ (0) = d, entdo o Lema 2.11 é
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trivial, pois Py é constante. Se nao existe ng tal que L™ (0) = d, entao, pela definigdo de soma

de Birkhoff, temos que

|Po(6) — P ()] = [lmsup - (S,6)(0) ~ limsup * (5,24)(0)

n—oo N n—soo N
. 1
< lim sup —[(5,)(0) — () (0)]
n—oo N
<o —¢llo. (2.6.1)
Assim, a desigualdade (2.6.1) prova o lema. O

O conjunto H; é C’-aberto em C*([0,1], P)

Agora, provemos a primeira parte do Teorema 2.1. Note que, para provar que Hi é aberto
em C%([0,1], P), é suficiente mostrar que H; e H; sdo abertos em C*([0, 1], P).
Considere a aplicacdo P : H| — R definida por P(¢) = Piop(¢, L) — P (¢). Combinando os

Lemas 2.10 e 2.11 obtemos que P é continua e considerando A = (0, 00) obtemos

H ={d: Puop(e,L) > Pi(6)} = P~ (A).

Assim, H{ é um conjunto aberto de C([0,1],R). Similarmente obtemos que H] é aberto e

concluimos que H é aberto em C*([0, 1], P).

2.7 7H; é um conjunto denso em C“([0, 1], P)

Escolha ¢ € C%([0, 1], P), nossa prova consiste na construgao de uma sequéncia de potenciais
Geky € Hi tal que ¢,y — ¢ na topologia CP. Para isso, primeiro, usando propriedades das
transformagoes lineares mod 1, construimos uma familia auxiliar {A, },en de subconjuntos de
[0,1] gerados pela particao F = {(0,(1 — «)/B),((1 — a)/B,1)} (ver abaixo). Em seguida,
encontramos pontos periédicos com periodo suficientemente grande nos cilindros que estdao nos
lados direito e esquerdo do ponto de descontinuidade. Por fim, construimos ¢. 1 ; perturbando
¢ ao longo da Orbita dos pontos periédicos acima mencionados a fim de obter maior pressao e

dominar a pressao da fronteira.

Conjugacao a uma transformacao linear mod 1

Recorde que aplicacoes de Lorenz unidimensionais sao topologicamente conjugadas a uma
transformagao linear mod 1 como em Faller and Pfister [FP09], Glendinning [Gle90], Hofbauer
[Hof81]. Considere 1 < f < 2 e a > 0 tais que a« + < 2, entao a aplicacao
T(x) = fxr + a mod 1 é chamada transformagao linear mod 1. Vista como uma aplicagao do
intervalo, uma transformagcao linear mod 1 tem um ponto de descontinuidade em D = (1—«)/f.
Além disso

T(D")=0,T(D")=1,T(1)=B+a—1, T(0) =«
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BZL‘—FOé, ser € [0,(1-0&)/6),
T(z) =
Br+a—1, sexe ((1—-a)/s,1].
y5+a—1
a
0 — 1

B

Observe que transformagoes lineares mod 1 sao fortemente topologicamente transitivas se
B > /2. Mais detalhes e propriedades sobre essa classe de aplicacbes podem ser encontrados em
Hofbauer [Hof81], Palmer [Pal79], Parry [Par66, Par79]. Nesse contexto, Glendinning provou o

seguinte:

Teorema 2.12. (Glendinning [Gle90]) Seja L : [0,1]\{d} — [0, 1] uma aplicagao de Lorenz uni-
dimensional. Entao L € topologicamente conjugada a wma  transformacgao

T(x) =Pz +amod 1 e hip(L) = In(pB).

Construgao dos conjuntos auxiliares {A, },en

Note que, pelo Teorema 2.12, encontrar um ponto periddico para uma aplicacao de Lorenz
unidimensional é equivalente a encontrar um ponto periédico para uma transformacao linear
mod 1. Portanto, a construcao de pontos peridédicos serd feita usando a transformagao linear
mod 1 T.

A fronteira de tal sistema ([0,1], F,T), onde F = {(0,D),(D,1)}, é OF = {0,D,1}. Seja

F™) g colecao de n-cilindros dinamicamente definidos pela transformacio T, isto é, as intersecoes
n—1

nao vazias C), = ﬂ T77(F;), onde F; € F. Definimos C;t e C;; sendo os cilindros, respecti-
j=0

vamente, & direita e & esquerda do ponto de descontinuidade D, isto é, D € 9CE, em que

4+ ou — representam os cilindros do lado direito ou esquerdo de D, respectivamente. Intro-

duzimos uma familia auxiliar A,, por inducao como segue: tome Ay := (D,1) e, para n > 0,

definimos

T(A,), se D¢ A,
An+1 =
T(Ar), seDe A,,

em que A¥ é a componente conexa de A, \ {D} contendo T (D).

17



Definigcao 2.13. Um inteiro N € um cutting time para T se D € Ap.

Observagao 2.14. FEssa definicio pode ser encontrada, por exemplo, em Graczyk e
Swipolkhatek [GS98].

Construcao de pontos periédicos

Nesta se¢ao encontramos pontos periédicos com periodos suficientemente grandes nos cilin-
dros que estao nos lados direito e esquerdo do ponto de descontinuidade. Mais precisamente,
provaremos, usando propriedades de transformagoes lineares mod 1, que existem sequéncias

de inteiros {N,;t}keN e sequéncias de pontos periddicos tais que pf — d*, dF € 80?\; e
k

Ve (p,f) = pff para algum pf € C]j\;i, em que + ou — representam os cilindros do lado di-
k
reito ou esquerdo de d, respectivamente. Por fim, mostramos que P(¢, dP, L) pode ser calculada

pela média de ¢.

Lema 2.15. Seja Nt um cutting time para T e Cy+ = (DY, BT) um cilindro. Suponha que
TN (BT) > B*, entdo existe um ponto periédico p; de periodo N para T tal que p;i € Cy+.
Resultados andlogos sdo obtidos para os cilindros do lado esquerdo de D.

Demonstracdo. Primeiro mostramos que, se TV +(B+) > BT, entao existe um ponto periédico
de perfodo N* para T em Cy+. O caso em que TV (B~) < B~ é similar. Observe que
TN (Cy+) = Ay+. Como Nt é um cutting time, obtemos que Ay+ = (TN (DV), TN (B)) e
D e Ay+. Assim TN (Cy+) = (TN (DT), TN (B)). Como TN (Bt) > Bt e D é um cutting

time, obtemos

TN (Cy+) = Ay+ = (TV(DT), TN (BT)) 2 (D, BY) = Ciy+.

Logo existe p},, € Cy+ tal que TN' (ph+) =P O
Lema 2.16. FEzxistem infinitos cutting times Ngr < Nfr < - < N,:r < -+ tats que
TN;(B+) > BT, para k € N. Resultados andlogos sdo obtidos para os cilindros do lado es-
querdo de D.

Demonstragao. Primeiro provamos que existem infinitos cutting times
Ny < N < -+ < N < -+ tais que TNJ(BJF) > BT, para k € N. Podemos proceder

de maneira similar para provar o segundo caso. Para isso, fixe NJ > (0. Por contradigao, su-
ponha que, para todo cutting time N* > N(T, temos TNV (BT) < BT. Assim, existem cutting
times Nt < Nt <+ < N}t <+ tais que TNI:F(BJF) < BT, para k € N. Portanto,

+ +
|CNIj+1| o ‘ANI:r+1| _ |TN:(D+) — D’ (2 7 1)
+ - + _ Nt - + ¥ . .
Ol B Mg [ (D) =1 (BY))

A segunda igualdade acima decorre do fato de que nao existe cutting time entre N ,j e N, ,j 1

e, consequentemente,
AT, | = NN |ITNE (DY - D).
Nk+1
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Agora,

TNe (D) = D] |TNe (D) — TN (BH)| - [TV (BT) - D)
ITNe (D) — TN (BH)| [TNE (D*) — TN (B)]
TN (BY) = D
_,__ 1T (BT) - D (2.7.2)

[TNE (D) — TV (BY)]
1 |TN(B*) - D)

=1- BNJ DB (2.7.3)
Como estamos considerando TN¢ (BT) < BT, temos
1 TN (BY)-D| _ 1
[T« (BY) — D (2.7.4)

g% ID-T(BY] ~ gN

Assim, usando (2.7.1), (2.7.3) e (2.7.4), obtemos

s, I
>1——F.
|Cj\_];r| ,BNk
Como consequéncia, temos
+ + + +
v _ O 101 10|
+ 1 + + +

>1_[1<1_51j> =7 > 0.
i

Portanto, |C’;;| > - \C]J\r[gr], para todo k > kgp. Isso nos dd uma contradigdo, pois por
construgao \C;\; +| = 0 quando k — oo.
k
O

Corolério 2.17. Considere C+ pertencendo a colegio PWN) e N,j-cz’lindros para uma aplicacao
k
de Lorenz unidimensional L. Supondo que d € 8C’N;, entao existe p; € CN: tal que

LN (p;') = pz. Analogamente, € possivel obter um ponto periddico p, para o cilindro C -

Demonstragcao. Como uma aplicagdo de Lorenz unidimensional L é topologicamente conjugada
a uma transformacao linear mod 1 7' (Teorema 2.12), segue imediatamente do Lema 2.15 que

existe um ponto periddico pg. ]
Lema 2.18. Seja L : [0,1]\ {d} — [0,1] uma aplicacao de Lorenz unidimensional e considere
¢ € C*([0,1], P). Se N;Y €N € tal que d € 0C’N:, py € CN,T e LNlj(pg) = p;, entdo
I lim ~Spp(pt) ) = limsup  lim ~Sné(p?) (2.7.5)
S = = im — . 7.
Irgogp lcglc}o n " Pr liiip noon Pr

Substituindo pz por p,. obtemos resultados semelhantes.
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Demonstragao. Apresentamos a prova apenas para p;. O caso p, ¢ similar. Para ver isso,

primeiro observamos que sup(¢) < oo e entao

Z\¢ (LY (p})))

< sup(¢),

‘ n¢ pk

1
para todo n,k € N. Assim, o limite superior duplo lim sup —S’nqﬁ(p;f) existe.
nk—oo T
Agora, fixado k € N, podemos escrever

n=qgi N} +nr}, 0<rf <N!-1
Logo, existe o seguinte limite:
lim ~8, lir b g st !
nl_{go n o(pr+) = Hn T N}jﬁb(pk ) + ? le-éb(pk)
1
= — S o)) (2.7.6)
+°N k)
N 7k

em que obtemos a tltima igualdade porque, como 0 < rF < N ,j —1, entao Sr,t gzﬁ(p;:) ¢é limitada.

Por outro lado, para n € N fixo, como p;: — dT, o seguinte limite existe por continuidade,

isto é, . )
lim — == ). 2.7.
Jm —Sao(py) = —Sed(d”) (2.7.7)
Combinando (2.7.6) e (2.7.7) obtemos (2.7.5). O

Corolario 2.19. Seja L : [0,1]\{d} — [0, 1] uma aplicag¢io de Lorenz unidimensional e considere
¢ € C%[0,1],P). Se p: € uma sequéncia de pontos periddicos satisfazendo as condigdes do
Lema 2.18, entao

1
lim sup N—S++¢(pk) = limsup — Sn¢( )-

k—o0 k n—00

Substituindo 0 por 1 e p: por p,. obtemos resultados semelhantes.

Demonstracdo. Para cada n, como limg_so pz = dT, obtemos

Tim LS,0(pk) = - S,0(d"). (2.7.8)

Fazendo n — oo podemos reescrever (2.7.8) como

lim sup (klggo ianﬁ(pk)) = lim sup lSn¢(d+).

n—00 n—oo TN

Pelo Lema 2.18 obtemos

lim sup < lim 1Sn¢(pk)> = lim sup lSngé(dﬂ.
n n

k—o0 n—00 n—00
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Como py — d* quando k — oo, a continuidade por partes do potencial ¢ € C%(X, P) implica
que as somas de Birkhoff se comportam de maneira controlada préximo a descontinuidade. Pela

defini¢ao de pp como pontos periddicos de periodo Ng, temos:

)

1
lim —S, =
nﬁl oo n ¢(pk) Ny

Dessa forma, tomando o limite superior em k:

. 1
lim sup — Sy, ¢(pk) —hmsup/¢d,u,pk /¢dud+,

k—o00 Nk k—o00

onde p4+ € a medida invariante associada a érbita do lado direito da descontinuidade. Uma

vez que
1
/¢dud+ = lim ~S,¢(d"),
n—oo N
concluimos que:

lim sup < le 1Sn¢(pk)> = lim sup lSn(;ﬁ(dﬂ.
n—oo n

k—00 n—oo T

Esta igualdade garante que o potencial nao possui ”"saltos”de pressao na vizinhanca do
conjunto singular, o que é a condicao necessaria para aplicar o critério de densidade no espago
de potenciais Holder por partes.

O

Construcao do potencial ¢,

Recorde que, pelo Corolario 2.19, existe uma subsequéncia IV} £ o tal que d € 3C’ii e
£ e C’ii tal que LV (Py £) = pk Seja Ii (L7 (pk) - 52[, L (pk) + 5i) os intervalos, onde
0 § j < NjE — 1. Como a érbita de pk ¢ finita, existe 5,? > 0 tal que I,L»jE N I;E = (), para todo

+
0<14,7 <N + _ 1 com i # j. Aqui e subsequentemente, denotamos (5kl = Tk Considere
NE-1 NE-1
+ +
BE ( )_ Z B€,k,j,l($)’ T e U IJ ’
ekl 7=0 7=0
0, caso contrario.

onde Bf,k, il ¢é a funcao bump definida pela Figura.
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L (0)

L (pr)

LI (pg) — Ok L (pr) + Ok

Lema 2.20. Considere qb;tkl(a:) = ¢(z) + Beikl(a:), onde ¢ € C*([0,1], P). Entdo temos as

sequintes propriedades:
(i) qﬁffkl é Holder-continua;
(”) ||(b;;t,k7l - d)”C'O < E? pam tOdO d) € Ca([ov 1]’P)!

(iii) Como gbfkl € construida na orbita do ponto periodico pf, temos que
+ + 1
SN,f%,k,l(Pk) = Sy o(py,) +¢

Demonstragao. Seja ¢ € C*([0,1],P) um potencial dado e € > 0 o parametro de perturbagao.
A funcao Beik ,(x) é construida como uma fungao de suporte compacto (funcao do tipo bump)

em uma vizinhanca V' da orbita do ponto periédico pf de periodo N ,;t

Prova do item (i): Por construgao, Beik ; ¢ uma funcao de classe C°° com suporte compacto.
Uma vez que toda funcao diferenciavel em um dominio compacto é Lipschitz-continua e, con-
sequentemente, a-Holder para qualquer a € (0,1], a soma de ¢ (que é a-Hélder por hipdtese)

com Bfkl preserva a regularidade. Logo, ¢2th e C*([0,1],P).

Prova do item (ii): A norma do supremo da diferenga entre os potenciais é dada por:

+ +
H¢e,k,l — ¢llco = sup |Bg,k,z($)’
z€[0,1]

A fungao B el ¢ definida de modo que seu valor maximo seja estritamente menor que €. Portanto,

a proxmndade na topologia C° é garantida por construcao: Hgbe w1 — Pllco < e

Prova do item (iii): Calculamos a soma de Birkhoff de ordem N ,;t aplicada ao ponto periédico

+.
by
NE-1 NE-1

Ni¢eklpk Z ¢LJ Pk Z Bele] pk))

A construcao técnica da funcao bump garante que B6 A l(pk) =€ e que B6 A l(Lj (pf)) = 0 para

todoj =1,... ,Nk — 1, ou seja, a perturbacao atinge a orbita apenas no ponto pf. Assim, a
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segunda soma reduz-se ao valor €, resultando em

Sy 0 () = Sy () + €
O

Lema 2.21. Seja (’)(pki) a orbita de pf ¢ XopE) ¢ fungao caracteristica de O(pk) Entao
limy 00 B:kvl(:r) =c- Xo(pf)(:v), para todo x € [0, 1].

Demonstragdao. Se x € (’)(pf), entao existe jo € {0,1,..., N,;t — 1} tal que x = LJ° (pf) Entao
NE-1

+
Bskl( ):BeleJO pk Z ng,]zLjo Pk))

pois, pela construgao, Bfkjl(LjO (pf)) = 0 sempre que j # jo, e BE, . (L (pki)) = ¢. Logo,

: +
ll_lglo By (z) =e.

&,k,j0,l

NE-1
Por outro lado, seja x € [0,1] \ (’)(pf). Se x ¢ U I]i, entao lim;_, .o Bsckl(:c) = 0. Caso
j=0
contrario, = € I;C para algum j € {0,1,..., N,;t — 1}. Nesse caso, como 5;51 — 0 quando | — oo,
NE-1

segue que, para [y suficientemente grande, temos x ¢ U Iji e llg(l;lo Bgfw(ac) = 0. Portanto,
§=0
para todo = € [0,1] \ (’)(pf), obtemos que lim;_,, Bsck ;(x) =0 e isso completa a prova. O
Lema 2.22. Sob as hipdteses acima llim Ptop(Baik 1 OP, L) = 0.
—00 7

. . + +\ 4

Demonstragao. Pelo Lema 2.21, temos que ll—lglo By (x) =€ Xo(pki)(x). Como O(p;;) é um

conjunto fechado, obtemos que Xopt) [0,1] — R é semi-continua superiormente. Assim,
k

aplicando o Lema 2.9 temos que
Jim Piop(BZ, 1, OP, L) = Pigp(e - Xoz) 0P, L)

. 1
=c- <l1m sup — max {Snxo(pf)(O), SnXO(pf)(l)}>

n—oo

=0,
pois L’ (z) ¢ O(pf) e Xo(pki)(Lj(x)) =0, paratodo 0 <j<n-—1. O
Corolario 2.23. Defina ¢, (x) = max{¢:’k,l(a:), ¢y (@)}, para x € [0,1]. Entdo

Jim Prop(@2,11, 0P, L) = Puop(6,0P. L).

Demonstragao. Seja ¢ € C*([0,1],P) o potencial original. Pela construcao dada no Lema 2.20,
temos que os potenciais perturbados ¢, ; e ¢, , satisfazem Hgbaikl — ¢||co < e. Definindo

be ) = max{gb:k 1@k}, observamos que para cada x € [0,1] e para cada | € N, vale a seguinte
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estimativa na norma do supremo:

|bea(x) — ¢(x)| < max{|¢], (2) — o), 1o, () — ¢(x)[}-

Da propriedade (ii) do Lema 2.20, segue imediatamente que ||¢: 1 ; — ¢||co < € para todo .

A pressao topoldgica Piop (-, 0P, L) é uma funcao continua em relagao ao potencial na topo-
logia C° (Lema 2.9). Além disso, a construcio do parametro [ est4 associada ao refinamento da
vizinhanca do ponto periddico ou ao suporte da funcao de perturbagao B:k,l' Quando | — 00, 0
suporte da perturbacao torna-se arbitrariamente pequeno, embora o pico da perturbacao ainda
garanta a separacao das somas de Birkhoff.

Como ||pc 11 — ¢||co — 0 quando o parametro de perturbacao e é tomado convenientemente
pequeno e considerando a convergéncia uniforme dos potenciais construidos, a continuidade do

funcional pressao implica que:
lim Piop(Pe i1, OP, L) = Piop(¢, 0P, L).
l—o0

Isso conclui a prova do corolério. ]

Prova de que H; é C’-denso em C°([0,1], P)

Nossa prova comega recordando o seguinte resultado provado por Buzzi e Sarig em [BS03],

onde L é a aplicacao de Lorenz unidimensional.

Proposigao 2.24. (Buzzi and Sarig [BS03]) Considere ¢ um potencial uniformemente continuo
por partes e seja v uma medida de probabilidade ergodica. Se v(S) > 0, entao
Piop(¢,S,L) > hy(L) + [ ¢dv, onde h,(L) € a entropia métrica de v.

Fixe ¢ € C*(]0, 1], P). Lembre que nossa prova consiste na construcao de um potencial ¢ j ;

tal que [|pe k1 — dllco < e e
Ptop(¢5,k:,la L) > Ptop(¢8,k,l7 aPa L)a (279)

isto é, ¢ 11 € Hi. Para isso, fixe ¢ > 0 e considere

e i (x) = max{ol, (), ¢ ()}, para z € [0, 1].

Pelo Lema 2.20, o potencial ¢, satisfaz a condicdo ||¢.r; — ¢||co < €, para todo k,I.
Assim, precisamos apenas mostrar que a desigualdade (2.7.9) é verdadeira. Pela definigao de

Piop(de k1, L), existem ko, [y tais que
Priop(@ekis L) 2 Prop(¢e k1, OP, L)
para todo k > kg e [ > ly. Para obter uma contradicao, suponha que, para todo k, I,

Ptop(¢e,k,la L) - Ptop(¢€,k,lv (‘3P, L)- (2'7‘10)
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Considere CN; € PON{=1 como no Corolério 2.17, entdo existe p;f € CN,j tal que

LN (p,j) = pz. Além disso, pode-se construir uma medida
Nf-1

Mk N+ Z 6Lj(pk ’ 7

onde 5Lj(pz) é a medida de Dirac com 6Lj(p:)(Lj(pZ)) =1,j€{0,1,..., N, —1}.
Como pf (C,) > 0, pela Proposi¢ao 2.24 temos

Ptop(¢s,k,l; ) > Ptop(¢5 kD L) 2 Ptop(éih[v CNka L)

Zhuz( )+ /d’ekldﬂz—
Ni—1

1 | )
- ;) o (L () = E(SNk@k,z)(p;)
- N, (Sned) (pf)) + &,

onde, na tdltima igualdade, aplicamos o Lema 2.20.

Por outro lado, obtemos a mesma conclusao para p, € C) -, isto é,
k

1
Piop(®e 1, L) > N (Sny.@) (py) + ¢

Assim,

Piop(¢e ki, L) > max {N1+(SNJ¢) (), Nl—(SNk ¢) (p,;)} +e. (2.7.11)
k

k
Fazendo | — oo na desigualdade (2.7.11) e combinando (2.7.10) com o Corolario 2.23 obtemos

1
Piop(, 0P, L) = max {N: (S 9)0), 3=

Sy gb)(pk)} +e.

De fato, fazendo k — oo e combinando o Corolario 2.19 com a Proposigao 2.8 obtemos

1 . 1 -
P60, ) 2 o { imsup - % (S ). s = (S 005 |+

— max { limsup - (5,6)(0), limsup - ( Sng)(1)
{ o

n—oo n—o0

— Rcop(¢7apa L) +e

o que contradiz (2.7.10).

Portanto, mostramos que a desigualdade (2.7.9) é verdadeira.
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Capitulo

Versao Bidimensional do Teorema A

Apés a andlise detalhada da dindmica unidimensional realizada no Capitulo 2, este capitulo
dedica-se a reintroducao da dimensao vertical no sistema, definindo a aplicagao de Lorenz bi-
dimensional P(z,y) = (L(x),g(x,y)) (veja Segao 1.2). O objetivo é demonstrar como a con-
tragao nas fibras estaveis, fundamentada na construgdo geométrica do Capitulo 1, interage com
a expansao na base para garantir a unicidade genérica de medidas de equilibrio no cenério

parcialmente hiperbdlico (Teorema 3.1).

3.1 Contexto Bidimensional

Neste capitulo, estabelecemos a versao bidimensional do Teorema A, estendendo os resulta-
dos de genericidade (abertura e densidade na topologia C°) para a unicidade de medida de
equilibrio no cendrio de aplicagoes de Lorenz bidimensionais. Precisamente, o objetivo central

¢ a demonstracao do seguinte teorema:

Teorema 3.1. Seja P : ([0,1]\ {d}) x I — [0,1] x I wma aplicagio de Lorenz bidimensional
definida pelo produto parcial P(x,y) = (L(x), g(x,y)), onde L satisfaz as propriedades discutidas
no Capitulo 2. Considere Co‘(ﬁ) o0 espaco dos potenciais Holder-continuos por partes em relagao
o particio P = {[0,d) x I, (d,1] x I}. Entdo existe um subconjunto aberto e denso Hy C C*(P)
na topologia C°, tal que, para todo ¢ € Ha, o sistema (P,¢) admite uma inica medida de

equilibrio.

O ponto de partida para a prova do Teorema 3.1 reside no fato de que a coordenada instavel
x preserva a estrutura de expansividade e descontinuidade da aplicacao de base L analisada no
Capitulo 2 [Wil79, Gle90], enquanto a coordenada y é dominada por uma contragao uniforme nas
fibras estdveis, conforme a construgao geométrica detalhada no Capitulo 1 [Rob12, Bau04]. Essa
estrutura de produto parcial permite organizar a dinamica em termos da particao P e de seu
conjunto de fronteira P = {0,d, 1} x I, definido formalmente na Sec¢ao 3.2. A contribuicao desta
fronteira a pressao topoldgica representa o obstaculo central para a unicidade, uma dificuldade
técnica cujos fundamentos tedricos remontam ao formalismo termodinamico cldssico [Wal82] e

que exige o controle rigoroso da pressao restrita a conjuntos invariantes.
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A estratégia global reitera a estrutura metodolégica desenvolvida no Capitulo 2, exigindo,

contudo, uma adaptacao sistemética em trés eixos técnicos:

(i) Controle da Fronteira: A identificagdo da fronteira no espaco bidimensional e a veri-
ficagdo de que a pressao topoldgica restrita a oP permanece estritamente menor que a
pressao global, conforme estabelecido na Proposicao 3.17. Este controle é fundamental
para assegurar que a medida de equilibrio nao se concentre na regiao de descontinuidade,

em conformidade com o formalismo de [Wal82] e [Bow75].

(ii) Perturbagoes de Birkhoff: A construgao de perturbagoes localizadas (bumps) no plano,
andlogas as fundamentadas no Lema 3.33, visando o incremento controlado da pressao.
Tais modificagOes permitem a separacao das somas de Birkhoff de diferentes medidas sem

violar a regularidade do potencial nos pontos criticos, seguindo a abordagem de [BO18].

(iii) Critério de Unicidade: A aplicagao do formalismo de [BS03] para a aplicagao de Poin-
caré P, garantindo que a hiperbolicidade parcial caracteristica desses sistemas [LOR11]
nao comprometa a unicidade da medida de equilibrio para potenciais pertencentes a classe

C*(P), estendendo os resultados cldssicos de existéncia para aplicagoes de Lorenz bidi-

mensionais [Met00].

3.2 Definicoes e Resultados Preliminares

Seja L : [0,1] \ {d} — [0,1] a aplicacao de Lorenz unidimensional estudada no Capitulo
2 e seja I = [~1/2,1/2] o intervalo compacto que representa a fibra estdvel, conforme intro-
duzido na Sec¢ao 1.2 do Capitulo 1 [Rob95]. Considere a aplicacdo de Lorenz bidimensional
P ([0,1]\ {d}) x I — [0,1] x I, definida pelo produto parcial P(z,y) = (L(z), g(z,y)), que
formaliza a aplicagao de primeiro retorno na se¢ao de Poincaré ¥ [? ]. A componente contra-
tiva g satisfaz as seguintes hipéteses, fundamentadas na dinamica local da sela na origem (veja

Equagao 1.1.2):

(H1.) Contragao nas fibras: decorrente da forte atragdo para a variedade estavel (hipdtese

(H1) do Capitulo 1), existe uma constante 0 < pu < 1 tal que

lg(z,v1) = g2, v2)| < plor — val,

para todo x € [0, 1] \ {d}, Vvi,v2 € I;

(H2.) Regularidade por partes: existe uma partigao finita P de [0,1] \ {d} tal que L é de
classe C'*7 e a aplicacdo g é Holder-continua em relacdo a varidvel  em cada dtomo de

P, estendendo as propriedades de regularidade (P1)-(P3) do modelo geométrico.

Denote por P a particao de ([0, 17\ {d}) x I induzida pela particdo de monotonicidade da
base P. Como discutido na Secao 1.2, os elementos de P sdo os cilindros verticais C; = I; x I ,

onde I; € P, que representam a folheagao estavel F* preservada por P [Rob95].
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A fim de estender os resultados do formalismo termodindmico, definimos a pressao to-

polégica de um potencial ¢ € C*(P) seguindo as definigoes classicas de [Wal82]:

1
Piop(¢, P) = limsup — log Z sup e | (3.2.1)
n—oo TN ~ = c
Cepn—1) #€tn
A conexao entre a pressao topoldgica e as medidas invariantes do sistema é estabelecida pelo
Principio Variacional [Wal82, Kel98|. Seja Mp o conjunto das medidas de probabilidade

P-invariantes. Entao:

Piop(¢, P) = sup {hV(P)+/¢du}. (3.2.2)

veEMPp

Observagao 3.2. A propriedade h,(P) = hy,,(L) decorre da estrutura de skew-product e da
contra¢ao uniforme (H1), permitindo relacionar a dinamica do atrator de Lorenz A com a

aplica¢ao unidimensional L obtida via quociente pelas folhas estdveis [Rob95, Baulj).

3.3 Construcao do conjunto H;

Lema 3.3 (Existéncia e unicidade de levantamento periédico). Seja p € [0,1] \ {d} um ponto
periédico de L com periodo n > 1, tal que sua drbita evita a descontinuidade (L7 (p) # d para
0<j<n-—1). Sob as hipoteses (H1) e (H2), existe um tnico y, € I tal que p = (p,yp) € um
ponto periddico de P com o mesmo periodo n, isto é, P"(p,yp) = (p,yp). Além disso, qualquer

outro ponto (p,y) com y # y, satisfaz P™(p,y) — (p,yp) quando k — occ.

Demonstragao. Fixe-se o ponto periddico p de periodo n para L. Definimos a aplicacao de
retorno na fibra G, : I — I como a composicao das componentes verticais de P ao longo da
orbita de p:

Gp(y) = 9(L" 1 (p), g(L" 2 (D), -, 9(Dy) - ).

Pela hipétese (H1), G), é uma aplicacdo bem definida de I em si mesmo. Para verificar que

G)p é uma contracao, tomemos yi,y2 € I. Aplicando (H2) sucessivamente n vezes, obtemos:

1Gpy1) — Gpla)] = lg(L" (), ") — (L (p), 55" ))

< ply" T =y

< "y - yal, (33.1)

onde ygj ) representa a j-ésima iteracao na fibra. Como 0 < u < 1, temos que p" < 1, logo G), é
uma contragao estrita no espago métrico completo (I,] - |).
Pelo Principio da Contracao de Banach, existe um tnico ponto fixo y, € [ tal que

Gp(yp) = yp. Visto que a primeira coordenada de P"(p,y,) é L"(p) = p, segue que:

P (p,yp) = (L™(p), Gp(yp)) = (1, Up),

o que conclui a existéncia e unicidade do levantamento periddico.
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Finalmente, para qualquer y € I, observe que a primeira coordenada de P™(p,y) é
L™ (p) = p, enquanto a segunda coordenada corresponde a G’; (y). Como gy, € o tnico ponto fixo

atrator da contracao G, segue que G’;(y) — yp quando k — oo. Portanto,

hm Pnk(p> y) = (p7 yp)7

k—o0

o que mostra que a fibra vertical sobre o ponto periddico é atraida exponencialmente para o

ponto periédico bidimensional p = (p, yp). O

Observagao 3.4. Se p tem periodo minimal n para L, entao o levantamento (p,y,) tem periodo
minimal exatamente n para P. De fato, se P™(p,y,) = (p,yp) com 1 < m < n, a projecdo na
primeira coordenada implicaria L™ (p) = p, o que contradiz o fato de n ser o menor inteiro com

tal propriedade.

Lema 3.5 (Levantamento de periédicos aproximando a descontinuidade). Seja
P([0,1\{d}) x I —[0,1] x I, P(z,y) = (L(x), g(z,y)),

onde I C R é um intervalo compacto e valem as hipdteses (H1)—(H2) do Lema 3.3. Suponha
que existam duas sequéncias de pontos periddicos para L, {p,j}keN e {py, tren, com periodos
N,j — 00 e N, — 00, tais que

p; — d+, p, —d,

e, para todo k, as orbitas {Lj(pf) 0<5 < N,;t — 1} evitam d.

Entao, para cada k, existem pontos y,j,yk_ € I unicamente determinados tais que
N, +  + +  +
P (pkvyk) = (pkvyk )-

Em particular, as sequéncias (p;, ylj) e (P, Yy, ) s@o sequéncias de pontos periddicos de P cujas

projecoes no eizo x convergem para d* e d”, respectivamente.

Demonstragao. Fixe k € N. Como cada pf é periédico para L e sua érbita evita o ponto de
descontinuidade d por hipétese, as condi¢oes de validade do Lema 3.3 sao satisfeitas. Assim,
obtemos a existéncia de um unico y,f € I tal que ﬁf = (pf,y,f) é ponto periédico de P com
periodo let. Como pf — d* no eixo x, os pontos periédicos bidimensionais ﬁf acumulam-se
nas fibras verticais sobre a descontinuidade, o que permitird o controle da pressao topoldgica

via medidas de Dirac suportadas nessas érbitas. ]

Definigao 3.6 (Selegao canonica e levantamento). Considere a aplicagio P(x,y) = (L(x), g(z,y))
satisfazendo as hipoteses (H1)-(H2). Para cada x € [0,1]\ {d}, definimos a se¢Go canénica
h:[0,1]\ {d} — I como o limite:

h(z) := lim Gen(y),

n—oo

onde Gy € a composi¢ao na fibra definida anteriormente. O levantamento candénico de um

ponto x € dado por 1(x) = (x,h(z)), denotado por .
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Observagao 3.7. Pela hipétese de contragao uniforme na fibra (H1), o limite na Defini¢ao 3.6
existe, € unico e independe da escolha de y € I. Além disso, a fungdo h satisfaz a sequinte

equacao de invariancia:
h(L(x)) = g(z, h(z)), Vzel0,1]\{d}. (3.3.2)

Geometricamente, a Equacdo (3.3.2) implica que o grdfico da fungdo h é invariante pela

aplicagao de Poincaré, ou seja, P(graph(h)) C graph(h).

Lema 3.8 (Existéncia e invariancia da segao canonica). Sob as hipdteses (H1) e (H2), o limite
na Definicao 3.6 existe para todo x € [0,1]\ {d}, € independente da escolha de y € I, e a fungdo
h:[0,1]\ {d} — I satisfaz a identidade de invariancia:

h(L(z)) = g(z, h(x)), Vz € [0,1]\ {d}. (3.3.3)

Demonstragao. Fixe x € [0,1]\{d}. Para quaisquer y1,y2 € I, a hipdtese de contragao uniforme

nas fibras (H1) implica que:

‘Gx,n(yl) - Gx,n(y2)| < H"|y1 - y2‘-

Como 0 < < 1 e I éum espaco métrico completo, a contracao garante que, para cada x, a
sequéncia de fungoes {G, , }nen converge para um valor constante h(x), independente do valor
inicial y € 1.

Para provar a invariancia, notemos que a definicao de G, , nos da a seguinte relacao recursiva:

Ga:,n-i—l (y) - GL(x),n (g(x7 y))

Tomando o limite quando n — co em ambos os lados:

h(x) = lim Gx,n—i-l(y)

n—o0

n—0o0

Entretanto, pela defini¢do da composicao, também temos Gy n11(y) = g(L™(2), Gon(y))-
Para n = 1, temos G;1(y) = g(z,y). Aplicando a propriedade de limite e a continuidade de g

na segunda coordenada, obtemos:

h(L(x)) = lm Gp)n(d) = = g(z, h(z)),

n—oo

onde a ultima igualdade decorre da estrutura de skew product da aplicagdo P. Assim, h(L(x)) =

g(z, h(x)), o que mostra que o grafico de h é invariante pela dinamica de P. O

Lema 3.9 (Compatibilidade com periédicos). Sob as hipdteses do Lema 3.3, seja p um ponto

periodico de L de periodo n > 1, com orbita que evita a descontinuidade d. Se y, € I € o 1unico
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ponto tal que P™(p,y,) = (p,yp), entdo:

yp = h(p),  ouseja,  p=(p,h(p))

Demonstragao. Pela propriedade de invariancia da secao canonica estabelecida no Lema 3.8,

temos que h(L(x)) = g(x,h(z)). Por indugao, para qualquer k > 1, vale a relagao:

W(LE(p) = Gp(h(p)).

Como p é um ponto periddico de periodo n, temos L™(p) = p, o que implica:

h(p) = h(L"(p)) = Gpn(h(p))-

Isto mostra que h(p) é um ponto fixo da aplicacao de retorno na fibra Gy, ,,. No entanto, o
Lema 3.3 garante que G, possui um tnico ponto fixo em I, denotado por y,. Por unicidade,
devemos ter y, = h(p), o que conclui que o levantamento periédico coincide com o levantamento

canonico p. O

Lema 3.10 (Troca de limites na aproximagao por periédicos). Seja ¢ € C*([0,1] x I, P) e seja
{pg}keN uma sequéncia de pontos periodicos de L com periodos N,j — 00 tal que p; —d* eas
orbitas de p;: evitam d. Considere os levantamentos periddicos 13% = (pﬁ, h(p;:))

Assuma que h admite limite lateral a direita em d, denotado por h(d') := lim,_,4+ h(z), e
defina d+ := (d*, h(d")). Entdo:

1 _— 1 T
lim sup (kh—>nolo - Sngo(p;:)> = lim sup < lim — Smp(p,i‘)) . (3.3.4)

n—00 k—00 n—oo n

O mesmo resultado € vdlido para a aprorimagcao a esquerda (d~).

—

Demonstracdo. Para cada k € N fixo, como p; é um ponto periddico de periodo N,j para a
aplicagdo P (conforme os Lemas 3.5 e 3.9), a média de Birkhoff converge para a média sobre a
orbita periddica:

lim  S,p(0) = Sy 2(p7)

nlﬁ{glon nP\Py ) = N;_ N,j‘p Py )-
. Por outro lado, fixado n € N, a hipétese de que p;: —dt e h(p;:) — h(d") garante que
p;: — dt. Como o potencial ¢ é Holder por partes e as primeiras n iteragoes da 6rbita de dt
nao atingem a descontinuidade (pois a érbita de d é considerada via limites laterais nos atomos
de P), a continuidade de ¢ em cada dtomo implica:

1 —~ 1 —
lim — Spe(p)) = — Snp(d*).

k—oo N

Defina a sequéncia duplamente indexada ay, j := %Sncp(p,":). Observamos que:

—

(i) Para cada k, existe o limite lim, o ay  devido & periodicidade de pg;
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(ii) Para cada n, existe o limite limy_,o0 ap 1 = % ngp(gl);
(iii) A sequéncia é uniformemente limitada: |a, x| < [|¢||« para todos n, k.

O argumento de troca de limites para sequéncias limitadas onde os limites individuais existem
(conforme utilizado na Proposi¢ao 2.7 para o caso unidimensional) aplica-se diretamente aqui.
A identidade (3.3.4) expressa, essencialmente, que a pressao na fronteira pode ser recuperada
como o limite das pressoes (médias de Birkhoff) das érbitas periédicas que se aproximam da

descontinuidade. O

Corolério 3.11 (Médias periddicas aproximam a média na borda). Sob as mesmas hipdteses
do Lema 3.10, as médias de Birkhoff das orbitas periddicas que aprorimam a descontinuidade

satisfazem:

1 —
lim sup —— N SN+@(pk) = limsup — Snap(dﬂ. (3.3.5)

k—o00 k n—00

Analogamente, para a sequéncia convergindo a esquerda de d, tem-se:

o~ —

1
lim sup N SN ©(p;, ) = limsup — Sngo(d )

k—oo k n—soo N

Demonstracdo. A demonstragao é uma consequéncia direta da identidade de troca de limites

—~

estabelecida no Lema 3.10. Primeiramente, para cada k fixo, a periodicidade de pz implica que:

P —~

) 1 1
lim — S,e(p)) = NF SN;FSO(p:)‘
k

n—oo N

Substituindo este resultado no lado direito da Equacao (3.3.4), obtemos o prlmelro termo
da igualdade (3.3.5). Por outro lado, a continuidade por partes de ¢ e a convergéncia pk 4t

garantem que, para cada n fixo

1 —
lim Sn@(pk) - n‘P(d+)-

k—o0

Ao tomarmos o lim sup em n nesta expressao, recuperamos o lado esquerdo da Equagao (3.3.4).
O

Definicao 3.12 (Pontos canonicos na fronteira). Sob as hipdteses de existéncia da se¢do candnica

(Lema 3.8), definimos os levantamentos dos pontos extremos do intervalo como:

= (0,h(0)) e 1:=(1,h(1)).

Adicionalmente, assumindo a existéncia dos limites laterais da secdo h no ponto de desconti-

nuidade d, definimos os pontos canoénicos associados a fenda de Lorenz como:

—

d+ = (d,h(d")) e d = (d,h(d)).

Observagao 3.13. Note que, embora h(dT) e h(d™) sejam limites laterais da fungdo h(x)

quando x se aproxima de d, os pontos a¥ ed- pertencem o mesma fibra vertical {d} x I. Esses
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pontos representam o comportamento assintotico das orbitas que tangenciam a descontinuidade

por ambos os lados.

Lema 3.14 (Imagem dos lados da descontinuidade). Seja L : [0,1]\ {d} — [0,1] uma aplicagcao
de Lorenz unidimensional tal que L(d*) =0 e L(d~) = 1. Sob as hipdteses de existéncia dos
limites laterais h(d*), e assumindo que a relacdo de invaridncia (3.3.3) se estende aos limites

laterais, isto é€,

g(d,n(d")) =nh(0) e  g(d,h(d"))=N(1), (3.3.6)
entdo os pontos candénicos na fronteira satisfazem:

—~

Pt)y=0 e Pd)=1

Demonstracdo. A demonstragao decorre da aplicacao direta da definicao de P e das propriedades
de limite lateral da segao h. De fato, utilizando a continuidade lateral de L e a relacao (3.3.6),

temos:

—

P(dt) = lim P(z,h(x))

z—dt

z—dt z—dt

- ( lim L(z), lim g(z, h(w)))

= (0,9(d. h(d"))) = (0, h(0)) = 0.
Analogamente, para o limite a esquerda:

P(d=)= lim P(z,h(z))

- Zirg L(z), lim g(, h(ﬂ?))>

= (1,9(d, h(d7))) = (L,h(1)) = 1.

Portanto, a aplicacdo P mapeia os limites laterais da fenda de descontinuidade nos levan-
tamentos candnicos dos bordos do intervalo, preservando a estrutura combinatoria da aplicagao

de Lorenz unidimensional. O

Lema 3.15 (Equivaléncia das médias de Birkhoff na fronteira). Seja ¢ € C*([0,1] x I,P) e

suponha vdlidas as hipoteses do Lema 3.14. Entdo as médias de Birkhoff satisfazem as identi-
dades:

1 — 1 ~
limsup — S, p(dt) = limsup — S,¢(0)
n

n—oo T n—00

1 —~ 1 ~
lim sup — S,,p(d~) = limsup — S,,p(1).
n

n—oo N n—00

Demonstragao. Demonstraremos o caso para o limite a direita (dt), sendo o caso a esquerda

analogo. Pelo Lema 3.14, sabemos que P(JJ\F) =0, o que implica que P’ (31) = ijl(a) para
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todo 7 > 1. Assim, a soma de Birkhoff de ordem n pode ser decomposta como:

|
—

Sup(dt) = 3 o (PI(dT))
J

Il
o

n—1

= p(d*) + Y p(PI7Y(0))

j=1
= o(d%) + Sp_19(0).

Ao dividirmos ambos os lados por n, obtemos:

1 — 1 — n—1 1 ~
Lo(dt) = d+ . e .
n SD( ) nSO( ) n (n — 1S 190(0))

Dado que o potencial ¢ é limitado (||¢|lec < 00), 0 termo %«p(g;) converge a zero quando

n—1

n — oo. Além disso, como lim, ., == = 1, ao aplicarmos o limite superior em ambos os

membros da igualdade, resulta em:

1 - 1 ~ 1 ~
lim sup — S,p(d+) = limsup (0 +1- ] n_lgp(O)) = limsup — S,,(0).
n— n

n—oo TN n—00 n—00

O]

Corolério 3.16 (Aproximacao das médias nos bordos por drbitas periédicas). Sob as hipdteses

do Coroldrio 3.11 e do Lema 3.15, as médias de Birkhoff sobre as sequéncias de pontos periodicos

{pi} e {p,} satisfazem:

1 - 1 ~
limsup — S ) = limsup — S,,0(0), 3.3.7
mSup w;(py;) = limsup - Snp(0) (3.3.7)
e, analogamente, ) )
limsup — Sy -¢(p,, ) = limsup — Snip(1). (3.3.8)
k—o00 Nk‘ k n—soco N

Demonstragdo. A demonstragdo consiste na concatenagao dos resultados anteriores. Pelo Co-

rolario 3.11, as médias periédicas aproximam os limites laterais na descontinuidade:

1 _— 1 -
lim sup FSNT ¢(p) = limsup 5Sng0(d+).

k—oo k k n—00

Por sua vez, o Lema 3.15 estabelece que a média em d* é identicamente igual & média em 0:

1 — 1 ~
lim sup —S,p(d™) = limsup —S,,¢(0).
n

n—oo N n—00

Combinando ambas as identidades, obtemos a relagao (3.3.7). O argumento para o lado

esquerdo da fenda de Lorenz e o bordo 1 segue de forma inteiramente analoga. O

Proposicao 3.17 (Pressao topoldgica na fronteira no caso bidimensional). Considere a aplica¢ao
de Lorenz bidimensional P(x,y) = (L(x),g(x,y)) satisfazendo as hipdteses (H1)—(H2). Seja P
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a parti¢ao vertical induzida pela parti¢ao de monotonicidade de L e denote por P = {0,d,1} x I

a sua fronteira. Assuma que:
(A1) existem os limites laterais h(d*) da secdo candnica h (Definicio 3.6);
(A2) wale a compatibilidade na fronteira g(d, h(d™)) = h(0) e g(d,h(d™)) = h(1).

Entao, para todo potencial p € C*([0,1] x I,P), a pressao topoldgica restrita a fronteira é

dada por
1 ~ 1 ~
Piop(p, 0P, P) = max {lim sup —Spe(0), limsup nSngo(l)} . (3.3.9)

n—oo TN n—00

Demonstragdo. Pela construgao da partigao vertical P, qualquer orbita contida em 9P tem sua
proje¢ao no eixo x restrita ao conjunto {0,d,1}. Pelas hipdteses (A1)—(A2) e pelo Lema 3.14,
as imagens laterais de d sdo mapeadas nos bordos P(EJ\F) =0e P(c;:) =1.

Como os pontos 0 e 1 sao pontos fixos ou pertencem a 6rbitas cujas projecoes em x perma-
necem na fronteira de [0, 1], qualquer segmento de 6rbita em 9P coincide, apds no maximo um

salto, com a 6rbita de 0 oude 1. Pelo Lema 3.15, as médias de Birkhoff nestes pontos satisfazem:

1 — 1 -~
lim sup —S,,p(d+) = limsup — S, ¢(0),

n—oo N n—soco N
. 1 - . 1 ~
lim sup — S, p(d—) = limsup —S,p(1).
n—oo N n—oco N
O valor de Piop(p, 0P, P) é determinado pelo maior crescimento exponencial das somas de
Birkhoff para érbitas inteiramente contidas em dP. Como todas essas dérbitas sdo assintotica-
mente dominadas pelas érbitas de 0 ou T, o crescimento nao pode exceder o maior desses dois

limites superiores. Assim sendo,

1 ~ 1 ~
Piop(p, 0P, P) < max {limsup ESngo(O), lim sup nSncp(l)} :

n—oo n—oo

Por outro lado, por definicdo, a pressao topoldgica de um conjunto invariante é superior ou
igual ao limite superior das médias de Birkhoff de qualquer subconjunto ou érbita especifica

contida nele. Como 6,T € 0P, temos individualmente:

1 ~ 1 ~
Piop (¢, 0P, P) > limsup ﬁSngp(O) e Piop(p, 0P, P) > limsup ESngo(l).

n—o0 n—oo

Tomando o maximo entre ambos, obtemos a cota inferior desejada. O

Observagao 3.18. As hipdteses (A1)—(A2) formalizam a consisténcia geométrica do levan-
tamento: o limite lateral o direita da fenda de descontinuidade é mapeado na fibra sobre 0,

enquanto o limite a esquerda € mapeado na fibra sobre 1.

P

Pdt)=0 e P(d)=1.

Em modelos geométricos de atratores de Lorenz e em sistemas de produto fibrado tipicos,

estas identidades decorrem naturalmente da extensao por limites laterais da aplicacdo de fibra g
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e da equagao de invariancia da se¢cdo canonica, h(L(z)) = g(x, h(x)), garantindo que o atrator

bidimensional “herde”a estrutura combinatoria da aplicacdo unidimensional na base.

Lema 3.19 (Continuidade da press@o na fronteira). Sob as hipdteses da Proposi¢io 3.17, a

aplicagao pressao topoldgica restrita a fronteira, definida por
F:CN0,1] x I,P) — R,  F(p):= Pop(p, 0P, P),

¢ Lipschitz continua em relacdo ¢ norma C°. Mais precisamente, para quaisquer potenciais
p, € C*([0,1] x I,P), vale a desigualdade:

| Prop (0, OP, P) — Prop (1, 0P, P)| < |l — | co.

Demonstragao. Pela caracterizagao dada na Proposicao 3.17, a pressao na fronteira é o maximo
entre os limites superiores das médias de Birkhoff nos pontos 0 e 1. Denotemos linebreak

1 ~
M;(¢) = limsup —S, (i) para i € {0,1}. Assim:
n—oo N

Ptop(()pv oP, P) = maX{MO(@)? My (90)}7
Ptop(wv oP, P) = maX{MO(w)v Ml(Q]Z))}

Para cadan > 1 e para cada ponto de bordo ?, a linearidade da soma de Birkhoff e a definicao

da norma do supremo implicam:

1 N 1 = 1 = > T
—Sip(t) = —Su(@)| = |~ > ((P() = (P ()
j=0
n—1
< 23| (PIG)) — (PG
=0
L
<=3 o —vleo
j=0
= |l = ¥|lco.

Como a desigualdade acima é vélida para todo n, ela se preserva ao tomarmos o limite
superior, resultando em |M;(p) — M;(¢)| < |l — ¢||co para i =0, 1.

Utilizando o fato de que a fungao méaximo é 1-Lipschitz, ou seja,
| max{a, b} — max{c,d}| < max{|a —¢|,|b—d|},
concluimos que:

[F(e) = F ()| < max{|Mo(p) — Mo(¢)[, [Mi(p) — Mi(¢)]}
< ng_qr[}HCOa

o que completa a demonstragao de que F é uma contragao fraca (Lipschitz com constante 1). [

36



Lema 3.20 (Lipschitz do pressure topolégico via cilindros). Considere o espago de potenciais
C([0,1] x I,P). Para quaisquer ¢, € C*([0,1] x I, P), vale a estimativa

‘Ptop(@vp) _Ptop(’(vD?P)‘ < HW—T/)HCO-

onde a pressao topoldgica € definida via a particao P por:

1
Piop(ip, P) =limsup ~log [ > sup 5¢()
n—oo N N 66
Cnefp(nfl)z n

Demonstracao. Seja 6n um cilindro de ordem n da particio vertical P("~1). Para qualquer

z € C,, podemos escrever:

SnSO(Z) = 5n¢(2) + SH(QD - ¢)(2)

Utilizando a norma do supremo, temos que S, (¢ —1)(z) < n|l¢ — 9| co. Consequentemente:

exp(Spp(2)) < exp(Snt(2)) - emle¥lco,

Ao tomarmos o supremo sobre todos os pontos z € C,,, obtemos:

sup e5n¥(?) < (sup es”zl’(z)) elle=vlico,
zEén zeén

Somando sobre todos os cilindros én da particdo PV, resulta em:

Z sup eSn9(2) < enlle—vlico Z sup ()
. 2eChn & 2€Ch

Denotando por Z, (¢, P) a soma dentro do logaritmo na definigao de pressao, a desigualdade
acima implica:

1 1
E log Zn(@ap) < E log Zn(va) + H(p - ¢HCO’

Ao tomarmos o lim sup quando n — 0o, obtemos

Ptop(@7p) < Ptop(qwb’P) + H‘P - ¢\|00-

Por simetria, trocando os papéis de ¢ e 1, obtemos a desigualdade inversa, o que conclui

que a aplicacao é Lipschitz com constante 1. ]

A condicao técnica que garante a unicidade da medida de méxima pressao e a sua carac-
terizacao como uma medida fisica reside no fato de que o potencial nao deve atingir seu valor
supremo na fronteira da particao. Seguindo a construgao do Capitulo 2, definimos o conjunto

de potenciais cujas pressoes sao determinadas pelo interior do atrator:
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Defini¢ao 3.21 (Conjunto Hs). Definimos o conjunto Ha como a classe de potenciais em

C([0,1] x I,P) que satisfazem a condi¢ao de pressao interior:
Hy = {g@ € C([0,1] x I,P) : Prop(2, P) > Prop(0, OP, P)}.

Observacgao 3.22. Note que, pela Proposi¢cdo 3.17, a condi¢cdo ¢ € Ho € equivalente a exigir

que:

1 ~ 1 ~
Piop (¢, P) > max {lim sup —Sp(0), limsup Sngo(l)} .
n—oo 1 n—soo N
FEsta desigualdade € o que permite aplicar o Principio Variacional para garantir que qualquer

medida de equilibrio p, deve atribuir massa nula a fronteira OP.

3.4 H, é nao vazio

Nesta secao, demonstraremos que o conjunto Ho é nao vazio e possui interior nao vazio. A
estratégia consiste em mostrar que o potencial nulo ¢ = 0 pertence a Ho, utilizando o fato de
que a dinadmica no interior do atrator possui complexidade (entropia) estritamente superior &
dinamica na fronteira.

Relembremos que, pela Proposi¢ao 3.17, para o potencial nulo ¢ = 0, a pressao na fronteira

satisfaz:

R 1 ~ 1 ~
Pyop(0,0P, P) = max {hm sup —5,0(0), limsup nSn()(l)}

n—oo M n—00
= max{0,0}
=0.

Por outro lado, o Principio Variacional (3.2.2) aplicado ao potencial nulo fornece:

Piop(0,P) = sup {h,(P) —I-/Odu}
HEMPp

= hiop(P).

Como a aplicacao P satisfaz a hipdtese de contragao nas fibras (H1), a entropia topoldgica
do sistema bidimensional coincide com a entropia da aplicacao expansora L na base, ou seja,
hiop(P) = hiop(L). Dado que L é uma de aplicagao de Lorenz unidimensional conforme definida
no Capitulo 2, sua entropia ¢é estritamente positiva hep(L) > 0. Portanto,
Piop(0, P) > Pyop(0,0P, P), o que prova que 0 € Ha.
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3.5 Todo elemento de H, admite uma tnica medida
de equilibrio

Nesta secao, provaremos que a condi¢ao de pressao interior que define o conjunto Hs é sufi-
ciente para garantir a unicidade da medida de equilibrio no sistema bidimensional. O resultado

central baseia-se na reducao da dinamica de P a dinamica de L através da segao canonica h.

Proposicao 3.23. Para cada potencial o € Ha, existe uma unica medida de probabilidade

P-invariante p, que maximiza o Principio Variacional:

Prop(p, P) = hy, (P) +/‘Pd:“eo'
Além disso, esta medida € ergddica e satisfaz p1,(graph(h)) = 1.

Demonstragao. Seja pu uma medida de equilibrio para o potencial ¢. Pela definicao do conjunto
Ha, a pressao topoldgica global satisfaz a desigualdade estrita Piop(w, P) > Piop(p, 0P, P).

Dado que p atinge o supremo no Principio Variacional, temos que:

hu(P) + /Lpdu > Piop(p, 0P, P).

Esta relacao implica necessariamente que a medida g nao atribui massa a fronteira da
particao, ou seja, u(0P) = 0. De fato, se u(9P) > 0, a invariancia de 9P sob P permitiria consi-
derar a restri¢ao da medida a este conjunto; contudo, o valor do funcional de pressao seria limi-
tado por Piop (¢, 0P, P), o que contradiz a hipdtese de que ¢ € Ha, cujo supremo (pressao global)
é estritamente maior que a pressao na fronteira. Sob a condicao de contragao uniforme nas fibras
(H1), o Lema 3.8 garante que o grafico da segao canonica, graph(h) = {(z, h(x)) : x € [0, 1]\{d}},
funciona como um atrator estavel para a dinamica vertical.

Consequentemente, u(graph(h)) = 1, uma vez que a distancia vertical de qualquer ponto
(z,y) ao grafico decai exponencialmente conforme " a cada iteracdo. Como a medida p é inva-
riante (Pyp = u), ela ndo pode sustentar massa em regides onde os pontos sao sistematicamente
afastados pela dinamica ou onde a densidade converge para zero. Como p evita a descontinui-
dade (u(0P) = 0), as propriedades de sistemas parcialmente hiperbdlicos com fibras contraiveis
asseguram que o suporte de qualquer medida invariante deve estar contido no conjunto atrator
estavel, resultando na concentracao total de massa sobre o grafico da secao h.

Para procedermos com a reducao dimensional, definimos o potencial reduzido na base
@ :[0,1] \ {d} — R através da composicao @(z) = ¢(z, h(z)). A concentragao de p no gréafico
de h permite expressar a integral de ¢ em termos da projegdo de p na primeira coordenada,

v = mpu, através da seguinte identidade:
[e@wanen= [ o) e
pX graph(h)

= / o(z) dv(x).
(0,1]
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Simultaneamente, a estrutura de produto parcial e a contragao uniforme nas fibras garantem
que a entropia métrica do sistema bidimensional coincide com a entropia de sua projecao na base,
isto é, hy,(P) = h,(L). Ao substituirmos estas igualdades na expressao do Principio Variacional,

obtemos:

h“(P)+/g0du:h,,(L)+/gﬁdu

= PtOP(SB» L)-

O potencial @ herda a regularidade Hélder de ¢ e da secao h. Conforme demonstrado no
Capitulo 2 para a aplicagao de Lorenz unidimensional L, o potencial ¢ admite uma tinica medida
de equilibrio vz. Como a aplicagao de levantamento ¢ : x — (x,h(z)) estabelece uma bijecao
entre as medidas L-invariantes na base e as medidas P-invariantes suportadas no gréafico, a
unicidade de v acarreta a unicidade da medida levantada ji, = t4+v5. Por fim, a ergodicidade de
e € uma consequéncia direta da ergodicidade de sua projecao v, o que conclui a demonstracao.

O

Observacgao 3.24. Este resultado mostra que a complexidade do sistema bidimensional, sob a
hipotese de contragao forte nas fibras, € inteiramente capturada pelo esqueleto unidimensional
da aplicagao de Lorenz. O conjunto Ho define precisamente a regiao do espaco de potenciais
onde essa reducdo € robusta o suficiente para evitar problemas de multiplicidade provenientes da

fronteira.

A

3.6 H, é aberto em C°(P)

Nesta secao, consolidamos as propriedades topolégicas do conjunto Ho dentro do espacgo de

potenciais C*(P), que consiste nas funcoes ¢ : ([0,1]\ {d}) x I — R que sio a-Holder continuas
em cada cilindro vertical C € P. Para manter a compatibilidade com o Capitulo 2, dotamos

este espaco com a norma:

lella = llellco + va(p, P),

onde v, denota a constante de Holder local em relagao a partigao P.

Proposigao 3.25. O conjunto Ha € um subconjunto aberto e ndao vazio de C*(P). Mais pre-
cisamente, Ha € aberto na topologia induzida pela norma || - ||co, a qual € mais grossa que a

topologia Holder.

Demonstragao. O fato de Ha ser nao vazio decorre da andlise do potencial nulo ¢ = 0. Como

@ = 0 ¢é trivialmente um elemento de C%(P), e ja mostramos que Piop(0, P) = hiop(L) > 0
enquanto Py, (0,0P, P) = 0, segue que 0 € Ho.

Para a abertura, seja ¢ €  Ho. Definimos a margem de separacao

R A
A(p) = Piop(p, P) — Piop(, 0P, P) > 0. Para qualquer ¢ € C%(P) tal que ||t — ¢||co < E;m,

os Lemas 3.19 e 3.20 garantem que:

P‘cop(wap) - Ptop(@b,a']),P) > (Ptop(907 P) - 77) - (Hop(@aapap) + "7)
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:A(w)—2n:A;SO)>O.

Isso mostra que uma vizinhanga C° de ¢ estd contida em Hz. Como a topologia || - || é mais
fina que a topologia || - [|co (isto é, [|[v — ¢llco < [|¥ — ©ll«), qualquer conjunto aberto em C° é

N

necessariamente aberto em C%(P). O

Observagao 3.26. A especificacdo do espago C*(P) é crucial para a redug¢ao dimensional. Note
que se o € C(P), entio o potencial reduzido @(x) = @(x, h(x)) definido na Etapa 2 da se¢do
anterior pertence a C*7(P), onde vy é o expoente de Holder da se¢iao candnica h. Isso garante
que o0s resultados de unicidade de medida de equilibrio para aplica¢des de Lorenz unidimensionais

provados no Capitulo 2 sejam aplicdveis.

A

3.7 Hs é um conjunto denso em C*(P)

A~

Nesta segao, demonstraremos que o conjunto Hy é denso no espaco C*(P) em relacdo a
norma C%. O objetivo é provar que qualquer potencial ¢ pode ser aproximado por um potencial
1) cuja pressao topoldgica seja estritamente maior que a pressao na fronteira. Para tanto, uti-
lizaremos as drbitas periddicas levantadas para o atrator para ”empurrar”a pressao total para

cima.

Estratégia da prova e dérbitas peridédicas levantadas

Definigao 3.27 (()rbita periddica levantada). Seja pf um ponto periddico de L de periodo N, ,;t
cuja orbita evita d e seja pf = (p,f, h(pf)) o seu levantamento canénico (Lema 3.9). Definimos

a orbita periddica levantada por:
O(pi) :=={PI(pi) : j =0,1,..., N —1}.
Denotaremos as coordenadas desses pontos por PJ (p,f) = (:):fj, y,fj).

Observacao 3.28. Pelo Lema 3.8, como h é P-invariante, todos os pontos da orbita O(p,:f)
pertencem ao grdfico da se¢do canédnica h. Além disso, pela construcdo das sequéncias p% no
Capitulo 2, essas drbitas estdo contidas no interior dos cilindros da parti¢do 75, permanecendo

a uma distancia positiva da fronteira OP.

A estratégia para a prova da densidade consiste em fixar um potencial ¢ ¢ Hs e construir
uma perturbagao ¥ = ¢+d¢. i, onde ¢, € uma funcao "bump” centrada em uma drbita periddica

levantada que:

(i) Possui suporte pequeno e disjunto da fronteira 0P, de modo que
B&Op(w7ap>P) = Ptop(SD, 673713)7

(ii) Incrementa a média de Birkhoff sobre a dérbita periddica O(p,f) o suficiente para que a

nova pressao total supere a pressao na fronteira.
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Construcao geométrica do bump bidimensional

Definicao 3.29 (Retangulos de suporte e fungao tent). Para um centro a € R e um raio r > 0,

definimos a funcdo tent unidimensional por:

t—
Tar(t) := max {O, 1-— a|} .

r

Fizado um indice k e um sinal £, escolhemos constantes 5,? >0e pf > 0 suficientemente
pequenas de modo que 0s retangulos centrados nos pontos da orbita periddica levantada (’)(pf),

dados por
+ + + + + + + + + . +
Rk’j = (x,w. —5k,xk7j+6k) X (y,w — P> Yk —|—pk), Jj=0,...,N -1,

sejam dois a dois disjuntos e nao interceptem a fronteira OP.

Para cada escala | € N, definimos os parametros reduzidos e 0s respectivos retangulos Rfjl

por:
+
5t .— 577%’
kT T
+
£ ._ P
Prg = 1
+ . (,E st + + + _ + .+ +
Ry = (2 = O Ty + 0ia) X ey = P Yieg + Pra)-
A fungdo tent bidimensional sobre o retangulo Rij,l € definida como o produto das func¢oes
unidimensionais:

+
Oht(®:9) =Tt 52, (0) Tt

Definigao 3.30 (Fungoes bump bidimensionais). Dadose > 0, k € N, um sinal + e uma escala
l € N, definimos para cada indice j € {0, ... ,N,;k — 1} a fung¢ao bump local:
+ —
By (@ y) =¢€- Taf 0F () - Ty P

o~

O bump total ao longo da érbita periodica levantada O(pki) € definido pela soma:

+
NE-1

+
B (wy) = Y B (@y).
=0

Observagao 3.31. Note que, por construgao (Definicao 3.29), os suportes das fungoes B kgl

sao os retangulos Rkj 1> que sdo dois a dois disjuntos. Consequentemente, para o ponto periédico

(xfo,y;to), a n-ésima soma de Birkhoff do bump total satisfaz:

—

Py =

NE-1
SNiBskzpk Z Bsklpj pk))
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A identidade SNkiB:M(pf) = Nki - € decorre da geometria dos suportes das funcoes bump.
Vamos detalhar esta informacdo com mais cuidado.
Primeiramente, por definicao, pf € um ponto periodico de periodo N,;t para a aplicacao P.

Assim, a orbita de pf € o conjunto finito de pontos no plano:

_ - - .
O(p5) = {P°(pi5), P (py), ..., PNe "1 (p)},

—

onde, por construcao, cada ponto Pj(pf) coincide com o centro de um retangulo de suporte
Ri
k7j7l
Na sequéncia, pela Definicdo 3.29, os retangulos Rfﬂ sao dois a dois disjuntos. Isso implica

que, para um ponto fizo da orbita Pi(pf), a funcdo bump local satisfaz:

e, sej=t,

BE, (P (o) =
gl k .,
o 0, sej#i.

Dessa forma, ao avaliarmos a funcdo bump total Bgckl = Z Bg:k:jl em qualquer ponto

da orbita, a soma colapsa para o unico termo cujo suporte comfem o0 respectivo centro:

+
Nif-1

B (o) = Y BE(Pi())) = BE L, (Piop) =e.
j=0

Para finalizar, aplicando a definicao da soma de Birkhoff Sp¢(z) = Z:‘L;ol (P'(2)), obtemos:

NE-1
SNingzpk Z Bsklpzpk))

=E+e+---+e¢
—_—

N]it vezes

oAt
—Nk~5.

Esta constante de incremento € o mecanismo técnico que permite elevar a pressao média do
sistema perturbado exatamente por €, sem alterar a pressio na fronteira OP. Esta propriedade

€ o que permitird elevar a média de Birkhoff do potencial perturbado exatamente pelo valor €.

Propriedades técnicas e controle da fronteira

Lema 3.32 (Propriedades basicas do bump bidimensional). Sob as condi¢des das Definigoes 3.29
e 3.30, a fungdo BE, , € C*(P) satisfaz:
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(i) 0 < Bzckl < ¢ e, consequentemente, HBSEMHCO =&

+
.. + . . .. ~ N, +
(i) O suporte de Bs,k,l € a uniao disjunta de retangulos P *o Rk]p 0s quais podem ser

escolhidos arbitrariamente distantes da fronteira OP ao aumentar o parametro [;

(iii) Para cada ponto da orbita periddica levantada pki, temos:

B (PI(pp) =&, Vje{01,...,NF—1}.

Demonstragdo. Os itens (i) e (ii) decorrem imediatamente da definigao da funcao tent 7, ,, que

é limitada por 1 e possui suporte contido no intervalo (a — r,a + r). Como o bump total é uma

soma de fungoes com suportes disjuntos, o supremo global é o supremo de cada componente.
Para o item (iii), observe que no centro de cada retangulo Rf 1 as fungoes unidimensionais
. + _

satisfazem Tﬂfkijﬁfl(xk,j) =1le Ty, o l(ykj) 1. Logo, por construcao:

+ + + _ _
Bl i@ Yiy) =€-1-1=¢

Sendo os retangulos R,f il disjuntos, para qualquer j' # j, o ponto (acfj,,y,:fj,) esta fora do

suporte de Baj%k,jw resultando em st%k,j,l(%f,j”ylij') = 0. Somando sobre todos os indices j,

obtemos B:fk,l(Pj(pi)) = ¢ para todo 7=0,... ,]\f];t — 1. ]

Lema 3.33 (Potencial perturbado e ganho na média periédica). Seja ¢ € C* (75) e considere o
potencial perturbado definido por:

Y= @iy, = e+ By
Entao as sequintes propriedades sao satisfeitas:
(i) ¥ € C(P);
(ii) || = @lloo <e;

(ii) A média de Birkhoff do potencial perturbado sobre a drbita periddica levantada O(];kj\:)
satisfaz:
%SNi¢<1;k£) = %SNi‘P(Z;k;) te
N N Tk
Demonstragao. (i) Como as fungbes do tipo tent 7,, sdo Lipschitz-continuas, o produto e a
soma finita que definem o bump total B:M resultam em uma funcao Lipschitz em cada dtomo
da particao P. Uma vez que toda fungado Lipschitz é a-Holder para a € (0,1], segue que
Bik , €ECY (P), e a soma com ¢ preserva essa regularidade.
(ii) Segue diretamente da cota superior ||B§k;,l||00 < ¢ estabelecida no Lema 3.32.
(iii) Pela linearidade da soma de Birkhoff e pelo Lema 3.32(3), temos:

NE-1
SNiBskzpk Z Baklpj pk))
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Dividindo pelo periodo N, ,;t e somando a contribuicao de ¢, obtemos o resultado:

1

— 1 — —
NE SNkﬂﬁ(pf) = NE (SNkiSO(Pf) + SNkiB:kJ(Pif))
k k

1 —
= S +p(pf) +e.
TON;E PPy
Ny 7k

O]

Lema 3.34 (Limite pontual do bump). Fizados e > 0, o indice k e o sinal +, para cada ponto
(xz,y) €[0,1] x I, vale:
: +
Jim BZ (z,y) = e xo(p:i)(x, Y),

onde x denota a funcdo caracteristica da orbita periodica levantada.

Demonstragdo. Analisaremos o comportamento do limite em dois casos. Se (z,y) € (’)(pf),

~ . 4 1 . + + +
entdo existe um ndice j € {0,..., N;7 — 1} tal que (z,y) = (2,5 ;). Pelo Lema 3.32, temos
que Bsik (z,y) = € para todo [ € N.

Consequentemente, o limite quando I — oo é identicamente . Por outro lado,
se (x,y) ¢ O(p,f), definimos dp = min; dist((x,y),pf) > 0.

Como os raios dos retangulos de suporte 5,?5 e pf ; tendem a zero quando [ — oo, existe um
lo € N suficientemente grande tal que, para todo [ > [y, a distancia de (z,y) aos centros dos
retangulos é maior que o raio do suporte.

Assim, (z,y) ¢ Uj Rf’j,l, o que implica Bf,w(x,y) = 0 para todo [ > ly. Portanto, o limite
é 0. O

Lema 3.35 (A pressao na fronteira do bump é nula). Assuma as hipoteses da Proposi¢do 3.17.
Fizee > 0, k € N e um sinal &. Se os retangulos de suporte Rfj do bump forem escolhidos
de modo que os pontos da fronteira 0 e1 ndo pertencam aos seus suportes, entdo, para todo [

suficientemente grande, temos:

Piop (ngvl, P, P) =0.

Demonstragao. Pela Proposicao 3.17, a pressao na fronteira para o potencial Beik ; € dada por:

1 ~ 1 ~
Piop (BEi/,c 1 OP, P) = max {lim sup —SnBEik ,(0), limsup —SnBEik l(l)} .
sy n—00 n vy n—00 n sy
Desta forma, basta mostrar que as somas de Birkhoff de Bgik ; sobre as Orbitas de 0elsdo
nulas para [ suficientemente grande.
As érbitas {P™(0)}ns0 € {P"(1)}ns0 estdo contidas no fecho de [0,1] x I. Por hipétese,

—

a Orbita periddica levantada O(pf) é disjunta das orbitas dos pontos de fronteira. Como os
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suportes supp(B:kvl) =U ; Ri il sao uniodes finitas de retangulos que encolhem uniformemente

para os pontos da érbita periddica quando | — oo, existe um I3 € N tal que, para todo [ > Iy:

(U rro)u P"(T)> Nsupp(BZ, ) = 0.
n=0 n=0

Consequentemente, para todo n > 0 e todo | > [y, temos Bsck l(P”(a)) =0e Beik l(P”(T)) =
0. Segue  imediatamente que as somas de  Birkhoff Sy Bsi/,C I (6) e
SNBSE/,C l(/l\) sao identicamente nulas para todo N > 1. Tomando o limite médio, obtemos

Piop (B:k’l, 0P, P) = 0 para todo [ > l1, o que conclui a demonstracao. O

Observagao 3.36. Do ponto de vista construtivo, para assequrar que os retangulos Ri j sejam
disjuntos da orbita da fronteira, basta impor inicialmente que eles fiquem afastados dos conjuntos
finitos de pontos {0,1} e {P™(0), P™(1): 0 < m < M} para wum M suficientemente grande.
Uma vez garantida essa separacdo para os termos iniciais, o encolhimento controlado pelo
parametro | elimina qualquer eventual intersecao remanescente com a cauda das orbitas de

fronteira, consolidando o resultado do Lema 3.35.

Medida periddica e escolha do lado dominante

Definigao 3.37 (Medida periédica levantada). Seja pf um ponto periodico da aplicacdo de base
L com periodo N,;t cuja drbita evita o ponto de descontinuidade d, e seja p,ff = (pf, h(pf)) 0 seu
levantamento canonico ao grdfico da segao estdvel. Definimos a medida periddica levantada

em [0,1] x I associada a esta drbita como a medida de probabilidade P-invariante:

. NE-1
+ [P —— —
W= NE 2 OnEy
k=0

onde 0, denota a medida de Dirac no ponto z € [0,1] x I.

Observagao 3.38. Note que, para qualquer potencial ¢ € C*(P), a integral de ¢ com relagdo

a medida periddica levantada coincide com a média de Birkhoff do potencial ao longo da orbita:
dit = 8, (o
P = = NEP(P)-

Esta identidade serd fundamental para mostrar que o incremento causado pelo bump no

potencial reflete-se diretamente no valor da pressdo topoldgica via Principio Variacional.

Lema 3.39 (Escolha do lado que domina a fronteira). Sob as hipdteses da Proposi¢io 3.17,

para todo potencial ¢ € C*(P), existe um indice i, € {0,1} tal que:

1 N
Piop(, 0P, P) = limsup —S,p(iy).

n—oo N

Além disso, se i, = 0, o valor a direita pode ser aproximado pelas médias de Birkhoff sobre as

orbitas periodicas levantadas p;: (conforme o Coroldrio 3.16). Caso i, = 1, a aproximagao €
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—

dada pelas orbitas p; .

Demonstragao. A existéncia de i, decorre diretamente da Proposicao 3.17, dado que a pressao
na fronteira é definida como o maximo entre dois valores reais, sendo, portanto, atingida por
pelo menos um deles.

A propriedade de aproximacdo por pontos periédicos é uma consequéncia direta da cons-
trucao realizada no Capitulo 2: se o ponto 0 atinge o maximo, as érbitas pz que convergem
para a Orbita de 0 pela direita (no sentido de itinerdrios) herdam as médias de Birkhoff do
potencial por continuidade. O caso i, = 1 segue de forma inteiramente andloga para as drbitas

p;, convergindo para 1. O

Proposigao 3.40 (Densidade de Hs em C). Assuma as hipéteses da Proposi¢io 3.17 e suponha
valido para o sistema bidimensional P o Principio Variacional para a pressao topoldgica. Entdo
Hy (Definicio 3.21) é denso em C®(P) na topologia C°. Mais precisamente: dado o € C*(P)
eec >0, exviste p € Ha tal que ||¢ — ¢p|co < €.

Demonstracdao. Fixe ¢ € C“(P) e € > 0. Escolha o indice i, € {0,1} que atinge a pressao de

fronteira conforme o Lema 3.39, de modo que:

1 —~
Piop(p, OP, P) = limsup —Spp(iy).

n—oo N

Caso 1: i, = 0.

Pelo Corolario 3.16, existe um indice k suficientemente grande tal que a média de Birkhoff sobre

—

a orbita periddica levantada pg satisfaz:

€

1 —
SNJ(P(p;) > Ptop(@aapvp) 4

—
Nk
+

e/2,k,l’
escolhido suficientemente grande para que Ptop(Bj/2 w10 OP, P) = 0 (Lema 3.35). Pelo Lema 3.33,

Definimos o potencial perturbado ¢ := ¢ + B onde o suporte do bump (parametro ) é

temos [|@ — ¢|lco <e/2 < e.

Ganho na pressao total: Considere a medida periédica levantada ,ug (Definigao 3.37). Sendo

o seu suporte uma Orbita periddica, temos hﬂ+(P) = (0. Pelo Principio Variacional e pelo
k
Lema 3.33(3):

Pan(3P) 2 g (P) + [ Gauf

1 €
— + -
_N,jSNJ¢(pk)+2

g &
> <Ptop(cp, aP, P) — Z) +2
= Poop(, 0P, P) + Z.

Controle da pressao de fronteira: Visto que o suporte do bump é disjunto das érbitas de fronteira

para [ grande, a contribuicao de Bj/z i, Das somas de Birkhoff de 0e1 6 nula. Assim, pela
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Proposigao 3.17, obtemos

o~

1 1 ~
Piop (9, 0P, P) = max {lim sup ﬁSnap(O), lim sup nSngo(l)}

n—o0 n—oo

- Ptop(gpv 87)7 P)

Comparando os resultados, obtemos Piop (9, P) > Piop(@, 0P, P), logo ¢ € Ha.

Caso 2: i, = 1.
O argumento ¢ andlogo, utilizando a sequéncia de pontos periddicos p, e o bump BE_/2 e Bm
ambos os casos, encontramos um potencial em g arbitrariamente préximo de ¢, o que prova a

densidade. 0

Com a demonstragao da Proposicao 3.40, concluimos a caracterizagao topoldgica do
conjunto Hy. Os resultados obtidos neste capitulo estabelecem que a condigao de pressao interior
garante a unicidade e ergodicidade da medida de equilibrio de forma robusta. Este conjunto
de resultados encerra formalmente a prova do Teorema 3.1 e consolida o entendimento sobre a
estabilidade das medidas de equilibrio em sistemas hiperbdlicos por partes com contracao nas
fibras.
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Capitulo

Prova do Teorema A

4.1 Estrutura de Suspensao do Fluxo Geométrico

Seja (¢')ier 0 fluxo geométrico de Lorenz e seja ¥ uma segdo transversal compacta. Deno-
tamos por I' C ¥ o conjunto singular (conjunto de descontinuidade), isto é, o subconjunto onde
a aplicacao de primeiro retorno nao estd bem definida.

Para z € ¥\ T, definimos o tempo de primeiro retorno (fungao teto) por
7(2) :==1inf{t > 0: ¢'(z) € £} € (0,00),
e a aplicacdo de primeiro retorno (aplicacao de Poincaré) por
P:S\I — 3%, P(z):=¢ ().
Ao longo deste capitulo, trabalharemos sob as hipéteses uniformes
0 <70 <7(2) < Timax < 00, VzeX\T, (4.1.1)

além da regularidade por partes necessaria para que 7 seja continua (e, quando usado, Holder)
em cada adtomo de regularidade da particao da base.
Diremos que P é uma aplicagao de Lorenz bidimensional se existe um sistema de coor-

denadas em ¥ no qual ¥ ~ [0,1] x I (com I C R compacto) e

P(z,y) = (L(z),9(x,y)),

onde L : [0,1]\{d} — [0, 1] é uma aplicacao de Lorenz unidimensional e, para cada z, a aplicagao
y — g(z,y) é uma contragao uniforme.

Definimos o espaco de suspensao
YTi={(z,u):z€ X\, 0<u<7(2)}/ ~, (z,7(2)) ~ (P(2),0),

e denotamos a classe de equivaléncia de (z,u) por [z,u]. O fluxo suspensao (i!);cg em X7 é
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definido por
P ([z,u]) = [z, u + 1],

onde, quando u + t > 7(z), usamos repetidamente a identificagao (z,7(z)) ~ (P(2),0). No
contexto geométrico, trabalha-se com uma conjugagao (ou semiconjugagao) entre ¢! (no atrator)
e Yt

Seja P uma partigao finita de ¥ \ I' em atomos de regularidade de P (parti¢ao por partes),

conforme definido no Capitulo 2. Definimos a particao suspensa P’ de 37 por
P :={A: Ac P} A:={[zu] €X: z € A}.

Denotamos por C*(X7,P7) o espago das fungoes ® : ¥™ — R tais que, para cada Ac P7, a
restricio ®| 7 é a-Holder continua. Ao longo deste capitulo, assumiremos que a fungao teto 7 é
a-Holder em cada dtomo A € P e satisfaz as cotas uniformes descritas em (4.1.1).

Fixamos uma classe Y C C*(X7,P") de potenciais na suspensdao. Uma propriedade funda-
mental desta classe é que, para todo ® € U, o potencial induzido na base ¢ = Z(P) pertence
a classe C*(X \ I', P) considerada no Capitulo 3, permitindo a aplicagao direta do Teorema 3.1
sobre a genericidade da unicidade da medida de equilibrio. A norma C° é a norma do supremo,
definida por

[@llco == sup [®([z,u])]-
[z,u]€X™
Definicao 4.1 (Equacao de pressao e definigao de s(®)). Fize a fungdo teto 7: X\ T' — (0, 00)
a-Holder por partes e seja ¢ = Z(®) € C*(X\ I',P) o potencial induzido. Para cada s € R,

definimos a pressao deslocada por
Qy(s) := Piop(¢ — s7, P).

Assumindo as hipdteses que garantem a existéncia e unicidade da raiz (veja Proposi¢ao 4.12),

definimos s(®) € R como o dnico nimero real tal que
Piop(¢p — s(®)7, P) = 0.

Observagao 4.2. O numero s(®) é o parametro que normaliza o potencial na base. O poten-
cial relevante para a termodindamica do fluzo suspensao associado a ® é ¢ — s(®)T, que possui
pressao topoldgica nula na base, permitindo a aplicacdo dos resultados de existéncia e unicidade

de medidas de equilibrio provados no Capitulo 3.

Definigao 4.3 (Operador de indugao). Para ® € C*(X7,P7), definimos o potencial induzido

na base (ou integral ao longo das fibras) por

7(2)
Z(®) = ¢, ¢(2) ::/0 O([z,u])du, zeX\T.

Pela reqularidade de ® e T, seque que ¢ € C*(X\ T, P).
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4.2 Medidas Invariantes na Base e na Suspensao

A compreensao da dinamica de um fluxo suspensao exige, primeiramente, o estabelecimento
de uma correspondéncia precisa entre as medidas de probabilidade que descrevem o comporta-
mento estatistico da aplicac@o na segao transversal (base) e aquelas que descrevem o fluxo no

espago total X7.

Definigao 4.4 (Medidas invariantes da aplicagao bidimensional). Denote por Mp o conjunto

das medidas de probabilidade de Borel v em ¥ tais que v(I') = 0 e v € invariante por P.

Defini¢ao 4.5 (Medidas invariantes do fluxo suspensao). Denote por My, o conjunto das me-

didas de probabilidade de Borel i em X7 invariantes por (¥!)icr.

O conceito central nesta secao é o de ”erguer’uma medida da base para o fluxo, garantindo

que o tempo médio gasto nas fibras seja respeitado.

Definicao 4.6 (Levantamento (suspensao) de uma medida). Seja v € Mp tal que

0< fE\FTdV < 00. Definimos a medida v™ em X7 por

7(2)
V' (B) = 1/ / 15([z,u]) du | dv(z), B C X7 boreliano.
del/ E\F 0

Proposicao 4.7  (Correspondéncia  base—suspensao). Se v € Mp  satisfaz
0 < [7dv < oo, entdo v™ € My. Reciprocamente, para toda p € My eziste v € Mp com
0< [7dv < oo tal que p=1v".

Demonstragcao. Ressaltamos que na demonstracao a medida v” preserva a massa total
(V7 (¥7) = 1) e que a invariancia por P na base, via identificacao (z,7(z)) ~ (Pz,0), traduz-se
na invariancia temporal do fluxo. Assim sendo, seja v € Mp com 0 < [ 7dv < oo e considere a

medida " em X7 definida por

()
VT (B) := 1/ / 15([z,u]) du | dv(z), B C X7 boreliano.
del/ T\l 0

Temos v (X7) = 1, pois

7(2)
VT(X7) = ledu /E\F </0 1du> dv(z)
1
= Trdv /z\pT(Z) dv(z)
=1.

Mostremos que v” é invariante por (i!);cg. Fixe t € R e um boreliano B C 7. Pela

definicao,




r(2)
:f:dy /E\F </0 1B(¢t([z,u]))du> dv(z).

Assim, basta provar que

/E\F /OT@ 15(¥!([2, 1)) dudy(z) = /E . /Dﬂz) ool o),

Consideremos t > 0 (o caso t < 0 segue aplicando o argumento a —t e usando =% = () ~1).
Para cada (z,u) com z € ¥\ I' e u € [0,7(z)), existe um unico inteiro n = n(z,u,t) > 0 e um

tnico v’ = u/(z,u,t) € [0,7(P"z2)) tais que

n—1

utt=Y 7(Plz)+u e ¢([zu]) = [P"z].

j=0

Logo,
154" ([, ) = 1p([P"2,u]).

Integrando em wu e somando sobre os possiveis valores de n, obtemos uma decomposicao
do dominio [0,7(z)) em subintervalos nos quais o nimero de retornos n(z,u,t) é constante,
e em cada um deles a transformacao u — u’ é uma translacdo, portanto preserva Lebesgue.

Consequentemente,

/OT(Z) (¥ ([z,u]) du-Z/ Pz ) du'.

n>0

Integrando agora em z e usando a invariancia de v por P (isto é, v = v o P™" para todo n),

podemos reindexar os termos e concluir que

/E\F/ (W' ([z,u])) dudv(z /Z\F/ u)) dudv(z),

o que implica v"((") "' B) = v7(B) para todo boreliano B e todo t € R. Portanto, v” € M.
Seja agora p € My,. Denote por 7 : X7 — 3 a projecao canodnica m([z,u]) = z e defina uma
medida 7 em X por
v(A):=pu(r"'(A)),  AC I boreliano.

Como 1 é uma probabilidade, 7 é uma probabilidade. Além disso, 7(T') = 0, pois 7~ }(T') é
desprezivel no espago de suspensao. Verifiquemos a invariancia de v por P.

Para um boreliano A C ¥, usando a identificagao (z,7(z)) ~ (Pz,0) e o fato de que avangar
o tempo 7(z) envia [z,0] em [Pz, 0], obtemos que a aplicacao P na base corresponde ao retorno
do fluxo suspensao.

Como p é invariante por 1!, segue que



= 7(4),

isto é, v € Mp.
Defina entao c := / 7dv. No regime de suspensao considerado assumimos ¢ € (0,00), e
S\T

definimos v := %ﬂ. Entdaov e Mpe0< [Tdv < co.

Resta verificar que p = v7. Para isso, tome F': X7 — R continua e limitada e defina

Pela definicao de v7,

1 _
Fdy = / F(z)dv(z).
hoks deI/ E\F () ()

Por outro lado, como v é a projecao de u e u é invariante ao longo do fluxo nas fibras, a

integracao de F' em relacao a pu pode ser escrita como a integracdo ao longo das fibras seguida

da integracao na base, isto é,

/Tqu _ i/z\rp(z) di(2)
_ le — /E )

Concluimos que [ F'dy = [ F dv™ para toda fun¢ao F continua e limitada; portanto p = v7.

A bijecao dada por v — V7 garante que a andlise estatistica do fluxo possa ser integralmente

realizada através da aplicagao de retorno na secao transversal. ]

4.3 Formulas de Abramov e o Funcional Variacional

Uma vez estabelecida a bijecao entre medidas, o passo seguinte para o formalismo termo-
dinamico é relacionar a complexidade da aplicacao (entropia métrica) com a complexidade do
fluxo. Este vinculo é fornecido pelas férmulas de Abramov, que permitem reduzir o Principio

Variacional do fluxo a um problema de otimizagao na base

Proposicao 4.8 (Férmulas de Abramov e do potencial induzido). Seja ® : ¥ — R um potencial

e seja ¢ = I(®) o potencial induzido na base. Entdo, para toda v € Mp com 0 < [ 7dv < oo,

vale
hy (P)
hy- (YY) =
) =T
¢ dv
- fE\FTdV

Demonstragdo. Fixe v € Mp com 0 < [7dv < oo e considere a medida suspensa v definida
na Definicao 4.6. Comecemos pela identidade de integracao do potencial, que expressa o valor

médio de ® no espago total como a média ponderada das integrais sobre as fibras individuais.
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Por definicao de v7, para toda fungdo mensuravel limitada F : 37 — R vale

/T Fdv = fwlfdv /E\F (/DT(Z) F([z,u])du> du(2).

Aplicando esta férmula com F' = ® e usando a definicdo do potencial induzido ¢, obtemos

/T ddvT = fE\FleV /z\r (/OT(Z) ‘P([Z,U])du> dv(z)

1
= — z)dv(z),
fz\prdy/z\r¢(> %)

que ¢é a segunda igualdade do enunciado.

Para a férmula de Abramov, recorde-se que o fluxo de suspensio (¥!) é construido unindo-se
as fibras {[z,u] : 0 < u < 7(z)} pela identificagao (z,7(z)) ~ (P(z),0), de modo que a aplicagao
de tempo 1, 9!, é um automorfismo mensuravel preservando v”. Para relacionar h,- (') com
hy(P), consideramos a parti¢do mensuravel P de X7 induzida por uma particao geradora P de
Y\ T para P, isto é,

P={A:AcP}, A:={zuex : zecA}

Pela definicao do fluxo, o itinerdrio de [z, u| pela partigao P ao iterar ! registra exatamente
o itinerdrio de z pela particdo P ao iterar P, mas reparametrizado pelo tempo continuo: a
cada retorno & base corresponde a travessia de uma fibra, cujo “comprimento temporal” é 7(z).
Consequentemente, o crescimento da informagao (entropia) por unidade de tempo no suspenso

é igual ao crescimento da informagao por retorno na base dividido pelo tempo médio entre

retornos.
n—1 m—1
Formalmente, seja P := \/ PP e PM = \/ (1) IP. Para v-q.t.p. z, o nimero
j=0 j=0

Np(z,u) de retornos & base realizados pela 6rbita de [z,u] nos primeiros m iterados de '

satisfaz uma lei de grandes nimeros do tipo

N (z,u) 1
)
m [ Tdv

pois o tempo médio gasto entre dois retornos é [ 7dv. Assim, a informagao produzida por pm)

é comparsvel & produzida por PNm) | e dividindo por m obtemos

hoe (61, P) = Tim e (73<m>)

m—o0 M

= lim lH,, <73(Nm)>

m—o0 M,

= () (s () )

1
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Tomando o supremo sobre todas as parti¢oes finitas P (ou escolhendo P geradora), con-

cluimos

como queriamos. O

Observacgao 4.9. Para p = v", obtemos

hy(P) + [ ¢dv

mw5+/®w= 7

Essa identidade € a base para introduzir o deslocamento ¢ — sT.

4.4 A Equacao de Pressao

Nesta se¢ao, demonstraremos que a complexidade do fluxo suspensao pode ser capturada por
um unico parametro real, obtido através de uma perturbacao especifica da pressao topoldgica
na base. Este parametro, que denotaremos por s(®), representa a pressao topoldgica do fluxo

para o potencial dado.

Definicao 4.10 (Pressdo deslocada). Fize ¢ € CO(X\T,P). Para s € R definimos
Qs(s) == Prop(¢ — 57, P).

Observagao 4.11. O Principio Variacional € a ferramenta que nos permite visualizar o efeito
do parametro s. Note que ele age como um ”custo”temporal: quanto maior o tempo de retorno
T, maior serd a reducdo da pressao para valores positivos de s. Formalmente, se o principio

vartacional para P estiver disponivel, temos

Qy(s) = Prop(¢ — s7, P)
= 21/1\/;1)13 { hy(P) + /E\F(qﬁ — s7)dv }

sup {h,y(P)—i—/ qﬁdl/—s/ le/}.
veEMp S\’ S\I'

O préximo resultado é o nicleo analitico deste capitulo. Ele garante que a fungao de pressao

“cruza o zero”exatamente uma vez, definindo de forma inequivoca o valor de s(®).

Proposicao 4.12 (Equagao de pressao: existéncia e unicidade). Seja ® : ¥7 — R um potencial

e seja ¢ : L\ IT' = R o potencial induzido

Assuma que:

1. o principio variacional vale para (P, ¢ — sT), para todo s € R, na classe considerada;
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2. a fungao teto satisfaz 7(z) > 19 > 0 para todo z € ¥\ T';
3. a aplicacio s — Qy(s) = Piop(¢ — s7, P) € finito para todo s € R.
Entao existe um tunico nimero real s(®) tal que
Pp(6 — 5(®)7, P) =0,
Em particular, Q4 € estritamente decrescente e continua, com

lim Qg(s) =400 e lim Qg(s) = —oc.

§——00 S$—+400

Demonstragao. Pelo principio variacional assumido em (1), para todo s € R temos
Qy(s) = Prop(¢ — s7, P)

= Vzl/lvl:t)p { hy(P) + /E\F(d) —sT)dv }

= sup {hl,(P)—i— gbdu—s/ le/}.
vEMp S\T S\T

Se s9 > s1, entao para toda v € Mp segue de 7 > 79 que

hV(P)—l—/d)dV—sQ/sz/: (h,,(P)—i—/gbdl/—sl/TdV) - 82—81)/Td1/
[rw)

(
< (hl,(P) +/gz5dl/ —s1 [ T7dv) — (s2 — s1)70.

Tomando supremo em v obtemos

Qp(s2) < Qg(s1) — (s2 — s1)70,

o que mostra que @)y € estritamente decrescente. Em particular, Q4 é Lipschitz, pois

|Qp(s52) — Qu(s1)] < 7082 — 1],

e, portanto, é continua.
A estimativa acima também dé o comportamento assintético quando s — +oo. De fato,

escolhendo s; = 0, tem-se, para todo s > 0:

Qy(s) < Qy(0) = 570,

e como Q4(0) é finito por (3), segue que

lim Q4(s) = —oo0.

S——+00

Para o limite quando s — —oo, fixamos uma medida invariante v, € Mp para a qual

J ¢ dv, > —oo (por exemplo, uma medida periddica d, num ponto periédico p de P, para a qual
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o(p) € R e 7(p) > 79). Entao, para todo s € R, vale

Qs(s) ZVZLEP{hV(P)+/¢du—s/Tdu}
> hy*(P)+/¢du* —S/Tdy*.

Como [ 7dv, > 79 > 0, obtemos

lim (h,,*(P) —|—/¢dl/* —S/le/*> = 400,

S§——00

e, portanto,

lim Qu(s) = +oc.

S§—>—00

Como @y ¢é continua e estritamente decrescente, com limites +00 em —oo e —0o em +o00,

segue pelo teorema do valor intermedidrio que existe um tnico s(®) € R tal que

Qo (5(P)) = Piop (¢ — s(®)7, P) =0,

concluindo a prova. Do ponto de vista didético, o decaimento estrito de Qy(s) é garantido pelo
fato de que o tempo de retorno 7 é limitado inferiormente por 79 > 0, impedindo que a pressao

se torne constante. OJ

Definigao 4.13 (Potencial deslocado na base). Para ® € U, seja ¢ = Z(P) o potencial induzido

na base,
7(2)
o(z) = / D([z,u]) du, zeX\T.
0

Considere s(®) € R o dnico nimero tal que
Piop(¢p — s(®)7, P) =0

(veja Proposicao 4.12 para existéncia de solugdo da equagao).
O resultado anterior nos permite definir o objeto central para a prova da unicidade genérica.

Definimos o potencial deslocado na base por

$¢ = ¢ — s(P)T.

4.5 Correspondéncia de Medidas de Equilibrio

Nesta etapa, estabeleceremos que existe uma bijecao entre as medidas que maximizam a
pressdo na base e aquelas que maximizam a pressdo no fluxo. Este resultado é o que nos

permite, tecnicamente, ”ler”a termodinamica do fluxo através da aplicagdo de Poincaré.

Proposicao 4.14 (Correspondéncia equilibrio base—suspensao). Seja ® € U e seja $¢ =

¢ — s(®)r como em Defini¢io 4.15. Assuma que valem os principios variacionais na base
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(para o potencial &5\@) e no fluxo suspensao (para o potencial ®) e que a correspondéncia de
medidas v — V" (Defini¢ao 4.6) é aplicdvel as medidas consideradas (i.e., 0 < [7dv < 00).

FEntao:

1. sev € Mp é uma medida de equilibrio para $¢, entao V7 € uma medida de equilibrio para

® no fluro suspensio (YP');

2. reciprocamente, se 1 € My, é uma medida de equilibrio para ®, entdao existe v € Mp uma

medida de equilibrio para <$q> tal que p =v7;
3. em particular, unicidade na base para &p implica unicidade no fluxo para .

Demonstragao. Seja ® € U fixado e denote por ¢ = Z(®) o potencial induzido na base. Seja
$(®) como na Definicio 4.13 e escreva ¢g = ¢ — s(®)7. Se v € Mp satisfaz 0 < [Tdv < oo,

entao pela Proposigao 4.8 temos

ho(P) , Jddv

hyf(¢1)+/ dd” =

r [rdv  [Tdv
hy (P d

— M (4.5.1)

[ Tdv

Em particular, como ¢ = (gq) + s(®)7, obtemos ainda

h(P) + [ do dv
Ry (1 DdvT = D). 4.5.2
W+ [ed s (45.2)

Prova do item (1). Suponha que v € Mp é uma medida de equilibrio para $¢. Como, por
definigao de s(®),
Ptop(qS@)P) = Ptop(¢ - S(Q)Tv P) = 07

temos

h,(P) + /qu) dv = 0. (4.5.3)

Substituindo (4.5.3) em (4.5.2), obtemos
hor (1) +/<I>d1/7 = s(P).

Mostremos agora que nenhum outro p € My, pode produzir valor maior que s(®) no funci-
onal variacional do fluxo. Didaticamente, o valor s(®) atua como o valor méximo possivel para
a pressao do fluxo, condicionado ao fato de o potencial deslocado na base ter pressao nula. Seja
@ € My, arbitréria. Pela Proposi¢ao 4.7 existe n € Mp com 0 < [ 7dn < oo tal que pp=1".

Aplicando (4.5.2) a 7, obtemos

hy(P) +f$<1>d77
[ Tdn

hu(w1)+/<1>du: + 5(®).
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Pelo principio variacional na base e pelo fato de Ptop($¢, P) =0, temos

hn(P)+/¢A5¢>d77 < Ptop(;gth) :Oa

o que implica que
hu(¥) + /<I>du < s(®).
Portanto, ™ realiza o supremo variacional do fluxo e é uma medida de equilibrio para ®.

Prova do item (2). Suponha agora que p € M, é uma medida de equilibrio para ® no fluxo
suspensao. Pela Proposigao 4.7, existe v € Mp com 0 < [7dv < oo tal que p = v7. Pela
identidade (4.5.2), temos

hy(P) + [ ¢ dv
JTdv

mw5+/¢w: 5(®). (4.5.4)

Como ¢ uma medida de equilibrio, o lado esquerdo de (4.5.4) ¢ igual a Piop(®,1)!) pelo

principio variacional do fluxo. Assim,

h(P) + [ bodv
del/ )

Ptop(q)ywl) - S((I)) =

Pelo principio variacional na base e pelo fato de Ptop(g%, P) =0, temos h,(P)+ [ <$q> dv <0,
logo
Ptop(q)vwl) < S(Q)
Por outro lado, do Passo 2 j4 sabemos que existe uma medida 7 € Mp de equilibrio para

~

oa e, portanto, ™ é medida de equilibrio para ®; em particular,

Pan(®.61) = hyr () + [ @357 = 5(8).

Concluimos que

Voltando a (4.5.4), obtemos
hy(P) + [ ¢a dv

0= JTdv ’

isto é,
fmm+/&wza

Como Ptop(ggq,, P) = 0, esta igualdade significa que v realiza o supremo variacional na base,

portanto v é medida de equilibrio para ng5<1> e u = v7. Isto prova o item (2).

Prova do item (3).
Se a medida de equilibrio para ggq> é Unica na base, entao qualquer medida de equilibrio u
para ® no fluxo deve ser da forma pu = v” com v sendo a tnica medida de equilibrio na base,

logo p também é tnico. O
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Observagao 4.15. A Proposicao 4.1/4 ¢ o "pilar”para a prova do Teorema A, pois reduz a busca

por unicidade no fluxo ao cendrio jd resolvido no Capitulo 3.

4.6 Continuidade e Estabilidade dos Operadores de
Inducao

Nesta segao, provaremos que os operadores que mapeiam potenciais do fluxo para a base
sao continuos na topologia do supremo. Esta estabilidade é crucial, pois garante que pequenas
perturbacoes no potencial do fluxo resultem em perturbagoes controladas na base, permitindo a

transferéncia de propriedades de genericidade entre os sistemas.

Proposicao 4.16 (Continuidade CY do operador de inducdo). Assuma que a funcdo teto

7:X\T — (0,00) € limitada superiormente, isto €, existe Tmax € (0,00) tal que
7(2) < Tmax, Vze X\T.

Sejam ®1,Po €U C CO(X7,P7) e, para i = 1,2, considere

7(2)
o = I(Dy), ¢i(z) == /0 D,([z,u]) du, zeX\T,

o potencial induzido na base.

Entao vale a estimativa

”¢1 - ¢2HCO < Tmax ||(I)1 - (I)QHCO-

Em particular, operador de inducao
T:U— C'X\I,P), ZI(®) = ¢,

¢ Lipschitz na topologia CO.

Demonstragao. Fixe z € ¥\ T'. Pela defini¢ao de potencial induzido, temos

7(2) 7(2)
61(2) — da(2) = / By (2, u]) du — / Do [z, u]) du
7(2)
= /0 (q)l([z,u]) — <I>2([z,u})) du.

Tomando valor absoluto e usando a desigualdade triangular,

7(2)
|91(2) — ¢2(2)] < / |@1([2,u]) — P2([z, u])| du.
0
Como [|P1 — P2f|co = suppy, yjexr [P1([w, v]) — Po([w, v])], segue que, para todo u € [0, 7(2)],
By ([2u]) — Ba([2u])] < [B1 — Bl
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Substituindo na integral, obtemos

7(2)
61(2) — 6a(2)| s/o 1@y — ol o du

= 7(2) [|®1 — P2/ co.
Pela hipétese 7(z) < Tmax para todo z, concluimos

|¢1(Z)—¢2(2)‘ STmaxH(I)l_(I)2||CO7 VZGE\F

Tomando supremo em z € ¥\ I', obtemos a estimativa global

61— d2llco = sup [¢1(2) — da(2)]

ze€X\T

< Tmax H(I)l - (I)QHCO'

O

Observagao 4.17. Note que a constante de Lipschitz Tmax Teflete como o erro mdximo entre
potenciais no fluro € acumulado ao longo das fibras de suspensdo. Do ponto de vista dinamico,
a constante Tmax mede como a discrepancia entre dois potenciais definidos no fluxo é acumulada
ao longo das fibras de suspensao. Como o potencial na base é uma integral temporal, o erro
mdzimo possivel na base € limitado pelo erro mdzimo no fluxo multiplicado pelo comprimento

mdzimo do tempo de retorno.

Lema 4.18 (Continuidade C° da Pressdo ). Suponha que o principio variacional valha para
(P,0) na classe considerada e, em particular, para § = 61 e 6 = 03, com 01,05 € CO(X\ T, P).
Entao

| Piop (01, P) — Piop(02, P)| < [|61 — B2]|co.

Demonstragao. Pelo principio variacional, para ¢ = 1,2 vale

Piop(0;, P) = sup {hl,(P) +/ 0; du}.
S\

veEMp

Fixe v € Mp. Como 61 — 65 é limitada, temos
01 dv = 05 dv + / (91 — 92) dv.
S\ S\ S\D

Além disso, pela definicdo da norma do supremo,

/ ((91 — 92) dv < / ’91 — (92| dv
S\’ S\I'
< Hel—aguco/ Ldv
S\I'

= [161 = 62| co-

61



Em particular,

01 dv < 92dV—|—H¢91—92H00.
S\ S\

Somando h, (P) em ambos os lados, obtemos, para todo v € Mp,

h(P) + /91 dv < hy(P) + /92 dv + |61 — B3] co.
Tomando supremo em v € M p, segue que
Frop(61, P) < Prop(f2, P) + |61 — 62| co-
Trocando os papéis de #; e 05, obtemos também
Priop(02, P) < Prop (b1, P) + [|61 — 62| co.
As duas desigualdades sao equivalentes a
| Piop (01, P) = Piop(2, P)| < |61 — 2]|co-

O]

Observacgao 4.19. O Lema 4.18 mostra que a pressdo topoldgica nao oscila de forma descontro-

lada sob mudanc¢as no potencial, sendo um passo preparatorio para a continuidade do pardametro

s(P).

Proposigao 4.20 (Continuidade C° do operador ® + s(®)). Assuma que a funcdo teto satisfaz
as cotas uniformes 0 < 79 < 7(z) < Tax < 00 para todo z € X\ T' e que o principio variacional
é vdlido para os potenciais considerados. Se ®1, Py € U e ¢p; = I(P;) sdo os potenciais induzidos

na base, entdo:
-
|5(@1) = s(P2)| < — [|1 — o[ 0.

70

Em particular, a aplicagio ® — s(®) é Lipschitz na topologia C° em U.

Demonstracao. Para cada ¢ = 1,2, consideremos as funcoes de pressao deslocada
Qi(s) = Piop(¢pi — s7,P), onde s € R. Por definicao, os valores s(®;) sdo as raizes unicas
das equagoes de pressao, de modo que Q;(s(®;)) = 0. Aplicando o Lema 4.18 aos potenciais

01 = ¢1 — sT e O3 = ¢po — sT, obtemos para qualquer s fixo:

|Q1(S) - Q2(8)| = |Ptop(¢)1 — 8T, P) - Ptop(¢2 — ST, P)|
< [[(¢1 = s7) = (d2 — 57)[lco = [[$1 — 2]l co.

Avaliado no ponto especifico s = s(®2), e utilizando o fato de que Q2(s(P2)) = 0, a desi-

gualdade acima implica que

1Q1(s(P2))] < ll$1 — 2l co-
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Por outro lado, a hipdtese de que 7 > 19 > 0 garante, via Principio Variacional, que a funcao
(Q1(s) possui uma monotonicidade uniforme. De fato, para quaisquer sy > s; e qualquer medida

v e Mp:
hy (P) + /(¢1 — 89T)dv = <hu(P) + /(Cf)l - SlT)dV> — (52— 81)/7'dV-
Como f Tdv > 19, tomando o supremo sobre as medidas invariantes, concluimos que

Q1(s2) < Q1(s1) — (s2 — s1)70.

Esta relagao de decaimento estrito permite-nos comparar as raizes. Definindo s1 := s(®q) e

s9 := s(P3), analisamos dois casos: se sy > s1, entao

Q1(s2) < Q1(s1) — (52 — 51)70

= —(s2 — s1)70,

o que implica
(s2 — s1)70 < |Q1(s2)|-

Agora, se s1 > s3, a monotonicidade implica analogamente que
(51— s2)70 < |Q1(s2)]-
Em ambos os casos, obtemos
1
|s1 — 52| < —[Q1(s2)]-
70

Substituindo a cota superior encontrada anteriormente para |Q1(sz2)|, estabelecemos a de-

pendéncia em relagao aos potenciais na base, mais precisamente, concluimos que
1
3(@1) = s(®2)] < —llé1 = dalco. (4.6.1)
Finalmente, segue da Proposicao 4.16, que
161 = 2llco < Tmax[|P1 — Pa|co, (4.6.2)
Combinando as equagoes (4.6.1) e (4.6.2), obtemos a estimativa global

.
T (| @1 — @2 o
T0

|s(®1) — s(P2)] <
O

Observagao 4.21 (Estabilidade do parametro de pressao). A constante de Lipschitz obtida,
Tmax/T0, evidencia que a estabilidade do pardametro de pressio do fluxo depende fundamental-

mente do controle uniforme e estrito do tempo de retorno. Note que, se 79 — 0 (0 que ocorre
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proximo a singularidades nao tratadas), a raiz s(®) torna-se sensivel a variagoes infinitesimais

no potencial, comprometendo a genericidade.

Definigao 4.22 (Operador deslocado). O operador J € a ferramenta analitica que sintetiza
toda a informacdo da base mecessdria para o estudo estatistico do fluxo. FEle associa a cada
potencial ® definido no suspenso o seu representante mormalizado na base, denotado por gg@.

Formalmente, definimos
T :U—CUS\T,P),  J(®):=dg =L(D) — s5(P)r.

Proposigao 4.23 (Continuidade C° de 7). Assuma que a funcdo teto satisfaz as cotas unifor-
mes 0 < 79 < 7(2) < Tmax < 00 para todo z € ¥\ T’ e que o principio variacional é vdlido na
classe considerada, de modo que o parametro s(®) estd bem definido pela equagdo de pressao.
O operador deslocado J : U — C°(X\ T, P), definido por J(®) := ¢ — s(®)7, é Lipschitz na

topologia C°. Mais precisamente, para quaisquer ®1,®y € U, vale:

|7(@1) = T(2) o < Tamax (1 + 2 @1 — @] co.

70

Demonstracao. Consideremos dois potenciais ®1, Py € U e denotemos seus respectivos potenci-
ais induzidos na base por ¢; := ZI(®;) e suas raizes da equagdo de pressdo por
s; = s(®;), parai =1,2.

Pela defini¢ao do operador deslocado, a diferenca entre as imagens é dada por
T(®1) = T(P2) = (¢1 — s17) — (d2 — s27).
Reorganizando os termos, podemos escrever essa diferenga como
T (1) = T(P2) = (¢1 — d2) — (51 — s2)7-
Ao aplicarmos a norma do supremo e utilizarmos a desigualdade triangular, obtemos:

[T (@1) = T(P2)[lco = [[(1 — ¢2) — (51 — 52)7]|c0

<1 — d2llco + [s1 — s2| - ||I7(|co-

Utilizando a hipdtese de que a funcao teto é limitada superiormente por Tyax, a estimativa

torna-se

[T (®1) = T(®2)[lco < [[$1 — ¢2llco + [s1 = s2] - |70
< H¢1 - (ZSQHCO + Tmax‘sl - 32’- (463)

Para relacionar essa expressao com os potenciais originais no fluxo, recorremos as proprieda-

des de continuidade provadas anteriormente. Primeiramente, pela Proposicao 4.16, o operador
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de inducao satisfaz

H¢1 - ¢2||CO S 7_maxH(I)l - (PQHCO- (464)

Por outro lado, pela Proposicao 4.20, o parametro de pressao satisfaz

Tm X
‘81 — 82‘ S T; H‘I)l — (I)QHCO. (4.6.5)

Substituindo as desigualdades (4.6.4) e (4.6.5) na desigualdade (4.6.3), resulta em

Tm X
19(02) = T @l < Tl 1 = Pallco + T 22511~ Dalco).

Colocando o termo comum Tpax||®1 — P2||co em evidéncia, obtemos finalmente

-
1702 = T(@2)lo < e (147222 ) 21 - Dol
Essa estimativa prova que J é um operador Lipschitz, o que implica sua continuidade na

topologia C°. O

4.7 Densidade do Operador de Inducao

Nesta secdo, analisamos a extensdo da imagem do operador de inducao Z : U — CO(Z\T, P).
Um problema natural ao considerar a reducao de sistemas de tempo continuo para aplicagoes
de primeiro retorno é determinar se as fungoes observaveis na base podem ser obtidas a partir
de potenciais definidos no fluxo.

Mostraremos que, sob condicoes de regularidade bastante gerais para o tempo de retorno 7
e para o espago de potenciais U, o operador Z é sobrejetivo sobre o espago das fungbes continuas
por partes. Esse resultado é fundamental, pois garante a densidade da imagem de Z em CY,
permitindo-nos aproximar qualquer observavel da base por potenciais induzidos. O resultado

principal desta etapa é detalhado no lema a seguir.

Lema 4.24 (Sobrejetividade e Densidade do Potencial Induzido). Assuma as cotas uniformes
0 <79 <7(2) < Timax < 00 para todo z € X\ T'. Seja P uma particao finita de X\ T' em dtomos

A de regularidade e suponha que:
(i) para cada A € P, a restri¢cao T|4 € continua e satisfaz 7|4 > To;

(ii) o espago U C CO(X™,P7) contém potenciais por partes da forma ®([z,u]) = O4(2) para
[z,u] € A\, onde © 4 : A — R possui a reqularidade exigida em U.

Entdo, para todo ¢9 € C°X \ I,P), eviste ® € U tal que T(®) = ¢o, isto &,
fOT(Z)qD([z,u])du = ¢o(z) para todo z € ¥\ I'. Em particular, o operador de inducao
Z:U— COUS\T,P) € sobrejetivo e possui imagem densa em C°.
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Demonstragdo. Fixemos um potencial arbitrdrio na base ¢g € C°(X \ I', P). Para cada dtomo

de regularidade A € P, definimos uma fungdo auxiliar @4 : A — R através do quociente

Oa(z) = qf(;)).

Esta definicdo é vélida para todo o dominio A, visto que, por hipétese, a

funcao teto é limitada inferiormente por 79 > 0. Além disso, a continuidade de ¢p|4 e de 7|4
garante que ©4 é uma fungdo continua em cada atomo A.

A partir dessas fungoes, construimos o potencial ® no espaco de suspensao definindo-o em
cada cilindro suspenso A como ®([z,u]) := ©4(z) para todo u € [0,7(z)]. Por construcio e
pela hipdtese (ii), este potencial ® pertence ao espaco U, sendo constante ao longo de cada fibra
vertical sobre z.

Para verificar que a imagem deste potencial via indugao é ¢g, calculamos explicitamente a
agao do operador de indugao Z(®) em um ponto genérico z € X\ I'. Escolhendo o dtomo A tal

que z € A, a integral ao longo da fibra resulta em

du

7(2) $o(
@([z,u])du:/ $o(2)

0 7(2)

_ go(z) [T

= () /0 1du

_ $o(2)
7(2)

= ¢o(2).

-7(2)

Como a igualdade Z(®)(z) = ¢o(z) é vélida para todo z, mostramos que qualquer potencial
da base pode ser obtido como a imagem de um potencial no fluxo através do operador de inducao.
Portanto, o operador Z é sobrejetivo, o que implica que sua imagem Z(U) coincide com todo o

espaco CY(X\ T, P) e é, consequentemente, densa. O

4.8 Transferéncia de Propriedades Topoldgicas via
Operador Deslocado

Nesta secao, consolidamos o arcabougo técnico desenvolvido ao longo do capitulo para de-
monstrar que a densidade e a abertura de propriedades termodinamicas na base sao preservadas
no fluxo suspensao. O resultado central estabelece que o operador J funciona como uma ponte

topoldgica entre os espagos de potenciais.

Proposicao 4.25 (Abertura e densidade via J). Assuma as cotas uniformes
0 <7 < 7(2) < Tmax < o0 para todo z € ¥\ T'. Suponha que, na classe considerada, o
principio variacional para P seja vdlido, garantindo que o parametro s(®) e os operadores T

e J possuam a reqularidade Lipschitz discutida anteriormente. Se Hygse C CO(S\ T, P) € um
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subconjunto aberto e denso, entao sua pré-imagem
H = j_l(Hbase) = {(I) eu :I((I)) - S((I))T € Hbase}

¢ um subconjunto aberto e denso em U na topologia C°.

Demonstracdo. A prova da abertura decorre imediatamente da continuidade do operador des-
locado J = Z(®) — s(®)7. Pelas hipdteses (2) e (3), o operador J(®) é continuo em C?. Como
Hs é aberto, sua pré-imagem # = J ! (Hpase) 6 aberta em U.

Para demonstrar a densidade, fixamos um potencial arbitrario ® € U e um erro € > 0.

Denote

¢ :=I(P), s:=5(P) e :=T(P)=¢—sT.

Como Ho é denso, existe & € Hpase tal que

1€« = &llco <6, (4.8.1)

onde ¢ > 0 sera escolhida ao final.

Como Hs é aberto e &, € Hpase, existe r = (&) > 0 tal que
Br(&) == {0 110 = &ulloo <7} C Hpase: (4.8.2)
Defina agora o incremento na base por
Ap:=¢& —EcCOZ\T,P).
Note que, por definicao de &£, temos
E=p—s1 = p=C(+sT,

o que implica que
¢+ AP = (§+5T)+ (& — &) =&+ 5T (4.8.3)

Pelo Lema 4.24, existe um potencial por partes A® € U, constante ao longo das fibras em

cada }L tal que
Z(ADP) = Ad. (4.8.4)

Mais precisamente, podemos tomar

A¢(z)
7(2)

em cada A,

AD([z,u]) =

de modo que )
[A®[|co < — [|Ad]co-
T0

Defina entao
d:=d+ADcU.
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Da linearidade de Z e de (4.9.4), obtemos

I(®) = Z(D) + Z(AD) = ¢ + Ag.

Combinando com (4.9.3), segue que

(D) = &, + s. (4.8.5)

Agora compare s(®) com s = s(®). Pela hipdtese (3),

~ 1 ~ 1 1
(@) = s| < —[IZ(®) = Z(®)llco = — [[Adllco = — [[&« = Ellco-
0 0 0
Usando (4.9.1), obtemos

|s(®) — s| < 9 (4.8.6)

70

Finalmente, calcule 7 (®):
T (@) = I(D) — s(P)T = (& + s7) — s(B)T = & + (s — 5()) 7.
Logo, usando ||7]|co < Tmax € (4.9.6),
~ ~ J
1T7(®) = &ulico < Is = s(@)] [ITllco < = Timas.

Escolhendo agora § > 0 tal que
Tmax 5 <, (4.8.7)

70

concluimos que || 7 (®) — &||co < 7, e portanto, por (4.9.2),
T(®) € Hpase,  isto é, P e A
Resta controlar a distancia ||® — ®|co = ||A®||co. Pela construcio,
~ 1 1 )
[@ = @[co = [[A®[|co < —[[Ad[lco = —[|& = &llco < —.
70 70 70

Assim, escolhendo adicionalmente
0 < TpE, (4.8.8)

obtemos || ® — @0 < e.
Como ¢ > 0 foi arbitrério, toda vizinhanca C° de ® contém algum decH , € portanto .77 é

denso em U. ]

4.9 Prova do teorema principal

O Teorema 3.1, provado no Capitulo 3, fornece um subconjunto aberto e denso Hy de

potenciais por partes para os quais a aplicacao P admite existéncia e unicidade de medida
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de equilibrio. Para transportar esse resultado ao suspenso, o potencial relevante na base é o
deslocado g = Z(®) — s(®)r.
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Prova do Teorema A. O fato do conjunto .7¢ ser aberto decorre imediatamente da conti-
nuidade do operador deslocado J(®) = Z(®) — s(®)7. Pelas hipéteses (2) e (3) previamente
estabelecidas, o operador J é continuo na topologia C°. Como Hs é, por definicio, um subcon-
junto aberto, sua pré-imagem % = J~!(H3) preserva essa propriedade no espaco U.

Para demonstrar a densidade, fixamos um potencial arbitrario ® € U e um erro € > 0.
Denotamos, para fins de simplificagao, que ¢ := Z(®), s := s(®P) e a respectiva imagem na base
por & := J(®) = ¢ — st. Dada a densidade de Hga, garantimos a existéncia de um elemento
&« € Hpase tal que

& — llen < 6, (4.9.1)

onde o parametro § > 0 sera calibrado ao final da demonstragao. Sendo Hsy aberto e contendo

&4, existe um raio r = r(&,) > 0 de modo que a bola aberta
B,(&) =10 |10 — &l|lco < r} C Ho. (4.9.2)
Definimos agora o incremento na base como
Ap:=¢& —EeCOD\T,P).
Note que, pela definicao de &, temos a relacao
£=¢—sT,

o que implica
¢ =&+ 5T

Consequentemente, a soma do potencial induzido com o incremento resulta em
¢+ Ap=(§+sT)+ (& — &) =&+ sT. (4.9.3)

Invocando o Lema 4.24, asseguramos a existéncia de um potencial por partes A® € U,

constante ao longo das fibras em cada atomo //1\, tal que
Z(AD) = Adg. (4.9.4)
Mais precisamente, podemos tomar
AD([z,u]) = Ad(2)/7(2)
em cada E, o que nos fornece o controle normativo

1A®]co < 75| A co-
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Ao definirmos o potencial perturbado no suspenso como
=3+ AD,

a linearidade de Z e a identidade (4.9.4) implicam que:

I(®) = I(®) + Z(AD) = ¢ + Ao,

Combinando este resultado com (4.9.3), segue que o potencial induzido perturbado satisfaz

a relagao:

I(®) = &, + sT. (4.9.5)

Ao compararmos o novo parametro de pressao s(®) com o original s = s(®), utilizamos a

hipétese (3) para obter:
~ 1 ~ 1 1
|s(®) — 5] < — |Z(®) = Z(D)[|co = — [[Adllco = — [|€« = Ellco-
70 70 70

Substituindo a estimativa inicial (4.9.1), concluimos que

|s(®) — s| < fo' (4.9.6)

Calculando a imagem final via operador deslocado, temos

T(®) =Z(®) — s(B)T = (& + 57) — s(®)T = & + (5 — 5(®)) 7.
Utilizando o fato de que ||7||co < Tmax € aplicando o controle obtido em (4.9.6), resulta:
~ ~ J
17(2) = &elleo < Is = s(®)[ lITllco < —— Tmax.

Escolhendo agora é > 0 de tal modo que satisfaca a condigao

Tmax 5 <y, (4.9.7)

70

garantimos que [|J7(®) — &|lco < 7, o que implica, por (4.9.2), que J(®) € Hpase €, assim,
® € . Para concluir a demonstragao, resta controlar a distancia no espago de potenciais do

suspenso. Pela construcao realizada, temos
1& — @lco = 1AD]lco < 75 [ Adllco = 757116 — Ellco < 3/70-
Portanto, ao escolhermos adicionalmente
0 < TpE, (4.9.8)

obtemos ||® — ®||co < £. Como o erro £ > 0 foi arbitrério, provamos que toda vizinhanca C° de

® intercepta o conjunto .77, estabelecendo sua densidade em U.
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Capitulo

Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos uma solucao para a unicidade genérica das medidas de equilibrio
no contexto do fluxo geométrico de Lorenz. A seguir, sintetizamos as contribuictes desta tese
para o progresso da literatura e delineamos os problemas que permanecem em aberto para

investigacoes futuras.

5.1 Contribuicoes e Relevancia do Trabalho
As principais contribuigoes deste estudo podem ser resumidas nos seguintes pontos fundamentais:

e Extensao Dimensional da Unicidade Genérica: Enquanto resultados anteriores,
como os de Bronzi e Oler [BO18]|, focavam na dindmica unidimensional, este trabalho
estendeu a genericidade da unicidade para a aplica¢ao de Poincaré bidimensional (Capitulo

3) e para o fluxo tridimensional (Capitulo 4).

e Formalismo em Extensoes Parcialmente Hiperbdlicas: Demonstramos que a con-
tragao transversal caracteristica da aplicagao de Poincaré P(z,y) = (L(z),g(x,y)) nado
destroi a unicidade das medidas de equilibrio. Isso preenche uma lacuna importante sobre

a estabilidade do funcional variacional em sistemas que nao sao puramente expansores.

e Desenvolvimento do Operador Deslocado J: A introducdao do operador
J(®) = Z(®) — s(P®)T permitiu uma prova robusta de que as propriedades topolégicas
(abertura e densidade) sao preservadas na passagem da base para o fluxo. Esta ferramenta

técnica simplifica a andalise de suspensoes com fungoes teto ilimitadas ou singulares.

e Unificacao de Diferentes Vertentes: O trabalho conecta a teoria de medidas fisicas e
decaimento de correlagoes [APPV09, AMV15] com o formalismo termodinamico abstrato,

oferecendo uma visao integrada da genericidade estatistica no atrator de Lorenz.
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5.2 Problemas em Aberto e Perspectivas

Apesar dos avangos alcancados, o estudo das medidas de equilibrio para fluxos singular-hiperbdlicos

ainda apresenta questoes desafiadoras:

e Unicidade Fora da Genericidade: O Teorema A garante a unicidade em um conjunto
aberto e denso H. A existéncia de potenciais Holder por partes que admitam multiplas
medidas de equilibrio no fluxo de Lorenz ainda é uma questao aberta, relacionada ao

estudo de transigoes de fase em extensoes hiperbélicas [LOR11].

e Potenciais com Singularidades: Nossos resultados tratam de potenciais ¥ que sao
regulares em cada dtomo da particao. Um problema relevante seria investigar a unici-
dade para potenciais que explodem na singularidade I', como ocorre naturalmente com o

potencial Jacobiano do fluxo [PT10].

e Regularidade Além de C°: Provamos a densidade na topologia C°. A extensdo para
densidade em topologias mais finas, como C* (Holder), exigiria técnicas de regularizagao

mais sofisticadas para o operador de inducdo e para a funcao teto 7.

e Decaimento de Correlagoes para Medidas de Equilibrio: Enquanto o decaimento
é conhecido para a medida SRB [AV12], o estudo das taxas de mistura para as medidas de

equilibrio tinicas obtidas via Teorema A permanece um campo fértil para pesquisa futura.
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