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Resumo

O objetivo deste trabalhoe estudar Problemas de Program&ao Linear (PPL) e aplicar a
algebra e os -nveis dos rumeros fuzzy nesses problemas com paranure varaveis sendo
rumeros reais ou rumeros fuzzy. O primeiro problema estadloe um circuito divisor de tensao
gue e modelado para determinar os valores dos resistoresitcalizados, de forma que a im-
pedancia do divisor de tensao da resisténcia seja mram Trés casos sao analisados para os
componentes do PPL: rumeros reais, rumeros fuzzy do tipo d conjuntos fuzzy do tipo 2. O
primeiro caso foi considerado para validar os outros doisscs. Outra aralise que foi realizada
para avaliar os benefcios e restrcees na utilizacadaalgebra e os -nveis dos rumeros fuzzy
em um netodo a m de pontos interiores, o Algoritmo Primal - A m (APA), na determinacao
da solucaootima de um PPL com parametros e varaveis selo rumeros reais. O algoritmo
modi cado, Algoritmo Primal { A m Fuzzy (APAF), utilizou rumero s fuzzy triangulares para
cada varavel do PPL e aalgebra e os -nveis desses rumeros. Os resultados obtidos pelo
APAF sao melhores a cada iteracao e o APAF necessita de um ruraenenor de iteracees para
atingir o valorotimo em comparacao com o APA, considerando erro absoluto. Este trabalho
tamkem demonstra que um conjunto fuzzy do tipo 2e uma maneautil e perspicaz de modelar
problemas de otimizacao sob incerteza. Para tanto, umaverepresentacao de conjuntos fuzzy
com valores intervalares baseada em furcees de restazlenominadas intervalos fuzzy gene-
ralizados, e desenvolvida para a aralise de problemas dé@mizacao possibilstica nos quais 0s
parametros sao generalizacoes de rumeros fuzzy in@iares. O objetivo deste estudoe repre-
sentar conjuntos fuzzy intervalares de forma que modelos olmizacao possibilstica resolvidos
com intervalos fuzzy generalizados resultem em infornuees- adicionais sobre o risco associado
as acoes propostas que podem ser tomadas com base em unu@aegia de solucao. Esta me-
todologia utiliza o netodo da penalidade para reduzir um PP possibilstico a um problema de
otimizacao nao linear, cujos resultados sao comparadmom a resolucao do PPL por -nveis
cujas solucoes sao defuzi cadas via centroide e, poggilade e necessidade, tomando como
referéncia a solucao do PPL determinstico. Apresentae uma aplicacao de uma dieta suple-
mentar a um indivduo diagnosticado com de ci&éncias nuticionais, com quantidades varaveis
de nutrientes em relacao aos seus alimentos preferidossdritas matematicamente por rumeros
fuzzy intervalares. Os resultados obtidos na resolucao groblema de otimizacao possibilstica
com o netodo da penalidade permitem ao indivduo determiar a melhor dieta para atender
as suas necessidades darias de nutrientes com o0 menortousm relacao aos demais netodos
apresentados.

Palavras-chave Programacao linear, Programacao linear fuzzy, Conjuos fuzzy do tipo 1,
Conjuntos fuzzy do tipo 2, Circuito Ektrico, Otimizacao, -nvel, Algebra fuzzy, Conjuntos
fuzzy intervalares, Furcees de restrcao, Otimizae possibilstica.
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Abstract

The objective of this work is to study Linear Programming Prblems (LPP) and apply the
algebra and the -levels of fuzzy numbers in these problems with parametersdavariables
being real numbers or fuzzy numbers. The rst problem studeis a voltage divider circuit
that is modeled to determine the values of the centered rewiss, so that the impedance of
the voltage divider resistor is minimal. Three cases are dgaed for the LPP components:
real numbers, type-1 fuzzy numbers and type-2 fuzzy sets. @hrst case was considered to
validate the other two cases. Another analysis was carried toto evaluate the bene ts and
restrictions in the use of algebra and the -levels of fuzzy numbers in an a ne method of
interior points, the Primal - A ne Algorithm (APA), in determini ng the optimal solution of
a LPP with parameters and variables being real numbers. Theadi ed algorithm, Primal {
A n Fuzzy Algorithm (APAF), used triangular fuzzy numbers for each LPP variable and the
algebra and -levels of these numbers. The results obtained by APAF are bett with each
iteration and APAF requires a smaller number of iterations toeach the optimal value compared
to APA, considering the absolute error. This work also demonsites that a type-2 fuzzy set
is a useful and insightful way to model optimization problem under uncertainty. Toward this
objective, a new representation of interval-valued fuzzyets based on constraint functions, called
generalized fuzzy intervals, is developed for the analysi§ possibilistic optimization problems
in which the parameters are generalizations of interval-iged fuzzy numbers. The aim of this
study is to represent interval-valued fuzzy sets in a way thgossibilistic optimization models
solved with generalized fuzzy intervals result in increagdenformation about the risk associated
with proposed actions that might be taken based on a solutiostrategy. This methodology
uses the penalty method to reduce a possibilistic LPP into aonlinear optimization problem,
whose results are compared with the resolution of the LPP by-levels whose solutions are
defuzzi ed via centroid and, possibility and necessity, teing as reference the solution of the
deterministic LPP. An application of a supplemental diet is pesented to an individual who
has been diagnosed with nutritional de ciencies, with vanpg amounts of nutrients relative to
their preferred foods, mathematically described by inteal-valued fuzzy number. The results
obtained in solving the possibilistic optimization problen using the penalty method allow the
individual to determine the best diet to meet their daily nutient needs at the lowest cost
compared to the other methods presented.

Keywords Linear programming , Fuzzy linear programming, Type-1 fuz sets, Type-2 fuzzy
sets, Electrical circuit model, Optimization, -level, Expanded search, Interval-valued fuzzy
sets, Constraint functions, Possibilistic optimization.
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Introdwcao

Um dos campos mais importantes da Pesquisa Operacional, a ghamacao Linear (PL), diz
respeito a modelos que otimizam furcees objetivo lineare as restrcees nas varaveis de
decisao. Algoritmos e cientes foram desenvolvidos para PHentre os quais destacamos o0
ponto interior (NOCEDAL; WRIGHT, 2006), e o algoritmo simplex (DANTZIG, 1987).

A modelagem precisa de dados bem de nidos e precisos, o quegenal envolve altos custos
de informacaoe uma das questees importantes da PL. Detda estae uma tarefa quase im-
possvel de realizar em muitos casos, devido ao risco oueneza em alguns dados (SAHINIDIS,
2004). Muitos fendbmenos econdmicos, fsicos, quimse biobgicos representados por um mo-
delo de programacao linear envolvem parametros que, meso especialista daarea em estudo,
nao tem conhecimento preciso desses valores que sao érggmente imprecisos em problemas
de otimizacao. Uma das teorias utilizada para estudar estancertezase a teoria dos conjuntos
fuzzy que modela matematicamente um PPL com essas caradtcas, desde o trabalho de
Zimmermann (ZIMMERMANN, 1978) at trabalhos mais atuais (VILLACORTA et al., 2017).
Este problema de PL chssica pode ser contornado com o usordmeros fuzzy. A Programacao
Linear Fuzzy (PLF) explica o modelo matenatico de uma forma s realista (VERDEGAY,
1982). Basicamente, considerando alguns dos componentesuth Problema de Programacao
Linear (PPL) como rumeros fuzzy, uma violacao de restciao e permitida, e o grau de sa-
tisfacao de uma restrcaoe de nido como a furcao de grtinéncia da restrcao (SAHINIDIS,
2004). Uma das referéncias kasicas naarea da PLFe devidoBellman e Zadeh (BELLMAN;
ZADEH, 1973). Em um PPL, a imprecisao pode estar presente nagecientes da furcao ob-
jetivo e das restrcoes ou nas varaveis.

Nas ultimas decadas, muitos outros estudos estao sendoaleados considerando como
parametros fuzzy cada um dos componentes de um PPL. Relatasnbrevemente algumas
pesquisas que foram realizadas com essa abordagem mostraack cieéncia da metodologia
fuzzy aplicada em PPL. Um novo netodo para resolver problemale programacao linear com
parametros fuzzy na furcao objetivo foi apresentado natayo de Wolf et al. (ROMMELFAN-
GER; HANUSCHECK; WOLF, 1989). O netodo, chamado de "-level related pair formation',
avalia apenas algumas poucas furcees objetivo extremaBara PPL com parametros fuzzy
nas restrcees um outro netodo estabelece um ndice ddassi cacao de acordo com o grau
de cumprimento das restrcees. A tomada de decisao, co@sb em uma condcao otimista ou
pessimista, utiliza esse ndice para fazer restrceesght or loose' e obter a solucaootima no
espaco de restrcoes fuzzy (LIU, 2001). Metodos que sdaseados em furcees de classi cacao,

-nvel, usando resultados de dualidade ou furcees de idade sao utilizados em Ghanbari
et al. (GHANBARI et al., 2020) para investigar PPL com parametros fuzzy nas vaueis, PPL
com parametros fuzzy na furcao objetivo e PPL com pararmes fuzzy nas varaveis, restrcoees
e funcao objetivo. Outros estudos propeem um netodo déassi cacao fuzzy para avaliar os va-
lores da furcao objetivo fuzzy e considerar a relacao desigualdade nas restrcoes (JIEMNEZ
et al., 2007). A generalizacao de nmetodos de programacao diar fuzzy sao apresentados com
diferentes metodologias em (DELGADO; VERDEGAY; VILA, 1989) e (FANJHUANG; YANG,
2013). Em (KAUR; KUMAR, 2013)e proposto um novo rretodo para reolver PPL que mostra
a vantagem do netodo proposto sobre os netodos existentesos resultados obtidos sao com-
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parados. Para PPL que requerem simetria na modelagem maigtna de rumeros fuzzy, \arias
pesquisas, entre as quais (CAMARA; JAFELICE, 2025), (GANESAN; VEERAMANI, D06) e
(EBRAHIMNEJAD; TAVANA, 2014), consideraram rumeros fuzzy triangulares sinetricos ou
rumeros fuzzy trapezoidais sinetricos. Essas abordagewaracterizaram adequadamente esses
tipos de problemas.

Um dos avarcos recentes na teoria dos conjuntos fuzzye a teodos conjuntos fuzzy tipo 2,
gue expande a representacao da incerteza em modelos matmws. Atualmente, 0s conjuntos
fuzzy do tipo 1 sao conhecidos como teoria chssica dos jootos fuzzy. Apesar de recente, a
teoria dos conjuntos fuzzy tipo 2e rica em resultados texcos e tem mostrado grande potencial
em aplicacees como (FIGUEROA-GARTA; HERN ANDEZ, 2014), (JAFELICE; LODWICK,
2021) e (JAFELICE; BERTONE, 2020). Um outro tipo de PLFe a progranmecao possibilstica,
gue reconhece incertezas nos coe cientes da furnc-ao oivet bem como em coe cientes das res-
trcees. A furcao de pertinenciae usada para repres&ar o grau de satisfacao das restrcees, as
expectativas do tomador de decisao sobre o nvel da flaw-ebjetivo, e o intervalo de incerteza
dos coe cientes (SAHINIDIS, 2004).

O objetivo desta pesquisae estudar a incerteza em parames de problemas de programacao
linear, utilizando abordagens distintas, avaliando e compando quantitativamente os resultados
obtidos com os valores determinsticos para alguns modsloEstes propositos foram realizados
em trés trabalhos que sao apresentados a seguir:

~ Um circuto ektrico foi modelado por um problema de progranacao linear bidimensional
com todos os parametros sendo rumeros fuzzy do tipo 1 e ti2o A resoluwcao de cada
PPL com parametros reais obtidos e realizada pelo Metoda@os Pontos Interiores. A
solucaootima na programacao linear fuzzy do tipo 1e btida atraves de uma furcao de
defuzzi cacao linear de nida nos rumeros fuzzy trapezaolais. Para obter a solucaootima
do tipo 2, considerando cada -nvel, e resolvido um problema de programacao linear
fuzzy do tipo 1, usando a metodologia anterior. O PPL com rueros reaise considerado
para validar os outros dois modelos fuzzy. Esta pesquisa faiblicada em (ink).

~ Posteriormente, inspirado no trabalho anterior, exploroge a possibilidade de usar a
algebra de rumeros fuzzy em iteracees do algoritmo panam Metodo de Pontos Interiores.
Os netodos de Pontos Interiores sao uma classe de netodies Otimizacao muito estu-
dados atualmente e utilizados principalmente na resolac~de Problemas de Programacao
Linear (BALBO et al., 2010). Em 1984, Karmarkar publicou o seu netodo Projetivo
para Programacao Linear, gerando um impulso na utilizaeo da tcnica de Pontos In-
teriores na resolucao de problemas de Otimizacao (KARMARAR, 1984). Atualmente,
existem netodos variantes do algoritmo original apreseatio por Karmarkar, dos quais
o algoritmo Primal-A m apresentado por Barnes (BARNES, 1986) g@or Vanderbei et
al. (VANDERBEI; MEKETON; FREEDMAN, 1986) que e aplicado na resolwcao de
Problemas de Programacao Linear com restrcoes de idgdade. Essa motivacao vem no
sentido de manipular os -nveis de um rumero fuzzy triangular de nido a partir da
soluwcao inicial obtida pelo metodo descrito em (FANG; PUTHENRJRA, 1993), que per-
mite que os pontos obtidos em cada iteracao sejam parameados pela discretizacao dos

-nveis. Em particular, se =1 for xo em todas as iteracoes, o Metodo de Ponto Inte-
rior usuale obtido. O objetivo desta abordageme apreseat um algoritmo modi cado,
baseado na representacao de rumeros fuzzy pomveis (APAF), que expande o espectro
de busca do Algoritmo Primal A m (APA) para encontrar a solicamtima de um PPL
com parametros e varaveis sendo rumeros reais, a partite dez pontos obtidos pela de-
fuzzi cacao dos -nveis de rumeros fuzzy, selecionando aqueles que estraa regiao de
viabilidade em cada iteracao. Os destaques deste estucms

2



{ Apresentam-se as operacoes algbricas fuzzy em cada pags um dos Metodos de
Pontos Interiores com seu poprio algoritmo.

{ A diagonal principal de um granulo de soluwcees iniciaisoidas por rumeros fuzzy
triangulares sinetricose considerada, cujo valor modatao os valores das varaveis
da solucao inicial.

{ As comparacees do APAF sao realizadas com o APA, pois este algoo realiza
uma busca determinstica pela solucaootima, e o APAFe umaextensao do APA, e
em cada iteracao ha a possibilidade de determinar pontasais pooximos da solucao
otima com valores de entre O e 1.

{ Diferentes metodos de defuzzi cacao podem gerar difares rumeros de iteracoes
para que o FPASA alcance a soluwcaootima.

{ As simulacees computacionais foram realizadas utilizaod software Matlab e um
dos comandos necessarios para que a programacao compignal fosse realizada
com praticidade era o cell. Este comando se caracteriza porac matrizes onde
cada elemento tamkeeme uma matriz.

Esta pesquisa foi publicada emlifk).

Uma outra abordagem utilizada na resolucao de PPL considern Aritrretica Intervalar.
Estudos pioneiros iniciados em 1959, o trabalho conside®l de Moore e seus colabo-
radores (MOORE, 1969), (MOORE, 1979), (MOORE, 1985), impslonou a aritrretica
intervalar, transformando-a em um campo dinamico de pesga, incluindo o desenvol-
vimento da aritnetica intervalar padrao. Em (HANSEN, 2001) e LODWICK, 2007),
a evoluwcao hisorica da aritnetica intervalare amplamente documentada, e uma nova
perspectiva sobre intervalos, conhecida como Ariteticantervalar Restrita (CIA), foi
apresentada por (LODWICK, 2007). A CIAe uma estrutura concgualmente lida que
leva em consideracao todas as variacees possveis tlerde um intervalo, rede nindo-o
como uma furncao linear de valor real. Avarcos teoricos gni cativos foram alcancados
pela combinacao da CIA com equacoes diferenciais oatias, particularmente na teoria
dos autovalores intervalares e na estabilidade das equesdliferenciais lineares intervala-
res, conforme demonstrado por (MIZUKOSHI; LODWICK, 2021). Em m estudo de um
modelo Suscetvel-Infectado-Recuperado, (CECCONELLO; MUKOSHI; LODWICK,
2021) utilizaram a CIA para contribuir com a aralise da dimimica da COVID. Tamlem
utilizando a CIA, (MIZUKOSHI; JACQUEMARD; LODWICK, 2020) explorar am a clas-
si cacao de singularidades hipertolicas para equaes diferenciais lineares intervalares
tridimensionais.
A inovacao desenvolvida aquie a representacao destpo de rumero fuzzy intervalar por
meio de furcees restritas e sua aplicacaoa otimizao~em um PPL por meio do netodo da
penalidade exata em sua resolucao, o que permite estudduecao objetivo e as solucoees
do PPL de forma possibilstica. O mesmo PPL tamkeme estuddo a partir dos extremos
dos -nveis dos rumeros fuzzy intervalares. \arios PPL obtidbs para esses extremos
sao resolvidos e conclui-se que tanto a solucao otimaaqpio o valor otimo podem ser
obtidos usando o princpio de extensao de Zadeh aplicado aimero fuzzy intervalar. O
estudo da possibilidade e da necessidade em um rumero furagrvalar permite o uso
deste conceito como um netodo de defuzi cacao das sotes obtidas pelo netodo dos
-nveis. Outro metodo utilizado na defuzzi cacaoe o centroide, quee um dos netodos
mais importantes para a redwcao de conjuntos fuzzy do tigbintervalares, sendo tamkem
uma medida de expectativa popular apresentada em (FIGUEROA-GARA; ROM AN-
FLORES; CHALCO-CANO, 2022). Uma aralise dos resultados obtidosanresolucao do
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PPL por esses métodos e uma comparacao dos valores 6timos sao apresentados grafica-
mente. A Figura 1 apresenta um diagrama dos procedimentos realizados para obter a
solucao 6tima do PPL com parametros fornecidos por NFI.

Parametros das Restricoes

NFI
\ 4

PPL

Meétodos de Resolucao
Penalidade a-niveis
Solucdo Otima Fuzzy
Métodos de Defuzzificagao
Centroide Média Esperada
Solucio Otima Solugido Otima Solucdo Otima Comparacdes

Figura 1: Diagrama metodolégico para PPL com NFI.

Portanto, o problema considerado nesta abordagem é:

minf(67) = Y e
j=1

sujeito a

gl<617b17f) = Za,ij.’]?iji, 1=1,---,r—1 (1)
j=1

—~
—

gz(Alab’mf) = Z"Zl\]m]zbza z':'r‘,---,m
j=1

T1, Ty ooy Ty >0
= T - — o
emquer > 2, & =[rg T2... x,)),C=c1 ca ... ), @ = [ain Qi ... Gin), @i
sao numeros reais, com ¢ = 1,...,7 — 1, 5 = 1,...,n, ¢;, b; sio ndmeros reais, com

izl,...,m,jzl,...,n,eAi:[Ail AiQ Am],AZj,i:r,...,m,jzl,...,nséo
numeros fuzzy intervalares.



O per | deste estudoe:

{ Falta de informacao sobre os valores dos parametros detrada que sao conjun-
tos fuzzy intervalares, normalmente gerados por conhecinbe especializado ou su-
poscees adequadas;

{ Conjuntos fuzzy intervalares sao traduzidos em rumeros#zy intervalares;
{ Numeros fuzzy intervalares sao representados como ftaes de intervalos restritos;

{ Furcees de intervalo restrito associadas a conjuntos fiyzintervalares sao aplicados
na otimizacao possibilstica de tal forma que o risco asesiado a tomada de uma
determinada decisao faca parte da solucao resultante;

Observe que a abordagem da aplicacao de valor intervalasadla aqui e distinta de
(LODWICK; JAMISON, 2018) em que conjuntos fuzzy intervalares gam dois pares
de distribucees envolventes e nao uma. Esta pesquisadablicada em (ink)

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira:

No captulo 1e apresentada a fundamentacao teorica nezssria para o desenvolvimento dos
estudos realizados neste trabalho.

No captulo 2e exibido o detalhamento de uma abordagem fugzara o modelo matenatico
de um circuito ektrico e o netodo de programacao lineafuzzy para o modelo com os resul-
tados nunericos correspondentes. Trés casos sao amal®s, considerando os componentes de
programeacao linear reais, rumeros fuzzy do tipo 1 e comto fuzzy do tipo 2. O primeiro caso
e considerado para a validacao dos outros casos. A sciwotima na programeacao linear fuzzy
do tipo 1e obtida atrawes de uma furcao de defuzzi caae de ordem linear total. O teorema de
representacao dos -nveise o netodo para obter a solucaootima do tipo 2. Para cada -nvele
resolvido um problema de programacao linear fuzzy do tigbutilizando a metodologia anterior.
Simulacees nunericas ilustram a metodologia propostagpa um caso particular.

No captulo 3 sao expostos um algoritmo modi cado para Algamo Primal { Am (APA)
gue utiliza aalgebra dos rumeros fuzzy e a aplicacao desalgoritmo modi cado em trés PPL,
comparando os resultados obtidos entre o Algoritmo Primal { An e o Algoritmo Primal {

A m modi cado, denominado Algoritmo Primal { A m Fuzzy (APAF). Os r esultados obtidos
pelo APAF sao melhores a cada iteracao e o APAF necessita de wmaro menor de iteracoes
para se alcarcar o valorotimo em comparacao com o APA, coiterando o erro absoluto.

No captulo 4 sao apresentados os conjuntos fuzzy interaaés junto com sua nova repre-
sentacao, intervalos fuzzy generalizados, de forma que modelos de otimizacao possibilsticos
sejam resolvidos com intervalos fuzzy generalizados réaotlo em mais informacees sobre o
risco associado as acoes propostas que podem ser tomadas base em uma estraegia de
solucao. Apresenta-se um caso geral de otimizacao coaries parametros sendo rumeros fuzzy
intervalares e uma aplicacao de uma dieta suplementar @aum indivduo diagnosticado com
de ciéncia nutricional, com quantidades varaveis de ntrientes em relacao aos seus alimentos
preferidos, o quee descrito matematicamente por um rumerfuzzy intervalar. A resolucao do
mesmo problemae realizada pelo nmetodo dos-nveis e os resultados obtidos sao comparados.

As consideracees nais sao inseridas no captulo 5.



Captulo 1

Fundamentacao Tevrica

1.1 Conjuntos Fuzzy do tipo 1

Nesta secao, estao resumidos 0s conceitos relevantesoaguatos fuzzy do tipo 1 (BELLMAN;
ZADEH, 1973).

Dencao 1.1. Dado um conjunto universoX, o conjunto
A=1(x a(x));x2Xg;

em que A : X ! [0;1]e uma furcao,e um conjunto fuzzy do tipo 1 sobreX, correspondente
a furcao de pertinéncia 4.

O conjunto de todos os conjuntos fuzzy do tipo 1e denotado pé& (X).

Figura 1.1: Conjunto fuzzyA.

1.2 Nveis de um Conjunto Fuzzy

Dencao 1.2. Sejam A um conjunto fuzzy e 2 (0;1]. De ne-se como -nvel de A o
conjunto

[Al =fx2Xj alx) g

De ncao 1.3. Suporte de um conjunto fuzzyA sao todos os elementos dé que tém grau de
pertinéncia diferente de zero enA e denota-se por supp).
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supp@A)= fx 2 Xj a(x) > Og:
Assim, o nvel zero de um conjunto fuzzyA e de nido da seguinte forma.

Dencao 1.4. O nvel zero de um conjunto fuzzyA do universoX, em queX e um espaco
topobgico, e o fecho topobgico do suporte dé\, istoe,

[A]° = supp(A):
fa()

02

0 02 04 06 0.67 08 1 12 133 14 16 18 2

X
Figura 1.2: [A]%4 = [0:67; 1:33] esupp(A) = [0; 2]:

Na Figura 1.1, tem-se o conjunto fuzzyA = f(X; a(x));x2 Xg,emqueX = Re A(X)=
+ + o1 © ha Figura 1.2 sao apresentados][ = [0:67,1:33} = 0:4 esupp(A) = [0;2].
Na Figura 1.3, tem-se o conjunto fuzzyA = f(x; a(X));x 2 Xg, em queX = Re A(X) =
sen(%);x 0:32. Nesse cas@upp(A) =[0:32+1 ):

fia()

02 032 04 06 063 08

Figura 1.3: Um conjunto fuzzyA.

Qualqguer conjunto fuzzy pode ser considerado como uma féiende conjuntos fuzzy. Essae
a esséncia de um princpio de identidade conhecido commtema da representacao. O teorema
da representacao a rma que qualquer conjunto fuzzi pode ser decomposto em uma srie de
seus nveis (PEDRYCZ; GOMIDE, 1998).

1.3 Princpio de Extensao de Zadeh

Essencialmente, o Princpio de Extensao de Zadehe utikkdo para obter a imagem de conjuntos
fuzzy atrawes de uma furcao chssica.



Definicao 1.5. Sejam f uma funcao tal que f : X — Y e A um subconjunto fuzzy de X. A
extensao de Zadeh de f € a funcao que, aplicada a A, fornece o subconjunto fuzzy B de Y, cuja
fungao de pertinéncia € dada por

sup  pa(z), se f7'(y) #0
() = { wer-1w) ,
0, se f[7y) =10

em que f~1(y) ={z | f(x) =y} (BARROS; BASSANEZI, 2021).

A Figura 1.4 ilustra o Principio de Extensao de Zadeh.

YAL

A

NV

Hp 1

H A4

v

Figura 1.4: Principio de Extensao de Zadeh.

Observagao 1.1. Se A é um conjunto fuzzy de U, com funcao de pertinéncia pa e se f é
injetora, entao a funcgdo de pertinéncia de f(A) € dada por

pray(z) = sup  pa(r) = sup pa(@) = pa(f~'(2))-
@/ ()=2) e/ 1()

Teorema 1.1. Sejam f : U — Z uma fung¢dao continua e A um conjunto fuzzy de U, com
a-niveis compactos e nao vazios (BARROS; BASSANEZI, 2021). Entao, para todo « € [0, 1]
tem-se

[F(A)" = f(IA]). (1.1)

Este resultado indica que os a-niveis do conjunto fuzzy, obtido pela principio de extensao
de Zadeh, coincidem com as imagens dos a-niveis do conjunto fuzzy.

1.4 Numero Fuzzy

Definigao 1.6. O conjunto fuzzy do tipo 1, A, é chamado de nimero fuzzy quando X = R,
existe © € X tal que pa(x) =1, todos os a-niveis sao intervalos nao vazios fechados e o suporte
de A € limitado (Figura 1.5).



Figura 1.5: Um rumero fuzzy do tipo 1.

Neste estudo, os rumeros reais sao considerados rumergzy de nidos como singleton de
tipo 1, considerando a furcao de pertingncia

lsex=r
0; sex6r;

r(X) =

conhecida como a furcao caracterstica do conjuntbrg. Denota-se este rumero fuzzy por
(Figura 1.6).

fra(z)

---------------------------------------

"X

Figura 1.6: Um rumero fuzzy singleton do tipo 1.

1.4.1 Numeros Fuzzy Triangulares

Dencao 1.7. Os rumeros fuzzy triangulares sao de nidos pela furcao de pertinéncia

a

b x (1.2)

x) = o X )
A b m,sex2[m,b]

8 x a
% : sex 2 [a;m]
m

0; demais casas
e denotados poA = (a;m;b (Figura 1.7).



a Tln b X
Figura 1.7: Numero fuzzy triangular A = (a; m;b):

Os -nveis do rumero fuzzy triangular A = (a; m; b sao dados por

Al =[(m a) +a(m b +b

1.4.2 Nimeros Fuzzy Trapezoidais

De ncao 1.8. Os rumeros fuzzy trapezoidais sao de nidos pela furcao de pertinéncia

- a; sex 2 [a;m]
a
1, sex 2 [m;n]
a(X) = b (1.3)
§ ﬂ; sex 2 [n; b

0; demais casas

e denotados poA = (a; m;n;b) (Figura 1.8). O intervalo [m;n]e conhecido como o rucleo do
rumero fuzzy trapezoidalA .

Os -nveis do rumero fuzzy trapezoidal A = (a; m; n;b) sao dados por

[A] =[(m a) +a;(n b +Db:
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a b X

Figura 1.8: Numero fuzzy trapezoidalA = (a; m;n; b):

1.4.3 Nimeros Fuzzy em Forma de Sino

Dencao 1.9. Os rumeros fuzzy em forma de sino sao de nidos pela furcao de pertinéncia
Gaussiana limitada

s my

G(X)=B © i

0; caso contario;

;sex2[m  ;m+ ] (1.4)

e denotados poiG = (m; ; ) (Figura 1.9).

Os -nveis do rumero fuzzy em forma de sindc = (m; ; ) sao dados por

8 0 1
h i @—A
[A] :E m P In( 1);m+ P In( 1) ; se e
2
" [m ;m+ ]; caso contario:
p(z)
m— 4 m m+46 X

Figura 1.9: Numero fuzzy em forma de sin@& =(m; ; ):
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1.5 Operaoes Aritneticas com Numeros Fuzzy

De ncao 1.10. SejamA e B dois rumeros fuzzy, e um rumero real (BARROS; BASSA-
NEZI, 2021).

(&) A soma entre os rumeros fuzzyA e B e o rumero fuzzy A+ B, cuja furcao de pertinéncia
e

a+e(2)= sup min( a(X); s(Y));
(xy)2 (2)

em que (z) = f(x;y) jx+y= zg.

(b) A difererca entre os rumeros fuzzyA e B e o rumero fuzzy A B, cuja furcao de
pertinénciae

A 8(2)= sup min( a(X); s(Y));
(xy)2 (2)

em que (z)=f(x;y)jx y=zg.

(c) A multiplicacao entre os rumeros fuzzyA e B e o rumero fuzzy A B, cuja furcao de
pertinénciae

ag(z)= sup min( a(x); s(Y);
(xy)2 (2)

em que (z) = f(x;y) j xy = zg.

(d) A divisao do rumero fuzzyA pelo rumero fuzzyB, se 0 2 supp(B) e o rumero fuzzy
A=B, cuja furcao de pertinenciae

a=s (2) = sup min( a(X); s(Y));
(xy)2 (2)

em que (2) = f(x;y) j x=y = zg.

(e) A multiplicacao de um escalar pelo rumero fuzzyAe o rumero fuzzy A, cuja furcao
de pertinénciae (

A( 12); se 860

A(2)= ;
tog(2); se =0
em que ¢og€ a furcao caracterstica de f 0g.

Uma maneira alternativa, e mais patica de se fazer estas apeeese por meio dos -nveis
dos conjuntos fuzzy envolvidos, de acordo com a proposca seguir.

Proposcao 1.1. SejamA e B rumeros fuzzy com -nveis dados, respectivamente, pofA] =
[a;;8,] e[B] =[Db;;b,] (BARROS; BASSANEZI, 2021). Entao valem as seguintes proprieda-
des:

(@) A soma entre A e B e o rumero fuzzy A + B cujos -nveis sao

[A+B] =[A] +[B] =[a +ba+ bl

(b) A difererca entre A e Be o rumero fuzzy A B cujos -nveis sao
[A Bl =[A] [B] =[a; Dbya, bl
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(c) A multiplicsecao de A por B e o rumero fuzzy A B cujos -nveis sao
[A B] =[A] [B] =[a;;&] [b;k]=[min P;maxP];
emqueP = fa, b;a by;a, b;a, bag.
(d) A divisao entre A por B, se0 2 supp(B),e o rumero fuzzy A=B cujos -nveis sao

A _ A

B  [B]

1.1
b by

=[a;a]

(e) A multiplicscao de por Ae o rumero fuzzy A cujos -nveis sao

[a,;a,]; se 0.

(Al = 1Al = [a,;a,], se < 0~

1.5.1 Operaoes com rumeros fuzzy triangulares

Para rumeros fuzzy triangularesA; = (&;m;;h); i =1;2;, tem-se da De ncao 1.10 as seguintes
operacoes lineares:

LA+ Ay=(ar+ agymy+ my; b + ),
2.se 2R"entao A;= (apymyb)=( a; my; by,
3.se 2R entao Ai;= (a;myb)=( by my  a).

Exemplo 1.1. Neste exemplo, a soma dos rumeros triangulards= (1;2;4) e B =(3;4;5)e
determinada utilizando-se o item(a) da De ncao 1.10. AFigura 1.10apresenta gra camente
a operacao realizada.

p(z)

1

Figura 1.10: Soma dos rumeros fuzzj e B.
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Considerando os -nveis [Ai] =[4&;;a,] dos rumeros fuzzy triangularesA; = (&;m;;h),
i =1;2, cujaformasimplicadae [Aj] =[(m; &) +a;(m; h) +h], tem-se da Proposcao
1.1, as seguintes propriedades:

1 [Ar Al =[ay anjan,  axl;
2. [A4 = [Ad =[ay;ay] se O;[A4] = [A] =[aayl se < 0
3. [A1A2] =[A41] [A2] =[minP;maxP ], em que

P = fayay;a),8,); 81587); 815850

Logo,

[AAZ] =((my a)(me &) *+(au(my a)+ a(my &) )+ aap;

(M b)(my by) 2+ (b(my k) + (M by) )+ biby): (1.5)

Exemplo 1.2. Neste exemplo, as operacees com 0s rumeros triangulaks= (2;3;4) e B =
(3;4;5) sao determinadas utilizando-se a Proposcao 1.1.
Tem-se que

Al =[ +2;4 ]e[B] =[ +3;5 [
Entao, pela Proposcao 1.1, obem-se
@ [A+B] =[2 +5;9 2]
()

T

N peemsssssc s e -

Figura 1.11: Soma dos rumeros fuzzp e B.

M A Bl =[2 31 2]
©[A B] =[ +2;4 ][ +3;5 ]=[min P;maxP], em que
P=f( +2)( +3);( +2)6 )4 ) +3;(4 )6 o
Entao,minP =( +2)( +3) e maxP = (4 )(5 ). Assim,
[A B] =[( +2)( +3);(4 )5 )I=[ %+5 +6; 2 9 +20]
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0 6 12 20 X

Figura 1.13: Produto dos rumeros fuzzyA eB.

. Assim,

(d) =l +2;4 ] —;

w| >
'_\

+3

g -l +2=5 )@ ) +3)

(e) [3A] =3[A] =[3 +6;12 3 ].

E fcil veri car que a soma (Figura 1.11), a difererca (Figual.12) e a multiplicacao por
escalar de rumeros fuzzy triangulares resultam em rumesofuzzy triangulares. No entanto,
0 mesmo pode nao acontecer com a multiplicacao (Figura3).® a divisao de rumeros fuzzy
triangulares (Figura 1.14).
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Figura 1.14: Divisao dos rumeros fuzzp e B.

1.5.2 Operaoes com rumeros fuzzy trapezoidais

Para rumeros fuzzy trapezoidaisA; = (&;m;;n;;h);a;mi;ni;h 2 R, i = 1,2, tem-se da
De ncao 1.10 as seguintes operacees lineares:

1. Ai+ A= (ag+ ag;mg+ mp; Ny + Ny by + by);
2.se 2R"entao A = (ar;myngb)=( a: my ng b))
3.se 2R entao A;=  (a;mgb)=( by ng;; omg &)

Com estas de ncees, o conjunto dos rumeros fuzzy trapemaise um subespaco vetorial de
F (R), quee denotado porTrap(R). Os subespacos vetoriais d& rap(R) dados pelos numeros
fuzzy trapezoidaisA = (a;a;n;b;a;n;b2 R (Figura 1.15) eA = (a;m;b;B;a;m;b2 R (Figura
1.16) sao denotados, respectivamente, pbrapp (R) e Trapge (R).

()
I

S peeesssssss s s s

b X

Figura 1.15: Numero fuzzy trapezoidalA = (a;a;n;b:
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0 a m b X

Figura 1.16: Numero fuzzy trapezoidalA = (a; m; b; D:

Os conceitos kasicos de rumeros fuzzy foram exibidos, ermarpicular, rumeros fuzzy trian-
gulares, trapezoidais e em forma de sino, cujos detalhes podser encontrados em (BARROS;
BASSANEZI; LODWICK, 2017).

Na pioxima secao, serao considerados netodos para sdartresultados nunericos a partir
das informacees representadas pelos conjuntos fuzzy, edo a facilitar a aralise e a com-
paracao entre as possveis solucees dos problemasuesidos.

1.5.3 Defuzzi caao

Na teoria dos conjuntos fuzzy pode-se dizer que a defuzzicee um processo de se representar
um conjunto fuzzy por um rumero real. Em sistemas fuzzy, emegal a sadae um conjunto
fuzzy. Assim, deve-se escolher um netodo para defuzzi carsada e obter um rumero real que

a represente. Em outras palavras, uma defuzzi cacaoe usmfurncao cujo domnioe o subespaco
vetorial dos rumeros fuzzy sobre o conjunto dos rumeros aes. A seguir, serao relacionados
alguns netodos de defuzzi cacao.

" Centro de gravidade
Este netodo de defuzzi cacaoe semelhantea nedia poderada para distribucao de dados,
com a difererca que 0s pesos sao os valorg$x;) que indicam o grau de compatibilidade
do valor x; com o conceito modelado pelo conjunto fuzzg& (BARROS; BASSANEZI;
LODWICK, 2017).

Para um domnio discreto tem-se

o Xoalxi)
C(A) = S : (1.6)
- A(Xi)

em quex; pertence ao domnio de 4.
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Para um domnio contnuo tem-se

X a(x)dx

C(A) = X

(1.7)

em que Re a regiao de integracao.
Largest of Maximum (LOM)

discurso com mais alto grau de pertinéncia, dado por (LEEKWCK; KERRE, 1999)

LOM (A) = max(x;) tal que A(Xi) = max: (1.8)

Furcao de defuzzi cacao associadaa ordem
No Captulo 2 utiliza-se uma nova ordem total em um subespat vetorial particular de
Trap(R), composto pelos rumeros fuzzy

fA=(a;a;n;b; a; n; b2 Rg: (1.9)

O conjunto descrito em (1.9) e denotado poff rapp(R). E &cil provar que o conjunto
Trapp(R)e, de fato, um subespaco deT rap(R).

SejaA 2 Trapp(R), a nova relacao de ordem total e construda atraves dachamada
funcao de defuzzi cacao associadaa ordem (ADAMO, 1980ypada por

g(A)=b+ (n b; 2][01] (1.10)

em que e um parametro no intervalo [Q 1] de nido como parametro de defuzzi cacao
de g. De nindo uma relacao de equivaléncia ent rap p(R) como

Ae equivalente aB se, e somente SgA) = g(B), para todosA; B 2 Trapp(R);  (1.11)
e a relacao de ordem

A esh relacionado aB se, e somente SgA) >g(B), para todosA; B 2 Trapp(R); (1.12)

e claro que esta relacaoe uma ordem total (1.12) sobrérap p(R), que juntamente com a
relacao de equivaléncia (1.11), determina uma ordem #dtneste conjunto, denotada por
\ ". A ordem total (1.12)e usada na no Captulo 2 para transfemar um problema de
programacao linear fuzzy em um PPL chssico para obter uansolucao fuzzy do modelo
(2.5).

Akem disso, \arias propostas para uma relacao de ordem,ao necessariamente uma ordem

total, sobre o conjuntoT rap(R) podem ser encontradas na literatura (ADAMO, 1980; DUBOIS;
PRADE, 1980; PRADE; YAGER; DUBOIS, 1993).

1.6 Conjuntos Fuzzy Intervalares

Conjuntos Fuzzy Intervalares (CFl) sao extensees de conjas fuzzy (CF). As referéncias
(HAMRAWI, 2011) e (HAMRAWI H.; JOHN, 2017) apresentam a teoria kasica s CFI.
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Definicao 1.11. Um conjunto fuzzy intervalar, fl, sobre X € uma funcao definida da sequinte

maneira: .
A X — 1<]0,1], Iwum intervalo
= (U, Tyl

Aqui, A(z) = [u,, 7] € I € [0,1] € um intervalo que representa o grau de pertinéncia de x em
A. Os CFI podem ser descritos usando a representa¢ao cldassica de conjuntos do sequinte modo:

A

A= {(z, [u, w])|r € X, [u,, ] € [0,1]}.

Definigao 1.12. Uma funcdo de pertinéncia inferior (FPI) de um CFI, A, ¢ um conjunto
fuzzy, A, em que A(x) = u, representa o grau de pertinéncia de v em A para Vz.

Defini¢ao 1.13. Uma funcdo de pertinéncia superior (FPS) de um CFI, A, ¢é um conjunto
fuzzy, A, em que A(x) = 7, representa o grau de pertinéncia de x em A para V.

Portanto, um CFI é completamente determinado pelo FPI e FPS, isto é, A= (A, A) que
significa A(z) = [A(z), A(z)], para V.

Defini¢ao 1.14. Um CFI é denominado nimero fuzzy intervalar (NFI) se FPI e FPS sao
numeros fuzzy.

Definicao 1.15. Se A for continua e convezxa, o a-nivel de um NFI, A, ¢ definido da sequinte
forma:

Ay = (A, 4,)
em que A, = [a,(0), 25(0)] ¢ A, = [ay(a),ar(a)], L ¢
ax(0) < Gr(a) .

Na Figura 1.17 é mostrado um ntumero fuzzy intervalar trapezoidal e o a-nivel.

esquerda, R é direita eap(a) < a;(a) <

ar(a) ag(a) ag(a) ar(a) X

Figura 1.17: Um nimero fuzzy intervalar A.
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De ncao 1.16. Um intervalo fuzzy generalizadoe um rumero fuzzy intervalar, exceto o
core(A) = fx j A(x)=[1;1]g

sendoA(x) =1 e A(x) = 1, nao precisa ser um singleton, mas pode ser um intervalo de largura
diferente de zero.

Na secao 1.8 sel introduzido o conceito de aritnetica tervalar que seam utilizada no estudo
de conjuntos fuzzy intervalares.

1.7 Conjuntos Fuzzy do tipo 2

De ncao 1.17. Um conjunto fuzzy do tipo 2 /&, sobreX e o conjunto
A=1((x;u); 0Gu)):(xu)2X [0;1]g;
emque :X [0;1]! [O;1]e a pertinéncia associada do conjunto fuzzg.
Exemplo 1.3. A gura 1.18 apresenta um exemplo de um conjunto fuzzy do tipo 2 discreto
dado por

&=1(( 2,01);0,4);(( 2;G5);0;8);(( 2;69);1);
(( 25;G3);0,8);(( 2505);1);(( 25;07);0,4);(( 25;1);02);
((4,5;0,1);2);((4;5;0:4); 1), ((4;5;0,9); 0, 7)g

p(e, )
1
Il D
- ”-h ‘"“""’"'-u----|‘--lv--nuu--u-n---vn-q.

H A~ 0.5 i

Figura 1.18: Conjunto fuzzy do tipo 2 discreto.
Fonte: (JAFELICE; BERTONE, 2020).

De ncao 1.18. A furcao de pertinéncia secundaria, g,(u), dexe a furcao de pertinéncia

do conjunto fuzzy do tipo 1&(x), quee obtido pelo corte vertical com o plano paralelo ao eixo
u passando poix. O suporte de&(x)e denotado porly, istoe,

Ix="fu:u2[0 1] e(x;u)> Og: (1.13)

Note que R(X)(u)e uma furncao de pertinéncia, pois R(X)(u) 2 [0; 1].
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A Figura 1.19 apresenta o conjunto fuzzy do tipo 2 discretd, da Figura 1.18 com o plano
paralelo ao eixou no pontox = 2;5. O conjunto fuzzy do tipo 1,&(2;5),e dado por

&(2;5) = (0;3;0 8); (0;5; 1), (0; 7; 0, 4); (1; 0; 2)g:

py (T, )
1

et “ 0.8

0.51
T

Figura 1.19: O conjunto fuzzy do tipo 2/&, com o planox = 2;5 em azul.
Fonte: (JAFELICE; BERTONE, 2020).

Da de ncao 1.18, o conjuntol,, para o conjunto fuzzy do tipo 2/&, da Figura 1.19e dado
por
Ix, = £0;3;05;0,7; 1g:

De ncao 1.19. O conjunto, Jy, dos pares(x; u) de furcao de pertinéncia positivae chamado
de furcao de pertin@ncia prinmaria dex, istoe,

Jy=f(x;u):u2[0;1] e(x;u)> Og: (1.14)
Note qued, = fxg Ix. Comoly R, se for conexo, sela um intervalo.
Da de ncao 1.19, o conjuntoJy, do conjunto fuzzy do tipo 2 discreto®&, da Figura 1.19,e
dado por
Jx, = 1(2,5;0,3);(2,5,0,5);(2,5:0,7);(2,5; 1)g
De ncao 1.20. O Domnio de Incerteza de&, DOU (&) e o suporte deA&, istoe,
DOU(&) = f(x;u) 2 X [0;1]: g(x;u) > Og

O DOU (&) e o conjunto dos pontos destacados na Figura 1.18 com cor amarela no plano
xOu. Note que, em geral, [
DOU(K) = Jx

x2X
Dencao 1.21. As furcees de pertinéncia superior e inferior, denotadas porg(x), (X),
X 2 X, sao, respectivamente, de nidas por
“e(X)=supfu:u2[0;1], e(x;u)> 0g=suply; (1.15)
(X)) =inffuru2 01 g(x;u) > O0g=inf I: (1.16)
em quesuply e o supremo do conjuntol, e infl,e o n mo do conjunto |y.
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Um conjunto fuzzy do tipo 2 que veri ca ¢(x;u) =1 paratodo (x;u) 2 X [0; 1]e chamado
de conjunto fuzzy intervalar do tipo 2. Quando esses tipos @®njunto tem (x) = ~(X)
para todosx 2 X, sao denominados singleton do tipo 2.

De ncao 1.22. A Pegada de Incerteza d&, FOU(A)e o conjunto
FOU(A) = f(xu) 1 x 2 X; u 2 [ o(x); " g(X)]g
em que g e () e estao de nidas em (1.15) e (1.16), respectivamente.

Observe que séx =[ _.(x); " ¢(X)], entaoF OU(&) = DOU (4).

A Figura 1.21 apresenta um conjunto fuzzy contnuo do tipo 2. O objetivo de apresentar
este conjunto espec coe explorar seus componentes, emaricular o FOU(B).

Figura 1.20: Superfcie que gera o conjunto fuzzy do tipo %, da Figura 1.21.

Fonte: (JAFELICE; BERTONE, 2020).

Exemplo 1.4. O ga co da superfcie dada pela equacad (x;u) = In(x?+ u?)e apresentado
na Figura 1.20. Na Figura 1.21, tem-se o ga co da furcao de pertinencia do conjunto fuzzy
do tipo 2, B, dado por

z= g(x;u)= In(x*+u?; 0,36 x*+u®* 1, u2[01; 0 z L
Alguns componentes d& a serem destacados sao:

" A furcao de pertinéncia secundaria para = 0; 3 (Figura 1.21)e dado por

£(0;3) = In((0;3)* + u?):
" Parax =0;3, tem-se qud, =[0;51; 0;95].

" A furcao de pertinéncia primaria J, parax = 0;3e 0 conjunto

Jy =1(0;3;u):u2lyg

A

O DOU(B), quee o FOU(®), pois B e um conjunto fuzzy do tipo 2 contnuo, e apre-
sentado na Figura 1.22.
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Figura 1.21: Conjunto fuzzy do tipo 2,8.
Fonte: (JAFELICE; BERTONE, 2020).

1

1

X
Figura 1.22: FOU do conjunto fuzzy do tipo 2.
Fonte: (JAFELICE; BERTONE, 2020).

De ncao 1.23. Dado um conjunto fuzzy do tipo 2/&, se todos os valores deg(x;u) sao
uniarios, ou seja, g(x;u) =1 para todos(x;u) 2 X [0;1], Ae chamado de conjunto fuzzy
do tipo 2 intervalar.

Um conjunto fuzzy triangular do tipo 2 intervalar, &,e apresentado na Figura 1.23.
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Figura 1.23: Conjunto fuzzy triangular do tipo 2 intervalar,&.

1.8 Aritnetica Intervalar

Nesta secao, sao apresentados alguns conceitos da aitoa intervalar. Primeiramente, e
introduzida a aritnetica intervalar padrao proposta por (MOORE, 1969), posteriormente e
apresentada a aritnetica intervalar restrita (LODWICK, 1999) a qual fornece as ferramentas
algebricas utilizadas em muitas pesquisas atuais.

Considere

I(R) = fo conjunto de intervalos fechados e limitados da reta regl (1.17)

1.8.1 Aritnetica Intervalar Padrao

Segundo (BARROS; BASSANEZI, 2021) considereum rumero real ex ey intervalos fechados
tais que:

x=[x; x]ey= y; y que pertencem d(R).
De ncao 1.24. As operacoes da aritnetica intervalar padrao (SIA) podem ser de nidas como:
(a) A soma entrex eye o intervalo
X+y= X+y, X+y:
(b) A difererca entre x e ye o intervalo
X y= X Yy, x y:
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(c) A multiplicacao de x por um escalar e o intervalo

8

< [x; X]; se 0
X = ;
[ X; x]; se <O

(d) A multiplicacao de x por ye o intervalo
X y=[min(P); max(P)];
emqueP = X y;X Y;X y;X Y.

(e) A divisao dex pory, sey 6 0,e o intervalo

x=y = [X;X]

<Ipk
<l

As operacoes aritreticas para intervalos estendem as p&Estivas operacoees para rumeros reais.
Observe que cada rumero real pode ser visto como um interevdkechado com extremos iguais.
Note que o espaco intervalar,|(R), com essas operacoes nao possui a estrutura de espaco
vetorial, pois a negacao déA naoe o inverso aditivo deA; ie., A+ ( 1)A 6 [0;0], a nao
ser queA seja determinstico; i.e.,A = [a; a], assim a subtracao nao esh bem de nida. Uma
primeira implicacao desde fatoe que a simpli cacao ativa naoe \alida, A+ C= B + C nao
implicaqueA=B ou(A+B) B=A:

Assim, Lodwick (1999) procurando de nir umaalgebra para o €aco intervalar, de niu a
nacao de aritnetica intervalar, chamada de aritneticaintervalar restrita a quale detalhada na
poxima secao.

1.8.2 Aritnetica Intervalar Restrita

Considerando (MIZUKOSHI; JACQUEMARD; LODWICK, 2020)e apresentada a seguinte de-
ncao e tamkem sao de nidas as operacoes da aritmeta intervalar restrita (CIA).

De ncao 1.25. Intervalo Restrito . Um intervalo [x; Xx] pode ser representado como uma
furcao linear

x()=x+(x Xx);

em queO 1

O espeaco intervalar que a CIA representa sao os intervalgsie pertencem ao espaco de
furcees lineares, com inclinacao nao negativa, solme domnio compacto.

De ncao 1.26. Sejam
X(1)=x+(x X) g

y(2)=y+(y Yy 2
emque0 4; » 1. As operaoes associadas aos intervalos restritos sao

X(1) y(2),com 2f+; ; ;=g;0 o2 L

Uma solwcao intervalar pode ser obtida calculando o maximo e mnimo da seguinte forma:
min fx( 1) y(2)9; max fx( 1) y(2)9 : (1.18)
0 1,2 1 0 1;2 1
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A ideia desta aritreticae operar em todos os nveis, de fona que para o @lculo de uma
determinada operacao considera-se todas as combires@ossveis entre os intervalos. A ClAe
uma extensao da aritnretica intervalar usual, apresentato, portanto, as mesmas propriedades
gue a aritnretica intervalar usual. Contudo, essa nova anitetica possui um inverso aditivo,
multiplicativo e deem as leis de distribucao. Logo, a strutura algebrica da aritnetica inter-
valar restritae similara estrutura algebrica da aritm etica real. As operacoes aritireticas via
CIA sao obtidas a partir de um problema de otimizecao glab restrita. Neste contexto, os
intervalos sao transformados em furcees lineares, camlinacao nao negativa de nida sobre
o0 domnio compacto [Q1]. Todas as operacoes sao realizadas neste espaco @ paltar ao
espaco dos intervalos, realizam-se dois problemas de dtimzao global com restrcao simples:
a minimizecao e a maximizacao.

A seguir, alguns exemplos que permitem evidenciar algumagecercas existentes entre os
dois tipos de aritneticas. Considere)] = [x;x] com uma distribucao uniforme associada.
Assim,

X+ X

= > e o valor esperado deX];

% e a nedia da largura da incerteza deX]:
Exemplo 1.5. Sejam[x]=[ 2, 1]; [y]=1[1;2] e [z]=[ 4; 1]: Calcule

[X1Ty] + [x][2]: (1.19)

Suponha que cada uma das varaveis tem associada uma distribucao uniforme, o resultado do
@lculo com o valor esperadoe,

33 3 5 9 1
— i+t —— = —+ — =
2 2 2 2 4 4
Neste @lculo encontra-se o valor esperado de cada varavel primeiro e depois realizam-se

as operaoes. Considerando essa mesma operacao utilizando a aritnretica intervalar padrao,
tem-se

5

N_I_(JO

[ 2 1][L2]+[ 2 1][ 4 1=[ 4 1]+[1;8]=[ 37 (1.20)

Neste caso, o valor esperado2 e a nedia da largura da incertezaeb (LODWICK; JAMISON,
2018).

Essa representacao carrega a incerteza at o nal do @llo e tem um valor esperado poximo
de nossa ncacao intuitiva de qual deveria ser a nedia espé@a e conem informacees sobre o
risco, modelado pela nmedia da largura.

O alculo da operacao do Exemplo 1.5 utilizando aritneica intervalar restritae:

f(n203)=(C 2+ )A+ 2)+( 2+ 1)( 4+33)
=6 31 2, 63+ 1,+3 3

para0 1; 2; 3 1. Da,

min - T(a 25 a) ) max (4 23 =[ 26[ (1.21)

0 1;2:3 1, 27 3

cujo valor esperadoe 2 e a nedia de largura da incertezae 4

O valor esperado (1.21)e o mesmo que (1.20), entretanto, aedida da nedia da largura de
(1.21)e menor.

26



Exemplo 1.6. Considere um exemplo mais extremo, mas simples. Calcule

[2] [y] = [2] [v], (1.22)

em que [z] e [y] estao definidos no Exemplo 1.5.
Usando a aritmética intervalar padrao, tem-se,
[—2,—1][1,2] = [-2,—-1][1,2] = [-4,—1] — [-4,-1] = [-4,—-1] + [1,4] = [-3,3] . (1.23)
Usando a aritmética intervalar restrita, tem-se

(=2401) (1+602)—[(—2 4+ 01) (1 + 65)] = —2—205+60,+0,05,—[—2 — 205 + 61 + 0,65] = 0. (1.24)

Os valores esperados sao os mesmos, mas os calculos aritméticos padrao tem uma largura
da incerteza de 3, enquanto o célculo aritmético com o intervalo restrito tem uma largura da

incerteza de 0 (LODWICK; JAMISON, 2018).

1.8.3 Intervalo Fuzzy Generalizado Restrito

Intervalos Fuzzy Generalizados Restritos (IFGR) s@o dois pares de intervalos restritos para cada
a-nivel de um intervalo fuzzy generalizado.

Definicao 1.27. Dado um intervalo fuzzy generalizado cujos a-niveis sdao

A

Ao = {(lar(@); ag(a)] ; [aL(a),ar(@)]) se 0 <a <1}, (1.25)

os IFGR sao dados por

1
1
Ae, A 4 Ad Ad, X

Figura 1.24: Numero fuzzy intervalar triangular A.
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Exemplo 1.7. Neste exemploe apresentado o rumero fuzzy interval#, cujo ga coe mos-
trado na Figura 1.25, e 0s IFGRA( 7z ), e A( a ).

A Furcao de Pertinencia Superior (FPS) e Furcao de Pertineéncia Inferior (FPI) deA sao
dadas, respectivamente, por:

8
% 0 se X<A e x>A+d
1
.§ d—(x A dy) seA<x A+dy
2
8
5 0 se X<A e Xx>A +d;
1
A(x)=§ g Ate) seA & x A (1.27)

d—l(x A d) seA<x A+dg;
em qued; <d,, e;<ep ed;;dy;e;6 O
Os -nveis do NFI A sao dados por:
A = (e 1)+ A di(2 )+ Al [ex( 1+ A;dy(1 )+ A]) se O 1g: (1.28)
Os IFGR deA sao:

AlCz)=1 )(d2+ &)
AlCa)=@0  )(d+e)

&)+ A; (1.29)

>

e) + A (1.30)

[>

1.8.4 Operacoes Aritneticas para CFI

A aritnmetica associada a Intervalos Fuzzy Generalizadosd®tritos que sao associados a quais-
guer rumeros fuzzy intervalares do tipo 2 pode ser realizadatraes de @lculos analticos ou
numericos.

De ncao 1.28. A aritnetica associada aos Intervalos Fuzzy Generalizados Restritos para os
CFl, R e ®,e dada por

ACz) B(g), A(a) B(p) se0 1;

emqued gz a le0 g;8 1

for 2 f +; ; ;r g See desejado um resultado intervalar, calculam-se os seguintes mnimo
e nmaximo,
min A(z) B(g):; max A(z) B(g)

A ' B A ' B

Am;ir; ACa) B(e);max A(a) B(s)

A+ B
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0 se x<B s;x>B +h,

8
E ! B B B
g(X) = § %(X + SZ) se S X : (133)
: h—(x B hy) se B <X B+ h,
2
8
% 0 se x<B s;;x>B + h;
1
B(X) = § %(x B+ s;) seB s; x B (1.34)

—(xx B hy) seB<x B+h;

hy
em queh; <h,, s;<s,ehihys;s, 0. Os -nveis dos CFl R e ® sao dados por:
R =fle( D+Ad@L )+AL[R( D+AdL )+A) se0 1g;
(1.35)
B = f([s1( 1)+ B;hy (1 )+ B], [so 1)+ B;hy(1 )+ B]) se0 19:
(1.36)
Os intervalos fuzzy generalizados restritos R e® sao:
Alz)=1 )+ &) x e)tA; (1.37)
A(Ca)=@1 )(di+e)a e)+A; (1.38)
B(g)=01 (h2+ s2) 5 s2)+ B; (1.39)
B(s)=(1 J(hi+s1) B s1)+ B (1.40)
Os intervalos (1.41) e (1.42) para conjuntos previamente aelos sao,
min A(z) B(g); max A(z) B(g) (1.41)
mn A(Ca) B(e) ; max A(a) B(s) (1.42)
para 2 f +; ; ;:gcomO 7, A 1,0 5, B leO 1. As operacoes

aritmeticas sao divididas em duas partes, na primeira pte, calcula-se (1.41) e na segunda
parte (1.42).

1LA(z)B(g)= (1 )H(dh+e)z e)+A 1 )hts)g s2)+B,
em cada item mostram-se os @lculos de uma operacao

i. ACx)+B(g)=
1 Y(h+e) x &+A + (1 Nh+s)g s)+B =
(1 (de+ &) 7 &+(hat+sy) g  s2)+ A+ B

Como A + B e constante, entao
m_in A(zx)+B(g) =
A ' B

(1 ) 7m_ini (dy+ &) s e+(hy+s) g s2) +A+B:

A ' B

Os min A( 5z )+ B( g) ocorremquando 5 =0e g =0. Portanto,

A B

mn A(z)*+B(g) =( DEe+s)+A+B

A ' B

para cada O 1.
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max A(z)+B(g) =
A ' B
(1 ) max ((d+e&) g e+(hats) g s) +A+B:
A ' B
Os max A( 5z )+ B( g) ocorremquando 5 =1e g =1. Portanto,
A ' B

A

max A(x)*+*+B(g) =1 )d+hy)+A+B

para cada O 1.
i. ACz) B(g)=( )(d+e)z (ho+s) 5 +(s2 &)+ A B
ComoA B e constante, entao
mn A(z) B(g) =

(i ) mn (2t e) g (hets) g +s2 &) +A B

A ' B
Os min A( z) B(g) ocorremquando ; =0e g =1. Portanto,
A ' B

min A(x) B(g) =( Dhte)+A B

A ' B

para cada O 1.
" Os max A( z) B(g) ocoremquando 5 =1e g =0. Portanto,
A ' B

A

max A(x) B(g) =10 )Ndh+s)+A B

para cada O 1.
i. A(x) B(g)=
(1 )+ e)h+s) 5z g (1 )B(+e) s(1 )z +
(1 HAhts) el ) g +@ )2€28, + ( 1)(Be; + As;) + AB:
" Se =1,entaoA( ) B( g )= AB. Portanto,
7m.ini ACz) B(g) =ABe “max A(xz) B(g) =AB:

~ Considerando 0 < 1, tem-se
(1 )2(d2 + e)(ha+s) O
Se(l1 )B(dh+e) s )®> 0e(l )A(h,+s) e )2 0, entao

min  A( z) B(g) ocorrequando ; =0e g =0e
A ' B
max A( z) B(g) ocorrequando y =1le g =1:
A ' B

Istoe, min  A(z) B(g) =(1 )*&S+( 1)(Be, + As,)+ AB e

max A(z) B(g) =1 )¥d+e)(ha+s)+(1 )B(dz2+ &)
21 )2+ )A(hetsy) el )?+(1 )eset( 1)(Bext Asy)+ AB,
(d + €)B (h2 + s2)A

@ ) °® @ )
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iv.A(;)-B(g)—(l )((dz"'ez): &)+ A

(1 )(h2+ sp) S;)+ B
A
" Se =1,entacA( 5 )-B(g)= B’ comB 6 0. Portanto,
. A A
mn A(z)B(g) == max A(z)B(g) = =comB6O.
A B B A B B

" Considerando O < 1, calcula-se:

- min A(x)B(g) :Omn (I )(d+e) x &)+ A ocore

B
quando = 0. Portanto,

max (1 )(d+e&) z e)+A = &l )+A
O max (1 )((ha+s3) § s2)+ B ocorre quando g = 1. Portanto,

mn (1 )(ha+ts) g s)+B =(1 )h+B:

B

SeA e(1 ) 0, istoe, & , entao
n o}
. - oy oA e ),
Km;”?? A( A ) B( B ) - B + h2(1 )

- max A(z)B(g). Omax (I )(+e&) s e)+A ocore

quando = 1. Portanto,

max (1 )(dk+e)x e)+A =(1 )do + A

Omin (1 )J(h2+ s) §  s2)+ B ocorre quando g = 0. Portanto,
B

mn (1 )(h2+s) 5§ S2)+B = s(1 )+ B:
B
Se sy(1 )+ B > 0, istoe, s, < 1 , entao
: © A+ )dy,

max A( zx)-B(g)

A

"B s(1 )

22.A(a)B(e)= 1 )(dh*te)a e)+rA (1 )(hits)e s)+B,
em cada item foram apresentados os resultados de uma operc, os @lculos sao reali-
zados de forma semelhantea primeira parte.

i. Para cada 0 1, tem-se:

mn A(a)+B(s) =( 1(e+s)+A+B;

max A(a)+B(s) =( )di+h)+ A+B:

A B
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ii. Para cada O 1, tem-se:

min A(a) B(s) =( 1)(h,+e)+ A B;

max A(a) B(s) =01 )(di+ s1)+ A B

A B

ii. =~ Se =1,enta0oA( o) B( g )= AB. Portanto,

min A(a) B(e) =ABe max A(a) B(es) =AB:

~ Considerando 0 < 1, tem-se:

mn A(a) B(g) = )esi+( 1)(Be+As)+ AB e

max ACa) B(s) =

1 )2ch+e)(h+s)+(1  )B(dhi+e) si(I )2+ )A(h+sy)
el )2+ )?es; +( 1)(Be; + As;) + AB, com

(d + €)B (hy + s1)A
S, ——ee —.
e ) )
. - A
iv. Se =1,enta0A( Ao )-B( g )= B comB 6 0. Portanto,
. A A
mn A(a)B(g) ==€e max A(ar)B(g) = =comB®6O.
A B - - B A B - - B

~ Considerando 0 < 1, tem-se:

_~ mi A g1
See 1 - entao A :IQ ACa)B(e) = B+ hl((l ));
B A+(1 )d1
Ses; < ,entao0 max A ‘B - AT\ %
T AB (a)B(s) B s(1 )

Portanto, todos os @lculos das propriedade foram realidas para o exemplo proposto.

A aritnetica associada a Intervalos Fuzzy Generalizados d8tritos que estao associados a
quaisquer rumeros fuzzy intervalares do tipo 2 pode ser Heado atraves de @lculos analticos
OuU nunericos.

1.9 Intervalos Fuzzy Generalizados Restritos para Oti-
mizacao Possibilstica

Esta secao aplica a abordagem encontrada em (LODWICK; JAMISQ 2018) para dados que
sao0 conjuntos fuzzy intervalares. Note que como rumeroszfty intervalares geram dois inter-
valos por -nvel, a aralise resultantee diferente, embora relamnada.

1.9.1 Possibilidade e Necessidade

A teoria da possibilidade foi proposta pela primeira vez pdZADEH, 1978) e mais extensi-
vamente articulado em (DUBOIS; PRADE, 1988). Necessidade foeskenvolvida pela primeira
vez por (DUBOIS; PRADE, 1988). A teoria das possibilidadese teoria da incerteza dedicada
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a modelagem de informacees incompletaskE caracterizado pelo uso de duas furcees lasicas
de conjunto duplo que avaliam respectivamente a possibéide e a necessidade de eventos. A
teoria das possibilidades est na encruzilhada entre caomios fuzzy e probabilidade. Pode-se
dizer que o conceito de possibilidade/necessidadee umangralizacao da incerteza.
Sejam X R, uma estrutura de subconjuntos deX, (X), uma sigmaalgebra deX e
A 2 (X). Considere
PogA): X R! [0;1]

g:A X! [01] (1.43)

Um conjunto razaavel de hippteses sobrg sao as seguintes:

g;)=0egX)=1 (1.44)

A B! gA) g(B): (1.45)

Duas consequéncias de (1.43) e (1.44) sao:

g(A\ B) minfg(A);9(B)g; (1.46)

g(A[ B) maxfg(A);d9(B)g: (1.47)

A incerteza generalizada sela chamada de medida de posgilaide e medida de necessidade,
satisfazendo (1.43), (1.44) e (1.45), em que a possibili@adatisfaz (1.47) na igualdade e a
necessidade satisfaz (1.46) na igualdade. Tamkem e inggsante considerar as distribucees
associadasas medidas de possibilidade.

De ncao 1.29. Uma medida de possibilidade, axiomaticamente de nida,e uma furc&®os
sobre x de um conjunto universoX R,

PoqdA): x ! [0;1]

tal que
Pogq;)=0;Po9dX)=1 (1.48)

PoqJA[ B)= maxfPoqA);PosBg;A;B 2 (X): (1.49)

S
SeA; 2 , A; 2 x, entao
i2l

Pos([ Aj) =sup PoqA)): (1.50)

i2] i21

Se e conhecida a possibilidade de um conjunt®, a possibilidade do complemento d&,
PogA°), naoe de nida como1l PogA), como na probabilidade. A medida de necessidade
de A ser de nida como o \dual'da possibilidade, em que

NecA)=1 PogA°): (1.51)

tal que
NedA\ B)= minfNedA);NedB)g: (1.52)
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De ncao 1.30. Dada uma medida de possibilidad® os, as distribucees de possibilidade e
necessidade associadasRos sao as furcees
pogx): X ! [0;1]

tal que
pogx) = Pogfxg); (1.53)

negx) : X ! [0; 1]

tal que
neqx) = Nedf xg): (1.54)

1.9.1.1 Possibilidade e Necessidade de Numeros Fuzzy

Um conjunto fuzzy A sobre o conjunto dos rumeros reai, de nido por sua furcao de per-
tinéncia 4 : R! [0;1],e chamada de quantidade fuzzy. Uma quantidade fuzzy demurte
nitoe aquela tal que o suportee nito. Tem-se que A deve atuar como uma restrcao fuzzy
no valor de alguma varavel realv, e seguindo (DUBOIS; PRADE, 1987), A e interpretado
como uma distribucao de possibilidade,. Ou seja, (X) = a(x)e o grau de possibilidade
da armacao \xe o valor de v".

Dado um subconjuntoB R, o grau de possibilidade da a rmacao B conem o valor de
v'e de nido por

PogB) = maxf A(x):x2 Bag: (1.55)

P ose uma medida de possibilidade e satisfaz o axioma fundamehtl.48, no caso nito.
Neste trabalho, apenas conjuntos fuzzy normais sao consadi®s, ou seja, exista 2 B tal que
A(x) =1, de modo quePogR) =1e Pog(;) = 0. Anecessidade de BNegB)=1 PogB°),
em queB e o complementar deB , e interpretada como grau de necessidade da declarace® \

conem o valor de v"e satisfaz a propriedade dual, em relacao a 1.55,

NedB)= minfl A(X):x2Bg: (1.56)

1.9.1.2 Determinadao de pogx) e neqx) relacionadas a um rumero fuzzy triangu-
lar.

Considere o rumero fuzzy triangularA = ( a;b; 9, representado na Figura 1.27.
Para qualquer intervaloAx, = ( 1 ;Xg], €X, 2 X, tem-se que

POgAy,) = maxf A(X);x 2 A9
" Paraxp < a, tem-se quepogAy,) = maxfO;x 2 A,,g=0.
" Paraa Xg<b, tem-se quepogAy,) = maxf A(X); X2 Ax,9= 1(X).
" Paraxo, b tem-se quepoqA,,) = maxf a(x);x 2 As,g=maxfl;x 2 A,,g=1.
Portanto, parax 2 X, tem-se que
g 0 sex>a

pogx)=_ 1(x) sea x<b ; (2.57)
' 1 sex b
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Figura 1.27: Numero fuzzy triangularA = (a; b;9:

Figura 1.28: Possibilidadgogx) relacionada ao rumero fuzzy triangularA = (a; b; 9:

cujo ga coe mostrado na Figura 1.28.
Analogamente, tem-se que

neqAy,) =minfl  A(X);x62A,,0=1 maxt A(X);X62A,,0=1 maxt a(X);X>XoQ:

" Paraxp2 (1 ;b), tem-se que mak A(X);X>Xog =1, poisb>x,e (b)=1. Logo,
nedAy,)=1 1=0,paraxp2 (1 ;b):

Parab Xo c,tem-seque maxa(x)= 2(X), parax>X,. Logo,neqAy,) =1  »(X),
parab xo C

" Paraxo c, tem-se que max a(x) =0, para X > X o. Logo,neqAy,) =1 0=1, para

Xo C.
8
< 0 se x<b
nedx)= 1 ,(X) seb x<c : (1.58)
' 1 sex ¢

cujo ga coe mostrado na Figura 1.29.
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Figura 1.29: Necessidadeeqx) relacionada ao rumero fuzzy triangularA = (a; b;Q:

1.9.1.3 Possibilidade e Necessidade relacionadas a numeros fuzzy interv alares tri-
angulares

Dada uma informacao parcial sobre a entrada de dados, a é@nteza gerada pela informacao
parciale de dois tipos:

1. Um par de distribucees;

2. Quatro distribucees.

Suponha que tenha a restrcao
Axi+ bx, c; (1.59)

em que o coe ciente dado pelo rumero fuzzy intervalar triagular A vem da falta de informacao
sobre o valor preciso do coe ciente de,, e os valored; c2 R, istoe, eles sao precisos. A Figura
1.25 mostra um rumero fuzzy intervalar triangular paraA.

1. Um par de distribuceese a representacao triangulade A, dada em equacees (1.31) e
(1.32).

2. Quatro distribucees sao os pares de possibilidadeexassidade relacionadas com o furcao
de pertinéncia inferior e as outras sao a possibilidade @ecessidade relacionadas com a

funcao de pertinéncia superior, que sao denotadas g@Yx), pogx), neqx), e, NeYx),

e dadas por:

g 0 seXx<A e

pos(x) = é(x (A &) seA & x A (1.60)
' 1 sex>A;
g 0 sex<A e

1

pos(x) = _ a(x (A e)) seA e x A (1.61)

' 1 sex>A;
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De ncao 1.31. (veja (LODWICK; JAMISON, 2007)) A nedia esperada restrita para um par

de possibilidades para um NFle

EAGA) a )+ EAGA) )
2

EAGAY A z)=

em que 7

(1.66)

1
a()*t(a() a()) a d e

EAaA( 5)= 5 a(O)+(a() a() x d
comO0O z:; o 1L

Note que

LEAM) = 3 EAGAN a1 5 )i =, =+ EAGAN 2 5)i. =, 2

2. mid(EAq( a ; & ))= EA(A):

1.9.2.2 Quatro distribucees

Os intervalos da furcao de possibilidade/necessidadeg#s contidos no intervalo [Q1], tal que
pog(x), neqx), poyx), e NeQX) geram os -nveis que incluam a incerteza como segue:

[pos *( );nec *( )I;
[pos *( );mec *( )]
De ncao 1.32. A nedia esperada depogx), neqx), pog(x) e neqx), para um NFI Ae

EAp(A) + EAp(A)

. (1.67)

EA(R) =

em que
Z 1

pos *( )+ nec () d:

1 —
EAm(A)= 2 pos’()+nec’() d e EAp(A)=
0 0
De ncao 1.33. A nedia esperada restrita depog(x), neqx), po(x) e neqx), para um NFI
e

NI

EApnci(A)( pn1) + EApnci(K)( pn2)

EApnci(A)( pni; pn2) = (1.68)

2
em que
- 121 1 1 1
EApa (B )= 5 pOS™()+(nec’() pos’()) pm d e
— Zl
EAwa (B )= 5 POS'( )+ (nee () pos () e
comO ont 1e0 on2 1.

Note que

1. EApn(A) = % EApne (A)( pnti pn2)i gz 20 * EApai (A)( pnti pn2)] pos= oot
2. Mid(EApnci( pn1; pn2)) = EA(A);

3. EA(A) = EAp(A);

4. EAGA) A ; 5 ) €EAMG(A)( pn1; pn2) tem expressees similares.
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1.9.2.3 Centroide para NFI

O centroidee um dos nmetodos mais importantes para a defuzeacao de conjuntos/rumeros
fuzzy do Tipo 2 e tamleme uma medida de expectativa populamas os netodos disponveis
para calcub-lo sao iterativos/algortmicos, o quee una questao importante para implementacoes
no mundo real. Neste trabalho, considera-se o netodo deselwdo em (FIGUEROA-GARCIA,;
ROMAN-FLORES; CHALCO-CANO, 2022) para uma classe de rumeros fuzzy doido 2 In-
tervalar, que utiliza formas fechadas nao iterativas do mteoide e seus limites.

Considerando o rumero fuzzy intervalar triangularA dado na Figura 1.25, de nem-se as
seguintesareasa esquerda ea direita:

S A = A(x) dx = —(x A+e)dx=Z(A (A &)= —.
A e A e &2 2 2
L Ema Lave g 1 d;
JA:] = A(x) dx —(X A d)dx=-(A+d, A)= —.
A A d, 2 2
o Z La g 1 e
jAj = A(x) dx —(x At+te)dx= (A (A &)= .
A e A e el 2 2
n Z v Z v, 1 1 d,
JA/] = A(X) dx —(x A dy)dx=Z(A+d; A)= —.
A A d]_ 2 2
Os centroides correspondentes s4ao:
Z z
_ 1 A 27 A X €
" C(A)= — XAX)dx = — —(x A+eg)dx=A —.
| Al A e €& Ae 3
Z Z
T T 2 T ATE X d,
T CG(A)= = XA(X)dx = — —(xX A d)dx=A+ —.
I’( ) JArJ A ( ) d2 A d2( 2) 3
Z z
1 —A 27 A X e
" CGA)= — XAX)dx = — —(x A+eg)dx=A —.
! (_) JA| A e _( ) € A e € ( 1) 3
Z Z
1 A+dy A+dy X dl
T C(A) = — XAX)dx = — —(x A dy)dx=A+ —.
(&) Al A Ak di A dl( 2 3

O centroideC(A) do rumero fuzzy intervalar triangular A ser limitado da seguinte maneira:

C(A) 2 [C(A); C(A]; (1.69)
cujos limitesC(A|) e C(A,) sao calculados pelas expressoes

C(A) = Ci(A)Ps, + Ci(A)p, ; (1.70)
C(A) = Ci(A)p, + Ci(A)Pa; (1.71)

em que as proporcees sao dadas por

P, = Al e
MUJAHIA et d
JArJ _ dl

P T R A T et d
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JA] €

EA| - JAlJiJKrJ - e + d21
p — jArj — d2 .
AMUAFIA] et dy
Consequentemente,
CA)= — = A 2 g4 asrd g - (1.72)
V= e+ 3 3 '
cA)= — 1 A B e A+ P g (1.73)
r) — e + dz 3 1 2 .

Assim, o valor central do intervalo do centroidee dado por:

Ce(A) = C(A')*'ZC(Af); (1.74)

ou seja,
_ 1 ) d; 1 € d, .
CC(A)—m § e2+ A+§ dl +m A § e1+ A+§ d2.

(1.75)

Exemplo 1.9. Considerando o NFI triangular,& =(A e;A e A A+d;A+dy) e calculando
CC(A) para alguns valores de;; e;;d; e ds.

i) See = d; ee, = dy, tem-se que
CA)=A e e) CA)=A+ie e) e C(A)=A

i) Se ep = di, &= kiep;ky > 1ed, = kody; ky, > 1 tem-se que

e ki 1 e ko 1
= — : = + =
ClA)= A 3 ki +1 ' ClA)= A 3 ky+1
€ k, 1 ki 1
Cih)= A+ = 2 L

3 k+l Kk +1
iii) Substituindo e; = d; =1, e, =3 ed; =4, tem-se quek; = 3 e k, = 4. Nesse caso,
tem-se

C(Ar):A+} e CC(A‘):A+i

C(A)= A : =

1
61
Neste exemplo, o alculo de(A)e realizado considerando \arias opcees para os extrerms

do suporte deA:
No pioximo captulo,e realizada a abordagem fuzzy para o madelo matematico de um circuito

ektrico e a aplicacao de netodo de programacao lineduzzy para o obtercao de resultados
NUITericos.
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Captulo 2

Programacao Linear Fuzzy. otimizacao
de um modelo de circuito eétrico

Um circuito ektrico possui componentes caracterizados pdiversos parametros, cada um as-
sociado a uma tolerancia, dada pelo fabricante do produtdor exemplo, uma resisténcia de
48 ohms pode ter tolerancia de 10%, devido a temperatura, tempo de uso, entre outros mo-
tivos (GONZALEZ, 2003). Essa gradualidade motivou este estudo a utiliza abordagem de
programacao linear fuzzy para um problema de divisor derieao. O valor dado pelo fabricante
do aparelho ektricoe chamado de valor centrado. As tolaricias e os valores centrados per-
mitem um melhor controle sobre os limites sob os quais o ciittucontinua operando e, assim,
otimizar seu desempenho. O modelo utilizado para esta pesgufoi construdo por Salazar em
(GONZALEZ, 2003). Foram estudados trés casos para os componentesPPL. O primeiro
casoe para componentes de rumeros reais que propoe-sepalidar os outros dois resultados.
O segundo caso refere-se ao rumero fuzzy trapezoidal doctip como componente do PPL. A
solucaootimae obtida atrawes de uma furcao de defuzi cacao de ordem linear total, de nida
no subespaco dos rumeros fuzzy trapezoidais do espacadomal de rumeros fuzzy. O terceiro
caso estende o segundo caso para conjuntos fuzzy do tipo 2 @e@omponentes do PPL . O
teorema de representacao dos nveise o nmetodo para obter a solucaootima do tipo 2. Para
a simulacao nunerica para todos os casose usado o netoahssico de pontos interiores (NO-
CEDAL; WRIGHT, 2006), utilizando o algoritmo de programacaoclinear linprog do software
Matlab® , e um algoritmo que reproduz o teorema da representecao.

Um especialista em eletrbnica poderia utilizar as inforre@es obtidas neste estudo, devido
a abordagem fuzzy que estende a gradualidade do caso de peata chssico, impondo graus
de relevancia abm dos rumeros considerados pelo falaite. A abordagem com conjuntos
fuzzy do tipo 2, amplia ainda mais a qualidade da gradualidaddas tolerancias, de modo a
adicionar um adjetivo ao problema lingustico. Por exemploquando o fabricante do dispositivo
recomenda 40% de tolerancia, consideram-se valores egatatre 0 e 40 para 0 caso chssico.
Para conjuntos fuzzy do tipo 1, adiciona-se o adjetivo \ceacde" 40%, e os conjuntos fuzzy do
tipo 2 expressam o \mais ou menos" em torno de 40%. Neste cajiie apresentado o contaudo
publicado no artigo (BERTONE; JAFELICE; CAMARA, 2017).

2.1 Modelo Matematico de um Circuito Eétrico

O circuito divisor de tensao mostrado em (GON&XLEZ, 2003), ilustrado na Figura 2.1 (a),e 0
modelo a ser construdo nesta secao.

Neste circuito sao considerados dois geradores de tengada um produzindo uma forca
eletromotriz, E; e E,, medidas em volts. Suponha quie; > E , para que o circuito mostrado na
Figura 2.1 (a), tenha a corrente no sentido indicado pelas ast Assume-se que as tolerancias
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(@) Modelo do circuito de divisor de (b) Modelo do circuito de divisao de tensao paralelo
tensao

Figura 2.1: Circuitos tasicos de divisao de tensao equivalentes.

associadas ao respectivo potencial ttm um valor mnimg&; e nmaximo E;, em relacao a
Ei1. Analogamente, existe o valor mnimoE, , e maximo E;, em relacao aE,. O objetivo
deste modeloe determinar os valores centrados dos resis® R; € R,, para que a impedancia
resistiva do divisor de tensao seja mnima. Aem disso, oo restrcees, o potencial de sadayy,
pertence ao intervaloYg"; V,1], onde o expoenten representa o valor mnimo eM, o naximo.
A corrente, | o, est no intervalo [I '; 1 }']. As tolerancias veri cam as desigualdades

E, V' V" E;: (2.1)
A impedancia resistiva total do divisor de tensaoe dadagia brmula
_ RiRy |
0~ Rl + Rz’

devido ao fato de que os dois resistores estao em paralelaraPobter um modelo linear, as
varaveis resisténcias sao substitudas pelas adnaititias associadas, que sao dadas pelos valores
inversosG; = 1=R;;i = 0;1;2. Com esta notacao, a admitancia total do divisor de term® e

Gp = G + G,. Assim, a furcao objetivo do problemae dada por

gue sea maximizada. Denotando pof5, e G, os valores centrados das admitancids; e G,
respectivamente, entao tem-se

G =1 1)GeG, =1 )G

em que ; e , sao duas tolerancias conhecidas. Assim, o problema de paoggcao linear
propostoe
max(H(G;&)); emqueH(G;&)=(1 )G+(1 )G (2.2)
Para expressar as restrcoees sobre as varavéls e G, observa-se, baseado na Figura 1 (b),
que
Il =11+ 1>+ |0:
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Consequentemente, tem-se

Vo W
GiE1+ GEy= —+ —+ g
1E1 2=2= g TR, O

Da,
GiE1 + GoEsr = Vol + )+ 1o
11 22 — ORl R2 0

de onde, obem-se
GiE1+ GEx 1o = Vo(G1 + Gy):
Desse modo,
Ei1G1+ ExGy o,
G+ Gy .
Analisando o comportamentdv/y em relacaoas variecees d&;, G,, e, tem-se:
(I) Calculando a derivada parcial deV, em relacao aG;, obem-se

Vo =

@Y _ EiGit+ Gy) (EiGi+ ExGe o)
Q@G (G1+ Gy)?

E:Gi+ EiG, EiG;i ExGy+ g
(G1+ Gp)?

2.3)
(Ex E2)Ga+ g
(G1+ Gy)?

> 0O

devido ao fato de queE; > E,. Como conclusao, tem-se qué, decresce a medida qués;
decresce.

(I1) Calculando a derivada parcial deV, em relacao aG,, tem-se

@Y _ (E2 Ej)Gi+ 1o
@G (G1 + Gy)?

<0 (2.4)

poisl =1, + 1, + | tal que
|0:| [1 I, = GlE1+ GZEZ VoGl VoGz:

Portanto,
@Y _ (Ex E1)Gi+ g

@G (G1+ Gy)?

GiE, GiEi1+ GiE1+ GE, VoGi1 VG
(G1+ Gp)2

Ex(Gi+ Gy)  Vo(Gi+ Gy)
(GL+ Gp)?

Ex W.

G+ Gy

ComoE, VO'VI V§" E;, entaoE, < Vg, desse modd&, V,< 0. Isto implica que

@y _

@G
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signi cando que 'V, decrescea medida qué&, cresce.
(1) Do fato que G; + G, > 0, conclui-se que

QY _ 1

= <0
@ Gi+ Gy

0 que signi ca queV, decrescea medida qué, cresce.

Consequentemente), assumia 0 seu menor valor, que deseja-se nao ser infe@o¥,",
quando G; assume seu menor valoG,. Aem disso, G, assume seu maior valorG;, e a
corrente obtidalqe 1.

Desse modo, a restrcady" Vpe equivalente a

E,G, +E,G; I}

VOm +
G, + G,

ou, alternativamente,
E,1 )G+E, 1+ )& I,

Vo T )G+A+ G

istoe,
1 NE;, VMG +@A+ NE, VMG 1Y
Similarmente, a restrcaoV, V' e equivalente a

1+ )E] VYNG+1  HE; VNG g

Consequentemente, 0 modelo matenatico de programacdondar para o problema de divisor de
tensaoe dado por

maxH(G; &) =[1 )G+1 2)G]
1 )(E;, VMG+@A+ NE, VG I{

1+ )Ef V9)G+1  2(E; V)G If

Usando as notacees

_ 1 4 _ G . PO _ 0
- 1 2 ) G - C;2 ) - Icr)n ) O - O l
e
(L O Ei) 1+ )V Ep)
1+ D(ET V) @ 2AE; V)
tem-se a forma matricial para o problema de divisor de tensa
maxH(G) = TG
G (2.5)

G O:
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2.2 Metodos de Programaao Linear Fuzzy para o Mo-
delo de Circuito Eétrico

Nesta secao, considera-se o problema de PL descrito na<®e2.1, que e dado pela forma
matricial (2.5). O objetivo de usar a abordagem PLFe permit uma violacao de restrcao.
Essa extensao do modeloe feita atraves dos coe cientea furcao objetivo, e das restrcoes,
utilizando rumeros fuzzy para seus coe cientes. Portantoconsideram-se os elementos dos
componentes do PPLH, , e em trés casos:

1. rumeros reais (PPL chssico). Para validar os netodogropostos;

2. rumeros fuzzy (PLF do tipo 1). Os coe cientes ddH e as entradas de sao elementos
de Trapp(R). O vetor =( I¥;1M), em queld el 2 R;

3. conjuntos fuzzy do tipo 2 (PLF do tipo 2). Os coe cientes dél e as entradas de sao
singleton do tipo 2, cujas projecees no planxju) pertencem aTrapp(R).

O primeiro componente do vetor e um conjunto fuzzy do tipo 2 de nido pela furcao de
pertinéncia

8
3 Lsefu)=(lg:1);

|(r)n(X;U): |m 4 1 |m 4
& e ij) Diseo up XA Lexapp gl

em quex = I L € 0 mnimo do nvel zero.

O segundo componente do vetor e um conjunto fuzzy do tipo 2 d nido pela furcao de
pertinéncia

; 1; se & u)=(l1g':1);

(X u) = M M
0 g lg' + r(1 L) X;SGO u(x) Io-i-—RXex2[IOM;|8/'+ R

r(1 U) R

em quex = Ig" + re o nmaximo do nvel zero.

Os gma cos desses conjuntos fuzzy do tipo 2 sao mostradoa Rigura 2.2 para a restrcao
independentel ", e na Figura 2.3 paral .

A motivacao para estudar o terceiro caso vem novamente, @apermitir uma violacao de
restrcao em termos do intervaloI["; 1']. Estendendo esse intervalo para] ;1) + Rl
para valores escolhidos dg e r para o qual o PL tem solwcao, induz a uma regiao factvel,
gue chama-se de regiao vavel fuzzy, a ser includa na ieg factvel crisp. De fato, as restrcoees
do PL associadasa regiao vavel fuzzy sao dadas por

1 NE, VMG+A+ )E, VMG I+ &
1+ )E] VMG +@  HE; VWG I

gue determina a regiao mostrada na Figura 2.4.

46






de PL do tipo 1, com o netodo usado no caso 2. A soluwcaoe aba aplicando o teorema da
representacao de nveis dos conjuntos fuzzy do tipo 2(MENDEL; LIU; ZHAI, 2009).

2.3 Resultados Nunericos

No caso da programacao linear chssica, considera-se

1.2 11 _ 0:64 .

H(G;G)=0:6G +0:9G, o7 o018 € T o058 °

em que ;e 40%, e e 10%. A soluwaootima obtidae H (0:9437 0:4477) = 0:9691.
Para o caso 2, os componentes considerados sao:

H(G:; &) =(0:4,06;1,1) G +(0:6,0:9,1;1) G;

( 2 2 12, 08) (1;1;,1:1;1:4) o _ 064 .
(0:5;0:5;0:7;0:8) ( 0:2; 0:2; 0:18 0:12) -~ 058 -
Os rumeros fuzzy trapezoidais; e , usados para construir os coe cientes da furcao objetivo

H, e as entradas da matriz s&ao mostrados na Figura 2.5 e Figura&

Figura 2.5: O rumero fuzzy trapezoidal ; Figura 2.6: O rumero fuzzy trapezoidal ,
usado para construir os coe cientes da furcao usado para construir os coe cientes da furcao
objetivo H. objetivo H.

Os gacos dos coecientes, 1 ;e 1 , para a fucao objetivoH, sao mostrados na
Figura 2.7 e Figura 2.8.

As entradas da matriz sao mostrados na Figura 2.9 e Figura 2.1@rimeira linha), e na
Figura 2.11 e Figura 2.12 (segunda linha).

Considera-se 2 [0:3;1] p que valores menores que 0,3 fazem com que a prograaGc~
linear falne em encontrar soluceesotimas. Para o valor = 1 ros tem-se g (A) = n. Como
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consequéncia, o pontootimo do caso 2 coincide com o caselg valorotimoe o mnimo do
nvel 1 do rumero fuzzyotimo:

H (0:9437 0:4477) = (0:5517 0:969% 1:3913 1:3913)

Outros valores de resultam em solucees que sao mostradas na Figura 2.13.

Figura 2.13: Os pontosotimos correspondentes a diferenteslores de .

Para cada , parametro de defuzzi cacao no intervalo [(B; 1], 0 pontootimoe um rumero
fuzzy do tipo 1, pois para cada nvel obem-se um pontootmo (crisp), e uma solucaootima tra-
pezoidal correspondente neste ponto. Assim, o pontootimern o universo fuzzy determinado
pelo nvel zerootimo e nvel umotimo, que na Figura 2.14 e representado pelos pontos pretos.
A furcao de pertinénciae a linha determinada pelos poos no espaco, cujas duas primeiras
coordenadas sao as coordenadas do pontootimo nvel zexawvel um. A terceira coordenada
e zero e um, respectivamente.

Na Figura 2.15,e mostrado o ga co da solucaootima do tipo 2 obtida de cada pontootimo
da Figura 2.14, e sua soluwcao fuzzyotima correspondent®. gradiente de cores cinza em ambas
as guras sao correspondentes e representam os nveis de D.
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Figura 2.14: Os pontosotimos e seus graus de pertin@ncia.

Figura 2.15: A soluwcao fuzzy do tipo 2.

E mostrado na Figura 2.16 os pontosotimos, e na Figura 2.17 algmo fuzzy do tipo 2
para valores de no intervalo [0.7; 1].
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independentes do sistema. A modelagem dessas incertezasnp@io de representacoes fuzzy
permitiu capturar a variabilidade e a imprecisao inerenteaos parametros do problema, possi-
bilitando a obtercao de solucees robustas. Dessa formametodologia mostrou-se apropriada
Nnao apenas para encontrar solucees vaveis sob incedemas tamlkem para analisar a sensibili-
dade do modelo em relacaoas variacees nos dados, o qugla sua aplicabilidade em cerarios
reais nos quais a informacao disponvele incompletamprecisa ou subjetiva.

No pioximo captuloe apresentado um algoritmo baseado nalgebra dos rumeros fuzzy
am de estudar as vantagens e limitacoes dessa utilizzo-na busca da solucaootima em PPL.
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Captulo 3

Algoritmo Modi cado para um Metodo
de Ponto Interior usando NUmeros
Fuzzy

O objetivo deste captulo e aplicar a algebra e os -nveis dos rumeros fuzzy PPL com
parametros e varaveis sendo rumeros reais, ampliandc gossibilidades na busca da solucao
otima. O algoritmo modi cado foi baseado no Algoritmo Primd - Am que descreve as
operacoes para a execwcao de um nmetodo am de pontos @mores. No Algoritmo Primal
- Am (APA)e obtido apenas um ponto a cada iteracao na direao da solucaootima, enquanto
gue no algoritmo modi cado Algoritmo Primal - Am Fuzzy (APAF) sao considerados dez
pontos. Estes pontos sao determinados pela defuzzi eacdos -nveis de rumeros fuzzy trian-
gulares que foram considerados para cada varavel do PPLdentre estese escolhido o ponto
mais poximo da solucaootima. As simulacees nunerias foram realizadas para trés PPL com
rumero de varaveis e quantidade de restrcoes distirdts, e inequacees com relacees de ordem
diferentes. Os resultados obtidos pelo APAF sao melhores alaateracao e o APAF necessita
de um rumero menor de iteracoes para se alcarcar o valotimo em comparacao com 0 APA,
considerando o erro absoluto.

O algoritmo modi cado, baseado na representacao de rumes fuzzy por -nveis, amplia
0 espectro de busca do Algoritmo Primal - Am em direcaoa sotaootima de um PPL com
entradas e varaveis sendo rumeros reais, a partir de dezoptos obtidos pela defuzzi cacao
dos -nveis dos rumeros fuzzy, selecionando aqueles que astra regiao de viabilidade em
cada iteracao. As simulacees computacionais foram realdas nosoftware Matlab e um dos
comandos necessarios para que a programacao computaeiofosse realizada com praticidade
foi o cell Este comandoe caracterizado por criar matrizes em que @e@lemento tamkeme
uma matriz. Neste captuloe exibido o conteudo publicadono artigo (CAMARA; JAFELICE,
2025).
A seguire apresentado o APAF, aalgebra fuzzy aplicada no algémo e o uxograma corres-
pondente.

3.1 O Algoritmo Primal-A m Fuzzy em R"

Considera-se o Problema de Programacao Linear:

MinQ (X) = C'X
AX (3.1)
X

oNvwilel
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em queET e a matriz transposta deC. A forma padrao deste PPL sela dada por:

Min Q (X) = CTX
AX = B (3.2)
X 0

emqueC=[C O]',A=[A I]eX =[X Xg]" em quel e a matriz identidade de ordemm
e Xge amatriz m 1 das varaveis de folga e todas as matrizes sao reais.

PPL (FANG; PUTHENPURA, 1993) e quee’ =[1 11 1:::1]n+m) 1. Neste casoY0 2S=
fX2RIJAX<B e X> 0OgeX%2S=fX 2 R"™MAX =B e X > 0g. Utilize as
matrizesA = (& )m n €A =(3j)m (n+m)-

Os passos da metodologia sao 0s seguintes:

Passo 1: Denir > 0 e determinar o maiord > 0 tal que Xy 2 S, em queXg =
K)é‘{ dix%;x§+d) (x§ dix%xd+d) i (x8 d;x8;x8+d)]T, em que cada coordenada de
X 4€ um rumero fuzzy triangular, tal que para cada -nvel e a defuzzi cacao correspondente a
um pontoe determinada na vizinharca dex °® dentro da regiao de viabilidade. Para determinar

0 maiord > O tal quefg 2 S considerar os vetoreEYS =[(x? d) (x§ d) ::: (x2 d]
e ng =[(xX%+d) (x3+d) ::: (x2+ d)]". Considerard > 0 com espacamento de 0.1 e

determinar d = maxfA(EXg) < B;(EXg) >0 e A(DXy) <B;(DXy) > Og: Essas sao
operacees matriciais usuais.

. <0
Passo 2: Para o valor ded encontrado noPasso 1, considerarX{ =[X, Xg,]" em que
— 0 .0 .0 . 0 .0 .0 T.
XFd - [( Xn+1 d; Xne1s Xper T d) s (Xn+m d; Xp+ms Xnem T d)] :

Construir a matriz X 0] tendo na diagonal as coordenadas d¢J e os outros elementos da
matriz nulos. Em seguida, determinar o -nvel de X§{ e X 03, dados respectivanente por:

Xal =[x X2 :::[xeml 17 e

b 0 0 °
X 03] :§ 0 . : z
: 0
0 0 [Xpiml
emquek®] =[d( 1+x%da )+ x%,i=1;::5n+ m.

Discretizar 0 < 1 com espacamento 0.1. Nao considera-se= 0 devido a ex-
pressao do Centroide (1.6) se anular no denominador. Nes®&s$o, considerar 0S rumeros
fuzzy triangulares &° d;x%x%+ d), i = 1;:::;n+ m. e seus -nveis dados por k%] =
[d( 1) + x%;d(1 )+ xP] = [ug;ug], i = 1;::5;n+ m. Os  -nveis dos rumeros fuzzy

triangulares sao mostrados na Figura 3.1.
Na Figura 3.2e apresentada uma representacao de parte dcagulo referente ao vetoiX §
com centro emX,.

Passo 3: Determinar a matriz ([X 03] )* e calcularA ([X 03] )*AT, para cada . Neste
passo, obter (%°] )? = [minP; maxP ] em que

P=(d(  1+x)%(d(  +x)dd )+ x)i(dd )+ x)?);

ou seja, (k'] )2 =[(d( 1)+ x9%@@ )+ x9?],i=1;:::;n+ m. Construir a matriz
(X 091 )*:
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matriz inversa tendo como elementos rumeros fuzzy. RS matgs reais obtlclas sao0 denominadas
por A ([X 0] ) AT . Determinar as matrizes reais A ([X 09] ) AT : Para obter as
D
matrizes com entradas reaisA([X 03] )?AT)p, consideraru; = a( lr)2 + b 1)+ ce
b 4au; + ¥ 4ac
— 4+ e
2a 4a?

u,=all )2+ b1 )+ c. Respectivamente, tem-se, = 1
r

+
=1+ E 4au, 4222 dac . Consequentemente, um dos ga cos da furcao de pertinéia

2a
de nida pelos -nveis em relacao au; e u,e apresentado na Figura 3.3. Em seguida, calcular
[(A([X OO] )ZAT)D] 1= (Iu )m m-

Figura 3.3: Furcao de pertingncia de nida pelos -nveis.

Passo 5: Calcular as matrizes

h i
z] = A X0l AT A XOR C=(Z)m nem
para c%da ,emquez; =[a, (  12+b, ( 1)+c,;a, (1 )2+b, (1 )+l com
a; = lxagd® by, = lxagxidec,; = lgag (xQ)2
k=1 k=1 k=1

Passo 6: Calcular, para cada , as matrizes W°] = [Z] C e AT[w°] , sendo W°] =
[Z] C_P(Wl)m 1, €M quew; —[aw( 1%+ hy( 1)+ QNi;%yvi(l o )2+ by (1 )+ cy] com
nPm nPm
aw, = G lkagd?, by, = G lkagxpdecy = G lkag(xp)* e ATw?] =
ji=1 k=1 ji=1 k=1 j=1 k=1

(fi)(n+m) 1, €M que

fi=la,( 1%+b,( +ca@ )V+b @A )+cl

2] P B .
com &, = & aw;, b, = g by, ec, = aj Gy, . Defuzzi car AT[w°] para obter as
i=1 i=1 i=1
matrizes com entradas reais" [W°] )p = (Sj)(n+m) 1, COM 0 mesmo tipo de defuzzi cacao do
Passo 4. Essa defuzzi cacaoe necessaria para realizar o @ldo algebrico do poximo passo.

Passo 7: Calcular as matrizes reaisrf] = C =~ AT[w9] 5 = (r)(n+m) 1, €M quer; =
(G s).
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Passo 8: Calcular os rumeros fuzzy triangulareqVy] = e'[X 03] [r°], defuzzi car estes
rumeros fuzzy e obter os rumeros reai¥,, para cada . Neste passo,\[] = e'[X0]] [r°] =

nPm nPm
[ay( 1)+ b;a,(1 ) + b,]e calculado, em quea, = drj eb, = ri xjo. Defuzzi car
i=1 j=1
[Vo] . Para obter os rumeros reaisV,, consideraru; = ay( 1)+ b eu, = a1 ) +
. u + a u, + b, +
b,. Respectivamente, ttm-se, = U Bta e = M Consequentemente, 0s

. : ay & .
gl cos das furcees de pertinencia de nidas pelos-nveis para a defuzzi cacao sao como no
Passo 2.

Passo 9: Se[°] 0eV, ,entao PARE, pois oX ° correspondentee a solucaootima do
PPL e Q(X%e o seu valorotimo. Caso contario, \a para o Passo 10. Neste passo, avaliar

Passo 10: Calcular, para cada , as matrizes @] = [XOf] [r°]. Defuzzicar para
cada cada elemento das matrizesdﬂ] e obter as matrizes reaisdB]. Neste passo, calcular
[] = [XOBI [r% = ((d))nem 1, €M que €9 = [ag( 1)+ hy;aq(l )+ by] com
ag = rdehy = rx).

Defuzzi car [d§] . Para obter as matrizes reaisdf}], consideraru; = ay, ( 1)+ Db e

] u -+ ag U, + by + ay
uz = ag (1 )+ hy. Respectivamente, ttm-se que = M e = 2 atzj' % :

: g _ ,-
Consequentemente, os gia cos das furcees de pertinémcle nidas pelos -nveis para a defuz-
Zi cacao sao como nd?asso 2.

Passo 11: Se [18] > 0, entao PARE, pois o PPLe ilimitado. Se(ﬂ‘y’] =0, entao PARE, pois
0 X ° correspondentee a solucaootima do PPL éQ(X %) e o seu valorotimo. Caso contario,
\a para 0 Passo 12. Neste passo, avaliar as desigualdades e igualdades usudati® eumeros

Passo 12: Calcular o= 1min W;(dg)j < 0 , emque e um rumero escolhido
1=1005n+m i
v/

no intervalo (0; 1). De nir [dg] , COMO a matriz associada a determinacao dg. Neste passo,
calcular ¢ utilizando operacees usuais no conjunto dos rumeros tisae de nir [d§] , COmo a
matriz correspondente a .

Passo 13: Calcular, para cada , a matriz [X*1] =[Xg] + o[X0f] [d)] . Defuzzi car,
para cada , amatriz [X ']l e obter matrizes reais L= [710 Xg ]'. Determinar X tal que
QXY= min QX' ): X' 2S . Neste passo, calculap{] =[X] + o[X ] [°] sendo

0 0 0 d d Y
[XE] = (X)n+m) 1, €M quexi = (p( 1)+ qg;p( )+ g)comp =(1+ o(d);)de
g =1+ of(d);)xP. Defuzzicar [X'] . Para obter as matrizes reaisX*] = [710 Xe I,

+
consideraru; = pj ( 1)+q eu; = p(1 )+ g. Respectivamente, ttm-se = ulpﬁ
j
+p o+
e = lsz—p,q: Consequentemente, os gl cos das furcees de pertindacle nidas pelos

: ] .
-nveis para a defuzzi cacao sao como nBasso 2.

Passo 14: Calcular X} =B A X' utilizando operacoes matriciais usuais.

Passo 15: Atualizar X° = [71 X2 1". Retornar aoPasso 1.
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3.1.1 Fluxograma

Na Figura 3.4 exibe-se um uxograma que representa esquematieente o APAF, mostrando
de forma descomplicada a transcao de informacees entns passos do algoritmo.

Figura 3.4: Fluxograma do APAF.
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A convergéncia do algoritmo modi cado APAFe garantida pelaconvergéncia do algoritmo
APA (FANG; PUTHENPURA, 1993), pois nao ra mudarcas no algoritmo, nas sim no rumero
de pontos gerados a cada iteracad escolhido a cada iteracao o0 ponto mais poximo dootimo
gerando uma sequéncia de pontos que converge para 0 pomimo, Com um rumero menor ou

igual de iteracoes. Observe que o algoritmo modi cado APAE o algoritmo APA se = 1le
considerado em todas as iteracoes.

3.2 Aplicacees do Algoritmo

Nesta secao, sao apresentados trés exemplos de PPL cognees de viabilidade enR? e R3, a
m de apresentar o comportamento da busca pela solucaoiata pelo APA e pelo APAF.

Exemplo 3.1. Para exempli car a aplicccao do APAF, foi utilizado um PPL resolvido em
(BALBO et al., 2010) e que apresenta as iteracoes obtidas pelo Algoritmo Primal - Am.
Considere o Problema de Programeacao Linear

Min Q(Y) = 2X1 + Xo
subject to: x; Xp 15
% 15 (3.3)
X1; X2 0.

A forma padrao deste PPLe dada por

Min Q(X) = 2X1 + X2
subject to: x; Xp+x3 = 15
Xo+ X4 = 15 (34)
X1; X2; X3; X4 0

_ — 1 1 1 110
— ir — = =
emque C=[ 2 1], C=[ 2 100, A= 4 |, A= 4§ | 4§ 1

15

B = 15,7:[x1 Xo]T e X =[X1 X» Xz X4]". ConsiderX®°=[10 2 7 13], que

e uma solwcao dentro da regiao de viabilidade do PPL, use= 0:95 e erro absoluto 10 °
em relacao ao valorotimoQ(X )= 45 com X =(30;15).

Na Tabela 3.1 e apresentada a comparacao entre os resultados obtidos no APA e APAF.
Neste exemplo, o netodo de defuzzi cacao utilizadoe o Centroide.

Tabela 3.1: Resultados d&(X ) obtidos nos algoritmos estudados.

Iteracoes 12 22 32 42 52 62 72

APA -31.432636 -38.055655 -44.619831 -44.951338 -44.99087 -44.998302 -44.999661

APAF -32.108098 -44.834111 -44.972095 -44.998510 -44.99978 -44.999986 -44.999998
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Os valores da furcao objetivo apresentados na Tabela 3.1 mostram que desde a primeira
iteracao 0 APAF p apresenta resultados melhores, ou seja, mais poximos d@(X ). Aem
disso, a na segunda iteracao o valor da furcao objetivo obtido pelo APAF esh a 0.165889 de
Q(X ). Na =tima iteracao o resultado do APAF g atinge o valorotimo da furcao objetivo
para o erro absoluto escolhido, e no APA ainda falta 0.00033 para atingir o valorotimo.

Exemplo 3.2. Neste exemplo, o rumero de desigualdades foi aumentado e uma desigualdade
do tipo foi usada em uma dessas desigualdades, para ilustrar a aplicacao do algoritmo nessa
nova situacao.

O seguinte Problema de Programacao Lineare considerado
Max Q(X) = X1+ X

subject to: X1 + X» 1
X1+ 2X>5 16
2X1  3Xo 12 (35)
3Xq +2X; 24
X1, X2 0:
A forma padrao deste PPLe dada por
Min( Q(X) = X1 Xp)
subjectto: X3+ X, X3 = 1
X1+2Xo+ X4 = 16
2X1 33X, + X5 = 12 (36)
3X1+2X2+ Xe = 24
X1; X2; X3; X4; X5; X6 0. 5 3
1 1
— . B - 1 2
emque C=[ 1 1], C=[ 1 10 00 0], A= 5 35
2 3 2 3 3 2
1 1 1000 1
_ 1 2 010 _51 - .
A=2, 3 0012’8‘ 125 X Fha x] e
3 2 0 001 24

X = [Xl Xo X3 Xz Xs X6]T.

No Algoritmo Primal - Am Fuzzy em R", descrito na secao 3, a primeira desigualdade
apresentada no conjunt@e convenientemente adequada em relacaoas desigualdades do PPL.
Este ajuste foi necessario neste exemplo.

Considera-seX® =[1 2 2 13 16 17], quee uma solcao dentro da regiao de vi-
abilidade do PPL, utiliza-se = 0:95 e erro absoluto 10 * em relacao ao valor otimo
QX )=11,comX =(2;9).

Na Figura 3.5 e Figura 3.6 os pontos indicados sao obtidos pelo APAF na primeira iteracao,
em que Pi,i = 1;:::;10, correspondem aos -nveis, = 0:1;:::;1. Para determinar X1F,
dez pontos sao obtidos pelo APAF e o ponto da regiao de viabilidade que fornece o melhor valor
para a furcao objetivoe selecionado. (X1F=P6). Note que para =1 o ponto dadoe o mesmo
gue o obtido pela APA (X1=P10). Este procedimentoe repetido a cada iteracao, sendo que o
ponto obtido pelo APA nao coincidia com nenhum dos dez pontos determinados pela APAF a
partir da segunda iteracao. Neste exemplo, o Centroide tamkeme usado como um netodo de
defuzzi cacao.

Nas Figuras 3.7 a 3.10 os caminhos percorridos pelos netodos APA e APAF foram cons-
trudos em busca da solwcaootima do PPL, aps seis iteracees. Na iteracao, i = 1; 6,
APA e APAF geram os pontos Xi e XiF, respectivamente.
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Figura 3.5: Regiao de viabilidade com o pontoFigura 3.6: Parte da regiao de viabi-

X 9=X0 e os dez pontos obtidos pela APAF na lldade com zoom nos dez pontos ob-

primeira iteracao. tidos pela APAF na primeira iteracao
(P1 P2).

Na Figura 3.7 a regiao de viabilidade e o caminho percorrido sao mostrados, a partir de
X0, pelo APA (em azul) e APAF (em vermelho) aps 6 iteracees. Na Figura 3.8 uma secao
da regiao de viabilidade e apresentada com zoom para ilustrar que o APAF a alcarca um
resultado melhor (Table 3.2) do que o APA na primeira iterecao. Na Figura 3.9e apresentada
uma secao da regiao de viabilidade com zoom na parte superior para ilustrar que o APAF a
atinge a soluwcaootima na sexta iterecao com o ponto X6F, de acordo com o erro estabelecido,
enquanto o APA ainda esh longe do pontootimo com o ponto X6. Na Figura 3.10 uma secao
da regiao de viabilidadee mostrada com zoom na parte superior, onde o ponto X6F esa muito
poximo do pontootimo X .

Figura 3.7: Caminhos percorridos na regiaoFigura 3.8: Corte com zoom da regiao
de viabilidade, partindo de X °=X0, pelo APA de viabilidade mostrando que o APAF al-
(em azul) e pelo APAF (em vermelho) aps 6 carca um resultado melhor do que o APA
iteracoes. na primeira iteracao.

Na Tabela 3.2e apresentada a comparacao entre os resultados obtidos na APA e na APAF.
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Figura 3.9: Regiao de viabilidade com Z0OMrjgyra 3.10:  Regiao de viabilidade com

no topo ilustrando que o APAF atinge a zoom na parte superior ilustrando a proxi-

solwcao otima na sexta iteracao com 0 ponto yidade do ponto X6F ao ponto otimo X
X6F enquanto o ponto X6 est mais distante representado por X (em verde).
do pontootimo.

Tabela 3.2: Resultados deQ(X ) obtidos nos algoritmos estudados.

Iteracoes IS 22 3 42 52 62
APA 10.209529 10.905029 10.921516 10.932244 10.939978 10.945900
APAF 10.491436 10.916259 10.971660 10.998484 10.999759 10.999955

Na Tabela 3.2 os valores da furcao objetivo obtidos pelo APAF sao melhores que os valores
obtidos pelo APA em todas as iteracees. Na sexta iteracao o resultado do APAF a atinge o
valorotimo da furcao objetivo e o APA atinge o valorotimo 10.99995959 na cecima terceira
iteracao, considerando o erro absoluto 10 4.

Exemplo 3.3. Neste exemplo, aumentou-se o rumero de varaveis e desigualdade e tamkem
uma desigualdade com o smbolo para mostrar o bom desempenho do algoritmo tamkem em
R3, com erro absoluto 10 4. O Problema de Programacao Lineare dado por:

Max Q(X) = X1+ X2 Xs

sujeito a: X1+ Xo+ X3 36
7X1 5X5 +3X3 36
3X1 +5X%5, 10(3 10 (37)
X1+ Xo+ X3 15
2X1 Xo+ 3X3 7
X1; X2, X3 0:

A forma padrao desta PPLe dada por
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Min(" Q(X)

X1 X2+ X3)

sujeito a: X1+ X+ Xz+ X4 = 36
X1 BXo+3X3+ x5 = 36
3X1 +5X%, 10)(3 + Xg = 10 (38)
X1+ X+ X3+ X7 = 15
2X1 Xo+3X3 Xg = 7

X1; X2, X3, X4; X5, X, X7; Xg 0}

emque C=[ 1 1 1], c=[ 1 110 0 0 0 O,
2 3 2 3 2 3
1 1 1 1 1 1 10000 36
7 5 3 7 5 3 0100 3
A= 3 5 104, A= 3 5 10 0 0 1 O , B = 104,
1 1 1 1 1 1 00O01 1
2 1 2 1 3 00 O0O01 7

3
X =[x1 X2 X3]T e X =[X1 X» Xz Xa Xs Xg X7 Xg|'.

SendoX®=[1 2 3 32 30 27 9 7], quee uma solwao interiora regiao de viabi-
lidade do PPL, usa-se = 0:95e erro absoluto 10 4 em relacao ao valorotimo Q(X ) =
8:195121 com o pontootimo X =(6:9817074:6158533:402439)

As trajebrias descritas pelos nmetodos APA (em azul) e APAF (em vermelho) em busca da
solwcaootima do PPL, partindo de X0, sao apresentadas nas Figuras 3.11 a 3.14. O APAF
atinge o valorotimo, de acordo com o erro absoluto, na oitava iterecao. A cada iteracao,
i=1; ;8, os pontos obtidos pelo APA e APAF sao denotados por Xi e XiF, respectivamente.
Neste PPL, o metodo de defuzzi cacao utilizado foi o LOM por ter atingido o valorotimo com
menos iteracees que o Centroide.

Figura 3.12: Zoom das trajebrias obtidas

Fi .11: APA e APAF trajebri '
igura 3 e rajebrias a partit 1y APA e APAF.

de X °=X0 ak a oitava iteracao.

64



Figura 3.13: Zoom de X4F. Figura 3.14: Zoom da sexta iteracao, mostrando

a proximidade de X8F do pontootimoX , re-
presentado por X (em verde).

Na Tabela 3.3e apresentada a comparacao entre os resultados obtidos no APA e no APAF.

Tabela 3.3: Resultados d€(X*) obtidos nos algoritmos estudados.

Iteracoes 12 22 32 42 52 62 72 82

APA 5.236438 6.746586 6.997401 8.023601 8.180095 8.190944 8.194212 8.194363

APAF 5.675869 6.992741 7.827089 8.175832 8.192638 8.19453 8.194952 8.195024

Na Tabela 3.3 os valores da furcao objetivo obtidos pelo APAF sao melhores que os valores
obtidos pelo APA em todas as iteracees, como nos exemplos anteriores. Na oitava iteracao,
o resultado obtido pelo APAF a atinge o valorotimo da furcao objetivo, considerando o erro
absoluto 10 4. A fundamentacao teorica do netodo garante essa e @cia nos resultados,
devidoa busca ampliada em direcao ao pontootimo em cada iteracao.

Neste captulo, duas ferramentas matemnaticas amplamenteitilizadas atualmente foram
combinadas: o Metodo dos Pontos Interiores, em particulaio PASA, e a Teoria dos Conjun-
tos Fuzzy. Os resultados obtidos com o netodo proposto paem promissores em e ciéncia,
permitindo expandir a busca por solucees otimas em PPL oo parAmetros e varaveis sendo
rumeros reais. A vantagem do netodo refere-se a uma novagsibilidade de uso daalgebra de
rumeros fuzzy que permite considerar simultaneamente 1@ onais pontos interiores nos Pas-
sos do Algoritmo a partir dos -nveis do rumero fuzzy triangular de nido a partir da solucao
inicial. Permitindo assim a escolha, dentre esses pontog pontos mais poximos do ponto
otimo a cada iteracao em relacao ao algoritmo usual. Gno o PASAe um caso particular do
FPASA quando =1, naturalmente os resultados do FPASA expandem o rumero deopsibili-
dades na busca pela solucaootima. As limitacees daadipra de rumeros fuzzy foram resolvidas
pela defuzi cacao dos rumeros fuzzy e, consequentemenpelaalgebra de rumeros reais. Os
netodos de defuzi cacao Centroide e LOM foram utilizads, e observou-se que o rumero de
iteracoees para atingir a solucaootima pelo FPASA varioude acordo com a escolha do netodo
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de defuzi cacao. Nos exemplos considerados, o FPASA necesside um rumero menor de
iteracoes para atingir os pontosotimos para os erros ceiderados.

No pioximo captulo desenvolve-se a otimizacao possilstica a partir do ponto de vista de
intervalos fuzzy generalizados de rumeros fuzzy intenakes triangulares, em associacao com o
nmetodo da penalidade exata.
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Captulo 4

Aplicacao da Otimizacao Possibilstica
a Nimeros Fuzzy Intervalares: Dieta
Suplementar

Problemas de otimizacao possibilstica e fuzzy utiliza rumeros fuzzy (formalmente de nidos
no Captulo 1), embora a semantica das entidades de postitlade e fuzzy seja distinta e os
metodos de soluwcao correspondentes da otimizacao &y diferentes (LODWICK; JAMISON,
2007). A maioria dos artigos de pesquisa realiza otimiza-possibilstica e fuzzy por meio de -
nveis de intervalos fuzzy. Como os -nveis de um intervalo fuzzy sao um intervalo de valor réa
a abordagem aqui desenvolvida utiliza uma representecde intervalo restritos (LODWICK,
1999) para as furcees direita e esquerda que de nem um ini&o fuzzy. As entidades funda-
mentais deste estudo sao conjuntos fuzzy com valores imtdares, que geram dois conjuntos de
intervalos de -nveis. A representacao da incerteza em modelos mateticos pode ser estendida
pela teoria de conjuntos fuzzy do tipo 2. Esta teoriae ricare resultados teoricos e demonstrou
grande potencial em aplicacees, como pode ser visto em BEONE; JAFELICE; C AMARA,
2017; FIGUEROA-GARCIA; HERN ANDEZ, 2014; JAFELICE; BERTONE, 2020). A teoria
das possibilidadese uma abordagem simples para lidar conmaerteza em situacees que envol-
vem informacees incompletas. Essa teoria emprega duasciees que avaliam a possibilidade e
a necessidade de eventos. Ela est na intersecao de cotps fuzzy, probabilidade e raciocnio
nao linear. Embora esteja relacionada a conjuntos fuzzgnsiderando uma distribucao de pos-
sibilidades como um conjunto fuzzy espec co, a teoria dgsossibilidades difere, pois conjuntos
fuzzy e bgica fuzzy se concentram principalmente na re@entacao de propriedades graduais,
enquanto a teoria das possibilidades lida com a incerteza gmoposcoees chssicas ou fuzzy
(DUBOIS; PRADE, 1978). Observa-se que um conjunto fuzzy com leges intervalarese um
caso particular de um conjunto fuzzy tipo 2 (HAMRAWI, 2011) e de mna nuvem (NEUMAIER,
2004; NEUMAIER, 2005). Os artigos (CHEN; KAWASE, 2000; LIU, 2008; MEDEL,; LIU;
ZHAI, 2009) apresentam estudos de conjuntos fuzzy tipo 2 a partde conjuntos fuzzy com
valores intervalares. Essa metodologia tamlem pode sercemtrada em (TAHAYORI; TET-
TAMANZI.; ANTONI, 2006; WAGNER; HAGRAS, 2008; WAGNER; HAGRAS, 2010). No
entanto, este estudo utiliza uma nova representacao denjontos fuzzy com valores intervalares,
baseada em furcees de intervalos restritos (LODWICK; JAMISN, 2018). Uma aplicacao da
teoria da aritretica de intervalos restritos na aralise @& sistemas baseados em regras fuzzy de
tipo 2 obteve resultados mais informativos e robustos no asib da dinamica do HIV, o que
nao seria possvel com abordagens padrao (JAFELICE; LODWICK021). Intervalos fuzzy
sao distribucees sobre rumeros reais que codi cam gencimento a conjuntos ou de ciéncia
de informacao. Ambos sao representados por uma distribad unica, embora sua semantica
e, consequentemente, seus netodos de otimizacao sejaistidtos. Quando um modelo de oti-
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mizacaoe sobre conjuntos de rumeros fuzzy, que codi catranscao de conjuntos, a otimizacao
e uma otimizacao fuzzy ee resolvida por meio de netodode agregacao (intersecao fuzzy, por
exemplo). Se a otimizacao for sobre intervalos fuzzy quedi cam de ciéncia de informacao,
e uma otimizacao possibilstica e e resolvida por meiode netodos de otimizacao distribuci-
onal (recurso generalizado, arrependimento minimax geaézado, por exemplo (LODWICK;
SALLES-NETO, 2021) discutem a otimizecao exvel e gener&ada de incerteza, que estao
associadasa falta de informacao e sao mais gerais do queoria esto@stica, que assume distri-
bucees bem de nidas. Em patrticular, descreve a teoria dacerteza generalizada no contexto
da modelagem de otimizacao. Em problemas de controlepnto com uma funcao objetivo com
valor intervalar, as condcees de otimalidade sao ob#d a partir da relacao de ordem inferior e
superior no espaco intervalar em (LEALet al., 2021). Aem disso, dada uma otimizacao sobre
intervalos fuzzy, a representacaoe uma distribucaonica. Ao modelar processos nos quais o
risco est envolvido, como, por exemplo, estruturas de esgharia civil, estruturas mecanicas
como aviees, procedimentos nedicos como radioterapia iowestimentos em previdéncia pri-
vada, 0 que caracteriza esses modelose que eles sao, enmsi@ria, nao determinsticos e nao
esto@sticos. Ou seja, eles nao sao representados poaumnica distribucao que descreva sua
incerteza. Nesse caso, 0 que normalmente descreve a distréiu que captura a incerteza nos
valores de entrada dos parametros de um modelo analticou seja, uma otimizacao em Nosso
caso, deve ser mais exvel. Para esse m, nossa abordagemum tipo particular de incerteza
guee limitado por furcees conhecidas a priori, geradaop conjuntos fuzzy com valores inter-
valares. Neste captuloe exibido o contaudo publicado nartigo (CAMARA; JAFELICE, 2026).

4.1 Otimizacao Possibilstica Restrita com Dupla Distri-
bucao
Seam ilustrada a aralise do intervalo fuzzy restrito em aimizacao e entao indica-se a teoria

associada. O problema gererico de otimizacao possisiica (LODWICK; BACHMAN, 2005),
e

min 2 = f(€;%
o(a;b; % 0;
= fxx Og:

Agora, considere a furcao penalidade (ZANGWILL, 1967)
n 0
hi(6(a;0;%) = min 0;6(a;8;%
em quedte a i" linha das restricees. Para restrcees de igualdade,

6 (a;0; %)
fi (6 (a;B; %)

0
jo (& B;%j

ou
2
fig@ab®) = max a@b®
Para um vetor de penalidaded; > 0 de violacees da'" linha, nosso problema de otimizacao

possibilsticae
min B(x) = min £ (€;%) + d'fi (4.1)
*x *x
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Os -nveis de P, com&e i NFI, sao
_ _ h i
[P )P )= F(8( )%+ dTh( ) f @ )%+ dh( ) ;

h i
P06 )iBr(x )= f(&( )%+ d™AC ) if (@ )%+ d™A( ), -

De ncao 4.1. A representacao do intervalo restrito debe

b )= PO );E o), (4.2)

em quer (%, )e E_(x;_ ) sao representacees do intervalo restrito dé e b, respectiva-
mente. Note que_ e  estao considerando todos os rumeros fuzzy intervalares.

4.2 Um Caso Geral de Otimiza&cao com Numeros Fuzzy
Intervalares

Considere o problema

X
minf (€;% = G X;
j=1
sujeito a
xXn
g(a:h;%) = ax h; i=1 rol (4.3)
j=1
X
g(A;b;% =  Ajx; by i=r  m
j=1
X1, Xop 110 Xn O
emaquer 2, %=[X; Xo::: Xa]",€e=[ci & i Gl a=[a1 a2 i an], aj S0 rumeros
reais,com =1;:::;r 1,j =1;:::;n, G, sao rumeros reais, com=1;:::;m,j =1;:::;n,
el =[Aq R, o Rl Ay, i=r::0;m,j =1;:::;n sao NFI,
Portanto, a furcao penalidade para as restrceds= r;:::;m, j =1;:::;n sea
|
( o )! |
hi(&:;h) = max Oh K x Ci=r om: (4.4)

=1

Considerando a furcao penalidade 4.4 e a equacao 4.Inise que

|
X xn ( X )
|£(‘X) = GXj + d max 0O;h Aij Xj
j=1 i=r j=1
em que
2+
maxf 0; xg = X > X
Desse modo,
0 \lj 5 1

xXo xXn d; {J xXo
j=1 i=r j=1 j=1



A representacao intervalar restrita dePe

Ov . . 1
u o 15
x X g p x x
E x; (Aj ) = C]'Xj + E% @h Aij A XjA + h Aij A Xj§; (45)
j=1 i=r j:l j:l
em que
Aioa =AL O ALY AL () a0 0k
comi=r::;;m; ] =1;:0n
A representacao intervalar restrita dePe
0¥ o 15 1
— x X g ﬁ x x
Fb *x, A7) = GXj + E% @h Aij A XjA + b Aij A ng; (46)
j=1 i=r j=1 j=1
em que
Aj A =AL(O)+ Ajg() AyL() A 5 O A 1
comi=r:::;m; ) =1;:::;n

Substituindo as equacees (4.5) e (4.6) na equacao (4.8pem-se:

’ ! X X g -
Pox Ai 5 A S GXj + 2 jHy) i+ (H) +i(Hi) j+(H) ;  (4.7)
j=1 i=r
em que
X
(ﬂ|) = b Au Aij XJ,
j=1
o X
(Hi) =h Ai  mX;
j=1
! !
comH,) ,(H;) dependendo, respectivamente, deaj = (aiz) :1:( an) T v
(& (&) ]T; i=r:::;m, edex
O problema de otimizacao possibilstica resultantee
! !
min®  x; Al AT
sujeito a
X
g(a;h;% = ax; by i=1; r L (4.8)
j=1
! !
em que O Aij 1,0 A leO 1.



4.3 Um Caso Particular de Otimizacao

Considere o problema

minf (€;% = CX1+ CXot Iiit CiXp

subject to

O1(8; br; %) = apXi+ apXet it amX, by

O2(8; bp; %) = auXi+ apXpt it anmX, b

: : (4.9)

O (& 1B 1% = ar yiXat ar peXet it A paXn B o1

a(B:h;% = Axtaxt iiitanxs b
X1, Xoo 111 Xp 0

emquex=[x; Xz ::: xa],€=[c1 & it Gl A =[a1ar i anl, B =[Ran i1 an], Ae

um NFI (Figura 1.25), em quea,,, :::, am, b, &;, G, b sao rumeros reais, com=1;:::;r 1,
j=1;:::;n,er 2N, r 2 de modo que os -nveis sao
A =fla( D+Ad@d )+A] [ DD+AdL )+A]) se0 1g:
(4.10)
Desse modo,
he (A a2 :an) = o maxO AX: aX, i1 amXn+ bg
= maxfO; Ax; aoX, i anXp+ bo:

Combine aultima restrcao e a furcao objetivo em uma ditribucao possibilstica, para obter

F(X) = CXy+ CXo+ 111+ ChXn+ o maxfO; Axy asX, i amXn+ hbg
= X1+ CXo+ i+ C Xyt
0q 1
. 4@ ( Ax: axXe 1 amXn+ B)2+( Axy axxe i amxn)A;
2
em que B
X2+ X
maxf 0; xg = > :

A representacao do intervalo restrito debe

q__
1 1
P (x_)=cxi+ oot i+ GXn+ 4 S HP+SH (4.11)
em que
H = (a( D+A+(d(l )+A+e(dl ) A)_)X1 axxz I amXa+hb: (4.12)
A representacao do intervalo restrito debe
= 19— 1
Ib(x; )= CiXy1+ GXp, tilit CXpt O > H +§H X (4.13)
em que
H = (& 1+A+(dl )+A+el ) A) X1 axX: i anXa+h: (4.14)
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Substituindo as equacees (4.13) e (4.11) na equacao2y.obem-se:

_ 1. 1 1. 1
B ;_)=cXe+CXo+ it GXa+d JjH j+ SH + JjH j+ “H :  (4.15)
4 4 4 4
Note que
8 1 1
CiX1+ CXp+ 11+ CXpy + O Eﬁ +§ﬂ seH O0eH O
d— _
. Ci1X1+ CXo+ i+ Cy Xy + —H se H 0 e H <0
b ;_) = 2
d —
CiX1+ CXo+ i+ C Xy + ?ﬂ seH <0 e H 0;
' CiX1 + CoXo + 11+ CiXp seH <0 e H <0;
para todosXq; Xp; :ii; Xp 2 , em que
8
5 a11Xq + a;pXo + 11+ AnXn o]
3 X1+ AxpXo + 111+ AnXp b
; .

ar 11X1t ar Xt Diit Ar 1nXn b i

O problema de otimizacao obtido pelo netodo da penalidadcombinado com os -nveis
representados por intervalos restritose dado por:

mini (. ;_)
com0 ; 1,0 1.

4.3.1 Amlise dos Sinaisde H eH

Esta subsecao detalha a aralise dos sinais das equa®é.14) e (4.12). ComaAx; + a X, +
i+ anXn b, considere

AXyp+ aoXot+ it anXn b = (4.16)

em que 0. Substituindo (4.16) na equacao (4.14) e equacao (2)lobem-se, respectiva-
mente,

H =(C a( Ixi (d+te)d ))_xi) ; (4.17)
H =( & Ix (h+e)d ) xi) ; (4.18)
em que o estudo dos sinais d¢ eH e feito da seguinte forma:
) H
Considere H =( e Dx;  ((di + e)(1 ) X1) 0; entao
€&
;0 < 1 x>0 4.19
- erd @ e+ d)x : (@19
Aem disso, para cada 0 1,
ACa)=@1 )Y(di+e)a e)+rA 0 o L (4.20)
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Tabela 4.1: Comparacao entre

nmetodos de resoluwcao dé°P com incerteza nos parametros.

Metodo Abordagem Vantagens Limitacees Comparecao com
da Incerteza PEIR
Programacao Modelagem  Captura Requer in- O PEIR nao depende
Esto@astica por meio cerarios formacees de distribucees,
(LI; GROSS- de distri- aleabrios; probabilsticas modela matemati-
MANN, 2021) bucees de solwcees robus- detalhadas; alto camente melhor as
probabilidade tas para nedias custo computa- informacees incomple-
conhecidas cional tas
Programacao Reformula Permite um Pode gerar O PEIR oferece me-
Robusta restrcoes tratamento solucees ex- nos conservadorismo,
(INUIGUCHI, com in- uni cado de cessivamente equilibrando robustez
2012) certeza de multiplos conservadoras; e otimalidade
parametros nmetodos de diculdade em
em um otimizecao sob modelar a exi-
rumero nito incerteza bilidade
de restrcoes
convexas
Programeacao Parametros Representa Os resultados PEIR evita a neces-
Linear Fuzzy modelados incertezas im- podem depender sidade de defuzzi-
(BERTONE; por rumeros precisas em da ®cnica de ceaao, generaliza
JAFELICE; fuzzy parametros; defuzzi cacao; nmetodos baseados em
CAMARA, aproximacao complexidade -nveis
2017) intuitiva em PPL de di-
mensao elevada
Resoluwcao Parametros  Simplicidade; As operacees en- O PEIR utiliza a
de PPL com representados nao requer dis- tre parametros CIA, permitindo que
SIA (SU- por inter- tribucees com SIA sao os parametros sejam
PRAJITNO; valos com limitadas operados com todas
MOHD, 2010) Aritnetica as suas variacees
Intervalar no suporte de cada
Padrao (SIA) -nvel, ampliando
as possibilidades de
solucees
Resoluwcao Utiliza in- Evita a dis- Metodo recente,
de PPL com tervalos cretizecao ainda pouco ex-
PEIR generalizados dos -nveis; plorado em larga
restritos € maior precisao; escala
penalizacao  equilbrio  en-
exata para tre robustez e
viabilidade otimalidade;

preserva a estru-
tura matenatica
do PPL

nais e de custo sao assumidos como determinsticos, reggimdo a capacidade do modelo de
capturar a variabilidade inerente aos contextos do mundoak Por outro lado, abordagens
baseadas em programacao de metas fuzzy e conjuntos fuapp 2 oferecem maior exibilidade

na representecao da incerteza (AOUNI; MARTEL; HASSAINE, 2009; BETONE; JAFELICE;
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CAMARA, 2017). A primeira permite que as metas nutricionais sefa tratadas como objetivos
exveis, aproximando o modelo de cerarios do mundo reaknquanto a segunda expande o tra-
tamento da imprecisao ao modelar explicitamente a varidibiade das funcees de pertinéncia.
Essas vantagens, no entanto, implicam maior complexidadeatamatica e computacional, o que
requer metodos de aproximacao mais estruturados. Pomé#o, a escolha do modelo matenatico
depende do equilbrio entre simplicidade e e ciéncia, paum lado, e realismo e capacidade de
representecao, por outro.

Em problemas de programacao linear de alta dimensao, acasbilidade computacional
torna-se um desa 0. Nesse contexto, heursticas como a anmragem adaptativa (DOMINGO;
GAVALD A; WATANABE, 2002) destacam-se por reduzir o espaco de busca pmreio da selecao
iterativa de subconjuntos representativos de restrcgeou varaveis, permitindo a incorporacao
progressiva dos elementos mais crticos. Outras estrggas incluem netodos de relaxacao,
algoritmos de decomposcao e procedimentos de busca IQ@GENG, 1991; ANGEL, 2006).
Embora nao garantam a solucaootima global, fornecem agpximacees de boa qualidade com
custos computacionais signi cativamente menores, torndn-as adequadas para aplicacees em
larga escala ou sob incerteza paranetrica.

A poxima secao conem uma aplicacao de um caso partidar do problema de otimizecao
desenvolvido neste estudo. O modelo escolhido descreverapmscao nutricional diferenciada
de potssio em trés tipos diferentes de banana, que podem wao estar disponveis devidoa
sazonalidade da colheita dos tipos considerados. Um NFI poderesentar adequadamente as
possveis escolhas de tipos de banana a serem consideradosdieta.

4.4 Aplicacao de Intervalos Fuzzy Generalizados para
Otimizacao: Dieta Suplementar

Um indivduo foi diagnosticado com de ciéncia de potss, zinco e vitamina E apps exames
nmedicos de rotina. Uma nutricionista solicitou ao indivduo que selecionasse, dentre um con-
junto de alimentos, aqueles que seriam mais adequados passaedieta suplementar que atenda
a pelo menos 50% desses nutrientes. Os alimentos seleciosgmklo indivduo foram: banana,
kiwi, castanha de caju e castanha do Brasil.

4.4.1 Dieta com um pardmetro do PPL sendo um NFI triangular

O indivduo consome preferencialmente banana nanica, masu consumo habitual de banana
varia entre 30% de banana-da-terra e 70% de banana nanica;086bbanana prata e 50% de
banana nanica. Somente quando ele tem di culdade de encaitra banana nanicae que o

indivduo ultrapassa esses percentuais de consumo de baaala-terra ou banana prata em sua
alimentacao Na Tabela 4.2e mostrada a quantidade de nuentes em mg por 100 gramas dos
alimentos selecionados.

Tabela 4.2: Quantidade de potaissio em 100 gramas em cada aaa utilizada na dieta (BRA-
SILFOODS, 2024).

Banana-da-terra Banana nanica Banana prata
Potssio (mg) 328 346 357

Como as bananas utilizadas na dieta possuem quantidade®khtes de poassio e semelhan-
tes dos demais nutrientes, o rumero fuzzy intervala46e usado para representar a quantidade
de pogssio presente na dieta do indivduo. A representzo ga ca de 946 e representado na
Figura 4.5.
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nanica e banana-da-terra ou percentuais de bananas nanicgrata, em detrimento de sua
preferéncia por consumo exclusivo de banana nanica em sigtalsuplementar.

4.4.3 Resolccao do PPL usando Distribucao Possibilstica para a

Dieta Suplementar

Nesta aplicacao de dieta suplementar, o problema com pedalde exata e furcao de pena-
lidade com valor absoluto tem a mesma solwcao que o probkrarisp com o parametro de
penalidaded, = 1. De acordo com (ZANGWILL, 1967), existe um valod tal que para todo

d. > d, a solccao de um PPL com penalidade exata e furcao de pkdade com valor ab-
soluto e parametrod, tem a mesma solwcao que o PPL original. Assim, escolhegie= 1
para o problema de otimizacao usando distribucao pagdstica com penalidade, na equacao
(4.15). Dessa forma, o estudo da furcao objetivo deperaeio rumero fuzzy intervalar A e,
consequentemente, pode-se avaliar a furcao objetivo ctx@se na necessidade e possibilidade

de A. Para cada 0
penalidade:

1, comO

1,0

. 1. 1
min Q(X) = 0:30x; + 1:50x, + 5x3 + 6:50x4 + Z]H j+ ZH +

0:16xq + 0:12X5, + 5:78x3 + 4:28X4
0:07x, +2:80x, + 0:20x3 + 6:29%4

em que
H = 54( 1)x; 1091
H = 18( 1)x; 2901

X1;X2;X3;Xa 0

)_ X1

)_ X1

346¢,

346K,

295,

295,

1, tem-se 0 seguinte problema com

1. 1
—jH j+ =H
4:5
75 (4.28)
66k; 625¢4+ 1755, (4.29)
66k; 625¢4 + 1755; (4.30)

A Tabela 4.4 mostra os valores dg,, X,, X3, X, € Q(X ) para cada usando distribucao
possibilstica com penalidade no problema de otimizaweda dieta suplementar. A discretizacao

de

com espacamento (1 foi escolhida para permitir comparacees entre 0os resadtos ob-

tidos por cada netodo. O netodo da penalidade exata com ietvalos restritos nao requer
tal discretizacao, uma vez que a solucao do problema dénwizacao possibilstica considera
continuamente todos os valores do suporte dosnveis .

Tabela 4.4: Valores de&xy, X5, X3, X, € Q(X ).

X1

Xo

X3

X4

QX ")

0 2.905371
0.1 2.910002
0.2 2.914648
0.3 2.919309
0.4 2.923984
0.5 2.928675
0.6 2.933381
0.7 2.938101
0.8 2.942838
0.9 2.947589

1 2.952356

0.5208311
0.5211226
0.5214150
0.5217083
0.5220026
0.5222979
0.5225941
0.5228912
0.5231893
0.5234884
0.5237884

0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000

0.9281871
0.9280058
0.9278240
0.9276415
0.9274585
0.9272748
0.9270906
0.9269058
0.9267204
0.9265344
0.9263478

7.686074
7.686722
7.687373
7.688025
7.688679
7.689336
7.689994
7.690655
7.691318
7.691983
7.692650
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" ParaH 0, 0 _ 04954 e 34®G+5:4 A( o) 346
" ParaH 0, 04954 1e346 A( o) 3515 55 ;
“ParaH 0, 0 = 0:6206e328+18 A( 5 ) 346;

" ParaH 0, 06206 1e346 A( z) 357 11.

4.4.5 Resolcao do PPL usando -nveis para a Dieta Suplementar

Para cada -nvel, os valores correspondentes as extremidades dopsute do rumero fuzzy

intervalar triangular 946,a, ( ) = 328 +18 a()=3406+54 ,a3( )=3515 55 e

ar( ) =357 11 sao as possibilidades de quantidade de potissio de acazdm a porcentagem
de cada banana na dieta. Para cada uma dessas possibilidadesroblema de otimizecaoe

minQ (X) =g 0:30x; +1:50x, + 5X3 + 615X,

< a( )xp + 295x, + 660x3 + 625x, 1755
0:16x4 + 0:12X5, + 5:78x3 + 4:28X4 4:5 (4.31)
0:07xq + 2:80x5 + 0:20x3 + 6:29%4 75

X1;X2;X3;Xa 0

em quea( ) representa cada uma dessas possibilidades. ResolvenddPh Borrespondente a
cada um desses rumeros rea& ), as soluceesotimas em cada caso sao obtidas conside@a
0 mesmo -nvel dos rumeros fuzzy intervalaresx; dados pelo Princpio de Extensao de Zadeh
para o rumero fuzzy intervalar triangular 946 em quef e uma furcao am crescente ou de-
crescente determinada para cada varavel. Os valoresatios tamkem sao obtidos considerando
o0 mesmo -nvel dos rumeros fuzzy intervalares@(x ) dado pelo Princpio de Extensao de
Zadeh para o rumero fuzzy intervalard46, em que e uma determinada funcao a m crescente
ou decrescente. A Tabela 4.5 mostra os valores das extremigadio suporte dex{*para cada

e a Tabela 4.6 mostra os valores das extremidades do supomaeﬁ(x ) para cada .

Tabela 4.5: Valores dex; em relacao aos valorea, ( ), a ( ), ar( ) ear( )
nesta ordem, respectivamente.

X1r( ) Xir( ) Xy () Xu()
0 3.117342 2.999988 2.905370 2.859858
0.1 3.100019 2.995156 2.910002 2.868846
0.2 3.082886 2.990339 2.914648 2.877891
0.3 3.065942 2.985538 2.919309 2.886993
0.4 3.049183 2.980752 2.923984 2.896153
0.5 3.032607 2.975981 2.928675 2.905371
0.6 3.016209 2.971226 2.933381 2.914648
0.7 2.999988 2.966486 2.938101 2.923984
0.8 2.983941 2.961761 2.942838 2.933381
0.9 2.968064 2.957051 2.947589 2.942838
1 2.952355 2.952355 2.952355 2.952355

Na Figura 4.11 sao mostrados os-nveis com 0s respectivos valores o@(x ). Os valores
de Q(X ) obtidos para cada -nvel pelo netodo da penalidade exata sao mostrados enende.

Observe que, neste caso, os resultados obtidos na Tabelaestzo diminuindo para cada .
Akm disso, %, R, e @(X ) sao obtidos pelo Princpio de Extensao de Zadeh por umantao
decrescente & e obtido por uma furcao crescente. Portanto, as solussotimas e os valores
otimos de PPL obtidos para cada sao como segue:
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Tabela 4.6: Valores déb(x ) em relacao aos valoreg, ( ), & ( ), ar( ) eag( ) nesta ordem,

respectivamente.
QX )r() QX )r( ) QX )() QX )()
0 7.715740 7.699316 7.686074 7.679705
0.1 7.713316 7.698640 7.686722 7.680963
0.2 7.710918 7.697966 7.687373 7.682228
0.3 7.708547 7.697294 7.688025 7.683502
0.4 7.706201 7.696624 7.688679 7.684784
0.5 7.703881 7.695956 7.689336 7.686074
0.6 7.701586 7.695291 7.689994 7.687373
0.7 7.699316 7.694627 7.690655 7.688679
0.8 7.697070 7.693966 7.691318 7.689994
0.9 7.694848 7.693307 7.691983 7.691318
1 7.692650 7.692650 7.692650 7.692650

Figura 4.11: Ga co de (‘Q(X ) para o PPL (4.31).

) Sea( )= a.( )entaoX =(Xwr( )iXr( );0Xa( ) e QX )= Qr(X )( )
= (Xr( )iXar( );0iX, (1)) @ Q(X ) = Q (X )( )
= (X0 ()Xo (0 );0X4r()) € QX ) = Q (X )();

= (X ( );Xa( );0Xar( ) € Q(X )= Qu(X )( ).

i) Sea( )= a ( )entaoX
i) Sea( )= ag( )entaoX
iv) Sea( )= agr( ) entaoX

Estes resultados estao de acordo com a subsecao 4.3.2esoltomportamento da monoto-
nicidade das furcees determinsticas utilizando o Pricpio de Extensao de Zadeh para o NFI
triangular 946.

A defuzzi cacao dos resultados obtidos foi realizada pehetodo do centroide apresentado
na subsecao 1.9.2 (FIGUEROA-GARTM; ROM AN-FLORES; CHALCO-CANO, 2022). Sao
calculados os centroidesa esquerda, ea direita Cgr do NFI, que no caso do valorotimo sao
dados por

CL(O(X )=7:690557 e Cr(O(X ))=7:6981546

respectivamente. Entao, o centroide sela dado pela neddesses valores, quee calculada por

CL(OX )+ Cr(O(X ))
2

C(OX ) = = 7:694356
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alteracoes signi cativas nos sites pesquisados. Assimpmblema da dieta suplementare ana-
lisado considerando os coe cientes correspondentesasagtidades de pofssio nos alimentos,
sendo NFI triangulares, dados por:

minQ (X) =3 0:30x1 +1:50x, + 5x3 +6:50x4
< da6¢; + d95¢, + HB60¢s + €25, 1755
0:16x; + 0:12x, + 5:78X3 + 4:28x, 4:5 (4.32)
0:07x, + 2:80x, + 0:20x3 + 6:29%, 75

X1;X2;X3;Xa O

em que
d46 = (328 3406; 346 351:5;357), 995 = (280,290 295 312 332);
d60 = (530565 660 670 680y 625 = (600,610 625 659 675)

Observe que os valores modais dos NFI triangularé§5,860 ed25 sao, respectivamente, as
guantidades de potssio do kiwi, da castanha de caju e da taisha-do-pagl, respectivamente,
da Tabela 4.2. Para o modelo (4.31) sao usados os mesmo®des de resolucao do PPL (4.26).
Os resultados obtidos sao resumidos a seguir.

~ Resolucao do PPL usando Distribuc-ao Possibilsticaaom Penalidade Exata

O Metodo de Penalidade Exatae aplicado ao PPL no qual os -nveis dos rumeros
fuzzy intervalares sao representados por intervalos fyzzeneralizados restritos, de acordo
com o problema de otimizecao possibilstica (4.32). O selltado obtido pelo Metodo da
Penalidade Exata foiQ(X ) = 7:669697 em qu&X = (2:7883490:51346530; 0:9327683),
=0e z,= a, =1 1=1;234. Acombinacao de valores possveis parag, , a,,.
i =1,2;3;4, fornece outras possibilidades para os valores no supaiteNFI triangular,
diferentes dos valores obtidos pelo netodo dosnveis, permitindo ao especialista tomar
decisees com mais informacees para a modelagem matecatdo problema em estudo.

Resolucao do PPL usando -nveis

A resoluwcao do PPL em relacao aos extremos dosnveis dos NFI triangulares, 946, 995,
860 e@25, fornece a seguinte solcaootimX = (X;;R,; R R,), em quexy, R,, R, e X,
sao NFI triangulares dados por:

%, = (2:6730352:7883492:9523563:04925 3:213606);

%, = (0:5062070:5134650:52378840:5298870:540232);
#3=(0:0,0,0,0);

%, = (0:91612040:9225550:92634780:9327680:937283).

O valorotimo obtido, Q(X ), tamkeme um NFI triangular, dado por

O(X ) = (7 :6535587:6696977:6926507:7062107:729213)

Na Figura 4.13 sao mostrados os-nveis com 0s respectivos valores c@(x ). Os valores
de Q(X ) obtidos para cada -nvel pelo netodo de penalidade exata sao destacados esrde.

Calculando o valor otimo pela defuzzi cacao de(b(x ) pelo Metodo do Centroide e por
EApn(b(X ), 0S seguintes resultados sao obtidos:
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de reduwcao de dimensionalidade surgem como alternatiya®missoras (VELLIANGIRI; ALA-
GUMUTHUKRISHNAN; JOSEPH, 2019). Abordagens estatsticas, como a Ardke de Compo-
nentes Principais (THARWAT, 2016), permitem a sntese de cotvinacoes lineares de nutrientes
gue preservam a variabilidade essencial dos dados, enqoagdgtraegias de agrupamento funcio-
nal permitem a consolidacao de nutrientes com papeis sethantes, mantendo assim a coeréncia
nutricional. A integracao dessas ecnicas em modelos dgimizacao melhora tanto a escala-
bilidade computacional quanto a usabilidade patica, leando a solucees mais interpretiveis e
mais adequadas a contextos aplicados, como dietas hospitas, programas de suplementacao
e polticas de segurarca alimentar.

Este captulo demonstrou que um conjunto fuzzy do tipo 2e ma maneirautil e perspi-
caz de modelar problemas de otimizecao sob incerteza. &aatingir esse objetivo, uma nova
representecao de conjuntos fuzzy com valores intervaéar baseada em furcees de restrcao,
chamados intervalos fuzzy generalizados, foi desenvolvigara a aralise de problemas de oti-
mizacao possibilistas nos quais os parametros sao gaheecoees de rumeros fuzzy com valores
intervalares. Duas abordagens matematicas foram usadasieconjunto para resolver proble-
mas de programacao linear incorporando alguns parame$r dados por NFI e seus respectivos

-nveis, tratados por meio da aritretica dos intervalos estritos. O uso da aritnetica de in-
tervalos restritos permite expandir a quantidade de PPL a seonsiderada na resolucao do
problema, em relacao ao nmetodo dos-nveis, pois os valores dos parametros de cada um dos

-nveis do NFI representados como intervalos restritos, peorre o intervalo [Q 1] de forma
independente. A resolucao de PPL com parametros dadosrpgdFl geralmente utiliza metodos
daalgebra dos rumeros fuzzy e a consequente defuzi Go~da solucaootima fuzzy obtida.

O uso da aritnetica de intervalos restritos permite a resot@ao de umunico problema de
otimizeacao nao linear para obter a solucao otima parasse tipo de problema. Em ambos os
casos estudados para a dieta suplementar, com um parametno quatro parametros dados
por NFI triangular, o custo otimo obtido pelo Metodo da Penalidade Exata com aritnetica
de intervalos restritos foi 0 menor custo em relacao aosetodos estudados. Considerando o
aumento da incerteza com a utilizacao dos quatro paranres dados por NFI triangular, a
possibilidade de soluicees que gerem menores custos patiéeta aumenta, 0 que ocorreu neste
caso espec co. Este estudo demonstrou como traduzir camjtos fuzzy intervalares em furcees
de intervalos restritos, 0 que, por sua vez, permite a arak de otimizacao possibilstica, na qual
0S parametros sao conjuntos fuzzy intervalares. A repessacaoe capaz de gerar solwcoees que
contenham informacees sobre o risco associadoa tomada wuima decisao possibilsticaotima.

No pioximo captulo sao apresentadas as consideracogmis.
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Captulo 5

Consideraoes Finais

Neste trabalho, foram consideradas algumas abordagens fuzm PPL, como netodos de
resolucao envolvendo conjuntos fuzzy do tipo 1 e do tipo 2studo do comportamento de
algortmo de busca da solucaootima de um PPL considerato aalgebra dos -nveis de rumeros

fuzzy e a transformacao de conjuntos fuzzy intervalaresrefurcees intervalares restritas na
determinacao da solucaootima de PPL.

No Captulo 2, enfatizando a incerteza existente nas tolarftias de um circuito ektrico suge-
rido pelo fabricante do dispositivo,e proposto neste estio um problema de programacao linear
fuzzy. Para validar os resultados obtidos, resolve-se o plema chssico de programacao linear.
A solucaootima do PPL fuzzy do tipo 1e obtida a partir de uma ordem por defuzzi cacao
gue pode transformar o problema fuzzy em um PPL chssico. Am de construir uma ordem
otima, \arias furcees de defuzzi cacao sao de nida sobre o subespaco de pertinéncia trape-
zoidal unilateral. A ordem escolhida nesses conjuntos dede dos rumeros reais entre zero e
um. Considerando a furcao de defuzzi cacao correspognte aos parametros de defuzzi cacao
igual a um, obem-se 0 mesmo pontootimo do problema chsso. Completando o estudo de um
modelo de programacao linear fuzzy, o membro independerdas restrceese considerado como
um conjunto fuzzy do tipo 2. A solucaoe obtida pelo teorem da representacao dos-nveis,
resolvendo, para cada nvel, um problema de programecdimear fuzzy do tipo 1. Neste caso,
usamos a mesma furcao de defuzzi cacao para ordenar deapaco de pertinéncias trapezoidais
unilaterais com parametros poximos de um, obtendo pontfuzzyotimo de relevancia muito
poxima ao ponto chssico.

No Captulo 3 foram combinadas duas ferramentas matematieamplamente utilizadas atu-
almente, o netodo de Pontos Interiores, em particular, Algitmo Primal-A m e a Teoria dos
Conjuntos Fuzzy. Os resultados obtidos foram e cientes e ¢garitmo modi cado proposto per-
mite ampliar a busca por soluceesotimas em PPL com paréeiros e varaveis sendo rumeros
reais. A vantagem do netodo refere-se a uma nova possibdde de utilizacao daalgebra dos
rumeros fuzzy que permite considerar simultaneamente 1@ onais pontos interiores nos Pas-
sos do Algoritmo a partir dos -nveis do rumero fuzzy triangular de nido a partir da solucao
inicial, permitindo a escolha, dentre esses pontos, de postmais poximos do pontootimo a
cada iteracao em relacao ao algoritmo usual. O AlgoritmPrimal-A m Fuzzy representa uma
nova abordagem para PPL em que parametros e varaveis saoneros reais. Essas ferramen-
tas matematicas trazem um novo procedimento que pode serilizado em outros problemas de
otimizacao, incorporando novas possibilidades nas ras@mes desses modelos matematicos. Em
trabalhos futuros, o uso da Aritnetica de Intervalos Restios pode ser considerada em pro-
blemas de otimizacao, particularmente no PASA. Esta abordg@m surge como uma alternativa
promissora para enriquecer as opcoes disponveis na argao do escopo de busca do PASA,
visando alcarcar a solucaootima de um PPL com parametrs e varaveis reais. 1sso se deve
ao fato de que aalgebra de intervalos restritos nao esagitaas limitacees encontradas na
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algebra de rumeros fuzzy, como o @lculo de matrizes inveas. Esta abordagem pode propor-
cionar maior exibilidade e e @cia no uso de algoritmos alicadosa resolucao de problemas de
otimizacao.

No Captulo 4 mostrou-se como transformar conjuntos fuzzyntervalares em furcees in-
tervalares restritas que, por sua vez, permitem a araliseedotimizacao possibilstica em que
0s parametros sao rumeros fuzzy intervalares. A repregsa&aoe capaz de gerar solicoees que
conem informacees relacionadas ao risco associado ca@rtomada de decisao possibilstica
otima. Fica claro, a partir desta pesquisa, que outros probmas de aralise matematica, como
modelos de equacees diferenciais, modelos de equasstegrais, podem ser abordados usando
0s mesmos netodos desenvolvidos aqui.

Como trabalho futuro, pretende-se aplicar a metodologia daritretica de intervalos res-
tritos em outros problemas de otimizacao com parametrasendo NFI e avaliar os possveis
ganhos obtidos com a independéncia da variacao dos paeros de cada um dos -nveis do
NFI. Outras abordagens de otimizacao com conjuntos fuzzy dipo 2 como parametros pode-
riam ser estudadas por meio dos netodos apresentados, cdguaas modi cacees. Destaca-se
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dagem, o que se pretende realizar no futuro.
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