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Resumo

Nesta dissertagao, investigamos as transigoes de fase dinamicas quanticas (DQPTS) no modelo
de Creutz com hopping de alcance D, decaindo segundo uma lei de poténcia com expoente
v. Obtivemos a solucao exata de um modelo genérico de duas bandas, no qual o modelo de
Creutz se enquadra como um caso particular. Derivamos expressoes analiticas de quantidades
dinamicas relevantes para o estudo das DQPTSs, como a amplitude de Loschmidt e a energia livre
dinamica do modelo. Por essa razao fomos capazes de determinar analiticamente os zeros de
Yang-Lee-Fisher (YLF) associados a amplitude de Loschmidt. Consequentemente, identificamos
0s tempos criticos nos quais ocorrem nao analiticidades na energia livre dindmica do modelo
de Creutz com hopping de longo alcance. Nossos resultados indicam que o ntimero de zeros de
YLF aumenta com o aumento de D e a reducao de v . Em particular, nossos resultados sugerem
que quando D — oo e v — 0, a energia livre dinamica torna-se nao analitica em quase todos
os tempos. Uma consequéncia similar, ao considerarmos esses limites, ja foi observada para o

caso do modelo Su-Schrieffer-Heeger (SSH) com hopping de longo alcance.

Palavras-chave: Sistemas fortemente correlacionados, Transicoes de fase quanticas dinamicas,
DQPT, Elétrons livres, Modelo de duas bandas, Modelo de Creutz, Hopping de longo alcance,

Energia livre dinamica, Zeros de Yang-Lee-Fisher, Amplitude de Loschmidt.
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Abstract

In this dissertation, we investigate dynamical quantum phase transitions (DQPTs) in the Creutz
model with hopping of range D, decaying according to a power-law with exponent v. We obtain
the exact solution of a generic two-band model, of which the Creutz model is a particular
case. We derive analytical expressions for dynamical quantities which are relevant to the study
of DQPTs, such as the Loschmidt amplitude and the dynamical free energy of the system.
This allows us to analytically determine the Yang-Lee-Fisher (YLF) zeros associated with the
Loschmidt amplitude. Consequently, we identify the critical times at which non-analyticities in
the dynamical free energy occur in the Creutz model with long-range hopping. Our results
indicate that the number of YLF zeros increases with increasing D and decreasing v. In
particular, our findings suggest that in the limit D — oo e v — 0, the dynamical free energy
becomes non-analytic at almost all times. A similar consequence, when considering these limits,

has already been observed in the case of the Su-Schrieffer-Heeger (SSH) model with long-range
hopping.

Keywords: Strongly correlated systems, Dynamical quantum phase transitions, DQPT, Free
electrons, Two-band model, Creutz model, Long-range hopping, Dynamical free energy, Yang-

Lee-Fisher zeros, Loschmidt amplitude.
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Introducao

O termo transi¢coes de fase ¢ um conceito amplamente usado na fisica e esta associado a mudanca
de alguma quantidade fisica, quando algum parametro do sistema considerado é alterado. As
famosas transi¢oes de fase de equilibrio classicas [1], por exemplo, estdo associadas a uma
alteracdo do estado macroscopica do sistema, a qual chamamos de fase (no caso da agua,
por exemplo, temos as fases: solido, liquido, e vapor). A alteracdo da fase ocorre devido a
uma mudanca externa, como pressao ou temperatura. Neste tipo de transicao de fase, a fase é
caracterizada pelo valor do pardmetro de ordem (no contexto da teoria de Landau para transigoes
de fase) e a transicao de fase ocorre devido a alguma quebra de simetria. Exitem também as
chamadas transi¢oes de fase topologicas [2] que nao estao associadas a um parametro de ordem
ou mudanca do estado macroscopico do sistema, mas sim associada a um invariante topoldgico,
como o numero de Chern ou o nimero de winding [2].

Recentemente houve um grande avango experimental (principalmente em redes 6pticas! [3])
no acesso a propriedades de nao equilibrio. Neste contexto, h4 um grande interesse em estudar
as chamadas transi¢oes de fase qudnticas dindmicas (DQPTs) |4, 5|, que estdo associadas a
propriedades de nao equilibrio. Nosso enfoque neste trabalho é investigar fenémenos fora de
equilibrio neste contexto. A ideia é investigar propriedades dindmicas de sistemas fechados
quando sujeitos a um quench quantico: que consiste em considerar a evolucao temporal de
uma dada Hamiltoniana H quando algum parametro A\, de H, muda abruptamente?. Neste
tipo quench um estado inicial é preparado [consideraremos que o estado inicial seja o estado
fundamental, |1y), de H()\o)| e desejamos investigar/caracterizar a evolucdo temporal deste
estado quando o acoplamento muda de \g para A, ou seja estamos interessados no estado |1 (1)) =
exp (—iH (\)t) [tg). Este estado pode ser caracterizado calculando a eco de Loschmidt® £(t) =
| (Ug|exp (—iH(N\)t) |Wo) |>. Esta quantidade serd tema central nesse trabalho, e relaciona-se

com outras quantidades, como por exemplo a energia livre dindmica, a qual é definida para um

!Uma rede 6ptica é uma estrutura periédica formada por padrdes de interferéncia de luz laser, que cria um
potencial para aprisionar atomos ultrafrios em posi¢oes regulares - como em um cristal artificial de luz.

2Um efeito fisico deste quench, quando executado adequadamente, é a ocorréncia das DQPTs. No artigo de
R. Jafari et al. [6], é realizado um estudo das DQPTs no modelo de Creutz, em que o pardmetro do quench é
considerado como um campo magnético externo.

3A eco de Loschmidt representa a probabilidade de retorno do estado fundamental |¢g) [4].
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sistema unidimensional como [4]

() = — Jim +In (£(1)

L—oo
sendo L o tamanho do sistema.

Em analogia as transicoes de fase de sistemas em equilibrio, as DQPTs sao caracterizadas
por nao analiticidades na energia livre dinamica ¢(¢) em certos tempos criticos t. [4, 5|. Estas
nao analiticidades podem ser determinadas investigando os zeros de Yang-Lee-Fisher YLF* [9-
11], i. e., encontrando-se os tempos complexos z = 7+t tais que £(z) = 0. Vale mencionar que
nao ha, ainda, um consenso na literatura de como classificar a ordem das DQPTs. Contudo,
recentemente [12], foi sugerido que uma classifica¢do similar & de Ehrenfest [13] para sistemas
em equilibrio pode ser utilizada®. Embora as DQPTs tem analogias com as transicoes de fase de
equilibrio é importante frisar que é bem estabelecido que nao hé correspondéncia um-para-um
entre DQPT e transi¢oes de fases de equilibrio [14-20|, pois nem toda dinamica quantica fora
do equilibrio pode ser capturada por descricoes classicas de equilibrio®.

E importante mencionar que recentemente as DQPTs foram observadas em experimentos
[21] (veja também as Refs. |22, 23]), onde ions armadilhados (aprisionados) foram usados para
simular o modelo de Ising com campo transverso com interacdo de longo alcance.” No caso
destas simulagoes, a iteracao entre dois spins ¢ e j é dado por J;; e depende da configuragao
arranjo experimental, como a frequéncia dos lasers usados para criar o potencial periodico [24—
28]. Um fato importante que tem sido observado nesses experimentos ¢ que os acoplamentos
J; ; decaem com a distancia dos fons da forma J; ; ~ 1/|i — j|¥, com o expoente variando entre
0 < v < 3, dependendo da interagao do laser com os ions armadilhados [21, 25, 29, 30].

Nosso intuito, neste trabalho, é investigar o efeito de hopping de longo alcance nas DQPTs.
Recentemente, foi observado que o hopping de longo alcance leva a nao analiticidades na energia
livre dinamica em quase todos os tempos, quando considerado um sistema dimerizado [12[®.
Mostraremos, nessa dissertagao, que este efeito de nao analiticidades em quase todos os tempos

também acontece quando consideramos o modelo Creutz [31], modelo este que descreve elétrons

40s zeros de YLF foram medidos também experimentalmente [7, 8].

A classificacio de Ehrenfest categoriza transi¢oes de fase pela ordem mais baixa da derivada da energia
livre que se torna descontinua em relagao a uma variavel termodinamica.

6Uma forma distinta de ilustrar essa ideia é que, no 4tomo de hidrogénio, a mecanica classica prevé colapso
do elétron no nicleo, enquanto a quantica garante estabilidade via quantizacao da energia. Isso mostra que
certos fendmenos quanticos nao possuem equivalente classico direto.

"Uma interacio é de longo alcance quando sua intensidade decai com a distancia r mais lentamente que uma
exponencial, geralmente seguindo uma lei de poténcia do tipo 1/r%, com a < d, sendo d a dimensao espacial do
sistema.

8E interessante mencionar que nio ¢ a dimerizacio que leva a essas nao analiticidades em quase todos os
tempos, mas sim o hopping de longo alcance quando o expoente v — co.
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livres na presenga de um campo magnético em uma geometria de escada de duas pernas [32].
Vale mencionar que ha realizacao experimental deste modelo em redes opticas [33].

Esta dissertagao estd organizada em quatro capitulos e dois apéndices. No capitulo 1,
discutimos os conceitos das transicoes de fase quanticas dinamicas que serao explorados neste
trabalho, com énfase nos zeros de Yang-Lee-Fisher [9-11], os quais sdo fundamentais para
determinar a existéncia de nao analiticidades na energia livre dindmica ¢(t). No capitulo 2,
estudamos um modelo geral de duas bandas no espaco de momento. Obteremos varios resultados
analiticos que serao explorados, como o espectro de energia do modelo, a energia livre dinamica e
os zeros de YLF. No capitulo 3, apresentamos o modelo de Creutz com hopping de longo alcance.
Obteremos a diagonalizacao exata deste modelo e determinaremos analiticamente a energia livre
dinamica e os zeros de YLF. No capitulo 4, apresentamos nossas conclusoes. No Apéndice A
¢ apresentado o calculo das fases de Peierls para uma plaqueta arbitraria. No Apéndice B
anexamos alguns gréficos referentes as funcoes da tabela 3.1, tais resultados corroboram para
uma maior confiabilidade nas curvas geradas a partir da funcao C), pois, conforme seré discutido,

essa funcao implementada em Python tras certas limitacoes para as analises graficas.



Chapter 1
Transicoes de Fase

Neste capitulo, apresentaremos inicialmente alguns conceitos associados as transicoes de fase de
equilibrio, que sao similares aos utilizados nas DQPTs. Em seguida, descrevemos a teoria das
DQPTs.

1.1 Transicoes de fase de equilibrio

A determinacao das propriedades de equilibrio de sistemas macroscopicos, ao menos do ponto
de vista teorico, ¢ bem estabelecidal. As quantidades fisicas de interesse, como, por exemplo,
a densidade volumétrica, a pressao, ou a magnetizacao, podem ser determinadas conhecendo
as chamadas fungoes de particoes [1, 34]. Em particular, para sistemas em equilibrio térmico
podemos descrever toda a termodinamica de equilibrio conhecendo a funcao de particdo canonica?
dada por:

Z(B) = Tr(e PH), (1.1.1)

sendo = 1/kpT a temperatura inversa e H é o hamiltoniano do sistema. A termodinamica de
equilibrio é descrita através de potenciais termodinamicos e as quantidades fisicas de interesse
sao obtidas a partir destes potenciais, os quais relacionam-se com as fungées de partigao [34]. No
caso de equilibrio térmico, o potencial relevante é a energia livre de Helmholtz F' = —kgT In Z.
Embora, teoricamente, a metodologia para calcular as propriedades de equilibrio seja bem
estabelecida, é importante mencionar que a determinacao da funcao de particao de sistemas

macroscOpicos interagentes, em geral, ¢ uma tarefa nao trivial e na maioria dos sistemas é

INo sentido que a mecanica estatistica estabelece como determinar as propriedades de equilibrio. Contudo,
isto nao implica que é facil ou factivel de obter as propriedades macroscopicas teoricamente, principalmente se
o sistema for interagente.

2Uma outra fungao de particdo de equilibrio estudada é a fun¢ao de partigao de contorno/fronteira definida
como Z(f) = (¢ |e7PH|¢"), cujo hamiltoniano possui estados de bordas |¢)*) separados por 3 [35-37]. Esta
fungao de particao tem semelhanca com a amplitude de Loschmidt, como veremos.
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desconhecida. Ha poucos sistemas em que se conhece analiticamente a funcao de particao
(como o modelo de Ising em duas dimensoes [38]) e por esta razao, em geral, a funcao de
particao canonica ¢ obtida por métodos aproximados.

Quando o comportamento macroscopico, por mudancas das varidveis externas, é alterado
(como por exemplo a mudanca da dgua do estado sdlido para o liquido) dizemos que ocorreu
uma transicao de fase a partir de um estado para outro. Nessas transicoes de fase o sistema
apresenta propriedades fisicas intrigantes: por exemplo, o calor especifico pode divergir ou ser
descontinuo ao longo da transicao de fase. As quantidades fisicas do sistema sao expressas em

termos de derivadas dos potenciais termodinamicos ou de derivadas de In Z [34], por exemplo

1 92InZ
kgT2 052

uma soma de exponenciais (os pesos de Boltzmann), que sdo fung¢des bem comportadas,

o

o calor especifico a volume constate é dado ¢, = Como a funcao de particao

o>

surpreendente que o calor especifico possa ser nao analitico. De fato, para uma soma finita de
termos a funcao de particao canoénica é analitica. Contudo, as transicoes de fase s6 ocorrem
no limite termodinamico. E possivel classificar as ndo analiticidades da energia livre . Uma
maneira ¢ a classificacao de Ehrenfest [13] que diz a ordem da transi¢ao de fase é a menor ordem
da derivada da energia livre, em relagao a alguma variavel termodinamica, que ¢ descontinua
ou nao analitica na transigao.

Devido ao fato que na transi¢ao de fase quantidades fisicas divergirem (ou serem descontinuas),
mostra que a funcao de particao, no limite termodinamico, deve ser nao analitica na transicao.
Matematicamente, estas nao analiticidades podem ser compreendidas estudando os zeros de
YLF |9-11], que discutiremos a seguir. Seja z =  + i« o inverso da temperatura complexo, e
considere a funcao de particdo complexa Z(z) = Tr(e *#). A func¢ao de particdo que representa
um sistema fisico é obtida fazendo z = §+1¢0. Vamos denotar os zeros da funcao particao de z,
(0os chamados zeros de YLF), ou seja, z, sdo tais que Z(z,) = 0. Com isto em maos, podemos
usar o teorema da fatoracdo de Weierstrass [9-11], e escrever a densidade de energia livre de

um sistema unidimensional, no limite termodinamico, como

f=lim % =— lim [A(z)+> In (1 - i) : (1.1.2)

sendo L o tamanho da rede, e h(z) uma fungao inteira. De modo que a parte ndo analitica da
energia livre tem origem no termo f, ., = —lim;_, % > In (1 — i) e ocorre quando z = z,.
Lembrando que a funcao de particao fisica ocorre quando z = [ + i0, vemos entao que as
transicoes de fase devem ocorrer quando os zeros de YLF cruzarem o eixo real.

Como veremos na proxima secao, teremos uma analogo da funcao de particao de equilibrio
no contexto das chamadas DQPTs, consequentemente podemos importar alguns conceitos do

sistema em equilibrio para o sistema fora de equilibrio, como a energia livre, como veremos a
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seguir. Contudo, é importante frisar que transi¢oes de fase de equilibrio e transi¢oes de fase

quanticas dindmicas representam fenomenos distintos.

1.2 Transicoes de fase quanticas dinamicas

Vamos, agora, considerar o protocolo de nao equilibrio conhecido como quench quantico global
[4]. Neste protocolo, o sistema é preparado no estado fundamental, |¢y), de um hamiltoniano
H(X\o), ou seja

H(o) o) = Bo(0) [to) , (1.2.1)

sendo \g algum pardmetro do hamiltoniano que pode ser ajustado/manipulado externamente.
Digamos que no tempo t = 0, o parametro )y ¢ alterado abruptamente para um outro valor

final A\;. Assim sendo, o sistema passa a evoluir no seguinte estado

[0(t)) = e D ) . (1.2.2)

Adotamos, neste trabalho, unidades naturais em A = 1. Note que em geral o estado |¢y) nao
¢ autoestado de H(Af), de modo que a determinagao de estado |¢(t)) ¢ ndo trivial. O estado

evoluido pode ser caracterizado estudando a chamada amplitude de Loschmidt definida como

A(t) = (tho| 9(1)) = (thol e A [y} (1.2.3)

que de certa forma quantifica o quanto o estado evoluido [ (t)) se desvia do estado inicial |¢)g).

Associada a esta amplitude, define-se a probabilidade

2

£(0) = A0 =l =00 )| (12.4)

que é conhecida como eco de Loschmidt.
Note que a amplitude de Loschmidt se assemelha a funcao de particao. Neste sentido,

define-se a energia livre dinamica, de um sistema unidimensional de tamanho L, como

() = — lim %m (L(8). (1.2.5)

L—oo
As chamadas transicoes de fase dindmicas que estudaremos, nesta dissertacao, se referem a nao
analiticidades que se encontram na energia livre dinamica £(¢) em determinados tempos criticos
t., em analogia as nao analiticidades da energia livre de Helmholtz no caso de sistemas em
equilibrio. Tais nao analiticidades se manifestam, em geral, por cusps, conforme ilustrado na
Fig. 1.2.1.
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Figure 1.2.1: Tlustragao da energia livre dinamica ¢(t) em func¢ao do tempo ¢t. No tempo critico
t., £ apresenta um cusp.

Em analogia & funcao de particao de equilibrio, vamos agora considerar o tempo complexo e
definir z = ¢ +i7,° e investigar A(z) = (o] e H*)? |3y). Como no caso de equilibrio, devemos
procurar os zeros de YLF (z,) de A(z) a fim de encontrar as nao analiticidades de £(t), as quais
acontecem se (z,) = 0, ou seja, cruzam o eixo real. E interessante observar que, no caso
de sistemas em equilibrio, a funcao de particao é nao nula e as nao analiticidades s6 ocorrem
no limite termodinamico, contudo nao podemos fazer as mesmas afirmacgoes no caso de quench
qudntico, ja que A(t) pode ser nula mesmo para um sistema finito (embora ndo seja comum
acontecer), veja por exemplo Ref. [39]. Na Fig. 1.2.2(a), mostramos como os zeros de YLF
geralmente se apresentam em um sistema finito. O nimero de zeros de YLF sao finitos e estao
distribuidos no plano complexo. No limite termodinamico os zeros de YLF colapsam em linhas
ou areas, conforme ilustrado na Fig. 1.2.2(b).

Embora toda a discussao acima seja tedrica, ¢ importante frisar que a eco de Loschmidt,
L(t), pode ser medida experimentalmente e, consequentemente, a energia livre dinamica, ¢(t),
também. De fato, ions armadilhados sao usados para sintetizar a dindmica do modelo de Ising

com campo transverso, cujo Hamiltoniano é dado por |21, 25, 40|

N
Hising = - Z Jl,mo-fo-fn - hZO'lx, (126)
=1

I>m
sendo o}, @ = 7, y, 2, as matrizes de Pauli no sitio /, NV o niimero de spins, e .J; ,,, ¢ 0 acoplamento
entre os spins, que nos experimentos decai aproximadamente da forma J;,, ~ 1/|l —m|", com

v variando de v = 0 a v = 3 |25, 41]. A nivel ilustrativo, apresentamos na Fig. 1.2.3 a energia

3Neste capitulo, estamos usando a notagao da Ref. [4]. Contudo, no capitulo 3 alteraremos a notagio e
usaremos z = 7 + it, como na Ref. [6].
4%(2,) representa a parte imaginaria de z,.
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Figure 1.2.2: Tlustracao de como os zeros de YLF se distribuem no plano complexo. (a) Para
um sistema finito. (b) Para um sistema infinito. Figura retirada da Ref. [4].

livre dindmica, obtida experimentalmente na Ref. [21], para o modelo de Ising com campo
transverso contendo poucas particulas com 0 < v < 3. Os simbolos, nesta figura, sao os dados
experimentais e a linhas continuas as simulagoes numéricas. Note que no caso de interagao
de longo alcance o modelo de Ising com campo transverso nao possui solucao analitica. Vale
mencionar que os resultados experimentais (e simulagoes numeéricas) sugerem haver cusps em
¢ para certos tempos criticos e consequentemente indicam a nao analiticidade de £(t) nestes
tempos. Contudo, rigorosamente a nao analiticidade de £(t) s6 é verificada/provada mostrando,
por exemplo, que ha zeros de YLF que cruzam o eixo real. Nosso esfor¢o nesta dissertacao
é exatamente calcular analiticamente os zeros de YLF para um modelo especifico, a saber: o

modelo de Creutz [31] com hopping de longo alcance.
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Figure 1.2.3: A energia livre dindmica ¢(7) = A vs. 7. Aqui 7 = th, sendo h a constante de
Planck. (a) Resultados para v = « = 0 e alguns valores de N, sendo N o ntimero de graus de
liberdade. (b) Resultados para N = 8 e v = o & 1. Figura retirada da Ref. [21].



Chapter 2

Zeros de YLF de um Hamiltoniano de

duas bandas

Neste capitulo, diagonalizaremos um hamiltoniano genérico de duas bandas.! Mostraremos que
conhecendo as energias e os autoestados deste hamiltoniano é possivel determinar a energia livre
dinamica e os zeros de YLF de forma analitica. No proximo capitulo, consideraremos o modelo

de Creutz, o qual serd mapeado no hamiltoniano de duas bandas explorada neste capitulo.

2.1 Diagonalizacao de H

Considere um hamiltoniano arbitrario de duas bandas da seguinte forma

=S (1) (Mu(k‘,@) M12(k‘,9)) (ak> -y i 2.11)
k My (k,0) Moy (k,0) by, P
sendo aL e bL operadores fermionicos (do espago reciproco), k os momentos e F,I = (a,i b,t)
A matriz M, de elementos M;;, é hermitiana e a varidvel 6 se refere a um parametro do
hamiltoniano.
Este hamiltoniano pode ser facilmente diagonalizado por uma transformacao de Bogoliubov-

de Gennes (BdG) fermionica [42, 43]. Os autovalores da matriz M sado dados por

2
My, + My, £+ \/(Mn — Mzg) + 4Moy My,

2

1Um sistema de duas bandas é aquele em que as particulas (como elétrons ou dtomos) podem ocupar dois
conjuntos distintos de estados de energia - chamados de bandas - geralmente separados por uma lacuna de
energia.

Ei(k,0) = (2.1.2)

10
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J& os autovetores de M, associados com as energias E sao dados por:

(@) eelE) e

sendo v¢ = v(k,0) dado por
(2.1.4)

2 R
> N
Y B

w|

—2M5
My — My,
A matriz U que diagonaliza M, ou seja D = UTMU, ¢ dada por:

COS(’% sin(%))
U= . 2.1.5
( 71«9) %9) ( )

- sm(

tan(yg) =

Note que como UU' = 1, podemos escrever H = >, FgU(UTMU)UTFk. Assim, podemos

reescrever H na forma diagonalizada:

H= ZFTU <E ) U, = Zd*de - Z (E,a;rcak n E+5,1ﬁk) , (2.1.6)

sendo d}; = (aL ,Z) = I''U e oy, e B, sdo operadores fermionicos dados por

al () = cos(%")a,t—sin e bl

. (2.1.7)
B;L(é’): sm<7’;9)a2—l—cos us bL

O estado fundamental de H, por exemplo, é dado por [tho) = [], ;.. aL |V), sendo kg é o vetor
de onda de Fermi, associado ao nivel de energia de Fermi. Os autoestados de quase-particulas

correspondentes sao,

O‘Z; V) = cos(v’“’e)ajC |0) — sin | &2 bL 0)

i (2.1.8)

ghvy = sm(”’”’)ak |0) + cos 22 ) b1 |0)

onde |0) representa o vacuo dos férmions e |V) o vacuo das quase-particulas. Vale ressaltar que
chamamos oz,i, Ve ﬁ,i |V} de estados de quase-particula porque eles sao obtidos da “superposigao”
de estados associados a férmions. Por esse motivo, |0) representa o vacuo das particulas reais,
ja |V') representa o vicuo das particulas ficticias (chamadas de quase-particulas) [42].

Com os estados o, |[V) em maos, podemos podemos calcular as fungdes de Loschmidt (a eco

e a amplitude de Loschmidt). Esse sera o foco da proxima segao.
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2.2 As funcoes de Loschmidt

Como discutido na secao 1.2, vamos considerar que um quench repentino em um sistema
quantico ocorre quando o paradmetro 6 do hamiltoniano, inicialmente possuindo um valor 6y,
sofre uma mudanca instantanea para um outro valor #; no tempo ¢ > 0. Vamos supor que o

sistema esteja inicialmente no autoestado fundamental?

o) = T ek V). (2.2.1)

k<kp
de H(A;). A evolucdo temporal, deste estado, passa a ser governada pelo hamiltoniano pos-

quench H(6y), conforme

[1(61,02,1)) = ™" [yp) (2.2.2)

Com esta escolha para o estado inicial, a amplitude de Loschmidt, que representa uma
amplitude de probabilidade de se obter o estado inicialmente preparado, assume a forma A(t) =
(1| et 3} (veja Eq. 1.2.3). Note que em geral, H(6;) e H () ndo possuem necessariamente
os mesmos autoestados e o calculo da amplitude de Loschmidt é nao trivial. Contudo, no
caso do hamiltoniano de duas bandas, definida na Eq. (2.1.1), esse calculo pode ser efetuado
analiticamente, conforme descrevemos abaixo.

Os hamiltonianos pré e pés-quench sao dados, respectivamente, por

H=HO)=Y (E_(el)a;ak n E+(91)5,15k) , (2.2.3)

H=H6:) =Y (E_@,L&k + Eﬁ,iﬁ}) , (2.2.4)
k

sendo Ei = Fi(k,05). Além disso, teremos

al |V) = cos(w“;l)ozjC |0) — sin( 225! |0)
, (2.2.5)

2

6,1 V) = sin(w’“;’1 ) aL |0) 4 cos ’“;)1 bZ |0)

2Imagine um “mar” de férmios. No estado fundamental (menor energia possivel), os estados de menor
energia sao ocupados sequencialmente até que nao seja mais possivel adicionar particulas sem violar o principio
de exclusdo de Pauli. A energia do ultimo estado ocupado a temperatura T' = 0K é chamada de nivel de Fermi,
que coincide numericamente com o potencial quimico nessa temperatura. Ao correspondente vetor de momento,

associamos o chamado vetor de Fermi k p .
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2 2

a) |[V)y = cos (M) al |0y — sin( 2% )p! |0)
(2.2.6)

BHvY = sm( )ak 10) + cos | 222 )o! |0)
Note que [o) = [i<k, 04; |V} é determinado aplicando os operadores oy, porém devemos

evoluir este estado com o hamiltoniano H (), que é expresso em termos dos operadores d,i e

Bl |veja Eq. (2.2.4)]. Por este motivo, é conveniente reescrever o). em termos de a e 8l Isto

pode ser feito utilizando as Eqs. (2.2.5) e (2.2.6), de modo que o estado inicialmente preparado

o) = 1;[ {COS (ﬁk) al —sin (nk) BZ} vy, (2.2.7)

é expresso como

sendo

WEVM%%&% (2.2.8)

Assim, temos que a amplitude de Loschmidt toma a forma,

n
A(t) = (Hk [cos (ne) @) — sin(nk)BH |V>> e ], [cos(nk) al — sin(nk)ﬁﬂ V). O célculo

da amplitude de Loschmidt acima pode ser facilmente obtido. Para tanto, note primeiramente

que
e—tHtgt B tyt —ift
ok o (2.2.9)
e_ZHtﬂxi _ 6—1E+tﬂz€—th
Usando este fato, o termo
e—th ‘¢0> —ZtZk( a +E+5k5k H [COS ’I]k — SiH(??k)B]:] ‘V) , (2.2.10)
k
pode ser escrito como
e ) = T [cos —iB-tgl sm(nk)e—imﬁ;} VY. (2.2.11)

k

De modo que ficamos com

A(t) = (H [cos(nq)a — sin(n, ﬁq V) ) H [cos i tal — sin(nk)e’iEJ“tBZ] |V,
' ' (2.2.12)

e como os produtos em A(t) se anulam para g # k, teremos

Alt) = H (V] (COS(Uk)@k - Sin(ﬁk)@k) [COS(Uk)e_iE*tdL — sin(nk)e_iE+tB,i} VY, (2.2.13)

k
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e ap0s algumas manipulagoes algébricas, obtemos que a amplitude de Loschmidt do hamiltoniano
de duas bandas definido pela Eq. (2.1.1) é dado por

A(t) = H [cos2 (nk)e_iE*t + sin? (nk)e_iE+t] . (2.2.14)
k

Note que A(t) é obtida conhecendo as energias E = F.(k,6s) e os angulos 7, = n(k, 61, 65).

J& a eco de Loschmidt é dada por,

L(61,05,1) = ‘A(t) ’2: 11 [cos2 () e~ + sin? (nk)e_iE“} [0052 (n) ™" + sin® (nk)eiE+t} :
K
(2.2.15)

resultando em,

L(61,05,1) H [1 — sin? 27]k) sin (%t)] , (2.2.16)

k
sendo AE(6y) = E, — F_.

2.3 A energia livre dinamica

A energia livre dindmica do hamiltoniano de duas bandas, para um sistema unidimensional de

tamanho L, é dada por

0(t) = _1D<£(QZ 0272&)) = —% Z In [1 — sin®(2ny,) sin2<A2Ekt>

k<kp

(2.3.1)

Conforme veremos no préximo capitulo, os momentos de uma escada de duas pernas de tamanho

L sao dados por k = 2”7”, sendon = 0,1,...,L — 1. Assim, no limite termodinamico podemos
escrever:
1 2m .9 .9 AEk
ot) = 5 In |1 — sin®(2n;) sin t)| dk, (2.3.2)
T Jo

esta funcao pode ser calculada utilizando o Python, por exemplo. Como mencionado anteriormente,
0s parametros 7y e AE), refletem o comportamento de cada sistema, e sdo determinados pelo

hamiltoniano associado a ele.

2.4 Zeros de YLF e os tempos criticos

Conforme discutido no capitulo 1, os tempo criticos t. estao associados com as nao analiticidades
da energia livre dinamica, £(t), nestes tempos criticos. E podem ser determinados analisando
os zeros de YLF da amplitude de Loschmidt
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A(z) = H |:COSQ (nk)e_ZE* 4 sin? (nk)e_ZEﬂ , (2.4.1)
k
sendo z = it + 7.3 Para determinar os valores de z que anulam A(z) devemos resolver
He_ZE* [0082 (nk) + sin? (nk)e_ZAE’“(eﬂ =0, (2.4.2)
k

o que fornecera os zeros de YLF no plano complexo. E facil obter estes zeros a partir da equacdo

acima. Para uma familia de curvas rotuladas por n, sendon = 0,1, 2, ..., os zeros sao dados por:

zn(k) = m (m <2n + 1) + ln<tan2(7],€)>). (2.4.3)

Note que ao escrever A(z) = (o] e * [i), com z = 7 + it, a amplitude de Loschmidt
A(t) é obtida quando R(z) = 0. Deste modo, as nio analiticidades acontecem quando houver
cruzamento de z,(k) com o eixo imaginério. Esses cruzamentos, em geral, s acontecem quando

o quench cruza o ponto critico de equilibrio 6%, conforme discutiremos no proximo capitulo.

c

Assim, a partir da Eq. (2.4.3), concluimos que os tempos criticos sao dados por

t, = ﬁ?@) (n+ %) (2.4.4)

n

Podemos plotar as curvas z,(k) e determinar o valor £* observando quando a linha de YLF
cruza o eixo imaginario. Alternativamente, podemos determinar os valores de £* de uma maneira
mais pratica. Para determinar estes momentos, devemos notar que a quantidade In (tan2(nk))
¢ a peca chave no comportamento nao singular da energia livre dinamica [lembre que 7, =
(.01 —7k.65)/2]. As linhas de YLF cortam o eixo imaginario quando R (z,(k*)) = 0, deste modo

os valores de momentos k* sdo obtidos, veja Eq. (2.4.3), resolvendo-se a seguinte equagao

tan®(ng-) = 1, (2.4.5)

o que é verdade para i+, — Vi+9, = £ 5. 1850 nos permite reescrever a Eq. (2.4.5), utilizando

os elementos da matriz M, como

4M12(k*, 61)]\/[12(143*, (92) - — (Mn(k*, 91) — Mgg(k’*, 91)) <M11(k*, 92> — MQQ(k*, 92)) . (246)
Note que para sistemas em que M, independe de #, temos que

Mo (k*, 01) Mys(k*, 05) = (Mya(k*))> >0 . (2.4.7)

3Note que, aqui mudamos ligeiramente a notacdo. Incorporamos o ntimero complexo i em z, a fim de deixar
a convencao como a usada na Ref. [6].
4R(z) representa a parte real de 2.
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Neste caso, s havera solugao da Eq. (2.4.6) se

(Mn(l{:*, 1) — Moo (K™, 01)) (Mn(k;*, 0y) — Moo (K™, 02)) <0, (2.4.8)

ou seja, nao sao todos os quenches que geram nao analiticidades na energia livre dinamica.



Chapter 3

O modelo de Creutz com hopping de

longo alcance

Neste capitulo, discutiremos elétrons livres sem spin, na presenca de uma campo magnético em
uma escada de duas pernas. Escadas de N—pernas sao N cadeias acopladas [Por exemplo, na
Fig. 3.1.1, temos uma rede com geometria de escada de duas-pernas, em que as cadeias sao
representadas por linhas horizontais. Note que o esboco da rede lembra uma escada, com pernas
e degraus|. Vale mencionar que existem realizacoes experimentais de escadas de N—pernas,

1

como por exemplo as escadas de Heisenberg de N—pernas', veja por exemplo a Ref. [32].

Recentemente, foi demonstrado que redes Opticas unidimensionais podem realizar a escada de

Creutz [33], que estudaremos neste capitulo.

3.1 A substituicao de Peierls

Considere inicialmente, por simplicidade, um hamiltoniano de elétrons livres com hoppings de
primeiros e segundos vizinhos, em uma escada de duas-pernas de tamanho L, na auséncia de

campo magnético

n=1

L
Hy = — Z [(t{aLanH + h.c.) + (tgbLan + h.c.)
+(taalbun +he) + (tgbhans + hec.) (511)

+ (tvajlbn + h.c.)] ,

!Escadas de N-pernas sdo realizadas no composto Sr,,_1Cu,1102,.

17
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Figure 3.1.1: Representacao de uma cadeia de duas pernas com L degraus (2L sitios). Sendo
as amplitudes de hopping, devido ao campo magnético transverso, dadas por: ¢, ao longo das
pernas (das cadeias), t, ao longo dos degraus e t4 ao longo das diagonais.

sendo a, e b, os operadores fermidnicos de aniquilacdo do n—ésimo sitio na cadeia superior e
inferior, respectivamente (veja Fig. 3.1.1); t) = ¢, = ty, t, e t] = t; = t4 sdo as amplitudes
de hopping? na auséncia de campo magnético. Os indices h, v e d referem-se aos hopping
horizontais, verticais e diagonais, respectivamente.

Quando um campo magnético ? = VxAsé aplicado perpendicularmente as plaquetas
(/Y é o potencial vetor) do modelo acima, as amplitudes de hopping sao alteradas, conforme
discutimos a seguir. Os elétrons interagem com este campo magnético e Congequentemente a
energia cinética associada a cada elétron é alterada de ﬁﬁg para ﬁ (ﬁ — ﬁff) . As amplitudes

de hopping associadas aos sitios i e j sao dadas por

1

fm(g):/dr?)Wi(F)(Q e (ﬁ— Zﬁ)2+U)vvj(f>, (3.1.2)

sendo U o potencial periodico e W;(7) a fungao de Wannier centrada no sitio ¢ (veja por exemplo a
Ref. |44]). O calculo destas amplitudes, quando os elétrons estao sujeitos a um campo magnético
¢ nao trivial. Contudo, no caso em que as funcoes de Wannier sao bem localizadas, ¢ possivel

mostrar que [44, 45]

I
. R

tij(B) = t;;exp (% f A d?) , (3.1.3)
R

sendo t;; as amplitudes de hopping na auséncia de campo magnético. Ou seja, o campo

magnético atuando em elétrons livres, em uma rede cristalina, altera as amplitudes de hopping

2Quando considerarmos o efeito do campo magnético os hoppings serdo distintos, por isto preferimos, aqui,
rotular com indices diferentes.
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Figure 3.1.2: Representacao esquemadtica de uma plaqueta do modelo de Creutz. As setas

indicam caminhos utilizados no calculo das fases de Peierls. A esquerda, estdo os caminhos
utilizados para calcular as amplitudes de hopping horizontais e verticais; a direita, os caminhos
para as diagonais.

apenas por um fator de fase: exp(%’ L]"I?R_;X . d?) Fase esta denotada por fase Peierls.
Esta alteracao das amplitudes de hopping ¢ conhecida como substituicao de Peierls. Iremos
utilizar esta substituicao no hamiltoniano de duas pernas acima. Mas antes disso, vamos
primeiramente expressar as fases de Peierls em termos do fluxo magnético de uma plaqueta,
ou seja, & = [[ B - ida = Bd?, sendo d a distancia entre os sitios i e 7 + 1.

O campo magnético é invariante sob uma transformacgao de calibre. Desta forma, h4 uma
certa arbitrariedade na escolha das fases de Peierls. Vamos considerar que o campo magnético

§ = BZ esteja atuando na plaqueta e escolher o calibre de Landau, em que o potencial vetor é

dado por A = —Byi: (veja Fig. 3.1.2). Usando a substituicao de Peierls temos que: i (B)
a7 () = ooy 5§ () g iy A5 By — gl A o (B
, 6, (B) = tpe 70 , t,(B) = t,e™ ez , ty(B) = tge™ % et (D)
i —
tdefq Jeg 4456 O calculos das integras de caminho sao facilmente realizados, veja apéndice B,
de modo que obtemos: 75 (B) = tye*, ,(B) = t,, e I-(B) = t,, sendo 0 = 42.

Assim sendo, a escada de duas pernas acima na presenca de um campo magnético é dada

the% Icl

por
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Hp=— Z [th (exp(i@)aianﬂ + exp(—if)al , a, + exp(—i0)bi b, 1 + exp(i&)bLJrlbn)

+tq (ailbm_l b @, bhan o+ aILHbTL) (3.1.4)

+ty (albn + bL%)] :

A solucao exata do hamiltoniano acima foi obtido por Creutz [31] e por esta razao ¢ conhecido

como modelo de Creutz.

3.2 O modelo de Creutz com hopping de longo alcance

Desejamos agora adicionar hopping de longo alcance na escada de duas pernas [Eq. (3.1.1)] e
entender o efeito do campo magnético nas DQPTs. Em particular, assumiremos um decaimento
da forma: t;;., ~ 1/0"3 E conveniente mencionar que o efeito do hopping de longo alcance,
na cadeia de Su-Schrieffer-Heeger (SSH) [46], foi investigado no contexto da (i) entropia de
emaranhamento resolvida por simetria [47] e (ii) no contexto das DQPTs [12].

A generalizacdo do hamiltoniano (3.1.1) com hopping de longo alcance e campo magnético

¢ imediato (veja apéndice B). O Hamiltoniano do sistema é dado por:

L D
t ) ) . .
H=— Z Z lg—}: (exp(z%)aiawg + exp(—z%)aLMan + exp(—i00)bl by + exp(z%)bLan)
n=1 (=1
t
+€—i (albmz + 0! an + Dl an e+ aLMbn) (3.2.1)

+t, (aILbn + bLan)] ,

sendo D o alcance e v o expoente de decaimento, veja Fig. 3.2.1. Nesta figura, denotamos as
amplitudes de hopping horizontal e diagonal de fz](g) |[Eq. (3.1.3)] como ff’g e tq, respectivamente,
com distancia ¢ = j — i.

A diagonalizacao deste hamiltoniano comeca com o uso das seguintes transformadas de

Fourier:

3A escolha para o decaimento depende do tipo de interacdo que é considerada. Para interacdes mediadas
por campos eletromagnéticos, como acontece em armadilhas épticas, é utilizado o decaimento em lei de poténcia
ti; ~ 1/r*, sendo r = |i — j| a distancia entre os sitios € a o expoente de decaimento [25]. Do ponto de
vista tedrico, outras escolhas possiveis, como, por exemplo, o decaimento exponencial poderia ser considerada.
Contudo, ndo ha motivagdo experimental para investigar este tipo de interacao.
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Figure 3.2.1: Representacao de uma cadeia do modelo de Creutz, mas agora considerando
hopping de longo alcance. Para melhor visualizacao, as ligagoes para mesma amplitude de
hopping foram denotadas com a mesma cor, i.e., cor vermelha para hopping de segundos
vizinhos, azul para terceiros, etc.

L CLT
al = Z \/—% exp(—ikn) : bl = Z NG exp(—ikn), (3.2.2)

sendo k = % com n = 0,1,2,...,L — 1. Usando condigdes periédicas de contorno (PBC), ou

seja, al = ajHL e bl b;rer» obtemos que

30 (3 2o ) (3 2o - i

1
- 2t
<Z == cos (k) > alby + ( g—d cos(k() + ) bzak] : (3.2.3)
=1

e analogamente ao que foi feito na secao 2.1, podemos reescrever H na forma

24 Chro 2taCr +1,
H==3%"(af vf) | o0 = ", (3.2.4)
2t,Ch + t, 2t1,CrL_g by,

k

sendo

C,(D,v) = ZD: M. (3.2.5)
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Table 3.1: Formas exatas e simplificadas da funcao C,, para valores especificos de D e v, derivadas
da soma original. A funcao Li, (z) é a funcao polilogaritmica de ordem v.

| Gy |
D =1 e v arbitrario ou D arbitrario e v = 0o cos(p)
sin (D—H)g
v=20 cos [D%} —1

(e

Sln(§>

v,D =00 %e{Liy(eip)}
v=1,D=00 ?Re{—ln(l—eip)}

Para alguns valores de v e D conseguimos expressar (), em termos de fun¢oes conhecidas,
as quais sdo exibidas na tabela 3.1*. No apéndice B, exibimos alguns testes realizados a fim
de ter maior confiabilidade ao gerar os dados que dependem da fun¢ao C),, mas apesar disso,
encontramos dificuldades em em implementa-la nos cédigos Python, devido ao que acreditamos
estar associado a erros de arredondamentos nos casos em que D > 1.

O hamiltoniano da Eq. (3.2.4) pode ser reescrito na mesma forma do hamiltoniano de duas
bandas discutido no capitulo anterior, o que nos permite aplicar diretamente os resultados ali
obtidos. Para tanto, basta identificarmos Mio(k) = Mo (k) = 2t4Ck +t,, M11(k,0) = 2t,Crig €
Moo (k,0) = 2t,Cr_g . Abaixo, apresentamos os principais resultados para o modelo de Creutz
com hopping de longo alcance.

Os autovalores do hamiltoniano dado pela Eq. (3.2.4) [veja Eq. (2.1.2)] sdo dados por

2 2
BealD) =t Coos + 1) = ¢ (Gur=0ca) + (i) G20

ja os autovetores sdo |[veja Eq. (2.1.3)]

vy = < cos(v’;i) ) vy = (sin(
—sin(ﬁ%) ’ cos(

sendo que a fase v 9(D, v) é obtida da relacao [veja Eq. (2.1.4)]

=2 |~2
> N

k’9)> 3.2.7
,0) ’ ( )

w|

2t4Cr + t,

. 3.2.8
Chio — Cro) ( )

taﬂ(%,e) = _t (
h

O hamiltoniano diagonalizado é

¢
— z
*A funcdo polilogaritmica de ordem v, apresentada nessa tabela, é definida como Li, (z) = Zfz_loo 7
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H = Z <E_7ka,:ozk + E.,_Jgﬁ;iﬂk) , (329)
k

cujo estado fundamental é dado por |¢0) = [[;<, al |V), sendo kp o vetor de onda de Fermi.
E facil ver que o sistema ¢ gappeado se § # 0. Se § = 0, o sistema & critico (no sentido que o
gap é nulo) e as duas bandas se tocam no momento k.. Este valor de k. é obtido resolvendo-se
a equagao 2t;Cy, +t, = 0.

E interessante mencionar que no caso em que D = 1, o hamiltoniano (3.2.1) se reduz ao

famoso modelo de Creutz definido em (3.1.4). Neste caso, temos que (veja Tab. 3.1)

2
Ei1(1,v,0) = =2t cos(k) cos(8) £ 4/ 4t2 sin?(0) sin®(k) + [ 2tgcos(k) +t, | | 3.2.10
, h

tanfyeo (1 1)) = th cos_(k(i—tdQ(;oi(f: :(_)st(vli —0) (3.2.11)

Resultados esses obtidos originalmente por Creutz na Ref. |31].

3.3 DQPTs do modelo de Creutz com hopping de longo

alcance

Como ja mencionado na introducao, nosso objetivo ¢ investigar as chamadas DQPTs. Para
tanto, vamos escolher o estado inicial |1y(6;)) como sendo o estado fundamental do hamiltoniano

H(6,), definido em (3.2.1). Conforme vimos na se¢ao anterior, temos que

[do) = lwo(61)) = [T a(6) V). (3.3.1)

k<kp
Devemos entao fazer um quench quantico global que consistem em evoluir este estado com o
hamiltoniano H (), i. e., [1(0y,0,t) = e~ 02t |3} e determinar a amplitude de Loschmidt
A(t) = (tho| e |4)). Tendo a amplitude A(t), podemos calcular, por exemplo, a eco de
Loschmidt £(6;,0s,t) e a energia livre dinamicas ((¢), conforme discutido no capitulo 1. Estas
quantidades ja foram calculadas no capitulo anterior para um hamiltoniano genérico de duas
bandas. Por completeza, apresentamos abaixo os principais resultados.

Em resumo temos que: a amplitude de Loschmidt (2.2.14), a eco de Loschmidt (2.2.16),
a energia livre dindmica (2.2.16), os zeros de YLF (2.4.3), e os tempos criticos ¢, (2.4.4) sdo

respectivamente,
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At) = I, [[cos (i) e E-x (+ sin? nS)}eZEM@z ‘]

L(01,02,1) = TI, |1 — sin®(2n;) sin’ ABi(02) 4

((t) = —L "I [1—811& (217¢) sin (A~ )] dk | (3.3.2)
2n(k) = m (m (2n + 1) + In (tanQ(nk)))

1= s (v b)

sendo AEy(6s) = By 4(02) — E_j(62) e o angulo gy = 22"% [veja BEq. (2.2.8)]. Ou seja,

todas as quantidades acima podem ser calculadas para o modelo de Creutz com hopping de

longo alcance, conhecendo-se a energia Ey x, dada pela Eq. (3.2.6), e a fase v, 4, dada pela Eq.
(3.2.8). Estas fung¢oes podem ser calculadas utilizando o Python, por exemplo. Os valores de

k* sao obtidos, veja Eq. (2.4.6), resolvendo-se

2
<2td(],¢ n tv) = 2 (Ck*wl - Ck*_gl) (Ck*+92 - C’k*_92). (3.3.3)

E facil verificar que se 8, = —6; é sempre possivel encontrar um valor de k* que satisfaca a
equagao acima. Ou seja, sempre que o quench cruzar o ponto critico de equilibrio (057 = 0)
teremos também DQPTs.

3.3.1 Resultados para o modelo de Creutz padrao: D =1

Vale mencionar que verificamos, ao menos em alguns limites, que as quantidades analiticas
que deduzimos e estdo apresentadas na Eq. (3.3.2) realmente estdo corretas. Por exemplo,
para validar nossos resultados analiticos e numéricos, no caso de hopping de primeiros vizinhos
(D = 1), reproduzimos alguns resultados da Ref. [6]. Na Fig. 3.3.1(a), apresentamos a
energia livre dindmica ¢(t) que obtivemos para um quench de #; = 0.257 para 6, = —0;,
com t, = t, = tg = 1, esses sao os parametros utilizados nos resultados apresentados nesta
subsecao, bem como na secao 3.3.2. Estes parametros foram, também, os considerados na Ref.
[6]. Na Fig. 3.3.1(b), mostramos ¢(t) adquirido na Ref. [6]. Conforme vemos, nesta figura, os
nossos resultados estdao em pleno acordo com os da Ref. [6]. Como discutido no Capitulo 1,
as DQPTs acontecem quando a energia livre dindmica é nao analitica em determinados tempos
criticos t.. E a assinatura destas ndo analiticidades sao a presenca de cusps em £(t). Claramente
observamos, nesta figura, a presenca destes cusps, sugerindo que £(t) é nao analitica em certos
tempos.

A fim de provar que /(t) realmente é ndo analitica em determinados tempos, devemos

investigar os zeros de YLF, ou seja os zeros de A(z) = (¢ho| e~ |1h), sendo z = 7 + it, como
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Figure 3.3.1: A energia livre dindmica £(¢) vs. ¢ para um quench de ¢, = 0.257 para #; = —0.257,
comt, =t,=t;=1e D =1. (a) Nossos resultados. (b) Resultados restirados da Ref. [6].

discutido previamente. Os zeros de YLF sao dados por z,(k) [veja Eq. (3.3.2)] e para estes
_InjA®P

i7 )
obtida fazendo z = 0 + it, devemos, entao, encontrar os momentos k* tais que R(z) = 0. Ou

valores de z, a fungdo A(z) ndo é analitica. Como a energia livre dinamica, ((t) =

seja, basta obter o cruzamento das curvas z,(k) com o eixo imaginério para determinar k*. Na
préatica é melhor determinar os valores k* resolvendo a Eq. (3.3.3), que no caso de D =1 é

dada por®

(2Jd cos(k*) + Jv> = —(2Jy,)*sen*(k*)sen (0 )sen () (3.3.4)

Note que sempre ha uma solucao desta equacao se 61 e 6 tiverem sinais opostos. Assim, o
quench deve cruzar o ponto critico de equilibrio para termos uma DQPT, em acordo com a
discussao feita anteriormente. Uma vez obtido os valores de k*, podemos determinar os tempos
criticos pela relacdo t, = #@(n + %) [veja Eq. (3.3.2)]. Na Fig. 3.3.1(a), estes tempos
obtidos sao representado por circulos. Note que os tempos criticos ocorrem exatamente nos
cusps de ((t).

A nivel ilustrativo, mostramos na Fig. 3.3.2 os zeros de YLF 2z, para o mesmo quench, i.
e., fazendo inicialmente 0; = 0.257 e depois alteramos para 6, = —60;, com t, =t, =ty = 1. E
importante ressaltar, que para D = 1, z,(k) cruza o eixo imaginario em apenas dois pontos®.

E possivel associar os tempos criticos de cada cusp a valores especificos de momentos, que,

®Vale mencionar que esta equagao também foi apresentada na Ref. [6], embora com um missprint.
6Isto é facilmente entendido. Para resolver a Eq. (3.3.4), temos que resolver uma equagao de segundo grau
para cos(k*).
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Figure 3.3.2: z,(k) no plano complexo. Os parametros sao os mesmo da Fig. 3.3.1. Os circulos
vermelhos corresponde aos pontos em que R(z,) = 0, ou seja quando z,, cruza o eixo imaginario.

por sua vez, estao relacionados a tempos criticos. Note que para um dado valor de k£* ha uma

familia de tempos criticos [ja que t,, = f(k*)(n+1/2), sendo f(k*) = AE2”(02)]. Vale mencionar,
k*

também, que ao resolver a Eq. (3.3.3) existem valores distintos de k* que fornecem os mesmos

tempos criticos, conforme ilustrado na Fig. 3.3.3. Nesta figura, os valores de k* associados aos
circulos vermelho e laranja geram o mesmo conjunto de tempos criticos, enquanto os valores de
k* associados aos circulos verde e azul geram outro conjunto. A explicacao para isso deve-se ao
fato de a funcao AEk(Gg) ter simetria em relacao a 7, veja Fig. 3.3.3. Os valores numéricos de
AEk*<02> para os valores de k* correspondentes as cores vermelho, verde, azul e amarelo sao,
respectivamente: 3.924233, 2.038614, 2.038614, 3.924233.

Na proxima se¢ao, veremos que o modelo de Creutz com hopping de longo alcance continua
exibindo ndo analiticidades em /(t), contudo o nimero de tempos criticos aumenta com o

aumento de D e a diminuicao do expoente v.

3.3.2 Resultados para o modelo de Creutz com hopping de longo alcance: D > 1

Vale mencionar que no caso de hopping de primeiros vizinhos (D = 1) o valor do expoente
de decaimento v é irrelevante (os resultados independe do valor de v). Por outro lado, como
veremos, se D > 1 o expoente v altera significativamente o nimero de zeros de YLF, principalmente

se v < 1. Primeiro, vale mencionar que se espera que, ao calcular a energia livre considerando
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204 — 6,=-025n
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k/m

Figure 3.3.3: Simetria da funcao AEk*<92) parat, =t,=ts=1e D =1.

v = 00, obtenhamos o mesmo resultado obtido para ¢(t) com D = 1. De fato, isto é verificado
conforme reportado na Fig. 3.3.4.

Assim como no caso D = 1, observamos que a energia livre dinAmica é nao analitica para
D > 1 e para valores arbitrarios de v. E interessante mencionar que, para valores 0 < v < 1,
as descontinuidades em £(¢) aumentam consideravelmente — comportamento ja reportado em
[12] para o modelo SSH com hopping de longo alcance. Ou seja, o tempo entre transi¢oes de
fase sucessivas diminui, como pode ser observado na Fig. 3.3.5.

Um resultado mais forte, que confirma o aumento dessas nao analiticidades, pode ser observado
na Fig. 3.3.6. Conforme vemos nesta figura, o nimero de zeros de YLF aumenta com o
decrescimento de v. Lembre-se de que cada conjunto de tempos criticos esta associado a um
valor especifico de k* (veja a Eq. 3.3.3).

A fim de verificar a diminuicao dos intervalos entre as transicoes de fase, consideramos o caso
em que D =400 e v = 0.8 (veja Fig. 3.3.7), o que, de forma qualitativa, indica o aparecimento
de nao analiticidades sucessivas em tempos cada vez menores.

A explicacao para esse aumento significativo nas DQPTs pode ser entendida a partir dos zeros
de YLF. Na Fig. 3.3.8, notamos, de forma qualitativa, pontos de acumula¢do muito proximos
uns dos outros. Isso sugere uma correspondéncia direta com o nimero de nao analiticidades
no grafico da energia livre. O calculo dos valores de cruzamento da curva z,(k) com o eixo
imaginario, utilizando a linguagem Python, representa um desafio, visto que os pontos estao

muito proximos entre si.
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Figure 3.3.4: Comparacao entre os resultados de £(t) para diferentes valores de D (D =1 e
D = 13), mostrando que ambos os graficos convergem para o mesmo valor a medida que v se
aproxima de oo. Em ambos os casos utilizamos t;, =t, = t; = 1.

Assim, um dos resultados mais intrigantes sao obtidos quando 0 < v < 1, o que faz com que
o ntimero de momentos associados aos tempos criticos aumente. Da mesma forma que fizemos
para o caso D = 1, podemos verificar se AFE}y(0s) possui simetria (veja Fig. 3.3.9). Isso sugere

que, dos momentos obtidos a partir da Eq. (3.3.3), apenas metade sdo necessarios.
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Figure 3.3.5: A energia livre dinamica £(t) vs. t, para D = 4 variando o expoente v. Observa-se,
qualitativamente, o aumento de nao-analiticidades em ¢(¢) para 0 < v < 1 quando comparado
com 0s casos em que v > 1.

15
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Figure 3.3.6: Zeros de YLF para um quench de 6, = 0.257 para 6 = —0;, com t, =t, =t3=1
e D = 4. As curvas apresentadas de (a) a (g) foram geradas considerando-se os valores v = 3,
v=2,v=1,v=09,v=0.8,v=0.7 v =0.6, respectivamente.
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Figure 3.3.7: A energia livre dinamica ¢(t) vs. t, para D = 400 e v = 0.8. A parte ampliada
do grafico corresponde a primeira nao-analiticidade da curva em azul, que, devido a escala, nao
permite a visualizacao de todos cusps de ((t).
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Figure 3.3.8: Curvas de YLF para o caso D = 400 e v = 0.8. Os pontos em vermelho representam
as interse¢oes da curva com o eixo imaginério. (Também usamos t, = t, =t = 1).
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Figure 3.3.9: Imagem nossa. Simetria da funcio AEy-(6,) considerando-se D = 400, v = 0.8 e
th=t,=tg=1.



Chapter 4
Conclusoes

Nesta dissertacao, podemos concluir que o estudo das transicoes de fase quanticas dinamicas
(DQPTs) no modelo de Creutz com hopping de longo alcance foi realizado de forma bastante
abrangente e aprofundada, como discutido no Capitulo 2. A obtencao da solucdo exata para
um modelo genérico de duas bandas, incluindo o caso especifico do modelo de Creutz, foi um
passo fundamental, pois permitiu uma analise detalhada e precisa das propriedades dinamicas
do sistema. FKEssa abordagem analitica fornece uma compreensao mais clara dos fendmenos
envolvidos, especialmente na identificacao de pontos criticos onde ocorrem nao analiticidades
na energia livre dinamica. A partir da anélise da restri¢do dada pela Eq. (2.4.6), percebe-se
que nem todos os quenches geram nao analiticidades na energia livre dinamica.

Outro aspecto importante foi a derivacao de expressoes analiticas para quantidades dinamicas
essenciais, como a amplitude de Loschmidt e a energia livre dinamica. Essas expressoes facilitaram
a determinacdo dos zeros de Yang-Lee-Fisher (YLF), que sdo indicadores cruciais das DQPTs.
A capacidade de identificar esses zeros de maneira analitica e, consequentemente, os tempos
criticos, demonstra a robustez do método adotado e a profundidade da analise. Além disso, a
relagao entre o aumento do alcance D e a reducao do expoente v com o aumento do nimero
de zeros de YLF revela uma conexao interessante entre as caracteristicas do hopping e a
complexidade das transicoes de fase dinamicas. Como discutido no capitulo 3, notamos certa
similaridade com os resultados obtidos na Ref. [12]|. Tais similaridades vao desde as “fungoes
generalizadas” C), e até mesmo um aumento significativo das DQPTs em intervalos de tempo
cada vez menores.

Além disso, os resultados sugerem que, ao levar D ao infinito e v a zero, a energia livre
dinamica se torna nao analitica em quase todos os tempos. Essa conclusao aponta para
um comportamento de sistema altamente sensivel as condicoes de alcance do hopping e ao
decaimento de poténcia, o que pode ter implicacoes importantes na compreensao de fenémenos

quanticos de longo alcance. Em suma, o trabalho realizado oferece uma contribuicao significativa
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para o entendimento das DQPTs, ampliando o conhecimento sobre como diferentes parametros
influenciam a ocorréncia e a natureza dessas transicoes em sistemas quanticos complexos.

Por fim, embora a fun¢ao C, [ver Eq. (3.2.5)] tenha sido comparada com expressoes em forma
fechada, e ambas convergirem na mesma curva, ela gerou dificuldades numéricas no calculo dos
momenta k* sob a restricao da Eq. (3.3.3), o que acarretou na impossibilidade de se fazer uma

verificacao similar a que foi feita na Fig. 3.3.1.



Appendix A

Fases de Peierls no modelo de Creutz com

hopping de longo alcance

Neste apéndice calcularemos, de forma geral, as fases de Peierls para hopping de alcance
arbitrario na rede do modelo de Creutz. A partir disso, demonstraremos que o Hamiltoniano
da equacao 3.2.1 corresponde & mesma configuracdo do modelo de Creutz, mas com a diferenca

de considerar hoppings arbitrarios no sistema, conforme discutido na se¢ao 3.2.

A.I Fases de Peierls na borda da plaqueta

No capitulo 3 (veja segao 3.1), ao calcular as fases de Peierls, supomos que cada plaqueta tinha
a forma de um quadrado de lados com comprimento d, e consideramos um sistema de referéncia
posicionado no centro do mesmo.

Consideremos agora as integrais de caminho para hoppings de alcance arbitrario D. Para
realizar essa construcao, é necessario definir os limites de integracao, pois estamos integrando
ao longo de caminhos que, ora, sao paralelos ao eixo z, ora, paralelos ao eixo y. Isso implica,
basicamente, em determinar os pontos iniciais e finais dos caminhos a serem integrados. Considerando
que as cadeias superior e inferior possuem L sitios, e usando condi¢oes peridédicas de contorno,
percebe-se que o alcance maximo de hopping é D,,4, = % - lembre-se de que a amplitude de
hopping calculada na Eq. (3.1.3), devido a convencao que adotamos, corresponde ao salto do
elétron do sitio ¢ para j, onde i < j. Na Fig. A.L.1, apresenta-se um exemplo de caminho
fechado com hopping de alcance %

Ja vimos que as fases sao nulas para hoppings realizados ao longo das ligacoes verticais,

visto que X - dss = Z ds; =0 , € isso pode ser expresso como:
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Figure A.I.1: Representagao esquematica do modelo de Creutz. As setas vermelhas indicam o
caminho de integragao ao longo da borda da plaqueta arbitraria.

jZ-ds—g:o,
Cy

(AL1)

(A.L2)

d
xTr; = 3

, (A.1.3)
xf — 2m+1 d
sendo m = 0,1,2,....D — 1, sendo y = —

xZ ao longo desse caminho. Feito isso,
obtemos a seguinte integral de linha:

md+ & 2
fZ-ds_f:/d (—B(%)%)-de:%(m—l-l).
C1 T2

Para o caminho C5 definimos, de forma geral, os pontos inicial e final como

(A.L4)

(A.L5)
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onde m =0,1,2,....,D — 1, e neste caso y = %l e dss; = dxz. Isso nos fornece:

JZ.dQZAd (—B(%)f) -de:BTdQ(erl). (A.L6)

Se consideramos a integral de caminho fechado, podemos obtemos o fluxo através da plaqueta.

d
2

+4

Este fluxo serd dado por

@=¢Xﬂ?:fﬁdﬁ+f2d§+f2d§+fﬁd@ (A.LT)
c Cl 02 03 CV4

e portanto

® = Bd(m+1), (A.L8)

resultado este que pode ser confrontado com teorema de Stokes, gﬁc X ds = ffF(V X X) ‘ndA,
onde I' a superficie da plaqueta e n um vetor unitario normal a esta superficie.

Com base no exposto, concluimos que, para qualquer caminho C}, considerando i < 7,
(que depende de quantas plaquetas estamos considerando para o calculo), obtemos a seguinte

expressao geral

R;
d Bd? o
[A a7 ===m+1)=5 (m+1), (A.L9)
J, 2 2
R;
Agora note algo interessante. Fazendo | = (m+ 1), poderemos definir a fase de Peierls

generalizada para o modelo proposto nessa dissertacao como:

=42
T~ h2

resultado foi utilizado ao apresentarmos o hamiltoniano (3.2.1), onde, para o caminho C, a fase

sendo 0 a fase de Peierls para hopping de primeiros vizinhos no modelo de Creutz. Este

de Peierls associada é dada por exp(i6l). Em contraste, para o caminho —Cj, a fase é exp(—ifl),
_>

pois a particula realiza um hopping equivalente a partir de um sitio em R; até o sitio em R;,

sendo 7 < j.

A.Il Fases de Peierls para as diagonais

No mesmo sentido da discussao que fizemos no capitulo 2, agora podemos completar a anélise
calculando as integrais de caminho ao longo das diagonais. J& vimos que, quando consideramos

uma unica plaqueta, obtemos § = 0 para os hoppings diagonais no modelo de Creutz. A
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Figure A.II.1: Representacao esqueméatica do modelo de Creutz, mas agora as setas vermelhas
indicam o caminho de integracao ao longo das diagonais da plaqueta arbitraria.

questao agora fica um pouco mais complicada, porque devemos parametrizar as diagonais
quando consideramos duas plaquetas, trés plaquetas, etc. Consideremos para isso os caminhos
Cs e Cg, como ilustrado na Fig. A.IL.1.

Para simplificar nosso trabalho, devemos perceber que as retas dos caminhos C'5 e do caminho
(s diferem apenas por um sinal negativo. Portanto, a integral ao longo de um caminho difere
da integral ao longo do outro apenas por um sinal. Note que os caminhos C5 e (s sao apenas
ilustrativos, vamos rotular as outras diagonais possiveis com o mesmo rétulo.

Consideremos entdo o caminho C5. Devemos parametrizar y = y(z), e lembrar que dst =
dxx + dyy. Como os pontos inicial e final sao }_%1 = (—g, —%) e }?; = (md + g, g), sendo
m=0,1,2,...,D — 1, notamos que a parametrizacao fornece

md . x
2m+1) m+1

y=— (AI1.1)

sendo assim,

-5 md T
~Byz ) - (dei +dyg ) = _B|- +
j( ‘W) (m yy) /md+; 2m+ 1) m+1

Cs

)dx =0, (AI1.2)

isto é, as fases de Peierls associadas a todas as diagonais possiveis, que sao definidas ao mudar

m na Eq. (A.Il.1), sdo nulas. O mesmo se aplica as fases associadas aos caminhos Cs, em que
Jeu A-ds; =0,



Appendix B

Testes para funcgao C)

Neste apéndice verificamos a convergéncia da fungao C), para as formas simplificadas expostas

na secao 3.2.

A Testes realizados com base na tabela 3.1

Com base na comparacao entre os graficos obtidos pela implementacao direta da fungao C,(D, v),
definida originalmente como um somatorio [veja Eq. (3.2.5)], e as fung¢des simplificadas extraidas
da tabela 3.1 para valores fixos de D e v, observamos uma clara convergéncia entre as curvas
utilizando a linguagem Python. Essa convergéncia indica que a implementacao da funcao C,
estd correta, jA que os resultados numéricos obtidos por meio do somatério coincidem com as
expressoes analiticas ou simplificadas derivadas previamente. Além disso, essa concordancia
reforca a validade das aproximacoes ou reformulacoes utilizadas na construcao da tabela, o que
pode ser 1til para otimizagoes futuras, dado que as fungoes da tabela sao computacionalmente
mais eficientes.

Na Fig. B.L1, apresentamos o grafico de C, considerando D arbitrario e v muito grande,
onde a curva se aproxima da fun¢ao elementar cos(p). De forma semelhante, na Fig. B.1.2, com
D arbitrario e v = 0, C, se aproxima de uma fungao simples, expressa em termos de senos e
cossenos. Ja na Fig. B.I.2, com D muito grande e v = 1, a curva de C), se aproxima da parte

real da funcao polilogaritmica de ordem 1.
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Figure B.I.1: Funcao C, considerando-se D = 13 e v = 1000000 (definimos para este grafico
p =k + 05, sendo 0y = —0.257).
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D
= cos((k +6>)1)
— C"=O%k+6,) = ( Z[—vz)uo
=1
" (D +1)(k+6;) D(k +6,)
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Figure B.I.2: Grafico de C, considerando-se D = 18 e v = 0 (definimos para este grafico
p =k + 05, sendo 0y = —0.257).
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D
;] Cv:l(k+ez)=<zcos((k;92) ”)u:l
/=1

== soma’=1(k +8;) = Re[-In(1 — ek +82))|

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
k/m

Figure B.I.3: Funcao C, considerando-se D = 1000000 e v = 1 (definimos para este grafico
p =k + 05, sendo 0y = —0.257).
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