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Resumo

Esse trabalho apresenta uma introducao a Teoria de Numeros a partir de Equacdes Diofantinas e, posteri-
ormente, ao estudo de Semigrupos Numéricos associados a essas equacoes. Inicialmente, desenvolvemos
resultados fundamentais sobre equacdes diofantinas e semigrupos numéricos, permitindo a caracterizacio de
alguns Semigrupos Numéricos, em particular, com dimensao de imersdao méaxima, com a propriedade Arf,
saturados e irredutiveis. Esses resultados podem ser importantes em uma tentativa futura de solucionar o
problema de encontrar o niimero de Frobenius para semigrupos gerados por trés elementos e, em especial,
formalizar um principio de contagem para a quantidade de solu¢des de equagdes com trés varidveis. Ademais,
serd desenvolvido um resultado autoral que conta a quantidade de solu¢des de uma equacdo com duas
variaveis, o qual serd comparado com outros resultados ja conhecidos e sugere-se sua extensdo para trés

varidveis, otimizando algoritmos existentes em casos particulares.

Palavras-chave: Equagdes Diofantinas Lineares, Semigrupos Numéricos, Caracterizagdo de Semigrupos,

Numero de Frobenius, Contagem de Solugdes.



Abstract

This work presents an introduction to Number Theory from the perspective of Diophantine Equations and,
subsequently, to the study of Numerical Semigroups associated with these equations. Initially, we develop
fundamental results on Diophantine equations and numerical semigroups, allowing the characterization of
some Numerical Semigroups, in particular, those with maximal embedding dimension, with the Arf property,
saturated, and irreducible. These results may be relevant in a future attempt to solve the problem of finding
the Frobenius number for semigroups generated by three elements and, in particular, to formalize a counting
principle for the number of solutions of equations with three variables. Furthermore, an original result will
be developed that counts the number of solutions of an equation with two variables, which will be compared
with other known results, and its extension to three variables is suggested, optimizing existing algorithms in

particular cases.

Keywords: Linear Diophantine Equations, Numerical Semigroups, Characterization of Semigroups, Frobe-

nius Number, Counting Solutions.
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Introducao

Considere uma estrada que liga, exclusivamente, duas cidades A e B. Suponha, adicionalmente,
que existem outras diversas estradas que ligam A e B a um determinado ponto da estrada que liga as
duas. Independente da estrada escolhida, no fim, estariamos na tnica estrada que liga ambas cidades e, se
continudssemos a trajetdria em sentido tunico, eventualmente chegariamos na outra cidade. Se o objetivo é
chegar na outra cidade, independente do tempo tomado, € possivel tomar infinitos caminhos distintos. De
forma andloga, na matemadtica definimos um objetivo e podemos adotar diferentes abordagens para atingi-lo.
Ainda que o percurso varie, em extensdao ou complexidade, se o caminho escolhido fizer parte das rotas

possiveis, eventualmente ele conduzird ao resultado pretendido.

Desde os primoérdios, grandes questdes tém instigado pesquisadores: compreender a natureza dos
nimeros, desenvolver métodos para resolver equacdes e estudar as propriedades das operagdes. Mateméticos
como Diofanto de Alexandria buscaram sistematizar as solu¢des inteiras de equacdes, originando o que
hoje conhecemos como Equacdes Diofantinas. Séculos mais tarde, problemas aparentemente simples, como
determinar quais niimeros podem ser obtidos por combinacdes de valores especificos, conduziram ao estudo

dos conjuntos que atualmente chamamos de Semigrupos Numéricos.

Embora cada um desses temas tenha se desenvolvido de forma independente, ambos compartilham a
esséncia de investigar quais nimeros pertencem a conjuntos definidos por restricdes algébricas. Mesmo que
a equivaléncia entre ambos seja construida de forma natural, a partir do momento que restringimos ainda
mais essas ideias, a constru¢do, formalizacao, estudo e relagc@o entre esses resultados se estreitam de forma

rigorosa.

Neste trabalho, abordaremos a temética principal: a contagem da quantidade de solu¢des inteiras nao
negativas de equacdes diofantinas com trés varidveis, utilizando conceitos de Teoria dos Nimeros e de
Semigrupos Numéricos. Para tanto, serd necessario apresentar previamente os fundamentos e definicoes
relacionados aos semigrupos, de modo a integra-los adequadamente a andlise das equagdes e possibilitar a
aplicacdo de suas propriedades na resolucio e caracterizacdo das mesmas. Vale ressaltar que estabelecer

um principio de contagem de solu¢des nao necessita do estudo de Semigrupos Numéricos. No entanto,
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Semigrupos Numéricos podem ser uma ferramenta necessdria para obter tal resultado sem utilizar os

raciocinios que serdo apresentados no ultimo capitulo.



Motivacao

Definicao 0.0.1. Chamamos de niimeros naturais os niimeros que pertencem ao conjunto {1,2,3, ... }.

Observacao 0.0.2. Denotemos por N o conjunto dos niimeros inteiros positivos, também chamado de

numeros naturais.

Imagine que queremos contar a quantidade de solugdes de uma equacdo da forma ax + by = d, em que
a, b, d € N e queremos solugdes =, y € N. Existe uma série de estudos por tras dessas equacdes mas, em

particular, vamos tomar como exemplo a seguinte equacio:
3x + by = 60.

Pelas propriedades de divisibilidade, sabemos que para um nimero ser multiplo de 5, precisamos que o
numero termine com 0 ou 5. Portanto, analisaremos os valores que y assume a partir da variacao de x, ou
seja, oy = 60 — 3z. Note que y = 12 e x = 0 € uma solugdo e, o préximo valor de z que faz com que y € N
serd x = 5, ou melhor, x = 5¢, t € N. Portanto, temos:

r=0 —y=12,

r=5 —=y=09,

r=10 —y =0,

r=15 —y=23,

r=20 —y=0.
Em outras palavras, temos exatamente 5 solugdes distintas para o problema analisado. Observe que a cada
15 unidades, temos uma solucdo. Entdo, podemos contar a quantidade de solucdes dessa equacdo da seguinte
forma, 3x + 5y = 60 — 15n, em que n é o maior inteiro tal que 60 — 15n > 0. Mas, dessa forma, n = 4
e temos 5 solugdes, portanto, precisamos garantir que 3z + 5y = 0 possui solu¢do. Em caso positivo, a
quantidade de solucdes € n + 1, em caso negativo, n. De fato, se queremos contar 3z + 5y = 61, teremos
exatamente 4 solugdes, ja que 3z + 5y = 1 ndo possui solucao e cujas solucdes seriam:

r=2 —y=11,

r=7 —y=28§,

r=12 —y=>5,

r=17 —y=2
Podemos, ainda, incrementar essa andlise. Note que o nimero 15 ndo € aleatério. Quando percorremos
15 unidades, incrementamos 5 nos valores de x e reduzimos 3 nos valores de y e isso se dé ao fato de que
15 é minimo miuiltiplo comum de 3 e 5 ou, simbolicamente, mmc(a, b) = 15, assim, podemos analisar a

quantidade de solu¢des de qualquer equacdo diofantina linear com solugdes naturais. O que nos levou a



desenvolver o seguinte resultado.

Sejam a e b inteiros positivos e ¢ um inteiro ndo negativo multiplo do méximo divisor comum de a e b,
simbolicamente, mdc(a, b) | c. Seja n o maior inteiro ndo negativo tal que ¢ — n - mmc(a, b) > 0. Entdo o
nimero de solugdes inteiras nao negativas N da equagdo az + by = c serd

n+ 1, seazx + by = ¢ — n - mmc(a, b) possui solu¢do em inteiros ndo negativos;
n, caso contrario.
Agora, com uma férmula fechada para encontrar a quantidade de solu¢des de uma equacao diofantina com
duas variaveis, podemos verificar, ou melhor, podemos tentar obter uma férmula fechada para a quantidade

de solucdes para uma equacio do tipo az + by + cz = d.



CAPITULO 1

Nocoes Preliminares

Iniciaremos essa secdo apresentando os resultados que nos levaram ao estudo dos Semigrupos Numéricos
e seus conceitos iniciais. Passaremos pelo que chamamos de Equagdes Diofantinas e apresentaremos alguns

resultados importantes de Teoria de Numeros.

1.1 Equacoes Diofantinas

Equacoes diofantinas sdo equacdes polinomias de duas ou mais varidveis para as quais procuram-se
solugdes inteiras ou racionais. Tal nome se dd em homenagem ao matemdtico Diofanto de Alexandria,
que acredita-se ter sido o primeiro a estudar tais equacdes. Nos atentaremos a estudar, especificamente,
as solucdes, em inteiros ndo negativos, das equacgdes da forma ax + by = ¢, em que a, b e ¢ sdo nimeros
inteiros, as quais sdo chamadas de equagdes diofantinas lineares. Vamos nos restringir ao caso em que a, b e

¢ 30 positivos.

Proposicdo 1.1.1. Sejam a e b niimeros naturais, entdo mdc(a, b) - mmc(a, b) = ab.

Demonstracdo. Sejam d = mdc(a, b), a = a;d e b = byd em que ay, by € Z e mdc(ay, by) = 1. Temos
mmc(a, b) = ax para algum x € Z. Como b | mmc(a, b), entdo bid | aydr <= by |z < by |z ja
que ay, by sdo primos entre si. Por definicdo de minimo multiplo comum, x deve ser 0 menor nimero

divisivel por by, portanto, z = b;. Daf, mdc(a, b) - mmc(a, b) =d - ax =d - ab; = a - by = ab. [ |

® UFU-IME 13



Capitulo 1: Nocoes Preliminares

1.2 Solucoes das equacoes diofantinas lineares

Lembremos que estamos interessados em solucdes inteiras ndo negativas. A existéncia da solucdo de

uma equacao diofantina linear € uma consequéncia direta do préximo teorema.

Teorema 1.2.1 (Bachet-Bézout). Sejam a, b € Z*, entdo existem inteiros x,y € Z tal que ax + by =

mdc(a, b).

Demonstracao. Ver [3, Teorema 1.7]. [ |

Corolario 1.2.2. Sejam a,b e c inteiros. A equacdo ax + by = c possui solugdo se, e somente se, mdc(a, b) |

C.

Demonstracao. Ver [2, Corolério 1.8]. [

Teorema 1.2.3. Considere uma equagdo diofantina ax + by = ¢, com a # 0, b # 0 e mdc(a, b) = 1. Seja

(20, Yo) uma solucdo particular da equagdo diofantina. Para todo inteiro t, o par

(z,y) = (zo + bt, yo — at) 1.1

é solucdo da equagdo diofantina e toda solugcdo pode ser escrita dessa forma.

Demonstracdo. Como (g, yp) € uma solugdo particular da equagdo diofantina, entdo axg + byy = c. Por

outro lado, se (x, y) é uma solugdo de azx + by = ¢, entdo ax + by = axg + byo. Dai,
a(x — zg) = blyo — y). (1.2)
Como mdc(a, b) = 1, entdo a | (yo — y), logo existe um inteiro ¢, tal que at = yo — y, 0 que implica
y = Yo — at. Substituindo yy — y = at em (1.2), obtemos o resultado desejado
(z,y) = (xo + bt, yo — at).

Proposicio 1.2.4. Sejam a, b naturais e mdc(a, b) = 1. Entdo ndo existem inteiros ndo negativos x e y tais
que ax + by = ab — a — b.
Demonstracao. Note que
ab—a—b=a(-1) + bla —1).
Entdor = —1ey = a — 1 é uma solugdo de ax + by = ab — a — b. Pelo Teorema 1.2.3 podemos escrever

as solucoes da seguinte forma:

r=—-140b, y=a—1—at, comtecZ.

® UFU-IME 14



Secao 1.3: Numero de solucdes nao negativas de uma equacao diofantina linear

Para que x > 0, temos que escolher um valor de ¢ positivo. Mas, se t > 0, temos que 1 — ¢ < 0 e entdo
y=a—1—at=a(l —t) — 1< —1. Ou seja, tentar obter um valor de t para que = seja ndo negativo
faz com que y seja negativo. Conclui-se que € impossivel achar uma solu¢do nao negativa para ax + by =

ab—a —b. [ |

Proposicao 1.2.5. Assumindoa > 1eb > 1 emdc(a, b) = 1. Sen > ab — a — b + 1, entdo existem inteiros

x e y ndo negativos tais que ax + by = n.

Demonstracdo. Pelo Teorema 1.2.1 existe um par de inteiros (zg, yo) tal que azg + byo = n e todas as

solugdes dessa equacdo diofantina se escrevem na forma
r=x9+bt, y=1yo—at, comté€EZ.
Pelo Algoritmo da Divisdao Euclidiana, existem inteiros ¢; € y1, tais que
yo=at1 +y1 e 0<y <a.
Como y; = yo — aty entdo, escolhendo x; = xy + bty, 0 par (z1, y;) € solugdo da equagdo ax + by = n.
Suponha, por absurdo, que z; < —1. Nesse caso,comoa > 1,b > 1ley; < a — 1, temos
n=ax; + by <a(—1)+bla—1)=ab—a—b.

Mas, por hipétese, n > ab — a — b + 1. Logo (x1, y1) é uma solugdo ndo negativa. [

1.3 Numero de solu¢oes nao negativas de uma equacao diofantina

linear

Dados inteiros nao negativos a, b e ¢, € possivel encontrar a quantidade de solugdes inteiras ndo negativas
da equacdo ax + by = c fazendo uma simples andlise da solu¢do dada em (1.1). Em outras palavras, deve-se
calcular o nimero de valores possiveis de ¢ € Z que satisfazem xq + 0t > 0 e yo — at > 0. No entanto, é

possivel encontrar o nimero de solugdes de forma mais simples e rapida.

Teorema 1.3.1. Sejam a e b inteiros positivos e ¢ um inteiro ndo negativo miiltiplo de mdc(a, b). Considere
n o maior inteiro ndo negativo tal que ¢ — n - mmc(a, b) > 0. Entdo o niimero de solugées inteiras ndo
negativas N da equacdo ax + by = c serd

n+1, seaxr + by =c — n - mmc(a, b) possui solugdo em inteiros ndo negativos;

n, caso contrdrio.

Demonstracdo. Denotemos d = mdc(a, b) e m = mmc(a, b) e ab = dm pela Proposi¢do 1.1.1. Suponha,

inicialmente, que ¢ < m. Provemos que ax + by = ¢ possui no maximo uma solu¢do em inteiros nao
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Capitulo 1: Nocoes Preliminares

c m b c

negativos. Seja (¢, o) uma solu¢@o em inteiros ndo negativos. Observe que 7o < — < — = p ey < 5 <
a a
% = C%. Veja também que (zo, yo) € solugdo de C%a: + V= 2 e pelo Teorema 1.2.1 as solugdes sdo da
forma b a
(x,y) = (xo + Et’ Yo — Et)’ parat € Z. (1.3)
Set > 1, entio y < a<a a<Oeset< 1, entdo z < b<b b 0. Isso prova que
, —=<= - = -1, r<zy—-<-—-=0.
2 Y= =931 = 0" S 7 73 p q

ax + by = c possui no mdximo uma solu¢do em inteiros nao negativos, nesse caso.

Se ¢ < m e ax 4+ by = c ndo possui solu¢des em inteiros nao negativos, entdo ax + by = ¢ + m possui

b b
uma solugdo. De fato, essa equagdo é equivalente a equacdo %x + pik ¢ —Zm. Como mdc(%, C—Z) =1,
. a b c+m ) N o - ) ., c+m m
pela Proposi¢do 1.2.5, —x + Y= possui solug@o em inteiros ndo negativos, ja que > — =

d d d
ab a b a . - - o
= > 74 4 a Suponha que ax + by = ¢ + m possui duas solu¢des. Essas solu¢des em inteiros
a

. : b a )
ndo negativos seriam da forma (o, yo), (xo + Y0~ 3) Nesse caso o par (g, Yo — 8) seria solugdo de

ax + by = ¢, o que contradiz a hipétese. Portanto ax + by = ¢ + m possui exatamente uma solu¢do em

inteiros ndao negativos.

Considere, agora, que ax + by = ¢ possui N solugdes, sendo (zg, o) a solu¢do ndo negativa com o

menor valor possivel de xy. Dessa forma, por (1.3), as solu¢cdes ndo negativas sdo da forma
b a b a

(0, ¥0), (2o + 7%~ 3)’ ooy (@0 + (N = 1)37 Yo — (N — 1)d>’

b
com xy — p <0eyy — N% < 0. Provemos que ax + by = ¢ + m tem uma solug¢do a mais. As solucdes

em inteiros ndo negativos de ax + by = ¢ + m s@o
a

d

a

b b
)»(«750‘1'—790),-'-a(l’O‘i‘N—;yo_(N_l)d)-

($07 Yo + d d

b
Como zy — p <0eyy— N% < 0, essas sdo as tnicas N + 1 solugdes de ax + by = c + m.

As afirmacdes acima provam o resultado, ja que se ax + by = ¢ — nm ndo possui solu¢des em inteiros
ndo negativos, entdo ax + by = ¢ — nm + m possui uma solu¢do, ax + by = ¢ — nm + 2m possui duas
solugcdes e assim por diante, ax + by = ¢ possui n solugdes. Agora, se ax + by = ¢ — nm possui uma
solucdo, entdo ax + by = ¢ — nm + m possui duas solugdes e assim por diante, ax + by = c possui n + 1

solugdes. |

O problema de encontrar uma solug¢do particular de uma equagdo diofantina se da quando os valores de
a e b sdo suficientemente grandes, criando diversos nimeros que ndo podem ser escritos como a combinacio
linear de ambos. No entanto, com esse Teorema, conseguimos limitar a quantidade de solugdes possiveis.
Ademais, resolveremos uma equag¢do muito mais simples que a inicial e, em muitos momentos, serd possivel
verificar se hd ou ndo solucdo de forma imediata. Note que apenas pelas suposicdes feitas na demonstragdao

torna-se imediato que para alguns valores de ¢ a equagdo possuird a mesma quantidade de solugdes e, com
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isso, podemos agrupa-los por classes.

Exemplo 1.3.2. Qual a quantidade de solucdes inteiras ndo negativas de 3x + 5y = 48 e determine todos os

valores de c para os quais a equagdo 3x + by = c possui exatamente 6 solucdes inteiras ndo negativas.

Solucdo. Seguiremos os passos do Teorema para a resolugdo. Inicialmente procuramos o maior valor de n e

resolver a equagao a seguir:
3r + 5y =48 —n-mmc(3,5) | 48 —n - mme(3,5) > 0.

Dai, n < 3 e, portanto, a equagdo possui 3 ou 4 solugdes. Precisamos verificar se 3x + 5y = 3 possui solu¢do
inteira ndo negativa, o que, de forma imediata, possui. Logo, a equagdo 3z + by = 48 possui exatamente 4
solugdes inteiras ndo negativas. Pela Proposi¢do 1.2.5,todoc > 7 =3 - 5 — 3 — 5 pode ser escrito como
combinagdo linear de 3 e 5 e, como o nimero de solu¢des aumenta a cada intervalo de tamanho mmc(3, 5)
de valores possiveis de c, verificaremos para que valores de c entre 0 e 14 a equacdo possui ou ndo solucao.

Seja P o conjunto de valores de ¢ para os quais a equacgao nao possui solu¢ao. Temos
P={1,24,7}.

Assim, quando c=p+ 15-6, p€ P, teremos exatamente 6 solucdes. Para os demais ca-
sos, quando c¢=p.+15-5, p.€ P°=1{0,3,5,6,8,9,10, 11, 12, 13, 14}. Logo, para c=
{75, 78, 80, 81, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 91, 92, 94, 97}, a equagdo 3z + by = c terd 6 solugdes inteiras

nio negativas. u

A partir desse exemplo surgem os seguintes questionamentos: Esses resultados sao mantidos para uma
equagdo do tipo ax + by + cz = d? Se ndo sdo mantidos, € possivel encontrar uma férmula fechada para
a quantidade de solugdes? A quantidade de elementos nas classes serd mmc(a, b, ¢)? Qual serd o maior
elementos que nio pode ser escrito como combinacdo linear? A partir de agora, em busca de tais resultados,

entraremos no vasto mundo dos Semigrupos Numéricos.

1.4 Semigrupos Numéricos

Os semigrupos numéricos possuem aplicagdes praticas em dreas como teoria da c6digos, otimizacdo e
criptografia, oferecendo resultados significativos para modelar e resolver problemas envolvendo restri¢des

lineares inteiras. Nos basearemos no livro [4] para todos os resultados sobre Semigrupos Numéricos.

Definicao 1.4.1. Um semigrupo é um par (S, +), em que S é um conjunto ndo vazio e + é uma operacdo

bindria sobre S que é associativa.
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Observacao 1.4.2. Todos os semigrupos considerados neste trabalho sdo comutativos (a + b = b + a para
todos a, b € S). Por tal, evitaremos essa classificacdo e nos limitaremos, também, a escrever S, sem a

operagdo bindria.

Definicao 1.4.3. Um subsemigrupo T' de um semigrupo S é um subconjunto que é fechado sob a operagdo

bindria considerada em S.

Definicao 1.4.4. Seja A um subsemigrupo, ai, . . ., a, € A. Dizemos que um subsemigrupo é gerado

por ay, . . ., a, se para todo r € A, x pode ser escrito como ai\y + - - - + a,\p,, em que Ay, . .., A\, €

N\ {0}

E claro que a intersecio de subsemigrupos de um semigrupo S é novamente um subsemigrupo de .S.

Definicao 1.4.5. Dado um subconjunto A ndo vazio de S, o menor subsemigrupo de S que contém A é
a intersegdo de todos os subsemigrupos de S que contém A. Denotamos esse semigrupo por (A), e o

chamamos de subsemigrupo gerado por A.

Definicao 1.4.6. Um semigrupo M é um mondide se possui um elemento neutro, ou seja, existe um elemento

em M, denotado por 0, tal que 0 + a = a + 0 = a para todo a € M.

Definicao 1.4.7. Um subconjunto N C M é um submonoide se for um subsemigrupo de M e contiver o

elemento 0.

Observacao 1.4.8. De maneira andloga aos semigrupos, a intersecdo de submonoides é também um

submonoide.

Definicao 1.4.9. Uma funcdo f : X — Y entre dois semigrupos é um homomorfismo se f(a + b) = f(a) +
f(b) para todo a,b € X. Se f for injetora, sobrejetora ou bijetora, dizemos que é um monomorfismo,

epimorfismo ou isomorfismo, respectivamente. Essas definicoes se estendem para os mondides.

O conjunto N com a operagdo de adi¢cdo € um monodide. Estamos principalmente interessados nos
submondides de N. Veremos a seguir que eles podem ser classificados, a menos de isomorfismo, por aqueles

que possuem, ou ndo, complemento finito em N.
Definicao 1.4.10. Um submondide de N com complemento finito em N é chamado semigrupo numérico.
Lema 1.4.11. Para A C N ndo vazio, (A), o submondide de N gerado por A, é um semigrupo numérico se,

e somente se, 0 mdximo divisor comum dos elementos de A é igual a 1.

Demonstracdo. Seja d = mdc(A). Claramente, se s € (A), entdo d | s. Como (A) é um semigrupo

numérico, o complemento N \ (A) é finito, e ento existe z € Ntalque d | z e d | x + 1, o que implica que
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d = 1. Para o reciproco, basta mostrar que N \ (A) é finito. Como mdc(A) = 1, existem inteiros 21, . . . , 2,
eay,...,a, €Atais que z1a; + - - - + z,a, = 1. Reagrupando os termos negativos do outro lado da
igualdade, podemos escrever:

Zig @iyt zp G =1 = zja5 — 00— 25,4,
Assim, existe s € (A) tal que s + 1 € (A). Acabamos de encontrar, portanto, dois nimeros primos entre si

que estdo no conjunto. Logo, pela Proposi¢do 1.2.5,todon > s(s — 1) — (s — 1) — s também estard em

(A). n

Em particular, se a e b sdo inteiros positivos tais que mdc(a, b) = 1, entdo o conjunto
S ={ax + by |z, y e N}
¢ um semigrupo numérico.

Proposicao 1.4.12. Seja M um submondide ndo trivial de N. Entdo M é isomorfo a um semigrupo numérico.

Demonstracdo. Seja d = mdc(M). Defina S = {m/d | m € M}. Como M é um submonoide de N, entdo
o submonoéide gerado por .S € o préprio S. Logo, pelo Lema 1.4.11, S é um semigrupo numérico. A funcdo

f: M — S, definida por f(m) = m/d, ¢ um isomorfismo de mondides. |

Definicao 1.4.13. Se S é um submondide de N, denotamos por S* o conjunto S \ {0}. O conjunto soma

S* 4+ S* é o conjunto de todas as somas x + vy, com x,y € S*.

Lema 1.4.14. Seja S um submondide de N. Entdo S* \ (S* + S™) é um sistema de geradores de S. Além

disso, todo sistema de geradores de S contém S* \ (S™ + S™).

Demonstracdo. Seja s um elemento de S*. Se s ¢ S* \ (S* + S*), entdo existem z, y € S* tais que
s = x + y. Repetimos esse procedimento para = e y e, pelo principio de Boa Ordem, ap6s um nimero
finito de passos, encontramos si, . . ., s, € S*\ (S* 4+ S¥) tais que s = s; + - - - + s,,. Isso prova que

S*\ (S* + S™) é um sistema de geradores de S.

Agora, seja A um sistema de geradores de S. Tome z € S* \ (S* + S). Existem Ay, ..., \, € N
eay,...,a, €Atas que x = \ay + - -+ \a,. Como x ¢ S* + S*, entdo = = a; para algum i €
{1,...,n} |

Definicao 1.4.15. Seja S um semigrupo numérico e seja n um de seus elementos ndo nulos. O conjunto de

Apéryden em S é
Ap(S,n)={seS|s—n¢S}

Lema 1.4.16. Seja S um semigrupo numérico e seja n um elemento ndo nulo de S. Entdo

Ap(S,n) ={0=w(0), w(1),...,w(n — 1)},
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em que w(i) € o menor elemento de S congruente com i médulo n, para todo i € {0, ..., n — 1}.

Demonstracdo. Paratodoi € {0,...,n — 1} tem-se que w(i) = w(i) — n =4 (mod n). Por definicdo
w(i) € Sew() —n¢sS, logow(i) € Ap(S, n). Provemos agora que todo w € Ap(S, n) é da forma
w(7) para algum i € {0, ..., n — 1}. Pelo Algoritmo da Divisdo Euclidiana, existem inteiros ¢, i tais que
w=gn+ie0<i<n. Pela definicad do conjunto de Apéry, w — n = (¢ — 1)n + i ¢ S. Em outras

palavras, w =i (mod n),w € Sew — n ¢ S. Isso implica que w = w(i). |

Observacao 1.4.17. Vale ressaltar que, os possiveis restos moédulon sao 0, . . . , n — 1, logo, a cardinalidade

de Ap(S, n) é exatamente n. Por sua vez, podemos provar que S é o submondide gerado por Ap(S, n) U
{n}.

Como Ap(S,n) U {n} C S, entdo (Ap(S,n) U {n}) C S. Por outro lado, se s € S, entdo existe
i€{0,...,n—1}tal que s =i (mod n). Como w(i) é o menor elemento de S congruente com i médulo

n, entdo existe ¢ > 0 tal que s = w(i) + qn. Em outras palavras, s € (Ap(S, n) U {n}).

Definicao 1.4.18. Dizemos que um sistema de geradores A de um semigrupo numérico é um sistema minimo

de geradores se ndo existe B & A que gere o semigrupo.

1.5 Multiplicidade e dimensao de imersao

Teorema 1.5.1. Todo semigrupo numérico admite um tnico sistema minimo de geradores, em particular,

esse sistema ¢é finito.

Demonstracdo. O Lema 1.4.14 afirma que S* \ (S™ + S™) é o sistema minimo de geradores de S. Por outro
lado, para qualquer n € S, S = (Ap(S, n) U {n}). Como Ap(S, n) U {n} é finito, entdo S* \ (S* + S*)é
finito. |

Definicdo 1.5.2. Seja S um semigrupo numérico com sistema minimo de geradores {n; < ny < --- < ny}.
O elemento ny é chamado de multiplicidade de S, denotado por m(S) e a cardinalidade do sistema minimo

de geradores p, é chamada de dimensdo de imersdo de S e serd denotada por e(S).
Proposicao 1.5.3. Seja S um semigrupo numérico. Entdo:

1. m(S) =min(S \ {0}),

2. e(S) <m(S).

Demonstracao. O primeiro item segue diretamente da defini¢do. A segunda afirmacdo decorre do fato de

que {m(S)} U Ap(S, m(S)) \ {0} é um sistema de geradores de S com cardinalidade m(S). |
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1.6 Numero de Frobenius e género

Ferdinand George Frobenius foi um matematico alemao que propos uma férmula para encontrar o maior
nimero inteiro nao negativo que nao € representado por uma combinacao linear com coeficientes inteiros
positivos, cujo mdximo divisor comum € 1. Além disso, ele também procurou determinar quantos inteiros

positivos ndo possuem tal representacao.
Definicao 1.6.1. Seja S um semigrupo numérico. O maior inteiro que ndo pertence a S é conhecido como o
niimero de Frobenius de S, denotado por F'(S).

Vimos na Proposicdo 1.2.4, para S = (a, b), com a, b primos entre si, temos F'(S) = ab — a — b.

Defini¢ao 1.6.2. Seja S um semigrupo numérico. Definiremos por G(S) o conjunto de todos os elementos
que ndo podem ser escritos como combinagdo linear dos geradores de S e g(S) sua cardinalidade, conhecida

como género de S.

Exemplo 1.6.3. Para S = (3, 5), temos F((S) =7, G(S) ={1,2,4, 7} e g(S) = 4.
Proposicao 1.6.4. Seja S um semigrupo numérico e n um de seus elementos ndo nulos. Entdo
(a) F(S) = max(Ap(S, n)) — n.

(b) g(S)z%( Y w) —”;1-

weApP(S,n)

Demonstracdo. Pela defini¢do do conjunto de Apéry, max(Ap(S, n)) — n ¢ S. Assim, o nimero de Frobe-
nius € maior ou igual a max(Ap(S, n)) — n. Se x > max(Ap(S, n)) — n, entdo x + n > max(Ap(S, n)).
Isso implica que = + n ¢ Ap(S, n) e, portanto x € S. Dessa forma, o nimero de Frobenius deve ser
menor ou igual a max(Ap(S, n)) — n. Isso prova que F(S) = max(Ap(S, n)) — n. Pelo Lema 1.4.16,
Ap(S, n) = {0 =w(0), w(l), ..., w(n — 1)} e por defini¢do, para todoi € {0, ..., n — 1}, w(i) =i
(mod n). Logo, existe um inteiro ndo negativo k; tal que w(i) = k;n + i. Assim,

Ap(S,n) =10, w(l)=kn+1,w2)=kmn+2,...,wn—1)=k,_in+n— 1}
Um inteiro x congruente com w(i) mddulo n pertence a S se, e somente se, w(i) < x. Portanto, para todo
ie{l,...,n— 1}, existem k; elementos, sdo eles
iwn+i, ...,k —1n+i,
que ndo pertencem a S. Por outro lado, para ¢ = 0, temos kn € S para todo inteiro £ > 0, pois n € S. Dessa

forma

g(S):lﬁ‘*——Fk’nfl
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1 n—1
= —((kin+1)+ -+ (kpoin+n—-1)) — 5
1 n—1
SIREI
n 2
weEAp(S,n)
[ |
Proposicao 1.6.5. Sejam a, b inteiros positivos primos entre si, entdo
ab—a—b+1
glla, 1)) = T
Demonstracdo. Sejai € {0, ..., a — 1}. Claramente ib € (a, b). Provemos que ib — a ¢ (a, b). Trivial

se ib — a < 0. Suponha, entdo, ib — a > 0 e que ib — a € (a, b). Dessa forma, existem inteiros ndo
negativos x, y tais que ib — a = ax + by. Logo 0 < a(z + 1) = (i — y)b,isto é,a | (i — y)b. Comoaeb
sd0 primos entre si, entdo a | ¢ — y. Por outro lado, (i — y)b > 0, entdo existe um inteiro positivo & tal que

¢ — y = ka. Mas isso implicaria que © = ka + y > a, contradi¢do. Assim, pela Proposicdo 1.6.4,

a—1

g((a,b>):é(zib)_a;1:(a—zl)b_a;1:(a—l)Q(b—l)'

Observacio 1.6.6. Note que para todo s € S, F(S) — s ¢ S pois F(S) = F(S) — s + s, caso contrdrio
F(S) € S e fugiria da defini¢do. Portanto, para todo x < F(S), temos que dentre x e F(S) — x, um deles

F(S)+1
ndo estda em S. Logo, g(S) > %
Lema 1.6.7. Seja S um semigrupo numérico gerado por {ni,na,...,n,}. Considere d =
mdc(ng, . .., ny_1) edefinaT = {%, e nlzi_l, np}. Entdo
Ap(S, n,) =d - Ap(T, n,).
Demonstracdo. Se w € Ap(S, n,), entdo w € (ny, ..., n,_1). Logo w/d e {nm/d, ..., ny_1/d} C

T. Se w/d—n, €T, entdo w — dn, € S, o que é impossivel. Considere w € Ap(T, n,). Entdo

w € (ny/d, ..., n,1/d), e portanto dw € (ny,...,ny,_1) CS. Se dw—n, € S, entdo dw — n, =
Ang - Apsinpo1 + Apnp, com Ag, ..., A, € N Como S € um semigrupo numérico, temos
mdc(ny, . .., n,) =1, o que implica que mdc(d, n,) = 1. Isso levaa d | (A, + 1) jd que (A, + 1)n, =
- )\1711 )\pflnpfl >\p +1 )‘p +1 .
dw — (Mng + - - -+ A\p—1npy—1). Mas entdo w = + -+ 7 + y np, com g in-
teiro positivo. Contradigdo, pois w € Ap (7', ny). [
Proposicdo 1.6.8. Sejam S um semigrupo numérico com sistema minimo de geradores {n, na, . . ., np},
d=mde(ny, ..., np1)eT ={ny/d, ... n,_1/d, n,}. Entdo:

1. F(S)=d- F(T) + (d — 1)n,;
(d—1)(n, — 1)”1),

2. g(S) =d - g(T) + :
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Demonstracao. Os resultados sdo obtidos diretamente dos resultados da Proposicao 1.6.4 e do Lema

1.6.7 |

Finalizaremos essa se¢do com os pseudo-niimeros de Frobenius ou numeros pseudo-Frobenius que, a
grosso modo, sd0 0s nimeros que quase pertenceriam a um semigrupo numérico. A partir daqui poderemos

classificar semigrupos e caracteriza-los.

Definicao 1.6.9. Dizemos que um inteiro x é um pseudo-niimero de Frobenius se v ¢ S e x + s € S para
todo s € S\ {0}. Representaremos o conjunto desses niimeros por PF(S) e sua cardinalidade por t(5),

também conhecida por tipo de S.
Definicao 1.6.10. Sobre o conjunto dos inteiros, definiremos a relacdo: a <g bseb —a € S.

Definicao 1.6.11. Dizemos que uma relacdo < é uma relacdo de pré-ordem sobre um conjunto P se sdo

satisfeitas as seguintes condigcoes:
* Va € P, a < a(reflexiva);

e Va,b,ce P,sea<beb<c, entdoa < c(transitiva).

O conjunto (P, <) é chamado de conjunto pré-ordenado. Se, além disso, valer:

* Va,b,ce P,sea<beb<a,entdoa = b (antissimétrica).

Dizemos que < é uma relacdo de ordem.

Além disso, o conjunto (P, <) é chamado de conjunto ordenado ou parcialmente ordenado. Um conjunto
(P, <) € totalmente ordenado se para todo a,b € P, a < b ou b < a, em outras palavras, todos seus

elementos sdo compardveis.

Como S é um semigrupo numérico, a relacdo <g € reflexiva, transitiva e antissimétrica, ou seja, uma

ordem parcial.

Definicio 1.6.12. Sejam (P, <) um conjunto ordenado, A C P ndo vazio e m € P. Entdo

Ve € A, m < z, dizemos que m é o elemento minimo e o representaremos por minA.

Ve € A, v < m, dizemos que m é o elemento mdximo e o representaremos por maxA.

Se m € A e ndo existe v € A tal que x < m, dizemos que m é um elemento minimal de A, representa-

remos tais elementos por Minimals<.

Se m € A e ndo existe x € A tal que m < x, dizemos que m é um elemento maximal de A, represen-

taremos tais elementos por Maximals<.

Proposicao 1.6.13. Seja S um semigrupo numérico, entdo:
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1. PF(S) = Maximals<(Z \ 5);

2. x € Z\ S se, e somente se, existe f € PF(S) tal que f — x € S.

Demonstracdo. 1. Seja f € PF(S). Suponha que existe z € Z \ S tal que f <g z. Entdo, x — f € S.
Por outro lado, por defini¢dao de PF(S), se z — f # 0, entdo f + (x — f) = = € S. Contradi¢do, logo
r— f=0e fémaximalem (Z \ S, <g). Reciprocamente, se f é maximal em (Z \ S, <g), entdo, para

todos € S,emques #0, f+s¢Z\ S. Assim, f € PF(S).

2. Sejaxz € Z \ S. Considere o conjunto A = {s |z + s ¢ Ses e S} Vistoque 0 € A, A¢éndo vazio e,
como S é semigrupo numérico, a partir de determinado momento toda soma x + s € S, logo A é finito. Seja
r =max(A),entdo x + r € PF(S)e (z +r) —xz =r € S. Reciprocamente, sejam z € Ne f € PF(S5)
tais que x <g f. Se z = f, nada precisamos fazer. Suponha z # f. Sex € S,entdo (f —x) + z = f € S.
Contradicao, pois f € PF(S).

Proposicao 1.6.14. Seja S um semigrupo numérico e seja n um elemento ndo nulo de S. Entdo,

PF(S) ={w —n| w € Maximals< ,(Ap(S, n))}.

Demonstracdo. Seja x € PF(S). Entioz ¢ Sex +n € S, ouseja, v + n € Ap(S, n). Por outro lado,
considere w € Ap(S, n) tal que x + n <g w. Temos w — (z + n) = w — x — n € S. Isso significa que
w—n=ux+ sparaalgums € S. Comow —n ¢ Sex € PF(S), entdo s = 0 e, portanto, w = = + n.
Agora, tome w € Maximals<(Ap(S, n)),logow —n ¢ S. Seexistirs € S\ {0} talquew —n + s ¢ S,

entdo w + s € Ap(S, n). Contradi¢do, ja que w é maximal em Ap(S, n) pela relagdo <g. [
Corolario 1.6.15. Seja S um semigrupo numérico. Entdo:

t(S) < m(S) — 1.

Demonstracdo. Seja n; = m(S). Pela Proposicdo 1.6.14, ¢(S) é igual ao nimero de elementos de
Maximals< (Ap(S, n1)). Como Ap(S, ny) tem n; elementos e 0 ndo é maximal em Ap(S, n,), entdo

t(S) < m(S) — 1. n

Definicao 1.6.16. Seja S um semigrupo numérico. Denotaremos
N(S)={seS|s< F(5)}.

Sua cardinalidade é denotada por n(S).

Com isso, se N(S) e F'(S) sao conhecidos, conseguimos reconstruir todo o conjunto S.
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CAPITULO 2

Semigrupos Numéricos com Dimensao de

Imersao Maxima

Como vimos anteriormente, a dimensao de imersao de um semigrupo numérico estd limitada superior-
mente pela sua multiplicidade. Assim, dizemos que S possui dimensdo de imersdo mdxima se e(S) = m(S).
Nesta secdo, veremos que se S possui dimensdo de imersdo maxima, conseguimos expressar o nimero de
Frobenius a partir de seus geradores, assim como no caso para dois geradores. Além disso, garantir essa
propriedade permite uma caracterizagdo mais refinada da estrutura interna de S, conectando a escolha de

geradores a forma como elementos do semigrupo podem ser expressos como combinacdes lineares desses

geradores.
Proposicio 2.0.1. Seja S um semigrupo numérico minimamente gerado por {ny < ny < - - - < n.}. Entdo
S possui dimensdo de imersdo mdxima se, e somente se, Ap(S, ny) = {0, na, . .., n.}.

Demonstracao. Suponha que S possui dimens@o de imersdo maxima, isto €, n; = e. Ja foi provado que

A= (Ap(S, m) \ {0}) U {ni}
¢ um conjunto gerador de S. Como {ni,ns,...,n.} C A e A possui n; = e elementos, entdo

{n1, na, . .., n.} = A. Em outras palavras, Ap(S, n;) = {0, na, . . ., n}.

Por outro lado, se Ap(S, n1) = {0, na, . . ., n.}, entdo Ap(S, ny) possui e = n; elementos, ou seja S

possui dimensdo de imersdo maxima . |
Corolario 2.0.2. Seja S um semigrupo numérico minimamente gerado por {ny; < ny < --- < n.}.
1. Se S possui dimensdo de imersdo mdxima, entdo F'(S) = n. — ny.

. . ~ . ~ L. ny — 1
2. 5 possui dimensdo de imersdo mdxima se, e somente se, g(S) = —(ng + -+ ne) — 5 N
ni
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3. S possui dimensdo de imersdo mdxima se, e somente se, t(S) = n; — 1.

Demonstraciao. Consequéncia das Proposi¢oes 1.6.4, 1.6.14 ¢ 2.0.1.

1. F(S) = max(Ap(S, n1)) — n1 = max{0, ng, . .., n} — Ny = ne — ny.
. 1 ny — 1 . 1 ny — 1
28 = (0 3 w) - Ty =0y - S
weAP(S,n1)
3. Como PF(S) ={w — n | w € Maximals<,(Ap(S, n1))} e Maximals< (Ap(S, n1)) = {nq, . . ., n.},

entdo t(S) = n; — 1. A volta é imediata pelo Coroldrio 1.6.15.

Exemplo 2.0.3. O semigrupo numérico S = (4, 5, 11) possui F'(S) = 11 — 4 = n, — ny, mas nao possui

dimensdo de imersdo maxima.

Proposicio 2.0.4. Sejan n € N\ {0} ¢ C = {w(0) =0, w(1),...,w(n — 1)} CN tais que w(i) =i
(mod n) paratodoi € {1, ..., n — 1}. Seja S o semigrupo numérico ({n} U C). As seguintes afirmagdes

sdo equivalentes:
1. Ap(S,n) =C.

2. Paratodosi,j € {1,...,n— 1}, w(i)+w(j) > w((i + j) mod n).

Demonstracao. Note que w(i) + w(j) e w((i + j) mod n) sdo congruentes mddulo n para todos i, j.

Portanto, podemos reescrever a segunda afirmacdo da seguinte forma:
2.1 Paratodos i, j, existe t € N tal que w(i) + w(j) = tn + w((i + 7) mod n).

Se Ap(S, n) = C, pelo Lema 1.6.7, w(i) + w(j) = kn + ¢ para algum k € N e ¢ € C, com w(i) +
w(j) = ¢ (mod n), logo ¢ = w((i + j) mod n). Agora, suponha que a segunda condicdo seja satisfeita.

Vamos mostrar que Ap(S, n) C C. Se s € Ap(S, n) C S, entdo existem ¢y, . .., ¢ € C tais que s =
t

Z ¢;. Aplicando 2.1 repetidamente, temos que s < kn + ccom ¢ € C e k € N. Como s € Ap(S, n),
i=1
por defini¢do, k = 0 e, consequentemente, s = ¢ € C'. Como a cardinalidade de Ap(S, n) C C é n entdo

Ap(S,n) =C. |

Com os resultados vistos, agora somos capazes de distinguir se um semigrupo numérico possui ou nao
dimensao de imersdo maxima olhando diretamente para o conjunto de Apéry da multiplicidade de .S. Antes
de demonstrarmos resultados mais interessantes, estamos interessados em criar semigrupos numéricos com
dimensao de imersdo maxima a partir dos elementos de um semigrupo numérico arbitrario. Os seguintes

corolérios sdo consequéncias diretas das proposi¢des desse capitulo.
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Corolario 2.0.5. Seja S um semigrupo numérico e n € S. Entdo
T={nwl+n w2 +mn, ..., win—1) +n)

é um semigrupo numérico de dimensdo de imersdo mdxima, em que n € S e para todoi € {1,...,n — 1},
w(i) € o elemento de Ap(S, n) congruente com i médulo n. Além disso, F(T) = F(S) +nem(T) =
m(S) = n.

Corolario 2.0.6. Seja S um semigrupo numérico com dimensdo de imersdo mdxima e multiplicidade

m. Para todo i € {1, ..., m — 1}, considere w(i) o tinico elemento de Ap(S, m) congruente com i
modulo m. Tome T = (m, w(l) —m, ..., w(m — 1) —m). Entdo T é um semigrupo numérico com
Ap(T, m) ={0,w(1) —m, ..., wim —1) — m}.

Proposicao 2.0.7. Seja S um semigrupo numérico. As seguintes condigcdes sdo equivalentes:

1. S possui dimensdo de imersdo mdxima;
2. Paratodo x,y € S, temos x +y — m(S) € S;

3. —m(S) + S* é um semigrupo numérico.

Demonstracdo. (1 = 2): Se x — m(S) € S ou y — m(S) € S, nada precisamos fazer. Suponha que
z,y € Ap(S, m(S)). Basta aplicar o caso particular da Proposi¢do 2.0.4,4, 5 € {1,...,n — 1}, w(i) +
w(j) > w((? + j) mod n).

(2 = 3): Trivial.
(3 = 1): Sejaw(7) o Gnico elemento de Ap(.S, m(S)) congruente com ¢ médulo m,com1 < i < m — 1.

Usamos novamente o caso particular da Proposi¢do 2.0.4. Se w(i) + w(j) = w((i + j) mod m) + m(S)

paraalgum j € {1, ..., m(S) — 1}, entdo:
w(i) — m(S) + w(j) — m(S) = w((i + j) mod m(S)) — 2m(S) ¢ {x — m(S) | z € S*},
contradizendo que esse conjunto € um semigrupo numérico. [

Corolario 2.0.8. Seja S um semigrupo numérico. Entdo S possui dimensdo de imersdo mdxima se, e

somente se, existe um semigrupo numéricoT et € T \ {0} tal que S = (t + T') U {0}.

Demonstracdo. Da Proposi¢do 2.0.7, tome 7' = —m(S) + S* e, pelo Coroldrio 2.0.5, obtemos o resultado

desejado. |

Lema 2.0.9. Sejam S e T' semigrupos numéricos. Para s € S* et € T", entdo (s + S) U {0} = (t + T) U

{0} se, e somente se, S =T e s = t.
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Demonstracdo. Suponhaque (s + S U {0}) = (¢t + T'U {0}). Note que m((s + S) U {0}) = sem((t +
T)U{0}) =t,logo s =t. Alémdisso, S = —s + (s + 5) = —t + (t + T') = T. A volta é imediata. W

2.1 Semigrupos Numéricos Arf

De forma similar aos semigrupos com dimensao de imersdo médxima, a propriedade Arf permitem gerar
os elementos do semigrupo de maneira sistemédtica e bem definida. Essa regularidade estrutural torna possivel
analisar o comportamento dos elementos e a forma como combinacdes lineares se distribuem dentro do
semigrupo. Além disso, quando essa propriedade € satisfeita, podemos construir outros conjuntos cujas

caracteristicas sao preservadas em relacdo ao conjunto original, os chamados invariantes.

Definicao 2.1.1. Um semigrupo numérico S é Arf, ou possui a propriedade Arf, se para todos x, y, z € S,

emquexr >y >z tem-sequex +y — z € S.

Observacao 2.1.2. Dado um semigrupo numérico. Nos limitaremos a utilizar a nota¢do "— "para indicar
que todos os elementos posteriores ao tltimo elemento apresentado sdo elementos do semigrupo numeérico.

Por exemplo, S = (3,5), S ={3,5,6,8,9,10,...}=1{3,5,6,8, —}.

Exemplo 2.1.3. S = {0, 3, 5, 6, —} é Arf. No entanto, S; = {0, 3, 4, 6, —} nfo possui a propriedade Arf
pois4+4—-3=5eb5¢ 5.

Proposicao 2.1.4. Sejam S um semigrupo numérico e v € S*. Entdo S é de Arf se, e somente se, S’ =

(x +5) U {0} é Arf.

Demonstracdo. Seja S um semigrupo numérico de Arf. Pela Proposicao 2.0.7, S possui dimensdo de
imersdo méxima. Logo existe um semigrupo numérico S’ e x € S” \ {0} tal que S = (z + S") U {0}. Se
S # N, entdo S C S’. Assim, como S é Arf, segue que S’ também € Arf. Podemos repetir esse processo
com S’, e obter um semigrupo numérico de Arf S” e y € "\ {0} tal que 5" = (y + S”) U {0}. Como
N\ S possui uma quantidade finita de elementos, esse processo € finito, obtendo assim uma cadeia de
semigrupos numéricos Arf da forma Sy C S; C ... C S, =Nem que S; = (x;41 + Si41) U {0}, para
algum ;.1 € S;1 \ {0}. [ |

Proposicao 2.1.5. A intersecdo de uma quantidade finita de semigrupos numéricos de Arf é um semigrupo

numérico de Arf.

Demonstracdo. A intersecdo de finitos semigrupos numéricos Arf contém todos os elementos a partir do
maior nimero de Frobenius. Como cada elemento de cada conjunto possui a propriedade Arf, entdo os

elementos da intersecao finita também a possuem. |
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Como o complementar de S em N € finito, o conjunto dos semigrupos numéricos de Arf que contém S

também ¢€ finito. Assim, podemos definir o menor semigrupo numérico Arf que contém .S.

Definicao 2.1.6. Seja S um semigrupo numérico. Como o complemento de S em N ¢é finito, o conjunto dos
semigrupos numéricos Arf que contém S também € finito. A intersecdo desses semigrupos é novamente um

semigrupo numérico Arf. Denotaremos essa intersecdo por Arf(S) e a chamaremos de fecho Arf de S.
Lema 2.1.7. Seja S um submonoide de N. Entdo
S={r+y—z|a,y2€8 v>y>z}

é um submondide de N e S C S'.

Demonstracdo. Seja v € S. Entdio v +x —x =2 € 5, logo S C S’ e, naturalmente, S’ C N. Seja
a, b€ S’. Por defini¢do, existem xy, Ta, Y1, Yo, 21, 20 € S tal que a =1 +y; — 21, b = 29 + Y2 — 2o
em que x; > y; > 2,1 €{1,2}. Logo,a+b= (1 +y1 —21) + (x2a +y2 — 22) = (x1 + 22) + (11 +
Yo) — (21 + 22). Como @y + o, Y1 + Y2, 21 + 220 €S exy + T2 >y + Y2 > 21 + 29, entdoa + b € 5.

|

Definicao 2.1.8. Para um dado submonoide S de N , vimos que podemos construir uma cadeia finita

estaciondria de submondides até obtermos Arf(S). Assim, definiremos
SO — S, Sn+l — (Sn)/
Proposicdo 2.1.9. Seja S um semigrupo numérico. Existe k € N tal que S* = Arf(S).
Demonstracio. Para n = 0, S° = S C Arf(S) por defini¢io. Suponha S* C Arf(S) para algum & € N.

SFH1 = (S*) sdo todos os elementos ordenados x, y, z em que 7 + y — z € S*™!. Assim, por hipétese de

indugdo, S*™ C Arf(S). Como S tem complemento finito em N, o niimero de semigrupos numéricos que

contém S é finito, logo existe k € N tal que S* = S**! para algum & € N. Portanto, S* é um semigrupo
numérico Arf que estd contido em Arf(S) e conclui-se que S* = Arf(S). |
Lema 2.1.10. Sejam m, rq, . . ., 1, € N tal que mdc(m, 11, . . ., r,) = 1. Entdo:

m+ (m,ry, ..., rp)"t CArf(m,m o+, m A+ ry).
Demonstracdo. Para n = 0, provaremos que m + (m, rq, . .., rp,) C Arf(m, m +ry, ..., m+1,). Se-
jam i, 5 € {1,...,p} tais que m,m+ 1, m+r; € Arf(m, m+1r, ..., m+ry,), jd que m +r; +
r;=(m-+r;)+ (m+r;) —me Arf(S). Para k€ {1,...,p}, temos que m +r; +r; + rp = (m +
r;) + (m + ri) —m € Arf(S). Entdo para todo ai,...,a, €N, (a+ 1)m+ayry + - -+ apry €
Arf(m, m +ry, ..., m+r,),logo

m4+ (m,ry, ..., rp) CAf(m, m+ 71y, ..., m 4 1).
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Suponha que m + (m, ry, ..., r,)" C Arf(m, m +ry,..., m+r,). Considere, também, a €
m+ (m,r, ..., )", entdo a=m +b, com b€ (m,r,...,r,)""!, ou seja, existem x,y, 2 €
(m,ry,...,r,)" tal que b =2 + y — 2. Dessa forma, por hipétese de indugdo,a =m +b=m + = +
y—z=m+z)+(m+y) —(m+z2)€Af(m,m+ry,....,m+r,). |
Proposicio 2.1.11. Sejam m, 11, . . . , r,, inteiros ndo negativos e mdc(m, ry, . . ., r,) = 1. Entdo:

Arf(m,m+r,...,m+r,) = (m+ Arf(m, r, ..., r,)) U{0}.
Demonstracdo. Pela Proposi¢do 2.1.9 e pelo Lema 2.1.7, temos: (m + Arf(m, m +ry, ..., m+1,)) U
{0} C Arf(m, m + 71, ..., m + rp). Por outro lado, observamos que m, m + 71, ..., m +r, € (m +
Arf(m, ry, ..., 1)) U {0} é um semigrupo numérico Arf pela Proposigao 2.1.4. |

Agora somos capazes de escrever um método recursivo de calcular os elementos que estdo no fecho de

Arf.

Proposicao 2.1.12. Dado X C N\ {0} tal que o mdximo divisor comum de seus geradores seja 1. Seja

A =XeAp1 = ({r —mind, |z € A} \ {0}) U {minA,}. Entdo

qg—1
Arf(X) = {0, minA;, minA; + minA,, . .., Z mind;, —}.
i=1

Demonstracdo. Pelo Algoritmo de Euclides para o méximo divisor comum, existe ¢ = min{k e N | 1 €
Ag}. Como 1 € A temos que Arf(A,) = N. Por outro lado, Arf(A, ;) = (minA4, ; + N) U {0} =
{0, minA,_;, —}. Suponha que

-1
Arf(A,—;) = {0, minA,_;, minA, ; + minA, 4, .. ., qz: minA,_;im, =}
Vamos provar que "
—1
Arf(A,—i—1) =40, minA4, ;_1, minA, ;1 + min4,;, ..., qz minA, iim, =}
Pela Proposicao 2.1.11, sabemos que: "
Arf(A,_i—1) = (minA,_; 1 + Arf(4,-;)) U {0}.

Como consequéncia direta da Proposicdo 2.1.11,

F(Arf(m,m +ry, ..., m+1r,)) =m+ F(Arf(m, r, ..., 1p)).
q—1
Utilizando a hipétese de indugdo, Arf(X) = {0, minA;, minA; + minA,, . . ., Z minA;, —}. [ |
i=1

Exemplo 2.1.13. Vamos calcular Arf((9, 24, 35)).

Ay = {9, 24, 35}, minA; = 9,
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Ay = {9, 15, 26}, minA, = 9,
As ={9, 6, 17}, minAs = 6,
A, ={3,6, 5}, minA, = 3,
As = {3, 3, 2}, minAs = 2,
As ={1,1, 2}.

Entdo Arf((9, 24, 35)) = {0, 9, 18, 24, 27, 29, —}.

2.2 Semigrupos Numéricos Saturados

Definicao 2.2.1. Dizemos que um semigrupo numérico é saturado se para todos s, sy, ..., S. €S e
21, 22, - - ., 25 € L se cumpre a seguinte condi¢do: se s > s;, paratodoi € {1,... r}, ezs1+ -+

zr8p > 0, entdo s + 2181+ -+ + 2.8 € S.

Exemplo 2.2.2. O semigrupo numérico S = {0, 5, 7, 9, 10, —} é de Arf mas ndo é saturado. Note que

5,7€Se8=3-5—-1-7¢5.

Lema 2.2.3. Todo semigrupo numérico saturado possui a propriedade de Arf.

Demonstracao. Sejam S um semigrupo numérico saturadoem que x, y, 2 € S,z >y > z. Entdoz + y —
z > 0e,como S é saturado, x + y — z € S. Portanto, S é Arf e, consequentemente, possui dimensao de

imersio maxima. |

A partir de agora estamos interessados em caraterizar os semigrupos numéricos saturados.

Definicio 2.2.4. Para A C Nea € A\ {0}, definimos

da(a) =mdc{r € A|z < a}.
Exemplo 2.2.5. Seja A = {3, 5, 9, 11, 13}. Entdo d4(9) = mdc(3, 5, 9) = 1.

Lema 2.2.6. Sejam S um semigrupo numérico saturado e s € S. Entdo s + dg(s) € S.

Demonstracdo. Seja {s1, ..., s.} = {x € S|z < s}. Pelo Teorema 1.2.1, existem inteiros z1, . . . , 2,

tais que 2151 + - - - + 2.5, = dg(s). Como S é saturado, s + dg(s) € S. [ |

Lema 2.2.7. Seja A um subconjunto ndo vazio de inteiros positivos tal que mdc(A) =1 e a + da(a) € A

para todo a € A. Entdo a + kda(a) € Aparatodok € Ne AU {0} é um semigrupo numérico.
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Demonstracdo. Usaremos inducio em d4(a). Note que da(a) > 0. Vamos mostrar que se d4(a) = 1,
entdo a + k € A para todo k € N. Para k = 0 € imediato. Suponha que @ + k € A. Como d4(a + k) <
ds(a) =1,entdo da(a + k) = 1. Logo,a + k +1=a+ k + da(a + k) € A. Agora, assuma que se a’ €
Acomdy(a') < da(a), entdo a’ + kda(a’) € A paratodo k € N. Suponha d4(a) > 2 e provemos que a +
kda(a) € A paratodo k € N. Como mdc(A) = 1, existe b € A tal que da(b) = 1. Se da(a + kda(a)) =
da(a) e a+ kda(a) € A, entdo a + (k + 1)da(a) = a + kda(a) + da(a + kda(a)) € A. Assim, existe
um menor inteiro positivo ¢ tal que a + tda(a) € A e da(a + tda(a)) < da(a). Dai, pela hipdtese de
indugdo, (a + tda(a)) + kda(a + tda(a)) € A para todo k € N. Como da(a + tda(a)) divide da(a),
logo d4(a) = lda(a + tda(a)) para algum inteiro positivo [. Portanto, a + td4(a) + %dA(a) € A para
todo k£ € N e, consequentemente, a + (t + n)da(a) € A para todo natural n. Segue, pela defini¢do de t,
a+ kda(a) € Sparatodok € {1,...,t} e, portal,a + kda(a) € S paratodo k € N. Por fim, provemos
que A U {0} é um semigrupo numérico. Como mdc(A) = 1, basta provar que para quaisquer a, b € A,
a + b € A. Suponha que a < b, entdo d4(b) divide da(a), ou seja, existe A € N tal que d4(a) = Ada(D).
Por outro lado, por defini¢ao, d 4(a) divide a, entdo existe € N tal que a = pud4(a). Finalmente, a + b =

pda(a) + b= pAda(b) + b que, como provado anteriormente, pertence a .S. [

Proposicao 2.2.8. Seja A um subconjunto ndo vazio de N tal que 0 € A e mdc(A) = 1. As seguintes
condigoes sdo equivalentes:

1. A é um semigrupo numérico saturado.

2. a+da(a) € Aparatodoa e A\ {0}.

3. a+ kda(a) € Aparatodoa € A\ {0} ek € N.

Demonstracdo. (1 = 2): Lema 2.2.6.

(2= 3): Lema 2.2.7.

(3 = 1): Pelo Lema 2.2.7, sabemos que A é um semigrupo numérico. Sejama, ay, . .., a, € A,a; < a
paratodoi € {1,...,r} ez, ..., 2 €Ztais que z1a; + . . . + z.a, > 0. Como a; < a, entdo d4(a)
divide a; paratodo i € {1, ..., r}. Assim, existe k € N tal que zya1 + . . . + z.a, = kda(a) e, portanto,
a+ za; + ...+ z.a, =a+ kda(a) € A. Logo, A é saturado. [ |

Agora tentaremos obter uma caracterizacao, assim como nos semigrupos numéricos Arf, para os

semigrupos numéricos saturados.

Proposicao 2.2.9. Seja S um semigrupo numérico. As seguintes condicoes sdo equivalentes:

1. S¢ saturado.
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2. Existe v € S™ tal que (x + S) U {0} é um semigrupo numérico saturado.

Demonstracdo. (1 = 2): Suponha que S ={0<s3 <sy<...<s8,<...} Provemos que (s; +

SHYU{0}={0<s1<s1+s<81+8<...<8 +8,<...} ésaturado. Pela Proposicdo 2.2.8,

basta mostrar que para todo n €N, s; + s, +mdc(0, s1, $1 + s1,. .., 51 + S,) € (s1 +.5) U {0}.
Como S é saturado, s, + mdc(0, s1, ..., s,) € S. Além disso, mdc(0, s1, $1 + S1, ..., 81+ Sp) =
mdc(0, s1, . . ., Sp), portanto, s; + s, + mdc(0, s1, 51 + s1, ..., $1 + S,) € (s1 + 5) U {0}.

2=1): Se S={0<s1<...<8,<...} entdo (z+ S )U{0}={0<ax<si+ax<...<
Sp+x<...}. Sejaa=mde(0, z, x4+ s1,...,2+ 8,) eb=mdc(0, x, $1, ..., S,). Como a =ben-
tdo a divide mdc(0, s1, . . ., $,), logo existe k& € N tal que ka = mdc(0, sy, . . ., s,). Como (x + S) U
{0} é um semigrupo numérico saturado, pela Proposi¢do 2.2.8, z + s, + ka € (x + S) U {0} e, consequen-

temente, s, + 0, s, ..., s, € 5, logo S € saturado. [ |

Corolario 2.2.10. Seja S um semigrupo numérico. Entdo S é saturado se, e somente se, (m(S) + S) U {0}

é saturado.

Demonstracao. Segue diretamente do segundo item da proposi¢ao anterior. [

De forma andloga a feita em semigrupos numéricos, a intersec¢do finita de semigrupos numéricos

saturados € também um semigrupo numérico saturado e também & possivel calcula-lo.

Definicdo 2.2.11. Dado um semigrupo numérico S, denotaremos por Sat(S) a intersecdo de todos os

semigrupos numéricos saturados que contém S. Nomearemos esse semigrupo como o fecho saturado de S.

Proposicao 2.2.12. Sejamn, < ny < ... < n, inteiros positivos tais que mdc(nq, . . . , n.) = 1. Para cada
ie{l,..., e}, definad; =mdc(ny, ..., n;) eparatodo j € {1, ..., e — 1}, defina k; = max{k € N |
n; + kd; < nji1}. Entdo

Sat(ng, ..., ne) ={0,ny,ny +dy, ..., 0+ kidy, ng, no + do, . .., Ny + kads,

ceey Mem1; Me—1 + de—b sy Me—1 + ke—lde—la Ne, Ne + 17 —>}

Demonstracao. Seja
A={0,ny,n1 +di,...,ny + kidy, na, ng + da, . .., ng + kads,
o Me 1, Me1 + de1y ooy N1 + ke_1de 1, Me, ne + 1, =}
Note que A nao € vazio, 0 € A, mdc(A) =1ea + da(a) € Aparatodo a € A. Pela Proposi¢do 2.2.8, A é
um semigrupo numérico saturado e, como {ny, ..., n.} C A, Sat(ny, ..., n.) C A. Agora, sejaa € A,

entdo existe 7 € {1,...,e} e k € N tal que a = n; + kd;, nesse caso, d. = 1. Como {ny,...,n.} C
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Sat(ni, . .., ne), temos que dsag(n,,...n.) (1) divide d;. Logo, existe I € N tal que d; = ldsai(n,,....n.) (1)
Pela Proposi¢do 1.6.4, n; + tdsai(n,,...n.) (1) € Sat(na, . .., n.) para todo t € N e, portanto, a = n; +
kd; = n; + kldsag(n,,...n.)n) € Sat(ng, . .., ne). [ |

Exemplo 2.2.13.

Sat({4, 10, 23}) = {0, 4, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 23, —}.
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Semigrupos Numéricos Irredutiveis

Definicao 3.0.1. Um semigrupo numérico é dito irredutivel se ndo puder ser expresso como uma intersecao

de dois semigrupos numéricos que o contém.

Vamos mostrar que semigrupos numéricos irredutiveis sdo maximais no conjunto dos semigrupos
numéricos com numérico de Frobenius fixo. Primeiramente vamos provar que adicionando o nimero de

Frobenius a um semigrupo numérico obtemos também um semigrupo numérico.

Lema 3.0.2. Seja S um semigrupo numérico diferente de N. Entdo, S U F(S) é, novamente, um semigrupo

numérico.

Demonstracdo. Note que o complemento de S U {F(S)} em N € finito pois N \ S é finito. Sejam
a,be SU{F(S5)}. Sea= F(S)oub= F(5),entdo que a + b > F(S), portanto, a + b € S U {F(95)}.
Sea,be S,entdoa+be SCSU{F(S)}. Porfim, como 0 € SU{F(S)}, entdo S U {F(S)} é um

semigrupo numérico. |

Teorema 3.0.3. Seja S um semigrupo numérico. Entdo as seguintes condigcdes sdo equivalentes.

1. S éirredutivel.
2. S é maximal no conjunto de todos os semigrupos numéricos com o niimero de Frobenius F'(S).

3. S € maximal no conjunto de todos os semigrupos numéricos que ndo contém F(S).

Demonstracdo. (1 = 2): Seja 7" um semigrupo numérico tal que S C T e F(T) = F(S). Entdo S =
(SU{F(S)}) NnT). Como S ¢ irredutivel, segue que S = 7.

(2 = 3): Seja T' um semigrupo numérico tal que S C T'e F'(S) ¢ T. Entdao, T U {F(S) + 1, F(S) +
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2, —} é um semigrupo numérico que contém S com nimero de frobenius F'(,S). Como S é maximal, segue

que S =T U{F(S) + 1, F(S) + 2, —} e, consequentemente, S = 7.

(3 = 1): Sejam 57, o dois semigrupos numéricos que contém S. Por hipétese, temos que F'(S) € S

CF(S) GSQ. LOgO,S#SlﬂSQ. [ |

Um semigrupo numérico € dito simétrico se € irredutivel e F'(S) é impar e pseudo-simétrico se F'(.S)

for par.

Dado um semigrupo numérico S, se S ndo € irredutivel, entdo pelo Teorema 2, temos que existe um
semigrupo numérico irredutivel 7" contendo S com F'(S) = F (7). O resultado abaixo pode ser visto como

um procedimento para construir um semigrupo numérico irredutivel.

Lema 3.0.4. Seja S um semigrupo numérico e suponha que existe
F
h:max{er\S|F(S)—xgéSea:#ﬁ}. 3.1)

Entdo, S U {h} é um semigrupo numérico com niimero de Frobenius F(S).

Demonstracdo. Note que S U {h} tem complemento finitoem Ne 0 € S U {h}. Tome H ={x € Z \ 5 |

F(S)—x¢ Sex# @} Se x € H, entdo F'(S) —x ¢ S, logo F(S) —x€Z\ S. Dai, F(S) —
(F(S) —z) =z ¢ S e, portanto, F(S) — z € H. Como x ou F(S) — x sdo maiores que F(S , segue

F(S
que h > % Sejas € S\ {0}, se h + s ¢ S, por h ser maximo, temos que F'(S) — (h+s) =t € S.

Assim, F'(S) — h =t + s € S que, por construgdo, ndo pode ocorrer. De modo andlogo, se 2h ¢ S, entdo

F(S) —2h =t € S. Noentanto, h + t = F'(S) — h ndo pode pertencer a S. |

3.1 Semigrupos Numéricos Simétricos e Pseudossimétricos

Definicdo 3.1.1. Seja S um semigrupo numérico. Dizemos que S é simétrico se S é irredutivel e F(S) é
impar. Por outro lado, se F(S) é par, dizemos que S € pseudossimétrico. Por questdo de simplificacdo, nos

limitaremos a escrever S simétrico ou pseudossimétrico.
Proposicao 3.1.2. Sejam S um semigrupo numérico e x € 7. \ S, entdo:
1. S é simétrico se, e somente se, F'(S) — x € S.

F(5)
2

2. S é pseudossimétrico se, e somente se, F'(S) —x € Soux =

Demonstracao. Demonstraremos o primeiro item, o segundo é demonstrado de forma andloga. Suponha

que existe = € Z \ S tal que F'(S) — = ¢ S, entdo existe h mdximo, conforme definido em (3.1). Logo,
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S U {h} é um semigrupo numérico cujo nimero de Frobenius é F'(.S). Contradicdo, pelo Teorema 3.0.3, S
¢ maximal. Para a reciproca, basta provar que S € maximal no conjunto de todos semigrupos numéricos
que ndo contém F(5). Sejam 7" um semigrupo numérico talque S C T'ex € T\ S C Z \ S. Entao, por
hipétese, F'(S) — x € S e, portanto, F'(S) — x € T, o que implicaque F/(S) =z + (F(S) —z)eT. N

Pela proposi¢do supracitada, somos capazes de caracterizar semigrupos simétrico e pseudossimétricos

da seguinte forma.

F(S)+1
Corolario 3.1.3. 1. S ¢é simétrico se, e somente se, g(S) = L

F(S) +2

2. S é pseudo-simétrico se, e somente se, g(S) = 5

Observacao 3.1.4. Pela Observagdo 1.6.6 e pelo coroldrio acima, concluimos que semigrupos numéricos

irredutiveis sdo os que possuem o menor género possivel em comparacdo a F(S).

Observacao 3.1.5. Pela Proposicdo 1.6.5, todo semigrupo numérico gerado por dois elementos é simétrico.

A partir de agora estaremos interessados em caracterizar semigrupos numéricos irredutiveis em funcao

do seu conjunto de Apéry,

Lema 3.1.6. Seja S um semigrupo numérico en € S \ {0}. Se x, y € S sdo tais que x + y € Ap(S, n),
entdo {x, y} C Ap(S, n).

Demonstracdo. De fato, se x + y € Ap(S, n), por definicdo, = + y — n ¢ S. Suponha, por absurdo,
x ¢ Ap(S,n), entdo x —n € S. Como y € S, entdo (r —n) +y € S, o que é uma contradi¢do. A

demonstraca@o para y € analoga, logo, {z, y} C Ap(S, n). [

Proposicio 3.1.7. Sejam S um semigrupo numérico e n um inteiro positivo de S. Seja Ap(S, n) = {ag <
a; < ...< a,_1} o conjunto Apéry de n em S. Entdo, S é simétrico se, e somente se, a; + a,_1_; = Gp_1

paratodoi € {0,...,n— 1}

Demonstracdo. Pela Proposi¢do 1.6.4, temos que F(S) =a, 1 —n. Como a; —n¢ S e S é simé-
trico, F'(S) — (a; — n) = a,—1 — a; € S. Pelo Lema 3.1.6, existe j € {0,...,n — 1} tal que a,_; =
a; + a; € S. Assim, por hipétese, j =n — 1 — i. Por outro lado, por hipétese temos que {a,_1} =

Maximals< Ap(S, n). Pela Proposi¢ao 1.6.14, PF(S) = {F(S)}, logo { F(S)} = Maximals<,(Z \ 5).
S

S
Em outras palavras, se x € Z \ S entdo F'(S) — x € S, ou seja, se ¢ um inteiro entdo ) €ezZ\S.
F(S F(S
Dai, F(S) — % = % € S, contradi¢do. Portanto F'(S) é fmpar e, consequentemente, S é simé-
trico. [ |

® UFU-IME 37



Capitulo 3: Semigrupos Numéricos Irredutiveis

A partir dessa proposi¢ao, podemos concluir o seguinte resultado.

Corolario 3.1.8. Seja S um semigrupo numérico. Sdo equivalentes:
1. S é simétrico.
2. PF(S)={F(9)}

3. 4(8) = 1.

Demonstracdo. Observe que F'(.S) sempre pertence a PF'(S). Portanto o segundo e terceiro itens sdo
equivalentes. Ja a equivaléncia entre o primeiro e segundo itens segue diretamente pela demonstragdo da

proposi¢do acima. u

Podemos obter uma caracterizagao similar para semigrupos numéricos pseudossimétricos.

F(S)
2

Lema 3.1.9. Sejam S um semigrupo numérico pseudossimétrico e n um inteiro positivo. Entdo, +n €

Ap(S, n).

Demonstracao. Desde que F(QS) F (25)
¢a03.1.2, F(S) — (F(5)/2+n) = F(S)/2 —n € S. O que implica que F'(5)/2=F(S)/2 —n+n¢€

¢ S, basta mostrar que + n € 5. Se isso ndo ocorrer, pela Proposi-

S, que é impossivel. [ |

Proposicao 3.1.10. Seja S um semigrupo numérico cujo nimero de Frobenius é par e n € S \ {0}. Entdo

S € pseudossimétrico se, e somente se,

Ap(S,n):{a0<a1<...<an_2:F(S)+n}U{@+n},

em que a; + a,_o_; = a,_o paratodoi € {0, ..., n— 2}

Demonstracdo. Pelo Lema 3.1.9, temos que (F'(5)/2) +n € Ap(S, n). Note que (F(5)/2) +n <
maxAp(S, n) = (F(S) + n. Sew € Ap(S, n) \ {(F(S)/2) + n},entdiow —n ¢ Sew —n # F(S)/2.
Pela Proposi¢do 3.1.2, F'(S) — (w — n) € S e, consequentemente, maxAp(S, n) —w = F(S) +n —w €
S. Pelo Lema 3.1.6, maxAp(S, n) — w € Ap(S, n). Além disso, maxAp(S, n) —w ¢ (F(5)/2) +nja
que, caso contrario, w = F'(S)/2. O restante da demonstragéo segue de forma andloga a feita em 3.1.7.
Por outro lado, seja = um inteiro tal que = # F'(S)/2 e x ¢ S. Provaremos que F'(S) — z € S. Seja
w € Ap(S, n) tal que w = x (mod n), entdo z = w — kn para algum k € N \ {0}. Separaremos em dois

Casos:

1. Se w=(F(S)/2) +n entdo, F(S)—x=F(S)— ((F(5)/2) + n—kn)=(F(5)/2) + (k — 1)n.
Por outro lado, se x ¢ F(S)/2, entdo k # 1 e, portanto, k > 2. Assim, F'(S) — x € S.
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2. Sew # (F(S)/2) +n, F(S) —x2=F(S) —(w—kn)=F(S)+n—w+ (k—1)n=a, 2 —w+

(k — 1)n € S, ja que, por hipdtese, a,, o — w € S.

Agora, ja somos capazes de caracterizar os pseudossimétricos da seguinte forma.

Corolario 3.1.11. 4.16 Seja S um semigrupo numérico. Sdo equivalentes:

1. S é pseudossimétrico.

2. PF(S) = {F(S), @}.
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CAPITULO 4

Contagem de Solucoes de Equacoes Diofantinas

Lineares

Nos capitulos anteriores relacionamentos equagdes diofantinas lineares com semigrupos numéricos,
apresentamos elementos que todo semigrupo numérico possui € uma forma fechada para encontrar e/ou
contar esses elementos em dimensdo dois, apresentamos, também, caracterizacdes e algoritmos para definir
semigrupos numéricos saturados, com a propriedade Arf e caracterizamos semigrupos simétricos e pseudos-
simétricos. O nosso intuito a partir de agora € apresentar uma ideia inicial de contagem de solu¢des de uma
equacdo diofantina linear com trés varidveis a partir da forma apresentada nesse trabalho, mesmo sabendo

que j existem férmulas fechadas para tal.

Relembremos a férmula de contagem apresentada.

4.1 Equacao diofantina linear com duas variaveis

Sejam a e b inteiros positivos e ¢ um inteiro ndo negativo miltiplo de mdc(a, b). Considere n 0 maior
inteiro ndo negativo tal que ¢ — n - mmc(a, b) > 0. Entdo o ndmero de solu¢des inteiras ndo negativas N
da equacdo ax + by = c serd

n+ 1, seazr + by = c — n - mmc(a, b) possui solu¢do em inteiros nao negativos;

n, caso contrario.

Vale ressaltar que esse € um resultado autoral que, de certa forma, otimiza o processo de contagem de
solugcdes que ja existia. Deixaremos aqui os algoritmos ja existentes de contagem. Os proximos teoremas

estdo demonstrados em [6] e [1], respectivamente.
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Teorema 4.1.1. Seja N(a, b; n) a quantidade de solugcdes da equagdo diofantina linear ax + by = n, em
que a, b, n sdo inteiros ndo negativos, (x, y) as solucdes ndo negativas da equagdo e mdc(a, b) = 1.

_n+t aa'(n) + bb'(b)

—1
ab ’

4.2 Equacoes diofantinas lineares com trés variaveis

Dados inteiros positivos a, b, ¢, denotamos por:

s b é o inteiro que satisfaz b, = —nb~' (mod a), 1 < b} < a. Além disso, ¢, é o inteiro que satisfaz

dy=bc™! (moda),1<d| <a.

* d, é o inteiro que satisfaz ¢, = —nc™' (mod b), 1 < d, < b. Além disso, a}, é o inteiro que satisfaz
ay =ca™t (mod b), 1 <ad) <b.

1

* ag é o inteiro que satisfaz a; = —na™ (mod ¢), 1 < a3 < ¢. Além disso, by € o inteiro que satisfaz

by=ab ™' (modc), 1 <by<ec.

e Mi=nn+a+b+c)+cbbila+1—c (] —1)) +accy(b+ 1 —ay(ch — 1)) + baay(c +1 —
by(az —1)).

Teorema 4.2.1. Dados inteiros positivos a, b, ¢ e n tais que mdc(a, b) = mdc(a, ¢) = mdc(b, ¢) = 1. Pela

notagdo acima, a quantidade de solucoes ndo negativas da equacdo ax + by + cz = n é dada por:

bi—1 , ch—1 , ab—1

N(%bw;n):;jgchiZl {%Jntz L%JJFZ {%J _ 9

i=1 =1

Demonstraciao. Ver [1, Theorem 5]. [ |

Sabemos que determinar o nimero de Frobenius para semigrupos numéricos com dimensao superior
a dois ainda € um problema em aberto. Em [5], sob certas restricdes impostas a um semigrupo numeérico
S, € possivel encontrar o nimero de Frobenius para dimensao trés. Determinar ndo apenas o nimero de
Frobenius, mas também todos os elementos do género de .S, aqueles que ndo podem ser escritos como
combinacdo linear dos geradores do semigrupo, se tornardo importantes para a proposta de contagem que
serd apresentada. Como vimos no Capitulo 1, podemos associar as equacdes diofantinas com semigrupos

numeéricos.
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4.2.1 Principio de Contagem

Seja ax + by + cz = d uma equagdo diofantina linear a coeficientes naturais, cujas solu¢des sio ternas

de ndmeros naturais. Suponha mdc(a, b) = 1. Analisaremos a seguinte equagio:
ar + by =d — cz.

Comecemos pelos casos mais simples, tome ¢ = mmc(a, b). Assim, aplicando o principio de contagem
do Teorema 1.3.1, a quantidade de solugdes serd a soma de todas as solugdes N em cada caso de z €

{0, ..., m}, em que m é o maior valor possivel tal que d — cz > 0.

Exemplo 4.2.2. Calcular a quantidade de solu¢des de 3x + 5y + 15z = 93.

Solucdo. Seja N, a quantidade de solugdes de 3z + 5y = 93 — 152,z € {0, . . ., 6}.
z =0, 3z + 5y = 93, Ny =T.
z =1, 3xr 4 by = T8, N; = 6.
z =2, 3z + 5y = 63, Ny = 5.
z =3, 3z + by = 48, N; = 4.
z =4, 3z + b5y = 33, Ny = 3.
z =29, 3z + by = 18, Ny = 2.
z = 06, 3r + 5y = 3, Ng = 1.

m 6 6 6 7

A quantidade de solugdes é Z N, = Z N, = Z Ng + z = Z 1+2z= Z z = 28. Note que, caso
z2=0 z=0 z=0 z=0 z=1

N tivesse 0 solugdes, isso €, 3x + Hy = 3 ndo tivesse solucdo, entdo, pelo Teorema 1.3.1, em cada V., z €

{1, ..., 6} terfamos uma solu¢do a menos. |

Corolario 4.2.3. Sejam ax + by + cz = d a coeficientes inteiros ndo negativos, mdc(a, b) =1 e ¢ =
mmc(a, b). Considere m o maior inteiro ndo negativo tal que d — m - ¢ > 0. Entdo a quantidade de

solucoes N serd:

3
=

z, seax + by =d — m - c possui solucdo em inteiros ndo negativos;
1

N={ =

Z, caso contrdrio.

NE

I
Il
o

Demonstracdo. Sejae =d — m - c. Se ar + by = e possui uma ou nenhuma solugdo, entdo pelo Teorema

1.3.1, ax + by = e + c possui duas ou uma solucgdo, respectivamente. Assim,

ar + by =e+m-mmc(a,b) =e+m-c=d
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terd m + 1 ou m solugdes, respectivamente. Mas, para cada soma de mmc(a, b) temos um valor distinto
em 2z que, consequentemente, gera uma solugdo distinta para ax + by + cz = d. Portanto, basta somar a

quantidade de solucdes em cada etapa. [

A contagem que estamos usando comega a ficar mais complexa a partir do momento em que ¢ é um
valor qualquer, ja que precisamos comecar a analisar os restos de cada subtracio de c e verificar se cada resto
estd no conjunto G(5) ou ndo. Lembremos que G(S) sdo os elementos que ndo podem ser escritos como
combinacao linear dos geradores a, b, c. Vamos mostrar dois exemplos, separadamente, em que ¢ = +1

mdédulo mme(a, b).

Exemplo 4.2.4. Calcular a quantidade de solugdes de 3z + 5y + 16z = 93.

Solucdo. Seja N, a quantidade de solugdes de 3z + by = 93 — 16z, z € {0, . . ., 5}.
z =0, 3z + 5y = 93, Ny =T1.
z=1, 3x + by = 77, N; = 5.
z =2, 3xr + 5y = 61, Ny = 4.
z =3, 3z + by = 45, N3 = 4.
z =4, 3x + 5y = 29, Ny =2.
z =05, 3z + by = 13, Ny =1.
5
Entdo a quantidade de solugdes é Z N, = 23. |
2=0

Note que, a partir de agora, ndo conseguimos uma férmula fechada imediata para a contagem de solucdes.
Mas, se verificarmos os restos em cada passo, talvez seja possivel. Seja r,, o resto de d — z - ¢ mddulo

mmc(a, b) em cada passo.

z=0, 3z + 5y = 93, No=T1, ro = 3.
z=1, 3xr + 5y =77, Ny =5, r = 2.
z =2, 3x + by = 61, Ny =14, ro = 1.
z =3, 3x + 5y = 45, N3 =4, r3 = 0.
z =4, 3xr + 5y = 29, Ny =2, ry = 14.
z =05, 3z + 5y = 13, Ny =1, rs = 13.

A cada passo m, os restos diminuem exatamente 1 unidade em comparagdo com o passo anterior. Assim, se
tivermos todos os elementos de G(.S), em que S € o semigrupo numérico relacionado a equagao, conseguimos
contar a quantidade de solu¢des. Em outras palavras, como ¢ = mmc(a, b) + 1, devemos verificar se

r, — 1 estd em G(S) ou ndo. Caso esteja, em cada passo, a quantidade de solu¢des aumenta/diminui
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linearmente e, caso contrdrio, havera saltos de 2 unidades. No caso em que r,, ¢ G(S) e r,,_1 € G(S5) para

n € {1, ..., m}, aquantidade de solugdes no passo n e n — 1 serd igual.

Exemplo 4.2.5. Calcular a quantidade de solucdes de 3x + 5y + 14z = 93.

Solucdo. Seja N, a quantidade de solugdes de 3z + by = 93 — 14z, 2 € {0, . . ., 6}.
z =0, 3x + 5y = 93, Ny =17, ro = 3.
z =1, 3r 4+ by =179, Ny =5, ry = 4.
z =2, 3xr + 5y = 65, Ny =5, ro = 5.
z =3, 3x + by = 51, N3 =4, rg = 6.
z =4, 3r + by = 37, Ny =2, ry ="1.
z =05, 3z + Sy = 23, N5 =2, rs = 8.
z =0, 3 + 5y =9, Ng =1, re = 9.
6
Entdo a quantidade de solugdes é Z N, = 26. |
2=0

Note que, em comparacao com o exemplo passado, que estivamos reduzindo em uma unidade o resto
anterior, nesse caso, estamos aumentando e o processo de cdlculo se d4 de forma andloga. Para o caso geral,
se torna ainda mais complexo. Suponha que tenhamos ¢ =i (mod mmc(a, b)) em que i # +1. Nesse
caso, seria necessdrio encontrar um valor k tal que k¢ = £1 (mod mmc(a, b)) e, dessa forma, contar a
quantidade de solugdes em cada etapa de forma similar as anteriores. Perceba que, seria necessdrio tragarmos

também a sequéncia de restos de ¢, 2c, . . . , kc, o que, também, nao € imediato.
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Exemplo 4.2.6. Calcule a quantidade de solugdes de 3x + Hy + 7z = 93.

Solucdo. Seja N, a quantidade de solugdes de 3z + 5y =93 — 7z, 2 € {0, . . ., 13}.
z=0, 3z + 5y = 93, Nog=1, ro = 3.
z =1, 3z + by = 86, N; =6, ry = 11.
z =2, 3r + 5y =179, Ny = 5, re =
z =3, 3x + by = 72, N3 =5, rg = 12.
z =4, 3z + 5y = 65, Ny =5, ry =
z2 =05, 3z + 5y = 58, N5 =4, rs = 13.
z =06, 3x + by = 51, Ng =4, r¢ = 0.
z=1, 3x + by = 44, Ny =3, ry = 14.
z =38, 3z + b5y = 37, Ng =2, rg = 1.
z2=09, 3z + 5y = 30, Ny = 3, rg = 0.
z =10, 3x + by = 23, Nig = 2, 10 = 8.
z =11, 3x + 5y = 16, Ny =1, ri1 = 1.
z =12, 3r + 5y =9, Nis =1, riz = 9.
z =13, 3z + by = 2, N3 =0, ri3 = 2.
13
Entdo a quantidade de solugdes é Z N, = 48. [
2=0

Vale ressaltar que, neste exemplo, os coeficientes formam um semigrupo numérico com dimensao de
imersdo maxima. E notdvel a diferenca na quantidade de solugdes quando comparamos um semigrupo
com dimensao de imersdo maxima e outro que ndo apresenta essa propriedade. Observa-se que, a medida
que reduzimos a distancia entre os geradores, a quantidade de solucdes tende a crescer de forma intensa
e desordenada, a0 menos nessa primeira abordagem. No exemplo supracitado, note que 2 - 7 = 14 = —1
(mod 15). Perceba que os restos estdo em ordem crescente/decrescente a cada duas unidades. Assim,

podemos separar a quantidade de solu¢des em dois somatdrios, sendo eles,

N = Ny, + No,_q.

z=0 z=1

Com uma férmula fechada para a variacdo de restos, poderiamos calcular separadamente cada um
dos somatérios. Mas, afinal, se k¢ = +1 (mod mmc(a, b)) e conhecido um principio de contagem para
quantidade de solu¢des com variagdo de uma unidade nos restos, entdo poderiamos separar a quantidade
de solugdes em k somatdrios conhecidos? A cada k passos, 0s restos r;, 1k, Titok, - - - €stariam em
ordem linear? Se k é impar, entdo o semigrupo associado aos geradores dos coeficientes dessa equagdo

serd pseudossimétrico? Semigrupos numéricos irredutiveis geram, a cada passo, uma quantidade linear
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de solugdes de sua equagdo associada? Dado um semigrupo, como gerar seu conjunto G(.5)? Serd que a
existéncia de uma férmula fechada para o cdlculo do Frobenius de um semigrupo, implica que também existe
uma férmula fechada para a contagem de solugdes? Deixamos esses questionamentos como a motivagao para

o préximo estudo sobre semigrupos numéricos e a quantidade de solucdes de equacgdes diofantinas lineares.
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