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Resumo

O trabalho apresenta uma introducao sistemdtica a Teoria dos Reticulados de Banach e ao estudo de
Operadores Regulares definidos nesses espagos. Inicialmente, desenvolve-se a base tedrica sobre espagos
de Riesz, reticulados de Banach e as propriedades fundamentais que relacionam a estrutura de ordem com
a estrutura de espaco normado. Em seguida, a atengao se volta para a teoria dos operadores, enfatizando
os operadores positivos e, em particular, os regulares. A investigacdo mostra como a no¢ao de operadores
regulares se conecta de maneira profunda com a de operadores ordem-limitados, destacando a importancia do
Teorema de Riesz-Kantorovich para estabelecer condi¢cdes de equivaléncia entre essas classes. Também sao
exploradas propriedades de continuidade e decomposi¢cao, bem como a constru¢do da chamada r-norma, que

confere ao espaco dos operadores regulares a estrutura de um reticulado de Banach em situacdes apropriadas.

Palavras-chave: espacos de Riesz, ordem-limitado, Teorema de Riesz-Kantorovich, homomorfismo de

Riesz, r-norma.



Abstract

The work presents a systematic introduction to the Theory of Banach lattices and to the study of Regular
Operators defined on these spaces. Initially, the theoretical foundations are developed, focusing on Riesz
spaces, Banach lattices, and the fundamental properties that connect the order structure with the normed space
structure. The discussion then turns to operator theory, emphasizing positive operators and, in particular,
regular ones. The investigation shows how the notion of regular operators is deeply connected to that of
order-bounded operators, highlighting the importance of the Riesz—Kantorovich Theorem in establishing
conditions of equivalence between these classes. Continuity and decomposition properties are also explored,
as well as the construction of the so-called r-norm, which endows the space of regular operators with the

structure of a Banach lattice under appropriate conditions.

Keywords: Riesz space, order bounded, Riesz-Kantorovich Theorem, lattice homomorfism, r-norm.
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Introducao

Um reticulado de Banach € uma estrutura matemdtica que combina dois importantes conceitos da
Anélise Funcional: espagos de Banach e reticulados. De maneira simplificada, um reticulado de Banach
€ um espaco de Banach munido com uma ordem parcial compativel com a estrutura algébrica e com a
norma. Essa combina¢do permite investigar ndo somente propriedades algébricas e topoldgicas, mas também

propriedades de ordenagdo que surgem da estrutura de reticulado.

Os reticulados de Banach t€ém um papel importante em diversas dreas da Matemaética, em particular, na
Teoria de Operadores, na Andlise Harmonica, na Otimizacao e nas Equagdes Diferenciais. Segundo [7],
esse conceito foi introduzido por volta de 1930 por F. Riesz inspirado pela ordem usual da reta. Apds seu
surgimento, foi verificado que muitos dos espacos classicos da Andlise Funcional sao reticulados de Banach,
ou seja, podem ser munidos de uma ordem compativel com a norma. Desde a década de 60, a Teoria de
Reticulados de Banach tem se desenvolvido de forma acelerada, sendo amplamente estudada ao longo dos

altimos anos.

Dentro desse contexto, o estudo de operadores entre reticulados de Banach ganha destaque especial.
Em particular, os operadores regulares constituem uma classe fundamental, pois sdo aqueles que podem ser
expressos como diferenca de dois operadores positivos. Essa no¢do amplia de forma natural a teoria dos
operadores positivos, permitindo uma andlise mais refinada das interacdes entre a estrutura de ordem e a
estrutura de espaco normado. Além disso, operadores regulares apresentam propriedades que os tornam
adequados para estudar ordem e continuidade, bem como para caracterizar homomorfismos de Riesz. Dessa
forma, o desenvolvimento da teoria de operadores regulares fornece um elo essencial entre a teoria abstrata

dos reticulados de Banach e suas aplicacdes na Andlise Funcional moderna.

O presente trabalho tem como principal objetivo dar uma introdugdo mais detalhada sobre o contetido
de reticulados de Banach e operadores regulares. Para isso, nos baseamos principalmente nas referéncias [1],
[4] e [5]. Suporemos que o leitor esteja familiarizado com a Teoria dos Espacos Métricos e dos Espagos
Topolégicos, bem como com alguns dos espacos classicos da Andlise Funcional, como C(K), ¢, e co.

Sugerimos [2] para mais detalhes.
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CAPITULO 1

Espacos de Riesz e Reticulados de Banach

A compreensdo aprofundada dos reticulados de Banach requer, antes de tudo, uma anélise criteriosa
das nocdes que integram a teoria da ordem e a estrutura dos espagos normados. Ao longo deste capitulo,
desenvolveremos as bases conceituais que sustentam a formalizacdo desses objetos, examinando desde
defini¢des fundamentais até resultados estruturais que revelam sua relevancia em contextos variados, como a

Teoria de Operadores e a Andlise Harmonica.

1.1 Conceitos Preliminares

Primeiramente, apresentaremos as noc¢oes elementares que sustentam toda a teoria. S3o introduzidas as
defini¢des formais de conjuntos parcialmente ordenados, supremos, infimos e reticulados, acompanhadas de
exemplos que revelam as condi¢des necessdrias para que esses conceitos existam. Este alicerce conceitual é
indispensdvel, pois estabelece a linguagem matemdtica e a 1ogica estrutural que servirdo de apoio direto para

a construcao dos espacos de Riesz.

Definicao 1.1.1. Um conjunto ndo vazio M com uma relacdo < é um conjunto parcialmente ordenado se,
para todos x, y, z € M, satisfaz as seguintes condigoes:

(a) © < x (Reflexiva),

(b) x <yey<x = x =y (Antissimétrica),

(c) x<yey <z — z < z(Transitiva).

Se, além disso, para quaisquer dois elementos x, y € M tivermos que v < y ou y < x, entdo M é dito

totalmente ordenado.

Definicao 1.1.2. Seja A C M, em que M ¢é um conjunto parcialmente ordenado.

® UFU-IME 8



Secao 1.1: Conceitos Preliminares

(a) Uma cota superior de A, se existir, é um elemento x € M tal que y < x para todo y € A.
(b) Uma cota inferior de A, se existir, é um elemento z € M tal que z < y para todo y € A.
(c) Se x € A éuma cota superior de A, dizemos que x é o maior elemento de A.

(d) Se z € A é uma cota inferior de A, dizemos que z é o menor elemento de A.

(e) Se A tem cota superior, dizemos que A é limitado superiormente.

(f) Se A tem cota inferior, dizemos que A é limitado inferiormente.

(g) Se A tem cota superior e cota inferior, dizemos que A é ordem-limitado.

(h) Seja A limitado superiormente. Dizemos que a € M é um supremo de A se a é cota superior de A e,

dada uma cota superior x de A, temos a < x. Denotamos a = sup A.

(i) Seja A limitado inferiormente. Dizemos que b € M é um infimo de A se b é cota inferior de A e, dada

uma cota inferior z de A, temos z < b. Denotamos b = inf A.

Observacao 1.1.3. Sejam M um conjunto parcialmente ordenadoe A C N C M.

(1) Se A tem supremo, entdo o supremo de A € inico. De fato, sejam a, b € M dois supremos de A. Como
a é cota superior de A e b € um supremo de A, entdo b < a. Da mesma forma, de b ser cota superior de A e a
ser um supremo de A, segue que a < b. Logo, a = b. Analogamente, se A tem infimo, entdo o infimo de A é
unico.

(2) Suponha que A tenha infimo em M. Entdo, A pode ndo ter infimo em N. Com efeito, tome M = R,
N=QeA={recQ:2>0ex?>2}. Nos cursos de Andlise Real, é de costume provar que A tem
infimo em R mas nio tem infimo em Q. Analogamente, se A tem supremo em M, pode ser que A ndo tenha

supremo em /V.

(3) Suponha que A tenha infimo em M e em N. Entdo, o infimo de A em M nem sempre coincide com
o infimo de A em N. De fato, tome M =R, N = {0} U (1,2) e A = (1, 2). Observe que o infimo de A
em M é1eoinfimode Aem N € 0. De forma anédloga, se A tem supremo em M ¢ em N, nem sempre o

supremo de A em M coincide com o supremo de A em N.

Definicao 1.1.4. Um conjunto parcialmente ordenado (M, <) é chamado de reticulado se, para quais-

quer dois elementos x,y € M, existem sup{z, y} e inf{x, y} em M. Denotaremos da seguinte forma:

zVy=sup{z, y} ex Ay =inf{z, y}.

Sejam M um conjunto parcialmente ordenado e A C M. Denotaremos de forma similar o supremo e o

infimo de conjuntos arbitrarios. Se v € o supremo de A, escreveremos

vzsupA:\/x:sup{x:xEA}.

T€EA
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Capitulo 1: Espacos de Riesz e Reticulados de Banach

Se u € infimo de A, escreveremos

u:ian:/\x:inf{x:xeA}.

€A

Observacio 1.1.5. Se x € M é uma cota superior de A e = # sup A, entdo existe uma cota superior z € M

de A tal que = < z ndo ocorre. Assim, x # z e temos duas opgoes:

(1) x e z sdo comparaveis: neste caso, z < .

(il) = e z ndo sdo compardveis: note que = A z é cota superiorde A,z A z <z ex A z < z. No entanto,
como z € z ndo sdo comparaveis, temos que x # x A ze z # x A z. Logo, x A z € uma cota superior de A

talquex ANz <zex Az # .

Isso mostra que, dada uma cota superior x de A, ou ela € o supremo de A, ou existe uma cota superior z € M

de A diferente de z tal que z < .

De forma analoga, concluimos que, dada uma cota inferior x de A, ou ela é o infimo de A, ou existe

uma cota inferior w € M de Atal que x < we w # x.

Dado um subconjunto A de um conjunto parcialmente ordenado M, € claro que se sup A existe, entdao

A ¢é limitado superiormente. No entanto, a reciproca nao é verdadeira, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 1.1.6. Seja X um conjunto ndo vazio.

(1) Considere M = P(X) o conjunto das partes de X parcialmente ordenado com a inclusio, ou seja, dados

A, B € M, temos
A< B<—= ACB.

Note que M ¢é reticulado e X é o maior elemento de M. De fato, dados A, B € M, é claro que

AVB=AUBeM,ANB=ANBe MeA< X paratodo Aem M.
(2) Suponha que X seja infinito e seja N a cole¢do dos subconjuntos A de X tais que A ou A° € finito, isto

€,
N ={A C X : Aéfinito ou A°é finito}.

Observe que N € um subconjunto de M parcialmente ordenado com a inclusdo. Mais ainda, N é um
reticulado. Com efeito, assim como no exemplo anterior, dados A, B € N, temos AV B=AUB e

ANB=ANB. Vejamosque AV B, AV B & N.Como A, B € N, temos quatro possibilidades:
(i) Ae B sao finitos: A U B e AN B sio finitos.

(i) A°e B¢sao finitos: (AU B)° = A°N B°e (AN B)° = A° U B¢ sdo finitos.

(iii) A e B¢ sio finitos: (AU B)° = A°N B°e AN B sao finitos.

(iv) A°e B sio finitos: (AU B)° = A°N B°e AN B sao finitos.

& UFU-IME 10



Secao 1.2: Espacos de Riesz

Em todososcasos, AV B=AUBcNeAVB=ANBcN.

Agora, considere Y C X tal que Y ¢ N. Vejamos que B = {{z} : x € Y} C N € limitado superior-
mente mas ndo tem supremo nesse conjunto. De fato, note que X € N, pois X¢ = () é finito. Além disso,
{z} < X paratodo {z} € B, ou seja, X é cota superior de B. Logo, 53 é limitado superiormente. Provemos
que B ndo tem supremo em /N. Suponha que exista C' € N tal que C' € a menor cota superior de 3 em V.

Como (' € uma cota superior de B, temos
{z}<C)VzxeY = {2} CC,VxeY = Y CC.

Por outro lado, ja que C' é a menor cota superior de B, dado ¢ € C, segue que C' — {c} ndo é cota superior de
B. Entio, existe {b} € Btal que {b} ¢ C' — {c}. Disso, resultaque b€ Y C Cebec {c}. Dal,c=beY.

Assim, C' C Y. Portanto, C' =Y ¢ N, o que é uma contradi¢do. Dessa forma, 3 ndo tem supremo em V.

(3) Seja L o conjunto dos subconjuntos de X que t€m cardinalidade par, ou seja,
L={ACX |3IneN;#A=2n}.

E claro que £ é um conjunto parcialmente ordenado com a inclusio. No entanto, £ nio é um reticu-
lado. Por exemplo, tomando X =N, A={1,2,3,4}e B={4,5,6,7},temos AV B=AUB¢ Le
ANB=ANB¢ L, pois#AU B =Te#AN B = 1. Disso, resulta que { A, B} ndo tem supremo nem
infimo em L. Portanto, £ ndo é um reticulado.

Definicao 1.1.7. Sejam M um conjunto parcialmente ordenado e x, y € M tais que x < y. Denotamos por

[z yl={zeM:2<z<y}

o ordem-intervalo entre x e y.
E claro que um subconjunto A de M é ordem-limitado se, e somente se, estd contido em algum

ordem-intervalo.
Definicao 1.1.8. Um subconjunto D de um conjunto parcialmente ordenado M é chamado
(a) conjunto dirigido para cima se, para quaisquer v,y € D, existe z € D tal que v < z ey < z;

(b) conjunto dirigido para baixo se, para quaisquer x, y € D, existe w € D tal que w < xew < y.

1.2 Espacos de Riesz

Sobre a base estabelecida, insere-se a estrutura vetorial no contexto ordenado, originando os espacos
de Riesz. Nesta se¢cdo vemos a teoria se tornar mais robusta: além da ordem, entram em cena operacoes
algébricas e decomposi¢des especificas, como a separagdo em partes positiva e negativa e a nogdo de
disjuncdo. Os exemplos demonstram como a interacao entre dlgebra e ordem abre caminho para resultados

mais elaborados, constituindo o nicleo conceitual que antecede a formalizacao dos reticulados de Banach.
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Capitulo 1: Espacos de Riesz e Reticulados de Banach

Definicao 1.2.1. Um espaco vetorial real E que também é um conjunto parcialmente ordenado é chamado
espaco vetorial ordenado se, para todos x,y € E tais que x <y, temos x + z <y + z e ax < ay para

todos z € Fea € Rcoma > 0.
Se, além disso, (E, <) for um reticulado, entdo E é chamado espago de Riesz (ou reticulado vetorial).

Definicio 1.2.2. Seja E um espago de Riesz. O cone positivo de E é o conjunto E, = {z € E : z > 0}.

Além disso, o cone positivo de um subconjunto A de E é o conjunto A, = {x € A:x > 0}.
Definicao 1.2.3. Sejam E um espaco de Riesz e x, y € F.

a) Definimos por
(a) Def b tT=2zVv0, 2 =(—2)V0 e |z|=1V (-2

as partes positiva, negativa e o valor absoluto de x, respectivamente.

(b) Chamamos x e y de elementos disjuntos e denotamos por x | y, se |z| A |y| = 0.

Exemplo 1.2.4. Sejam X um conjunto ndo vazio e B(X) o conjunto das fun¢des limitadas definidas em X
a valores reais. E claro que B(X) é um espaco vetorial. Dadas f, g € B(X), defina a seguinte relacio de

ordem:
g< f<=g(z) < f(x),Vx € X.

Assim, B(X) é um espago vetorial ordenado com a rela¢do de ordem definida acima.

Vejamos que B(X) é um reticulado. Dadas f, g € B(X), existem M, K > 0 tais que |f(z)| < M e
lg(x)| < K paratodo x € X. Podemos entdo considerar as fungdes i, s : X — R dadas por
s(z) = max{f(z), g(x)} e i(z)=min{f(z), g(x)}.
Tomando N = max{M, K} > 0, temos |f(z)| < N e |g(z)| < N paratodo z € X. Dai,
|s(2)] = [ max{f(z), g(x)}} <N e |i(z)| = | min{f(z), g()}| <N,
para todo z € X, ou seja, s, 7 € B(X). Agora, veremos que f V g = se f A g = i. De fato, é claro que i

€ cota inferior e s é cota superior de {f, g}. Sejam hq, hy € B(X) tais que h; € cota superior e hy € cota

inferior de { f, g}. Entdo, hy(x) < f(z), g(x) < hy(x) para todo = € X. Logo,

s(r) = max{f(z), g(r)} < hi(x) e ho(z) <min{f(x), g(x)} = i(x),
paratodo z € X, ou seja, s < hy e hy < i. Isto é, ¢« € a maior cota inferior e s € a menor cota superior de
{f, g} Dai, f Vg=s, f A\ g=i. Portanto, B(X) é um reticulado. Concluimos entdo que B(X) é um

espacgo de Riesz e
B(X), = {f € B(X): [ >0} = {f € B(X) : f(x) >0,V € X}.
Proposicao 1.2.5. Sejam E um espaco de Riesz e x, y, a, b € E. Sdo vdlidas as afirmagoes:

(a) Se x > 0 entdo |x| = x, e se x < 0 entdo |z| = —u.
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(b) xt, = > 0.
(c) Sex<aey<bentdioxNy<alAhbexVy<aVy

(d) |z| <y se, e somente se, —y < x < y.

Demonstracao. (a) De fato,

>0 = —2<0<z = |z|=zV (-2)==x

<0 = <0< -1 = |z|=2V(-2)=—u
(b) Observe que 2zt =2V O0>0ex = (—z)VvV0>0.

(c) Notequex ANy <z <aex Ay <y<b. Assim, z A y é cota inferior de {a, b} e, consequentemente,
rAy<aAb Alémdisso,aVb>a>xeaVb>b>y. Dai xVyécotasuperior de {a, b} e, entdo,
rVy<aVhb.
(d) Suponha |z| < y e veja que

r<zV(—z)=lz|<y e —z<zV(-z)=lz|<y.
Logo, —y <z <.

Reciprocamente, se —y < x < y, entdo —y < —z < y. Segue que |z| =z V (—z) < y. [ |

Teorema 1.2.6. Seja ' um espaco de Riesz. Para todos x, vy, z € E, temos:

(a) zVy=—[(—z)AN(—y)lex+y=axVy+azAuy.

b) cVy+z=(@x+2z)Vy+z)exANy+z=(x+2) A (y+ 2).

(c) r=a" —2".

(d) (ax)V (ay) = a(z V y)e(ax) A (ay) = alz A y) para todo o € R,

(e) |x| =2t + 27, |az| = |a| - |z| e |z + y| < |z| + |y| para todo a € R.

(f) x7 L 2~ e a decomposicdo de x na diferenca de dois elementos disjuntos e positivos é tinica.
(g) v <yéequivalenteax™ <y ey <.

(h) (x +y)ANz<(xAz)+ (yAz)paratodosz,y, z € E..

(i) x L y é equivalente a |x| V |y| = |x| + |y|. Neste caso, |x + y| = |z| + |y|.
(G) (xVy ANz=(@xA2z)V(yAz)e(xAy)Vz=(xV2)A(yVz).

(k) E tem a propriedade da decomposi¢cdo (ou simplesmente D), ou seja, se x, y, z € E,. e (0 <z <z 4y,

entdo existem u, v € E, taisqueu <z, v <yez=u-+ 0.

() |lx—yl=xzVy—xzAy=lzVz—yVzl+|lztAz—yA:z|
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(m) xvy:x+y+|ﬂf—y| cany="TY" v~y

2 2
Demonstracdo. (a) A igualdade x V y = —((—x) A (—y)) segue diretamente das defini¢cdes de supremo e
infimo.

Vejamos que z +y =x Vy + 2 Ay. Sejam w = (—x) V (—y) e v = x V y. Da primeira igualdade,

temos rAy=—[(—z)V (-y)]

Como —xr <we—-y<w,temosz <w+zx+yey <w-+x+y. Entdo, x Vy < w + = + y, ou seja,
zVy+zAy=zVy—[(—x)V(-y)=zVy—w<z+y. (1.1)
Por outro lado, como z, y < x V y, sabemos que —z, —y < x V y — x — y. Assim,
—(@Ay)=(-2)V(-y)<zVy-—z-y

ou, equivalentemente,
r+y<zxzVy+zAy. (1.2)

De (1.1) e (1.2), resulta que
r+y=zVy+zAy.

(b) Note que
r<azVy = z+z2<(xVy +z e y<azVy = y+z2<(zVy)+ =z
Dai, (x + z) V (y + 2) < (z V y) + 2. Além disso,

r+z<(z+2)Vy+z) = z<(z+2)V(y+z2) -z
y+z<(z+2)Vy+z) = y<(@x+z2)Vy+z —=z
Entdo,z Vy < (r+2)V (y+ 2) — z,ouseja,x Vy+ 2z < (x + z) V (y + 2). Logo,
tVy+z=(x+2)V(y+=2).
Analogamente, (z + 2) A (y + 2) =z Ay + z.
(c) Fazendoy =0emz +y=xzVy+zAyex Ay=—[(—z)V (—y)|, obtemos
r=r+0=zV0+2A0=2V0—[—2)V0=a"—a".
(d) A demonstracao deste item € igual aquela feita nos cursos de Andlise Real.
(e) Observe que
— _ ®) ©) © 6 - |+ -
lz|=(—2)Vez=(-2z+2)V(0+2z)=(-22)VO+2=2[(—2) VO] +2 =20 +z" —x
=at 4+,
Agora, vejamos que |z + y| < |z| + |y|. Para isso, note que

rty=a" —a  +yt —y =2ty (07 +y) <2t +yt

—r—y=1 —zt+y —yt=a+y — (@ +y") <z +y .
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Pela Proposicao 1.2.5(c),
@+y)V(—z—y) <@ +y )V +y)

Além disso,
(P +y" )V +y )<zt +yt+a +y =z + y|

Portanto,
e +yl=(@+y) V(—z—y) <@ +y") V(i +y7) <|z| + |yl

Por fim, veremos que |az| = |a| - |z|. Se a > 0, segue do item (d) que
jax| = (ax) V (—ax) = a(z V (=) = alz| = |a] - [x].
Se a < 0, entdo —a > 0. Assim,

|az| = (az) V (—az) = ((—a)(—2)) V (—az) = (—a)((-2z) V 2) = (—a)|z| = |a| - |z].
(f) Observe que

(293_+(:B+—3:_)/\0(:C)a:_+x/\0@x_—[(—x)\/O]:x_—:E_:O.

et | Az =2t A
Logo, " L o~
go, T x.

Agora, vejamos que a decomposicao de x na diferenca de dois elementos positivos disjuntos € tinica.

Sejam u, v € E taisque u L vex = u — v. Note que

u=zr4+v>r = u=uVO0>zV0=zx"

v=u—x>—-1r = v=vV0>(—z)V0i=a".

Assim,
O0<u—-at=v—z =u—-a)Aw—2)<uAv=]|ulAlv| =0,

em que a segunda desigualdade segue da Proposi¢do 1.2.5(c), jd que u — 27 <wuewv — 2~ < wv. Logo,

+

u—ax"=v—2" =0,ouseja, u ="

ev=2ua .
(g) Suponha que = < y. Entao,

1T =2VvV0<yvlo=yT eax =(—2)V0O>(—y)VO=y".

TSyt -y =y

Reciprocamente, suponha que 27 <yt ey < . Temosz =z
(h) Veja que

b
(x+y)/\z:(x+y)/\((z+y)/\z):((m+y)/\(z+y))/\z(:)(x/\z+y)/\z
g(x/\z+y)A(:c/\z+z)@x/\z+y/\z,
em que a desigualdade resulta da Proposi¢do 1.2.5(c), poiscomo z, y, z € E,temos z < 2 + = A 2.
(i) Primeiro, vejamos que = L y se, e somente se, |z| A |y| = |z| + |y|.

(=) Por hipétese, = L y, ou seja,

x| A ly| = 0. Assim,
(@)
[ + [yl = l=[ V [yl + |2] Alyl = |2 V Jyl.

(<=) Observe que
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(@)
[V [yl = = + [yl = || V |yl + || Ayl
isto &, |z| A Jy| = 0. Logo, z L y.

Agora, veremos que |z + y| = |z| + |y|. Note que,
0< (" +yH) Az +y) (%) PN (@ +y )yt AT +y)
(ggﬁ/\x*er*/\y’+y+A$7+y+Ay*
< fzf| AlaT |+ 2(zl Alyl) + |y Ay~ =0,
em que a tltima desigualdade segue da Proposigdo 1.2.5(c), pois 27, 2~ < |z|, vy, y~ < |y, 2™ = |27,

v~ =|z7|, y" =|y*| ey~ = |y |, e a igualdade segue do item (f) e de = L y. Logo, (z" +y*) L
(x” + y~). Além disso,

zty=@" -2 )+ @y -y )=a"+y" — (@ +y)
Disso e da unicidade da decomposicao de = + y na diferenca de dois elementos disjuntos, resulta que

(z+y)t=2"+y"e(r+y)” =2 + y . Entdo,
lz+yl=@+y)t+@+y) ="ty taT+y =@ +aT) + (v +yT) =] + [yl
(j) Essa afirmacao € verdadeira num caso mais geral e serd demonstrada na Proposi¢ao 1.2.7.

(k) Sejamu=xANzev=z—wu Comoz, z>0,entdo u > 0. JAque x A z < z, sabemos que v > 0.

Veja que ®)
y—v=y—z+u=@Wy—2)+txANz=(x+y—2) ANy>0,

poisy > 0ez <z + y. Logo, v <y. Além disso,u <z ez =u + v.

(1) Paratodos x, y € E, temos
z—yl=@—-y) " +@—y) =@-y)Vo+H-2)VO0
=@-yYVly-y+y—2)Vy-—y) (1.3)
CEVy—y)+ W+ () V() Cavy -y,
0 que prova a primeira igualdade. Dessa forma,
lr —yl=2xVy—zAy=zVy+z—[rAy+ 2]
@(xVy)\/z+(x\/y)/\z—(x/\y)\/z—(x/\y)/\z
Z@Vva)VyVae)+@Az)VyAz)—(xVa)AlyVez)—(Az)A(YyAz)
=(xVvz2)V(yVz)—(@Vz)AlyVz)+@Az)V(yAnz)—(xAz)A (YA z)
=lzVz—yVzl+|lzAz—yAz|,

—~
~

em que a dltima igualdade segue de (1.3).
(m) Pelos itens (a) e (1), sabemos que
lt —yl=xzVy—zxzAyex+y=xVy+zAy.

Assim, x + y + | — y| = 2(x V y), ou seja,
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rT+y+|r—

IV y= y2| yl

Analogamente, r+y—|r—
ZAy= yQ\ Y| -

Proposicao 1.2.7. Sejam E um espaco de Riesz, A um subconjunto ndo vazio de E e y € E. Temos:
(a) Se sup A existe, entdoy + sup A =sup{z +y:x € At ey Asup A=sup{y Az :x € A}.

(b) Seinf A existe, entdoy + inf A=inf{z +y:x € AleyVvinf A=inf{yVar:xec A}

Demonstracao. (a) Note que
supA>z, Ve A = y+supA>y+x, Vo € A,

ou seja, y + sup A é cota superior de {x + y : x € A}. Seja u uma cota superior de {z + y: z € A}.

Observe que
r+y<u,VeeA = r<u—y,Vre A = supA<u—y = y+supA<u.

Logo,
y+sup A=sup{z +y:2z¢€ A}

Dado x € A, como x < sup A, temos y A x < y A sup A, pela Proposi¢do 1.2.5(c). Dai, y A sup A é
cota superiorde {y A z : © € A}. Sejau € E uma cota superiorde {y A z : x € A}. Parazx € A, temos
u>yANe=y—x)AN0+z>(y—supA) A0+ =z,
ISto €, u—(y —sup A) A0 > z.
Dai, u — (y — sup A) A 0 > sup A. Entdo
u>(y—sup A) A0+ sup A=y Asup A.

Desse modo, y A sup A é a menor cota superior de {y A z : © € A}. Portanto,

y Asup A=sup{y Az :z € A}

(b) A demonstracao € andloga a do item (a). [
Proposicao 1.2.8 (Propriedade da Decomposicao). Sejam E um espago de Riesz e x, vy, . . . , y, € E tais
que |x| <|y1 + - - - + yn|- Entdo, existem x1, . . ., x, € E de modo que |x;| < |y;|, comi=1,... n, e
r=2x1+ -+ x, Além disso, se x é positivo, entdo os x; também podem ser escolhidos positivos.

Demonstracao. Provemos o caso n = 2, ja que o caso geral segue por indugdo. Sejam z, y;, y» € E tais

que |z| < |y1 + y2|. Tomando

=[xV (=|ly)] Ayl = (@ Afnl) V (=l Alul) = (@ Alnl) v (=[wl),
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temos |x1| < |y;| pela Proposicao 1.2.5(d). Agora, seja x5 = x — x1 € observe que

vp=r—mn ==V (=|n)Alpl =2+ =@V (=n)l v (=lunl)
=z +[(=2) Ayl vV (=lul) = [z + (=2) Al V (@ = n]) = [0 A (2 + [n)] V (2 = [wl)
=0V (& = lnDI AL+ Jnl) v (@ = lnD] =0V (@ = [uD] A @+ fnl).

Por outro lado, |z| < |y1] + |y2| implica que —|y1| — |y2| < = < |y1| + |y2]. Dai,
—lya] = (=|ye) AO< (. + i) ANO <25 <OV (z — |y1]) <OV |y2| = |y2l.

Portanto, |zs| < |y»|. Além disso, note que 1, =5 sd0 positivos se x é positivo. [ |

1.3 Reticulados de Banach e Espacos de Riesz Normados

O passo final deste capitulo integra a estrutura de reticulado a uma norma compativel, dando origem aos
espacos de Riesz normados e, em sua forma mais completa, aos reticulados de Banach. Aqui, a teoria alcanca
um nivel mais abstrato e potente, incorporando propriedades topoldgicas e métricas a estrutura ordenada.
Essa combinac¢do amplia significativamente as possibilidades de anélise e aplicacdo, servindo como ponto
de partida para a investigacdo de subestruturas e operadores que serd desenvolvida nas proximas secoes do

trabalho.
Definicao 1.3.1. Seja E um espago de Riesz. Uma norma || - || em E satisfazendo

lz] <yl = |zl < |yl

¢ chamada uma norma reticulada e (E, || - ||) é chamado espago de Riesz normado. Um espago de Riesz

normado que é completo com respeito a sua norma é chamado reticulado de Banach.

Proposicio 1.3.2. Seja E um espago de Riesz normado. Entdo, |||z||| = ||z e
[ <yl + [z =zl <yl + =,

para todos ., y, z € E.

Demonstracdo. Seja z € E. E claro que |(|z|)| = |z|, pois |z| > 0. Como E é espago de Riesz nor-
mado, |(|z|)| < |z| implica que |||z||| < ||z||. Por outro lado |z| < |(|x|)| implica que ||z|| < |||z]|||. Logo,

]| = [l][]]-
Além disso, dados z, y, z € F, temos

[ <yl + |zl = [lyl + [Zll = [zl < Myl + T2 < [yl + M=[ = Tyl + 1=]- u

Definicao 1.3.3. Sejam M um conjunto parcialmente ordenado e ()", ((x;)icr) uma sequéncia (rede)

em M. Dizemos que a sequéncia (x,,)5> | (rede (x;)icr) €
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(a) crescente se x,, < x,, (v; < ;) sempre que n < m (i < j);

(b) decrescente se v, < x,, (x; < xj) sempre que n > m (i > j).

Proposicao 1.3.4. Seja E um espago de Riesz normado. Entdo:

(a) As operacoes de reticulado, definidas por

V:EXE—FE ANEXE—FE
(z,y)— 2z Vy (@, y) — z Ay

sdo fungoes continuas.

(b) O cone positivo E, é fechado.

(c) lim z, = sup{x, : n € N} para toda sequéncia crescente e convergente (x,);"; C E.
n—oo

(d) lim z, = inf{z, : n € N} para toda sequéncia decrescente e convergente (x,)>"; C E.
n—oo

[e'S)
n=1»

Demonstracao. (a) Sejam (z,,) (yn )2, sequéncias em F tais que x,, —> z ey, —> y. Dado ¢ > 0,

existem n1, ne € N de modo que
€

5
n>n = HLL'n—33||<§ e n=>ny = ||yn_y||<2

Tome ny = max{ny, ny}. Pelo Teorema 1.2.6(1), temos

[Tn Ay =T Ayl = (@0 Ay — 20 AY) + (@0 Ay — 2 A y)|
<|en Ay — xp ANyl + |20 Ay — z Ay
<l Vyp — 2o Vyl + |20 Ayn — o Ayl + e Vy—2zVyl+ |z, Ay —z Ayl
= Yo — yl + |20 — .

Por || - || ser uma norma reticulada e pela Proposi¢do 1.3.2, obtemos
n>ng = ||Tn Ayn — 2 AYl <y —yll + |20 — 2l <&
Logo, z,, A\ y, — x A y. Ou seja, A é continua. Para a funcdo V, a demonstragcdo € andloga.
(b) Seja (x,)02, C E, tal que x,, — = € E. Pelo item (a), sabemos que V é continua. Entio,
Tp=x,V0— 2xVO.

Da unicidade do limite de sequéncias em espagos normados, segue que x = x V 0, isto é, z € E,. Portanto,

E., ¢é fechado.

(c) Suponha que (z,):; seja uma sequéncia crescente e convergente em E e seja x = lim x,,. Tome
n—oo

n € N. Por (z,);° ser crescente, temos
n<m — z, <, = Tpn — T, € F,.

Fazendo m — oo, obtemos
Ty — Ty — T — X
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Pelo item (b), x — z,, € E, ou seja, z,, < x paratodo n € N. Assim, = é cota superior de {z,, : n € N}.
Agora, seja u uma cota superior de {z,, : n € N}. Entdo, x, < u para todo n € N. Daf, u — z,, > 0
para todo n € N. De u — x,, — u — = e novamente pelo item (b), segue que v — x € E,,isto é, x < u.

Desse modo, = é a menor cota superior de {xz,, : n € N}. Portanto, lim z, = x = sup{z, : n € N}.

n—oo
(d) A demonstracao € andloga a do item (c). |
Definicao 1.3.5. Seja E um espaco de Riesz.

(a) E é chamado arquimediano se x < 0 sempre que {nx : n € N} é limitado superiormente.

(b) E é chamado Dedekind completo se todo subconjunto ndo vazio ordem-limitado de E tem supremo e

infimo em E.
(c) E é chamado o-Dedekind completo se toda sequéncia ordem-limitada tem supremo e infimo em E.

(d) E satisfaz a propriedade da interpolagdo (I) se, para todas sequéncias ()71, (Yn)oey C E tais que
Ty < Ym para todos n, m € N, existe u € FE de modo que x,, < u < y,,, para todos n, m € N.

)
n=1

(e) Uma sequéncia (x,,),-, C E é uniformemente limitada se existem e € E e (a,),>, € {1 tais que

Tn < ane para todon € N.

i=1

existe para toda sequéncia uniformemente limitada ()., C E,.

(f) E é uniformemente completo se {
sup

zn:xi:nEN}

Proposicao 1.3.6. Sejam E um espaco de Riesz. As afirmagoes seguintes sdo equivalentes:

(a) E é Dedekind completo.
(b) Todo subconjunto ndo vazio de I/ que é limitado superiormente tem supremo.

(c) Todo subconjunto ndo vazio de E que é limitado inferiormente tem infimo.

Demonstracdo. A equivaléncia (b) <= (c) é igual aquela feita nos cursos de Andlise Real.

(a) = (b): Seja A um subconjunto ndo vazio de £ que é limitado superiormente. Digamos que s € E é
tal que x < sparatodoz € A. Fixeag € Aedefina B = {ay V z : 2 € A}. Note que ag < ag V x < s para
todo z € A. Logo, B é ordem-limitado. Como £ é Dedekind completo, segue que sup B € E. Mostremos
que sup B = sup A. Dado x € A, sabemos que = < x V a¢ < sup B. Ou seja, sup B € cota superior de
A. Agora, seja u uma cota superior de A. Dai, x V a¢ < u paratodo x € A. Isto é, u € cota superior de B.

Assim, sup B < u. Portanto, sup A = sup B.

(b) = (a): Seja A um subconjunto nao vazio ordem-limitado de £. Entdo, A é limitado superiormente

e inferiormente. Da hipétese resulta que A tem supremo e da equivaléncia (b) <= (c) segue que A tem
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infimo. Logo, E/ é Dedekind completo. |

Proposicao 1.3.7. Seja E um espaco de Riesz. Se todo subconjunto ndo vazio limitado superiormente de E

e formado por vetores positivos tem supremo, entdo E é Dedekind completo.

Demonstracao. Sejam A um subconjunto de E nio vazio limitado superiormente e ¢ uma cota superior
de A. Entdo, z <t para todo x € A. Pelo Teorema 1.2.6(g), temos 0 < et <tte<t <z~ para
todo z € A. Em particular, o conjunto {x* : x € A} é ndo vazio formado por vetores positivos e limitado
superiormente. Sejamy € Aer € {r:0<r <z, Ve € A}. Assim,r <y . Ousejay~ é cota superior
de {r:0<r<a7,Vre A}. Dessaforma, {r:0 <r <z, Ve € A} também é um conjunto ndo vazio

formado por vetores positivos e limitado superiormente. Por hipdtese, segue que
uw=sup{zt iz € A} e F e vi=sup{r:0<r<az ,VreA}c€E.

Seja s = u — v. Vejamos que sup A = s. De fato, dado = € A, temos 27 <u <t et” <v < z”. Dai,
r=a2" -2 <u—-v=s5<t" —t =t. Comotéuma cota superior arbitrdria de A, concluimos que

sup A = s. Pela Proposicdo 1.3.6, obtemos que £ é Dedekind completo. |

Proposicao 1.3.8. (a) Todo espaco de Riesz o-Dedekind completo e todo espaco de Riesz normado é

arquimediano.
(b) Todo espago de Riesz Dedekind completo é o-Dedekind completo.
(c) Todo espago de Riesz o-Dedekind completo tem a propriedade (I).

(d) Todo reticulado de Banach e todo espago de Riesz arquimediano com a propriedade (1) é uniformemente
completo.

Demonstracdo. (a) Sejam F um espaco de Riesz o-Dedekind completo e = € E tal que {nx : n € N} é
limitado superiormente. Entdo, existe y € E de modo que nz < y para todo n € N. Temos x < %, ou seja,

+ 1 +
x+§<g> :(g>\/0:—(yv0):y—§y+,
n n n n

para todo n € N. Dai, {n~'y™ : n € N} é ordem-limitado e, da hipétese, resulta que z = inf{n 'y" : n €
N} existe. Observe que,

vt <z<inf{(2n) 'yt :neN}=2""-inf{n" 'yt :n e N} =272
Como 2z < g, temos z < 0. Assim, 7 < 2 < 0, ou seja, z+ = 0. Desse modo, x = 27 — 2z~ = —z~ < 0.
Portanto, F/ é arquimediano.

Agora, sejam E um espago de Riesz normado e x € F tal que {nz : n € N} é limitado superiormente.

Da mesma forma, existe y € E tal que z < J para todo n € N. Note que
n

+ + + 4
e I O§|x+|§‘y—' — 0§|1x+||§Hy—H—>o.
n n n n
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Dai, ||z7|| = 0, isto é, zT = 0. Logo, z = " — 2~ = —x~ < 0. Portanto, F é arquimediano.

(b) Sejam E um espago de Riesz Dedekind completo e (x,,)7>; C E uma sequéncia ordem-limitada. Entao,
{z,, : n € N} é ordem-limitado. Por hipétese, {x, : n € N} tem supremo e infimo, ou seja, (z,)h-, tem

supremo e infimo. Logo, F é o-Dedekind completo.

(c) Sejam E um espago de Riesz o-Dedekind completo e (x,,)>° , (yn)oe; € E tais que x,, < y,, para

todos n, m € N. Assim,
1 < T VIT1 <Y VT = Y,

9
n=1

para todos n, m € N. Logo, a sequéncia (z, V z1) ¢ ordem-limitada. Da hipédtese, segue que

u = sup{z, V z; : n € N} existe. Além disso, como todo y,, é cota superior de {z,, V x1 : n € N},
Tp S Tp V21 S UK Y,
para todos n, m € N. Portanto, F satisfaz a propriedade (I).

(d) Seja (z,,)y>; € E., uma sequéncia uniformemente limitada. Entdo, existem (a, )", € {1 e e € E, tais

que z,, < a,e paratodon € N. Note que a,, > 0 para todo n € N pois z,, > 0 para todo n € N. Defina

Yo =1+ -+, € b, = i a; = i |lajl,

j=n+1 Jj=n+1
em que a ultima igualdade segue de a,, > 0 para todon € N.

Primeiro, suponha que £ seja um reticulado de Banach. Assim,

’yn+p - yn’ =Tpt1 + 0+ Tntp < Apt1€ + - -+ QAn4p€,
logo P 00
lynsp = vnll < lansrell + -+ lanspell = | D lanss] | lell < { D lagl ] llell (1.4
j=1 j=n+1

para todos p, n € N. Como (a;);2, € /i, a série Z |a,,| converge. Dali, Z |a;| — 0 quando n — oo.
n=1 j=n+1
Disso e de (1.4), verifica-se que (y, ), € de Cauchy. Por E ser completo, (y,).>, € convergente em E.

Note que (y,)o>; é crescente, jd que z,, > 0 para todo n € N. Pela Proposi¢do 1.3.4(c), obtemos
Jirgoyn:sup{yn:neN}:sup {Za:,-:nEN} )

i=1
Portanto, / é uniformemente completo.

Finalmente, seja F/ arquimediano com a propriedade (I). Para todo m € N, defina z,, = v,, + b,e. Se

o

--_1 € crescente, entao

n < m, como (y,)

Se n > m, entdo

Yn=T1+  F T+ Tpp1+ -+ Ty =Ym + T+ -+ T S Y + Q1€+ - - -+ ape

:ym+(z a])egym+(z a])ezym+bmezzm
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Logo, y, < z,, para todos n, m € N. Pela hipétese, existe y € E tal que y,, < y < z,,, paratodos n, m € N.
Vamos mostrar que sup{y, : n € N} = y. Escolha v € E de modo que, para m € N, y,,, < v < y. Entio,

param € N,
0<ym <v<y<2m=yn+ bye.

Observe que
0<y—v<yn+bne —v=Yn —v) + bpe < bye

) ) 1 , e )
para todo m € N. Sejan € N. Como b,, — 0, existe my € N tal que b,,,, < —. Dati, b,,,e < —. Assim,
n n
e
Yy — v < bpe < —,
n

isto €,
n(y —v)<e

para todo n € N. De E ser arquimediano, segue que y — v < 0. Logo, y = v, pois y — v > (. Portanto,

n

y = sup{y, : n € N} = sup {Zwi:nEN}.

i=1

Dessa forma, F' € uniformemente completo. [ |
Os espagos de fungdes classicos e os espacos de Riesz normados sdao arquimedianos. Além disso,

os espacos de Riesz que ndo sdo arquimedianos t€m um comportamento um tanto patolégico. As outras

propriedades da Defini¢do 1.3.5 sdo muito mais restritivas. Com efeito, existem muitos espagos classicos

que ndo sdo o-Dedekind completo, por exemplo o espaco C|0, 1], como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 1.3.9. (1) Sejan > 2 e defina a ordem lexicogréfica em R"™ por

r=(T1,. ., Tn) < (Y1, .-, Yn) =Y
se, e somente se, x = y ouexiste k € {0, 1,...,n — 1} tal que
T1=Y1, -, T =Yg €© Thy1 < Yk+1-

Primeiro, vejamos que < € uma relacdo de ordem em R". Dados z, y, z € R", note que:

(@) z < x.

(b) Suponha que x <y ey <z Sez#y, entdo tome i € {1,...,n} tal que ¢ é o menor indice
satisfazendo x; # y;. Suponha, sem perda de generalidade, que x; < y;. Assim, 1 =y, . .., T;_1 =
Yi—1. Como y <z, existe k € Ntal que y; = 21, . . ., Ys—1 = Tp_1 € Yp < xx. Note que: se ¢ < k,

entdo x; = y;; se ¢ > k, temos z; = yi; € se ¢ = k, entdo y; < x;. Os trés casos possiveis geram uma

contradi¢do. Logo, x = y.

(c) Suponha que x < yey < z. Entdo, existem ky, ks € {0, ..., n — 1} de modo que
T =Yty - - -, $k1 — ykla xkl-i-l < yk1+1
e
Y1 = 215 -+ o5 Yko = Zhys Yko+1 < Zhy+1-

Se k1 = ko, temos
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TL =Yl =21y -+« Thy = Yky = Zkys Thy+1 < Yk +1 < Zk+1,

ou seja, v < z. Se ky < ko, entdo

T1=Y1 =21, Thy = Yky = Zkys LThy+1 < Yk14+1 = Rki1+1,

isto €, x < z. Se ky < k1, entdo

T1=Y1 =21, - Thy = Yko = Zkyy Lhot+1 = Yko+1 < Rko+1,

ou seja, r < z.

Portanto, < é uma relacio de ordem.
Segue que R" é um espago vetorial ordenado com a ordem lexicografica. Além disso, dados =, y € R",
éclaroque z = youx # y. Sex # y,entdo r < y ou x > y. Logo, R" é totalmente ordenado com <.

Vejamos que R" € reticulado. Sejam z, y € R"™. Observe que x < y ou y < x. Sem perda de generali-

dade, suponha que x < y. Assim,
rVy=yeR" e x ANy=x€R".

Dai, R" € reticulado. Concluimos que R" € um espaco de Riesz.

Por fim, a ordem lexicografica faz com que R" ndo seja arquimediano. De fato, veja que
r=1(0,1,0,...,0),y=(1,0,...,0) >0, mas

nr=(0,n,0,...,0)<(1,0,...,0)=y,

paratodo n € N.
(2) Considere K um espaco topoldgico compacto. E ficil ver que o conjunto C' (K') das fungdes continuas
de K em R € um espaco vetorial ordenado com a ordem pontual, ou seja, a mesma ordem do Exemplo
1.2.4. Dada f € C(K), como K é compacto, f é limitada. Logo, sup{|f(z)| : € K} existe. Assim, C(K)

¢ um espago normado com a norma do supremo, que é dada por || f|l = sup |f(z)|. Para f, g € C(K),
zeK

considere 7, s : K — R dadas por

s(x) = max{f(z), g(x)} e i(x) =min{f(z), g(x)}.

Note que o - 1) £ 0(0) + /(o) = )
2
c ) = 10 900) ~ V1) — o)
Como f, g e| - | s3o continuas, entdo s e ¢ sdo continuas. Dai, s, i € C'(K). Vejamos agoraque f V g = se

f A g =1i. E claro que i é cota inferior e s é cota superior de {f, g}. Sejam hy, hy € C(K) tais que h; é

cota inferior e hy € cota superior de { f, g}. Entdo, hi(z) < f(x), g(z) < hy(x) paratodo € K. Assim,

hi(z) < min{f(z), g(x)} = i(z) e s(xr) = max{f(z), g(x)} < hao(2),

paratodo z € K, ou seja, hy <ie s < hy. Logo, ¢ € a maior cota inferior e s € a menor cota superior de
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{f, g} Portanto, f Vg=se€ C(K)e f N g =1 e C(K). Desse modo, C'(K) é reticulado.

Observe que
[fl(z) = (f vV (=N))) =1f@)] e lgl(z) =(gV (=g)(x) = lg(x)]
Desse modo,

1 <lgl = f(@)] <lg(@)], Vo e K = | flloc = sup [f(2)] < sup 19(x)[ = llgloo-

Logo, C'(K) é espaco de Riesz normado.
Sabemos que C'(K') é Banach (ver [6], Exemplo 5.2). Portanto, C'(K') é um reticulado de Banach.

(3) Como vimos no item (2), C[0, 1] é reticulado de Banach pois [0, 1] é compacto. Vejamos que C[0, 1]
ndo é o-Dedekind completo. Faremos a demonstragdo como no Exemplo 2.2.8 de [5]. Considere a sequéncia
de fungdes continuas f,, : [0, 1] — R, n € N, dadas por

( 1
0, se0§m§§,

1 1 1 1
fu@)=Snlz-= ,se =< x < —+ -,
2 n 2

1 1
1, se—+=-<z<1.
n 2
Note que 0 < f,, < 1 paratodon € Ncomn > 2, logo (f,)r", é ordem-limitada. Além disso, paran > 2,

considere a sequéncia de fungdes g, : [0, 1] — R, n € N, dadas por

(
1 1
0, se0 <<= — —,
2 n

1
0<r<—-—— fn(x):():gm(x),
ou 1 1 1 1
é—ESxéé:>fn(x)=0<m(x—§)+1=gm(x)

1 1 1
Para — <o < — + —, temos

2 n 2

1 1 1 1
0<e—g<— = 0<n(as—3) <1l = file)=n(z—;)<1=gu)
n

1 1
E para — 4+ - < x < 1, temos
n 2

fn(x) =1= QM(x>
Assim, f,, < g,, para todos n, m > 2, isto é, g,, é cota superior de ( f,)>°, para todo m > 2.

Agora, suponha que h € C0, 1] seja o supremo de (f,,);>,. Entdo, f,, < h < g,,, para todos n, m > 2.
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1 2 1 1
Sejax € |0, = |. Tomando my > ———, obtemos 0 < z < — — —. Dai,
2 1—2x 2 my

0= fimo(z) < h(z) < gme(z) =0 = h(z) =0.

1 1
Como h é continua, sabemos que h (§> = lim h(x) = 0. Por outro lado, seja x € (57 1} Tomando

1-
$—)2

1 1
ng > 5 , obtemos — + 3 < x < 1. Dessa forma,

rz—1 No
1= fuo(@) < h@) < guglw) =1 = hlx) = 1.
1
Novamente da continuidade de h, segue que h 5) = 1, o que é uma contradi¢do. Portanto,
x%7
(fn)o2 o ndo tem supremo em C|0, 1]. Logo, C|0, 1] ndo é o-Dedekind completo.

(4) Os espagos £, com 1 < p < oo sido reticulados de Banach Dedekind completos com a ordem pontual, ou

seja, dados (a;)52,, (b5)72, € £p,
(a;)521 < (bj)52, <= a; < b;, VjeN.
E claro que ¢, é um espaco vetorial ordenado. Mostremos que ¢, é um reticulado. Dados
(aj)j 15 (bj)j 1 € £y, vejamos que (a; V b;)524, (a; A bj)Jo-';l €/,
Fagamos primeiro o caso 1 < p < oo. Note que

la; V b;| = | max{a;, b;}| < [a;| + |b;| = |[a;] + |bj]],

J/j=b

isto €, » »
la; V b;[P < ||aj| + |bj]|

Z!%Vb |p<Z|Iag!+|b 1

para todo n € N. Disso e da Des1gualdade de Mmkowskl segue que

(Z la; v bj|p> < (Z |la;| + |ijp> < (Z |aj|p>
j=1 j=1 J=1

1
. (z |bj|p)
j=1
para todo n € N. Fazendo n — oo, obtemos

(i ja v bjp); < (i w) (Z s ) =

0
Z |CL]‘ V bj|p < Q.

Logo, (a; V b;);2, € {,. Analogamente, (a] /\ bj)iZy € Ly

para todo j € N. Dai,

S =

Entao,

Vejamos que (a;);2, V (b;)521 = (a; V b;)72, € (a;)520 A (bj)521 = (a; A bj)3,. E claro que (a; V
b;)52, é cota superior e (a; A ;)22 € cota inferior de {(a;)32;, (b;)72, }. Sejam (¢;)52,, (d;)52, tais que

(¢j)32; € cota inferior e (d;)32, é cota superior de {(a;)72;, (b;)52, }. Entdo,

Jj=b

(Cj)go'o < (a1>g 1 (b])?ol < (d; )] 1

Dai,
Cj S Qj, bj S dj
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para todo j € N. Assim,
ngaj/\bj € CLj\/bdej

para todo j € N. Isto &, (¢;)52, < (a; A b;)52, e (a; V b;)52, < (d;j)52,. Portanto, (a; A b;)52, € a maior
cota inferior e (a; V b;)72; é a menor cota superior de { (a;)52;, (b;)52; }. Dessa forma, (a;)32, V (b;)32, =
(a; V bj)72y € Lye(a;)i2y A (bj)52, = (a; V bj)52, € £,. Logo, £, € um reticulado. Entdo, £, é um espago
de Riesz.

Além disso, ja sabemos que ¢, ¢ Banach com a norma || - ||, (ver [2], Exemplo 3.3). Basta mostrar entdo

aue @il < 103 = @)l < 16,5

para todos (a;)2,, (b;)52, € {,. Vejaque
[(@5)72:] <1052 = ()52 V (=ay)iZ0 < (05)720 V (=b5)72,
(@ V (=a5))721 < (b; V (=0)))7%
a; V (—a;) < b; V (=b;),Vj €N
l25] < 1651, ¥ €N

Z ja; 1" < Z [b;1°
= [l(a)ill, = <§ \%!”) (Z b \p> = [1(65) 721 lp-

Portanto, ¢,, € um reticulado de Banach.

ﬂ ﬂ ! ﬂ

D=
=

Agora, facamos o caso p = co. Temos
|a; V bj| < lag| + 1b;] < sup |ax| + sup |by|
kEN kEN

para todo j € N. Como {|a; V b;| : j € N} C R ¢ limitado superiormente, existe sup{|a; V b;| : j € N}.
Assim, (a; V b;)72, € lo. Analogamente, (a; A b;)72; € lo. Podemos mostrar que (a;);2, V (b;)52, =
(a; V bj)72 e (a;)i2, A (b5)52, = (a; A bj)72, comonocaso 1 < p < co. Dessa forma, /o, € um reticulado,

logo € um espago de Riesz.

Note que
[(a;)52:] < 1(85)58] = la;] < [bj], Vj €N
— [[(g;)2 1Hoo—sup |a; < sup 161 = [1(65)52:1 [loe- (1.5)
Sabemos também que /., é espaco de Banach (ver [2], Exemplo 3.4). Portanto, { é reticulado de Banach.
Por fim, vejamos que ¢,, ¢ Dedekind completo para 1 < p < oo. Tendo em vista a Proposi¢do 1.3.7, seja

A C (£p)+ ndo vazio limitado superiormente. Entdo, existe (a;)72, € ¢, tal que

0 < ()32 < (a))32, paratoda (e)), € A,

ou seja,
0 S Cj S CLj

para todos j € Ne (c;)j2, € A. Vejaque A; = {c¢; : (c)z=; € A} € um subconjunto de R limitado superi-
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ormente por a;. Entdo, sup A; existe para todo j € N. Considere (sup A;)32,. Veremos que
sup A = (sup A;)52, € £y,
Primeiro, vejamos que (sup A;)72, € £,. Observe que
sup A; <a; e —supA; <0

para todo 5 € N. Entdo,

| sup Aj| =sup A; V (—sup 4;) <a; VO =aj. (1.6)
Para1 < p < oo, temos 0 >
Z | sup 4,7 < Z(cﬁ' p
em que a tGltima desigualdade resulta de (a])32) = (a] \/ 0)72, = (a;)j2; V 0 € £,. Logo, (sup A;)j2, €

).
Para p = oo, segue de (1.6) que

sup|supA]<supa < 00,
JEN

em que a tltima desigualdade decorre de (a} )32, € éoo. Logo, (sup A;)52, € (
Agora, veremos que sup A = (sup A4;);2;. Seja (c;)j2, € A. Para todo j € N, ¢; € A4, e entdo

c; <sup A;. Dai,
(Cj)oil < (sup A')Qo:1

Isto é, (sup A;)52, € cota superior de A. Seja (d;);2; € ¢, uma cota superior de A. Entéo,

(CJ);ol < (d; )g 1

ara toda (c;)S2, € A. Ou seja,
p ()72 j ¢ <d

para todos j € Ne (c;)j2; € A. Assim, para j € N, sup A; < d;. Logo, (sup 4;);2; < (d;);2,. Portanto,
sup A = (sup A;)52,
Segue da Proposi¢do 1.3.7 que ¢, € um reticulado de Banach Dedekind completo.

(5) ¢ é reticulado de Banach Dedekind completo. E ficil ver que ¢, é um espaco vetorial ordenado com a
ordem do item anterior. Dadas (a;)72,, (bj);2; € co, temos |a; V b;| < [a;| + |b;| para j € N. Dai, vemos
que a; V b; — 0 e, analogamente, que a; A b; — 0, ou seja, (a; V b;)52,, (a; A bj)52, € co. Assim
como no item (4), temos (a;);2; V (b;)72; = (a; V b;)52, € (a;)72, A (b;)52, = (a; A bj)72,. Logo, cp €
reticulado. Sabemos que ¢, € Banach (ver [2], Exemplo 3.5) e, por (1.5), concluimos que ¢, € reticulado de
Banach.

Por fim, vejamos que ¢y é Dedekind completo. Seja A C () ndo vazio limitado superiormente. Entdo,
existe (a;)72, € co tal que

0 < (¢;)52; < (a;)52, paratoda (c;)32, € A.

7j=1
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Assim como no item (4), podemos definir A; = {c; : (cx)7—; € A}. Além disso, sup A; existe para todo

j € N. Considerando (sup A;)52,, basta ver que

Jj=0
sup A = (sup A;)52, € co.

Por ¢ ser reticulado, temos (a; )52, = (a; V 0)32, = (a;);2, V 0 € ¢o. Disso e de (1.6), segue que

sup A; — 0, ou seja, (sup A;)32; € co. Por fim, a prova de que sup A = (sup 4;)j2, € andloga a prova

do item anterior.

Portanto, segue da Proposicao 1.3.7 que ¢ € um reticulado de Banach Dedekind completo.

Seja E' um espago de Riesz. Denotaremos x; T z (x; | «) quando a rede (z;);cr for crescente (decres-

cente) e x = sup{x; : i € I'} (z = inf{x; : i € I'}). Para sequéncias, a notacdo é andloga.

Definicao 1.3.10. Seja E um espaco de Riesz.

(a) Dizemos que a rede (y;)icr em E é ordem-convergente para y se existe uma rede (z;);cr em E

satisfazendo z; | 0 e |y; — y| < x; para todo i € T'. Escrevemos y = o — hr{} Y; OU Y — .
1€

(b) Dizemos que a sequéncia (y, )., em E é ordem-convergente para y se existe uma sequéncia (x,,)o°

em E satisfazendo x,, | 0 e |y, — y| < x, para todo n € N. Escrevemos y = o — lim ¥, ou y, — y.
n—oo

Exemplo 1.3.11. Considere C'[0, 1] e seja ( f,,)o>; uma sequéncia de fun¢des continuas dadas por f,,(t) = "

paratodos t € [0, 1] e n € N. Entdo, f,, | 0Oe || f,|| = 1 paratodon € N.

De fato, para n € N, note que

| fall = sup |fu(t)] = sup t" = 1.
t€[0,1] t€[0,1]

Agora, vejamos que f,, | 0, ou seja, (f,)oo, é decrescente e inf{ f,, : n € N} = 0. Sejan € N. Observe que
Fra () =77 ="t <17 = fo (1),
pois 0 < ¢ < 1. Logo, fn+1 < fn paratodon € N, isto é, (f,)>>, é decrescente.

Por fim, perceba que 0 < t" = f,,(¢) para todo t € [0, 1]. Assim, a fun¢o constante e igual a zero é

cota inferior de { f,, : n € N}. Seja g € C|0, 1] tal que g < f,, para todo n € N. Temos

g(t) < fu(t) =1t", (1.7)
paratodos ¢ € [0, 1] e n € N. Fazendo n — oo em (1.7), obtemos ¢(t) < 0 para todo ¢ € [0, 1). Como g
é continua, segue que g(¢) < 0 paratodo t € [0, 1]. Dai, g < 0 e, consequentemente, inf{f,, : n € N} = 0.
Portanto, f, | 0.

E necessério destacar que a ordem-convergéncia em espacgos de Riesz F ndo necessariamente corres-
ponde a uma topologia em £ no sentido de que a convergéncia de redes ou sequéncias em ordem € na

topologia coincidem. No entanto, existem espagos vetoriais topoldgicos do tipo C'(K) cuja topologia ndo é
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de Hausdorff tal que a sequéncia é ordem-convergente se, e somente se, é convergente na topologia. Para

mais detalhes, veja [4], p.9, Exemplo (7).

Se o espaco de Riesz € o-Dedekind completo, entdo existe uma caracterizacdo muito util de ordem-

convergéncia de sequéncias que é dada na seguinte proposicao.

Proposicao 1.3.12. Seja £ um espago de Riesz o-Dedekind completo. Para toda sequéncia ordem-limitada

(xn)oy C Eex € E, as afirmagdes seguintes sdo equivalentes:

(a) x =0 — lim xz,.
n—o0

(b) x =sup { inf{z,, :m >n}:neN}=inf { sup{z,, :m >n}:neN}
Demonstracdo. Como (), ; é ordem-limitada e £ é o-Dedekind completo, para todo n € N existem

Up, = sup{z,, : m >n}ewv, =inf{z, : m >n}.

a) = (b): Por hipdtese, existe uma sequéncia (y,,)°~, em E tal que y,, | 0 e |z, — x| < y,, para todo
(a) ( p q Yn)net que y Yn P

n € N. Assim, para todo m > n, temos
—ynﬁ—ymﬁfm—fﬁymﬁym

em que a primeira e a tltima desigualdades seguem de (y,,)o~ , ser decrescente. Equivalentemente, podemos

escrever
T—=Yp < Ty, < T + Yy

para todos m > n. Dai,

T—YP ST —Yn S Un SUp ST+ Yn ST+ (1.8)
para todo n € N, ou seja, (u,)oy e (v,)pe, sdo ordem-limitadas. Entdo, existem inf{u, : n € N} e

sup{v, : n € N}.
Sen < k,como {z,, : m >k} C {x,, : m > n}, temos
v, = inf{z,, : m >n} <inf{z,, : m >k} <sup{x,, : m >k} = u.
Sen > k,como {z,, : m > n} C {z,, : m > k}, entdo
v, = inf{z,, : m >n} <sup{z, :m >n} <sup{z, :m >k} =u.

Dai, v, < uy, para todos n, k € N. Assim, sup{v,, : n € N} <inf{w, : n € N}. Disso, da desigualdade

(1.8) e da Proposicao 1.2.7, resulta que

r =1z — inf{y, : n € N} =sup{x — y, : n € N} <sup{v, : n € N} <inf{u, : n € N}
<inf{x + y, :n € N} =2 + inf{y, : n € N} = z.

Portanto,
sup{v, : n € N} = inf{u, : n € N} = z.

(b) = (a): Paratodo n € N, seja y,, = u,, — v,. Como

{pm :m>n+1} C{x, :m >n},
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entao

Upt1 = sup{z, :m >n+ 1} <sup{z,, : m > n} = u,,

Upy1 = inf{x,, :m >n+ 1} > inf{z,, : m >n} = v,.
Assim, (u,):2; é decrescente, (v,)o2 ; é crescente e, consequentemente,

Yn+1 = Up+1 — Un+t1 S Up — Un = Yn

para todo n € N, ou seja, (y,)r~, é decrescente. Entdo, 0 < y,, < y; paratodo n € N, isto &, (y,)r>, é

ordem-limitada. Disso e de F ser o-Dedekind completo, existe inf{y, : n € N}. Além disso,
0 < inf{y, : n € N} = inf{u,, — v, : n € N} <inf{u, : n € N} —sup{v, : n € N} =0,
isto é, inf{y,, : n € N} = 0. Da hipétese, segue que
vy, << U,
para todo n € N. Paran € N, como z,, € {x,, : m > n}, temos
v, = inf{z,, : m >n} <z, <sup{z, :m >n}=u,

ou, equivalentemente,
Ty —T< U, —T €T — T, JT— V.

Entdo,
o, — 2| = (2, —2)T+ (tn—2) = —2)VO+ (2 —2,) VO< (tty —2) VO + (z —v,) VO

=Up, — T+ T — Uy =Uy — VUp =1UYn
paratodon € N, poisu, —x >0exz — v, > 0. [ |

)
n=1

Lema 1.3.13. Sejam E um espaco de Riesz e (T,,)r 1, (Yn)oey Sequéncias em E tais que x,, | 0 e y, | 0.

Entdo, (x, + ay,) | 0 para todo o € R com o > 0.
Demonstracao. Note que
Tpt1 + QYnt1 < Ty + QYp,

pois ()01 € (yn)oo; sdo decrescentes. Logo, (z,, + ay,)oc, é decrescente. Como
0=inf{z,:neN} <z, e O0=inf{y,:neN} <y,

para todo n € N, entdo 0 < z,, + ay,, para todo n € N. Considere ¢ < z,, + ay, para todo n € N e seja

m € N. Temos
c <Xy + ayy < Ty + Yy

para todos n > m, ou seja, ¢ — x,, < ay, paratodos n > m. Assim, para todo m € N,
¢ — xy, < inf{ay, :n>m} =inf{ay, : n € N} =« - inf{y, : n € N} =0,

em que a primeira igualdade decorre de (y,,)-; ser decrescente. Desse modo, ¢ < x,, para todo m € N.

Entao,
¢ <inf{z,, : m € N} =0.

Ou seja, inf{z,, + ay, : n € N} = 0. Portanto, (x,, + ay,) J 0. [ |
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Lema 1.3.14. Sejam (a,):°, uma sequéncia em R e a € R. Entdo, a, — a em R se, e somente se,

o— lim a, = a.
n—oo

[e.e]

Demonstracdo. (<) Por hipétese, o — lim a,, = a. Entdo, existe uma sequéncia (7, )",

n—oo

em R tal que

rn 4 0ela, —a|l <r, paratodon € N. Sejae > 0. Como inf{r, : n € N} =0, existe ng € N tal que

[e.9]

Tne < €. Por (1,)°; ser decrescente, temos

n>ny = la, —a| <r, <r, <e.

Logo, a, — aem R.

(=) Como a,, — a em R, entdo |a, — a| — 0, logo (|a, — a|);>; é uma sequéncia limitada. Dali,

existe 1, = sup{|a, — a| : n > m} para todo m € N. Como
{lan, —al :n>m+ 1} C{la, —al : n >m},

temos
Tmi1 =sup{la, —a|:n>m+ 1} <{la, —al :n >m} =r,

para todo m € N. Entdo, (r,),-, € decrescente.

E fécil ver que 7, > 0 para todo m € N. Seja ¢ < r,, para todo m € N. Supondo ¢ > 0, existe ny € N

tal que c
n>mny = |an—a|<§.

Assim, 7, =sup{|a, —a|:n>mnp} < g < ¢, o que é uma contradigdo. Dai, ¢ <0. Portanto,
inf{r, : n € N} =0. Além disso, |a,, — a| < sup{|a, — a| : n > m} = r,, para todo m € N. Dessa

forma, 0 — lim a, = a. n
n—oo

A proposicao a seguir nos mostra que as operagdes de espacos vetoriais e de reticulados sdo continuas

com respeito a ordem-convergéncia. Nao € dificil ver que essa afirmacao também vale para as redes.

Proposiciio 1.3.15. Sejam E um espago de Riesz, (,,)peq, (Yn)ney Sequéncias em E tais que o — lim z,, =
n—oo

reo— nh_}Igo Yn =Y, (an)o> | uma sequéncia em R satisfazendo a,, — a e ¢, d € E. Entdo:
(a) o — nh_}rgo(xn + ay,) = x + ay,

(b) 0 — lim (@, V) = V',

(c) o—glrgo(anyn):xAy,

(d) Se x, < dparatodon €N, entdo o — lim z, <d,

n—oo

(e) Se c < x, paratodon € N, entdoc <o — lim z,,
n—oo

(f) Se E é arquimediano, entdo o — lim a,x, = ax.
n—oo

Demonstracdo. Como o — lim z, =z ¢ 0o — lim y, =y, existem (z,),°; e (w,)r, em E tais que
n—oo n—oo

z2n 4 0, w, L0, |z, — 2| < 25 e |y, — y| < w, paratodon € N.
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(a) Tome b,, = z, + |a|w,. Pelo Lema 1.3.13, temos b, | 0, ja que z, | 0, w, | 0. Além disso,
|20 + ayn — (2 + ay)| = |(xn — 2) + alyn — Y)| < |20 — 2| + la] - [yn — Y| < 20 + |a|w, = by

para todo n € N. Portanto, o — lim (z,, + ay,) = = + ay.

n—o0

(b) Tome b,, = 2, + w,. Pelo Lema 1.3.13, temos b,, | 0, ja que 2, | 0, w, | 0. Além disso, note que
e, Vyp—zVyl=|lz,Vy,— 2, Vy+z, Vy—axVyl <|lz,Vy,— 2, Vyl+ |z, Vy—2x VY|
<Ny Vyn—2, VYl + o, Ay —xn Ayl + 2 Vy —2Vy|l+ |z, Ay —a Ayl

:|yn_y|+‘xn_3§’§wn+zn:bn

para todo n € N. Portanto, o — lim (x,, V y,) =z V y.

n—o0

) E andlogo ao item (b).
(d) Note que

l, — 2| <z, = -2z, <z, —2<2z2, = T, — 2, <1 = x<x,+ 2, <d+ z,
para todo n € N. Como inf{z, : n € N} =0, temos z < d.
(e) Observe que

e, — 2| <z, = -z, <z, —20<z, = —v<z,—2, = ¢c—2,<xy, — 2, < x
para todo n € N. Como inf{z, : n € N} = 0, temos ¢ < z.

(f) Por hipétese, a,, —> a em R. Entdo, (a,);>, é limitada, ou seja, existe M > 0 tal que |a,| < M para
todo n € N. Pelo Lema 1.3.14, temos o — nh_)IIQlo a, = a. Assim, existe uma sequéncia (r,,)>> ; em R tal que
rn 4 0ela, —al <r, paratodon € N. Tome b, = Mz, + r,|z| e vejamos que inf{r,|z| : n € N} = 0.
De fato, pelo Lema 1.3.14, r,, — 0. Também sabemos que 0 < r,,|z| paratodon € N. Agora, sejac < r,|z|
para todo n € N. Dado m € N, como r, — 0, existe ng € N tal que r,, < % Dai, ¢ < rp |z| < %,
isto é, mc < |z| para todo m € N. Entdo, {mc: m € N} é limitado superiormente. Disso e de E ser

arquimediano, segue que ¢ < 0. Portanto, inf{r,|z| : n € N} = 0. E claro que (r,|z|)°°, é decrescente.

Desse modo, (7,|x|) J 0. Ja sabemos que z,, | 0. Do Lema 1.3.13, resulta que b,, | 0. Por fim,

\apx, — azx| = |apz, — apx + apx — az| < lay| - |z, — 2| + |a, — a| - 2| < Mz, + ry|z] = b,
para todo n € N. Portanto, 0 — lim a,z, = ax. [ |
n—oo
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CAPITULO 2

Subreticulados, Ideais e Faixas

Com a teoria dos reticulados de Banach estabelecida, o estudo avanca para a investigacdo de suas
subestruturas internas, aprofundando a andlise com a introduc@o de conceitos que permitem identificar
e caracterizar partes especificas de um reticulado, mantendo a coeréncia com sua estrutura original e
preservando, em diferentes graus, a ordem e a norma do espaco. Sao discutidos subreticulados, ideais e
faixas, explorando seus papéis na organizacdo interna do reticulado e as implicagdes que trazem para a
Anélise Funcional. Ao relacionar propriedades algébricas, topoldgicas e de ordem, fica claro que essas

estruturas internas oferecem novos pontos de vista e ferramentas para a compreensao global do espaco.

2.1 Definicoes e Propriedades Elementares

Dando sequéncia ao estudo, sdo introduzidas as noc¢des formais de subreticulados, ideais e faixas, com
énfase nas condigdes que garantem a preservacao das operacdes fundamentais. Os resultados apresentados
aqui estabelecem critérios claros para reconhecer e trabalhar com essas subestruturas, servindo de base para

construgdes mais especificas nas proximas secgoes.

Definicao 2.1.1. Seja E um espago de Riesz.

(a) Um subespaco vetorial U de FE é chamado subreticulado (ou subespaco de Riesz) de E se

xVy,x ANy €U paratodosz,y € U.

(b) Dizemos que um subconjunto A de E ¢é solido se A satisfaz a seguinte propriedade:
|z| < |y| paraalgumy ¢ A = x € A.

(c) Chamamos de ideal (ou ordem-ideal) de E todo subespaco vetorial solido de E.

(d) Dizemos que um ideal B de E ¢ uma faixa se, para todo A C B que tem supremo em FE, tem-se
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sup A € B.

(e) Chamamos uma faixa B de F de faixa projetada se existe uma projecdo linear P : E — B tal que

0 < Px < z para todo x € FE.. Tal projecdo é chamada projecdo da faixa B.

Exemplo 2.1.2. (1) Sejam E = C[0, 1] ¢ A o conjunto de todas as funcdes afins definidas em [0, 1] a
valores reais. Nao € dificil perceber que A é um subespago vetorial de £ ordenado com a ordem pontual.
Vejamos que A ndo é subreticulado de E. De fato, considere f, g : [0, 1] — R dadas por f(z) =2z e

3 .
g(x) = d + 1 E claro que f, g € A. No entanto,

2
1 x 3 1
(), se 0 < > —+—,se0<x< =
(FV @) = max{f@) g} ={ =2 _ >3 v eSSy
f($)75§<$31 2x,se§§x§1

ndo é uma fungdo afim, ou seja, f V g ¢ A. Portanto, A nao € subreticulado de E.

(2) Seja ¢ o espaco de todas as sequéncias reais convergentes. Note que ¢ é subespago vetorial de /.,
Assim, ¢ € um espaco vetorial ordenado com a ordem pontual, que é a mesma ordem de /... Dadas
(an)oy, (bp)re € ¢, existem a, b € R tais que a,, — a e b, — b. Como vimos no Exemplo 1.3.9(4), (.,
¢ um reticulado de Banach, entdo (a,)c; V (b)), = (an V bp)ooq € (an)oey A (bn)oty = (an A by)o2,
pertencem a /.. Pela Proposicio 1.3.4(a), temos a, Vb, — aV b e a, ANb, — a A b, ou seja,
(an V by)oly, (an Aby)oey € c. Dai, (an)ory V (bn)o2y, (an)ozy A (by)e € ¢ e, consequentemente, ¢

¢ subreticulado de /. No entanto, ¢ ndo é ideal. Com efeito, considere (a,)n.; = (0,1,0,1,...)e

(bn)e2y =1(2,2,2,...). Observe que (a,);>; € loo € (bn)oey € ¢ C ly. Além disso,
lan| <1 <2=1b,]

paratodon € N, isto é,

[(@n)nZa| < 1(bn)nZl-

Mas (a,,)n>, ¢ c. Logo, ¢ ndo é sélido e, portanto, ndo é ideal de /..

(3) Sabemos que ¢y € subespago vetorial de /.. Também ja vimos que ¢y € espago de Riesz, logo ¢
subreticulado de /.. Vejamos que ¢ é s6lido em (. Sejam (a,,)o> 1, (bn)o2; € lo tais que (b,)0", € ¢g e

A )o i | < (bn)oy|. Assim,
(@)l < (B3 o< < bl

ou seja, a,, —» 0. Dai, (a,)7"; € ¢o. Entdo, ¢ é sélido em /, e, portanto, ¢ ideal de /.
Agora, provemos que ¢, néo é uma faixa de /... Considere v,, = e; + -+ - +e, =(1,...,1,0,...) €

coe A={v, :n € N} C ¢ Note que
0,0,...)<wv, <(1,1,...), 2.1)

para todo n € N, isto é, A é ordem-limitado em /... Entdo, existe sup A € /.. Provemos que sup A =
(1,1,...). De (2.1), segue que (1, 1,...) é cota superior de A. Agora, seja (a,)r~, € - uma cota

superior de A. Dado k € N, temos (a,)5>; > vg. Logo, a; > 1 para todo k € N, ou seja, (a,)r>; >

n=1
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(1,1,...). Portanto, sup A = (1, 1, .. .) & ¢y. Desse modo, ¢y ndo é faixa de /..

Proposicao 2.1.3. Seja E um espago de Riesz. Todo ideal em E é um subreticulado de E.

Demonstracao. Sejam B umideal de £ e x, y € B. Por B ser espago vetorial, temos z — y € B. Como

|(Jlz — y])| < |z — y|l,z —y € Be Bésdlido, entdo |z — y| € B. Pelo Teorema 1.2.6(m), temos

xVy:$+y+|x_y’ €Be :E/\y:m—i_y_u_yl € B,
2 2
jé que B € subespago vetorial. Portanto, B € subreticulado de F. |

Proposicao 2.1.4. Sejam E um espaco de Riesz e (U;);c; uma colegdo de subespagos vetoriais de E.

(a) Se (U;)icr € uma colegdo de subreticulados de E, entdo ﬂ U; é um subreticulado de E.
iel
(b) Se (U,;)icr é uma colegdo de ideais de E, entdo ﬂ U; é um ideal de E.
icl

(c) Se (U;)icr € uma colecdo de faixas de E, entdo ﬂ U; é uma faixa de E.

el

Demonstracao. Ja sabemos que ﬂ U, € um subespaco de I, ja que cada U, € subespaco de F.
iel
(a) Sejamz, y € ﬂ Uiej e I. Temos z, y € U;. Como Uj € subreticulado, segue que x V y, x A y € Uj.
iel
Por j ser arbitrdrio, sabemos que, x V y, x Ay € ﬂ U;. Logo, m U, é um subreticulado de E.
iel iel

(b) Sejam z, y € E tais que |z| < |y| ey € ﬂ U;. Entdo, y € U; para todo ¢ € I. Como cada U; é ideal,

iel
logo sélido, temos x € U; paratodo i € [. Assim, x € ﬂ U,. Portanto, ﬂ U; € um ideal de E.
iel i€l
(c) Por cada U; ser faixa, sabemos que U; € ideal de £. Pelo item (b), ﬂ U; é ideal de F. Agora, seja A
icl
um subconjunto de ﬂ U; que tem supremo em F. Como A C U, para todo ¢ € I, e cada U; é faixa, entdo
iel
sup A € U; paratodo i € I. Logo, sup A € ﬂ U;. Portanto, ﬂ U; é faixa de E. [
iel i€l

Embora a proposi¢do anterior nos mostre que a interse¢ao qualquer de subreticulados, ideais e faixas é,
respectivamente, um subreticulado, ideal ou faixa, a soma dessas estruturas nao segue essa ideia. De fato, a

soma de subreticulados nao necessariamente ¢ um subreticulado. Para perceber isso, considere
Uy ={feC[0,1]: féconstante} e Uy, = {f € C[0, 1] : f é linear}.
E fcil ver que U, e U, sdo subreticulados de C[0, 1]. Entretanto,
Uy + Uy ={f €C0,1] : féfuncdo afim}

ndo é subreticulado de C[0, 1], como provamos no Exemplo 2.1.2(1).
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Veremos a seguir que a soma de dois ideais € um ideal e, na préxima se¢do, que a soma de duas faixas

projetadas é uma faixa projetada.

Proposicao 2.1.5. Seja E um espaco de Riesz. Se Jy e Jy sdo ideais de E, entdo J, + Jy é um ideal de F.
Se, aléem disso, E é um reticulado de Banach e .J,, Jo sdo fechados, entdo J, + Jy é um ideal fechado. Em

particular, J, + Js € reticulado de Banach.

Demonstracdo. Sejam z; € Ji, 25 € ey € E tais que |y| < |21 + 22|. Como
Yty =yl < oy A+ x| <o + 2al,
pelo Teorema 1.2.6(k), existem 2z, 2y, 21, 25 € E, de modo que y" =2 + 25 e y~ = 2] + 2,
2, 20 <lxyl e 2z, 2, <|wa|l. Por Jy e Jp serem ideais, logo sélidos, sabemos que z;, z; € J; e
2y, 25 € Jo. Definindo uy = 2 — 2] euy = 2 — 2, , temos u; € Jy € uy € Jo. Além disso,
y=y -y =G —2)+(E —n)mutwe i+ b

Dai, J; + J5 € s6lido e, consequentemente, € ideal de E.

Agora, considere I/ um reticulado de Banach e J;, J, ideais fechados em F. Seja y = x1 + 22 €
Ji + Ja,com xy € Jy e xg € Jo. Como anteriormente, |y| < |z1 + x5|. Da mesma forma, podemos escolher

up = 2; — 2y euy = 25 — 2, satisfazendo as condi¢des anteriores. Note que
il =l =zl <+ lal =2+ <G +2) + (o0 + )=y Ty =1yl
Por F ser reticulado de Banach, segue que ||u1|| < ||y||- Analogamente, ||uz|| < ||y||. Em resumo, provamos

que para cada y € J; + Jo, exitem u; € Jy e uy € Jo de forma que y = uy + us e |luq|], [Jus]] < |yl

1
Por fim, considere (z,)>>, C J; + Js tal que z,, — z para algum = € E. Para 3 > 0, existen; € N

de forma que 1
n>n = |z, —z|| < =

23
Suponha que existam n; < ng < - - - < ng_9 < Ng_1 tais que
nzn; = o, -2l < 5
paratodo j € {1,..., k — 1}. Para S > 0, existe n, € Ntal que ny, > ny_1 e

n>n, = ||z, —z| < S

Dessa maneira, obtemos uma subsequéncia (z,, )5—; de (z,);2, tal que

[2n, = 2l < S5

9k+27
para todo & € N. Desse modo,
1 1 1 1 1
||'Ink - xnkle < ”ka - 'TH + Hxnk—l - £L’|| < 9k+2 + 9k+1 < ok+1 9k+1 = ?
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para todo k£ € N. Defina (yx )y C J; + J2 por

Tny, k=1,
Yk =

Tpyp — Tpy_qy B> 10

k

Para cada k > 2, como y;, € J; + J» e pelo que provamos anteriormente, existem uy; € Ji, ug2 € Jo

o0

tais que v = U1 + Upz € ||upall, lurzll < llykll < 27%. Sabemos que a série Z o ¢ convergente e

k=2

1 oo oo
| uk.i]] < oF para todo k > 2. Assim, Z ||uk.i|| converge e entdo a série Z ||uk.i|| converge parai = 1, 2.

k=2 k=1

Ja que E é um espaco de Banach, segue que a série u; = Z uy ; converge (veja [2], Proposigdo 10.1.4).

k=1
00

k k
Como J; é fechado e Z Uj g C J;, entdo u; € J;. Observe que Z Y;j = Tp, implica
j=1 b1 =1

xzzykzzuk,l“f’ukﬂ:zuk,l+Zuk,2:ul+u2GJI"‘JQ'
=1 =1 =1 =1

Portanto, .J; + J; € fechado.

[e9)
n=1»

Proposicio 2.1.6. Sejam E um espaco de Riesz normado e (x,)
que , <y, < z, paratodon € Ne lim x, = lim z, =y. Entdo, lim y, = y.
n—o0

n—oo n—oo

Demonstracao. Sejac > 0. Como lim z, = lim z, = x, existem ny, ny € N tais que
n—oo n—oo
€ €
n>n = Hxn—:c]|<1 e n>ny = Hzn—xH<§.
Note que
|yn_$|:|yn_xn+xn_$| < |yn_mn|+|xn_‘r|'

Além disso,

Logo,

|yn_x|S|yn_$n|+|xn_$|§|Zn_xn|+|$n_x|§|Zn_$|+|x_$n|+|xn_x

= |z, — x| + 2|z, — |
Por E' ser um espago de Riesz normado e pela Proposi¢cao 1.3.2, segue que
lyn — 2l < ll2n — 2l + 2[zn — |-
Tomando ny = max{ny, nq}, temos

g g
nzng = |lyn — ol <lzn — 2| + 2fjan — 2] <5 +2- 7 =-

(Yn)o i, (2n)rey € E sequéncias tais

2 4
Portanto, lim y, == [
n—oo
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Proposicao 2.1.7. Seja E um espago de Riesz normado.

(a) O fecho de todo subconjunto solido de E é solido.
(b) O fecho de todo subreticulado de E é um subreticulado de E.
(c) O fecho de todo ideal de I é um ideal de L.

(d) Toda faixa em E é fechada.

Demonstracio. (a) Sejam A um subconjunto sélido de E e x, y € E tais que y € A e |z| < |y|. Entdo,

[e.9]

existe (y, ), C Atal que y, — y. Pela Proposicao 1.3.4(a),

Yn| — |y|. Defina

Tn = (T A Ynl) V (= ynl) = (@ V (=|yal)) A lynl-

Como |z| < |y

, pela Proposicédo 1.2.5(d) temos —|y| < x < |y|. Dai,

Tn = (@ A lyal) V (=lynl) — (@ Aly]) V (=[y]) = z.

Além disso, note que —|y,,| < x,, < |yn|, isto é, |x,| < |y,|. Disso e de A ser sélido, segue que (z,,):°; C A.

n=1

Entdo, z € A. Portanto, A é s6lido em F.

oo
n=1»

(b) Seja U um subreticulado de E. Dados =, y € U, existem (x,,) (Yn)o2y C U tais que x, — z €

Yy, — y. Pela Proposicao 1.3.4(a), temos
T, VY, —2 VY € Tp ANYyp—TANY.

Como (7, V 4,)5%, (7 A y,)S2, C U, pois U é subreticulado de E, segue que = V y, v Ay € U. Logo,

U é subreticulado de E.

(c) Seja B um ideal de E. Como B é subespaco vetorial de £, entdio B é subespaco vetorial de E. Além

disso, B é sélido. Pelo item (a), B é sélido. Logo, B é ideal de E.

(d) Sejam B uma faixa de £ e (x,):2; C B tal que x,, — = € E. Pela Proposi¢ao 1.3.4(a), temos

|z,| — |z|. Da,
|| A x| — [ A fa] = [a].

Defina
Yo = (22| Voo V) Az = (Jza Az]) VooV (Jza] A z]).

Observe que, paratodon € N,
Yn| =y < 21| V- -+ V [y

e |xi| V-V |x,| € B, pois B é subreticulado. De B ser sélido, resulta que (y, )2, € B. Note que

|z,| A x| <y, < |x|. Pelo Teorema 2.1.6, temos y,, — |x|. Além disso, como
21| VoV ] < an| VeV

entao
Yo = (21| V- V) Alz] < (Joa| Ve Vi) Az = yna

)
n=1

)
n=1

para todo n € N. Ou seja, (y,)ne; € crescente. Disso, de (y, ), ser convergente e da Proposi¢do 1.3.4(c),

® UFU-IME 39



Capitulo 2: Subreticulados, Ideais e Faixas

segue que .
|z| = lim y, = sup{y, : n € N}.
n—oo

Por hipétese, B ¢ faixa. Veja que {y, : n € N} é um subconjunto de B que tem supremo. Assim,
|z| = sup{y, : n € N} € B. Por outro lado, B é sélido. Como |z| € B e |z| < |(|z|)|, entdo = € B.

Portanto, B é fechado em E. [ |

2.2 Faixas e Faixas Projetadas

Com o aparato conceitual anterior, € possivel avancar para a andlise de faixas, que permitem particionar
o reticulado de acordo com elementos e propriedades internas. As faixas projetadas representam um
refinamento dessa ideia, obtido por meio de projecdes que mantém a coeréncia com a estrutura original. Essa
etapa aprofunda a capacidade de decomposi¢do do espago, tornando mais acessivel o estudo de regides com

comportamento particular.

Definicao 2.2.1. Sejam E um espaco de Riesz, A C Eex € E.
(a) O subreticulado gerado por A é o conjunto
U(A) = ﬂ{U C E : U é subreticulado de E e A C U}.
(b) O ideal gerado por A ¢é o conjunto
I(A)=(W{ICE:Iéidealde EeACT}.
(c) A faixa gerada por A é o conjunto
B(A) :ﬂ{B C E:Béfaixade Ee AC B}.

Note que U(A) é subreticulado de E, I(A) é ideal de E e B(A) é faixa de E, pela Proposi¢do 2.1.4. Além

disso, U(A), I(A) e B(A) sdo os menores subreticulado, ideal e faixa contendo A.

(d) O ideal gerado pelo conjunto unitdrio {x} (ou ideal gerado por x) é chamado de ideal principal e é

denotado por E,.

(e) A faixa gerada pelo conjunto unitdrio {x} (ou faixa gerada por x) é chamada de faixa principal e é

denotada por B,.

(f) O complemento disjunto A" de A é definido por A~ = {x € E : x | y para todoy € A}.

Proposicao 2.2.2. Sejam E um espago de Riesz e A C E. Temos:
(a) B(A) = B(I(A)).

(b) Se A é uma faixa, entdo A = B(A).
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Demonstracdo. (a) Sabemos que A C I(A) C B(I(A)). Assim, B(I(A)) é uma faixa que contém A. Pela
defini¢do de B(A), segue que B(A) C B(I(A)). Por outro lado, A C B(A). Como B(A) é um ideal que
contém A, entdo /(A) C B(A). Entdo, B(A) é uma faixa que contém [(A). Logo, B(I(A)) C B(A).
Portanto, B(A) = B(I(A)).

(b) Note que A é uma faixa que contém A. Entdo B(A) C A. Além disso, é claro que A C B(A). Entao,
A= B(A). [ |
Proposicao 2.2.3. Seja E um espago de Riesz.
(a) Para todo subconjunto A de E ndo vazio, temos

](A):U{n[—y,y}:n,reN, y=|z1| V- Vx|, x1,..., 2. € A},
emquen[—y,y| ={z € E: —ny <z <ny}

b) Para todo x € E., temos
( * E, = U{n[—ac, x] :n € N}

Demonstracdo. (a) Para facilitar a notagdo, escreva

I:U{n[—y,y]:n,réN, y=|z1| V- Vg |, x, ..., 2. € A}
Dados a, b € I, existem ng, ng, r1, 73 € N, a:§”, - ,337("1), g;?), - ,xg) € A tais que a €
ni[—y1, v1] € b € na[—ye, yo], em que y; = \xgl)\ VeV \xﬁ,‘)\ comi=1,2. Tomando y =y, Vys €

n = max{ni, ny}, temos a, b € n|—y, y|. Neste caso, a =nz; e b =nzy com —y < 21, 25 < y. Dali,
a+b=n(z + 29), em que —2y < z; + 2o < 2y, implica a + b € 2n[—y, y] C I. Agora, seja A € R.

Sabemos que Aa = Anz;. Se A > 0, existe k € Ntalque A < ke
—ky < =y < Az < Ay < ky,

ou seja,
—nky < Anz; = Aa < nky.

Desse modo, Aa € nk[—y, y] C I. Se A < 0, temos —\ > 0. Entdo, existe k € Ntal que —\ < ke
—ky <Ay < Az < =y < Ky,

Isto €,
—nky < Anz; = Aa < nky.

Logo, Aa € nk|—y, y] C I. Portanto, I é subespago vetorial de FE.
Vejamos que [ € s6lido. Tomando a, b € E tais que |a| < |b| e b € I, obtemos b = nz para alguns
n,reNe—y<z<y,emquey=|rq|V---V|r,|]exy, ...,z €A Noteque
—ny<nz=b<ny = |b| <ny = |a] < ny.

Entdo, a € n[—y, y|] C I e, consequentemente, / é um subespaco sélido de E. Portanto, / € ideal de E.

E claro que A C I. Por fim, seja J um ideal de E tal que A C J. Dado = € I, existem n, r € N,
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Ty, ..., 2. €A y=lz1| V- V]z,| e —y <z <y tais que z =nz. Como A C J, sabemos que

1,y ...,%, € J. Assim,

x|, ..., |x.| € J, pois J é sélido. Além disso, por J ser ideal e pela Pro-
posi¢do 2.1.3, J é subreticulado de E. Logo, y = |z;| V - - - V |z,| € J. Observe que |z| < |y|. Entdo,
z € J. Por J ser subespaco vetorial de £/, segue que x = nz € J. Dai, I C J,isto é, [ € o menor ideal de

que contém A. Portanto, I(A) = I.
(b) Observe que

E,=1{x}) = U{n[—y, ylin,reNy y=|xg| V- Vx|, 1, ..., 2 €{z}}
- U{n[—% yl:neN, y=lz|} = U{n[—x, z] :n € N} u

Lema 2.2.4. Sejam E um espago de Riesz e A C E. Entdo, sup A existe se, e somente se, sup{a® : a € A}
einf{a” : a € A} existem. Neste caso, (sup A)" =sup{a™ :a € A} e (sup A)” =inf{a” : a € A}, ou

seja,
sup A =sup{a’ :a € A} — inf{a” : a € A}.

Demonstracdo. (—>) Dado a € A, sabemos que a < sup A. Pelo Teorema 1.2.6(g), segue que
at < (sup A)" e (sup A)” <a~. Assim, (sup A)" é cota superior de {a" :a € A} e (sup A)” € cota

inferior de {a~ : a € A}. Seja z € E uma cota superior de {a" : a € A}. Ento, a™ < 2 para todo a € A.

+

Como z >0, temos 2" =ze 2z  =0. Daif, a" <z=2"e 27 =0<a . Novamente pelo Teorema

1.2.6(g), temos a < z para todo a € A. Desse modo, sup A < z, ou seja, (sup A)Jr < 2T = 2. Portanto,
(sup A)" = sup{at :a € A}.

Agora, seja w € E uma cota inferior de {a~ : a € A}. Entéo, para todo a € A, temos w < a~, ou seja,
—a~ < —w. Dai,
a=a"—a <a" —w<sup{at:a€ A} —w=(sup A)t —w

para todo a € A. Assim, (sup A)* — w é uma cota superior de A. Logo,

(sup A)T — (sup A)” =sup A < (sup A)" — w,
isto é, w < (sup A)~. Dessa forma, (sup A)” = inf{a™ : a € A}.
(<=) Dado = € A, temos

r=x" -2 <sup{a':a€ A} —inf{a” :a € A},

isto é, sup{a’ :a € A} — inf{a” : a € A} é cota superior de A. Agora, seja z uma cota superior de A.
Entdo, para todo z € A, temos z < z, ou seja, z T < 2T ez” <z~ . Assim,

sup{at:a€ A} <zt e 27 <inf{a” :a € A}

implica
P sup{a” :a € A} —inf{a” :a€ A} <zt — 27 =2
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Portanto, sup A = sup{a* : a € A} — inf{a™ : a € A}. |

Proposicao 2.2.5. Seja E um espago de Riesz.
(a) Se J éumideal, entdo B(J), ={z € E; : x =sup([0, z] N J)}

(b) Paratodo e € E., temos (B.)y = {x € E; : x = sup{z A (ne) : n € N}}.

Demonstracao. (a) Seja
By={x € E; :x=sup([0,z]NJ)}

e defina
B:BO—BOZ{a—bla,beBo}.

Mostremos que J C B C B(J). Dado z € J,, temos z € J e x > 0, ou seja, = € [0, z] N J. E

evidente que x € cota superior de [0, z] N .J. Portanto x = sup([0, z] N J), o que implica x € By. Assim,

+ +

Jy € By. Agora, parax € J,temos 2", z~ € J, ex =2 — 2~ . Como ja vimos que J. C B, segue
que z € By — By = B. Consequentemente, J C B. Por outro lado, seja x € By. Entdo, zr € £, e v =
sup([0, ] N J). Note que [0, z] N J C J C B(J). Como [0, z] N J é um subconjunto da faixa B(J) que
tem supremo, entdo x = sup([0, z] N J) € B(J). Logo, By C B(J). Se x € B, existem u, v € By com
r =u — v. Como B(.J) é subespago vetorial (por ser faixa), x € B(.J), e obtemos B C B(.J). Concluimos
que J C B C B(J).

Vejamos agora que By = B,. Como J é um ideal de F, trata-se de um subespaco vetorial, e entdo
0 € J. Dai, sup([0, 0] N J) = 0, o que implica 0 € By. Para x € By, temos x =x — 0 € By — By = B.
Logo, x € B.. Dessa forma, By C B,.

Reciprocamente, dado x € B, existem u, v € By com v < u tais que x = u — v. Queremos mostrar
que = = sup([0, ] N J), provando assim que = € By. De fato,  é uma cota superior de [0, z] N J. Seja
w € E uma cota superior desse conjunto e tome y € [0, u] N J. Defina z = y A x, que satisfaz z > 0. Como
y € J,|z] <|y|eJésdlido, entdo z € J. Além disso, 0 < z < x, o que mostra z € [0, z] N J. Por w ser
cota superior de [0, x] N J, temos z < w. Observe que

y—z=y—yAr=y+ (V)= -2)vVi=@y-2)V(@-—r)=yVr—=z
<u—x=0,
em que a desigualdade decorrede y € [0, u] N Jex =u — v < wu. Logo,y < z 4+ v < w + v. Como y é
arbitrdrio em [0, u| N J, w + v € cota superior desse conjunto. Daf, u = sup([0, u] N J) < w + v, ou seja,
r =u — v < w. Portanto, x = sup([0, ] N J), e assim = € By, 0 que garante B, C By. Concluimos que
B, = By.
Veremos que B € ideal de E. Para isso, sejam u, v € By. Segue do Teorema 1.2.6(k) e da Proposi¢ao

1.2.7(a) que

u+v=u+sup([0,v]NJ)=u+sup{y:y€0,v]NJ}=sup{u+y:yel0,v]NJ}
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=sup{sup([0,u]NJ)+y:yel0,v]NJ}=sup{z+y:zel0,uNnJeyel0,v]NJ}
=sup{z:z € [0, u+v]NJ} =sup([0, u+ v]NJ).

Logo, u + v € By. Além disso, se o € R, entdo
au = asup([0, u] N J) =sup{ay : y € [0, u] N J} =sup{z: z € [0, au] N J} = sup([0, au] N J),

isto é, au € By. Dados x, y € Be a € R, existem x1, To, Y1, Y2 € Botaisque x =7 — 22 € Y = Y1 — Yo.

Como x1 + y1, To + Yo € By, temos
r+y=(r1+y1) — (2 +y2) € By — By = B.
Se a > 0, entdo axy, axs € By. Dai, ax = axy — azry € By — By = B. Se a < 0, entdo —axs, —ax; €
By. Assim, ax = (—axs) — (—axy) € By — By = B. Logo, B é um subespago vetorial de E.
Sejam u € By e v € [0, u|. Como J é ideal, pela Proposicéo 1.2.7(a), temos
v=vAu=vAsup([0,u]NJ)=sup{fvAy:ye€[0,ulNJ}=sup{y:ye€0,v]NJ}
= sup([0, v] N J),
isto é, v € By. Considere z, y € E tais que |z| < |y| ey € B. Como y € B, existem y;, y, € B tais que
Y =11 — Yo. Assim,
O0<a’ <o’ +am =z[ <yl =y — ol < |yl + el =11 + 1.
Disso e de 4, + v» € By, resulta que 7 € By. Analogamente, v~ € By. Dai, v = 27 — 2~ € By — By =
B. Logo, B é solido. Portanto, B € ideal de E.

Por fim, vejamos que B € uma faixa. Para isso, veremos primeiramente que se D C B, tem supremo
em F, entdo sup D € By. Seja D C By tal que sup D € E. E claro que sup D > 0 e sup D é cota superior
de [0, sup D] N J. Seja w € E uma cota superior de [0, sup D] N J. Dado d € D, como D C B, temos
d = sup([0, d] N J). Por d < sup D, segue que [0, d] C [0, sup D], ou seja, [0, d] N J C [0, sup D] N J.
Assim, w é cota superior de [0, d] N J. Logo, d = sup([0, d| N J) < w paratodo d € D. Entdo, sup D < w.
Dai, sup D = sup([0, sup D] N J), isto é, sup D € By.

Seja A um subconjunto de B que tem supremo em E. Dado a € A, como A C B e B € ideal, temos
a”,a” € B.Desse modo, a”, a” € B, = By. Assim, {a+ :a € A} C By. Pelo que acabamos de ver e do
Lema 2.2.4, resulta que (sup A)" = sup{a™ : a € A} € By C B. Por outro lado, segue do Lema 2.2.4 que
(sup A)” =inf{a” :a € A} <a” =|a" | paratodo a € A. Como B é sélidoe a™ € B, pois a € B, entdo
(sup A)~ € B. Dai,sup A = (sup A)" — (sup A)~ € B, jd que B ¢ subespago vetorial de E. Portanto, B
é faixa de .

Como B é uma faixa que contém J, entdo B(.J) C B. Assim, B(.J) = B. Ouseja, B(J). = By = By.
(b) Considere J = E.. Pela Proposi¢do 2.2.3(b), temos

J = U{n[—e, e] :n e N}
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Para x € I/, note que

0, 2] N J = 1[0, 2] N <U{n[—e, e:ne N}) = | (0. 2) nnfe, ¢]) = 10, = A ne].
Dai,

sup([0, z] N J) = sup (U [0,z A ne]) = sup{sup[0, A ne] : n € N} = sup{x A ne:n € N},
neN
Disso, da Proposi¢do 2.2.2(a) e do item (a), segue que

(Bo)s = (B(E))y = (B(J))s = {w € By : 2 = sup([0, 2] N J)}
={z € E;:x=sup{z Ane:n¢eN}} [ |
Proposiciio 2.2.6. Sejam E um espaco de Riesz arquimediano e A C E. Entdo, A* é uma faixa e

B(A) = A

Demonstracdo. Sejam z, y € E tais que |z| < |y| e y € AL. Dado z € A, temos |z| A |y| = 0, o que
implica
0 <|z[Alzl < ly[ Azl =0,
ou seja, |z| A |z| = 0. Assim, x € AT e, por isso, A" & sélido.
Tome z, y € Atea eR. Dadoz € A, segue dos itens (e) e (h) do Teorema 1.2.6 que
0 <|z[Afe 4yl <zl A (el + Jyl) < 2l Azl + [z Ayl = 0.

I Az +yl=0,istoé, z +y € A, Se |a| < 1, temos

Entao,
0 < [z| AJox| = [z] A (laf - [z]) < |z[ A lz| = 0.
Caso |o| > 1,
0 < [2| AJox| = [2] A (Jaf - [z]) < (Jaf - |2]) A (laf - |2]) = |al(]z] A |z]) = 0.
Dessa forma, |z| A |ax| = 0, que significa ax € A*. Isso mostra que A é um subespago vetorial de E e,

portanto, A* é um ideal de E.

Considere B um subconjunto de A que tem supremo. Para quaisquer = € B e z € A, observe que

—sup B<—zxz<|x|e
a 0<zt Alz| < |z| A |2| =0,

ou seja, x7 A |z| = 0. Do Lema 2.2.4 € da Proposigdo 1.2.7(a), obtemos
0 <[sup B| Alz| = ((=sup B) V sup B) A |z| = ((= sup B) A [z]) V (sup B A |z])
< (x| A|z]) V (sup BA |z]) =0V (sup B A |z|]) =(0Vsup B) A (0V |z])
= (sup B)" A |z| =sup{bt : b€ B} A |z| =sup{b" A|z| : b e B} =0.

Logo, | sup B| A |z| = 0, isto é, sup B € A*. Concluimos entdo que A* é uma faixa.

Por fim, vejamos que B(A) = A+, E claro que A C A+, Como A1+ é faixa, temos B(A) C At

Seja x € Ey tal que = ¢ B(B(A)),. Pela Proposi¢do 2.2.5(a), sabemos que x # sup([0, z] N B(A)).
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Chame W = [0, 2] N B(A). Ja que z é cota superior de W mas ndo é o supremo desse conjunto, existe
outra cota superior u de WV tal que u # z e u < z. Assim, W C [0, u]. Suponha que = — u ¢ A*. Entio,
existev € Atalque z = (x —u) A |v| #0. Noteque 0 < z <z —u <z ez € B(A),pois |z| =z < |v],
veAC B(A)e B(A) ésdlido. Dai, z € W. Além disso, se nz € W, segue que
m+lz=nz+z<u+(xr—u)=ux

Por B(A) ser espago vetorial, temos (n + 1)z € B(A). Desse modo, (n + 1)z € W. Por indugdo, nz € W
para todo n € N. Logo, nz < u para todo n € N. Por hipétese, F € arquimediano. Entdo, z < 0 e, como
consequéncia, z = (, o que € uma contradicao. Portanto, x — u € AL, Observe que

lz] Az —ul=zA(x —u)=x+0A (—u) =2 —u#0.

Dati, existe um elemento em A" que ndo é disjunto com x. Assim, x ¢ A+t

Em resumo, provamos que se = ¢ B(B(A))., entdo x ¢ A" ou, equivalentemente, que se z € A,
entio x € B(B(A)),. Deste modo, A+ C B(B(A)); C B(B(A)) = B(A), em que a tltima igualdade
segue da Proposi¢do 2.2.2(b), j4 que B(A) é uma faixa. Portanto, B(A) = A1+, [

Lema 2.2.7. Seja E/ um espaco de Riesz arquimediano.

(a) Se U e V sdo subespagos de E tais que V C U e E=U @V, entdo V =U" e U,V sdo faixas
projetadas.
(b) Se P: E — E é linear, P> =P ¢ 0 < Px < x para todo x € E, entdo B = P(E) é uma faixa
projetada e (I — P) é a projecdo da faixa B*t.
Demonstraciio. (a) Seja € UT. Como U+ C E=U @ V, existem tnicos z € U e y € V tais que
x = z + y. Por hipétese, V. C U~. Segue que y L z. Pelo Teorema 1.2.6(i), temos |z + y| = |z| + |y|. Dai,
|z| = |z + y| = |z] + |y|. Consequentemente,
2| = (lz] + [yl) Alz| = |z A |2 = 0,
pois x € U+t Logo, z = 0, ou seja, x =y € V. Dessa forma, Ut CV,eassimV = U". Portanto, V é
uma faixa, pela Proposi¢ao 2.2.6.
Tomando Wy, = U e Wy = UL, temos W, = U C U+t = W2L e
E=U@V=UaU"=W; & W,.
Pelo que acabamos de provar, concluimos que W, = WQL, isto é, U = U+, Dai, U é uma faixa. Dado
x € F, existem unicos u, € U e v, € V taisque x = u, + v,. Defina P: E — Ue @ : E — V por
Px = u, e Qx = v,. Nao € dificil ver que P, () sdo projecdes linearese P + (Q = I. Note que Px € U e
Qx € V =U*. Entdo, Px L Qre

|z = [Pz + Qx| = |Px| + |Qx].
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Assim,
P|z| = P|Pz| + P|Qx|.

Como Px € U, Qr € V e U, V sao faixas, entdo |Pz| € U e |Qz| € V. Desse modo, P|Pz| = |Pz| e
P|Qz| = 0. Disso e da igualdade anterior, resulta que P|z| = |Px|. Analogamente, Q|z| = |Qx|. Se

x € I, entdo
0<|Pzx|=Plz|=Pr=2—Qr=1z—|Qz| <z,

isto é, 0 < Pz < z. De forma andloga, 0 < Qx < x paratodo x € E . Portanto, U, V sdo faixas projetadas

e P, () sdo suas projecdes, respectivamente.

(b) Por hipétese, temos P)2=Pe0< Pzr<z paratodo x € E,. Defina () =1 — P. Como [ e P sdo

lineares, () € linear. Note que
Q*=(I—-P?*=I"-2P+P*=]-2P+P=1-P=Q

e0 < Qr=x— Pr<xparatodox € F,.
Para demonstrar o resultado, basta mostrar que B = P(E) é uma faixa e Q(E) = B™. Para isso, vamos
usar o item (a) com V = Q(F) e U = B. Primeiro, mostremos que £ =V @& B. Dado z € E, como

I =P+ Q,temos z = Pxr + Qr,emque Pr € Be Qx € V. Ouseja, E = B + V. Além disso,

P(Qz) = P(x — Px) = Px — P’r =Pz — Pr =0

Q(Pz) = (I — P)(Pr) = Pr — P’r =Pz — Pr =0
paratodox € E. Sey € V N B, existem a, b € E tais que Pa = y = Qb. Dai,

y = Pa = P?a = P(Qb) = 0.

Logo, VN B={0}.Istoé, E =V & B.
Agora, vejamos que V' C B*. Para isso, veremos que | Pz| A |Qz| = 0 para todo = € E. Sejaz € E.

Como 0 < P(z%) <2t e0< P(z~) <z ,entdo
0<PEat)APE )<zt Az =0.
Dai, P(z") A P(z~) = 0. Assim,
[P@)| A= Pla7)] = |P@")| A P(a7)] = P(a™) A Pa™) =0,
ou seja, P(z%) L (—P(x7)). Analogamente, Q(z") L (—Q(z)). Observe que

|Pa| = |P(z™ —27)| = |P(z") = P(a7)| = [P(a”) + (=Pa7)| = |P@")| + | = P(a7)]
= |P@")| + [P(a7)] = P(z") + P(z7).

De forma andloga, concluimos que |Qx| = Q(x") + Q(z~). Como P é um operador positivo, entdo
0< P(PE) AQ(x")) < PQ(x") =0 e 0<Q(PE")AQE)) <Q(PE")) =0,

isto é, P(P(z") A Q(z7)) = Q(P(z) A Q(27)) = 0. Dissoe de I = P + @, segue que
P(a®) AQ(z") = P(P(z™) A Q(z™)) + Q(P(z™) AQ(a™)) = 0.
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De forma anéloga, P(z~) A Q(x~) = 0. Note que
0<Pa)AQx )<zt Az =0 e 0<PlE )AQEx") <z Az"=0.
Entdo, P(x") A Q(z7) = P(z™) A Q(z™) = 0. Logo,
0 < [Pz| A Qx| = (P(z") + P(a7)) A Q") + Qz7))
< PEt) AQE") + Ple") AQx7) + Ple™) A Q™) + Plx™) A Qx7) = 0.
Dai, |Pz| A |Qx| = 0 para todo x € E.
Por fim, sejav € V e fixe b € B. Existem x, y € E taisque b = Pr e v = Qy. De
Pb=P2=Pr=b Pv=PQy) =0 Qu=Q*% =Qy=v e Qb= Q(Px) =0,
resulta que P(b + v) = Pb+ Pv=be Q(b + v) = Qb + Qu = v. Observe que
0<|b] Afv| =[P+ v)| A|QMD+ v)| =0.
Entdo, b 1 v, ouseja, v € B*. Portanto, V C B*. Pelo item (a), sabemos que V, B sdo faixas projetadas e
V = B*. Logo, (I — P) é a projegio de B+. [
Proposicao 2.2.8. Sejam E um espago de Riesz arquimediano e B uma faixa de . Entdo, B é faixa
projetada se, e somente se, E = B & B*.
Demonstracdo. (=) Por hipétese, B é uma faixa projetada. Seja P sua projec¢do. Pelo Lema 2.2.7(b),
B~ é uma faixa projetada com projegio / — P. Dado z € E, temos
x = (z — Pz) + Px,
em que Pr € Bex — Px € B. Dai, E= B + B*. Se x € BN B, entdo = L z. Isso implica que
z = 0. Assim, B N B+ = {0}. Portanto, £ = B & B*.
(<=) Como B e B~ sio subespacos de £/, B+ C B+ e E = B @ B™*, segue que B é faixa projetada pelo

Lema 2.2.7(a). [ |

Teorema 2.2.9 (F. Riesz). Em um espago de Riesz Y Dedekind completo, toda faixa é uma faixa projetada.

Mais ainda, E = B(A) @& A* para todo subconjunto A de E.

Demonstracio. Seja A C E. Vejamos que E = B(A) @ A+. Dado x € E,, como E é Dedekind com-

pleto e [0, ] N B(A) é ordem-limitado, entdo x4 = sup([0, z] N B(A)) € E. Por B(A) ser uma faixa

e [0, z] N B(A) C B(A), temos x4 € B(A). E claro que 0 < x4 < 2. Para y € B(A), sabemos que

u=(x —za) Aly| € B(A),pois0 <u < |y|l,y € B(A) e B(A) ésdlido. Assim, u + x4 € B(A) e
O<u+4+zs=(x—zA) ANyl +2a=2A(Jy| +24) <7z,

ouseja, u + x4 € [0, z] N B(A). Como x4 é cota superior de [0, z] N B(A) e u > 0, entdo u + x4 também

¢ cota superior de [0, ] N B(A). Entio,

u+ x4 =sup([0, ] N B(A)) = x4,
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logo u = 0. Dessa forma, (z — x4) A |y| = 0 para todo y € B(A). Em particular, (z — x4) A |y| =0
para todo y € A, ja que A C B(A). Dai, x — x4 € At. Além disso, note que = = (x — x4) + x4, na
qual z — 24 € At e 24 € B(A). Desse modo, E, C B(A) + A*. Como E = E, — E., segue que
E = B(A) + A*. Por B(A) = A+, temos E = B(A) @ A*.

Se A é uma faixaem F, entdo A = B(A),istoé, E = A ® At. Além disso, E é arquimediano, ja que

€ Dedekind completo. Pela Proposicdo 2.2.8, segue que A € uma faixa projetada. |

A seguir, veremos que intersec¢do e a soma de faixas projetadas sdo faixas projetadas.

Teorema 2.2.10. Seja E um espaco de Riesz arquimediano. Denote por B(E) a colegdo de todas as faixas

projetadas de E. Sejam By, By € B(E) e Py, P, suas respectivas projecées. Entdo,
By + By, By N By € B(E)

e suas respectivas projecoes sao P, + Py, — PPy e P, Ps.

Demonstracdo. Sejam B;, B, € B(E) e Py, P, suas respectivas projegdes. Como B; e B, sdo faixas
projetadas, sabemos que P; : E — By, Pi(E) = B;, P’ = Pie 0 < Pix < xparatodor € E, (i = 1, 2).

)

Além disso, pela Proposicdo 2.2.8, temos £ = By & Bf el =By, ® BQL.

Sejaxz € B, C E = B, ® B;. Entioexistemy € Bye z € By taisque x = 5 + 2. Comoy L z, entdo
|| = [y + 2| = ly[ + |2|. Dai,

yl = |z| — |z| < |z|e|z| = |x| — |y| < |z|. Disso, de x € By e de By ser
sélido, segue que y, z € By. Assim, y € By N Bye z € By N By, isto é, v € (By N By) + (By N By).

Isso implica n
By C (By N By) + (B1 N By).

Por B; ser espago vetorial e B1 N By, By N le C By, temos
By = (BN By) + (By N By).

Dado w € (B, N By) N (By N By), temos w € By N By, ou seja, w =0. Logo, (By N By) N (B N
By) = {0}. Entdo, B, = (B, N By) @ (By N By"). Analogamente, B; = (Bi" N By) @ (B N By). Dai,
E=B® B =(BiNBy) @ (B NBy)® (BNBy) @ (Bff NBy).

Chamando U, := B, N Bye Vi := (B N By) @ (Bf N By) @ (Bi- N By ), temos E = U; & V. Agora,
seja v € E. Entdo existem a € B; N By, b€ By N By, c€ B N Byed € Bi- N By tais que v = a +

b+ ¢+ d. Assim,
P2$:P2a+P2b+PQC+P2d:CL+C

e, por consequeéncia,
P Pyx = Pi(a+ ¢) = Pla+ Pic=a € By N B.

Isto é, P, P»(E) C By N Bsy. Por outro lado, se y € B; N By, entdo

P Py = Py=uy,
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pois Piy = y = Pyy. Dai, y € P, P»(E). Portanto, P, P»(E) = By N B,. Além disso,
(PLP)?(z) = (PP) (P P)x = PLPya = Pla=a = PPy
paratodo x € F, ou seja, (P, P,)* = P, P,. Também, para z € E,, temos 0 < Pyx < x. Dai,
0< PPr<BPr<zx

paratodo x € E,. Sabemos que B; N B, € uma faixa, ja que B; e B, sdo faixas e pela Proposicao 2.1.4(c).
Dessa forma, B; N B, é uma faixa projetada e sua projecdo é P, . Como a proje¢do de uma faixa € dnica,

temos P1P2 = P2P1.

Agora, chame Vo = (B, N By) @ (Bi- N By) @ (B N By) e Uy = B N By. Temos E = Uy @ Va.
Sejam v € Uy e v € V;. Entdo, existema € By N By, b € BlL NByece B N B;taisquev:a+b+c.
Note quea L be (a +b) L c. Alémdisso, u L a,u L bewu L c. Logo,

0 < fol Aful = (la] + [b] + [e]) A Jul < lal Aful + [b] A Ju] + |¢] Alu] =0,
ou seja, v L u. Assim, V5 C UQL. Pelo Lema 2.2.7(a), U, e V5 sdo faixas projetadas. Dado x € V5, existem
aeBfﬂBQ,bEBlﬂBjeceBlﬂBgtaisquex:a—l—b—i—c. Como b, c € B; e By é faixa, entao
b+ ce€ B;. Também a € By. Dai, x € B; + By, ouseja, Vo C By + By. Dadox =a + b € By + Bs. Se
a;&O,entﬁanBlﬂBgouaeBlﬂBj. Seb#0,entdo b € By N By oubEBfﬂBQ. Disso e de
0€ By,NBy,0€ B, N By el & B N By, segue que x € V. Dai, By + By C Va. Logo, Vo = By + Bs.

Portanto, B, + Bs é uma faixa projetada.
Parax € . ,temos 0 < Pix <z e (0 < Pyx < x. Definindo P = P, + P, — P, P, obtemos
0< P(x— Px)+ Pox=Px <az— P+ Po=ux.

Como P (x — Pyx) + Pox = Pix — P Pyx + Pyx = Px,resultaque 0 < Pz < x paratodo z € E, . Note

que
P2:<P1+P2—P1P2)2:(P1+P2—P1P2)(P1+P2—P1P2)
= P24 PPy — P!P, + P,P, + P? — P,P,P, — P,P,P, — P,P? + (P, P,)?
:P1+P2—P1P2:P.
Logo, P ¢ a projecdo da faixa By + DBs. |

Proposicao 2.2.11. Seja E um espaco de Riesz arquimediano.

(a) Seja B uma faixa de E. Entdo, B é uma faixa projetada se, e somente se, xg = sup([0, x] N B) existe

para todo x € E.

(b) Seja e € E,. Entdo, B, é uma faixa projetada se, e somente se, x. = sup{x A (ne) : n € N} existe

para todo x € E..
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(c) Se E é o-Dedekind completo, entdo toda faixa principal B, com e € E é uma faixa projetada. Se

e € I/, e P, é a projecdo da faixa B., entdo,
P.x = sup{z A (ne) : n € N}

para todo x € F .

Demonstracfio. (a) (=) Por hipétese, B é uma faixa projetada. Pelo Lema 2.2.7(b), B também ¢é
e, pela Proposicio 2.2.8, E = B @ B*. Sejaz € E,. Existem y € B e z € B tais que z = y + 2.
Como y L z, temos = = || = |y + 2| = |y| + |z|. Disso e da propriedade da decomposi¢do, segue que

[0, z] N B =0, |y|]. De fato, dado w € [0, ] N B, temos 0 < w < x e w € B. Entdo,
O<w=wAz=wA(lyl+[z]) Sw Ayl +wAlz[ =w Ayl <yl

poisw € Be z € B*. Assim, w € [0, |y|], ou seja, [0, x| N B C [0, |y|]. Por outro lado, dado w € [0, |y|]
temos 0 < w < |y| =z — |z| < z. Além disso, w € B, jd que |w| < |y|, y € B e B é sdlido. Entao,
0, ly|]] € [0, z] N B. Logo, [0, |y|] = [0, ] N B. Portanto, |y| = sup([0, z] N B).

(<) Sejam z € E, e v = sup([0, z] N B). Defina z = x — x5. Como z € cota superior de [0, z| N B,
entdo zp < z, ou seja, z > 0. Paray € B, temos 0 < z A |y| < |y|. Dai, z A |y| € B, ja que B é sélido.

Assim, z A |y| + x5 € B. Além disso,
0<zAlyl+2p<z+zp=x—1x5+28="1.

Logo, z A |y| + x5 € [0, z] N B. Como xp é cota superior de [0, z] N B e z A |y| > 0, entdo z A |y| +
rp também é cota superior de [0, ] N B. Dessa forma, z A |y| + x5 = xp, isto é, z A |y| = 0. Logo,

r — xp = 2z € B+. Entio, N
x=(x—xp)+2xp € B~ @ B.

Segue que £, C B* @ B, ouseja, E = B+ @ B. Pela Proposicio 2.2.8, B é uma faixa projetada.

(b) Seja e € E,. Pelo item (a), B. é faixa projetada se, e somente se, xp, = sup([0, | N B,) existe
para todo x € E,. Dai, fixando x € E, basta mostrar que sup([0, z] N B,) existe se, e somente se,
sup{z A (ne) : n € N} existe.

Primeiro, vamos observar que {z A (ne) : n € N} C [0, 2] N B.. Dadon € N, temos 0 < z A (ne) <
z. Alémdisso, 0 < z A (ne) < neene € B,. Como B, é sélido, segue que z A (ne) € B,. Dai, x A (ne) €
[0, ] N Be. Logo, {z A (ne) :n € N} C [0, z] N B..

Suponha que sup([0, z] N B, ) exista. Assim, sup([0, x] N B,) é cota superior de {z A (ne) : n € N}.
Agora, considere z € F uma cota superior desse conjunto. Vamos mostrar que sup([0, x] N B,) < z.
Sejay € [0, z] N B, C (B.)4. Pela Proposi¢do 2.2.5(b), temos y = sup{y A (ne) : n € N}. Como y < z,

obtemos
y A (ne) <z A (ne) <z,

para todo n € N. Dai,
y =sup{y A (ne) :n € N} < z.
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Dessa forma, z é uma cota superior de [0, x] N B,, logo sup([0, ] N B.) < z. Portanto,
sup{z A (ne) : n € N} =sup([0, z] N B,).

Reciprocamente, suponha que sup{x A (ne) : n € N} exista. Dado y € [0, ] N B, C (B.), temos

y =sup{y A (ne) : n € N}. Como y < x, obtemos
y A (ne) <z A (ne) <sup{z A (ne) : n € N}
para todo n € N. Desse modo,
y =sup{y A (ne) : n € N} <sup{z A (ne) : n € N}

para todo y € [0, z] N B,. Ou seja, sup{z A (ne) : n € N} é uma cota superior de [0, | N B,. Sejaz € E
uma cota superior desse conjunto. Vimos anteriormente que {x A (ne) : n € N} C [0, z] N B,. Entdo, z é

uma cota superior de {x A (ne) : n € N}. Assim, sup{z A (ne) : n € N} < z. Portanto,
sup{z A (ne) : n € N} =sup([0, ] N B,).

Dai, B, é faixa projetada se, e somente se, sup{z A (ne) : n € N} existe para todo x € F, . Neste caso,
sup{z A (ne) : n € N} =sup([0, ] N B,).

(c) Primeiro, vejamos que toda faixa principal de £ é uma faixa projetada. Seja e € E. Note que
(x A (nle]))s2, é uma sequéncia em E tal que 0 < z A (n|e|) < x para todo n € N, ou seja, é ordem-
limitada. Por FE ser o-Dedekind completo, sabemos que sup{x A (nle|) : n € N} existe para todo x € F.
Pelo item (b), B € uma faixa projetada. E facil ver que Bj| = B.. Assim, B, € uma faixa projetada.
Agora, considere e € E/;. Como anteriormente, B, é uma faixa projetada. Disso e da Proposi¢do
2.2.8, segue que £ = B, ® B. Seja x € E,.. Existem y € B, e z € B tais que =y + 2. Como
y L 2, temos z = |z| = |y + 2| = |y| + |2|. Sabemos que B, e B sio faixas, y € B, e z € B. Dai,
ly| € B, e |z| € BS. Chame z, = sup([0, z] N B,). Note que 0 < |y| < |y| + |2| = z e |y| € B.. Entio,

ly| € [0, 2] N Be,isto é, 0 < |y| < x, < x. Assim,
0<z.— |yl <z — |yl =z

Dado u € B,, temos
0 < ful Alze = [yl| = [ul A (ze = [y]) < |ul Afz] =0,

pois z € B+, Dai, z, — |y| € BF. Mas z, — |y| € B,, pois |y| € B., B. é faixa, [0, 2] N B, C B. e
z. = sup([0, ] N B.). Segue que z. — |y| = 0, isto é, x. = |y|. Portanto,
P.x = P.(Jy| + |2|) = |y| = x. = sup([0, z] N B.) = sup{x A (ne) : n € N},
em que a ultima igualdade decorre da demonstragdo do item (b). |
Se toda faixa principal € uma faixa projetada, dizemos que E tem a propriedade da proje¢ao principal

(PPP). Da Proposi¢do 2.2.11(c), todo espaco de Riesz o-Dedekind completo tem a PPP. No entanto, a

reciproca nao € verdadeira, como explicado em [4, p. 18].
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Proposicao 2.2.12. Todo espago de Riesz E que tem a PPP é arquimediano.

Demonstracdo. Sejam u, v € £ tais que 0 < nv < wparatodon € N. Como E tem PPPe v € F,, entdo
B, é uma faixa projetada. Da Proposicdo 2.2.11(b), segue que uy = sup{u A (nv) : n € N} existe, pois

u > 0. Sabemos que u A (nv) = nv. Entdo, ug = sup{nv : n € N}. Assim,
2up = sup{2nv : n € N} < sup{nv:n € N} =y,
ou seja, ug < 0. Dai, 0 < v < wuy < 0 implicav = 0.

Agora, seja x € F tal que {nx : n € N} é limitado superiormente. Existe w € E tal que nx < w para

todo n € N. Daf, nxt < w™ para todo n € N. Pelo que acabamos de provar, z+ = 0. Daf, v = 27 — 2~ =

—z~ < 0. Logo, F € arquimediano. [ |

Uma versdo mais completa da proposicao anterior € enunciada e demonstrada no Teorema 25.1 de [3].

2.3 Ordem-Unidade, M-normas e M-espacos

A partir das decomposicdes discutidas, introduzem-se conceitos que relacionam diretamente a estrutura
de ordem com aspectos da norma. A nocdo de ordem-unidade estabelece um elemento positivo que,
multiplicado por um escalar adequado, permite dominar qualquer outro elemento positivo do espago. Ja as

M-normas e os M-espagos descrevem formas especificas de compatibilidade entre norma e ordem.

Definicao 2.3.1. Seja E um espago de Riesz.
(a) Dizemos que e € I/, é uma ordem-unidade ou unidade forte se £, = E.
(b) Dizemos que e € E é uma unidade fraca se B, = F.

(c) Seja E um espaco de Riesz normado. Dizemos que e € £ é um ponto quase interior de E, se L, é

denso em E.
(d) Uma norma reticulada || - || em E é dita uma M-norma se

[l vyl = max{{l, [lyll}
para todos x,y € E,. Se EZ é um reticulado de Banach com a M-norma, dizemos que F é um M-espago.
A proposi¢do a seguir nos mostra que M-normas e M-espagos surgem de forma natural quando conside-

ramos ideais principais.

Proposicao 2.3.2. Seja E um espaco de Riesz arquimediano. Todo e € E. é uma ordem-unidade de
E. = U{n[—e, e] :n € N}
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Para todo x € E., defina ||z||. = inf{\ > 0: x € \[—e, e]}. Anorma || - || é uma M-norma em E,. Cha-
mamos essa norma de norma da ordem-unidade (com respeito a ordem-unidade e de E,.). Se, além disso,

E. for uniformemente completo, entdo (E., || - ||c) € um M-espago. Portanto, é um reticulado de Banach.

Demonstracdo. Dado = € E., 0 é cota inferior de {\ > 0: x € A[—e, €]} C R. Entio,

z|le = inf{\ >
0:x € A[—e, €]} existe e estd bem definido. Vejamos que || - ||. ¢ uma norma em E,. Sejam z, y € E. e

a € R. Temos:

(N1) Sendo 0 cota inferior de {\ > 0 : z € A\[—e, €]}, tem-se ||z||. > 0. Se x = 0, entdo ||z||. = inf{\ >

0:0€ A[—e, e]} =0. Agora, se ||z||c = 0, sabemos que inf{\ > 0:x € A\[—e, €]} =0, ou seja, para
1

n € N, existe A, > 0, x € \,[—e, e] talque 0 < \,, < —. Assim,

1 1
——e< —\e<z<\e< —e,
n n

) 1 ) )

isto é, |x| < —e. Dai, n|z| < e paratodo n € N. Como E € arquimediano, |z| < 0, logo z = 0.
n

(N2) Para a = 0, aigualdade ||az||. = |af||z||. é trivial. Se o > 0, temos

laf - [|z|le = of|z]le = ainf{A > 0:z € \[—e, €]} =inf{aX > 0:2 € A\[—e, €]}
=inf{a) > 0: ax € al]|—e, €]} =inf{\ > 0: az € A\[—e, €]} = ||az]..

Se o < 0, temos
lal - [|z]le = (—a)||z|le = (—a) inf{A > 0: z € A\[—e, €]} = inf{—aX > 0:2 € A\[—e, €]}
= inf{—aX > 0:ax € —al—e, e]} =inf{\ > 0: ax € A\—e¢, ]} = ||az|.
(N3) Sejae > 0. Como
|z|le =inf{A >0:2 € A[—e,e]} e |ylle=Iinf{\>0:y € A—e, €]},

existem A, p > 0 tais que
[zlle <A <[zlle +e e xe€Al-e 6,

[ylle <p <llylle +€ e ye€pul—ecel.

Note que = + y € (A + pu)[—e, €]. Logo, ||z + ylle <A+ u < ||zl + ||ylle + 2¢ para todo € > 0. Fa-

zendo ¢ — 0, concluimos que ||z + y||e < ||z||e + ||y]|e. Portanto, || - ||. € uma norma em E..

Vejamos que || - || € uma norma reticulada. Sejam z, y € E, tais que |z| < |y|. Observe que

pe{A>0:ye e e} = [z <|yl <pe = z€pl-e, ¢
= pe{A>0:z€ \—e e}

Ou seja,
{A>0:yeX—e e} C{A>0:2¢€ A—e, ]}
Entao,
|z|le = inf{A > 0: 2 € A[—e, €]} <inf{\ > 0:y € A[—e, €]} = ||y]|
Dai, || - ||c € uma norma reticulada em E..
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Veremos que || - ||. € uma M-norma. Sejam z, y € (E,).. Note que

0<z<zVy = [z|<|zVyl = |z|. < ||z Vyl.,
0<y<zVvy = |y <|lzVyl = [yl <|zVyl.

Assim,
m = max{[|z|le, [[ylle} < |z V yll.

1
Paran € N, existe A\, > 0 com z € \,[—e, €] tal que ||z][. < A, < ||z]|e + —. Como
n

1 1
—(WM+—)wsﬂwsxsmﬂs(MM+—)a
n n

temos 1 1
ol < (Jell + 1) e = llell - e + e
n n
Entao,
n(lz] = llzfle - e) <e
para todo n € N. Por E ser arquimediano, segue que |z| — ||z - € <0, isto é, |z| < ||z - e. De forma

andloga, |y| < ||y||e - e. Dessa forma,
O0<azVy=lz|Vlyl < (lz]le-e) vV (yle - e) < (me) V (me) = me.

Isso implica, x V y € m[—e, e]. Dai, ||z V y||. < m. Portanto, ||z V y||. = m = max{||z|, ||y|l}- Logo,

| - ||c € uma M-norma em E..

Por fim, veremos que (E,, || - ||) € um M-espago quando F. é uniformemente completo. Seja ()02,
. 1 .
uma sequéncia de Cauchy em (E., || - ||.). Parae = 5> 0, existe n; € N tal que
n,m>n, = ||x, — Tplle < 5
1 .
Parac = 52 > 0, existe ny € N, ny > ny tal que
n,m>ny = ||z, — znle < R
Prosseguindo dessa maneira, obtemos uma sequéncia (ny)7, crescente tal que
n,m>ng = ||, — Twle < o
Ja que para todo k£ € N temos ny1 > ny, entdo
1
I|Ink+1 - xnkH@ < g
Defina vy = xy,,, — Zn,. Note que 0 < v} < |vy|. Disso e de | - || ser uma norma reticulada, se-

gue que [ ]lc < [lur]le <27%. Como provamos anteriormente, v;" < |[v ]| - e <27% - e. Analoga-
oo

1 1
- < 9k, + < - . T & 1 an-
mente, v, <2 e. Observe que Vpip1 < ST e, € g T € convergente. Dai, a sequén
p=1

cia (v, 1);2, € uniformemente limitada. Por E, ser uniformemente completo e (v, ;);2; € (Ee)+,
uf =sup{v; + -+ v,j;rp : p € N} existe para todo k € N. Veja que,

1 1 1 1 1 1 =
2_k+"'+2k+p:(1+§+'”+2k+p)_(1+§+”'+2k—1>: T — é
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. 21k 2k+1p+1 . 1 1 1
N 1 = o1 9ktp S gh1
2
Assim, N I 1 1 1 1 < 1
Uk—i‘"’—i‘l)k_i_p_@@—i‘""i‘WG: ?—i“i‘% €_F€,
1
para todos k&, p € N. Logo, u; < 216 isto €,
1 1 1
e < | geve]| = geslell < o
1

De forma andloga, construimos w, = sup{v, + - - -+ v, :p € N} tal que [Ju [l < TSy Observe

1 .
que 0 <y, uy < T 2'"%e¢ € E, e E, é sdlido. Entdo, u}, u; € E,. para todo k € N. Tome
r=uj —u] + x,, € E.. Temos
Tpy T U1+ -0+ V= Ty

Da defini¢do de u; e u;, e pela Proposi¢do 1.2.7, segue que

ui =vf + ol Fuly e ul =up 4o U
Dessa forma,
2 = Znlle = 1(ul = up + 2n) = (@n, + o1+ o)l = lluf —up = (0 + - 4 oi)le
= —of = =) = (g —op == vp)lle = lluly — g lle
1 1 1

< N lle + llugpqlle < ok + ok = 9h 1"
Assim, z,,, —> x com || - ||.. Disso e de (), ser uma sequéncia de Cauchy, resulta que z,, — = € E,.
Portanto, (E., || - ||.) é Banach. Dai, (E., || - ||) € um M-espaco. |

Corolario 2.3.3. Sejam E um reticulado de Banach e e € E . Entdo, e é uma ordem-unidade de E se, e

somente se, e € um ponto interior de E,. Neste caso, as normas || - || e || - || sd@o equivalentes.

Demonstracdo. (<) Por hipétese, e é ponto interior de F . Entdo, existe ¢ > 0 tal que B(e, ¢) C F,.

Dado = € B(0, ¢), temos
le = (e = @) = [lzfl <&,

ouseja, e —x € B(e,e) C F,. Dai, e > z.

Vejamos que B(0, re) C r|—e, e] para qualquer r > 0. Sejay € B(0, r¢). Note que

| 2= El<=
r
ou seja, —y, Y e B(0, ). Pelo que provamos anteriormente, segue que —re < y < re, isto é, y € r[—e, €.
rr
Logo, B(0, re) C r|—e, e].
1
Dado z € E, temos x € B(0, ||z| + 1). Tomando r = el + 1 en € Ntal que r < n, obtemos
€

B(0, [[z]| +1) = B(0, re) € B(0, ne) € n[—e, €] C E..

Dessa forma, = € E.. Entdo, F = E. e, portanto, e € uma ordem-unidade.
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(=) Por hipétese, e é uma ordem-unidade, ou seja, £ = E,. Como E é um reticulado de Banach, sabemos
que E é uniformemente completo, pela Proposi¢ao 1.3.8(d). Pela Proposi¢do 2.3.2, (E, || - ||.) é Banach.
Sabemos também que (E, || - ||) € Banach. Considere a identidade ¢ : (E, || - ||c) = (£, || - ||). Dado
r € E = E,, vimos na demonstracdo da Proposicdo 2.3.2 que |z| < ||z, - e. Assim, ||z] < [|z]|e - ||€]|-

Observe que
la(@)[] = [Jz]] < [[z]l[[e]]-

Disso e de ¢ ser linear, segue que ¢ € continua. Além disso, ¢ € bijetora. Pelo Teorema da Aplicacdo Aberta
(veja [2], Teorema 2.4.2), ¢ € um isomorfismo. Logo, || - || e || - || sdo equivalentes.
Por fim, perceba que By, (e, 1) C E,. De fato, dado x € B, (e, 1), temos ||z — ¢||. < 1. Como
|z —elle =inf{A >0:2 —e € \[—e, €]},
existe u > 0 comz — e € u[—e, e tal que ||z — el|. < p < 1. Dali,
—e< —pue <z — e,

isto é, x > 0. Entdo, x € E,. Logo, B..(e, 1) € E,. Assim, e é ponto interior de £, com a topologia
induzida pela norma || - ||.. Dissoede || - ||, || - ||c serem normas equivalentes, resulta que e é ponto interior

de E, com a topologia induzida pela norma || - ||. [ |
Proposicao 2.3.4. (a) v = (a,);" € loc € uma ordem-unidade em (., se, e somente se,
inf{a, : n € N} > 0.

(b) Seja E =cyouE =1, (1 <p<oo) Entdo, x = (a,),, € E; é um ponto quase interior de E, se, e

somente se, a,, > 0 para todo n € N. Mais ainda, E ndo tem ordem-unidade.

Demonstracdo. (a) (=) Por hipédtese, x = (a,),-, é ordem-unidade de ¢,,. Além disso, vimos no

Exemplo 1.3.9(4) que /,, é um reticulado de Banach. Pelo Coroldrio 2.3.3, x é ponto interior de (/o).

Entdo, existe ¢ > 0 tal que B(z, €) C ({x)+. Paran € N, considere e,, = (0, ..., 0, 1,0, ... ). Note que
(= gee) =l =gl = 5 <=
T——e,) —zx|| =|—zef ==<e¢
2 o 2 MMl 2
ou seja, r — gen € B(z,¢e) C (lo) 4. Dai,
£ £
(al,...,an_ban—§,an+1,...):$—§en20.

Em particular, a,, > g para todo n € N. Dessa forma, g ¢ uma cota inferior de {a, : n € N}. Logo,
O<§§inf{an:n€N}.

9]0

>0
(5 com

(<) Sejay = (bn)r>; € lx. Observe que |b,| < ||y|| paratodo n € N. Tomando A\ =

§ = inf{a, : n € N} > 0, temos
[bu] < [[Ylloc = Ad < Aay

para todo n € N. Tome k € N tal que A < k. Dai, |y| < kz, ou seja, y € k[—z, ] C ({),. Portanto,

(£o0)z = loo. Logo, x é ordem-unidade de /.
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(b) (=) Como z € E, temos a,, > 0 para todo n € N. Suponha que exista ny € N tal que a,, = 0. Ja
que z € ponto quase interior de £, segue que £, € denso em E. Considere e, como no item anterior. Dado

0<e<l,existey = (b,),2, € E, tal que |le,, — y|| < . Agora, pela Proposicao 2.2.3(b),
E, = U{k[—x, z]: ke N}

Logo, existe ko € N tal que y € ko[—x, x|, ou seja, —kox < y < kox. Sendo a,, = 0, segue que b,, = 0.

Assim,
e> leny, —yll = 11— bpo| =1,

o que € uma contradi¢do. Logo, a,, > 0 para todo n € N.
(<=) Vamos provar o caso F = ¢y. O outro caso é andlogo. Mostremos que £, é denso em F. Sejam

y = (by);>, € Eee> 0. Temos b, — 0. Entdo existe ny € N tal que

£

3

Note que min{|a,|: n < ng} > 0, jd que a,, > 0 para todo n € N. Dali, existe ky € N tal que

n>ny = |b,| <

max{|b,| : n < ng} < ko min{|a,| :n < ng}.
Considere z = (c,)5>, € E dada por
bnu n S No,
Cp =
0, n>ng.

Observe que z € ko[—x, x] C E,, pois |¢,| = |b,| < kola,| paran < ng e |c,| =0 < kola,| para n > ny.

Além disso, |¢, — b,| =0 < g paran < ng, e |c, — by| = |by| < gparan > ny. Logo,

Iz =yl <5 <
z — — < e.
=35
Portanto, y € E,. Assim, F, é denso em E, isto é, z é ponto quase interior de F/, .
oo
No caso em que E = /,, é necessdrio usar o fato de que Z |b;|” — 0 quando n — oo no lugar de
j=n
b, — 0.
Mostremos agora que E ndo tem ordem-unidade. Suponha que = = (a,).>,; € F, seja uma ordem-

unidade de E. Como F é um reticulado de Banach e x € uma ordem-unidade de F,

el -l sao
equivalentes, pelo Coroldrio 2.3.3. Entdo, existe C' > 0 tal que ||y||, < C||y|| para todo y € E. Dado y na
bola fechada unitaria By, temos ||y||, < C, ou seja, inf{\ > 0:y € A[—z, ]} < C + 1. Segue que existe
O<A<C+1ltalqueye€ \—z,z] C(C+1)[—=z,z]. Logo, Bg C (C + 1)[—=z, z|. Ja que e, € Bg,
temos e, € (C' + 1)[—x, x] para todo n € N. Dessa forma, 1 < (C' + 1)|a,| paran € N, isto é,

1
la,| > c Paan eN.

Mas isso € uma contradi¢do, ja que a,, — 0. |
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CAPITULO 3

Operadores Lineares Regulares e Funcionais

Ordem-Limitados

Com a estrutura interna dos reticulados de Banach devidamente caracterizada, o estudo passa a anélise de
operadores lineares que respeitam, de diferentes formas, a ordem desses espacos. Sao discutidos operadores
positivos, regulares, ordem-continuos e homomorfismos de Riesz, assim como funcionais ordem-limitados.
Essa abordagem amplia o escopo da teoria, permitindo investigar transformacdes lineares que preservam ou

interagem de maneira especifica com as estruturas de ordem e da norma.

3.1 Operadores Positivos e Regulares

Esta secao introduz operadores lineares que preservam a positividade e descreve condicdes para sua
extensao a todo o espago. Destacam-se o Teorema de Kantorovich, que caracteriza extensoes lineares positi-
vas, e 0 Teorema de F. Riesz-Kantorovich, que descreve a estrutura de L,(F, F') quando o contradominio
€ Dedekind completo. Sdo exploradas no¢des como mdédulo de um operador, decomposi¢do em partes
positivas e negativas, e a relacdo entre operadores regulares e ordem-limitados. Exemplos e contraexemplos

ilustram as sutilezas da teoria.

Definicao 3.1.1. Um operador linearT' : E — I entre os espacos de Riesz E e I' ¢ positivo e denotamos

porT' > 0, se Tx > 0 para todo x > 0.
Observe que se 1" € um operador positivo e x < y, entdo T'x < T'y.

Proposicao 3.1.2. Sejam E, F espacos de Riesz e T : E — F um operador positivo. Entdo,

[ T| < Tzl
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para todo x € E.
Demonstracdo. Dado x € E, temos —|z| < x < |z|. Como T ¢ positivo, entdo
—Tz| =T(—|z|]) < Tz < T|x|.

Logo, |Tx| < T'|z|. ]

O ponto inicial da Teoria dos Operadores Positivos € o Teorema Fundamental da Extensdo de Kanto-
rovich. A importancia desse teorema mora no fato de que para um operador positivo 7' : £, — F', sera

restricao de um tnico operador positivo que vai de £/ em F' € necessdrio e suficiente que 7" seja aditivo.

Teorema 3.1.3 (Kantorovich). Sejam E., F' espacos de Riesz com F' arquimediano e f : E, — F, uma
funcdo aditiva, ou seja, f(x + y) = f(x) + f(y) para todos x, y € E.. Entdo, existe um tinico operador

linear positivoT' : EE — F que estende f a E. Além disso, a extensdo T é dada por
Tz = f(z") = f(a7)

para todo x € E.

Demonstra¢do. Defina 7: E — F por Tx = f(z") — f(x~). Para z € E,, temos Tz = f(z) —
f(0) = f(z) >0, ou seja, T estende f a E. Mostremos que T ¢é linear. Para isso, veremos primeiro
que se x1, To € E, sdo tais que x = 11 — X9, entdo Tz = f(x1) — f(z2). De fato, sejam z1, x5 € FE, de

modo que x = x; — x5. Note que 7 — 2~ = 2 = 11 — 2, Ou se€ja, v + 29 =2 + x;. Dai,

f@®) + fla2) = fa™ + a2) = f(a7 + 1) = f(@7) + f(21),

e assim,

Tz = f(z") — f(z7) = f(z1) — flz).
Consequentemente,
Tty =T +y" =@ +y)=fa"+y") - fla” +y)
=f@") = f@) + fy") - fly) =Tz + Ty

para todos x, y € E. Logo, T' é aditiva.

Por indug@o, concluimos que 7'(nx) = nT'z paratodosn € Ne z € E. Dissoe de que 1'(—x) = — Tz
paratodo = € F, concluimos que T'(rz) = rTz paratodos x € Eer € Q. Veremos que T'(ax) = oT'x para
todos x € F e a € R. Para isso, precisamos provar primeiro que 7" preserva a ordem de . Dados a, b €
tais que a < b, note que b — a > 0. Do que vimos anteriormente, segue que 70 — Ta = T'(b — a) > 0.

Assim, T'a < Tb.

Tome x € E;, o € Ry e considere os conjuntos A; = (—oo, a) N Q e Ay = (a, +00) N Q. En-
tdo, existem sequéncias (r,)0>; C Ay e (s,)re; € A, crescente e decrescente, respectivamente, tais que

r, — ae s, — a. Além disso, sup{r, : n € N} = a = inf{s, : n € N}.
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) . 1 1
Seja k € N. Existe n, € N tal que o — z <Tp, € 0+ T > sp,. Paran >nyg, temos r, <r,e

1
z es, —a< I para todo n > ny. Com isso, para n > ny, resulta que
1 1 1 1
0<T((ax =rp)x) <T )= ETx e 0<T((sp —a)x)<T )= ETx.

E claro que 0 é uma cota inferior de {T((a — r,)z) : n € N}. Seja u € F uma cota inferior de {T'((ax —

Sy < 8y, Assim, v — 1, <
k

1
rp)x) : n € N} Entéo, u < ETx para todo k € N. Pela Propriedade arquimediana de F', segue que u < 0.

Logo,
inf{T((a — r,)x) : n € N} = 0.

Analogamente,
inf{7T'((s, — a)x) : n € N} =0.

Isso implica que

0=inf{T((a — rp)z) : n € N} = inf{T(az) — r,Tz : n € N} = T(ax) — sup{r,Tz : n € N}

e
0 =inf{T((s, — @)z) : n € N} =inf{s,Tx — T'(ax) : n € N} = inf{s, Tz : n € N} — T'(ax).
Dai,
T(ax) =sup{r,Tx :n € N} =inf{s, Tz : n € N}.
1
Des, —a< T oa—1r, < z paratodo n > n, e Tx > 0, resulta que
1 1
(s — a)Tx < ETQZ e (a—r,)Tx< ETZE

para todo n > ny. Ou seja,
1 1
inf{(s, — a)Tz:n e N} < ETx e inf{(a—r,)Tzr:neN}< ET:E.
Assim,

1
T(ax) — oTx =inf{s, Tz :n € N} — aTz =inf{(s, — a)Tx :n € N} < ETx

1
aTr — T(ax) = aTx — sup{r,Tz :n € N} = inf{(a — r,)Tx:n € N} < ET&:
para todo k£ € N. Logo,

T(ar) — aTx < inf {%Tx ke N} =0 e aTz—T(ax)<inf {%Tx ke N} = 0.
Portanto, T'(«wx) = oTx paratodos z € E, ea € R,. Dadosz € Fea € R,se a > 0,
T(ax) =T(az™ —az™) =T(ax™) — T(ax™) = a(T(z%) — T(x7)) = aTx.
Caso contrario,

T(ax) =T((~a)a” = (a)z") = T((-a)z7) = T((—a)2") = ()T (z") — (—a)T(z")
=a(T(xz") —T(z7)) = aTx.

Por fim, basta verificar a unicidade de 7T'. Seja U : E — F' um operador linear positivo que estende f
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a . Dado = € E, observe que

Desse modo, U = T. u
Assim, quando F' € arquimediano, uma funcdo 7' : £, — F', pode ser estendida de forma tnica a

um operador linear positivo se, e somente se, 1’ € aditiva. Em outras palavras, um operador positivo é

determinado pela sua a¢ao no cone positivo do seu dominio.

O teorema anterior ndo € vélido se F' ndo for arquimediano, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 3.1.4. Considere R como um espago vetorial sobre Q e seja B C R uma base de Hamel de
R. Fixe x1, o € B tais que x; # x5. Dado x € R, existem ¢1, g2, p1 ..., pn € Qeay, ..., a, € Bde

modo que x = ¢ + ¢ax2 + Z pia;. Denote por ¢1(z) := ¢1 e g2(x) := go 0s coeficientes de x; e xo,
i=1

respectivamente. Defina
¢9:R—R, ¢(z) =aq(z) + ¢(2).

Veremos que ¢ € aditiva mas ndo € linear em R. Sejam z,y € R.  Existem 7, 7,

/ / .
T1y -y Tny 81, S9, 81, - - -y Sm € Qear, ..., an, b1, ..., by € B tais que

n m
/ / / /
T = 1T + ryTa + g ria; € Y= 8T + SyTo + E 5;b;.

i=1 j=1
Assim, , . , . n m
r+y=(r]+s))x1 + (ry + sy)xo + Z ria; + Z s;b;.
i=1 j=1
Segue que

Oz +y) = a(@+y) + ee+y) =1+ 1)+ (rz +s5) = (11 +75) + (s + s5)
= (@) + @) + (@) + @) = o(x) + 6(y).
Logo, ¢ ¢ aditiva. Suponha agora que ¢ seja linear. Entdo, existe ¢ € R, ¢ # 0, de modo que ¢(z) = cx.
Observe que ¢(x1) = ¢(x2) = 1. Dai,
cxy = ¢(r1) = P(x2) = ca,

o que implica 0 = ¢(x; — x2). Dessa forma, z; = x5, 0 que é uma contradi¢do. Portanto, ¢ ndo é linear.

Considere F' = R? com a ordem lexicogréfica, apresentada no Exemplo 1.3.9(1). Nesse exemplo, vimos
que F' ndo é arquimediano. Defina a aplicacdo f : R, — F. por f(z) = (x, ¢(x)) para todo = € R,.
Vejamos que f estd bem definida. Dado = € R, se z = 0, temos f(x) = (0, 0), jd que ¢ é aditiva. Se = > 0,

temos f(z) = (z, ¢(x)) > (0, 0), pois F' tem a ordem lexicogrifica.

Agora, note que

flx+y)=(z+y d+y) =@ +y o@) + o) = (z, (x)) + (v, 2(y)) = f(2) + f(v),

para todos z, y € R,. Isto é, f € aditiva.
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Se f pudesse ser estendida para um operador linear 7' : R — F', terfamos
(Az, o(Ax)) = f(Az) = T(Ax) = ATz = Af(x) = Mz, ¢(x)) = (Az, Ap(x)),

ou seja, (Ax) = \¢p(x) paratodos z, A € R,. Como ¢ é aditiva, entdo ¢(—x) = —¢(z). Consequentemente,

¢ seria linear, o que € uma contradi¢do. Portanto, f ndo pode ser estendida a um operador linear.

Sejam £ e F' espacos de Riesz. O espaco vetorial real de todos os operadores lineares de £ em F’ serd

denotado por L(F, F). Considere a ordem parcial
S<T <= T-5>0 <= Tz >S5z, Vx € E,.
Com essa ordem, L(E, F') é um espago vetorial ordenado.

Definicao 3.1.5. Sejam E, F espacos de Riesz e'l' : EE — F um operador linear. Dizemos que o médulo

de T existe e o denotamos por |T| se

T| =TV (-T)
existe e pertence a L(E, F).
Observacdo 3.1.6. Se |T'| existe, sabemos que |T'| > T e |T| > —T, ou seja,
Ta| = (Tz) v (=Tw) < (|T]x) V (|T|z) = |T|z
para todo x € F. . Entdo, |T'| é um operador positivo. Além disso, dado = € E, segue que

Tz = [T(z") = T(")| < [T@)] + |T()] < [TI(") + |T)(27) = [TI(z" +27) = [T]]2].

Um caso importante no qual o médulo existe € descrito no teorema a seguir.

Teorema 3.1.7. Sejam E, F espagos de Riesze T : E — F um operador linear tal que sup{|Ty| : |y| < x}
existe para todo x € F.. Entdo, o modulo de T existe e

T'|x = sup{|Ty| : |y| < =}

para todo x € E.

Demonstracdo. Defina s : E, — F por s(z) = sup{|Ty| : |y| < x}. Sejax € E,. Note que
Ty < |Ty| < sup{|Tyl: y| < x}

paratodo y € E com |y| < x. Ou seja, sup{|Ty| : |y| < x} é uma cota superior de {T'y : |y| < x}. Agora,
seja a uma cota superior desse conjunto. Entdo 7'y < a paratodo y € F com |y| < z. Dado z € E tal que

|z| <z, temos | — z| = |z| < z. Assim, Tz < ae —Tz =T(—z) < a. Logo,
Tz|=TzV (-Tz) <a
para todo z € E com |z| < z. Dai, sup{|Ty| : |y| < x} < a. Portanto,

sup{Ty : |y| <z} =sup{|Ty|: |y| < x}.
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Isto é, s(z) = sup{Ty : |y| < x} paratodo z € F,.
Mostremos que s € aditiva. Para isso, sejam u, v € F,. Se |y| <ue |z| < v, entdo |y + z| < |y| +
|z| < u + v. Dai,
Ty+Tz=T(y+ z) <sup{Tw: |w| <u+v}=s(u+v)
para todos |y| < we |z| < v. Entdo,

s(u) + s(v) =sup{Ty: |y| <u} + sup{Tz: |z| < v} =sup{Ty + Tz : [y| < u, [z| < v}

(3.1
< s(u + v).

Por outro lado, suponha que |y| < u + v. Pela Propriedade da Decomposi¢io (Proposicdo 1.2.8), existem

Y1, Yo € Etaisque y; + yo =y, |11] < welys| < v. Assim,
Ty =Ty + Ty < s(u) + s(v)
para todo y € E com |y| < u + v. Portanto,
s(u+v) =sup{Ty: |yl <u+ v} <s(u)+ s(v). (3.2)
De (3.1) e (3.2) segue que s(u + v) = s(u) + s(v). Pelo Teorema de Kantorovich, existe um tnico operador

positivo S : E — F que estende s a E.

Por fim, vejamos que S =T V (—T'). Primeiro observe que, para z € E, temos | — z| = |z| = .

Entédo
Tx <sup{Ty: |y| <z} = Sx,

~Tw = T(~x) < sup{Ty : |y| < 2} = Sz
paratodox € Ey. Istoé, T < S,-T < S.SejaR € L(F, F)talque -T < ReT < R. E claro que R é
um operador positivo. Seja z € E, . Se |y| < x, entdo
Ty=Ty" — Ty <R(y") + R(y") = Rly| < Rx.

Dai, Sz = sup{T'y : |y| <z} < Rz paratodox € E,,ouseja, S < R.Logo, S=TV (-T)=1|7|. N

Além de L(E, F'), outros subespagos importantes de L(F, F') serdo considerados. O subespaco vetorial

de todos os operadores ordem-limitados L,(E, F’) serd muito importante.

Definicao 3.1.8. Sejam E, F espacos de Riesz e'l' : EE — F' um operador linear.

(a) Dizemos que T é ordem-limitado se T'(A) é ordem-limitado em F para todo subconjunto ordem-limitado
Ade E. Nao é dificil perceber que o conjunto de todos os operadores lineares ordem-limitados de E em F,

denotado por Ly(E, F), é um espago vetorial real.

(b) Dizemos que T é regular se T’ pode ser escrito como diferenca de dois operadores positivos. Nao é dificil
perceber que o conjunto de todos os operadores lineares regulares de E em F, denotado por L,.(E, F), é

um espago vetorial real.
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Nao € dificil ver que 7' : E — F' € um operador regular se, e somente se, existe um operador positivo
S: FE — FtalqueT < S. De fato, suponha que 7" seja um operador regular. Entdo, existem operadores
positivos R e S de modo que 7" = S — R. Por R ser positivo, segue que 7" < S. Reciprocamente, suponha
que exista um operador positivo S tal que 7' < S. Definindo R = S — T, garantimos que 7' = S — R, em

que R e S sdo operadores positivos, ou seja, 1’ € um operador regular.

Note que todo operador positivo € ordem-limitado. Assim, todo operador regular é ordem-limitado, ja

que € a diferenca de dois operadores positivos. Podemos entio escrever
L.(E,F)CL(E, F)C L(E, F).
E claro que L,(E, F) e Ly(E, F) sdo espacos vetoriais ordenados com a ordem de L(E, F). A inclusdo
L.(E, F) C Ly(E, F)

pode ser propria, como exemplificado a seguir.

Exemplo 3.1.9. Considere o operador linear 7" : C[—1, 1] — C[—1, 1], dado por
1 1
Tf(t)=7f (sen (;)) —f (sen (t+ ¥>)
se 0 < [t| <1eTf(0)=0. Vejamos que T estd bem definido. Dada f € C[—1, 1], sabemos que f é

continua no compacto [—1, 1], logo é uniformemente continua. Além disso, sen € continua e diferencidvel.

1 1
Sejat € [—1, 1] tal que t # 0. Pelo Teorema do Valor Médio em R, existe ¢ entre n et + N tal que

sen G) ~ sen (t + %) — cos(c) - G _ (t + %)) — cos(c) - (—t).
sen (%) ~ sen (t 4 %)

paratodo 0 < |t| < 1. Sejae > 0. Como f é uniformemente continua, existe J; > 0 tal que

Dai,
= | cos(c) - t| < |t

v,y €L, [z —y[<d = [f(z) - f(y) <e.

Tomando § = min{d, 1}, temos

sen G) — sen <t+ %)‘ < |t| < 01
— |TF() — THO)| = [TF()] = ]f (sn (5)) =7 (sen (¢+7))

Logo, T'f é continua em t = 0. E ficil ver que Tf é continua nos demais pontos de [—1, 1]. Entao,

TfeC[-1,1].

0<|t|] <0 =

< E.

Observe que T'[—1, 1] C [-2, 2]. Dado A C C[—1, 1] ordem-limitado, existe g € C[—1, 1] tal que
|f| < g paratodo f € A. Como g é continua no compacto [—1, 1], segue que g é limitada, ou seja, existe

A > 0tal que |g(x)| < A paratodo z € [—1, 1]. Dai,

f| < A paratoda f € A. Isso implica que

fEA = |f|<)N = [fe[-\)\ = {e[—l,l] — T({)e[—ZQ]
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— TTf €[-2,2] = Tfe[-2)\2)],

isto é, T(A) C [—2), 2)\]. Dai, T é ordem-limitado.

No entanto, 7' ndo € regular. De fato, suponha que exista um operador positivo

S:C[-1,1] — C[-1, 1] tal que T' < S. Vejamos que para 0 < f € C[—1, 1] com f # 0, temos
Sf(0) > f(t), Vt € [-1, 1].

Sejam 0 < f € C[—1,1] com f#0e 0 < ¢ < 2n. Para cada n € N, defina ¢, = . Note que

c+ 2nm
t, — 0. Escolha g, € C[—1, 1] tal que 0 < g,, < f, gn(sen(c)) = f(sen(c)) e gn(sen(c + t,,)) = 0. En-

tao,
Sf(tn) > Sgn(ty) > Tgn(t,) = f(sen(c))

paratodon € N. Como Sf € C[—1, 1] et, — 0, segue que

Sf(0) = lim Sf(t,) > nh_}rgo f(sen ¢) = f(sen c)

n—o0

para todo ¢ € (0, 27). Equivalentemente,

SF0) > f(t), Vt € [~1,1].

Agora, para n € N, considere ag, ay, ..., a, € [-1,1] com ay<a; <---<a, Para cada
i=1,...,n, é possivel escolher f; € C[—1,1] tal que 0 < f; <1, fi(x) =0 para x ¢ (a;_1, a;)
fi ailTw =1. Dado x € [—1,1], existe : € {1,...,n} tal que = € (a;_1, a;) ou existe j €
{0,1,...,n} tal que z = a;. Se x =a,, entdo f;(r) =0paratodoi=1,...,n. Sez € (a;,_1, @),

entao

> fule) = filx) < 1.

n
Dai, E fr < 1e, consequentemente,
k=1

S1(0) > S (Z fk> 0)=>_ SH0) =" fi (%%W) =n

para todo n € N. Assim, S ndo é ordem-limitado, logo ndo é positivo, o que é uma contradi¢do. Dessa

forma, 7' ndo € regular.

Quando F for Dedekind completo, L,(E, F') serd um espago de Riesz.

Teorema 3.1.10 (F. Riesz-Kantorovich). Sejam E e F' espacos de Riesz com F' Dedekind completo. Entdo,

Ly(E, F) é um espago de Riesz Dedekind completo. Além disso, suas operagdes de reticulados satisfazem

Tz = sup{|Ty| : y| < 2} = sup{Ty : |y| <z},
(SVT)x=sup{Sy +Tz:y,z€ Eyex=y+z} e
(SAT)x=inf{Sy+Tz:y,z€ ELex =y + z},

para todos S, T € Ly(E, F)ex € E,.
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Demonstracdo. Sejam 7', S € Ly(E, F) e x € E,. Como T é ordem-limitado, sabemos que T'[—z, x| é

ordem-limitado em F'. Por hipétese, F' é Dedekind completo. Entéo, sup T[—z, x] € F, ou seja,
sup{T'y : |y| < x} = sup T[—x, 7]
existe. Dado y € E tal que |y| < z, temos | — y| = |y| < x. Assim,
Ty <sup{Ty:ly[ <2}t e —Ty=T(-y) <sup{Ty: |yl <z}

Isto é, |Ty| <sup{Ty: |y| < x}. Além disso, seja v uma cota superior de {|7Ty|: |y| < x}. Entdo,
Ty < |Ty| < uparatodo y € F tal que |y| < z. Dai, sup{Ty : |y| < z} < u. Portanto,

sup{|Ty| : [y| <z} = sup{Ty : [y| <=}
para todo = € E. Pelo Teorema 3.1.7, |T| existe, € linear e
Tl = sup{|Ty| : |y| < =}
para todo z € E. Como |T'| é positivo, sabemos que || € Ly(E, F).

Note que para x € E, temos

r=y+zvy 2 € F, < Juc Ftalquelul <z, y:x;uez:x;u. (3.3)
De fato, basta tomar © = y — z. Vejamos que o operador ordem-limitado
S+T+|S-T
yoSFTHIS T

é o supremo de {S, T'}. E claro que U é cota superior de {S, T'}. Para todo = € E_, temos

Uz = %(Sw + Tz +[S —Tl|r) = % (Sz + Tz +sup{(S — Tu: Ju| < z})

:sup{S (x;u>+T(I;u>:]u|§x}zsup{Sy—i-Tz:y,Z€E+ex:y+z},

em que a segunda igualdade segue do Teorema 3.1.7 e a ultima igualdade segue de (3.3). Agora, seja

Re Ly(E, F)talque T < Re S < R.Sejamy, z € F, com z = y + z. Entéo,
Sy+ Tz < Ry+ Rz = Rx.
Ou seja, Ux < Rx paratodo x € E,. Logo, SV T =U € Ly(E, F)e
(SVT)yr=Uzx=sup{Sy+Tz:y,z€ E; e v =y + z}

parax € E,. Analogamente, (S A T)x =inf{Sy + Tz:y,2 € E, e x =y + z} paraxz € E,. Portanto,
Ly(E, F) é um espago de Riesz.

Por fim, veremos que L;(E, F') é Dedekind completo. Seja A C L,(E, F') ndo vazio tal que A C [0, R,
com R € L,(E, F). Defina

Ag={lhv---VvT,:neN, Ty,..., T, € A}.

E claroque A C Ay C [0, R]. Dado z € E,, temos 0 < Tz < Rx paratodo T' € Ay. Logo, {Tz : T € Ay}
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¢ ordem-limitado em F'. Como F' é Dedekind completo, existe sup{7Txz : T' € Ap}. Definas: B, — F

por s(z) = sup{Tz : T € Ap}. Note que

s(x+y)=sup{T(x+y): T €A} =sup{Tx+Ty:T € Ay}
<sup{Tz:T € Ao} +sup{Ty: T € Ay} = s(x) + s(y).

Por outro lado, dados L, U € Ay, existe V € Agtalque L < Ve U < V. Assim,
Lr +Uy<Ve4+Vy=V(x+y) <sup{T(z+y): T € Ay} = s(x + y)
paratodo L, U € Ay. Logo,

s(x) + s(y) =sup{Lz : L € Ay} +sup{Uy:U € Ao} =sup{Lz + Uy : L, U € Ao}
< sz +y).

Portanto, s(z + y) = s(x) + s(y) para todos z, y € E,, ou seja, s é aditiva. Pelo Teorema de Kantorovich,
existe um unico operador positivo S : E — F' que estende s em E. Sabemos que S € cota superior de Aj.

Seja U uma cota superior de Ag. Entdo, ' < U paratodo T' € Ay. Dado z € E,, temos
St =s(x) =sup{Tz:T € Ay} < Ux.

Dai, S < U. Portanto, S = sup Ajy. Vejamos agora que sup Ay = sup A. Como A C Ay, entdo sup Ay
€ cota superior de A. Seja U uma cota superior de A. Temos 7' < U para todo 7" € A. Paran € Ne
Ty,...,T,€ A, segueque 17 V - - - VT, <U, isto é, U € cota superior de Ay. Assim, sup Ag < U.

Dessa forma, sup A = sup Ay. Pela Proposi¢io 1.3.7, L,(E, F') é Dedekind completo. [ |
Observacao 3.1.11. Pelo que acabamos de ver, se £/, F' sdo espacos de Riesz com F' Dedekind completo e
T € Ly(E, F), segue do Teorema de F. Riesz-Kantorovich que

Ttz =(TVO0)xr=sup{Ty+0(2):y,z€ B, ex=y+ 2z} =sup{Ty:0<y <z}

T7z=((-T)V0)r=sup{—-Ty+0(z):y,z€ Eyex=y+ 2z} =sup{—Ty:0 <y <z}
=—inf{Ty:0<y <z}

paratodox € E,.DeT =T+ — T, concluimos que Ly(E, F) C L.(E, F). Assim,
L.(E, F)=Ly,(E, F).
Proposicao 3.1.12. Sejam E, F espagos de Riesz com F Dedekind completo e T' € Ly(E, F). Entdo,
Tz =sup{T'(2y — x) : 0 <y < x}

paratodo x € I,.

Demonstracao. Note que

T|=TV(-T)=Q2T —T)V (-T)=(2T) V0 -T =2T* - T.
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Disso e da Observacgao 3.1.11, resulta que
|T|x=2TYs —Te=2sup{Ty:0<y <z} —Tr=sup{T(2y —x):0<y <z} |

A caracterizacao da existéncia do supremo de um conjunto dirigido para cima € dada a seguir.

Teorema 3.1.13. Sejam E, F espacos de Riesz com F' Dedekind completo e D C Ly(E, F'), ndo vazio e
dirigido para cima. Entdo, sup D existe e pertence a Ly(E, F) se, e somente se, o conjunto {Tx : T € D}
é limitado superiormente em I para todo x € E.. Neste caso,

(sup D)z =sup{Tz:T € D}

para todo x € E.

Demonstracdo. (<) Dado z € E,, {Tz:T € D} é limitado superiormente. Como F' é Dedekind
completo e pela Proposigdo 1.3.6, existe sup{7'x : T' € D} paratodo x € E.. Porhipétese, D C Ly(F, F),.
Defina s : £y — F, por s(x) = sup{Tx : T € D} e provemos que s é aditiva. Sejam =, y € E,. Para
cadaT € D, temos T'(x + y) = Tx + Ty < s(z) + s(y). Dai,

s(x +y) =sup{T(z +y): T € D} < s(x) + s(y).
Agora, dados T, T5 € D, escolha T3 € D tal que T} < T3, Ty < T3 e observe que

Txe + Toy < Tzx + Tsy = Ts(x + y) < s(x + y).

Assim,
s(z) + s(y) =sup{Tiz : Ty € D} +sup{Tox : Ty € D} < s(x + y).

Logo, s(z + y) = s(x) + s(y). Pelo Teorema de Kantorovich, existe um tnico operador positivo
S:E — F que estende s a £/. Por fim, vejamos que sup D = .S. Note que, para todo x € F, te-
mos Sz = s(x) > Tx paratodos x € F. eT € D,ouseja, S > T paratodoT € D. SejaU € Ly(F, F)
uma cota superior de D. Entdo 7' < U paratodo 7' € D, istoé, Tz < Uz paratodos T € Dex € E,. Dai,
paracada x € E, Ux é cota superior de {7z : T' € D} e, consequentemente,

Sz =s(z) =sup{Tz:T € D} <Ux
paratodo z € F,. Logo, S < U. Portanto, sup D = S € Ly(F, F).

(=) Dado x € E, sabemos que 7'z < (sup D)z paratodo T" € D, pois T' < sup D. Assim, {7z : T €

D} é limitado superiormente em F' paratodo z € F,. [

Teorema 3.1.14. Sejam E, F espagos de Riesz com F' Dedekind completo e D C Ly(E, F') ndo vazio e

dirigido para baixo. Entdo, inf D existe, pertence a Ly(E, F') e
(inf D)x =inf{Tz: T € D}

para todo x € E.
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Demonstracao. A demonstracido é andloga a do Teorema 3.1.13. [

Teorema 3.1.15. Sejam E| F' espacos de Riesz com F Dedekind completo. Entdo, para todos
S, T e Ly(E, F)ex € E,, temos

(a) (S\/T)xzsup{Z(S:vi)\/(Txi):n€N7x1,...,xn€E+ e le?z=$}

i=1 =1

(b) (SAT)r =inf {Z(Sxi)/\(Txi):nEN,xl,...,xn€E+ e lezx}

i=1 i=1

(c) |T|xzsup{Z|Tx,-|:nGN,ml,...,mn€E+ e Z%ZI}

=1 =1
Demonstracao. (a) Sejamx € F, e

D:{Z(Smi)\/(Txi):nEN,xl,...,xn€E+ e sz:x}

i=1 =1

Como 5 r;=x,comz; € Ey parai =1,..., n,implica

i=1 n

D (Szi) v (T;) < Zn:(s VT, =(SVT) (Z x> (S Vv Tz,

=1
segue que (S V Tz é cota superior de D. Por outro lado, seja u uma cota superior de D. Entdo, para

Y,z € By taisque r =y + 2,
Sy+Tz2<SyVTy+ SzVTz<u,
€, consequentemente,
(SVT)x=sup{Sy+Tz:y,z€ E,ex=y+ z} <u.
Logo, (S V T')x = sup D.
(b) Seguede S AT = —[(—=S) V (=T)] e do item (a).
(c) Seguede |T'| = (—T) V T e do item (a). [

Definicao 3.1.16. Seja E um espago de Riesz. Denotamos por E~ = L,.(E, R) o ordem-dual de E e por

E7 o cone positivo dos funcionais lineares regulares em E.

E claro que os resultados desta sec¢io sio verdadeiros para funcionais em um espago de Riesz, ja que R
€ um espaco de Riesz Dedekind completo. Em particular, como vimos na Observagdo 3.1.11, todo funcional

ordem-limitado € regular.

3.2 Operadores Regulares em Reticulados de Banach

O estudo avanca para o contexto normado, estabelecendo que operadores positivos entre reticulados

de Banach sdo necessariamente continuos. Nesta secao, introduziremos a r-norma, que mede o “tamanho”
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de operadores regulares de forma compativel com a estrutura de reticulado, e provaremos que, quando o
contradominio é Dedekind completo, L,(E, F') é um reticulado de Banach. O texto enfatiza a interacdo
entre propriedades de norma e de ordem, além da preservacao dessas propriedades sob operacdes e limites,

reforcando a robustez da classe dos operadores regulares.

Se E e I sdo espacos de Riesz normados, denotaremos por L(FE, F') o espaco dos operadores lineares
continuos de F em F. Além disso, denotaremos por L,.(E, F') e L,(F, F') os subespagos de L(F, F)
formados pelos operadores regulares e ordem-limitados, respectivamente. Ainda, denotaremos por L(E, F')

o cone positivo de L(E, F').

Proposicao 3.2.1. Sejam E um reticulado de Banach e F' um espaco de Riesz normado. Entdo, todo

operador linear positivo T’ : E — F' é continuo. Mais ainda,
IT|| = sup{[|Tz| : = € (Bg)+}-

Assim, L(E, F)y = L(E, F),eL.(E, F)=L,.(E, F).

Demonstracdo. SejaT € L(FE, F'), e suponha que 7" ndo seja continuo. Entdo,
sup{[[ Tz - [|=]] <1} = oo,
ou seja, para cada n € N, existe y,, € F com ||y,|| < 1 tal que || Ty,|| > n - 2" (veja [2], Teorema 2.1.1).

1
Definindo xz,, = 2—n\yn], temos

1
2n

1 1 1
<— e HTl’nHZH_TZ/n >2—n'n~2":n

]l = \

oo oo
L 1 < .
para todo n € N. Note que ng 1 on € convergente e |lzn] < on para todo n € N. Entdo, E ||z, || também

— n=1
00

converge. Por E' ser um espaco de Banach, segue que Z x, =: x converge. Além disso, 0 < x,, < z, isto

n=1

é,0<Tx, <Tz. Dai,
n < |[Ta,|| < || Tz

para todo n € N, o que € uma contradicao. Logo, 7" é continuo.

Por fim, sabemos que
IT[| = sup{||Tz| : = € Bg}

(veja [2], Proposi¢do 2.1.4). Como
{ITz||: z € (Be)+} S {lITx|| : © € Bg},
entdo ||T'|| é cota superior de {||Tz|| : € (Bg)+}. Seja s € R uma cota superior de {||Tz|| : z € (Bg)+}-

Temos ||T'z|| < s paratodo x € (Bg);. Como |z| € (Bg), paratodo x € Bp, disso e da Proposi¢ao 3.1.2,

segue que ||T'z|| < ||T'|z||| < s paratodo x € Bg. Assim, ||T'|| < s. Portanto,

1T} = sup{[|Tz|| : = € (Be)+}- u
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Proposicdo 3.2.2. Sejam E e F reticulados de Banach. Para todo T' € L, (E, F), definimos a r-norma de

T por
T, = inf{]|S]| : S € L(E, F)y, |Tx| < S|z|, Vx € E}.

Entao, (L.(E, F), || - ||) é um espago de Banach e |T|| < ||T||, paratodoT € L.(E, F). Se, além disso,
F também for Dedekind completo, entdo (L,.(E, F), || - ||,) é um reticulado de Banach tal que ||T ||, = |||T|||
paratodoT € L,(E, F).

Demonstracdo. Sejal € L,.(E, F). Dado S € L(E, F), tal que |Tz| < S|z| paratodo x € F., temos
|Tx| < Slz| = |Sx|

para todo x € E,. Assim, ||Tz| < |Sz| para todo z € F,. Em particular, |Tx| < ||Sz| para todo

x € (Bg)y. Da Proposi¢do 3.2.1, segue que
1T} = sup{l|Tx|| : # € (Be)+} < sup{|[Sz[ : 2 € (Bg)+} = ||5]|
Logo, ||T|| é cota inferior de {||S]| : S € L(E, F), |Tz| < Slz|,Vz € E;} e

1T < nf{[[S]| : S € L(E, F)y, |Tz| < S|z|, Vo € By} = [T,

Vejamos que || - ||, ¢ uma norma em L, (E, F). Paraisso, sejam 7', S € L,(E, F) e a € R. Note que

(N1) 0 € cota inferior de {||S|| : S € L(E, F), |Tz| < S|z|, Vo € E,}. Dai, ||T||, > 0.

Além disso, se T = 0, entdo || T]|, = 0. Se || T]|, = 0, temos || T|| < |||, = 0, isto é,

|T|| = 0. Dessa

forma, 7' = 0.
(N2) Considere o # 0. Seja R € L(E, F'), tal que |Tx| < R|z| para todo x € FE,. Obtemos

[aTz| = [a] - |Tz| < (la|R)|z|

para todo = € F,. Entdo, o operador R := |a|R € positivo e
[T, < [[R]| = [[lal Rl = [ - | R
1
Assim, ||0éT||rﬂ ¢ cota inferior de
o

{IRll: R e L(E, F)y, |Tx| < Rlz|,Vz € EL}.

Logo, ||aT||. < |a|||T||,. Por outro lado, seja R € L(E, F), tal que |oTx| < R|x| para todo x € F,.
Observe que 1 1
! 7o = - [aTa| < - Rlal,
' | al
paratodo x € F. Dai, R := — R é positivo e

o]
7 < IR = ]
J — |a| )

isto é, || - ||T||- < ||R]|. Entdo, ||| T||, é cota inferior de

{IR]l: ke L(E, F)y, |aTz| < Rlz|, Vo € E, }
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e, consequentemente, |«| - ||T||, < ||aT]|,. Portanto, |«|||T||, = ||T||,. Para o = 0, a igualdade ||aT'||, =

|a|||T|- € trivial.

(N3) Sejam Ry, Ry € L(E, F), tais que |Tx| < Ry|x| e |Sx| < Ry|x| paratodo x € F. . Dessa forma,
Tz + Sz| < |Tz| + |Sz| < Ry|z| + Ra|z| = (Ry + Ra)|x|

paratodo x € E,. Assim, R = Ry + R, é positivo e

1T + S|lr < Rl = By + Roll < [|Rafl + || Rall

» < ||T||» + ||S]|. Portanto, || - ||, € uma norma em L, (E, F').

Agora, vejamos que (L, (E, F'), || - ||;) ¢ um espago de Banach. Seja (7,,);> ; uma sequéncia de Cauchy
m (L. (E, F), || - ||-). Assim como na demonstra¢do da Proposi¢ao 2.3.2, existe uma subsequéncia (7, )7,

de (7,);2, tal que |7}, T, |l» < 27" paratodo k € N. Para cada k € N, existe S, € L(F, F), com

k+1

|<Tnk+1 - Tnk)x| < Sk|x|
para todo = € E, tal que ||S;|| < 27". Por (T}, )32, ser um sequéncia de Cauchy em (Z,.(E, F), || - ||,)

ell - <l (Tn,)re, é uma sequéncia de Cauchy em (L(E, F), || - ||). Além disso, L(E, F') é um

espaco de Banach, ja que F ¢ Banach. Dessa forma, existe 7' € L(E, F') tal que 7T}, —> Tem L(E, F).

1 1
Sejai € N. Como a série Z — converge e ||| < oz para todo k£ € N, entdo a série Z || Sk|| converge.
k=i k=i

Assim, Q); = Z Sy converge, ja que £(E, F) é Banach. E ficil ver que Q; € L(E, F),. Observe que
k=i

1Q:ll =

>
k=i

<SS <Y =5y
k=1 k=i

Param > kex € F,, temos

m—1 m—1
(T, — Toy)z| = Z(Tnj+1 —Tny)z| < [(Tny — Tiy)z| < Z Sjlz| < Z Sjlz| = Qxlz|.
j=k Jj=k
Ou seja,

(T = Tp)al = lim (T, — To,)al = lim (|(Th, — T,)2l A Qula)

m—00 m—o0
= ((lim_ (T, = Toal) A Qule] < Qo

paratodos z € E, ek € N, em que a dltima igualdade segue da Proposi¢do 1.3.4(a). Entdo, |7 — T, | < Qx,
isto €, T — T, < @ para todo k € N. Fixe ko € N. Como )y, € um operador positivo e T' — T}, < Qx,,

concluimos que 7" — T),, € regular. Logo, 7" € regular. Por fim, Veja que

T = Tpllr < |Qull < =g — 0.

Logo, T}, Wy Tem L,(E, F) e, como resultado, T, M Tem L,(E, F). Portanto, (L.(E, F), || - ||-) é

Banach.
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Se F' for Dedekind completo, segue do Teorema de F. Riesz-Kantorovich que £, (E, F') é um espago
de Riesze que |T| € L,(E, F) paratodo T" € L,(E, F). Dai, pela Observagio 3.1.6,
todo € E. Entdo, ||T||. < |||T]]. Seja S € L(E, F), tal que |T'z| < S|z| para todo x € E. Vejamos

Tx| < |T||z| para

que |T'z| < S|z| paratodo x € E. Dado x € F, temos
Tx| = |T(z") = T(x)| < |T(x")| + |T(z7)] < S(@") + S(a7) = Slal.
Agora, sejax € E,. Dado y € E tal que |y| < z, obtemos
Tyl < Sly| < Sz,
pois S € positivo. Isto €, S|z| é cota superior de {|Ty| : |y| < x}. Dai,
| T|z| = |T]e = sup{|Ty| : [y| < 2} < S|z| = [Sx].
Entdo, |||T|z|| < ||Sx|| paratodo z € E,. Assim,
T = sup{[[|IT|z] : = € (Bg)+} < sup{|[Sz| : = € (Bg)+} = [I5]

paratodo S € L(FE, F), tal que |Tz| < S|z| paratodo x € E,. Logo, |||7]|| é cota inferior de

{ISI|: S € L(E, F)s, |Tx| < Slal, Va € E.}
e, consequentemente, |||T||| < ||7||,. Portanto, ||T'||,. = |||T|||. Para finalizar,

T] < [S| = [T]e <|[S|z, Ve € By = |[[|IT]zl| < [[IS]«]l, vz € (Be)+
= Tl = 171 < ST = 15Tl

paratodos T, S € L,.(E, F). Entdo, || - ||, ¢ uma norma reticulada e (£.(E, F), || - ||) é um reticulado de
Banach. n

Proposicao 3.2.3. Seja E um espago de Riesz normado.

(a) O dual topolégico E' de E é um reticulado de Banach.
(b) sup A € By para todo subconjunto dirigido para cima A de Bpy.

(c) Se E é um reticulado de Banach, entdo E' = E"™.

Demonstracdo. (a) Primeiro, provemos que £’ é um espaco de Riesz. J4 sabemos que E’ é um es-
paco vetorial ordenado. Seja ¢ € £’ e vejamos que ¢ é ordem-limitado. Dado A C E ordem-limitado,
existem a, b € E tais que a < x < b para todo x € A. Para x € A, note que |z| < bV (—a), isto é,

|z]] < |bV (—a)||. Como ¢ é continuo, segue que

oz < llell - llzll < flell - 1oV (=a)
para todo x € A, ou seja, p(A) é ordem-limitado. Logo, E' C Ly(E, R). Por R ser Dedekind completo
e pelo Teorema de F. Riesz-Kantorovich, Ly(E, R) = L.(E, R) € um espago de Riesz. Dados ¢, ¢ € F,
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sabemos que ¢ V 1, p A € Ly(E, R). Sejax € E,. Paray, z € E tais que z = y + z, temos

eyl + |zl <ol - Myl + Nl 20l < Hlell - Mzl + 11 el = (el + TolD =],

pois ¢, ¥ sdo continuas e y < x, z < x. Dai,

vy + vz < eyl + [z < ([lell + [z

—oy — 0= < gyl + 1621 < (el + 6D o]
para todos y, z € E satisfazendo x = y + z. Disso e do Teorema de Riesz-Kantorovich, segue que
(o Vip)o =sup{py + 2y, z€ By ex =y + 2} < ([lofl + ¥l
e, fixando vy, 29 € E5 tais que x = yy + 2o, concluimos

—(pVY)r=—sup{py + ¢z y,z€ Eyex =y + 2z} =inf{—py —vz:y, 2 € ELer =y + 2}
< —pyo — vzo < (ool + [I0[D) |l

para todo = € F,, ou seja,

(o Vv )z < (llell + DIz

para todo z € I/;. Dado x € E, obtemos

[0V )zl =](eV)a™ — (e V)| < (e V)aT| + (e V)]
< (el + D=1 + (el + Dz~ I < 2(lsell + T Dl

jaque zt, x” < |z|e|||z||| = ||| Logo, ¢ V ¢ € E’. Analogamente, p A 1) € E’ e, por consequéncia, £’
€ um espaco de Riesz.
Agora, sejam ¢, ) € F' tais que |p| < |¢|. Dado z € B, temos |z| € (Bg). Dai,
oz| < lollz] < sup{lp|z : = € (Be)+}

para todo z € Bp. Entdo,

llell = sup{|ez| : z € Bg} < sup{|p|z:x € (Bg),}. (3.4)
Além disso, dados = € (Bg); ey € [0, x], temos

0<y<e = —zx<2y—o<z = _2y—z|<z = |2y —z| < [z|| < 1.

Dessa forma,
sup{|2y —z||:y € [0,z]ex € (Bg)+} < L (3.5)

Assim, segue de (3.4), (3.5) e da Proposicdo 3.1.12 que

loll < sup{lpla : @ € (Bg)+} < sup{|¢|z : z € (Bg)+}
=sup {sup{v(2y —z): 0<y<zx}:z € (Bgp):}
=sup{y(2y — ) 1y € [0, 2] e x € (Bp)+}
< sup{[|[¢]| - [|2y — 2| : y € [0, 2] e x € (Bp)+}
= [l - sup{[[2y — x|l : y € [0, 2] ez € (Bp)+} < [|[¥].
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Logo, || - || é uma norma reticulada em E’ e, portanto, £’ é um espago de Riesz normado. Além disso, £’ é

um espaco de Banach, pois R é um espaco de Banach. Dai, £’ ¢ um reticulado de Banach.
(b) Seja A um subconjunto de B dirigido para cima. Note que A" := {o" : p € A} é dirigido para cima
e A= :={p :p e A} é dirigido para baixo. Para cada z € F, o conjunto {¢"x : ¢ € A} € limitado
superiormente. De fato, dados z € E, e ¢ € A,se 0 <y < x, entdo

wy < eyl < llell - llyll < llyll < [lf].

Disso e da Observagdo 3.1.11, temos ¢tz = sup{¢py : 0 <y < x} < ||z para todo ¢ € A. Assim, {¢ Tz :
¢ € A} é limitado superiormente. Pelos Teoremas 3.1.13 e 3.1.14, segue que sup A", inf A~ € L,.(E, R),
(sup AN)z =sup{ptz:pe A} e (nf A" )z=inf{p z:pec A}

para todo = € E,. Disso e do Lema 2.2.4, resulta que sup A = sup AT — inf A~ € L.(E, R).
Por fim, observe que
(sup A)z = (sup A")z — (inf A7)z =sup{pTzr:p e A} —inf{p x:pe A}

> ol —pr=pr>-1

paratodos p € Aex € (Bg),. Além disso, dado ¢ > 0, existem ¢, o € A tais que
sup{ptz:pe A} — g <pizx e pyr<inf{p x:pe A} + g
Por A ser dirigido para cima, existe 3 € A tal que ¢, po < 3. Dali,
(sup A)xr — e = <sup{g0+x cp€ A} — %) — <inf{<p’x cp € AL+ %) <pir—pyx

Spjr—psr=pr <1
para todo x € (Bg),. Dessa forma |(sup A)z| < 1 para todo = € (Bg).. Isso implica que || sup A <1
pela demonstragao da Proposi¢do 3.2.1. Portanto, sup A € Bg.
(c) Vimos no item (a) que L,(E, R) = Ly(F, R) é um espago de Riesz e E' C E~. Por hipétese, F é um
reticulado de Banach. Da Proposicdo 3.2.1, segue que £, (E, R) = L.(F, R), ouseja, E~ = L.(E,R) C
L(E,R) = FE'. Portanto, £’ = E™. |

3.3 Operadores Ordem-Continuos e Homomorfismos de Riesz

A secdo final aborda operadores que preservam limites de ordem sob condicdes especificas, sendo
esses operadores fundamentais para a andlise de convergéncia em reticulados de Banach. Sao apresentadas
caracterizacoes, exemplos e relagdes com homomorfismos de Riesz, isto é, operadores que preservam as
operacOes de supremo e infimo. Essa classe de operadores refor¢a a ligacdo entre aspectos algébricos e

topoldgicos, consolidando o panorama dos operadores que respeitam a estrutura interna dos reticulados.
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Definicao 3.3.1. Sejam E, F espacos de Riesz el : EE — F um operador regular.

(a) T é dito ordem-continuo se o — hr{} Tx; = 0 para toda rede (x;);cr em E tal que o — hrlf} x; = 0.
1€ 1€

Denotaremos por L'(E, F') o espago dos operadores ordem-continuos.

(b) T é dito o-ordem-continuo se o — lim Tz, =0 para toda sequéncia (x,),>, em E tal que
n—oo

o — lim xz,, = 0. Denotaremos por L;.(E, F') o espago dos operadores o-ordem-continuos.
n—o0

Se ' =R, denotamos E, = L(E,R) e ET = Li(E, R).

Proposicao 3.3.2. Sejam E, I espagos de Riesz.
(a) Se F' é Dedekind completo, entdo L!'(E, F) e L{(E, F) sdo faixas de L.(E, F).

(b) £ e E sdo faixas em E~.

Demonstracdo. (a) Paratodo T € L'(E, F'), afirmamos que |7| € L' (E, F). De fato, seja (x;);cr uma

rede em F tal que o — lAiI? x; = 0. Entdo, existe uma rede (z;);er em £ com z; | 0 e |z;| < z; para todo
1€

i€I. Considere A={z:1€l'} CFE, . Fixez =2z, € Aesejay € Etalque|y| < |z|. Paratodoz € F,

sejam vi(z) =y A, () =y Az e y(a) =yi(r) — y().

Defina A(z) = AN |0, z]. Se x € A(z), entdo
y—y@) =y —y A —(y —y Ax)=y"+ (") V(=) = (y +(~y) V(-2))

=0V —2) -0V —2)=@" —2)" —(y —2)" < (y" —2)"
<(z-z)t=z-ux,

em que a ultima desigualdade segue de |y| < |z|. Analogamente, y(z) — y < z — x para z € A(z). Dali,

ly — y(x)] < z — xparatodox € A(z). TomeI" = {i € I': z; € A(2)} e vejamos que inf{z; : i € [} = 0.

E claro que 0 é cota inferior de {z; : i € I'}. Seja u uma cota inferior de {z; : i € I'}. Dado z,, € A,

como z = z,, existe j € I' tal que n, m < j. Assim, 0 < z; < z,, z, ou seja, z; € A(z). Dai, j € I" e,

consequentemente, u < z; < z,,. Logo, u € cota inferior de A. Resulta que u < inf A = 0. Portanto,

inf{z; : 4 € I} = 0. Note que
{ J 1 0<y(z)=y" Nz <z

para todo i € I". Disso e de z; | 0, obtemos o — lnlp y1(z;) = 0. De forma andloga, o — liI%l y2(2;) = 0.
el el

Pela Proposicdo 1.3.15(a), temos

o — lim y(z) = (0 — lim yl(zi)> - (0 — lim yg(zi)) —0.

el el el
Como 7' é ordem-continuo, obtemos o — 11r%1 T(y(z;)) = 0. Por |T| ser positivo e (z;);cr ser decrescente,
el
sabemos que (|T'|z;)icr € decrescente. Além disso, 0 é cota inferior de {|T'|z; : i € I'}. Seja u uma cota

inferior de {|T'|z; : i € T'}. Parai € I, como z; € A(z), temos

T(y —y(z) < |T(y —y(z)| < Ty — y(z)] < |T)(z = 2),
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o que implica
Ty —T(y(z)) +u<|T|z — |T|z + [T]z = |T|=.

Para y satisfazendo |y| < z,

Ty +u=o0—lim(Ty — T(y(z)) +u) <|T|z,

ielv

em que a desigualdade decorre da Proposicao 1.3.15(d). Dai, pelo Teorema 3.1.10,
Tlz +u=sup{Ty: |yl <z} +u=sup{Ty +u: |yl <z} <|T|z

isto é, u < 0. Logo, inf{|7T'|z; : i € I'} = 0. Também, pela Observacdo 3.1.6, ||T|x;| < |(|T))||z:] < |T|z
paratodoi € I', e |T'|2; | 0. Dessa forma, o — lzler? |T|z; = 0. Dai, |T| € L'(E, F).

Usaremos o que provamos para mostrar que L' (E, F') é s6lido. Sejam T' € L'(FE, F)e S € L,(E, F)
com |S| < |T'|. Dada (x;);cr uma rede em F tal que o — lllenrl x; = 0, existe uma rede (z;);cr em £ com
zi L 0e|z;| <z paratodo i € I'. Entdo,

S| < S| < [T|w| < [Tz

para todo ¢ € I'. Como vimos anteriormente, |7'|z; | 0. Logo, o — lzler{“l Sz; =0. Assim, S € L' (E, F).
Nio é dificil perceber, pela Proposi¢do 1.3.15(a), que L' (E, F') é um subespaco vetorial de L,.(E, F').
Entdo, L'(E, F) é umideal de L,.(FE, F).
Falta mostrar que L;'(F, F') é uma faixa. Seja AC L'(E, F), tal que S =sup A€ L, (E, F),.

Considere
Ao={v---VT,:neNeTy,..., T, €A}

Pela demonstracdo do Teorema de F. Riesz-Kantorovich, obtemos que .4, é dirigido para cima e
sup A = sup Ag. Dada (z;);cr uma rede em F tal que o — IZIEI{} x; = 0, existe uma rede (z;);er em
E com z; [0 e |x;] <z para todo i € I. Considere A= {z:i€ '} C E,. Fixe z € A e escolha
iel"={iel:z € A(z)}. Note que T(z — 2z;) < S(z — z;) para todo T € Ay. Dai, Sz; + Tz <

Sz + Tz paratodo T € Ay. Tome T € Ay e u € F uma cota inferior de {Sz; : i € I'}. Segue que
u+Tz<Sz+Tz<8Sz+4+Txz
para todo i € I'. Como 7" é ordem-continuo e 0 — hrlp z; = 0, temos 0 — lirlp Tz = 0. Assim,
el el

u—l—TzSo—lirlp(Sz%—Tzi) =S5z
iel”

para todo 7" € Ay, em que a desigualdade decorre da Proposi¢ao 1.3.15(e). Isso mostra que Sz — u € cota

superior de {7z : T' € Ap}. Pelo Teorema 3.1.13, segue que
Sz = (sup Ag)z =sup{Tz:T € Ay} < Sz —u,
ou seja, u < 0. Logo, inf{Sz; : i € I'} = 0. Além disso,
|Sai| < |S|zi] < Sz

paratodo i € I', com Sz; | 0. Portanto, o — lirlr} Sz; =0.Isto é, S € L (E, F).
1€
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Por fim, seja A C L (E, F) com S =sup A € L.(E, F). Como L!'(E, F) é sélido, sabemos que
{T*:TeA}e{R:0< R<T,VT € A} sdo subconjuntos ndo vazios de L (E, F). Além disso, tais
conjuntos s3o limitados superiormente. Por L,.(E, F') ser Dedekind completo, existem U = sup{T" :
TeAleV =sup{R:0< R< T ,VT € A}. Pelo que vimos anteriormente, U, V € L'(E, F). Pela
demonstracdo da Proposi¢do 1.3.7, resulta que S = U — V. Por L}!(E, F) ser espago vetorial, concluimos
que S € L'(E, F). Portanto, L) (E, F') é faixade L,.(E, F).

A demonstracdo de que Li(FE, F') é faixade L,.(F, F') é andloga.

(b) Segue diretamente do item (a). [

Definicao 3.3.3. Todo operador T € L(E, F') que preserva as operagdes de reticulados, isto é,
T(xVy)=Tz)v(Ty) e T(xny)=(Tx)A(Ty)

para todos ., y € E, é chamado homomorfismo de Riesz.

Todo homomorfismo de Riesz € positivo, pois
reFE, = Ter=T(xVv0)=(Tx)V (T0)=(Tx) V0 >0.
No entanto, a reciproca nao € verdadeira.

Exemplo 3.3.4. Considere dois espagos K; e K5 de Hausdorff compactos. Sejam ¢ : i, — K continua

e g € C(Kj),. Defina T OKy) — O(Ky). Tf =g (f o 0).

Primeiro, vejamos que 7" estd bem definida. Dado f € C'(K3), g - (f o ¢) é continua ja que f, g e ¢ sdo
continuas. Entdo, T'f = g - (f o p) € C(K>). Sejam f, h € C(K;) e A € R. Dado x € K3, obtemos

T(f + Ah)(z) = (g - ((f + Ah) 0 @))(x) = g(@) - ((f + Ah) 0 () = g(z) - (f o p(x) + A(h o p(z)))
=g(z) - (f o p(z)) + Ag(z) - (hop(x))) =Tf(x) + ATh(z) = (Tf + ATh)(z),
ou seja, 1" € linear. Além disso, para x € Ko,
T(fVvh)(z)="(g-((fVh)ow)(x)=g(x) ((fVh)op()=g(x) max{fop(),hop(x)}

g(x
= max{g(z) - (f o p(x)), g(x) - (h o p(x))} = max{(g - (f o ¢))(@), (g - (hop))(x)}
= max{T'f(z), Th(z)} = (T'f) vV (Th))(x)

e, de forma andloga, T'(f A h)(z) = ((T'f) A (Th))(z). Logo, T(f V h) =(Tf)V (Th)e T(f Nh) =

(T'f) A (Th). Isto é, T é um homomorfismo de Riesz.
Proposicao 3.3.5. Para todoT € L(FE, F), as afirmacdes a seguir sdo equivalentes.

(a) T é um homomorfismo de Riesz.
(b) |Tx| = T|z| para todo = € E.

(c) T(z") ANT(z~) = 0paratodo x € E.
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Demonstracdo. (a«) = (c): Dado = € E, note que
T )AT(@x )=T" ANa™)=T0=0.

(©) = (b): Como Tx|=T(xt +27)=T(x") + T(z7),

Tz = |T(a" —27)| = [T(x") = T(x7)],

CIOS | - |Te| = T(at) + Ta) — |T(a*) — T(a)| = 2 (T(a*) A T(a™)) = 0

paratodo x € E.

(b) = (a): Dados z, y € F, temos

T(xVy) =T (““2'5””’) —%(Tx+Ty+T|x—y|)_%(TJH—Ty—i—]T(a:—y)])
= % (Tx + Ty + [Tz — Ty|) = (Tx) vV (Ty)
€
T n) =1 (SRS < e 1y - Tl =y = 5 (T4 Ty~ 70 - )
= % (Tx + Ty — |Tx — Ty|) = (Tx) N (Ty). [

Lema 3.3.6. Sejam E, F espagos de Riesz e T' € L(E, F') um homomorfismo de Riesz. Se T'(E) é um ideal
de F, entdo T(A) é sdlido para todo subconjunto sélido A de E.

Demonstracdo. Sejam y, z € F com |y| < |z| e z € T(A). Entdo, existe z € A tal que 7'z = z. Ou seja,
ly| < |Tz|. Como Tz € T(F) e T(F) é solido, temos y € T'(E). Assim, existe w € F tal que y = Tw.

Definindo u = w™ A |z| — w™ A |z| e observando que
u=w Az —w Alzg|<wt Alz|<|z] e —u=w Alz|—w" Alz|<w™ Alz] <z,
obtemos |u| < |z|. Por A ser sélido, segue que u € A. Agora,

Tu=Tw"ANl|z|) = T(w Alz|)=T(w") AT|z| — T(w™) A T|x|
= (Tw)" A Tz| — (Tw)” ATz|=y" Alz| —y~ Azl =y" —y =y,

jaquey" < |zl ey < |z|. Portanto, y € T(A), isto é, T'(A) € sélido. |
Proposicio 3.3.7. Seja E um espago de Riesz. Para todo ideal J de E, o espaco quociente E/J parcialmente

ordenado pelo cone Q(E,), em que Q) : E — E/.J denota a projecdo canédnica de E em E/J, é um espago

de Riesz. Além disso, () é um homomorfismo de Riesz.

Demonstracao. Considere a seguinte relacdo

RQr<Qy <= Qy—2)=Qy —Qrc Q(EL),VQxr,Qy € E/J. (3.6)

Dados Qx, Qy, Qz € E/J, temos:

® UFU-IME 80



Secao 3.3: Operadores Ordem-Continuos e Homomorfismos de Riesz

() Qz —2) =Q0€ Q(E;) = Qz < Q.
(i) Se @z < QyeQy < Qz,entdo Q(y — ), Q(z —y) € Q(Ey), ouseja, Q(z —z) =Q(z —y +y —
z) = Q(z —y) + Qy — z) € Q(E4). Logo, Qu < Q=
(iii) Se Qr < Qye Qy < Qz, temos Q(r — y), Q(y — x) € Q(F,). Assim, existem u, v € F tais que
Qu=Q(z — y) e Qu = Q(y — x). Dessa forma,

Qu+v)=Q(x —y)+Qy —z) =0,
isto é, u + v € J. Disso e de J ser sélido, segue que u, v € J. Dai, Qz — Qy = Q(z — y) = Qu = 0.
Entdo, Qx = Qy.
Isso prova que a relagdo (3.6) define uma ordem parcial em £/.J. Nao € dificil ver que F/.J é um espaco

vetorial ordenado.

Agora, basta ver que £//.J é um espaco de Riesz e que () é um homomorfismo de Riesz. Sejam z, y € E.

Observequez Vy —x >0ex Vy —y > 0. Entlo,
QzVy) —Qr=QxVy—=z)cQE) e QzVy) —Qy=QxVy—y) € QE,),
ou, equivalentemente, Q(x V y) > Qz, Qy para todos Qz, Qy € E/J. Seja z € E tal que Qz > Qx, Qy.

Entdo, existem 7, s € F, de modo que Qr = Q(z — z) e Qs = Q(z — y). Reescrevendo essas igualdades,

obtemosx + 1,y +s € z+ J.Definindou =2 +rev=y+ s,temosu > x,v >ye
Qu—v)=Qr+Qr —Qy—Qs=Qr+Q(z —2) - Qy — Q(z —y) =0,
isto é, u — v € J. Por J ser sélido, segue que |u — v| € J. Definaw = v + |u — v|. Assim, w > v, ue

Qu=0Qu+ Qlu—v|=Q(y+s)=Qy + Qz —y) = Q=
Daf, w > u V v > z V y. Dessa forma, Qz = Qu > Q(z V y). Portanto, Q(z V y) = Qz V Qy. Analoga-

mente, Q(x A y) = Qx A Qy. Entdo, F/.J é um espago de Riesz e () ¢ um homomorfismo de Riesz. W

Corolario 3.3.8. Seja E um reticulado de Banach. Se J é um ideal fechado de E, entdo E/.J é um reticulado

de Banach com a norma

|Q[| = inf{[|z]] : @z = Qux}.

Demonstracdao. Como F é espaco de Banach e .J é subespago fechado de F, entao £/J é um espaco de

Banach com a norma

|Qx]| = inf{]|z]| : Q= = Qx} 3.7)
(veja [6], Teorema 8.3). Segue da Proposi¢do 3.3.7 que £//J é um espaco de Riesz parcialmente ordenado

pelo cone positivo (). Basta entdo ver que (3.7) é uma norma reticulada em F/.J. Para isso, veremos

que

() [|Qz[| = |||Qxl|| para todo x € E
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(i) 0 <Qr <Qy = ||Qz| < ||Qy| paratodos z,y € E.

Primeiramente, provemos (i). Fixe z € E e seja w € {||z|| : @z = Qz}. Entdo, existe z € E tal que

Qz = Qz e ||z|| = w. Por E ser reticulado de Banach, temos w = ||z|| = |||z]||. Note que

Qlz| = [Qz] = Qx| = Ql,

pois @ é um homomorfismo de Riesz. Assim, w € {||z| : @z = Q|z|}, ou seja,

Izl - @z = Qz} € {llz[| : Q= = Ql[}-

Isso implica que

IQz[l| = |Ql=[l| = inf{]lz]| : Qz = Qlz|} < nf{]|z]] : @z = Qu} = [|Q]|.
Por outro lado, seja u € E tal que Qu = @Q|x| e tome r = ||u||. Observe que Q(EF) = E/Je B[0,r] = {z €
E :||z|| < r} sdo sélidos em E/.J e E, respectivamente. Como u € BJ0, 7], temos Qu € Q(BJ0, r]). Pelo
Lema 3.3.6, obtemos que Q(B[0, r|) é sélido em E/J. Disso e de |Qz| = Q|z| = Qu < |Qul, resulta que
Qz € Q(B|0, r]), isto é, existe z € B|0, r| tal que Qz = Qz. Entdo,

Q]| < lz]| <7 = [|u]

para todo u € E com Qu = Q|xz|. Logo, [|Qz|| < [|Q|z|[| = [[[Qz]]|. Portanto, ||Qz|| = |[|Qz||| para todo
r e FE.

Agora, mostremos (ii). Sejam x, y € F tais que 0 < Qz < Qy e € > 0. Por (3.7), existe z. € EY com

Qz. = Qy tal que
[z < 1Qull + <.

Note que Qz < Qy = Qz.. Como Qx > 0, existe ' € £, de modo que Qz' = Qz. Definindo u, =

(2. A 2') v 0, obtemos )
0<u.=(zAZ)V0O<2z2 V0= (2)" <zl

Dai,

ue|| < [|z<||. Além disso,

Que) = Q((z- A7) V 0) = (Qz A Qr') VO = (Qz AQx) VO =Qu V0= Qa

e, consequentemente,
1@l < fluell < llz[l < [|Qyll + ¢

para todo € > 0. Desse modo, ||Qz|| < ||Qy|| para todos z, y € E.

Por fim, dados z, y € E, temos

Q[ < 1Qy| = 0<Qlz| <Qly| = [Qz]| = [llQzll| = [|Ql=[Il < lQlylll = [IIQylll = [IQyll-

Portanto, £//.J é um reticulado de Banach. [ |
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