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VIANA, L.S .Cubo Mágico e sala de aula: uma parceria de sucesso . 2025 . 79 p .

Dissertação de Mestrado , Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia-MG.

Resumo

O Cubo Mágico é muito mais que um simples brinquedo, con�gurando-se como

um quebra-cabeça tridimensional de complexa resolução. O presente trabalho

analisa esse jogo sob a perspectiva didático-pedagógica, evidenciando aspectos

positivos no processo de aprendizagem dos alunos, bem como o desenvolvi-

mento de diversas habilidades previstas pela Base Nacional Comum Curricular

(BNCC). Para tanto, foi realizada uma o�cina pedagógica com estudantes do 9 º

ano do ensino fundamental, na qual se trabalhou o método de camadas como

estratégia de resolução do cubo. A atividade possibilitou a vivência prática e a

ampliação de competências cognitivas e socioemocionais, reforçando o poten-

cial do Cubo Mágico como recurso pedagógico no ensino de Matemática.

Palavras-chave: Cubo Mágico, Habilidades da BNCC, Grupo.
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VIANA, L.S .Coloque o Título da sua Dissertação em Inglês . 2025 . 79 p . M. Sc.

Dissertation , Federal University of Uberlândia, Uberlândia-MG.

Abstract

The Rubik's Cube is much more than a simple toy; it's a three-dimensional puzzle

with complex solutions. This work examines this three-dimensional game, lin-

ked to a didactic-pedagogical activity, highlighting positive aspects of student

learning, along with the development of various skills addressed by the BNCC.

In addition, a pedagogical workshop was carried out with 9th-grade students,

in which the layer-by-layer method was taught as a solving strategy. The acti-

vity enabled practical experience and the enhancement of cognitive and socio-

emotional competencies, reinforcing the potential of the Rubik's Cube as a pe-

dagogical resource in Mathematics education.

Keywords: Magic Cube, BNCC Skills, Group.
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O chamado “Número de Deus” refere-se ao menor número possível de movimentos ne-

cessários para resolver o cubo mágico 3x3x3 a partir de qualquer con�guração inicial. Essa

expressão surgiu para descrever o limite teórico da e�ciência na resolução do quebra-cabeça,

como se representasse a solução ideal dada por uma inteligência suprema. Após extensas

pesquisas e o uso de algoritmos computacionais avançados, foi determinado que esse nú-

mero é 20, ou seja, qualquer posição do cubo pode ser solucionada em, no máximo, 20

movimentos. Esse resultado não apenas evidencia a complexidade matemática subjacente

ao cubo mágico, mas também fornece um parâmetro fundamental para o desenvolvimento

de métodos e algoritmos de resolução e�cientes.

Os campeonatos o�ciais de cubo mágico, organizados mundialmente pela World Cube As-

sociation (WCA), são eventos que reúnem entusiastas de todas as idades para competir em

diversas modalidades de resolução do quebra-cabeça. Esses torneios seguem um conjunto

de regras padronizadas internacionalmente, garantindo a equidade e a precisão nos resul-

tados. A competição vai muito além da simples resolução do cubo 3x3x3: os participantes

também enfrentam desa�os com diferentes variantes, como o 2x2x2, 4x4x4, 5x5x5, Pyra-

minx (formato de tetraedro), Megaminx (formato de dodecaedro) e até mesmo modalidades

mais complexas, como resolver o cubo com os olhos vendados, com uma só mão ou no menor

número possível de movimentos.

O funcionamento dos campeonatos envolve etapas bem de�nidas. Cada competidor re-

aliza um número especí�co de tentativas (geralmente cinco) em cada modalidade, sendo a

média dos tempos — ou o melhor tempo válido, dependendo da prova — usada para ranque-

amento. Os cubos são embaralhados por juízes seguindo algoritmos gerados aleatoriamente

por um software o�cial, e os competidores têm um curto período chamado inspection time

(geralmente 15 segundos) para observar o cubo antes de iniciar a resolução. O tempo é cro-

nometrado com um cronômetro de precisão ativado e desativado com as mãos, garantindo

que a contagem comece e termine de forma justa.

Além da competição em si, os campeonatos proporcionam um ambiente de socialização

e aprendizado entre os participantes. Muitos deles compartilham técnicas, algoritmos e ex-

periências, promovendo um clima de colaboração e respeito mútuo. É comum que eventos

regionais e nacionais sirvam como classi�catórias para torneios maiores, como o Campeonato

Mundial, realizado a cada dois anos. Esses encontros não apenas incentivam o desenvolvi-

mento de habilidades cognitivas e motoras, como também fomentam o espírito esportivo e a

valorização do raciocínio lógico em um ambiente saudável e inclusivo.

O documentário Magos do Cubo (The Speed Cubers, 2020), disponível na Net�ix, oferece

um olhar sensível e inspirador sobre o universo das competições de cubo mágico, explorando

UFU-IME-PROFMAT 2



não apenas a velocidade e habilidade dos competidores, mas também os laços de amizade

e superação que surgem nesse meio. O �lme acompanha a trajetória de dois dos maiores

nomes do speedcubing: Feliks Zemdegs, multicampeão australiano conhecido por sua im-

pressionante precisão, e Max Park, jovem norte-americano com autismo, cuja relação com o

cubo mágico foi essencial para o seu desenvolvimento motor e social. Mais do que um regis-

tro de recordes e torneios, o documentário emociona ao revelar o respeito mútuo e a conexão

entre os dois competidores, mostrando como o cubo mágico pode ir além do desa�o lógico e

se tornar uma poderosa ferramenta de inclusão, crescimento pessoal e amizade verdadeira.

Outro fato curioso sobre o cubo mágico 3x3x3 é a possibilidade de utilizá-lo na construção

de mosaicos, uma forma criativa e exploratória de interação com esse famoso quebra-cabeça

tridimensional. Diferente do objetivo clássico de resolver o cubo restaurando uma única cor

em cada face, os mosaicos consistem na disposição intencional das cores para formar pa-

drões simétricos, imagens estilizadas ou composições geométricas nas superfícies do cubo.

Essa prática estimula habilidades como percepção visual, noções de simetria, planejamento

espacial e atenção aos detalhes, além de transformar o cubo em uma ferramenta lúdica e

artística.

Ao combinar elementos de arte e matemática, a construção de mosaicos revela um novo

uso para o cubo mágico, que vai além do desa�o lógico tradicional e se torna também um

meio de expressão criativa, sendo encontrados vários exemplos desses trabalhos. 3 Essa

forma de expressão, chamada de Rubikcubismo, combina raciocínio lógico e sensibilidade

artística ao demandar destreza na organização das cores de cada cubo e percepção visual

apurada para criar imagens harmoniosas quando vistas de longe. Com isso, o cubo mágico

deixa de ser apenas um desa�o intelectual e passa a ocupar um novo espaço no campo das

artes visuais, sendo utilizado como meio criativo para composições que exploram padrões,

simetrias e contrastes de cor em uma estética moderna e inovadora.

Vale ressaltar que a utilização do cubo mágico, por exemplo, nas aulas de Matemática

do Ensino Básico, como recurso para estimular o raciocínio lógico, bem como a criatividade,

tem-se mostrado e�ciente, evidenciando que teorias lógica-abstratas podem ser visualizadas

na prática, o que torna as aulas mais atrativas e dinâmicas. Dentre todos os conteúdos

matemáticos que podem ser abordados com a utilização do cubo mágico, podemos citar:

funções, volume, simetrias e análise combinatória.

Diante da riqueza desse quebra-cabeça em dimensão três, de complexa resolução, o

presente trabalho estuda esse jogo tridimensional, vinculado a uma atividade didático-

pedagógica, evidenciando aspectos positivos no aprendizado dos alunos, juntamente com

3Vídeo disponível em: https://www.youtube.com/watch?v=wZt2wJZWGmI . Acessado em 16 de julho de 2025.
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o desenvolvimento de diversas habilidades abordadas pela BNCC.

Deste modo, para conhecer melhor suas aplicabilidades, desenvolvemos esse trabalho,

dividindo-o nos seguintes tópicos:

No capítulo 1, apresentamos um estudo sobre relações e aplicações, a principal referência

é [ 3].

No capítulo 2, estudamos o cubo mágico na perspectiva de Grupo, demonstramos que

o conjunto dos movimentos do cubo mágico forma um grupo não abeliano. As principais

referências são [ 2], [ 3], [ 4] e [ 6].

No capítulo 3, exploramos os conceitos de subgrupos, geradores, grupo simétrico, e prin-

cipalmente a análise dos movimentos do cubo mágico, utilizando o método de camadas. As

principais referências são [ 2], [ 5], [ 4] e [ 6].

No capítulo 4, apresentamos a aplicação de uma avaliação diagnóstica com duas turmas

do 9 º ano de uma escola municipal de Uberlândia-MG, baseada nas habilidades da BNCC rela-

cionadas ao ensino de sólidos geométricos, com foco no cubo. Após essa etapa, foi realizada

uma o�cina prática com as duas turmas, visando o ensino da montagem do cubo mágico.

O objetivo foi explorar conceitos matemáticos por meio da manipulação do brinquedo. Por

�m, uma avaliação �nal foi aplicada para analisar se a o�cina contribuiu para a melhoria do

aprendizado em relação aos conteúdos abordados. Todos os resultados dessa intervenção

pedagógica são relatados nesse capítulo.

No apêndice, como produto educacional desse trabalho compartilhamos a apostila con-

feccionada sobre a resolução do cubo mágico pelo método de camadas e também o link de

tutoriais gravados para o melhor entendimento da solução do quebra-cabeça tridimensional.
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Note que ' é um conjunto de pares ordenados ( ‘� J ) pertencentes a � � � . Quando

( ‘� J ) 2 ' , usaremos a seguinte notação ‘'J .

No exemplo 1.3 , temos que (� � � � ) 2 ' � , logo � � ' � �.

De�nição 1.4 Considere ' uma relação de � em �� De�nimos domínio de ' o subconjunto

de � constituído pelos elementos ‘ para cada um dos quais existe algum J em B tal que ‘'J .

Simbolicamente,

� ( ' ) = � ‘ 2 � j ! J 2 � � ‘'J � �

Chama-se imagem de ' o subconjunto de � constituído pelos elementos J para cada um dos

quais existe algum ‘ em � tal que ‘'J . Em simbologia,

Š>( ' ) = � J 2 � j ! ‘ 2 � � ‘'J � �

De�nição 1.5 Seja ' uma relação de � em � . Chama-se relação inversa de ' , e indicada por

' � � , a seguinte relação de � em � :

' � � = � (J� ‘ ) 2 � � � j ( ‘� J ) 2 ' � �

Proposição 1.6 Seguem, diretamente da de�nição de relação inversa, as seguintes proprie-

dades:

a) � ( ' � � ) = Š>( ' ) �

b) Š>( ' � � ) = � ( ' ) �

c) ( ' � � ) � � = '�

Demonstração. a) De fato, � ( ' � � ) = � J 2 � j! ‘ 2 � � ‘'J � = Š>( ' ).

b) Note que Š>( ' � � ) = � ‘ 2 � j ! J 2 � � ‘'J � = � ( ' ) .

c) Com efeito, ' � � = � (J� ‘ ) 2 � � � j( ‘� J ) 2 ' � .

Segue que ( ' � � ) � � = � ( ‘� J ) 2 � � � j( ‘� J ) 2 ' � = ' . „

De�nição 1.7 Quando � = � e ' é uma relação de � em � , diz-se que ' é uma relação sobre

� , ou ainda, ' é uma relação em � .

A seguir, descrevemos algumas importantes propriedades de relação.

Propriedades:
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i) Re�exiva:

A�rmamos que ' é re�exiva quando vale a condição:

 ‘ 2 �� ‘'‘ �

ii) Simétrica:

Dizemos que ' é simétrica quando está satisfeita a seguinte situação:

 ‘� J 2 �� ( ‘'J ) J'‘ ) �

iii) Transitiva:

Conceituamos que ' é transitiva satisfaz:

 ‘� J� K 2 �� ( ‘'J 6 J'K ) ‘'K ) �

iv) Anti-simétrica:

Dizemos que ' é anti-simétrica quando vale a seguinte sentença:

 ‘� J 2 �� ( ‘'J 6 J'‘ ) ‘ = J ) �

1.2 Relações de Equivalência.

De�nição 1.8 Uma relação ' sobre um conjunto � não vazio é chamada relação de equiva-

lência sobre � se, e somente se, ' é re�exiva, simétrica e transitiva, isto é, são verdadeiras

as sentenças:

i)  ‘ 2 �� ‘'‘ ;

ii)  ‘� J 2 �� ( ‘'J ) J'‘ ) ;

iii)  ‘� J� K 2 �� ( ‘'J 6 J'K ) ‘'K ).

Quando ' é uma relação de equivalência sobre � , para exprimirmos que ( ‘� J ) 2 ' , usa-

remos a notação ‘ � J (mod ' ), que se lê: “ ‘ é equivalente a J módulo ' ”.

De�nição 1.9 Seja ' uma relação de equivalência sobre � . Dado ‹ 2 � , chama-se classe de

equivalência determinada por ‹ , módulo ' , o subconjunto ‹ de � constituído pelos elementos

‘ tais que ‘'‹ . Em símbolos:

‹ = � ‘ 2 � j ‘'‹ � �
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De�nição 1.10 O conjunto das classes de equivalência módulo R será indicado por A/R e

chamado conjunto quociente de A por R.

Proposição 1.11 Seja ' uma relação de equivalência sobre � e sejam ‹ 2 � e 3 2 � . As

seguintes proposições são equivalentes:

(I) ‹'3 ;

(II) ‹ 2 3;

(III) 3 2 ‹ ;

(IV) ‹ = 3.

Demonstração. (Š) = ) (ŠŠ): Transcorre da de�nição de classe de equivalência.

(ŠŠ) = ) (ŠŠŠ): ‹ 2 3 =) ‹'3 =) 3'‹ =) 3 2 ‹ .

(ŠŠŠ) = ) (Š+): Por hipótese, 3 2 ‹ decorre 3'‹ e, pela propriedade simétrica, decorre ‹'3 .

Provaremos que ‹ � 3.

De fato, dado ‘ 2 ‹ , temos ‘'‹ e, por hipótese ‹'3 , pela propriedade transitiva segue que

‘'3 . Logo, ‘ 2 3. Então ‹ � 3.

Resta provar que 3 � ‹ .

Agora, dado ‘ 2 3, ou seja, vale ‘'3 e, por hipótese 3'‹ , novamente pela propriedade tran-

sitiva, ‘'‹ , concluímos que ‘ 2 ‹ . Portanto, 3 � ‹ .

Logo, ‹ = 3.

(Š+) = ) (Š):

Como ‹ 2 ‹ e 3 2 3, os conjuntos ‹ e 3 não são vazios. Seja ‘ 2 ‹ = 3. Temos:

‘ 2 ‹ =) ‘'‹ ! ‹'‘�

‘ 2 3 =) ‘'3�

Dessas sentenças, pela transitividade decorre ‹'3 . „

De�nição 1.12 Seja � um conjunto não vazio. Dizemos que uma classe � de subconjuntos

não vazios de � é uma partição de � se, e somente se, dois subconjuntos quaisquer de � ou

são iguais ou são disjuntos e a união dos membros de � é igual a � .

Iremos demonstrar a seguir que, por meio de uma relação de equivalência em rela-

ção ao conjunto � , é estabelecida uma partição de � , e vice-versa.
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Teorema 1.13 Se R é uma relação de equivalência sobre A, então A/R é uma partição de A.

Demonstração. Tome ‹ 2 �� ' . Como a relação ' é re�exiva, então ‹'‹ , portanto, ‹ 2 ‹ .

Assim, ‹ , " para todo ‹ 2 � .

Seja ‹ 2 �� ' e 3 2 �� ' tais que ‹ \ 3 , " . Provaremos que ‹ = 3. De fato, seja ‘ 2 ‹ \ 3; assim:

(i) ‘ 2 ‹ =) ‘'‹ =) ‹'‘

(ii) ‘ 2 3 =) ‘'3

De (i) e (ii) , temos ‹'3 . Pela Proposição 1.11 ‹ = 3.

Falta mostrar que
[

‹ 2 �

‹ = � .

Com efeito, se ‹ 2 � , temos ‹ � � , portanto,
[

‹ 2 �

‹ � � .

Agora, sendo ‘ um elemento qualquer de � , temos:

‘ 2 � =) ‘'‘ =) ‘ 2 ‘ =) ‘ 2
[

‹ 2 �

‹ � ��

Portanto, � �
[

‹ 2 �

‹ .

Concluímos, que � =
[

‹ 2 �

‹ . „

Teorema 1.14 Se F é uma partição de A, então existe uma relação R de equivalência sobre

A de modo que A/R = F.

Demonstração. Tome ' a relação sobre � de�nida da seguinte forma:

‘'J () ! � 2 � � ‘ 2 � e J 2 ��

Isto representa que ‘ está na relação com J quando existe um conjunto � da partição � que

contém ‘ e J.

Temos:

i) Para todo ‘ 2 � , existe � � � , tal que � 2 � e ‘ 2 � , portanto ‘'‘ .

ii) Sendo ‘� J 2 � , vem:

‘'J =) ! � 2 � tal que ‘� J 2 � =) J� ‘ 2 � =) J'‘�
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iii) Sendo ‘� J� K 2 � , temos:

‘'J =) ! � � 2 � tal que ‘� J 2 � � �

J'K =) ! � � 2 � tal que J� K 2 � � �

Como � � \ � � , " , então � � = � � , portanto ‘� K 2 � � = � � 2 � e, assim, ‘'K . „

1.3 Aplicações.

De�nição 1.15 Seja š uma relação de � em � . Dizemos que š é uma aplicação de � em �

se, e somente se, � (š) = � e dado ‘ 2 � (š), é único o elemento J 2 � de modo que ( ‘� J ) 2 š.

Se š é uma aplicação de � em � , escrevemos: J = š( ‘ ) (lê-se: J é imagem de ‘ pela aplicação

š).

De�nição 1.16 Uma aplicação š de � em � é injetiva, se e somente se, quaisquer que sejam

‘ � e ‘ � de � , se ‘ � , ‘ � , então š( ‘ � ) , š( ‘ � ).

Podemos de�nir uma aplicação injetiva de maneira equivalente da seguinte maneira: uma

aplicação š de � em � é injetiva se, e somente se, quaisquer que sejam ‘ � e ‘ � de � , se

š( ‘ � ) = š( ‘ � ), então ‘ � = ‘ � .

De�nição 1.17 Uma aplicação š de � em � é sobrejetiva se, e somente se, para todo J 2 � ,

existe um elemento ‘ 2 � tal que š( ‘ ) = J .

Note que š � � ! � é sobrejetiva se, e somente se, Im (š) = � .

De�nição 1.18 Dizemos que f é uma aplicação bijetiva ou bijeção quando f é injetiva e so-

brejetiva.

Exemplo 1.19 A aplicação š � R ! R dada pela lei š( ‘ ) = � ‘ + � é bijetiva.

De fato, dado ‘ � � ‘ � 2 R, temos:

š( ‘ � ) = š( ‘ � ) = ) � ‘ � + � = � ‘ � + � =) ‘ � = ‘ � �

portanto š é injetiva.

Dado J 2 R, provemos que existe ‘ 2 R tal que š( ‘ ) = J :

� ‘ + � = J =) ‘ =
J � �

�
�
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Dessa forma, dado J 2 R, existe ‘ =
J � �

�
2 R tal que

š( ‘ ) = š

�
J � �

�

�

= �

�
J � �

�

�

+ � = J�

Portanto, š é sobrejetiva.

Exemplo 1.20 A aplicação š � R ! R dada pela lei š( ‘ ) = j� ‘ + � j, não é sobrejetiva.

Observe que š(� ) = š( � � ) = � . Temos � , � � e š( � ) = š( � � ) , fato que contradiz o fato de

š ser injetiva, portanto š não é bijetiva.

Exemplo 1.21 A aplicação š � Z ! Z dada pela lei š( ‘ ) = ‘ � + � não é bijetiva.

Note que š não é sobrejetiva, pois � não pertence à imagem da função, visto que ‘ � + � = �

não possui solução em Z .

De�nição 1.22 Seja š uma aplicação de � em � bijetiva. De�nimos como a inversa da apli-

cação š, e denotamos por š� � , a aplicação que associa a cada J 2 � um único ‘ 2 � .

De�nição 1.23 Seja as aplicações š � � ! � e 8 � � ! � , então podemos de�nir uma nova

aplicação š � 8 � � ! � , chamamos de função composta de 8 em š, por

š � 8( ‘ ) = 8(š( ‘ )) �

Observação 1.24 Usalmente, utiliza a notação š � 8( ‘ ) = š(8( ‘ )) , entretanto devido a con-

venção usada no Cubo Mágico, utilizaremos š � 8( ‘ ) = 8(š( ‘ )) � Essa notação �cará mais clara,

nos capítulos posteriores.

Exemplo 1.25 Seja as aplicações š � R ! R dada pela lei š( ‘ ) = � ‘ ; 8 � R ! R dada pela lei

8( ‘ ) = ‘ � � � , a composição

8 � š � R ! R�

será dada pela expressão

(8 � š)( ‘ ) = š( ‘ � � � ) = � � ( ‘ � � � ) = � ‘ � � � �

Logo, (8 � š)( ‘ ) = � ‘ � � � .
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2.1 Notação para o Cubo Mágico

O cubo mágico é composto por �� pequenos cubos, que chamamos de cubinhos, dos

quais �� são visíveis. Com o intuito de dinamizar o estudo, identi�camos os cubinhos visíveis

de acordo com a quantidade de faces que �cam expostas, como explicamos a seguir:

ˆ os cubinhos com três faces visíveis estão localizados nos cantos, nos vértices do cubo,

portanto, denotados de cubinhos de canto. Existem � cubinhos de canto;

ˆ os cubinhos com duas faces visíveis, são aqueles com uma face visível em cada uma de

duas faces adjacentes do cubo mágico, serão chamados de cubinhos de borda. Existem

12 cubinhos de borda;

ˆ os cubinhos que possuem apenas uma face visível, e que se localizam na parte central,

são os cubinhos centrais. No total, existem 6 cubinhos centrais.

Usaremos a notação de David Singmaster [ 6] para as faces do cubo mágico.

As faces serão chamadas de direita ( ' - right), esquerda ( ! - left), superior ( * - up), inferior

(� - down), frontal ( � - front) e posterior ( � - back), conforme Figura 2.1 . Desse modo, nesse

trabalho cada face do cubo mágico será chamada apenas pela inicial do nome em inglês da

face.

Figura 2.1: Notação do cubo mágico
Fonte: [ 6]

Para nomear um cubinho de canto, listamos suas faces visíveis no sentido horário, por

exemplo o cubinho nas faces superior, a direita e frontal será escrito na forma *'� , logica-

mente esse cubinho também pode ser escrito na forma '�* ou �*' .

Se indicarmos uma face como referência, as notações *'� e '�* são diferentes. Nesses

casos os cubinhos serão chamados de cubinhos orientados.

De forma análoga, para citarmos os cubinhos de borda e os cubinhos centrais usaremos

as letras correspondentes às faces, por exemplo o cubinho central localizado na face frontal
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será chamado de � , e o cubinho de borda localizado entre as faces abaixo e na frente será

chamado �� .

O termo cubículo é usado para descrever o espaço em que o cubinho mora. Quando o

cubo mágico estiver na con�guração inicial (o cubo mágico resolvido), então cada cubinho

mora no cubículo de mesmo nome. Por exemplo, o cubinho *'� mora no cubículo *'� , o

cubinho �� mora no cubículo �� e assim por diante. Ao girarmos uma face do cubo mágico,

os cubinhos irão se mover, mas os cubículos não.

Vamos entender os movimentos do cubo mágico. É denotado por R uma rotação no

sentido horário da face à direita (girar �� � no sentido horário). Da mesma forma, vamos usar

as letras maiúsculas !� *� �� � e � para representar as rotações de �� � no sentido horário.

Quanto à notação ! 0, por exemplo, representa o movimento da face esquerda �� � no sentido

anti-horário, conforme Figura 2.2 .

Observe que realizar um movimento em uma face do cubo mágico mantém os cubinhos

centrais sempre no mesmo lugar, ou seja, no mesmo cubículo.

Figura 2.2: Movimentos do cubo mágico
Disponível em: https://kubekings.pt/blog/post/notacao-cubo-magico. Acesso em jul. de 2024.
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2.2 Grupo dos movimentos do cubo mágico

No Teorema 2.3 , vamos associar os movimentos do cubo mágico a um grupo que

denotaremos por ( G , * ). Os elementos de G são os movimentos possíveis do

cubo mágico. Dois movimentos serão considerados iguais se resultarem na mesma

con�guração do cubo. Por exemplo, girar uma face 180 º no sentido horário resulta

na mesma con�guração de um giro de 180 º no sentido anti-horário. Para maior

aprofundamento no tema, consulte [ 2] e [ 4].

Teorema 2.3 (Grupo dos movimentos do cubo mágico) Seja � o conjunto dos movimen-

tos possíveis do cubo mágico. A operação + será de�nida da seguinte forma: se " � e " � são

dois movimentos, então " � + " � é o movimento em que primeiro faremos " � e em seguida

" � no cubo mágico. Então, ( �� + ) é um grupo.

Demonstração: De fato, � é fechado, uma vez que, se " � e " � são movimentos do

cubo, " � + " � também é um movimento.

Vamos mostrar que + é associativa.

Primeiramente, observe que se � é um cubinho orientado, chamaremos de " ( � ) o cu-

bículo orientado em que � se encontra após o movimento " ser executado, com as faces

de " ( � ) escritas na mesma ordem que as faces de � . Por exemplo, seja " o movimento ' ,

então o cubinho *' irá para a posição do cubículo �' , com a face de * do cubinho localizado

na face � do cubículo e a face ' do cubinho localizada na face ' do cubículo. Assim sendo

" (*' ) = �' .

Note que que dados " � e " � , dois movimentos, e " � + " � é o movimento dado pelo

movimento " � seguido do movimento " � . O movimento " � move � para o cubículo " � ( � ) e

o movimento " � , move � do cubículo " � ( � ) para o cubículo " � (" � ( � )) . Assim, " � + " � =

" � (" � ( � )) .

Assim,

[( " � + " � ) + " � ]( � ) = " � [ ( " � + " � )( � ))] = " � (" � (" � ( � ))) �

Por outro lado,

[ " � + (" � + " � )]( � ) = [( " � + " � )]( " � ( � )) = " � (" � (" � ( � ))) �
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Logo, veri�camos que (" � + " � ) + " � = " � + (" � + " � ), para quaisquer movimentos " � ,

" � e " � , ou seja, que (" � + " � ) + " � e " � + (" � + " � ) provocam o mesmo a qualquer cubinho.

Portanto, a operação + é associativa.

Seja 6 o movimento que não altera a con�guração do cubo, então " + 6 representa pri-

meiro o movimento " e depois não fazer outro movimento, isto é, o mesmo que executar

somente o movimento " , logo, " + 6 = " . Analogamente, 6 + " = " . Portanto, 6 é o ele-

mento neutro.

Observemos que para qualquer movimento " , podemos inverter os passos, executar os

passos de " ao contrário, e assim executar o movimento " 0, de modo que o movimento " 0

coloca o cubo na con�guração anterior ao movimento " , ou seja, executar o movimento " e

em seguida o movimento ao contrário " 0, o cubo não sofrerá alteração na sua con�guração,

logo " + " 0 = 6. Analogamente, " 0 + " = 6. Portanto, " 0 é o movimento inverso de "�

Assim, veri�camos que (�� + ) é um grupo.

Proposição 2.4 O grupo ( G , * ) não é abeliano.

Demonstração: Vamos mostrar que " � + " � , " � + " � .

Por exemplo, saindo da posição inicial, quando o cubo mágico está resolvido, observamos

o que acontece com o cubinho *'� quando aplicamos os movimentos " � = * e em seguida o

movimento " � = ' . Note que " � (*'� ) = *�! , e " � (" � (*'� )) = *�!�

Agora vejamos fazer o movimento " � = ' e em seguida o movimento " � = * , " � (*'� ) =

�'* e " � (( " � (*'� ) = '�* , logo o cubinho orientado *'� não terminou no mesmo cubículo

orientado quando invertemos a ordem dos movimentos, com este exemplo segue que (�� + )

não é abeliano, conforme Figuras 2.3 e 2.4 .

Figura 2.3: M1*M2

Fonte: próprio autor.
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Figura 2.4: M2*M1

Fonte: próprio autor.
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Agora, seja 9 � 2 � , e indiquemos por 9 � �
� e 9 � �

� 9
os simétricos em � e � , respectivamente.

Segue que

9 � �
� 9

+ 9 � = 69 = 6 = 9 � �
�

+ 9 � =) 9 � �
� 9

+ 9 � = 9 � �
�

+ 9 � �

Multiplicando a direita por 9 � �
� , obtemos:

9 � �
� 9

+ (9 � + 9 � �
�

) = 9 � �
�

+ (9 � + 9 � �
�

) = ) 9 � �
� 9

+ 6 = 9 � �
�

+ 6 =) 9 � �
� 9

= 9 � �
�

�

Finalmente, se 9 � � 9 � 2 � , então 9 � + 9 � �
� 9

2 � , uma vez que por hipótese (�� + ) é um

grupo. Entretanto, provamos que 9 � �
� 9

= 9 � �
� , assim 9 � + 9 � �

� 2 � .

( ( =) Por hipótese, � não é vazio e se 9 � � 9 � 2 � então 9 � + 9 � �
� 2 � . Portanto, existe

9 � 2 � , e 9 � + 9 � �
�

= 6 2 � .

Portanto, o elemento neutro 6 pertence a � .

Sejam 6� 9 � 2 � , então

6 + 9 � �
�

= 9 � �
�

2 ��

Com isso, temos se 9 � 2 � , segue que 9 � �
�

2 � .

Iremos mostrar � é fechado para a operação + , primeira condição da De�nição 3.1 .

De fato, se 9 � � 9 � 2 � , segue que 9 � � 9 � �
� 2 � , logo:

9 � + (9 � �
�

) � � = 9 � + 9 � 2 ��

Vamos provar a segunda condição da De�nição 3.1 .

A propriedade associativa em � é imediata, pois se 9 � � 9 � � 9 � 2 � , então 9 � � 9 � � 9 � 2 � ,

logo

(9 � + 9 � ) + 9 � = 9 � + (9 � + 9 � ) �

A existência de elemento neutro e simétrico já provamos acima.

Portanto, ( �� + ) é subgrupo de � .

„

Corolário 3.3 Seja G um grupo e S um subconjunto de G não vazio. Seja H o conjunto de

todos os elementos de G que podem ser escritos como a operação �nita de elementos de S e
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seus simétricos. Então, H é um subgrupo de G.

Demonstração: Sejam 9 � � 9 � 2 � , então pela de�nição de � , temos que

9 � = D� + D� + � � � + D? � onde cada DŒé elemento de ( ou é o simétrico de um elemento de

( . Note que (D� + D� + � � � + D? ) � � = D� �
?

+ � � � + D� �
� + D� �

�
.

Sejam 9 � = D� + D� + � � � + D? � 9 � = D0
�

+ D0
�

+ � � � D0
>

2 �� segue que

9 � + (9 � ) � � = ( D� + D� + � � � + D? )( D0
�

+ D0
�

+ � � � D0
>

) � � =

= D� + D� + � � � + D? + D0� �
>

+ � � � + D0� �
�

+ D0� �
�

2 ��

Logo, pelo Teorema 3.2 , temos que � é um subgrupo de � . „

Chamaremos � de subgrupo de � gerado por ( e escreveremos � = h( i . Ele é o menor

subgrupo de � contendo ( .

3.2 Geradores

De�nição 3.4 Seja � um grupo e ( um subconjunto de � . Dizemos que ( gera � ou que (

é um conjunto de geradores de � se � = h( i , ou seja, cada elemento de � pode ser escrito

como um produto �nito (sob a operação do grupo) envolvendo elementos de ( ou inversos de

elementos de ( .

Exemplo 3.5 Seja � o grupo dos movimentos possíveis do cubo mágico. Cada elemento

de G é escrito como uma sequência �nita de voltas do Cubo Mágico, de modo que

� = h�� *� '� �� �� ! i . Vejamos alguns exemplos:

Se R é uma rotação da face da direita no sentido horário, D é uma rotação da face inferior

no sentido horário, assim como L,U,B e F são rotações das faces esquerda, superior, posterior

e frontal, respectivamente, no sentido horário. Outro movimento por exemplo ' � sendo três

rotações da face da direita no sentido horário, o que seria o mesmo que ' 0, que por sua vez

é uma rotação da mesma face no sentido anti-horário.

De�nição 3.6 Um grupo � é cíclico se existe 8 2 � tal que � = h8i .

Proposição 3.7 Seja ( �� + ) um grupo e ‹� 3� 4 2 � . Então:

i) Se ‹ + 3 = ‹ + 4, então 3 = 4.
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ii) Se 3 + ‹ = 4 + ‹ , então 3 = 4.

Demonstração:

i) Considere o inverso ‹ � � de ‹ . Pela propriedade associativa, temos:

3 = ( ‹ � � + ‹ ) + 3 = ‹ � � + (‹ + 3) = ‹ � � + (‹ + 4) = ( ‹ � � + ‹ ) + 4 = 4�

ii) Considere o inverso ‹ � � de ‹ . Pela propriedade associativa, temos:

3 = 3 + (‹ + ‹ � � ) = ( 3 + ‹ ) + ‹ � � = ( 4 + ‹ ) + ‹ � � = 4 + (‹ + ‹ � � ) = 4�

„

Essa proposição nos mostra que vale a lei do cancelamento em grupos.

Proposição 3.8 Se (�� + ) é um grupo e 8� 9 2 � são tais que 8 + 9 = 9, então 8 é o elemento

identidade de � .

Demonstração: Se 8 + 9 = 9, temos 8 + 9 = 6 + 9. Pela Proposição 3.7, 8 = 6. „

Proposição 3.9 Seja ( �� h) um grupo �nito multiplicativo. Então, existe um número inteiro ?

tal que 8? = 6.

Demonstração: Se 8 = 6, então 8? = 6 com ? = � .

Com 8 , 6: Suponha que � tenha > elementos. Considere os > + � elementos de � :

8� 8 � � 8 � � � � � � 8 > + � �

Pelo princípio das casas dos pombos, existem � � < � C � > + � tais que

8< = 8C�

Então:

8< = 8C = 8< � 8C� < �

Isto é:

8< � 6 = 8< � 8C� < �
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Pela Proposição 3.8, concluímos que 8C� < = 6. „

Assim, o menor inteiro ? tal que 8? = 6 é chamado de ordem de 8.

Proposição 3.10 Seja � um grupo �nito multiplicativo e 8 2 � . Então, 8 � � = 8? , para algum

? 2 N.

Demonstração: Se g = e, então, nada há para mostrar, pois 6 � � = 6 � . Ou seja, a proposição

se veri�ca para g = e com n = 1.

Assim, vamos supor que 8 , 6. Pela Proposição 3.9, existe um inteiro positivo > tal que

8> = 6.

Uma vez que 8 , 6, temos que > , � . Logo, > � � .

Seja ? = > � � 2 N. Então,

88 ? = 8> = 6�

assim, 8? é o inverso de 8, pela Proposição 3.8. „

Teorema 3.11 Seja � um grupo �nito multiplicativo e ( um subconjunto de � .

Então, � = h( i se, e somente se, cada elemento de � puder ser escrito como um produto

�nito de elementos de ( .

Demonstração: Se cada elemento de � pode ser escrito como um produto �nito de

elementos de ( , então é claro que � = h( i .

Por outro lado, suponha que � = h( i . Isto signi�ca que cada elemento de � pode ser

escrito como um produto �nito D� � � � D? , onde cada DŒpertence a ( ou é o inverso de um

elemento de ( .

O ponto central desta prova está na Proposição 3.10, que garante que o inverso de um

elemento de ( também pode ser escrito como um produto �nito de elementos de ( . „

Proposição 3.12 Seja � um grupo �nito multiplicativo e ( um subconjunto de � . Suponha

que sejam satisfeitas as condições:

i) Cada elemento de ( satisfaz uma propriedade %;
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ii) Se 8 2 � e 9 2 � , ambos satisfazendo a propriedade %, então 89 também satisfaz a

propriedade %.

Então cada elemento de h( i satisfaz %.

Demonstração: [5], Proposição 4.9.

O próximo exemplo é importante para a resolução do cubo mágico, pois signi�ca que

precisamos apenas compreender as propriedades dos movimentos � �� *� !� '� �� � � .

Exemplo 3.13 Seja G o grupo dos movimentos possíveis do cubo mágico e

( = � �� *� !� '� �� � � � � . Então, cada " 2 ( satisfaz a propriedade: " mantém todos os

cubinhos de centro em seus cubículos.

Se " � � " � 2 � são tais que mantêm todos os cubinhos de centro em seus cubículos, então,

" � � " � , certamente, mantém todos os cubinhos de centro em seus cubículos. Uma vez que

� = h( i .

3.3 Grupo Simétrico

Considere

x � �� � � � � � � � ? � ! �� � � � � � � � ? �

uma função bijetiva, onde x (Œ) representa a imagem de Œ.

Exemplo 3.14 Considere

x � �� � � � � � �� ! �� � � � � � ��

de�nida por

x ( � ) = � � x ( � ) = � � x ( � ) = � � x ( � ) = � �

Temos que x é uma bijeção.

De�nição 3.15 O grupo simétrico é o conjunto das bijeções de �� � � � � � � � ? � em �� � � � � � � � ? � ,

com a operação de composição. A notação para este grupo é ( ? . Os elementos de ( ? são

chamados de permutações.

Exemplo 3.16 Seja ( � , considere x� y 2 ( � .
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De�nimos as permutações x e y usando a notação de ciclos:

x = ( � � � ) � y = ( � � � )

Signi�ca que:

ˆ x ( � ) = � , x ( � ) = � , x ( � ) = � ,

ˆ y ( � ) = � , y ( � ) = � , y ( � ) = � .

Veri�camos que x e y são de ordem � , pois:

x � = id � y � = id

Agora, vamos calcular a composição x � y :

(x � y )( � ) = x (y ( � )) = x ( � ) = � �

(x � y )( � ) = x (y ( � )) = x ( � ) = � �

(x � y )( � ) = x (y ( � )) = x ( � ) = � �

Assim:

x � y = id �

Portanto, a composição x � y é a identidade em ( � .

3.4 Ciclos disjuntos

Vamos mostrar uma forma mais compacta de escrever os elementos do grupo simétrico.

Usaremos um exemplo para facilitar o entendimento deste processo.

Exemplo 3.17 Considere a permutação x 2 ( �� de�nida por:

x ( � ) = �� � x ( � ) = � � x ( � ) = � �

x ( � ) = � � x ( � ) = � � x ( � ) = � �

x ( � ) = �� � x ( � ) = � � x ( � ) = � �

x ( �� ) = �� � x ( �� ) = � � x ( �� ) = � �
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Para representar a ação da permutação x , adotaremos a notação Œ7! ; para indicar que

x (Œ) = ;.

� 7! �� � � 7! � � � 7! � �

� 7! � � � 7! � � � 7! � �

� 7! �� � � 7! � � � 7! � �

�� 7! �� � �� 7! � � �� 7! � �

A permutação pode ser expressa em forma de ciclos disjuntos como:

x = ( � �� � )( � � �� �� � � � )( � � ) �

De�nição 3.18 Um ciclo é uma permutação x 2 ( ? que envia um subconjunto de elementos

� Œ� � Œ� � � � � � Œ< � de forma cíclica, isto é:

x (Œ� ) = Œ� � x (Œ� ) = Œ� � � � � � x (Œ<� � ) = Œ< � x (Œ<) = Œ� �

e tal que x (;) = ; para todo ; < � Œ� � � � � � Œ< � , ou seja, esses elementos permanecem �xos.

3.5 Cubo Mágico e con�guração

Podemos escrever cada movimento do Cubo mágico usando uma notação suavemente

modi�cada. Vamos descrever o que acontece com cada cubinho orientado, ou seja, queremos

descrever para onde cada cubinho se move e para onde cada face do cubinho se move. Por

exemplo, se “expandíssemos” o cubo e mostrássemos a face voltada para baixo, obteríamos

a Figura 3.1 .

Figura 3.1: Face inferior. Fonte: próprio autor.

Se girarmos esta face no sentido �� � , ou seja, aplicassemos o movimento D, então a face

voltada para baixo mostrará a con�guração, representada na Figura 3.2 .

Assim, � (5•š) = 5šC. De fato, o cubinho dlf agora reside no cubículo dfr (com a face d

do cubinho residindo na face d do cubículo, a face l do cubinho residindo na face f do cubí-

culo, e a face f do cubinho residindo na face r do cubículo). Da mesma forma, � (5šC) = 5C3,
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Figura 3.2: Face inferior após o movimento D. Fonte: próprio autor.

� (5C3) = 53• e � (53•) = 5•š � Se �zermos a mesma coisa para os cubinhos de borda, encon-

tramos � = ( 5•š5šC5C353•)( 5š5C535•). Perceba que essa decomposição criaram dois ciclos. O

primeiro ciclo nos mostra que os cubinhos de canto movem-se para cubículos de canto e os

de borda movem-se para os cubículos de borda.

As con�gurações do Cubo Mágico são de�nidas por quatro parâmetros:

ˆ as posições dos cubinhos de canto:

são descritas por um elemento x 2 ( � , ou seja, o elemento de ( � que move os cubinhos

de canto para as novas posições;

ˆ as posições dos cubinhos borda:

são descritas por um elemento y 2 ( �� ;

ˆ as orientações dos cubinhos canto;

ˆ as orientações dos cubinhos borda.

Vamos analisar o terceiro e quarto parâmetros.

Cada cubinho de canto tem três possíveis orientações, e numeremos estas orientações

com 0, 1 e 2. Vamos explicar o que esses números signi�cam. Considere o seu Cubo Mágico

na posição inicial. Escrevemos um número sobre uma face de cada cubículo de canto, como

segue.

1 na face u do cubículo u�

2 na face u do cubículo urf

3 na face u do cubículo ubr

4 na face u do cubículo ulb

5 na face d do cubículo dbl
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6 na face d do cubículo dlf

7 na face d do cubículo dfr

8 na face d do cubículo drb

Cada cubículo de canto agora tem exatamente uma face numerada. Cada cubinho de canto,

portanto, tem uma face que se encontra em uma face numerada do cubículo. Rotule essa

face do cubinho com 0. Siga no cubinho no sentido horário, rotule a próxima face com o 1 e,

em seguida, rotule a face com 2. Consideramos na con�guração inicial do cubo a seguinte

convenção: a face da direita (r) é a azul; a esquerda (l) é a verde; a superior (u) é a amarela;

a inferior (d) branca; a frontal (f), laranja e a posterior (b), vermelha.

Exemplo 3.19 Vamos olhar diretamente para a face inferior e se “projetarmos” o cubo vere-

mos as faces dos cubinhos dispostas conforme Figura 3.3 .

Figura 3.3: Face inferior, numeração dos cubículos e os rótulos dos cubinhos. Fonte: próprio autor.

Considere que, neste contexto, cada face de cada cubo de canto encontra-se identi�cada

por um número. Dada uma con�guração arbitrária do cubo mágico, a orientação dos cu-

bos de canto é descrita da seguinte forma: para cada Œ2 �� � � � � � � � �� , determina-se a face

do cubículo associada ao índice Œ; denotamos por ‘ Œo número inscrito na face do cubo de

canto que ocupa essa posição. Dessa maneira, a orientação completa dos cubos de canto é

representada pela 8-upla ( ‘ � � ‘ � � � � � � ‘ � ).

Exemplo 3.20 Veja como �cam os ‘ Œdepois que aplicamos o movimento R para um cubo na

con�guração inicial, conforme Figura 3.4 .

Figura 3.4: Face direita, numeração dos cubículos e os rótulos dos cubinhos. Fonte: próprio autor.
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Vejamos agora após uma rotação de 90 º da face direita do cubo, sua organização é apre-

sentada na Figura 3.5 .

Figura 3.5: Face direita rotacionada e os rótulos dos cubinhos. Fonte: próprio autor.

Note que os cubinhos na face esquerda não são afetados por R, assim ‘ � = � ,‘ � = � ,

‘ � = � e ‘ � = � . Por outro lado, temos ‘ � = � , ‘ � = � , ‘ � = � e ‘ � = � . Assim,

‘ = ( � � � � � � � � � � � � � � � ) .

Agora, adotamos a seguinte nomenclatura para os cubinhos de borda. Primeiramente,

procede-se ao rotulamento dos cubículos de borda da seguinte maneira. Escreva:

1 na face u do cubículo ub

2 na face u do cubículo ur

3 na face u do cubículo uf

4 na face u do cubículo ul

5 na face b do cubículo lb

6 na face b do cubículo rb

7 na face f do cubículo rf

8 na face f do cubículo lf

9 na face d do cubículo db

10 na face d do cubículo dr

11 na face d do cubículo df

12 na face d do cubículo dl

UFU-IME-PROFMAT 28



Cada cubinho de borda, agora, tem uma face situada em uma face numerada do cubículo;

rotule essa face do cubinho com o 0 e rotule a outra face do cubinho com o 1. Em seguida,

seja JŒo número da face do cubinho na face numerada i do cubículo.

Qualquer con�guração do cubo mágico pode ser descrita por x 2 ( � , y 2 ( �� , ‘ 2 (Z � ) � e

J 2 (Z � ) �� .

Vamos representar esta notação para o cubo com a ajuda de dois cubos: um marcado

com números e outro com as letras que correspondem às faces. Para maior entendimento,

consulte as Figuras 3.6 , 3.7 , 3.8 , 3.9 , 3.10 e 3.11 .

Dessa maneira, adotaremos essa estrutura como padrão para todas as próximas repre-

sentações, de�nida assim como a con�guração inicial.

Todas as vezes que quisermos indicar a localização dos cubículos, tomaremos essa con�-

guração inicial como referência.

Figura 3.6: Face de cima. Fonte: próprio autor. Figura 3.7: Face de baixo. Fonte: próprio autor.

Figura 3.8: Face de trás. Fonte: próprio autor. Figura 3.9: Face da frente. Fonte: próprio autor.
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Figura 3.10: Face da direita. Fonte: próprio au-
tor.

Figura 3.11: Face da esquerda. Fonte: próprio
autor.

Exemplo 3.21 Vamos assumir que o cubo está na con�guração inicial. Seja (x� y� ‘� J ) a

con�guração do cubo depois de realizarmos o movimento [ �� ' ] , que é de�nido por �'� 0' 0.

Agora vamos identi�car x , y , ‘ e J para essa movimentação.

ˆ Façamos o movimento D, que pode ser observado nas Figuras 3.12 , 3.13 e 3.14 .

Figura 3.12: Movimento D left front.
Fonte: próprio autor.

Figura 3.13: Movimento D right back.
Fonte: próprio autor.

Figura 3.14: Movimento D down.
Fonte: próprio autor.
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ˆ Em seguida vamos fazer o movimento R, con�gurando o movimento DR, conforme as

Figuras 3.15 , 3.16 , 3.17 e 3.18 .

Figura 3.15: Movimento DR left front.
Fonte: próprio autor.

Figura 3.16: Movimento DR right back.
Fonte: próprio autor.

Figura 3.17: Movimento DR down.
Fonte: próprio autor.

Figura 3.18: Movimento DR up. Fonte:
próprio autor.

ˆ A próxima etapa será executar o movimento � 0. Assim, teremos o movimento �'� 0,

ilustrados nas Figuras 3.19 , 3.20 , 3.21 e 3.22 .

Figura 3.19: Movimento �'� 0 left
front. Fonte: próprio
autor.

Figura 3.20: Movimento �'� 0 right
back. Fonte: próprio
autor.
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Figura 3.21: Movimento �'� 0 down.
Fonte: próprio autor.

Figura 3.22: Movimento �'� 0 up.
Fonte: próprio autor.

ˆ A última etapa será executar o movimento ' 0. Assim, teremos o movimento �'� 0' 0,

visualizados nas Figuras 3.23 , 3.24 , 3.25 e 3.26 .

Figura 3.23: Movimento �'� 0' 0 left
front. Fonte: próprio
autor.

Figura 3.24: Movimento �'� 0' 0 right
back. Fonte: próprio au-
tor.

Figura 3.25: Movimento �'� 0' 0 down.
Fonte: próprio autor.

Figura 3.26: Movimento �'� 0' 0 up.
Fonte: próprio autor.

Comparando as con�gurações após o movimento [DR] e as imagens a partir da con�gu-

ração inicial, podemos concluir que no movimento �'� 0' 0 temos:

x = ( 5C3 3CŽ)( 5š • 5šC) e y = ( 5š 5C 3C)�

Neste exemplo, pensamos em x como uma bijeção do conjunto de 8 cubinhos de canto não
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orientados para o conjunto de 8 cubículos de canto não orientados. Assim, para encontrar x ,

precisamos veri�car qual é o efeito de [ �� ' ] sobre as posições dos cubinhos de canto.

Note que [ �� ' ] altera as posições dos cubinhos 5š • e 5šC, e também modi�ca as posições

de 5C3 e 3CŽ. Portanto,

x = ( 5C3 3CŽ)( 5š • 5šC)�

Da mesma forma, [ �� ' ] movimenta o cubinho 5š para o cubículo 5C, o cubinho 5C para o

cubículo 3C e o cubinho 3C para o cubículo 5š. Portanto,

y = ( 5š 5C 3C)�

Estabelecemos ‘ Œcomo o número da face do cubinho na face Œdo cubículo.

Na posição inicial, todas as faces numeradas dos cubículos têm faces dos cubinhos nume-

radas com � . Note que o movimento [ �� ' ] não afeta os cubinhos Žš •, ŽCš, Ž•3 e 53•, portanto

‘ � = ‘ � = ‘ � = ‘ � = � .

Agora, para encontrar ‘ � , queremos veri�car qual face do cubinho está presente na face

Ž do cubículo ŽC3. No cubículo ŽC3 está o cubinho 3C5, o que determina que ‘ � = � . Do

mesmo modo, temos ‘ � = � , ‘ � = � e ‘ � = � . Assim, a 8-upla ‘ é dada por:

‘ = ( � � � � � � � � � � � � � � � ) �

Para determinar J , consideramos que se trata de uma �� -upla (J � � � � � � J �� ), em que cada

JŒrepresenta o número da face presente no cubículo de borda Œ. Sabendo que o movimento

[ �� ' ] afeta apenas os cubinhos 5š, 5C e 3C, conclui-se imediatamente que apenas J �� , J �� e

J � poderiam assumir valores diferentes de zero.

Contudo, como o movimento [ �� ' ] posiciona a face 3 do cubículo 3Cna face 5 do cubículo

5š, temos J �� = � . De maneira análoga, J �� e J � também são nulos. Portanto,

J = ( � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ) �

3.6 Análise dos movimentos utilizados no método de camadas

O Cubo Mágico, também conhecido como Cubo de Rubik, é um dos quebra-cabeças tri-

dimensionais mais populares do mundo. Resolver o cubo pode parecer uma tarefa complexa

à primeira vista, mas com o método certo, qualquer pessoa pode aprender. Um dos méto-

dos mais utilizados por iniciantes é o método de camadas, também chamado de método em
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camadas ou layer-by-layer.

O método de camadas consiste em resolver o cubo mágico uma camada de cada vez,

partindo da base (geralmente a face branca), passando pela camada do meio e, por �m, re-

solvendo a camada superior (geralmente a face amarela). Esse método é dividido em etapas

claras e lógicas, facilitando o aprendizado gradual.

Antes de detalhar o método, é importante determinar quais mudanças são provocadas

na con�guração do cubo pelos movimentos empregados. Para isso, serão associadas as 4-

uplas (x� y� ‘� J ) a cada uma das operações propostas, a �m de examinar as transformações

decorrentes e veri�car as alterações em relação à con�guração inicial do cubo resolvido.

Para determinar, vamos usar a con�guraçao inicial como referência como na �gura 3.27 .

Figura 3.27: Con�guração Inicial. Fonte: próprio autor.

*'* 0' 0

Note nesse caso que,

x = ( šC5 šŽC) ( ŽC3 •Ž3)� y = ( ŽC šC Ž3)� ‘ = ( � � � � � � � � ) � J = ( � � � � � � � � � � � � ) �

Ao �nal do movimento, vemos que:
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Figura 3.28: Movimento [U,R] up.
Fonte: próprio autor.

Figura 3.29: Movimento [U,R] down.
Fonte: próprio autor.

Figura 3.30: Movimento [UR] front left.
Fonte: próprio autor.

Figura 3.31: Movimento [UR] right
back. Fonte: próprio
autor.

ˆ o cubinho de canto urf ocupa o cubículo frd ;

ˆ o cubinho de canto frd ocupa o cubículo fur , caracterizando assim o ciclo (šC5 šŽC) na

decomposição x ;

ˆ o cubinho de canto ubl ocupa o cubículo urb ;

ˆ o cubinho de canto urb ocupa o cubículo lub , caracterizando o ciclo (ŽC3 •Ž3) na decom-

posição x .

Temos também,

ˆ o cubinho de borda ur ocupa o cubículo fr ;

ˆ o cubinho de borda fr ocupa o cubículo ub ;

ˆ o cubinho de borda ub ocupa o cubículo ur ; caracterizando assim o ciclo (ŽCšCŽ3) na

decomposição y.
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Obtemos ‘ = ( � � � � � � � � ) . De fato, vemos que nas faces Ž e 5 somente houve alteração

em ‘ � , ‘ � e ‘ � . Agora, a face numerada dos cubinhos que coincide com as faces numeradas

dos cubículos são ‘ � = ‘ � = ‘ � = � .

Por �m, J = ( � � � � � � � � � � � � ) . As Figuras 3.28 , 3.29 , 3.30 e 3.31 nos mostram que,

nas faces Ž, š, 3 e 5, todas as faces dos cubinhos de borda que coincidem com as faces

numeradas dos cubículos são numeradas com zero.

* 0! 0*!

O movimento * 0! 0*! afeta as peças nas faces superiores e laterais, promovendo uma

troca de cantos e arestas especí�cas. As mudanças podem ser descritas através dos ciclos:

x = ( š5• š •Ž) ( Ž•3 CŽ3), y = ( Ž3 Ž• š •), ‘ = ( � � � � � � � � ) , J = ( � � � � � � � � � � � � )

Figura 3.32: Movimento * 0! 0*! front
left. Fonte: próprio autor.

Figura 3.33: Movimento * 0! 0*! right
back. Fonte: próprio au-
tor.

Figura 3.34: Movimento * 0! 0*! up.
Fonte: próprio autor.

Figura 3.35: Movimento * 0! 0*! down.
Fonte: próprio autor.

Ao �nal do movimento, vemos que:

ˆ o cubinho de canto u� ocupa o cubículo fdl ;
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ˆ o cubinho de canto fdl ocupa o cubículo �u , caracterizando assim o ciclo (š5• š •Ž) na

decomposição x ;

ˆ o cubinho de canto ubr ocupa o cubículo ulb ;

ˆ o cubinho de canto ulb ocupa o cubículo rub , caracterizando o ciclo (Ž•3 CŽ3) na decom-

posição x .

Temos também,

ˆ o cubinho de borda ub ocupa o cubículo ul ;

ˆ o cubinho de borda ul ocupa o cubículo � ;

ˆ o cubinho de borda � ocupa o cubículo ub ; caracterizando assim o ciclo (Ž3Ž•š •) na de-

composição y.

Temos ‘ = ( � � � � � � � � ) . De fato, vemos que nas faces Ž e 5 somente houve alteração

em ‘ � , ‘ � e ‘ � . Agora, a face numerada dos cubinhos que coincide com as faces numeradas

dos cubículos são ‘ � = ‘ � = ‘ � = � .

Por �m, J = ( � � � � � � � � � � � � ) . As Figuras 3.32 , 3.33 , 3.34 e 3.35 nos mostram que,

nas faces Ž, š, 3 e 5, todas as faces dos cubinhos de borda que coincidem com as faces

numeradas dos cubículos são numeradas com zero.

'*' 0* 0

O movimento '*' 0* 0 afeta as peças nas faces superiores e laterais, promovendo uma

troca de cantos e arestas especí�cas. As mudanças podem ser descritas através dos ciclos:

x = ( ŽCš C5š) ( Ž3C Ž•3), y = ( Ž3 šC ŽC), ‘ = ( � � � � � � � � ) , J =

( � � � � � � � � � � � � )

Ao �nal do movimento, vemos que:

ˆ o cubinho de canto urf ocupa o cubículo rdf ;

ˆ o cubinho de canto rdf ocupa o cubículo rfu , caracterizando assim o ciclo (ŽCš C5š) na

decomposição x ;

ˆ o cubinho de canto ubr ocupa o cubículo ulb ;
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Figura 3.36: Movimento '*' 0* 0 front
left. Fonte: próprio autor.

Figura 3.37: Movimento '*' 0* 0 right
back. Fonte: próprio au-
tor.

Figura 3.38: Movimento '*' 0* 0 up.
Fonte: próprio autor.

Figura 3.39: Movimento '*' 0* 0 down.
Fonte: próprio autor.

ˆ o cubinho de canto ulb ocupa o cubículo rub , caracterizando o ciclo (Ž•3 CŽ3) na decom-

posição x .

Temos também,

ˆ o cubinho de borda ub ocupa o cubículo fr ;

ˆ o cubinho de borda fr ocupa o cubículo ur ;

ˆ o cubinho de borda ur ocupa o cubículo ub ; caracterizando assim o ciclo (Ž3šCŽC) na

decomposição y.

Temos ‘ = ( � � � � � � � � ) . De fato, vemos que nas faces Ž e 5 somente houve alteração

em ‘ � , ‘ � e ‘ � . Agora, a face numerada dos cubinhos que coincide com as faces numeradas

dos cubículos são ‘ � = ‘ � = ‘ � = � .

Por �m, J = ( � � � � � � � � � � � � ) .
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Nas �guras 3.36 , 3.37 , 3.38 e 3.39 , vemos que nas faces Ž, š, 3 e 5, todas as faces dos

cubinhos de borda que coincidem com as faces numeradas dos cubículos são numeradas com

zero.

! 0* 0!*

O movimento ! 0* 0!* afeta as peças nas faces superiores, inferiores e laterais, promo-

vendo uma troca de cantos e arestas especí�cas. As mudanças podem ser descritas através

dos ciclos:

x = ( Žš • •š5) ( Ž3C •3Ž), y = ( Ž3 š • Ž•), ‘ = ( � � � � � � � � ) , J = ( � � � � � � � � � � � � )

Figura 3.40: Movimento ! 0* 0!* front
left. Fonte: próprio autor.

Figura 3.41: Movimento ! 0* 0!* right
back. Fonte: próprio au-
tor.

Figura 3.42: Movimento ! 0* 0!* up.
Fonte: próprio autor.

Figura 3.43: Movimento ! 0* 0!* down.
Fonte: próprio autor.

Ao �nal do movimento, vemos que:

ˆ o cubinho de canto u� ocupa o cubículo lfd ;
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ˆ o cubinho de canto lfd ocupa o cubículo luf , caracterizando assim o ciclo (Žš • •š5) na

decomposição x ;

ˆ o cubinho de canto ubr ocupa o cubículo lbu ;

ˆ o cubinho de canto lbu ocupa o cubículo bru , caracterizando o ciclo (Ž3C •3Ž) na decom-

posição x .

Temos também,

ˆ o cubinho de borda ub ocupa o cubículo � ;

ˆ o cubinho de borda � ocupa o cubículo ul ;

ˆ o cubinho de borda ul ocupa o cubículo ub ; caracterizando assim o ciclo (Ž3š •Ž•) na de-

composição y.

Temos ‘ = ( � � � � � � � � ) . De fato, vemos que nas faces Ž e 5 somente houve alteração

em ‘ � , ‘ � e ‘ � . Agora, a face numerada dos cubinhos que coincide com as faces numeradas

dos cubículos são ‘ � = ‘ � = ‘ � = � .

Por �m, J = ( � � � � � � � � � � � � ) .

Nas faces Ž, š, 3 e 5, todas as faces dos cubinhos de borda que coincidem com as faces

numeradas dos cubículos são numeradas com zero, podendo ser visualizadas nas Figuras

3.40 , 3.41 , 3.42 e 3.43 .

�*'* 0' 0� 0

O movimento �*'* 0' 0� 0 afeta as peças nas faces superiores, promovendo uma troca de

cantos e peças de bordas especí�cas. As mudanças podem ser descritas através dos ciclos:

x = ( Žš • •š5) ( Ž3C •3Ž), y = ( Ž3 š • Ž•), ‘ = ( � � � � � � � � ) , J = ( � � � � � � � � � � � � )

Ao �nal do movimento, vemos que:

ˆ o cubinho de canto u� ocupa o cubículo urf ;

ˆ o cubinho de canto urf ocupa o cubículo luf , caracterizando assim o ciclo (Žš • ŽCš) na

decomposição x ;

ˆ o cubinho de canto ubr ocupa o cubículo lbu ;
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Figura 3.44: Movimento �*'* 0' 0� 0

front left. Fonte: próprio
autor.

Figura 3.45: Movimento �*'* 0' 0� 0

right back. Fonte: próprio
autor.

Figura 3.46: Movimento �*'* 0' 0� 0up.
Fonte: próprio autor.

Figura 3.47: Movimento �*'* 0' 0� 0

down. Fonte: próprio
autor.

ˆ o cubinho de canto lbu ocupa o cubículo bru , caracterizando o ciclo (Ž3C •3Ž) na decom-

posição x .

Temos também,

ˆ o cubinho de borda ub ocupa o cubículo ur ;

ˆ o cubinho de borda ur ocupa o cubículo fu ;

ˆ o cubinho de borda fu ocupa o cubículo ub ; caracterizando assim o ciclo (Ž3š •Ž•) na

decomposição y.

Temos ‘ = ( � � � � � � � � ) . De fato, vemos que nas faces Ž e 5 somente houve alteração

em ‘ � e ‘ � . Agora, a face numerada dos cubinhos que coincide com as faces numeradas dos

cubículos são ‘ � = �� ‘ � = � .

Por �m, J = ( � � � � � � � � � � � � ) .
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Nas faces Ž, š, 3 e 5, somente houve alteração em J � e J � , conforme Figuras 3.44 , 3.45 ,

3.46 e 3.47 . Agora a face numerada dos cubinhos que coincide com as faces numeradas dos

cubículos são J � = J � = � .
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de número 03 está na prova da OBMEP 2022 - Nível 2 - questão 16. A segunda e a terceira

perguntas buscam investigar as seguintes habilidades:

(EF06MA25) - Resolver problemas que envolvam a organização, o armazenamento e o

empilhamento de objetos com formas de cubo ou paralelepípedo;

(EF07MA22) - Explorar e aplicar simetrias e transformações geométricas em sólidos, in-

cluindo cubos e outros prismas;

(EF07MA23) - Generalizar fórmulas e padrões para resolver problemas envolvendo sólidos

geométricos e suas propriedades.

A quarta pergunta encontra-se na prova da OBMEP 2024 - Nível 2 - questão 09, e visa

diagnosticar o conhecimento em três habilidades:

(EF06MA25) - Resolver problemas que envolvam a organização, o armazenamento e o

empilhamento de objetos com formas de cubo ou paralelepípedo;

(EF07MA22) - Explorar e aplicar simetrias e transformações geométricas em sólidos, in-

cluindo cubos e outros prismas;

(EF07MA23) - Generalizar fórmulas e padrões para resolver problemas envolvendo sólidos

geométricos e suas propriedades.

Figura 4.1: Atividade diagnóstico. Fonte: próprio autor

A quinta pergunta tem como referência a prova da OBMEP 2024 - Nível 1- questão 14. É
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para veri�car a habilidade:

(EF09MA20) - Resolver problemas envolvendo contagem por meio do princípio fundamen-

tal da contagem;

A última questão é da Olimpíada Carioca 2021 - Nível 3, exercício 2. Utilizada para inves-

tigar as habilidades:

(EF06MA26) - Interpretar e construir representações tridimensionais e bidimensionais de

sólidos geométricos, compreendendo suas diferentes vistas;

(EF07MA23) - Generalizar fórmulas e padrões para resolver problemas envolvendo sólidos

geométricos e suas propriedades.

4.2 Aplicação da o�cina sobre o Cubo Mágico

A o�cina de Cubo Mágico foi realizada ao longo do mês de novembro com duas turmas do

9º ano, em média 10 aulas em cada turma e utilizando o método de camadas para a resolução

do quebra-cabeça. Esse método consiste em oito etapas sequenciais e interdependentes,

exigindo que os alunos avancem de forma estruturada para alcançar a solução completa do

cubo.

A o�cina de cubo mágico foi realizada ao longo do mês de novembro de 2024, com dura-

ção de 10 aulas de 50 minutos cada. O ponto de partida para despertar o interesse dos alunos

foi a exibição do documentário Magos do Cubo, disponível na Net�ix, que serviu como inspi-

ração e motivação inicial. O objetivo principal foi ensinar a resolução do cubo mágico pelo

método de camadas, proporcionando não apenas o aprendizado da técnica, mas também o

desenvolvimento de raciocínio lógico, paciência e colaboração entre os participantes.

Durante a o�cina, os alunos contaram com uma apostila criada especialmente para acom-

panhar cada etapa do método, servindo como guia de estudos e prática. Além disso, o

professor utilizou o projetor para explicar as sequências de movimentos, o que ajudou na

visualização coletiva e deixou o processo mais claro.

Na primeira aula, foi feita a apresentação do cubo mágico, com a explicação de suas

peças e principais movimentos. A segunda aula focou na resolução da primeira e segunda

etapas, junto ao treino dos movimentos básicos. Já a terceira e a quarta aulas foram voltadas

para a prática da terceira etapa, considerada uma das mais difíceis por envolver diferentes

casos de posicionamento das peças de canto. A compreensão dessa fase foi fundamental

para que os alunos conseguissem seguir adiante com mais con�ança e �uidez.
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Na quinta aula, os estudantes trabalharam a quarta e quinta etapas. A sexta aula foi

dedicada ao reforço do que já havia sido aprendido, além da introdução da sexta etapa, cor-

respondente à formação da camada amarela. Nas sétima e oitava aulas, foi apresentada uma

nova movimentação que possibilitou a �nalização da sétima etapa e, em seguida, a última

etapa do método. Nessa fase, alguns alunos que demonstraram maior facilidade já conse-

guiam concluir a resolução completa e passaram a apoiar os colegas que ainda encontravam

di�culdades em etapas anteriores.

As aulas nona e décima foram dedicadas à revisão de todo o processo de resolução, com

ênfase em apoiar os estudantes que ainda apresentavam di�culdades em etapas especí�cas.

Nesse momento, a participação ativa dos alunos que já dominavam as oito etapas foi essen-

cial, pois, ao auxiliarem seus colegas, contribuíram não apenas para o avanço coletivo, mas

também para o fortalecimento do espírito de cooperação e da aprendizagem colaborativa

dentro do grupo.

A aplicação da o�cina evidenciou que o aprendizado do cubo mágico pelo método de ca-

madas pode ser trabalhado de forma gradual e colaborativa, estimulando tanto o raciocínio

lógico quanto o trabalho em equipe. O engajamento dos alunos, especialmente quando pas-

saram a apoiar uns aos outros, foi um dos pontos altos do processo, con�rmando o potencial

pedagógico da atividade.

Dessa forma, a atividade proporcionou um aprendizado progressivo, estimulando o racio-

cínio lógico e a persistência dos participantes conforme Figura 4.2 .

O uso de materiais concretos no ensino de Matemática é um recurso essencial para a

construção do pensamento matemático, especialmente nos anos �nais do Ensino Fundamen-

tal, conforme destaca a Base Nacional Comum Curricular (BNCC, [ 1]):

O Ensino Fundamental deve ter compromisso com o desenvolvi-

mento do letramento matemático, de�nido como as competências

e habilidades de raciocinar, representar, comunicar e argumentar

matematicamente, de modo a favorecer o estabelecimento de con-

jecturas, a formulação e a resolução de problemas em uma vari-

edade de contextos, utilizando conceitos, procedimentos, fatos e

ferramentas matemáticas.

A aprendizagem matemática deve ser baseada na exploração de diferentes representa-

ções e estratégias, promovendo a experimentação prática e a resolução de problemas. No

estudo de sólidos geométricos, a manipulação de objetos tridimensionais, como o cubo má-

gico, desempenha um papel fundamental no desenvolvimento da visão espacial dos alunos.
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Essa abordagem não apenas facilita a compreensão de conceitos geométricos, mas tam-

bém torna o aprendizado mais dinâmico e signi�cativo, possibilitando a aplicação dos conhe-

cimentos em situações reais. Dessa forma, a BNCC reforça a importância do uso de materiais

concretos como um meio e�caz para fortalecer a aprendizagem e estimular o raciocínio lógico

dos estudantes.

Figura 4.2: Etapas da O�cina. Fonte: Próprio autor.

4.3 Avaliação Final e Resultados

Após a conclusão da o�cina, em 09 de dezembro de 2024, foi aplicada uma avaliação �nal

conforme Figura 4.3 , abrangendo as mesmas habilidades avaliadas na avaliação diagnóstica

e mantendo o mesmo número das questões. O objetivo era veri�car possíveis avanços no

aprendizado dos alunos ao longo do processo.

A primeira questão foi retirada da OBMEP 2013 - Nível 1 - questão 16, veri�cando a habi-

lidade:

(EF06MA25) - Resolver problemas que envolvam a organização, o armazenamento e o
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empilhamento de objetos com formas de cubo ou paralelepípedo.

O exercício 2 encontra-se na prova da OBMEP 2014 - Nível 1 - questão 16, e o exercício

3 foi retirado da OBMEP 2012 - Nível 2 - questão 14. As perguntas de número 2 e 3 buscam

diagnosticar o conhecimento em três habilidades:

(EF06MA25) - Resolver problemas que envolvam a organização, o armazenamento e o

empilhamento de objetos com formas de cubo ou paralelepípedo;

(EF07MA22) - Explorar e aplicar simetrias e transformações geométricas em sólidos, in-

cluindo cubos e outros prismas;

(EF07MA23) - Generalizar fórmulas e padrões para resolver problemas envolvendo sólidos

geométricos e suas propriedades.

A quarta questão pode ser encontrada na prova da OBMEP 2012 - Nível 1 - questão 08 e

contempla as seguintes habilidades:

(EF07MA21) - Construir plani�cações de sólidos geométricos, como cubos e outros pris-

mas, e reconhecer diferentes plani�cações do mesmo sólido;

(EF06MA26) - Interpretar e construir representações tridimensionais e bidimensionais de

sólidos geométricos, compreendendo suas diferentes vistas.

A quinta pergunta tem como referência a prova da OBMEP 2013 - Nível 2- questão 16. A

questão é para veri�car a habilidade:

(EF09MA20) - Resolver problemas envolvendo contagem por meio do princípio fundamen-

tal da contagem.

A referência da última questão é OBMEP 2015 - Nível 1, exercício 8. É para investigar as

habilidades:

(EF06MA26) - Interpretar e construir representações tridimensionais e bidimensionais de

sólidos geométricos, compreendendo suas diferentes vistas;

(EF07MA23) - Generalizar fórmulas e padrões para resolver problemas envolvendo sólidos

geométricos e suas propriedades.
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Figura 4.3: Avaliação Final. Fonte: próprio autor

A avaliação diagnóstica realizada forneceu dados relevantes sobre o desempenho dos

alunos em diferentes habilidades. Os resultados indicam que, após a aplicação da interven-

ção por meio da o�cina do cubo mágico, houve uma melhora em algumas das habilidades

avaliadas, conforme Figuras 4.4 , 4.5 e 4.6 .

Essa evolução demonstra a e�cácia da estratégia adotada, alinhando-se às competências

previstas na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e evidenciando o impacto positivo da

metodologia na aprendizagem dos estudantes.

A análise dos resultados da avaliação diagnóstica revelou que a primeira questão, relaci-

onada à habilidade EF06MA25, apresentou um índice de acerto de apenas 32%, evidenciando

di�culdades dos alunos na compreensão dos conceitos fundamentais dessa competência. No

entanto, após a intervenção pedagógica, observou-se uma evolução signi�cativa, com a taxa

de acerto aumentando para 46% na avaliação �nal. Esse avanço sugere que a estratégia

adotada contribuiu para a melhoria do aprendizado, embora ainda seja necessário um apro-

fundamento maior para consolidar essa habilidade de forma mais efetiva.

Os resultados da avaliação diagnóstica inicial indicaram um baixo desempenho nas habi-

lidades EF09MA20, EF06MA26 e EF07MA23, com uma taxa de acerto de 25% para a primeira

e 40% para as duas últimas, que foram avaliadas em uma mesma questão. No entanto, após

a realização da o�cina, observou-se uma melhora signi�cativa, com um aumento para 31%

na habilidade EF09MA20 e para 50% nas habilidades EF06MA26 e EF07MA23. Esses dados
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demonstram o impacto positivo da intervenção, evidenciando avanços na assimilação dos

conteúdos e reforçando a importância de estratégias didáticas que favoreçam a aprendiza-

gem dos alunos.

As habilidades EF06MA25, EF07MA22 e EF07MA23 apresentaram, na avaliação diagnós-

tica, um percentual médio de acertos de 50% em duas questões. No entanto, na avaliação

�nal, após a intervenção, não foi observada uma elevação signi�cativa nesse índice. Esse re-

sultado pode estar associado ao grau de complexidade das habilidades avaliadas, ao tempo

disponível para as atividades desenvolvidas e à defasagem de aprendizagem acumulada pe-

los alunos, especialmente devido à ausência de aulas de geometria em anos anteriores, con-

sequência das interrupções causadas pela pandemia. Esses fatores evidenciam a necessidade

de um acompanhamento contínuo para fortalecer o aprendizado nessas áreas.

Figura 4.4: Perguntas 1 e 2. Fonte: Próprio autor.
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Figura 4.5: Perguntas 3 e 4. Fonte: Próprio autor.
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Figura 4.6: Perguntas 5 e 6. Fonte: Próprio autor.
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Figura A.1: Movimento U. Fonte: próprio autor

Figura A.2: Movimento R. Fonte: próprio autor

DOWN ( � ): Face de baixo giro de 90 º sentido horário (Figura A.6 ).

Todos os movimentos acima quando adicionado um apóstrofo junto a sua sigla como por

exemplo * 0,' 0 ,! 0 signi�ca que vamos executar o movimento U no sentido anti-horário o mo-

vimento de direita no sentido anti-horário e o movimento de esquerda anti-horário, respecti-

vamente. Veja as Figuras A.7 , A.8 , A.9 , A.10 , A.11 e A.12 .
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Figura A.3: Movimento L. Fonte: próprio autor.

Figura A.4: Movimento B. Fonte: próprio autor.

Figura A.5: Movimento F. Fonte: próprio autor.

Figura A.6: Movimento D. Fonte: próprio autor.

Figura A.7: Movimento ' 0. Fonte: próprio autor.
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Figura A.8: Movimento * 0. Fonte: próprio autor.

Figura A.9: Movimento ! 0. Fonte: próprio autor.

Figura A.10: Movimento � 0. Fonte: próprio autor.

Figura A.11: Movimento � 0. Fonte: próprio autor.

Figura A.12: Movimento � 0. Fonte: próprio autor.
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A.2 Reconhecendo as Peças do Cubo Mágico

São 6 peças de centro, 12 peças de meio e 8 peças de quina, como evidenciado nas

Figuras A.13 , A.14 e A.15 .

Repare que no cubo mágico são 6 cores e que as cores branca e amarela são opostas

assim como vermelho e laranja e por �m azul e verde.

Figura A.13: Peças de Centro. Fonte: próprio autor.

Figura A.14: Peças de Meio. Fonte: próprio autor.

Figura A.15: Peças de Quina. Fonte: próprio autor.

A.3 Movimentos Utilizados

Nas �guras A.16 , A.17 , A.18 e A.19 , apresentamos os movimentos necessários para o

método.
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Figura A.16: Movimento URU'R'. Fonte: próprio autor.

Figura A.17: Movimento RUR'U'. Fonte: próprio autor.

Figura A.18: Movimento U'L'UL. Fonte: próprio autor.

Figura A.19: Movimento L'U'LU. Fonte: próprio autor.
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A.4 Método de camadas

A.4.1 Primeiro passo:

FORMAR UMA FLOR BRANCA DE CENTRO AMARELO.

Esta etapa requer uma intuição do aluno para concluí-la. Mas como dica temos que obser-

var onde as peças de meio da cor branca estão localizadas para poder levá-la para o objetivo

da Figura A.20 .

Figura A.20: Flor Branca. Fonte: próprio autor.

A.4.2 Segundo passo:

FORMAR UMA FLOR BRANCA COM CENTRO BRANCO.

Depois de concluir a etapa 1, é importante observar qual cor acompanha a peça branca

e veri�car se essa cor está na mesma face do centro correspondente. Veja as Figuras A.21 e

A.22 .

Figura A.21: Flor Branca Alinhamento. Fonte: próprio autor.

1. Quando está alinhado conforme a Figura A.21 , a “pétala” branca e vermelha está ali-

nhada com o centro vermelho. Assim, realizamos o movimento � � (FRONT por 2x).

2. Caso esteja, com a “pétala” branca e azul alinhada com o centro verde conforme Figura
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Figura A.22: Flor Branca com centro branco �nalizada. Fonte: próprio autor.

A.21 , precisamos inicialmente alinhar a cor azul com o centro azul. Para isso, fazemos o

movimento * até alinhar, e depois procedemos conforme no passo 1.

Ao �nal desta etapa, o cubo �cará conforme a con�guração da Figura A.22 .

A.4.3 Terceiro passo:

POSICIONAR AS QUINAS BRANCAS.

Mantenha a face branca voltada para baixo e vamos dividir em três possibilidades:

I) QUINA NA FACE LATERAL DO CENTRO AMARELO:

Figura A.23: Quina Lateral direita. Fonte: próprio autor.

Conforme a Figura A.23 é importante alinhar a cor que acompanha a peça branca, nesse

exemplo a cor verde com o centro da mesma cor, e assim executar o movimento URU'R'.

Observe que a peça branca foi para a sua posição correta.

É importante alinhar a cor que acompanha a peça branca, nesse exemplo a cor azul,

com o centro da mesma cor e depois executar o movimento U'L'UL. Observe que a cor que
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Figura A.24: Quina Lateral esquerda. Fonte: próprio autor.

acompanha a peça branca já se encontra alinhada na Figura A.24 .

II) QUINA NA FACE FRONTAL EM BAIXO:

Figura A.25: Quina Branca na face frontal embaixo. Fonte: próprio autor.

Faça o movimento URU'R' uma vez para que a peça branca possa ir para a face lateral do

amarelo, conforme Figura A.25 . Repita o caso (I) para que a peça branca possa ir para a façe

de baixo na sua posição correta.

III) QUINA NA FACE DE CIMA JUNTO COM CENTRO AMARELO (Figura A.26 ):

Repita o movimento URU'R' por duas vezes para a peça branca ir para face lateral do

amarelo e em seguida faça conforme visto em (I).

Ao �nal desta etapa o cubo terá a con�guração ilustrada na Figura A.27 .
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Figura A.26: Quina branca em cima do centro amarelo. Fonte: próprio autor.

Figura A.27: Primeria camada �nalizada. Fonte: próprio autor.

A.4.4 Quarto passo:

RESOLVER A CAMADA DO MEIO.

Procure uma peça de meio que não possui a cor amarela e a cor da face da frente você

deve acertar com a cor do centro correspondente, veja a Figura A.28 .

Figura A.28: Con�gurações da segunda camada. Fonte: próprio autor.

Observe na peça de cima qual é a sua cor, para localizar o centro correspondente a sua

cor para executar um dos movimentos abaixo:

1- Centro correspondente estiver na esquerda: (U' L' U L ) em seguida uma quina branca
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sai de sua posição e faça ( U R U' R')

2- Centro correspondente estiver na direita : ( U R U' R') em seguida uma quina branca

sai de sua posição e faça (U' L' U L )

Observação A.1 Pode ocorrer de a peça de meio estar com as cores alternadas em sua

posição onde ela deve �car, quando isso ocorrer faça o movimento ( U R U' R') ou ( U' L' U L)

que a peça irá para camada de cima e junto com ela uma peça brança sai de sua posição,

assim repetimos um dos movimentos acima para voltar a peça branca para o seu lugar e

desta forma o procedimento é análogo ao 1 ou 2, visualizado na Figura A.29 .

Figura A.29: Peças de meio com cores alternadas. Fonte: próprio autor.

A.4.5 Quinto passo:

FORMAR UMA CRUZ AMARELA.

Para essa etapa devemos realizar a seguinte movimentação: F U R U' R' F' (Figura A.30 ).

Figura A.30: Movimento FURU'R'F'. Fonte: próprio autor.

Observe que para esta etapa precisará realizar essa movimentação por até 3 vezes, isso

dependerá da con�guração ao iniciar esta etapa, como pode ser visualizado na Figura A.31 .

UFU-IME-PROFMAT 64



Figura A.31: Con�gurações para inicio da movimentação. Fonte: próprio autor.

Ao �nal da etapa cinco, o cubo �cará com a con�guração da Figura A.32 .

Figura A.32: Fim da etapa cinco. Fonte: próprio autor.

A.4.6 Sexto passo:

FINALIZAR A FACE AMARELA.

Para essa etapa deixaremos a face amarela voltada para baixo e iremos �xar uma peça de

QUINA inferior direita onde contenha amarelo em uma das duas opções que não acompanha

o centro amarelo, ou seja, o amarelo esteja na posição errada. E iremos executar o movi-

mento U R U' R' em até 4 vezes. Para cada peça de QUINA que não esteja com o amarelo

na face de baixo, repetimos a etapa anterior, fazemos o movimento D para que a peça se

mova para o canto direito para assim executar a movimentação. Repita esse procedimento

até que todas as peças de quina que contenha uma cor amarela esteja na posição correta,

como na Figura A.33 .

UFU-IME-PROFMAT 65



Figura A.33: Sexta etapa. Fonte: próprio autor.

A.4.7 Sétimo passo:

ARRUMAR as Quinas (Cantos).

Caso tenha o que denominamos de faróis (Figura A.34 ), vire o cubo de cabeça para baixo

de modo que os faróis �quem para trás na parte inferior e repita a seguinte sequência:

Figura A.34: Sétima etapa. Fonte: próprio autor.

(U R U' R') D � ( R U R' U') D (U R U' R') D (R U R' U')

Figura A.35: Nenhuma Quina na posição correta. Fonte: próprio autor.
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Figura A.36: Apenas vire o cubo de cabeça para baixo. Fonte: próprio autor.

Caso não tenha nenhum farol, apenas deixe a face amarela voltada para baixo e repita

o movimento acima por duas vezes , para melhor entendimento visualize as Figuras A.35 e

A.36 .

A.4.8 Oitavo passo:

ARRUMAR OS MEIOS.

Está etapa observemos se já existe o que chamamos de barra, observe na Figura A.37 :

Caso tenha repita os seguintes passos:

Figura A.37: Uma barra completa. Fonte: próprio autor.

( R U R' U') ( L' U' L U ) (U R U' R') (U' L' U L)

Quando o cubo se apresentar conforme a Figura A.38 devemos repetir o movimento acima

uma vez, formando a barra. Depois, repetir o procedimento mais uma vez, para �nalizarmos

a conclusão do cubo.
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Figura A.38: Todas as quinas �nalizadas. Fonte: próprio autor.

Ao �nal desta etapa chegaremos a conclusão da montagem do cubo mágico (Figura A.39 ).

Figura A.39: Cubo �nalizado. Fonte: próprio autor.

A.5 Vídeos sobre o Método de Camadas

Para um melhor entendimento, assista aos vídeos tutoriais listados na tabela abaixo. A

primeira coluna indica o número da etapa e a segunda contém o link para o vídeo correspon-

dente.

Observação A.2 A “Etapa 0” é um vídeo introdutório que detalha os movimentos e as nota-

ções essenciais para a resolução do cubo mágico.

0 https://youtu.be/JPVU5JsN1Y4?si=6jkXZOOZJ6BJ1zyY

1 https://www.youtube.com/watch?v=Q6DKsSWfxJY

2 https://www.youtube.com/watch?si=LvQNpOd0ss8MiMCd&v=AloSGwYNXeM&feature=youtu.be

3 https://www.youtube.com/watch?v=iOFwz8 _XKzk

4 https://www.youtube.com/watch?si=0inVfyD3B6IDM _eQ&v=0UyoyMMOhZ8&feature=youtu.be

5 https://www.youtube.com/watch?si=chyzPwvzbC-ifLU-&v=i6NNTnnVcJg&feature=youtu.be

6 https://www.youtube.com/watch?v=KIKNWNa7X _E

7 https://www.youtube.com/watch?v=Otdou0jZG-g

8 https://www.youtube.com/watch?v=DQx6vrDi19o

UFU-IME-PROFMAT 68


	Introdução
	Um Estudo sobre Relações e Aplicações
	Relações e suas propriedades.
	Relações de Equivalência.
	Aplicações.

	O Cubo Mágico na perspectiva de Grupo
	Notação para o Cubo Mágico
	Grupo dos movimentos do cubo mágico

	Subgrupos, Geradores e Grupo Simétrico
	Subgrupos
	Geradores
	Grupo Simétrico
	Ciclos disjuntos
	Cubo Mágico e configuração
	Análise dos movimentos utilizados no método de camadas

	Atividades Relacionadas ao Cubo Mágico
	Avaliação Diagnóstica 
	Aplicação da oficina sobre o Cubo Mágico 
	Avaliação Final e Resultados 

	Referências Bibliográficas

