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CUNHA, S. G .O Conjunto dos Números Irracionais: fundamentos teóricos

e estratégias de ensino na Educação Básica. 2025. 87p. Dissertação de

Mestrado , Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia-MG.

Resumo

O ensino dos números irracionais representa um desafio recorrente na

Educação Básica, tanto pela sua natureza abstrata quanto pelas dificul-

dades que os estudantes apresentam em compreender suas aplicações

práticas. Esta dissertação tem como objetivo investigar os fundamentos

teóricos dos conjuntos numéricos, com ênfase no conjunto dos números

irracionais, e propor sequências didáticas que promovam uma aprendiza-

gem mais significativa e contextualizada desse conteúdo. O trabalho está

organizado em três capítulos. O primeiro apresenta um panorama con-

ceitual dos conjuntos numéricos — naturais, inteiros, racionais e reais. O

segundo aprofunda a discussão sobre os números irracionais, abordando

diferentes demonstrações de irracionalidade e sua relevância histórica. O

terceiro dedica-se ao desenvolvimento de sequências didáticas voltadas

ao Ensino Fundamental e Médio, contemplando: (i) a obtenção de irraci-

onais via Teorema de Pitágoras, (ii) a aproximação experimental de Â a

partir de objetos do cotidiano, e (iii) a introdução intuitiva do número e

por meio de situações de juros compostos. Parte das atividades foi apli-

cada em sala de aula, permitindo refletir sobre sua relevância, eficácia

pedagógica e possibilidades de replicação em diferentes contextos edu-

cacionais.

Palavras-chave: Conjuntos numéricos; Conjunto dos números irracio-

nais; Sequências didáticas; Ensino Fundamental e Médio.



CUNHA, S. G .The Set of Irrational Numbers: theoretical foundations and

teaching strategies in Basic Education. 2025. 87p. M. Sc. Dissertation ,

Federal University of Uberlândia, Uberlândia-MG.

Abstract

The teaching of irrational numbers represents a recurring challenge

in Basic Education, both due to their abstract nature and the difficulties

students face in understanding their practical applications. This disserta-

tion aims to investigate the theoretical foundations of number sets, with

emphasis on the set of irrational numbers, and to propose didactic se-

quences that foster a more meaningful and contextualized learning of this

content. The work is organized into three chapters. The first presents a

conceptual overview of number sets — natural, integer, rational, and real.

The second deepens the discussion on irrational numbers, addressing dif-

ferent demonstrations of irrationality and its historical relevance. The

third focuses on the development of didactic sequences aimed at Middle

and High School students, covering: (i) the derivation of irrationals th-

rough the Pythagorean Theorem, (ii) the experimental approximation of Â

using everyday objects, and (iii) the intuitive introduction of the number

e through compound interest situations. Part of the activities was imple-

mented in the classroom, enabling reflections on their relevance, pedago-

gical effectiveness, and possibilities for replication in different educational

contexts.

Keywords: Number Sets; The Set of Irrational Numbers; Didactic Se-

quences; Elementary and High School Education.
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Introdução

Uma pergunta frequentemente ouvida em salas de aula de Matemática é: “Quem

inventou a Matemática?” Essa questão conduz a reflexões sobre os primórdios dos

números e sua evolução ao longo da história. Mas, afinal, o que é um número?

Newton costumava afirmar: “Deus criou os números naturais; todo o resto é obra

do homem.” Contudo, essa definição, embora instigante, não é a mais adequada do

ponto de vista matemático. Outros estudiosos, como Elon Lages de Lima, definem:

“Números são entes abstratos, desenvolvidos pelo homem como modelos que per-

mitem contar e medir, portanto avaliar as diferentes quantidades de uma grandeza”

[17, Lima et al, 2012]. Em compêndios tradicionais, encontra-se ainda a seguinte

definição: “Número é o resultado da comparação entre uma grandeza e a unidade.

Se a grandeza é discreta, essa comparação chama-se contagem e o resultado é um

número inteiro; se a grandeza é contínua, a comparação chama-se medição e o resul-

tado é um número real.” Apesar de não ser suficiente para fundamentar demonstra-

ções rigorosas, tal definição cumpre um importante papel didático ao oferecer uma

noção das aplicações e da finalidade dos números.

O surgimento dos números acompanha a própria história da humanidade. Re-

gistros arqueológicos indicam que, há cerca de 20.000 anos, nossos ancestrais já

utilizavam marcas em ossos, como na famosa fíbula de um babuíno, para registrar

quantidades, denotando a consciência do conceito de número. Antropólogos obser-

varam, em sociedades de pastores, práticas que associavam pedras a animais de

um rebanho para controlar entradas e saídas — evidenciando a intuição do contar e

medir [14, Schmandt-Besserat, 1996].

Com o avanço das primeiras civilizações, como a dos sumérios, o processo de

contagem tornou-se mais sofisticado. Schmandt-Besserat [14, 1996], destaca que

os sumérios utilizaram inicialmente tokens de argila — cones para “um” e esferas

UFU-IME-PROFMAT 1



para “dez” — que evoluíram para sinais cuneiformes, permitindo registrar numerais

abstratos. Esse avanço representou um marco fundamental no desenvolvimento da

escrita e da Matemática, ao viabilizar registros econômicos e administrativos. No

Egito, o desenvolvimento do sistema de medidas, como o cúbito, foi fundamental

para erguer monumentos grandiosos e organizar a agricultura às margens do Nilo.

Conforme Boyer e Merzbach [1, 2012], os egípcios já empregavam sistemas padro-

nizados de medida e cálculos geométricos aplicados à engenharia e à agricultura,

o que evidencia uma matemática fortemente prática e aplicada às necessidades do

cotidiano.

Mais tarde, o sistema de numeração romano predominou no Ocidente durante sé-

culos, mas mostrou limitações práticas, especialmente para cálculos complexos. O

grande salto veio com o sistema indo-arábico, difundido pelos árabes, que trouxe a

notação posicional e o conceito do zero. Esse sistema revolucionou a Matemática,

possibilitando cálculos mais eficientes e representações mais compactas. Conforme

Ifrah [9, 1997], a introdução do zero e da notação posicional não apenas simplificou

as operações aritméticas, mas também abriu caminho para o desenvolvimento da ál-

gebra. Boyer e Merzbach [1, 2012], observam que a difusão desse sistema na Europa

medieval foi decisiva para o florescimento científico do Renascimento, consolidando-o

como a base da Matemática moderna.

A evolução histórica do conceito de número, desde os primeiros registros em ossos

e pedras até a consolidação do sistema indo-arábico, permite compreender que a

Matemática é fruto de um longo processo de abstração e formalização. Segundo

Ifrah [9, 1997], em um primeiro momento, os números eram utilizados apenas para

contar e medir, com o tempo passaram a ser organizados em sistemas cada vez

mais abrangentes, capazes de responder a novas demandas culturais, comerciais e

científicas. Essa trajetória culmina na estruturação dos conjuntos numéricos, que hoje

compõem a base da Matemática escolar e acadêmica.

Os números naturais, por exemplo, representam a forma mais primitiva e intuitiva

de quantificação, ligada ao ato de contar objetos concretos, como faziam os povos

pastores ao associar pedras a animais do rebanho. Posteriormente, a necessidade

de lidar com situações envolvendo ausência, perdas ou dívidas levou à criação dos

números inteiros, ampliando as possibilidades de representação. Com o desenvolvi-

mento do comércio e das trocas, surgiram os números racionais, capazes de expres-
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sar frações e divisões que os sistemas anteriores não contemplavam.

Entretanto, a busca por medir grandezas contínuas, como segmentos de reta ou

áreas, revelou a insuficiência dos racionais, conduzindo à descoberta dos números

irracionais — um marco que se relaciona com problemas clássicos da Grécia Antiga,

como a diagonal do quadrado. Finalmente, a união de racionais e irracionais resultou

no conjunto dos números reais, que fornece um modelo matemático para descre-

ver tanto grandezas discretas quanto contínuas. Assim, do ponto de vista teórico,

os conjuntos numéricos constituem uma síntese desse percurso histórico e cultural,

transformando práticas de contagem e medição em estruturas abstratas de grande

poder explicativo e aplicabilidade.

Diante desse panorama, esta dissertação tem como objetivo desenvolver um es-

tudo teórico sobre os conjuntos numéricos — naturais, inteiros, racionais e reais —

com ênfase especial nos números irracionais, subconjunto fundamental dos reais que,

apesar de sua importância, ainda apresenta desafios significativos no ensino e na

aprendizagem escolar. Busca-se compreender sua relevância histórica, conceitual e

matemática, destacando os caminhos que levaram à sua formalização. Paralelamente

à investigação teórica, a pesquisa propõe a elaboração e a análise de sequências di-

dáticas que visam motivar e facilitar o entendimento dos alunos acerca dos números

irracionais, promovendo a construção de significados para além da mera manipula-

ção algébrica. Parte dessas sequências foi desenvolvida e aplicada em sala de aula

pelo próprio autor, permitindo uma reflexão crítica sobre sua eficácia e contribuindo

para o aprimoramento de práticas pedagógicas voltadas ao ensino desse tema.

A estrutura do trabalho organiza-se da seguinte forma:

O Capítulo 1 apresenta uma revisão teórica dos conjuntos numéricos — naturais,

inteiros, racionais e reais — com o intuito de resgatar suas principais propriedades

e relações. Inicialmente, abordam-se os números naturais, ligados à ideia de conta-

gem. Em seguida, discute-se a ampliação para os inteiros, necessária para lidar com

situações de perdas e dívidas. Posteriormente, analisam-se os números racionais,

que surgem da necessidade de expressar divisões e frações. Por fim, trata-se dos nú-

meros reais, resultado da reunião entre racionais e irracionais, fornecendo ummodelo

mais abrangente para descrever grandezas contínuas. Essa revisão oferece a base

conceitual indispensável para a compreensão dos temas que serão aprofundados nos

capítulos seguintes.
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No Capítulo 2 aprofundamos a discussão sobre os números irracionais, destacando

sua relevância conceitual no desenvolvimento da Matemática. Inicialmente, serão

apresentadas algumas de suas propriedades fundamentais, bem como a ideia de infi-

nitude desse conjunto. Em seguida, serão expostas demonstrações da irracionalidade

de alguns exemplos notáveis: a raiz quadrada de números primos, que revela a im-

possibilidade de representar certas medidas como razão de inteiros; o número e, fun-

damental para a análise matemática e para o estudo de fenômenos de crescimento;

e o número Â, intimamente ligado à geometria e à compreensão das circunferências.

Ao longo do capítulo, também serão discutidos aspectos históricos desses números,

estabelecendo a base teórica necessária para as sequências didáticas que compõem

a parte aplicada deste trabalho.

O Capítulo 3 é destinado à apresentação das três sequências didáticas que cons-

tituem o produto educacional desenvolvido nesta dissertação. A primeira, Obtendo

números irracionais a partir do Teorema de Pitágoras, introduz os números irracionais

de forma contextualizada, a partir de um resultado clássico da geometria, favore-

cendo a construção do conceito em situações significativas. A segunda, O cálculo do

valor aproximado de Â utilizando objetos do cotidiano, propõe atividades práticas que

relacionam a Matemática ao universo dos estudantes, possibilitando uma compreen-

são mais concreta e intuitiva do significado de Â. A terceira, Uma abordagem mais

prática para o ensino do número de Euler, apresenta estratégias que aproximam o

conceito de e da realidade escolar, explorando aplicações ligadas a situações de ju-

ros compostos. Além da elaboração das propostas, o autor aplicou em sala de aula as

duas primeiras sequências, cujos resultados são analisados no capítulo, possibilitando

reflexões sobre a eficácia das atividades e suas contribuições para a aprendizagem

dos números irracionais.
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CAPÍTULO 1

Conjuntos Numéricos: dos naturais

aos reais

Neste capítulo, revisamos os conjuntos numéricos - naturais, inteiros, racionais e

reais - com o objetivo de proporcionar uma compreensão clara de sua estrutura bá-

sica. Essa retomada servirá como apoio para a leitura e entendimento dos resultados

apresentados nos capítulos seguintes.

As principais referências bibliográficas para este capítulo são: [4, Domingues,

1991], [8, Iezzi; Murakami, 1985] e [12, Niven, 1984].

1.1 O Conjunto dos Números Naturais

Ao longo da evolução humana, com o desenvolvimento dos sistemas de conta-

gem, o homem criou linguagens que auxiliavam no registro de quantidades (um,

dois, três, quatro...). Isso evidencia que os números naturais já estavam presentes

desde os primórdios. Mesmo as tribos mais rudimentares possuíam formas básicas de

contagem, frequentemente limitadas a um, dois e muitos. Esse padrão também era

observado entre os povos indígenas do Brasil e deixou vestígios em diversas línguas.

No inglês, por exemplo, a palavra thrice significa três vezes, mas também pode ter

o sentido de muito ou extremamente. Já no francês, no italiano e até no alemão, há

traços semelhantes, porém relacionados ao número quatro, como na palavra alemã

viel, que significa muito.
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Conjuntos Numéricos: dos naturais aos reais

No entanto, foi um matemático italiano quem formulou, em meados do século

XX, a descrição mais precisa do conjunto dos números naturais. Giuseppe Peano,

com grande rigor, utilizou o conceito de sucessor para definir esses números.

Os Axiomas de Peano constituem a base para toda a teoria envolvendo envol-

vendo números naturais. Eles são:

(P1) O número 1 é um número natural.

(P2) Se  é um número natural, então  tem um único sucessor que também é um

número natural.

(P3) O número 1 não é sucessor de nenhum número natural.

(P4) Dois números naturais que tem sucessores iguais são, eles próprios, iguais.

(P5) Se uma coleção S de números naturais contém o número 1 e, também, o suces-

sor de todo elemento de S, então S é o conjunto de todos os números naturais.

Notações: Usaremos  + 1 para indicar o sucessor de  e N para denotar o con-

junto dos números naturais.

Suponhamos que seja conhecido o conjunto dos números naturais:

N = {1,2,3,4,5, . . .}

e as operações de adição (, b) ↦→  + b e de multiplicação (, b) ↦→  · b.

As operações de adição e multiplicação definidas no conjuntos dos números natu-

rais satisfazem as seguintes propriedades:

1. A adição e a multiplicação são bem definidas, ou seja, para todos , b, ′, b′ ∈ N,
 = ′ e b = b′ implicam que  + b = ′ + b′ e  · b = ′ · b′.

2. A adição e a multiplicação são comutativas, isto é, para todos , b ∈ N,  + b =

b +  e  · b = b · .

3. A adição e a multiplicação são associativas, ou seja, para todos , b, c ∈ N, ( +

b) + c =  + (b + c) e ( · b) · c =  · (b · c).

4. A multiplicação possui elemento neutro 1. Assim, para todo  ∈ N,  · 1 = .
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5. A multiplicação é distributiva em relação à adição, isto é, para todos , b, c ∈
N,  · (b + c) =  · b +  · c.

6. Tricotomia: dados , b ∈ N, uma, e apenas uma, das seguintes condições é veri-

ficada: ()  = b, () ∃ c ∈ N;b =  + c, ou () ∃ c ∈ N; = b + c.

Definição 1.1 Dizemos que  é menor que b, simbolizado por  < b, toda vez que

a condição () do item 6 das propriedades listadas acima é satisfeita.

Observação 1.2 1. A condição () do item 6 das propriedades básicas equivale

a afirmar que b < . Assim, a tricotomia nos diz que, dados , b ∈ N, uma, e

somente uma, das seguintes condições é verificada: ()  = b, ()  < b, ou ()

b < .

2. Utilizaremos a notação b > , que se lê b émaior que , para representar  < b.

Além das propriedades apresentadas, é possível demonstrar outras propriedades

fundamentais no conjunto dos números naturais.

1. Para quaisquer , b, c ∈ N,  < b e b < c, tem-se que  < c.

De fato, por hipótese, temos que  < b e b < c. Assim, existem d, ƒ ∈ N tais que

b =  + d e c = b + ƒ . Daí, c = b + ƒ = ( + d) + ƒ =  + (d + ƒ ). Como d + ƒ ∈ N,

segue que  < c.

2. Para todos , b, c ∈ N, tem-se que:  < b ⇐⇒  + c < b + c. De fato:

(=⇒)  < b =⇒ ∃ d ∈ N tal que  + d = b
+c
=⇒ ∃ d ∈ N tal que ( + d) + c =

b + c =⇒ ∃ d ∈ N tal que ( + c) + d = b + c =⇒  + c < b + c.

(⇐=) Suponha que  + c < b + c. Pela tricotomia, temos três possibilidades:

()  = b =⇒  + c = b + c, o que é falso.

() b <  =⇒ b+c < +c (pela primeira parte da demonstração), o que também

é falso.

()  < b pois esta é a única possibilidade que resta.

3. Para quaisquer , b, c ∈ N, tem-se que:  < b ⇐⇒ c < bc. De fato:

(=⇒)  < b =⇒ ∃ d ∈ N tal que  + d = b
×c
=⇒ ∃ d ∈ N tal que ( + d)c = bc =⇒

∃ d ∈ N tal que c + dc = bc
dc∈N
=⇒ c < bc.

UFU-IME-PROFMAT 7



Conjuntos Numéricos: dos naturais aos reais

(⇐=) Suponha que c < bc. Pela tricotomia, temos três possibilidades:

()  = b =⇒ c = bc, o que é falso.

() b <  =⇒ bc < c (pela primeira parte da demonstração), o que também é

falso.

()  < b pois esta é a única possibilidade que resta.

4. Para todos , b, c ∈ N, tem-se que:  = b ⇐⇒  + c = b + c. De fato:

(=⇒)  = b =⇒  + c = b + c (é consequência da propriedade básica (1)).

(⇐=) Suponha que  + c = b + c. Temos três possibilidades a considerar:

()  < b =⇒  + c < b + c (pelo item 6), o que é um absurdo.

() b <  =⇒ b + c <  + c (pelo item 6), o que é uma contradição.

()  = b. Esta é a única possibilidade válida.

5. Para todos , b, c ∈ N, tem-se que:  = b ⇐⇒ c = bc. De fato:

(=⇒)  = b =⇒ c = bc (é consequência da propriedade básica (1)).

(⇐=) Suponha que c = bc. Temos três possibilidades a considerar:

()  < b =⇒ c < bc (pelo item 7), o que é falso.

() b <  =⇒ bc < c (pelo item 7), o que também é falso.

()  = b. Esta é a única possibilidade válida.

Definição 1.3 Dados dois números naturais  e b com  f b, sabemos que existe

um número natural c tal que b =  + c. Neste caso, definimos o número b menos ,

denotado por b − , como sendo o número c. Em símbolos,

b −  = c.

Dizemos que c é o resultado da subtração de  de b.

Observação 1.4 1. Da definição anterior, temos que

c = b −  ⇐⇒ b =  + c.

2. Em N, nem sempre existe a subtração de dois números. Existe b −  somente

quando  f b.
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3. Para todos , b ∈ N, tais que  f b, temos que (b− ) +  = b pois (b− ) = b− .

Antes de introduzirmos os Princípios de Indução Matemática, retomemos o con-

ceito de número primo, que aparecerá pela primeira vez no Exemplo 1.6.

Definição 1.5 Dizemos que um número natural p é primo quando seus únicos divi-

sores naturais são 1 e o próprio p.

Para demonstrar propriedades que valem para todos os números naturais, utiliza-

se um poderoso método de prova chamado Princípio da Indução Matemática, o qual

permite validar generalizações por meio de uma verificação inicial e de um processo

lógico de encadeamento.

Princípio de Indução Matemática: Dado um subconjunto S de N tal que 1 ∈ S e

sempre que um número n ∈ S, o número n + 1 também pertence a S, tem-se que

S = N.

Suponha que seja dada uma sentença matemática P(n) que dependa de uma

variável natural n, a qual se torna verdadeira ou falsa quando substituímos n por um

número natural dado qualquer.

Exemplo 1.6 1. P(n) : 1 + 3 + 5 + . . . + (2n − 1) = n2.

Neste caso, P(1), P(2), P(3), . . . , P(10) são verdadeiras. Após algumas tentativas

você se convencerá que esta fórmula tem grandes chances de ser verdadeira

para todo número natural n, ou seja, P(n) é verdadeira para todo n ∈ N. Prova-

remos ela mais adiante.

2. P(n) : n2 − n + 41 é um número primo, para todo n ∈ N.

É fácil verificar que P(1), P(2) e P(3) são verdadeiras. Com algum trabalho po-

demos verificar que P(4), P(5), . . . , P(39), P(40) também são verdadeiras. Mas,

observe que P(41) : 412 − 41 + 41 = 412 não é um número primo. Logo, a

sentença P(n) não é verdadeira, para todo n ∈ N.

Observação 1.7 O próximo resultado nos dá um método para mostrar que uma

dada sentença definida sobre N é sempre verdadeira.
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Teorema 1.8 (1º Princípio de Indução Matemática) Seja P(n) uma sentença

aberta sobre N. Suponha que:

(1) P(1) é verdadeira; e

(2) qualquer que seja n ∈ N, sempre que P(n) é verdadeira, segue que P(n + 1) é

verdadeira.

Então, P(n) é verdadeira, para todo n ∈ N.

Demonstração. Seja P(n) uma sentença aberta sobre N. Considere V = {n ∈ N| P(n)
é verdadeira}. Para provar que P(n) é verdadeira para todo n ∈ N, basta mostrar que

V = N. É claro que V ¢ N. Vamos mostrar que V = N usando o Princípio de indução

matemática. Temos que:

(i) 1 ∈ V pois P(1) é verdadeira (por (1)).

(ii) n ∈ V =⇒ P(n) é verdadeira
(2)
=⇒ P(n + 1) é verdadeira =⇒ n + 1 ∈ V.

Logo, V = N. ■

Exemplo 1.9 1. Vamos mostrar, por indução, que 12 + 22 + 32 + . . . + n2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
, para todo n ∈ N. Seja P(n) : 12 + 22 + 32 + . . . + n2 =

n(n + 1)(2n + 1)

6
. Temos que:

(i) P(1) : 12 =
1 · 2 · 3

6
=⇒ P(1) é verdadeira.

(ii) Suponha que P(n) seja verdadeira, ou seja, 12 + 22 + 32 + . . . + n2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
(hipótese de indução: HI).

Provemos que P(n + 1) é verdadeira, isto é, mostremos que vale 12 + 22 +

32 + . . . + n2 + (n + 1)2 =
(n + 1)(n + 2)(2n + 3)

6
. Observe que,
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12 + 22 + 32 + . . . + n2 + (n + 1)2
H
=
n(n + 1)(2n + 1)

6
+ (n + 1)2

=
n(n + 1)(2n + 1) + 6(n + 1)2

6

=
(n + 1)(2n2 + n + 6n + 6)

6

=
(n + 1)(2n2 + 7n + 6)

6

=
(n + 1)(n + 2)(2n + 3)

6
.

Logo, P(n + 1) é verdadeira.

Portanto, P(n) é verdadeira para todo n ∈ N.

2. Vamos mostrar que é verdadeira, para todo n ∈ N, a fórmula:

P(n) :
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . . +

1

n(n + 1)
=

n

n + 1
.

Temos que:

(i) P(1) :
1

1 · 2
=
1

2
=⇒ P(1) é verdadeira.

(ii) Suponha que P(n) é verdadeira, ou seja,
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

n(n + 1)
=

n

n + 1
(HI).

Mostremos que P(n + 1) é verdadeira, ou seja, provemos que vale
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . . +

1

n(n + 1)
+

1

(n + 1)(n + 2)
=
n + 1

n + 2
. Note que,

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . . +

1

n(n + 1)
+

1

(n + 1)(n + 2)

H..
=

n

n + 1
+

1

(n + 1)(n + 2)

=
n(n + 2) + 1

(n + 1)(n + 2)

=
n2 + 2n + 1

(n + 1)(n + 2)

=
(n + 1)2

(n + 1)(n + 2)

=
n + 1

n + 2
.
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Assim, P(n + 1) é verdadeira.

Logo, P(n) é verdadeira, para todo n ∈ N.

Observação 1.10 Pode ocorrer que uma determinada propriedade seja válida para

todos os naturais a partir de um determinado valor , mas não necessariamente para

valores menores do que . Por exemplo, a propriedade 2n > n2 só é válida para

todo n g 5, pois para n = 2, n = 3 e n = 4 a propriedade é falsa já que 22 = 4 = 22,

23 = 8 < 9 = 32 e 24 = 16 = 42.

Teorema 1.11 (2º Princípio de Indução Matemática) Sejam P(n) uma sentença

aberta sobre N e  ∈ N. Suponha que

(1) P() é verdadeira, e

(2) qualquer que seja n ∈ N, com n g , sempre que P(n) é verdadeira, segue-se

que P(n + 1) é verdadeira.

Então, P(n) é verdadeira, todo número natural n g .

Demonstração. Defina o conjunto S = {m ∈ N| P(m +  − 1) é verdadeira}.

Provemos que S = N. Para isto, utilizaremos o Princípio de indução matemática.

(i) 1 ∈ S pois P(1 +  − 1) = P() é verdadeira.

(ii) Suponhamos que m ∈ S, ou seja, P(m +  − 1) é verdadeira. Por (2), temos que

P(m +  − 1 + 1) = P((m + 1) +  − 1) é verdadeira. Logo, m + 1 ∈ S.

Portanto, pelo Princípio de Indução Matemática, S = N.

Assim, para todo m ∈ N, P(m +  − 1) é verdadeira. Fazendo n =m +  − 1, temos

que

m g 1 ⇐⇒ m +  − 1 g 1 +  − 1
n=m+−1
⇐⇒ n g .

Logo, P(n) é verdadeira, para todo n g . ■
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Exemplo 1.12 Vamos mostrar que a sentença P(n) : 2n > n2, para todo n g 5, é

verdadeira. Observe que,

(i) P(5) : 25 = 32 > 25 = 52 =⇒ P(5) é verdadeira.

(ii) Suponhamos que, para n g 5, P(n) seja verdadeira, ou seja, 2n > n2, para n g 5

(HI). Mostremos que P(n+1) é verdadeira, ou seja, provemos que 2n+1 > (n+1)2.

Temos que

2n+1 = 2n · 2
H..
> 2n2 = n2 + n2

1

> n2 + 2n + 1 = (n + 1)2.

Logo, P(n + 1) é verdadeira.

Assim, P(n) é verdadeira, para todo n g 5.

Teorema 1.13 (Princípio do menor número natural) Todo subconjunto não va-

zio de N possui um menor elemento.

Demonstração. [4, Domingues, 1991, p.85]. ■

Teorema 1.14 (Princípio de Indução Completo) Sejam  ∈ N e P(n) uma sen-

tença aberta. Suponha que:

(1) P() é verdadeira, e

(2) qualquer que seja n g , se P() é verdadeira, para todo  f  f n, então P(n+ 1)

é verdadeira.

Então, P(n) é verdadeira, para todo n g .

Demonstração. Consideremos o conjunto V = {n ∈ N| n g  e P(n) é verdadeira}.

Provemos que W = {n ∈ N| n g } − V = ∅ (pois aí teríamos que V = {n ∈ N| n g
}).

Suponhamos, por absurdo, que W ≠ ∅. Como W ¢ N e W ≠ ∅, pelo Teorema 1.13,

W possui um menor elemento k.

1para n g 5, n2 > 2n + 1.
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Observe que,  ∉ W pois  ∈ V (por (1)). Logo, k =  + n > , para algum n ∈ N.

Assim,

, + 1, . . . , k− 1 ∉W =⇒ , + 1, . . . , k− 1 ∈ V =⇒ P(), P(+ 1), . . . , P(k− 1) são
verdadeiras

(2)
=⇒ P(k− 1+ 1) é verdadeira =⇒ P(k) é verdadeira =⇒ k ∈ V =⇒ k ∉W

(o que é um absurdo, pois k é o menor elemento de W.)

Logo, W = ∅ e daí, V = {n ∈ N| n g }.

Portanto, P(n) é verdadeira, para todo n g . ■

Exemplo 1.15 Vamos provar, usando o Teorema 1.14, que todo número natural

maior ou igual a 2 pode ser decomposto num produto de números primos. Temos

que:

(1) Para n = 2, temos a validade da sentença pois existe a decomposição trivial

igual a 2 para n = 2, já que 2 é um número primo.

(2) Hipótese de indução: Suponha que a afirmação seja verdadeira para n =

2,3,4, ..., k, ou seja, todo número natural n, 2 f n f k, pode ser decomposto num

produto de números primos.

Provemos que a sentença é verdadeira para n = k + 1.

• Se k + 1 é um número primo a decomposição é trivial já que k + 1 é, ele próprio,

um número primo.

• Suponha que k + 1 não é primo, então existem  e b em N tal que k + 1 =  · b
com  < k + 1 e b < k + 1. Pela hipótese de indução,  e b podem ser decompostos

num produto de números primos e como k+1 =  ·b então k+1 pode ser decomposto

num produto de números primos.

Portanto, todo número n ∈ N, n g 2, pode ser decomposto num produto de núme-

ros primos.

Observação 1.16 Não faremos a demonstração aqui, mas é importante destacar

que, além do fato de que todo número natural maior ou igual a 2 pode ser decom-

posto como um produto de números primos (vide Exemplo 1.15), essa decomposição

é única, desconsiderando-se a ordem dos fatores [13, Santos, 2009, p.9]. Este re-

sultado é conhecido como Teorema Fundamental da Aritmética e será utilizado na

demonstração de que
⎷
p, onde p é um número primo, é irracional (Teorema 2.5).
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1.2 O Conjunto dos Números Inteiros

Os números inteiros fazem parte de um longo processo de evolução matemá-

tica. Inicialmente, as civilizações antigas, como os egípcios e os babilônios, usavam

apenas os números naturais (1,2,3, . . .) para contar objetos e realizar comércio. O

conceito de zero e de números negativos ainda não existia.

O zero surgiu na Índia por volta do século V, com os matemáticos indianos como

Brahmagupta, que também começou a trabalhar com números negativos, principal-

mente para representar dívidas. Antes disso, as culturas ocidentais tinham dificul-

dade em aceitar valores negativos, por considerá-los “sem sentido" ou “inúteis", já

que não podiam representar quantidades físicas.

Com o tempo, especialmente na Idade Média, os matemáticos árabes ajudaram a

difundir o uso do zero e dos negativos para a Europa. No século XVII, com o avanço

da álgebra, os números inteiros (positivos, negativos e o zero) passaram a ser reco-

nhecidos como uma classe numérica legítima.

Hoje, os números inteiros são fundamentais na matemática, usados em diversas

áreas.

Em N, a diferença b −  entre dois números  e b só está definida quando  f b.

Assim, a fim de que a operação de subtração esteja bem definida em um conjunto

maior que N, gostaríamos de dar sentido a todas as expressões b − , onde , b ∈ N,
através de uma ampliação conveniente de N.

Num enfoque informal, os novos números, correspondentes às diferenças b − 
(b < ) são interpretados intuitivamente (como débitos, por exemplo) e agregados

a N. Como resultado dessa união surge o conjunto dos números inteiros. Como

temos que

0 − 1 = 1 − 2 = 2 − 3 = 3 − 4 = . . .

podemos indicar cada uma dessas diferenças por −1. De modo análogo, surgem

−2,−3,−4,−5, . . . Assim, o conjunto dos números inteiros, que será indicado por

Z, é:

{. . . ,−3,−2,−1,0,1,2,3, . . .}.
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Da maneira que construímos, N ¢ Z.

Observação 1.17 Em Z, distinguimos três subconjuntos notáveis:

() Z+ = {0,1,2,3,4,5, . . .} = N (conjunto dos inteiros não negativos);

() Z− = {. . . ,−4,−3,−2,−1,0} (conjunto dos inteiros não positivos);

() Z∗ = {. . . ,−4,−3,−2,−1,1,2,3,4, . . .} (conjunto dos inteiros não nulos).

Em Z, estão definidas as operações de adição e multiplicação, que apresentam as

seguintes propriedades:

1. (Associativa para a adição)  + (b + c) = ( + b) + c, para quaisquer , b, c ∈ Z.

2. (Comutativa para a adição)  + b = b + , para todos , b ∈ Z.

3. (Elemento neutro da adição: 0)  + 0 = , para todo  ∈ Z.

4. (Simétrico ou oposto para a adição) Para todo  ∈ Z, existe − ∈ Z tal que

 + (−) = 0.

5. (Associativa para a multiplicação)  · (b · c) = ( · b) · c, para todos , b, c ∈ Z.

6. (Comutativa para a multiplicação)  · b = b · , para quaisquer , b ∈ Z.

7. (Elemento neutro da multiplicação: 1)  · 1 = , para todo  ∈ Z.

8. (Distributiva da multiplicação em relação à adição)  · (b + c) =  · b +  · c, para
quaisquer , b, c ∈ Z.

9. (Lei do cancelamento da multiplicação) Para todos , b ∈ Z tais que  · b = 0,

tem-se que  = 0 ou b = 0.

Definição 1.18 Dados , b ∈ Z, chama-se diferença entre  e b e indica-se por −b
o seguinte elemento de Z :  − b =  + (−b).

Definição 1.19 Sejam , b ∈ Z. Como −b ∈ Z, então a correspondência (, b) ↦→ −b
é uma operação em Z, à qual denominamos subtração de números inteiros.
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Observação 1.20 1. Para quaisquer , b ∈ Z,

( + b) + [(−) + (−b)] = [ + (−)] + [b + (−b)] = 0 + 0 = 0.

Logo, (−) + (−b) é o oposto de + b e assim, −(+ b) = (−) + (−b). Podemos

escrever simplesmente: −( + b) = − − b.

2. Se , b ∈ Z, então ( − b) + b = [ + (−b)] + b =  + [(−b) + b] =  + 0 = .

3. Considere a equação  + Ă = b, com , b ∈ Z. Então,

+Ă = b ⇐⇒ (−)+(+Ă) = (−)+b ⇐⇒ [(−)+]+Ă = (−)+b ⇐⇒ Ă = b−.

Logo, b −  é a única solução de  + Ă = b.

Além das propriedades de 1 a 9 já listadas, é possível demonstrar que o conjunto

dos números inteiros também satisfaz as seguintes propriedades:

1. Para quaisquer , b, c ∈ Z, se  + c = b + c, então  = b. Justificativa:

+c = b+c
+(−c)
=⇒ (+c)+(−c) = (b+c)+(−c) =⇒ +(c+(−c)) = b+(c+(−c)) =⇒

 + 0 = b + 0 =⇒  = b.

2. Para todos , b, c ∈ Z, tem-se que (b − c) = b − c e ( − b)c = c − bc. Justifi-
cativa:

(b − c) + c = [(b − c) + c] = b =⇒ (b − c) = b − c.

( − b)c + bc = [( − b) + b]c = c =⇒ ( − b)c = c − bc.

3. Para todo  ∈ Z,  · 0 = 0. Justificativa:

 · 0 =  · (0 − 0) =  · 0 −  · 0 = 0.

4. Para todos , b ∈ Z, (−b) = (−)b = −(b). Justificativa:

(−b) = [0 + (−b)] = (0 − b) =  · 0 − (b) = 0 − (b) = −(b);

(−)b = [0 + (−)]b = (0 − )b = 0 · b − (b) = 0 − (b) = −(b).

Logo, (−b) = −(b) = (−)b.

5. Para quaisquer , b ∈ Z, (−)(−b) = b. Justificativa:

Do item (4), segue que (−)(−b) = −[(−b)] e (−b) = −(b). Assim,

(−)(−b) = −[−(b)] = b.
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6. Sejam , b, c ∈ Z,  ≠ 0, tais que b = c. Então, b = c. Justificativa:

b = c =⇒ b+ [−(c)] = c+ [−(c)] =⇒ b− c = 0
(2)
=⇒ (b− c) = 0

≠0
=⇒

b − c = 0 =⇒ b = c.

Definição 1.21 Se , b ∈ Z, dizemos que  émenor que ou igual a b, e escrevemos

 f b, se b −  ∈ Z+ e, se b −  é estritamente positivo, ou seja, se b −  ∈ Z∗
+
, então

dizemos que  é menor que b (notação  < b).

Observação 1.22 Quando  f b podemos escrever, alternativamente, que b g  e

dizemos que b é maior que ou igual a , e para  < b a alternativa é b >  (b é maior

que ).

Agora veremos algumas propriedades dos números inteiros envolvendo relação

de ordem.

1. Para qualquer  ∈ Z,  f . Justificativa:

 −  = 0 ∈ Z+ =⇒  f .

2. Se  f b e b f , então  = b. Justificativa:

 f b e b f  =⇒ b−  ∈ Z+ e − b ∈ Z+ =⇒ b−  ∈ Z+ e b−  ∈ Z− =⇒ b−  ∈
Z+ ∩Z− = {0} =⇒ b −  = 0 =⇒  = b.

3. Se  f b e b f c, então  f c. Justificativa:

 f b e b f c =⇒ b −  ∈ Z+ e c − b ∈ Z+ =⇒ (b − ) + (c − b) ∈ Z+ =⇒ c −  ∈
Z+ =⇒  f c.

4. Para todos , b ∈ Z, tem-se que  f b ou b f . Justificativa:

Temos que b −  ∈ Z+ ou b −  ∈ Z− (ou equivalentemente,  − b ∈ Z+). Logo,

 f b ou b f .

5. Sejam , b, c ∈ Z. Se  f b, então  + c f b + c. Justificativa:

 f b =⇒ b −  ∈ Z+ =⇒ b −  = r, com r ∈ Z+ =⇒ b =  + r, com r ∈ Z+ =⇒
b + c =  + c + r, com r ∈ Z+ =⇒  + c f b + c.

6. Sejam , b, c, d ∈ Z. Se  f b e c f d, então  + c f b + d. Justificativa:

 f b e c f d =⇒ ∃ r, s ∈ Z+ tais que b = + r e d = c+ s =⇒ ∃ r, s ∈ Z+ tais que

b + d = ( + r) + (c + s) = ( + c) + (r + s)
r+s∈Z+
=⇒  + c f b + d.
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7. Sejam , b, c, d ∈ Z. Se  f b e c < d, então  + c < b + d.

Justificativa análoga à da propriedade anterior, basta trocar s ∈ Z+ por s ∈ Z∗
+
e

r + s ∈ Z+ por r + s ∈ Z∗
+
.

8. (Regras de Sinais) Sejam , b ∈ Z. Valem as seguintes regras de sinais:

()  > 0 e b > 0 =⇒ b > 0.

()  < 0 e b < 0 =⇒ b > 0.

()  < 0 e b > 0 =⇒ b < 0.

Justificativa:

()  < 0 e b < 0 =⇒ − > 0 e −b > 0
()
=⇒ (−)(−b) > 0 =⇒ b > 0.

()  < 0 e b > 0 =⇒ − > 0 e b > 0
()
=⇒ (−)b > 0 =⇒ −(b) > 0 =⇒ b < 0.

9. Para qualquer  ∈ Z, 2 g 0 e 2 > 0, sempre que  ≠ 0. Justificativa:

Se  ∈ Z e,  > 0 ou  < 0, então, pela propriedade anterior (Regra de Sinais),

2 =  ·  > 0. E se  = 0, é claro que 2 = 0.

10. Para todos , b ∈ Z, tem-se que:  f b⇐⇒ −b f −⇐⇒ 0 f b − . Justificativa:

 f b ⇐⇒ ∃ r ∈ Z+ tal que b =  + r ⇐⇒ ∃ r ∈ Z+ tal que b · (−1) = ( + r) ·
(−1) ⇐⇒ ∃ r ∈ Z+ tal que −b = − − r ⇐⇒ ∃ r ∈ Z+ tal que −b + r = − ⇐⇒
−b f −.

 f b ⇐⇒ ∃ r ∈ Z+ tal que b =  + r ⇐⇒ ∃ r ∈ Z+ tal que b −  = 0 + r ⇐⇒ 0 f
b − .

Logo,  f b⇐⇒ −b f −⇐⇒ 0 f b − .

11. Para todos , b ∈ Z, tem-se que:  < b⇐⇒ −b < −⇐⇒ 0 < b − .

Justificativa análoga à da propriedade anterior, basta trocar r ∈ Z+ por r ∈ Z∗
+
.

12. Sejam , b, c ∈ Z e c g 0. Se  f b, então c f bc. Justificativa:

 f b =⇒ b −  ∈ Z+ =⇒ b −  = r, com r ∈ Z+ =⇒ b =  + r, com r ∈ Z+ =⇒
bc = ( + r)c = c + rc, com r ∈ Z+

rc∈Z+
=⇒ c f bc.

Outra maneira de justificar:  f b =⇒ b −  ∈ Z+
c∈Z+
=⇒ (b − )c ∈ Z+ =⇒

bc − c ∈ Z+ =⇒ c f bc.
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13. Sejam , b, c ∈ Z e c > 0. Se  < b então c < bc.

Justificativa análoga à da propriedade anterior, basta trocar r ∈ Z+ por r ∈ Z∗
+
e

rc ∈ Z+ por rc ∈ Z∗
+
.

14. Sejam , b, c ∈ Z e c < 0. Se  < b então bc < c. Justificativa:

 < b =⇒ b−  ∈ Z∗
+

c<0
=⇒ (b− )c ∈ Z∗

− =⇒ bc− c ∈ Z∗
− =⇒ c− bc ∈ Z∗

+
=⇒

bc < c.

15. Sejam , b, c ∈ Z e c > 0. Se c f bc então  f b. Justificativa:

Suponhamos, por absurdo, que  > b. Como c > 0, pela propriedade (13), segue

que bc < c, o que é um absurdo. Logo,  f b.

16. Sejam , b, c ∈ Z e c < 0. Se c f bc então  g b. Justificativa:

Suponhamos, por absurdo, que  < b. Como c < 0, pela propriedade (14), segue

que bc < c, o que é um absurdo. Logo,  g b.

1.3 O Conjunto dos Números Racionais

Vimos que os números naturais 1,2,3,4,5, . . . são fechados em relação à adição

e à multiplicação, e que os inteiros

. . . ,−5,−4,−3,−2,−1,0,1,2,3,4,5, . . .

são fechados em relação à adição, multiplicação e subtração. No entanto, nenhum

destes conjuntos é fechado em relação à divisão, porque a divisão de inteiros pode

produzir frações como
4

3
,
7

6
, −

2

5
, etc.

O conjunto de todos os números que podem ser escritos na forma de frações,

como as descritas, é chamado de conjunto dos números racionais. Esse conjunto

é denotado por Q. De forma mais precisa, temos a seguinte definição:

Definição 1.23 Um número racional (ou uma fração ordinária) é todo número que

pode ser escrito na forma


b
, em que  e b são números inteiros, com b ≠ 0. Na fração



b
,  é o numerador e b é o denominador.

Faremos algumas observações a respeito desta definição.
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Observação 1.24 (1) Exigimos que b seja diferente de zero. Esta exigência é ne-

cessária, pois b é, de fato, um divisor.

Considere os exemplos:

• Caso (i):  = 21, b = 7, então


d
=
21

7
= 3;

• Caso (ii):  = 25, b = 7, então


b
=
25

7
= 3

4

7
. Neste caso, se chamarmos 25

de dividendo e 7 de divisor, obtemos um quociente 3 e um resto 4.

(2) Observe que, enquanto os termos número racional e fração ordinária são, às

vezes, usados como sinônimos, a palavra fração, sozinha, é usada para designar

qualquer expressão algébrica com um numerador e um denominador, como, por

exemplo:

⎷
3

2
,

17

Ă
, ou

Ă2 − y
Ă2 − y2

(3) A definição de número racional contém as palavras: “um número que pode ser

colocado na forma


b
, onde  e b são inteiros e b ≠ 0".

Por que não dizemos simplesmente "um número da forma


b
, onde  e b

são inteiros e b ≠ 0"? O motivo é o seguinte: nem sempre um número que

está na forma


b
, onde  e b não são inteiros, deixa de ser um número racional

pois uma fração é definida de tal modo que, se multiplicarmos seu numerador e

denominador por uma mesma quantidade, a nova fração representará o mesmo

número. Assim, só de olhar para uma expressão, nem sempre podemos dizer se

ela representa, ou não, um número racional.

Considere, por exemplo, o número

⎷
12
⎷
3

que não está na forma


b
, com  e b inteiros.

Podemos, porém, efetuar certas manipulações aritméticas e obter:

⎷
12
⎷
3
=

⎷
4 · 3
⎷
3
=
2
⎷
3
⎷
3
=
2

1
.
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Chegamos, assim, a um número representado por uma fração na forma especi-

ficada:  = 2 e b = 1, e, portanto, ⎷
12
⎷
3

é um número racional. Ele não teria se qualificado como número racional se a

definição exigisse estar o número na forma certa desde o início.

(4) No conjunto dos números racionais Q, as seguintes operações estão bem defini-

das:

(a) Igualdade:


b
=

c

d
⇐⇒ d = bc.

(b) Adição:


b
+
c

d
=
d + bc

bd
.

(c) Multiplicação:


b
·
c

d
=

c

bd
.

(d) Divisão:


b
÷
c

d
=


b
·
d

c
=
d

bc
.

(5) Consideremos p, q ∈ Q e n ∈ Z. Então, valem as seguintes propriedades:

(a) p − q ∈ Q;

(b)
p

q
∈ Q, desde que q ≠ 0;

(c) n + p ∈ Q;

(d) n · p ∈ Q.

Um tema importante no estudo dos números racionais é a interpretação de con-

ceitos afins às frações. Esses conceitos, no cotidiano, facilitam significativamente

o uso e a compreensão dos números racionais, embora sejam pouco explorados no

ensino formal.

Um exemplo clássico é o das moedas, em que frequentemente se utiliza o termo

centavos para representar frações centesimais de um inteiro. Por exemplo, quando o

preço de um produto é de R$ 4,50, poucas pessoas associam esse valor à fração
9

2
,
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embora sejam equivalentes. No dia a dia, as pessoas utilizam números racionais sem

necessariamente perceberem que estão operando com frações.

Outro exemplo relevante é o das porcentagens, que consistem na padronização

do denominador, utilizando-se sempre uma fração equivalente com denominador 100

(daí o símbolo % – por cento, ou seja, b = 100).

Por fim, destacam-se as escalas, amplamente utilizadas em mapas, plantas arqui-

tetônicas, miniaturas, entre outros. Elas representam, de forma direta, uma fração

(ou proporção) entre a representação e a realidade.

Esses exemplos ilustram como os números racionais estão presentes em diversas

situações cotidianas, ainda que, muitas vezes, essa presença passe despercebida.

Uma das representações mais práticas dos números racionais é a representação

decimal. Comparar números com essa forma é muito mais simples e rápida do que

quando estão expressos como frações com denominadores diferentes. Afinal, quem

nunca se confundiu com as medidas em polegadas dos canos de PVC, como
1

2
,
3

4
, 1,

1
1

4
, 1

1

2
?

Considerando que todo número racional


b
pode ser representado por um número

decimal, que para isso basta dividir o número inteiro  pelo número inteiro b, pode-

mos identificar dois tipos principais de representações decimais:

• Representações decimais finitas: alguns números racionais possuem uma

representação decimal finita. Esses são chamados de decimais finitas. Por

exemplo:
3

2
= 1,5,

3

4
= 0,75,

1

16
= 0,0625.

• Representações decimais infinitas: outros números racionais têm uma re-

presentação decimal infinita, que pode apresentar uma repetição periódica. Es-

ses são chamados de dízimas periódicas. Por exemplo:

1

3
= 0,333 . . . ,

2

3
= 0,666 . . . ,

5

7
= 0,714285714285 . . .

Por conveniência, usaremos a notação habitual para indicar uma dízima perió-
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dica, isto é, usaremos uma barra sobre a parte que se repete:

1

3
= 0,3,

2

3
= 0,6,

5

7
= 0,714285.

De modo geral, quais são os números racionais que tem uma representação deci-

mal finita? Antes de dar essa resposta vamos apresentar a Definição 1.25 e examinar

dois exemplos (Exemplo 1.26 e Exemplo 1.27).

Definição 1.25 Uma fração


b
se diz irredutível se o maior divisor comum entre  e

b for 1, ou seja, se  e b forem primos entre si.

Exemplo 1.26 Sabemos que

0,00625 =
625

100000

e que qualquer fração decimal finita pode ser escrita na forma de fração com de-

nominador igual a uma potência de 10. Simplificando a fração à direita até torná-la

irredutível, obtemos:

0,00625 =
625

100000
=

1

160
.

Observe que o denominador 160 possui apenas dois fatores primos: 2 e 5. Se, em vez

de 0,00625, tivéssemos iniciado com qualquer outra fração decimal finita, a fração

irredutível correspondente,


b
, também apresentaria essa mesma característica: seu

denominador b teria apenas os fatores primos 2 e/ou 5, e nenhum outro. Isso ocorre

porque b é necessariamente divisor de uma potência de 10, e 10 = 2 · 5, e será

comprovado no próximo resultado.

Exemplo 1.27 Consideremos o seguinte número racional:

9741

3200
=

9741

27 · 52
.

Para obtermos a representação decimal desse número, basta transformarmos a

fração
9741

3200
em outra que tenha, por denominador, uma potência de 10. Isso pode

ser feito multiplicando-se o numerador e o denominador por 55:
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9741

27 · 52
=
9741 · 55

27 · 57
=
30440625

107
= 3,0440625.

Proposição 1.28 Um número racional, na forma irredutível


b
, tem uma representa-

ção decimal finita, se, e somente se, b não tiver outros fatores primos além de 2 e

5.

Demonstração. Suponha que a fração


b
possua uma representação decimal finita.

Nesse caso, ao converter esse número decimal em fração, seu denominador será uma

potência de 10. Após simplificar essa fração, o denominador resultante, b, será um

divisor de uma potência de 10, o que implica que seus únicos fatores primos possíveis

são 2 e/ou 5. Assim, para que a fração


b
tenha uma representação decimal finita, o

número b não deve ter outros fatores primos além de 2 e 5.

Reciprocamente, suponha que b não tem outros fatores primos além de 2 e 5.

Assim, b é da forma 2m · 5n, com m e n inteiros positivos ou nulos. Então, de duas,

uma: ou n é menor ou igual a m (n fm), ou então n é maior do que m (n > m).

Se n fm, multiplicaremos o numerador e o denominador da fração por 5m−n:



b
=



2m · 5n
=

 · 5m−n

2m · 5n · 5m−n
=
 · 5m−n

2m · 5m
=
 · 5m−n

10m
.

Sendo m− n um número inteiro positivo ou nulo, 5m−n será um inteiro e, portanto,

 · 5m−n também será um inteiro, digamos c. Podemos então escrever:



b
=

c

10m
.

Como a divisão do inteiro c por 10m requer apenas que coloquemos a vírgula no

lugar correto, obtemos para


b
uma representação decimal finita.

Por outro lado, se n > m, multiplicamos o numerador e o denominador de


b
por

2n−m:



b
=



2m · 5n
=

 · 2n−m

2m · 5n · 2n−m
=
 · 2n−m

2n · 5n
=
 · 2n−m

10n
.

Escrevendo d no lugar de  · 2n−m, obteremos
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

b
=

d

10n
,

e assim, novamente teremos, para


b
, uma representação decimal finita. ■

No caso dos números racionais que são dízimas periódicas, podemos demonstrar

que suas representações decimais infinitas possuem um grupo de algarismos que se

repete indefinidamente. Vejamos o Exemplo 1.29 e o Exemplo 1.31 e, em seguida, a

Proposição

Exemplo 1.29 Considerando a conversão usual da fração ordinária
2

7
para a forma

decimal:

2,000000 | 7

−14 0,285714

60

−56

40

−35

50

−49

10

−07

30

−28

2

obtemos
2

7
= 0,285714. Pode-se observar que, no decorrer da divisão, os restos são,

sucessivamente, 6,4,5,1,3,2. Ao se chegar novamente ao resto 2, completa-se um

ciclo e reaparece a divisão de 20 por 7. Os restos são todos menores que o divisor

7 e, portanto, haverá, necessariamente, uma repetição, dado que existem apenas

seis restos possíveis. O resto 0 está fora de cogitação, pois não estamos tratando de

números com representações decimais finitas.

Observação 1.30 No Exemplo 1.29, a repetição se deu quando a divisão de 20 por

7 apareceu pela segunda vez. A divisão de 20 por 7 foi o primeiro passo da divisão
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toda. Não é, necessariamente, o primeiro passo que se repete, como veremos no

exemplo a seguir.

Exemplo 1.31 Consideremos agora a conversão de
209

700
em uma fração decimal:

209,00000000 | 700

−1400 0,29857142

6900

−6300

6000

−5600

4000

−3500

5000

−4900

1000

−700

3000

−2800

2000

−1400

600

Obtemos
209

700
= 0,29857142. A repetição ocorre com o aparecimento, pela segunda

vez, do resto 600. O divisor sendo 700, sabemos que os possíveis restos são os nú-

meros 1,2,3, . . . ,699. Portanto, podemos estar certos de que algum resto aparecerá

uma segunda vez, ainda que precisemos, talvez, efetuar muitas divisões antes que

isto ocorra.

Proposição 1.32 Todo número racional


b
pode ser representado por uma fração

decimal finita ou por uma fração decimal infinita periódica. Reciprocamente, toda

fração decimal, finita ou periódica infinita, representa um número racional.

Demonstração. Suponha que


b
seja um número racional. Quando o denominador

b não possui fatores primos distintos de 2 e 5, o número


b
já se enquadra no caso
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tratado pela Proposição 1.28, sendo, portanto, representado por uma fração decimal

finita.

Agora, suponha que b possua ao menos um fator primo diferente de 2 e 5. Nesse

caso, ao dividirmos o inteiro  pelo inteiro b, os restos possíveis serão: 1,2,3, . . . , b−
2, b − 1. Como o número de restos distintos é finito, a repetição será inevitável no

decorrer da divisão. Assim que essa repetição ocorrer, um novo ciclo se iniciará e o

resultado será uma dízima periódica.

A recíproca trata de dois tipos de frações decimais: as finitas e as infinitas perió-

dicas. As frações decimais finitas já foram estudadas e vimos que elas representam

números racionais. Examinemos as dízimas periódicas.

Mostraremos que dízimas periódicas representam números racionais. Para isso,

podemos, então, escrever qualquer dízima periódica na forma:

Ă = c,12 . . . sb1b2 . . . bt,

onde c é a parte inteira do número, 1, 2, . . . , s representam os s algarismos conse-

cutivos da parte não periódica e b1, b2, . . . , bt representam os t algarismos do período

(parte que se repete).

Se multiplicarmos Ă, inicialmente por 10s+t, depois por 10s, e subtrairmos os

resultados, obteremos:

10s+t · Ă = c12 . . . sb1b2 . . . bt + 0,b1b2 . . . bt,

10s · Ă = c12 . . . s + 0,b1b2 . . . bt,

(10s+t − 10s) · Ă = c12 . . . sb1b2 . . . bt − c12 . . . s,

de modo que:

Ă =
c12 . . . sb1b2 . . . bt − c12 . . . s

10s+t − 10s
,

que está na forma "inteiro sobre inteiro". Portanto, Ă é racional, como queríamos

demonstrar. ■

Exemplo 1.33 Consideremos a dízima periódica Ă = 2,8345. Vamos encontrar a

fração


b
que o representa.
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Para isso, vamos multiplicar inicialmente Ă por 104, depois por 10 e, em seguida,

subtrair os resultados, obtemos:

104 · Ă = 28345 + 0,345,

10 · Ă = 28 + 0,345,

(104 − 10) · Ă = 28345 − 28,

de modo que:

Ă =
28317

9990
.

Simplificando, temos que
9439

3330
é a fração que representa 2,8345.

Observação 1.34 Sabemos que alguns números racionais têm representação deci-

mal finita, enquanto que outros têm representação decimal infinita. É um fato curioso

que todo número racional representado por uma fração decimal finita (exceto zero)

também possua uma representação decimal infinita. Veremos situações que exem-

plificam isso a seguir.

Transformar um número racional representado por uma fração decimal finita (ex-

ceto zero) em um que possua uma representação decimal infinita pode ser feito de

uma maneira muito óbvia, por exemplo, ao escrevermos 6,8 como 6,8000 . . ., com

uma infinidade de zeros. Mas, além desse processo óbvio de transformar uma fração

decimal finita em uma infinita, acrescentando uma fila de zeros, existe uma outra

maneira um pouco surpreendente.

Comecemos com a expansão decimal bem conhecida de
1

3
:

1

3
= 0,3333 . . .

Multiplicando ambos os lados por 3, obtemos:

1 = 0,9999 . . . (1)

Para demonstrar essa igualdade de outra maneira, seja Ă = 0,9999 . . .. Multipli-
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cando por 10, temos:

10Ă = 9,9999 . . .

Subtraindo a equação Ă = 0,9999 . . ., resulta:

10Ă − Ă = 9,9999 . . . − 0,9999 . . .

9Ă = 9

Ă = 1.

Portanto, demonstramos que 1 = 0,9999 . . ..

Dividindo-se, agora, a equação (1) por 10, 100, 1000, 10000, etc., obtém-se:

0,1 = 0,099999 . . .

0,01 = 0,0099999 . . .

0,001 = 0,00099999 . . . (2)

0,0001 = 0,000099999 . . .

...

Estes resultados podem ser usados para transformar qualquer fração decimal fi-

nita em uma infinita. Por exemplo, podemos escrever:

6,8 = 6,7 + 0,1 = 6,7 + 0,099999 . . . = 6,799999 . . .

Outros exemplos:

0,43 = 0,42 + 0,01 = 0,42 + 0,0099999 . . . = 0,4299999 . . .

0,758 = 0,757 + 0,001 = 0,757 + 0,0009999 . . . = 0,7579999 . . .

0,102 = 0,101 + 0,001 = 0,101 + 0,0009999 . . . = 0,1019999 . . .

6,81 = 6,8 + 0,01 = 6,8 + 0,009999 . . . = 6,809999 . . .

Este esquema nos permite transformar qualquer fração decimal finita em uma
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dízima periódica. Reciprocamente, as igualdades de (1) e de (2) podem ser usadas

para transformar qualquer dízima, com uma infinita sucessão de noves, em uma fra-

ção decimal finita:

0,469999 . . . = 0,46 + 0,009999 . . . = 0,46 + 0,01 = 0,47

18,099999 . . . = 18 + 0,099999 . . . = 18 + 0,1 = 18,1.

Decidir quantas representações decimais existem para um dado número é uma

questão de interpretação. Pois, além de escrevermos 0,43 como 0,429999 . . ., pode-

mos também escrever este número nas formas:

0,430; 0,4300; 0,43000; 0,430000; . . .

Estas, no entanto, são variações tão triviais de 0,43 que não as contamos como

representações distintas. Quando falamos da representação decimal infinita de um

número, como 0,43, queremos sempre dizer 0,42999 . . . e não 0,43000 . . .

1.4 O Conjunto dos Números Reais

Ao introduzir coordenadas na Geometria, estabelece-se uma correspondência en-

tre pontos de uma reta e números, adotando-se uma unidade de comprimento. Fi-

xando um ponto como origem e outro como unidade, define-se uma orientação na

reta, em que pontos à direita da origem representam números positivos e pontos à

esquerda, números negativos.

Inicialmente, essa construção contempla os números racionais, que são aqueles

expressos na forma de fração


b
, com  e b inteiros e b ≠ 0. Esses números são

suficientes para representar medidas associadas a divisões exatas da unidade, como
1

2
, −2,

4

3
, entre outros.

No entanto, a partir de problemas geométricos, como o cálculo da diagonal de

um quadrado de lado 1, surge a necessidade de ampliar o conjunto dos números.

Por exemplo, o número
⎷
2 representa a medida da diagonal desse quadrado, já que,

segundo o Teorema de Pitágoras, 12+12 = 2, portanto, a diagonal é
⎷
2. Esse número

não pode ser expresso como uma fração de inteiros (Teorema 2.5), sendo, portanto,
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um número irracional.

Dessa forma, os números reais são formados pela união dos números racionais e

irracionais, abrangendo todos os pontos de uma reta, conhecida como reta real. As-

sim, para cada ponto da reta real existe um número real correspondente, e vice-versa.

Podemos, portanto, considerar que os números racionais formam um subconjunto dos

números reais.

Por definição, qualquer número real que não possa ser representado na forma


b
,

com  e b inteiros e b ≠ 0, é chamado de número irracional.

Os números reais podem ser representados na reta real por meio de suas expres-

sões decimais. Esta representação permite visualizar tanto números racionais quanto

irracionais como pontos bem definidos na reta.

Considere o número
1

3
. Ele pode ser facilmente localizado na reta real, sendo um

dos pontos de trissecção do segmento que vai de 0 a 1, como ilustrado na figura a

seguir.

0 11

3

A representação decimal de
1

3
é uma dízima periódica infinita:

1

3
= 0,3333 . . . =

3

10
+

3

100
+

3

1000
+ · · ·

Esta expressão representa uma soma infinita, que, apesar de não ter fim na quan-

tidade de termos, possui um valor bem definido.

Marcando os pontos 0,3, 0,33, 0,333, 0,3333, . . . na reta real, pode-se obser-

var uma sequência que converge para o ponto
1

3
. Esse processo ilustra como as

representações decimais infinitas estão associadas a pontos da reta.

0 1

0,3
0,33

1

3

De maneira análoga, a sequência 0,9, 0,99, 0,999, 0,9999, . . . converge para o

número 1.
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0 1

0,90,99

Agora considere o número

q = 0,101001000100001 . . .

Esse número possui uma representação decimal não periódica, o que caracteriza

q como um número irracional. A sequência de aproximações

0,1; 0,101; 0,101001; 0,1010010001; . . .

converge para o ponto da reta real q, que é irracional.

Assim, os números reais podem ser classificados em:

• Racionais: possuem representação decimal finita ou infinita periódica. Exem-

plos:
43

100
= 0,43;

1

3
= 0,333 . . .

• Irracionais: possuem representação decimal infinita não periódica, como o nú-

mero

q = 0,101001000100001 . . .

Observação 1.35 Como todo número com representação decimal finita também

pode ser escrito na forma de dízima periódica infinita (vide Observação 1.34) vamos

representar todos os números racionais por dízimas periódicas infinitas para mostrar

que cada número real possui uma única representação decimal infinita (Proposição

1.36).

Proposição 1.36 Duas frações decimais infinitas representam omesmo número real

somente se forem idênticas, algarismo por algarismo.

Demonstração. Suponha que os números reais  e b tenham representações deci-

mais infinitas diferentes, ou seja, existe ao menos um algarismo onde essa diferença
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pode ser observada; por exemplo,

 = 32,165438 . . .

b = 32,165437 . . .

A sucessão infinita de algarismos após o “8”, na representação do número ,

pode ser qualquer uma, exceto uma infinidade de zeros. Uma observação análoga

vale para o número b.

O fato de excluirmos a possibilidade de uma sucessão infinita de zeros após o “8”

nos garante que  é definitivamente maior do que 32,165438. Em símbolos:

 > 32,165438.

Por outro lado, b é, no máximo, igual a 32,165438, e só teremos b = 32,165438 se

a sucessão de algarismos após o “7”, na representação de b, for constituída apenas

de noves, isto é, se b = 32,165437999 . . .. Em símbolos:

b f 32,165438 ou 32,165438 g b.

Estas desigualdades para  e b afirmam:

 > 32,165438 g b.

Portanto,  > b. Concluímos, então, que  é maior do que b, e, portanto, isto,

naturalmente, exclui a possibilidade de serem iguais.

Esse argumento foi aplicado ao caso específico de dois números particulares,  e

b, mas o raciocínio se generaliza imediatamente para qualquer par de números que

tenham representações decimais infinitas distintas. ■
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CAPÍTULO 2

Números Irracionais

Ao longo da história, a ampliação dos conjuntos numéricos ocorreu a partir da

necessidade de representar diferentes tipos de quantidades. Inicialmente, utilizavam-

se os números naturais, seguidos pelos inteiros e racionais, capazes de expressar

frações e proporções.

Com o desenvolvimento da geometria e da álgebra, surgiram situações que não

podiam ser representadas por números racionais. A descoberta de que a medida da

diagonal de um quadrado de lado unitário não pode ser expressa como uma fração de

dois inteiros foi um marco que revelou a existência da classe dos números números

irracionais.

Como já vimos na Seção 1.4, os números irracionais são aqueles que não podem

ser representados na forma de fração


b
, com  e b inteiros e b ≠ 0. Suas repre-

sentações decimais são infinitas e não periódicas, o que os distingue dos números

racionais.

Neste capítulo, abordaremos a construção dos números irracionais, apresentando

demonstrações da irracionalidade de alguns números fundamentais, como a raiz qua-

drada de números primos, o número e e o número Â.

As principais referências para este capítulo são: [5, Arruda, 2007], [6, Figueiredo,

2002], [10, Maor, 2004], [11, Niven, 1947] e [12, Niven, 1984].
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2.1 Infinitude e propriedades essenciais

Em contraste com os números racionais, que são fechados em relação às ope-

rações de adição, subtração, multiplicação e divisão (exceto por zero), os números

irracionais não possuem essa propriedade.

Antes de demonstrar isso, vejamos um teorema que nos permite gerar uma infi-

nidade de números irracionais a partir de um irracional dado.

Teorema 2.1 Seja ³ um número irracional qualquer e r ∈ Q, com r ≠ 0. Então, os

números

³ + r, ³ − r, ³ · r,
³

r
,

r

³
, −³, ³−1

são todos irracionais.

Demonstração. A demonstração é feita por contradição. Suponha, por exemplo,

que ³ + r seja racional, então teríamos ³ = (³ + r) − r, que é a diferença de dois

racionais, portanto, racional, o que contradiz a hipótese de que ³ é irracional.

O mesmo raciocínio vale para os outros casos:

• Se ³ − r fosse racional, então ³ também seria racional.

• Se ³ · r = q fosse racional, então ³ =
q

r
seria racional.

• Se
³

r
= q fosse racional, então ³ = r · q seria racional.

• Se
r

³
= q fosse racional, então ³ =

r

q
seria racional.

• Se −³ fosse racional, então ³ também seria racional.

• Se ³−1 = q fosse racional, então ³ =
1

q
seria racional.

Em todos os casos, chegamos a uma contradição, portanto, as afirmações do teorema

são verdadeiras. ■

Observação 2.2 Usando este teorema, podemos construir infinitos números irracio-

nais a partir de qualquer irracional.
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Exemplo 2.3 Mais adiante provaremos que
⎷
2 é irracional (Teorema 2.5). Sabendo

disso, temos que os seguintes números são irracionais:

−
p

2,
1
⎷
2
,
p

2 + 5, 3 −
p

2, −2
p

2,

⎷
2

7
,

4
⎷
2

e muitos outros. Além disso, qualquer número obtido como, por exemplo,
⎷
2 + 5,

pode ser utilizado como novo irracional para gerar outros infinitos irracionais.

Observação 2.4 1. Os números irracionais não são fechados em relação à:

• Adição: pois
⎷
2 + (−

⎷
2) = 0, que é racional.

• Subtração: pois
⎷
2 −
⎷
2 = 0, que é racional.

• Multiplicação e Divisão: pois
⎷
2 ·
⎷
2 = 2 e

⎷
2
⎷
2
= 1, que são números

racionais.

2. É importante destacar que não ser fechado não significa que a operação entre

dois irracionais sempre gera um racional, mas sim que existe pelo menos um

caso onde isso ocorre. Por exemplo, o resultado obtido, quando dois números

irracionais são somados, pode ser racional ou irracional, dependendo dos dois

números iniciais. Enquanto a soma
⎷
2+ (−

⎷
2) = 0 é racional, a soma

⎷
2+
⎷
3

é irracional, como veremos adiante (Exemplo 2.7).

2.2 A irracionalidade de
⎷
p, p primo

A história das raízes quadradas de números primos está profundamente ligada ao

desenvolvimento da Matemática desde a Antiguidade, especialmente no que diz res-

peito à compreensão dos números irracionais, um conceito que, à época, representou

uma verdadeira revolução no pensamento matemático.

Por volta do século V a.C., os pitagóricos acreditavam que todos os números eram

racionais, isto é, podiam ser expressos como a razão entre dois inteiros. Essa concep-

ção foi drasticamente abalada com a descoberta de que a raiz quadrada de 2,
⎷
2, —

que corresponde ao comprimento da diagonal de um quadrado de lado 1 — não é um

número racional. Essa revelação teve grande impacto filosófico e matemático, pois

contrariava a visão harmônica e racional do mundo defendida pela escola pitagórica.
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Acredita-se que Hipaso de Metaponto, membro dessa escola, tenha sido o autor da

demonstração da irracionalidade de
⎷
2. Segundo relatos antigos, ele teria sido pu-

nido por tornar pública essa descoberta, considerada uma ameaça aos fundamentos

ideológicos dos pitagóricos. Trata-se, portanto, da primeira raiz quadrada de número

primo comprovadamente irracional.

Na matemática grega clássica, especialmente nos Elementos de Euclides, foi de-

senvolvida uma teoria dos incomensuráveis, que tratava das irracionalidades por

meio de argumentos geométricos, já que os gregos não dispunham de linguagem

algébrica ou notação decimal como a que usamos hoje. Apesar dessas limitações

formais, os matemáticos da época já compreendiam que muitas raízes quadradas,

como
⎷
3,
⎷
5, entre outras, não podiam ser expressas como razões entre números

inteiros.

A irracionalidade da raiz quadrada de um número primo é, ainda hoje, um dos re-

sultados mais conhecidos e significativos da Teoria dos Números, e marca um passo

essencial na construção do conceito moderno de número irracional. No teorema a

seguir, apresentaremos uma demonstração desse importante resultado, que desem-

penha papel fundamental na compreensão da estrutura do conjunto dos números

reais.

Teorema 2.5 Se p é um número primo, então
⎷
p é um número irracional.

Demonstração. Faremos a demonstração por redução ao absurdo.

Suponha, por hipótese, que
⎷
p seja um número racional. Então, existe uma

fração irredutível


b
∈ Q, com , b ∈ Z e b ≠ 0, tal que

p

p =


b
.

Elevando ambos os lados da equação ao quadrado, obtemos

p =
2

b2

e, portanto,

2 = pb2.

Aplicando o Teorema Fundamental da Aritmética (unicidade da fatoração em primos),

UFU-IME-PROFMAT 38



Números Irracionais

observa-se que o lado esquerdo da equação, 2, possui expoentes pares em sua

decomposição em fatores primos. Já o lado direito, pb2, possui um expoente ímpar

para o primo p, uma vez que p aparece uma única vez multiplicando b2.

Isso gera uma contradição, pois um número não pode ter, simultaneamente, um

expoente par e ímpar para o mesmo fator primo. Assim, nossa suposição inicial está

incorreta.

Portanto,
⎷
p é irracional. ■

Seguindo o mesmo raciocínio utilizado na demonstração deste teorema, temos o

exemplo a seguir.

Exemplo 2.6
⎷
pq é irracional, sempre que p e q forem números primos distintos.

Suponha, por absurdo, que
⎷
pq seja um número racional. Assim, existe uma

fração irredutível


b
∈ Q, com , b ∈ Z e b ≠ 0, tal que

p

pq =


b
.

Elevando ambos os lados da equação ao quadrado, obtemos

2 = pqb2.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, sabemos que, na decomposição em fatores

primos de 2, todos os expoentes são pares. No entanto, no lado direito da equação, o

termo pqb2 apresenta expoentes ímpares para os primos p e q (cada um aparece uma

única vez, além dos expoentes pares provenientes de b2). Isso gera uma contradição,

pois um mesmo número não pode, simultaneamente, ter expoente par e ímpar para

o mesmo fator primo em sua decomposição em fatores primos. Portanto, concluímos

que
⎷
pq é irracional.

Exemplo 2.7
⎷
p +
⎷
q é irracional, sempre p e q forem números primos distintos.

Suponhamos que
⎷
p +
⎷
q fosse um número racional, digamos r, isto é,

r =
p

p +
p

q.
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Elevando ambos os lados ao quadrado e simplificando, obtemos:

(
p

p +
p

q)2 = r2

p + 2
p

pq + q = r2

2
p

pq = r2 − p − q

p

pq =
r2 − p − q

2
.

Como os números racionais são fechados em relação às operações de adição, de sub-

tração, de multiplicação e de divisão (Observação 1.24 (4) e (5)), temos que
r2 − p − q

2
é um número racional. Mas

⎷
pq é irracional e assim, chegamos a uma contradição.

Logo,
⎷
p +
⎷
q é irracional.

2.3 O número de Euler e sua irracionalidade

O número de Euler, denotado por e, tem o valor aproximado de 2,718, é citado

no ensino médio, mas na maioria das vezes apenas como uma base alternativa dos

logaritmos, formando os logaritmos naturais. No ensino superior, esse número apa-

rece como o resultado do limite da sequência

�

1 +
1

n

�n

[7, Guidorizzi, 2011, p.119], e

também como a soma da série
∞
∑

n=0

1

n!
[16, Stewart, 2013, p.683].

Mas qual é a sua origem? Para Maor em [10, 2004], a partir do século XVI a.c., os

babilônios e egípcios já conheciam o número de Euler, mas de modo implícito e não

intencional, por meio de problemas de ordem prática.

Depois de um tempo sem indícios, o número de Euler volta a aparecer nos estudos

de Napier, em 1618, no desenvolvimento dos logaritmos. Nessa época, houve um

crescimento das atividades financeiras, gerando uma evolução do comércio mundial

e, com isso, os juros compostos começaram a aparecer com maior frequência (mais

adiante apresentaremos a relação do número de Euler e os juros compostos).

Preocupado com a possibilidade de se escrever qualquer número positivo como

potência de um número fixo (que atualmente conhecemos como base), Napier chegou

perto de descobrir o valor de lim
n→∞

�

1 +
1

n

�n

, que hoje é conhecido como o número de

Euler e.
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Segundo Maor em [10, 2004], Napier investigou a expressão

�

1 −
1

n

�n

, testando

n = 107 e obtendo um valor próximo de
1

e
. Desse modo, não podemos dizer que

o número de Euler e foi descoberto por Napier, pois os logaritmos investigados por

Napier não são de base e.

Após alguns anos, Grégorius de Saint-Vincent descobriu a proporcionalidade en-

tre a área sob a hipérbole e o logaritmo, fazendo com que os logaritmos de Napier

passassem a ser denominados hiperbólicos [10, Maor, 2004].

Mais tarde, nos séculos XV e XV, alguns matemáticos são considerados im-

portantes para o desenvolvimento do número e, o principal deles é o suíço Leonhard

Euler.

Na época de Euler já existia um conceito intuitivo da existência do número e,

mas as pesquisas realizadas por ele fortaleceram a sua existência. Por Euler, foi

comprovado que

e ≈ 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ . . . +

1

n!
.

Além disso, Euler descobriu que a série
∞
∑

n=0

1

n!
= e era a base do sistema de

logaritmos hiperbólicos.

A letra e como notação do número de Euler apareceu pela primeira vez na obra

Mechanica, publicada em 1736 em dois volumes por Euler. Conforme Maor em [10,

2004], Euler escolheu a letra e para representar este número por ser a primeira letra

da palavra exponencial.

É atribuído a Euler também a utilização da expressão

eĂ ≈
�

1 +
Ă

n

�n

quando n é suficientemente grande, para escrever o valor de e com 23 casas deci-

mais. E ao substituir Ă na expressão por números complexos, Euler contribui para o

desenvolvimento da teoria de funções de variáveis complexas.

Posteriormente, em 1849, Studnicke publicou um trabalho apresentando o nú-

mero de Euler com 113 casas decimais e 1884, Boorman publicou o número e com

346 casas decimais.
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Em 1768, Johann Heinrich Lambert apresentou a primeira prova de que o nú-

mero de Euler e é um número irracional, utilizando o trabalho de Euler sobre frações

contínuas, e mais tarde, em 1815, Fourier demonstrou de forma mais simples essa

irracionalidade usando séries.

No Teorema 2.8, apresentaremos uma demonstração da irracionalidade do nú-

mero e, atribuída a Fourier (1815), que é, provavelmente, a mais conhecida.

Teorema 2.8 O número de Euler, e, é irracional.

Demonstração. Nessa demonstração, é utilizada a expansão de Taylor de e [16,

Stewart, 2013, p.683]:

e = 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+ · · ·

Suponha, por absurdo, que e seja um número racional, ou seja, e =
p

q
, com p e q

inteiros positivos. Multiplicando ambos os lados da equação por q!, obtemos:

e · q! = q! + q! +
q!

2!
+
q!

3!
+ · · · +

q!

q!
+

q!

(q + 1)!
+

q!

(q + 2)!
+ · · ·

Como e =
p

q
implica p = e · q, substituindo na equação acima, temos:

p · (q − 1)! =
�

q! + q! +
q!

2!
+
q!

3!
+ · · · + q + 1

�

+

�

q!

(q + 1)!
+

q!

(q + 2)!
+ · · ·
�

. (1)

Observe que tanto p · (q − 1)! quanto

�

q! + q! +
q!

2!
+
q!

3!
+ · · · + q + 1

�

são números inteiros. Assim, se demonstrarmos que

A =
q!

(q + 1)!
+

q!

(q + 2)!
+ · · ·

pertence ao intervalo aberto (0,1), teremos uma contradição, pois o lado esquerdo

da igualdade (1) é inteiro, enquanto o lado direito não seria.

UFU-IME-PROFMAT 42



Números Irracionais

Como A é uma soma infinita de termos positivos, temos A > 0. Mostremos que

A < 1. Note que valem as seguintes desigualdades:

1

(q + 1)(q + 2)
<

1

(q + 1)2
,

1

(q + 1)(q + 2)(q + 3)
<

1

(q + 1)3
, . . .

Utilizando essas desigualdades, obtemos a seguinte estimativa para A:

A =
1

(q + 1)
+

1

(q + 1)(q + 2)
+

1

(q + 1)(q + 2)(q + 3)
+ · · ·

<
1

q + 1
+

1

(q + 1)2
+

1

(q + 1)3
+ · · ·

A última expressão é uma soma de uma progressão geométrica de razão
1

q + 1
,

que é menor que 1. Portanto, a soma converge, e seu valor é:

1

q+1

1 − 1

q+1

=

1

q+1

q

q+1

=
1

q
.

Logo,

A <
1

q
< 1 =⇒ A ∈ (0,1)

o que leva a uma contradição, já que o lado esquerdo da equação (1) é um número

inteiro e o lado direito não pode ser inteiro. Portanto, e é um número irracional. ■

2.4 O número Â e sua irracionalidade

Ao dividir o comprimento da circunferência de qualquer círculo pelo seu diâmetro,

obtemos um valor aproximado de 3,14159. Esse número, representado pela letra

grega Â desde 1706 por William Jones, é amplamente utilizado até hoje.

Atualmente, para calcular o comprimento ou a área de um círculo conhecendo o

raio, utilizamos aproximações decimais de Â. No entanto, há registros antigos que

mostram o uso de valores aproximados para Â. Um exemplo é o Problema 50 do

papiro de Rhind (1650 a.C.). O problema consiste em determinar a área de uma
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região circular de diâmetro 9. A solução proposta é a seguinte:

• Retirar
1

9
do diâmetro, obtendo 8;

• Calcular 8 · 8 = 64, que é a área aproximada da região.

A fórmula utilizada pode ser escrita como:

A =

�

d −
d

9

�2

=
64d2

81

sendo d o diâmetro do círculo.

Por essa fórmula, o valor de Â é
64 · 4
81

que vale, aproximadamente, 3,16049.

Arquimedes (287–212 a.C.) foi o primeiro a realizar uma investigação rigorosa

sobre Â. Utilizando o método da exaustão, ele determinou uma aproximação para o

comprimento da circunferência por meio de polígonos inscritos e circunscritos a um

círculo. Arquimedes concluiu que:

3,1408 < Â < 3,1429

As figuras abaixo ilustram esse método.

Hexágono Inscrito e Circunscrito Dodecágono Inscrito e Circunscrito

A primeira demonstração formal da irracionalidade de Â foi realizada em 1761 por

Johann Heinrich Lambert, utilizando frações contínuas.

A demonstração, que daremos a seguir, da irracionalidade de Â (Teorema 2.10 e

Corolário 2.11) é devida a Ivan Niven, em artigo publicado no Bulletin of the American

Mathematical Society [11, Niven, 1947, p.509].
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Ao longo da demonstração do Teorema 2.10 será utilizado o seguinte lema, cujo

enunciado apresentaremos a seguir.

Lema 2.9 Para todo k inteiro não negativo, os valores ƒ (k)(0) e ƒ (k)(1) são números

inteiros, onde ƒ (k) representa a k-ésima derivada de ƒ , e ƒ (0) = ƒ .

Demonstração. Para a demonstração, consulte [6, Figueiredo, 2002, p.9]. ■

Teorema 2.10 O número Â2 é irracional.

Demonstração. Considere a função polinomial

ƒ (Ă) =
Ăn(1 − Ă)n

n!

onde n é um número inteiro positivo.

Suponhamos, por absurdo, que Â2 seja um número racional, ou seja, Â2 =
p

q
, com

p e q números inteiros positivos. Definimos a seguinte função:

F(Ă) = qn
�

Â2nƒ (Ă) − Â2n−2ƒ ′′(Ă) + · · · + (−1)nƒ (2n)(Ă)
�

.

Observando que Â2n =
pn

qn
, podemos cancelar os denominadores com qn, resul-

tando em:

F(Ă) = pnƒ (Ă) − qpn−1ƒ ′′(Ă) + · · · + (−1)nqnƒ (2n)(Ă).

Pelo Lema 2.9, ƒ (k)(0) e ƒ (k)(1) são números inteiros para k = 0,1,2, . . . Portanto,

F(0) e F(1) são inteiros.

Consideremos agora a expressão:

F′(Ă)sen (ÂĂ) − ÂF(Ă)cos (ÂĂ).

Calculando a derivada, obtemos:

F′′(Ă)sen (ÂĂ) + F′(Ă)Âcos (ÂĂ) − ÂF′(Ă)cos (ÂĂ) + Â2F(Ă)sen (ÂĂ)

= F′′(Ă)sen (ÂĂ) + Â2F(Ă)sen (ÂĂ).
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Substituindo as expansões de F′′(Ă) e F(Ă), temos:

= sen (ÂĂ)qn
�

Â2nƒ ′′(Ă) − Â2n−2ƒ (4)(Ă) + · · · + (−1)n−1Â2ƒ (2n)(Ă) + (−1)nƒ (2n+2)(Ă)
�

+

Â2sen (ÂĂ)qn
�

Â2nƒ (Ă) − Â2n−2ƒ ′′(Ă) + · · · + (−1)n−1Â2ƒ (2n−2)(Ă) + (−1)nƒ (2n)(Ă)
�

= sen (ÂĂ)qn
�

Â2nƒ ′′(Ă) − Â2n−2ƒ (4)(Ă) + · · · + (−1)n−1Â2ƒ (2n)(Ă) + (−1)nƒ (2n+2)(Ă)
�

+

sen (ÂĂ)qn
�

Â2n+2ƒ (Ă) − Â2nƒ ′′(Ă) + · · · + (−1)n−1Â4ƒ (2n−2)(Ă) + (−1)nÂ2ƒ (2n)(Ă)
�

.

Eliminando os termos semelhantes com sinais opostos, temos

[F′(Ă)sen (ÂĂ) − ÂF(Ă)cos (ÂĂ)]′ = sen (ÂĂ)qn
�

Â2n+2ƒ (Ă) + (−1)nƒ (2n+2)(Ă)
�

. (1)

Sabemos que ƒ (Ă) =
Ăn(1 − Ă)n

n!
é um polinômio de grau 2n, então ƒ (2n+2)(Ă) = 0.

Substituindo na expressão (1), obtemos

[F′(Ă)sen (ÂĂ) − ÂF(Ă)cos (ÂĂ)]′ = sen (ÂĂ)qnÂ2n+2ƒ (Ă)

= sen (ÂĂ)pnÂ2ƒ (Ă).

Portanto, obtemos a igualdade:

�

F′(Ă)sen (ÂĂ) − ÂF(Ă)cos (ÂĂ)
�′
= sen (ÂĂ)pnÂ2ƒ (Ă).

Integrando ambos os lados no intervalo [0,1]:

∫ 1

0

�

F′(Ă)sen (ÂĂ) − ÂF(Ă)cos (ÂĂ)
�′
dĂ = pnÂ2
∫ 1

0

ƒ (Ă)sen (ÂĂ)dĂ.

Usando o Teorema Fundamental do Cálculo [15, Stewart, 2013, p.354] no lado

esquerdo da igualdade, obtemos

�

F′(1)sen (Â) − ÂF(1)cos (Â)
�

−
�

F′(0)sen (0) − ÂF(0)cos (0)
�

= Â F(1) + Â F(0).

Portanto, temos:
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Â (F(1) + F(0)) = pnÂ2
∫ 1

0

ƒ (Ă)sen (ÂĂ)dĂ.

Cancelando Â dos dois lados:

F(1) + F(0) = Âpn
∫ 1

0

ƒ (Ă)sen (ÂĂ)dĂ. (1)

Agora observe que, para 0 < Ă < 1, valem as seguintes desigualdades:

0 < Ăn(1 − Ă)n < 1

0 <
Ăn(1 − Ă)n

n!
<

1

n!

0 < ƒ (Ă) <
1

n!
.

Como 0 < Ă < 1, então os valores de Â, pn e sen (ÂĂ) são positivos. Assim, temos:

0 < Âpnƒ (Ă)sen (ÂĂ) <
Âpnsen (ÂĂ)

n!

0 <

∫ 1

0

Âpnƒ (Ă)sen (ÂĂ)dĂ <

∫ 1

0

Âpnsen (ÂĂ)

n!
dĂ

0 < Âpn
∫ 1

0

ƒ (Ă) · sen (ÂĂ)dĂ <
Âpn

n!

∫ 1

0

sen (ÂĂ)dĂ. (2)

Substituindo (1) em (2), obtemos:

0 < F(1) + F(0) <
Âpn

n!

∫ 1

0

sen (ÂĂ)dĂ

0 < F(1) + F(0) <
Âpn

n!
·
2

Â

0 < F(1) + F(0) <
2pn

n!
.

Sabemos que:

lim
n→∞

pn

n!
= 0,
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portanto, para n suficientemente grande, temos:

pn

n!
< 0,5,

e, consequentemente:

0 < F(1) + F(0) < 2 · 0,5,

0 < F(1) + F(0) < 1.

No entanto, isso é um absurdo, pois F(1)+F(0) é um número inteiro. A contradição

decorre da suposição de que Â2 =
p

q
. Logo, concluímos que Â2 é um número irracional.

■

Corolário 2.11 O número Â é irracional.

Demonstração. Suponha, por contradição, que Â seja um número racional. Então,

existem inteiros positivos  e b tais que:

Â =


b
=⇒ Â2 =

�

b

�2

=⇒ Â2 =
2

b2
.

Logo, Â2 também seria um número racional, o que contradiz o resultado anterior-

mente demonstrado de que Â2 é irracional (Teorema 2.10). ■
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CAPÍTULO 3

Sequências Didáticas sobre

Números Irracionais

Este capítulo será dedicado à descrição do produto educacional desenvolvido ao

longo do período de estudos e pesquisas realizados para esta dissertação.

O ensino dos números irracionais é essencial para a compreensão da estrutura dos

números reais e para o desenvolvimento do pensamento matemático no Ensino Bá-

sico. Conceitos como continuidade, incompletude dos racionais e densidade numérica

ganham profundidade com a introdução dos irracionais, que aparecem naturalmente

em contextos históricos e cotidianos, como nas raízes quadradas de números primos,

no número e e no número Â [1, Boyer; Merzbach, 2012] e [3, D’Ambrosio, 2012].

Apesar disso, o tema costuma ser abordado de forma superficial, com foco em

procedimentos algébricos e pouca ênfase na construção conceitual. Muitos alunos

têm dificuldade em compreender a natureza dos irracionais, especialmente por suas

representações decimais infinitas e não periódicas. Do lado docente, desafios como o

tempo reduzido, a pressão curricular e a falta de materiais contextualizados dificultam

o planejamento de aulas mais significativas.

Diante desses entraves, propusemos o desenvolvimento de sequências didáticas

- Atividade 1 (subseção 3.3.1), Atividade 2 (subseção 3.3.2) e Atividade 3 (subseção

3.3.3) - como produto educacional desta dissertação, com o intuito de despertar o

interesse dos estudantes e possibilitar uma aprendizagem mais significativa.
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3.1 Objetivos gerais

O presente trabalho consiste no desenvolvimento de três sequências didáticas

dedicadas a proporcionar aos estudantes uma compreensão mais concreta e signi-

ficativa dos números, por meio de materiais de seu cotidiano ou de fácil acesso. O

foco principal recai sobre os números reais, com ênfase especial nos números irraci-

onais, que ainda são vistos pela maioria dos alunos de forma abstrata e superficial.

Como aponta D’Ambrosio em [3, 2012], a Matemática deve ser apresentada de forma

contextualizada, aproximando-se da realidade do estudante e favorecendo sua com-

preensão crítica.

As duas primeiras atividades - Atividade 1 e Atividade 2 - foram aplicadas pelo au-

tor em turmas do 8º ano do Ensino Fundamental (subseção 3.4.1 e subseção 3.4.2),

atendendo às exigências curriculares e, ao mesmo tempo, buscando inspirar ou-

tros professores a implementarem práticas semelhantes em suas próprias realidades,

adaptando-as e até mesmo aperfeiçoando-as com novos métodos, sempre em favor

da valorização e da melhoria do ensino. Nesse sentido, metodologias que favorecem

a resolução de problemas e a participação ativa dos alunos podem tornar a aprendi-

zagem mais significativa.

3.2 Público alvo

As atividades propostas foram planejadas de acordo com o público-alvo a que se

destinam. As Atividades 1 e 2 foram elaboradas para estudantes dos anos finais do

Ensino Fundamental (8º ano e 9º ano) e também do Ensino Médio, possibilitando sua

aplicação em diferentes contextos escolares. Já a Atividade 3 foi desenvolvida es-

pecialmente para turmas do Ensino Médio (2º ano e 3º ano), embora também possa

ser utilizada em outras situações, conforme a necessidade do professor. Em todos os

casos, sua implementação é adequada tanto no ensino regular quanto em contextos

nos quais se identificam dificuldades de aprendizagem, exigindo intervenções peda-

gógicas específicas. O propósito central é proporcionar aos estudantes oportunidades

de construção de conhecimento de maneira ativa e significativa, explorando o con-

junto dos números reais, com especial ênfase nos irracionais, em consonância com

as competências e habilidades definidas na Base Nacional Comum Curricular BNCC,
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[2, BNCC]. A seguir, destacamos algumas dessas habilidades:

• EF07MA27 – Estabelecer o número Â como a razão entre a medida da circunfe-

rência e o seu diâmetro, a fim de compreender e resolver problemas, inclusive

de natureza histórica.

• EF08MA16 – Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de área de

figuras geométricas, utilizando expressões de cálculo de área (quadriláteros, tri-

ângulos e círculos), em situações como a determinação de medidas de terrenos.

• EF08MA28MG – Identificar números racionais com dízimas periódicas (descrito-

res SAEB: Identificar números racionais e irracionais).

• EF09MA01 – Reconhecer que, uma vez fixada uma unidade de comprimento,

existem segmentos de reta cujo comprimento não pode ser expresso por um

número racional (como as medidas das diagonais de polígonos e as alturas de

triângulos, quando se toma a medida de cada lado como unidade).

• EF09MA02 – Reconhecer um número irracional como um número real cuja repre-

sentação decimal é infinita e não periódica, estimando a localização de alguns

deles na reta numérica.

• EF09MA04 - Resolver e elaborar problemas com números reais, incluindo a iden-

tificação de dízimas periódicas e não periódicas.

Essas habilidades orientam a elaboração da sequência didática, de modo a articu-

lar conceitos matemáticos abstratos com experiências concretas e acessíveis, favo-

recendo o desenvolvimento do raciocínio lógico e a compreensão crítica dos números

irracionais.

3.3 Sequências Didáticas

Com o intuito de tornar o estudo dos números irracionais mais acessível e signifi-

cativo, foram elaboradas três atividades centrais que compõem as sequências didá-

ticas.
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• Atividade 1: “Obtendo números irracionais a partir do Teorema de Pitágoras”,

explora situações geométricas que evidenciam a existência de medidas não ex-

pressas por números racionais, favorecendo a compreensão histórica e concei-

tual dos irracionais.

• Atividade 2: “O cálculo do valor aproximado de Â utilizando objetos do cotidi-

ano”, propõe uma abordagem experimental e contextualizada, permitindo que

os alunos descubram, por meio de medições simples, a presença de Â em diver-

sas formas circulares.

• Atividade 3: “Uma abordagem mais prática para o ensino do número de Euler”,

tem como objetivo introduzir o número e de forma intuitiva e aplicada, a partir de

cálculos relacionados a juros compostos. Essa abordagem possibilita aos estu-

dantes perceberem o caráter universal dos números irracionais, mostrando como

eles se manifestam em diferentes áreas da matemática e em diversas situações

do cotidiano.

Essas atividades, integradas, visam não apenas o domínio técnico, mas também

o despertar da curiosidade e o desenvolvimento do raciocínio crítico.

3.3.1 Atividade 1 - Obtendo números irracionais a partir do

Teorema de Pitágoras

Recomenda-se iniciar esta atividade por meio de uma revisão do Teorema de Pi-

tágoras e suas aplicações, de modo a retomar conhecimentos prévios e assegurar

a compreensão dos alunos. Nos exemplos iniciais, é importante que os resultados

correspondam a raízes quadradas cujos valores resultam em números racionais. Em

seguida, gradativamente, podem ser apresentados casos em que os resultados envol-

vem raízes quadradas que não correspondem a números racionais — particularmente

raízes quadradas de números primos —, possibilitando a caracterização dos números

irracionais.
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Ação 1

É essencial retomar o Teorema de Pitágoras com toda a turma, assegurando que

todos os estudantes compreendam e saibam aplicá-lo corretamente. Caso sejam

identificadas dificuldades ou lacunas na aprendizagem, recomenda-se a realização

de intervenções pedagógicas específicas, a fim de garantir que todos alcancem o

domínio necessário desse conteúdo antes do avanço para novos conceitos.

Duração: 1 a 2 aulas - 50 a 100 minutos.

Ação 2

Promover um debate coletivo, incentivando os estudantes a reconhecerem situ-

ações do cotidiano em que a aplicação do Teorema de Pitágoras se faz necessária,

valorizando suas experiências e repertórios pessoais. Entre os exemplos que podem

ser explorados, destacam-se:

• cálculo do comprimento de vigas em tesouras de telhados;

• determinação de diagonais em ambientes ou superfícies retangulares;

• cálculo do tamanho da tela de um dispositivo eletrônico (televisão, celular, no-

tebook), que geralmente é medido pela diagonal;

• determinação da distância em linha reta entre dois pontos de um mapa (quando

se conhecem as distâncias em latitude e longitude representadas em escala).

Além disso, o professor pode apresentar situações comuns na construção civil

como as que segue:

• A Regra do “X”: prática muito utilizada por construtores para verificar se os

ângulos internos de uma estrutura retangular são retos (ou “no esquadro”, na

linguagem popular). Para isso, mede-se o comprimento das duas diagonais da

construção do cômodo que tem formato retangular. Como em um retângulo os

lados opostos são congruentes, as diagonais também devem ser iguais. Essa

verificação pode ser realizada com base no Teorema de Pitágoras ou pela aná-

lise da congruência de triângulos formados. Se as medidas das diagonais não

coincidirem, conclui-se que os ângulos não são retos.
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• Verificação de ângulo reto entre paredes: outro procedimento comum con-

siste em medir 80cm em uma das paredes e 60cm na parede adjacente, a partir

de um ponto comum. Em seguida, mede-se a distância entre os extremos desses

segmentos, que deve ser de 100cm. Essa prática fundamenta-se no Teorema de

Pitágoras, pois 602+ 802 = 1002. Caso o valor encontrado seja diferente, indica-

se que o ângulo formado não é reto.

Tais exemplos evidenciam a aplicabilidade do Teorema de Pitágoras no cotidiano,

especialmente na área da construção civil.

Duração: 1 aula - 50 minutos.

Ação 3

Na aula seguinte, propõe-se uma atividade que combina cálculo e medição, favo-

recendo a construção do conhecimento por meio da experimentação. A ideia é que

os estudantes possam verificar, de maneira concreta, a validade do Teorema de Pitá-

goras em situações simples e acessíveis, estabelecendo uma ponte entre a abstração

matemática e a observação empírica. Materiais sugeridos:

• Papel milimetrado (disponível em papelarias);

• Régua graduada;

• Calculadora (quando disponível).

As atividades podem ser realizadas individualmente ou em grupos, a depender da

quantidade de alunos e da disponibilidade de material.

Orientar os alunos a construir ou recortar, no papel milimetrado, um retângulo

com dimensões de 3cm×4cm. Em seguida, solicitar que calculem a medida da diago-

nal aplicando o Teorema de Pitágoras. Posteriormente, pedir que meçam essa mesma

diagonal com o auxílio da régua.

O objetivo é que percebam que o valor obtido pelo cálculo (
p

32 + 42 = 5) coincide

com o valor medido, reforçando, assim, a validade e a aplicabilidade do teorema.

Caso desejado, a atividade pode ser repetida com retângulos de outras dimen-

sões que resultem em diagonais de medida exata, como 5cm×12cm ou 6cm×8cm.

UFU-IME-PROFMAT 54



Sequências Didáticas sobre Números Irracionais

Nesse primeiro momento, recomenda-se a escolha de exemplos cujas diagonais se-

jam números inteiros, de modo a facilitar a medição, a comparação e a consolidação

do conceito.

Em seguida, solicitar que os alunos construam retângulos com medidas dos lados

escolhidas livremente (preferencialmente números naturais). Orientar para que, em

alguns casos, os valores escolhidos sejam tais que a soma dos quadrados dos lados

resulte em um número primo, de modo que a diagonal seja dada pela raiz quadrada

de um número primo.

Explicar aos alunos que as raízes quadradas de números primos são irracionais,

ou seja, não podem ser expressas como fração e possuem representação decimal

infinita e não periódica.

Por exemplo, um retângulo de lados 2 cm e 3 cm resulta em uma diagonal dada

por:

d =
Æ

22 + 32 =
p

13,

onde 13 é primo. Assim,
⎷
13 é irracional.

A tabela a seguir apresenta alguns exemplos de pares de lados que resultam em

diagonais cuja medida é a raiz quadrada de um número primo:

Lado 1 Lado 2 Diagonal d

2 3
⎷
13

1 4
⎷
17

2 5
⎷
29

2 7
⎷
53

5 6
⎷
61

Em seguida, orientar os estudantes a calcular a medida das diagonais aplicando o

Teorema de Pitágoras. Ao realizar os cálculos, observar que, nesses casos, o resultado

será expresso por uma raiz quadrada que não corresponde a um número racional.

Solicitar que os estudantes estimem o valor dessas raízes por aproximação, seja por

tentativas sucessivas, seja com o auxílio de calculadoras.

Por fim, pedir que meçam com a régua a diagonal obtida e comparem com a

aproximação calculada. Conduzir uma discussão coletiva destacando que, embora os

valores encontrados sejam bastante próximos, não coincidem exatamente, evidenci-
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ando que essas raízes não possuem valor exato.

Duração: 1 aula - 50 minutos.

Ação 4

Nesta aula, o professor pode introduzir formalmente o conceito de número irraci-

onal, retomando a atividade realizada anteriormente. Os valores de raízes quadradas

de números primos encontrados pelos estudantes revelaram-se nem decimais exatos

nem dízimas periódicas, oferecendo o contexto ideal para a introdução desse novo

conceito. Como estratégia de fechamento, o professor pode promover um debate

coletivo, no qual sejam apresentados e comparados os diferentes resultados obtidos

pelos alunos ou pelos grupos. Durante essa discussão, é essencial destacar a pre-

sença tanto de números racionais quanto de irracionais, conduzindo os estudantes

à reflexão de que, na prática, é mais comum surgirem resultados irracionais nesse

tipo de situação. Assim, consolida-se o entendimento da relevância dos números

irracionais e de sua ocorrência natural em diferentes contextos matemáticos.

Ao final desta atividade, é fundamental que os alunos compreendam que:

• quando a raiz quadrada obtida pelo Teorema de Pitágoras não corresponde a um

número inteiro ou racional, o resultado deve ser classificado como irracional;

• os números irracionais possuem representação decimal infinita e não periódica,

o que os distingue dos números racionais.

Para ampliar a reflexão e favorecer uma aprendizagem mais significativa, o pro-

fessor pode propor um problema final que relacione o conceito discutido a situações

reais. Por exemplo:

Imagine que você precise medir a diagonal de um terreno retangular de

7m por 8m para instalar uma cerca. Sem utilizar instrumentos de medição,

apenas com cálculos, seria possível obter o valor exato dessa diagonal?

Justifique sua resposta relacionando-a ao que aprendemos sobre números

irracionais.

Duração: 1 aula - 50 minutos.
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A importância da atividade

Essa atividade, ao articular cálculo, medição e reflexão crítica, possibilita aos es-

tudantes compreender de maneira concreta a existência dos números irracionais,

especialmente aqueles expressos como raízes quadradas de números primos. Tal

abordagem está em consonância com a BNCC, que recomenda a contextualização e a

exploração de diferentes representações dos números reais, favorecendo uma apren-

dizagem significativa e o desenvolvimento do raciocínio lógico-matemático. Além

disso, ao articular o Teorema de Pitágoras com situações do cotidiano, promove-se

uma aprendizagem significativa, favorecendo a construção de conceitos matemáti-

cos de maneira mais consistente.

3.3.2 Atividade 2: O cálculo do valor aproximado de Â utili-

zando objetos do cotidiano

Dentre os números irracionais, o Â ocupa lugar de destaque, não apenas pelo

seu valor histórico e cultural, mas também por sua presença constante em contextos

matemáticos, científicos e tecnológicos.

A proposta desta atividade é levar os estudantes a compreender o significado do

número Â, explorando sua origem, sua natureza irracional e suas múltiplas aplica-

ções. Para isso, serão utilizadas medições práticas, cálculos, recursos tecnológicos e

reflexões históricas, de modo a proporcionar uma aprendizagem significativa e con-

textualizada.

Materiais sugeridos:

• Objetos circulares variados (trazidos pelos próprios alunos: tampas, pratos, co-

pos, rodas de brinquedo etc.);

• Barbante;

• Régua graduada;

• Calculadora (quando disponível);

• Papel milimetrado (opcional, para registros).

UFU-IME-PROFMAT 57



Sequências Didáticas sobre Números Irracionais

Ação 1

Para o desenvolvimento desta atividade, é recomendável que os estudantes já

tenham familiaridade com conceitos de perímetro, diâmetro e operações básicas com

números racionais. Caso sejam identificadas lacunas, o professor deverá realizar uma

intervenção pedagógica prévia para garantir a participação de todos.

Inicia-se a aula promovendo um diálogo coletivo sobre a presença de formas cir-

culares no cotidiano. Os alunos são incentivados a citar exemplos de objetos de uso

doméstico, da natureza e de construções humanas que apresentem essa forma geo-

métrica.

Em seguida, o professor amplia a discussão, apresentando imagens e exemplos

de formas circulares em fenômenos naturais (seções de frutas, gotas de água, ondas)

e astronômicos (Sol, Lua, órbitas planetárias). Essa etapa tem por objetivo despertar

a curiosidade e mostrar a presença do círculo na natureza.

Além disso, o professor deve apresentar um panorama histórico das tentativas

realizadas por diferentes civilizações antigas para determinar o valor de Â, com des-

taque para a contribuição de Arquimedes, que utilizou polígonos inscritos e circuns-

critos em seus cálculos. Ressalta-se, ainda, o valor racional 22

7
, frequentemente con-

siderado uma aproximação de Â. Essa abordagem evidencia a relevância cultural e

científica desse número ao longo da história.

Complementarmente, o professor pode introduzir o conceito de comprimento da

circunferência, por meio da fórmula C = Âd, de modo a antecipar ou reforçar o con-

teúdo que será explorado experimentalmente pelos alunos nas etapas seguintes da

atividade.

Duração: 1 a 2 aulas - 50 a 100 minutos.

Ação 2

Divida a turma em grupos heterogêneos, de modo a favorecer a cooperação entre

alunos com diferentes níveis de habilidade. Cada integrante do grupo deverá escolher

um objeto circular trazido de casa e realizar as atividades propostas a seguir:

• Medir cuidadosamente o diâmetro (d) do objeto, utilizando régua.
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• Medir a circunferência (C) do objeto com o auxílio de um barbante e, em seguida,

registrar o comprimento medido com a régua.

• Preencher uma tabela registrando os dados coletados e calcular a razão
C

d
para

cada objeto, conforme o exemplo abaixo:

Objeto Circular Diâmetro (d) Circunferência (C)
C

d

Prato

Copo

Tampa

Lata

Roda de brinquedo

• Se a turma estiver apta a acompanhar, o professor pode organizar os dados

obtidos por alguns alunos em um gráfico, como o do exemplo a seguir, que

mostra as razões
C

d
calculadas em função do diâmetro medido e as compara

com o valor de referência de Â:

6 8 10 12 14 16 18 20
3

3.1

3.2

3.3

Diâmetro medido (cm)

R
a
zã
o
C
/d

Razão C/d obtida pelos alunos vs. Valor de Â

Razões C/d dos alunos
Valor de Â (aprox.)

Figura 3.1: Comparação das razões C/d obtidas pelos alunos com o valor de Â.

Duração: 1 aula.

Ação 3

No quadro, o professor organiza os resultados obtidos, destacando a aproximação

comum em torno de 3,14 e as variações decorrentes das imprecisões de medição.
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Nesse momento, introduz-se formalmente o número Â como irracional, cuja represen-

tação decimal é infinita e não periódica. Relacionam-se os resultados à fórmula da

circunferência C = 2Âr.

Como fechamento, sugere-se um debate coletivo em que se ressalta a presença

de Â em múltiplos contextos da matemática e das ciências. Para ampliar a reflexão,

o professor pode propor um problema final, como o exemplo a seguir:

Uma pista de corrida possui formato circular e raio de 25 metros. Um atleta

completa uma volta nessa pista. Sem realizar a medição direta, apenas com cálculos,

é possível determinar exatamente a distância percorrida? Justifique sua resposta à

luz do que foi aprendido sobre o número Â.

Essa reflexão conduz os estudantes a perceberem que, embora seja impossível

obter o valor exato, é possível calcular aproximações confiáveis, destacando o caráter

irracional de Â.

Duração: 1 aula.

A importância da atividade

A proposta de calcular o valor aproximado de Â com objetos do cotidiano é re-

levante por tornar o conceito de número irracional mais concreto e significativo. Ao

realizar medições e comparações, os alunos percebem a constância da razão
C

d
, de-

senvolvendo habilidades de observação, análise e argumentação matemática. Além

disso, a atividade permite verificar, de forma empírica, a validade da fórmula do com-

primento da circunferência C = 2Âr, reforçando o entendimento do conceito por meio

da experimentação. A contextualização histórica contribui para destacar a importân-

cia cultural e científica de Â, enquanto a proposta atende às competências da BNCC,

aproximando a matemática do cotidiano e incentivando a curiosidade, a reflexão crí-

tica e o protagonismo dos estudantes.
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3.3.3 Atividade 3 - Uma abordagem mais prática para o ensino

do número de Euler

A proposta dessa atividade é realizar uma abordagem mais prática para o ensino

do número de Euler e, com o objetivo de despertar o interesse e facilitar a apren-

dizagem dos estudantes sobre esse importante conceito matemático. A atividade é

baseada no cálculo de juros compostos, aproximando o conceito de uma situação

concreta e familiar aos estudantes.

Segundo Maor, em [10, 2004], um dos primeiros indícios da aproximação implícita

ao número de Euler aparece em um problema de Matemática Financeira encontrado

em uma tábua de argila datada de cerca de 1700 a.C., onde se questiona: “Quanto

tempo levará para uma quantia de dinheiro dobrar se for investida a uma taxa de

20% de juros compostos ao ano?"

Embora a veracidade histórica desse problema não seja o foco, ele oferece uma

excelente oportunidade para contextualizar a aplicação do número de Euler no Ensino

Médio. Historicamente, taxas de juros de 100% ao ano eram comuns em certos

períodos. A partir disso, propomos a abordagem que será apresentada nas Ações de

1 a 4 a seguir.

Utilizaremos a fórmula dos juros compostos, comumente ensinada no Ensino Mé-

dio:

M = C(1 + )t,

ondeM é o montante final, C o capital inicial,  a taxa de juros e t o tempo de aplicação.

A escolha cuidadosa de valores facilitará a identificação do número de Euler, tornando

o conceito mais acessível a estudantes que ainda não o conhecem.

Público-alvo: Estudantes do 2º ano e do 3º ano do Ensino Médio.

Ação 1

Para o desenvolvimento desta atividade, recomenda-se que os estudantes já te-

nham familiaridade com operações envolvendo potências e com a fórmula dos juros

compostos. Caso sejam identificadas lacunas nesses conhecimentos prévios, o pro-
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fessor deverá realizar uma intervenção pedagógica inicial, assegurando que todos

possam compreender os cálculos propostos e participar ativamente da atividade.

Duração: 1 a 2 aulas.

Ação 2

Nesta etapa da atividade, os alunos serão convidados a calcular o montante de

uma aplicação financeira em diferentes frequências de tempo, de modo a observar

como os resultados se aproximam progressivamente de um valor específico. Essa

abordagem permitirá introduzir de forma intuitiva o número irracional e.

Considere um capital inicial de C = R$1,00 aplicado a juros compostos durante

um ano, com taxa de  = 100% = 1 ao ano. Com ou sem o auxílio de uma calculadora,

cada aluno deve calcular o montante M para diferentes frequências de capitalização,

observando o comportamento do valor obtido à medida que a capitalização aumenta.

Ao realizar os cálculos, é esperado que cada aluno obtenha:

• Capitalização anual:

M = 1(1 + 1)1 ⇒ M = 2.

• Capitalização semestral:

M = 1
�

1 +
1

2

�2
⇒ M = 2,25.

• Capitalização mensal:

M = 1
�

1 +
1

12

�12
⇒ M ≈ 2,613035.

• Capitalização diária:

M = 1
�

1 +
1

365

�365
⇒ M ≈ 2,714567.

• Capitalização horária:

M =
�

1 +
1

365·24
�365·24

=
�

1 +
1

8760

�8760
⇒ M ≈ 2,718126.

• Capitalização por minuto:
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M =
�

1 +
1

525600

�525600
⇒ M ≈ 2,718279.

• Capitalização por segundo:

M =
�

1 +
1

31536000

�31536000
⇒ M ≈ 2,71828178.

Duração: 1 aula.

Ação 3

Após a realização dos cálculos da Ação 2, os alunos devem analisar os resulta-

dos obtidos e compará-los entre si. Observa-se que, à medida que o intervalo de

capitalização diminui, o valor do montante M se aproxima progressivamente de um

número específico. Por exemplo, no caso da capitalização por segundo, o montante

encontrado é:

M ≈ 2,71828178,

valor que coincide com as primeiras casas decimais do número irracional

e = 2,718281828459 . . .

Além disso, o professor deve conduzir os alunos a perceberem que:

• o crescimento de M tende a se estabilizar em torno de um limite, mesmo que o

intervalo de capitalização continue a diminuir.

• o valor ao qual M se aproxima é chamado de número de Euler, ou simplesmente

e.

• Ressaltar que e é um número irracional, com representação decimal infinita e

não periódica.

• Incentivar uma breve discussão sobre a importância de e em diversos contextos

matemáticos e científicos, mostrando sua relevância prática.

Duração: 1 aula.
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Ação 4

Uma maneira complementar e eficaz de aprofundar a compreensão do número de

Euler e é por meio da análise gráfica da função ƒ : R− {0}→ R dada por

ƒ (Ă) =
�

1 +
1

Ă

�Ă
,

utilizando softwares matemáticos como o GeoGebra.

Nesta aula, o professor deve levar os estudantes ao laboratório de informática da

escola, e:

• Solicitar que os alunos construam o gráfico da função no GeoGebra, variando os

valores de Ă.

• Orientá-los a observar que, conforme Ă aumenta, os valores de ƒ (Ă) se aproxi-

mam cada vez mais de uma constante.

• Explicar que essa constante é o número irracional e, reforçando que, embora o

conceito formal de limite ainda não faça parte do currículo do Ensino Médio, a

visualização gráfica oferece uma compreensão intuitiva desse comportamento.

• Incentivar os alunos a registrar suas observações e discutir coletivamente por

que a função tende a se estabilizar.

A Figura 3.2 apresenta um exemplo do gráfico gerado no GeoGebra, mas é re-

comendável que cada aluno construa o seu, pois a interação direta com o software

favorece a assimilação do conceito.
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Figura 3.2: Gráfico da função ƒ (Ă) =

�

1 +
1

Ă

�Ă

Duração: 1 aula.

Curiosidade matemática sobre o número de Euler

O exemplo trabalhado nas ações anteriores considera a capitalização composta

com intervalos discretos de tempo (anual, mensal, diária, etc.). Entretanto, é rele-

vante mencionar que, em situações reais do mercado financeiro, utiliza-se também

a capitalização contínua, na qual o número de Euler aparece de forma explícita na

fórmula:

M = Cet,

em que C é o capital inicial,  é a taxa de juros anual e t é o tempo em anos.

Embora a dedução formal dessa expressão ultrapasse o escopo do Ensino Mé-

dio, sua apresentação pode enriquecer a discussão, mostrando a importância prá-

tica e a presença constante de e em contextos do mundo real. Para mais detalhes,

recomenda-se consultar [5, Arruda, 2007, p.64].

Caso haja tempo e interesse da turma, o professor pode propor uma atividade

exploratória simples, em que os alunos substituam valores na expressão da capita-

lização contínua para calcular o montante M. Essa prática favorece a percepção da

aplicabilidade do número e em situações financeiras reais.

UFU-IME-PROFMAT 65



Sequências Didáticas sobre Números Irracionais

A importância da atividade

A sequência didática sobre o número de Euler possui grande relevância pedagó-

gica, pois permite que os estudantes compreendam, de forma intuitiva e contextuali-

zada, a presença e a aplicabilidade desse número irracional em diferentes situações.

Ao trabalhar com cálculos de juros compostos em diversas frequências de capitali-

zação e, posteriormente, com a visualização gráfica de ƒ (Ă) =
�

1 +
1

Ă

�Ă
, os alunos

percebem como o valor de e emerge naturalmente. Essa abordagem favorece a

interdisciplinaridade, aproxima a Matemática da realidade cotidiana, introduz de ma-

neira acessível a noção de limite e prepara o estudante para estudos futuros mais

avançados, fortalecendo assim uma aprendizagem significativa e duradoura.

3.4 A Aplicação das sequências didáticas em sala de

aula

3.4.1 Aplicação da Atividade 1

A atividade foi realizada em quatro aulas de 50 minutos em uma turma de 8º

ano do Ensino Fundamental de uma escola pública de Coromandel - MG, com carga

horária total de 200 minutos. Vamos separar a descrição da atividade em quatro

momentos: Primeira aula, Segunda aula, Terceira aula e Quarta aula.

Primeira aula (50 minutos)

O desenvolvimento da sequência iniciou-se com uma exposição conduzida pelo

professor, que apresentou um breve histórico do Teorema de Pitágoras, seguido de

uma revisão conceitual e da resolução de diversos exemplos práticos. Nesse primeiro

momento, foram utilizadas apenas medidas expressas em números inteiros que re-

sultassem em raízes quadradas que correspondiam a números inteiros, de modo que

as diagonais calculadas correspondessem a valores inteiros.

Durante a aula, observou-se que a maior parte dos alunos compreendeu os proce-

dimentos, embora alguns tenham demonstrado dificuldades em operações básicas,

como a manipulação de termos em equações (especialmente a mudança de sinal ao
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transpor um termo) ou a aplicação correta da raiz quadrada para isolar a incógnita.

Houve também casos de dificuldades específicas no cálculo de raízes quadradas e

em operações de multiplicação. Apesar disso, de modo geral, os alunos responderam

corretamente às atividades propostas, ainda que com alguns erros pontuais. Ao final,

foi sugerido que, em seus ambientes cotidianos (casa, escola ou comunidade), os

estudantes identificassem figuras geométricas relacionadas a triângulos retângulos,

como preparação para a aula seguinte.

Segunda aula (50 minutos)

O professor iniciou retomando a proposta anterior e incentivando os alunos a com-

partilharem situações práticas em que identificaram a aplicação do Teorema de Pitá-

goras. Constatou-se certa dificuldade inicial dos estudantes em relacionar o conteúdo

escolar ao seu cotidiano. Para estimular a participação, o professor apresentou um

retângulo simples de dimensões 12cm × 5cm e desafiou-os a calcular sua diagonal.

Um aluno percebeu que a diagonal dividia o retângulo em dois triângulos retângulos,

o que levou a turma a aplicar os conhecimentos da aula anterior.

O professor ampliou a discussão abordando aplicações práticas do teorema em

construções. Por exemplo, questionou sobre as estruturas de sustentação de telha-

dos, levando os alunos a perceberem que as tesouras são compostas por triângulos

retângulos. Posteriormente, apresentou dois exemplos tradicionais:

1. A “regra do X”: com auxílio de dois alunos, mediram-se as diagonais da sala

de aula. Verificou-se que as medidas eram congruentes, o que foi explicado pelo

fato de os ângulos internos da sala serem retos. O professor destacou que, se

as medidas fossem diferentes, isso indicaria que a sala não estaria em perfeito

esquadro, e demonstrou a aplicação do Teorema de Pitágoras nesse contexto.

2. Verificação de ângulo reto entre duas paredes: utilizando uma fita mé-

trica, o professor e os alunos marcaram 80 cm em uma parede e 60 cm em

outra, a partir de um mesmo vértice, medindo em seguida a distância entre as

extremidades, que resultou em 100 cm. Substituindo esses valores no Teorema

de Pitágoras, concluiu-se que o ângulo formado era reto, exemplificando outra

aplicação prática do teorema.
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Em seguida, o professor organizou a turma em duplas e distribuiu uma folha de

papel milimetrado (ou quadriculado) para cada dupla, juntamente com uma folha de

atividades.

Na primeira atividade, os alunos recortaram um retângulo de 6cm × 8cm. Em

seguida, foram orientados a calcular sua diagonal utilizando o Teorema de Pitágo-

ras. Todos obtiveram o resultado correto, com os alunos que apresentavam mais

dificuldades sendo auxiliados por seus colegas. Posteriormente, o professor sugeriu

que verificassem com uma régua a medida da diagonal do retângulo, confirmando o

resultado de 10cm.

Terceira aula (50 minutos)

Com a turma organizada em duplas, cada uma munida de uma folha de papel

milimetrado e de uma folha de atividades, o professor propôs, dando continuidade à

etapa inicial realizada na aula anterior, que construíssem um retângulo com medidas

de lados escolhidas livremente, preferencialmente expressas em números naturais,

e calculassem sua diagonal aplicando o Teorema de Pitágoras. Durante a realização

da atividade, algumas duplas perceberam que o resultado obtido não correspondia a

uma raiz quadrada que resultava em um número racional.

Para direcionar o raciocínio, em uma outra atividade, o professor orientou os alu-

nos a selecionar medidas cujos quadrados, ao serem somados, resultassem em um

número primo. Como muitos apresentaram dificuldades nessa escolha, foram forne-

cidos exemplos práticos: (2,3) e (2,7). Dessa forma, os alunos calcularam, respec-

tivamente,
p

22 + 32 =
⎷
13 e
p

22 + 72 =
⎷
53. Os resultados evidenciaram que se

tratava de raízes quadradas de números primos e que o valores obtidos não eram

exatos (números racionais).

Muitos alunos notaram que, ao calcular a raiz quadrada, não obtinham um nú-

mero natural ou racional. Então, foram incentivados a realizar aproximações dessas

raízes, seja por tentativas sucessivas, seja com o auxílio de calculadoras, quando

disponíveis. Por fim, mediram com a régua a diagonal obtida e compararam com

o valor aproximado calculado, observando que os valores eram próximos, mas não

coincidiam exatamente.
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Quarta aula (50 minutos)

Nesta aula, o professor retomou a atividade dos cálculos das raízes quadradas de

números primos, introduzindo o conceito de números irracionais, ressaltando que tais

raízes possuem infinitas casas decimais não periódicas (relacionando com o conheci-

mento prévio dos alunos sobre dízimas periódicas).

A aula foi finalizada com um debate coletivo, no qual as duplas compararam os

diferentes resultados obtidos na aula anterior e compartilharam suas descobertas.

Muitos concluíram que, nessas situações, é mais comum obter números irracionais

do que racionais, reforçando o objetivo central da atividade.

Além disso, para favorecer uma aprendizagem mais significativa, o professor

propôs, como atividade extra classe, o seguinte problema que relaciona o conceito

discutido com situações reais:

Imagine que você precise medir a diagonal de um terreno retangular de 7m por

8m para colocar uma cerca. Sem usar instrumentos de medição, apenas com cál-

culos, você conseguiria obter o valor exato dessa diagonal? Justifique sua resposta

relacionando-a ao que aprendemos sobre números irracionais.

Observações sobre a aplicação da Atividade 1

Vale ressaltar que, durante a aplicação da sequência didática proposta, foram

observadas dificuldades de alguns alunos na realização de cálculos básicos, o que

evidencia lacunas na aprendizagem de conteúdos que já deveriam ter sido conso-

lidados nos anos finais do Ensino Fundamental. Por outro lado, destacou-se a boa

receptividade das atividades por grande parte da turma, o que reforça a importância

de abordar os conteúdos de forma contextualizada e mais próxima da realidade dos

estudantes.

3.4.2 Aplicação da Atividade 2

A segunda atividade foi realizada em três aulas de 50 minutos, em uma turma

de 8º ano do Ensino Fundamental de uma escola pública de Coromandel - MG, com

carga horária total de 150 minutos. Como na descrição da atividade anterior, vamos
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separar a descrição em três momentos: Primeira aula, Segunda aula e Terceira aula.

Primeira aula (50 minutos)

O professor iniciou a aula desenhando uma circunferência no quadro e promo-

vendo um debate com a turma sobre o nome da figura e suas possíveis aplicações.

Entre as respostas dos alunos, surgiram termos como bola, roda, círculo, esfera e cir-

cunferência. Em seguida, apresentou e definiu os principais elementos dessa figura:

comprimento, diâmetro e raio. Para tornar a atividade mais envolvente, conduziu

um diálogo sobre formas circulares presentes no cotidiano, sejam em objetos, na na-

tureza ou em construções humanas. Para ilustrar a discussão, exibiu imagens de

formas circulares em fenômenos naturais — como seções de frutas, gotas d’água e

ondas — e também em contextos astronômicos, como o Sol, a Lua e os planetas. Os

alunos reconheceram que tais formas são frequentes e exercem grande importância

em nossas vidas.

Durante o debate, destacou-se ainda a relevância histórica da invenção da roda

para o desenvolvimento da humanidade.

Na sequência, o professor apresentou uma breve revisão histórica das tentativas

de cálculo do número Â, destacando que ele corresponde à razão entre o compri-

mento de uma circunferência e o seu diâmetro. Ressaltou que, já na Grécia Antiga,

esse resultado era considerado de grande importância.

Ao final da aula, o professor solicitou que cada aluno trouxesse, para o próximo

encontro, um objeto circular presente em seu cotidiano.

Segunda aula (50 minutos)

O professor iniciou a aula organizando a turma em grupos de dois ou três alunos

para a realização da atividade. Cada estudante trouxe um objeto com formato cir-

cular, conforme solicitado na aula anterior. No primeiro momento, os alunos foram

orientados a medir com atenção o comprimento da circunferência de seus respectivos

objetos. Para isso, alguns utilizaram barbantes fornecidos pelo professor, enquanto

outros, que trouxeram objetos cilíndricos, aplicaram o método da rolagem: marcaram

um ponto na superfície do objeto e o fizeram rolar sobre uma folha, registrando o
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deslocamento a cada volta completa. Em seguida, com o auxílio de réguas, mediram

o diâmetro de cada objeto. Os dados foram registrados em uma tabela semelhante

à apresentada na Ação 2 da Atividade 2 (seção 3.3.2), na qual também calcularam a

razão entre o comprimento da circunferência e o diâmetro.

Posteriormente, cada grupo entregou seus resultados ao professor, que organizou

as informações em um gráfico semelhante ao da Ação 2 da Atividade 2 (seção 3.3.2),

permitindo a análise coletiva dos valores obtidos.

Apesar das pequenas variações decorrentes de imprecisões nas medições, o grá-

fico evidenciou que a maioria dos resultados se encontrava no intervalo de 3,1 a 3,2,

com poucos casos fora dessa faixa.

Um dos resultados chamou especialmente a atenção do professor: uma estudante

encontrou a razão
C

d
=
22

7
= 3,142857143 . . ., valor conhecido historicamente como

uma aproximação notável de Â. Na ocasião, o professor explicou que essa fração é

conhecida desde a Antiguidade e que é atribuída a Arquimedes, sendo uma das apro-

ximações racionais mais famosas para o número Â. O objeto utilizado pela estudante

foi uma lata de milho em conserva.

A atividade despertou entusiasmo entre os alunos, que demonstraram grande

interesse ao constatar que é possível estimar, de forma empírica, um número mate-

mático tão importante utilizando objetos simples e cotidianos.

Terceira aula (50 minutos)

No terceiro dia de aula, após consolidar a ideia de como estimar o valor de Â, o

professor retomou os resultados obtidos na atividade anterior e destacou que a apro-

ximação mais comum utilizada para esse número é 3,14 — valor bastante próximo da

média dos resultados obtidos pelos grupos.

Nesse momento, o professor introduziu uma nova informação: o número Â é,

na verdade, um número irracional, ou seja, sua representação decimal é infinita e

não periódica. Imediatamente, os alunos associaram essa característica às raízes

quadradas que não correspondiam a números racionais, tema já trabalhado na turma

anteriormente.

Como desdobramento prático da aula anterior, o professor retomou o conceito de
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comprimento da circunferência, que já havia sido apresentado, agora com o objetivo

de reforçar sua compreensão por meio da aplicação concreta.

Segundo alguns alunos da turma, a atividade realizada, em que mediram o com-

primento e o diâmetro de objetos circulares e calcularam a razão entre essas medi-

das, contribuiu significativamente para que compreendessem de forma mais intuitiva

a fórmula C = Âd.

Para reforçar a compreensão, o professor conduziu um debate com a turma sobre

a importância de Â em diversas situações do cotidiano, do qual os alunos participaram

ativamente, citando aplicações do comprimento da circunferência em engrenagens,

rodas, construções circulares, entre outros contextos.

Ao final da aula, o professor propôs um desafio:

Desafio: Uma pista de corrida tem formato circular e raio de 25 metros. Um atleta

completa uma volta completa nessa pista. Sem realizar a medição direta, apenas

com cálculos, seria possível determinar exatamente a distância percorrida?

Rapidamente, os alunos relacionaram o desafio à fórmula do comprimento da

circunferência, reconhecendo que a distância percorrida poderia ser calculada por

C = 2Âr, evidenciando que haviam compreendido e assimilado a aplicação do número

Â em uma situação concreta do cotidiano.

Observações sobre a aplicação da Atividade 2

Durante a aplicação da sequência didática sobre o número Â, foi possível observar

alguns desafios relacionados à matemática básica, especialmente no que diz respeito

a erros de cálculo envolvendo operações com números decimais e frações. Esses obs-

táculos evidenciam a importância de revisitar conteúdos fundamentais ao trabalhar

conceitos mais avançados, como a razão entre medidas. Por outro lado, a atividade

também despertou grande entusiasmo entre os alunos, que demonstraram empolga-

ção ao perceber que era possível visualizar na prática conceitos teóricos abordados

em sala de aula. O uso de objetos do cotidiano, a realização de medições e a aná-

lise coletiva de dados favoreceram o engajamento da turma e contribuíram para uma

aprendizagem mais significativa do número Â e de suas aplicações.
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Considerações finais

Esta dissertação tenta contribuir para o ensino significativo dos números irraci-

onais na Educação Básica, por meio da articulação entre fundamentos teóricos e

propostas didáticas de ensino. Para tanto, os capítulos 1 e 2 apresentaram uma re-

visão detalhada sobre os conjuntos numéricos, com ênfase no conjunto dos números

irracionais, abordando aspectos históricos e conceituais.

No Capítulo 3, foram desenvolvidas três sequências didáticas voltadas ao ensino

de irracionais: raiz quadrada de número primo, Â e número de Euler. Essas sequên-

cias buscaram integrar teoria e prática, combinando exploração empírica, problemati-

zação histórica e contextualização com objetos do cotidiano, com o intuito de desper-

tar a curiosidade dos alunos, estimular o pensamento crítico e favorecer a construção

de significados para conceitos frequentemente abordados de forma abstrata e des-

contextualizada.

Tendo em vista a aplicação de duas das três atividades propostas, a escolha por

uma abordagem investigativa e centrada na experiência dos estudantes revelou-se

acertada, especialmente por permitir que eles compreendessem a existência dos nú-

meros irracionais não apenas como um dado técnico, mas como resultado de proces-

sos de generalização. As atividades mostraram-se eficazes também para revelar e

enfrentar dificuldades ainda presentes na Educação Básica, como lacunas no domínio

da matemática básica, erros de cálculo e desconhecimento de conceitos elementares.

Por outro lado, observou-se a empolgação dos alunos diante da possibilidade de

“ver na prática" conceitos que muitas vezes lhes pareciam distantes. A atividade so-
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bre Â, por exemplo, permitiu que os estudantes percebessem empiricamente a cons-

tância da razão entre o comprimento da circunferência e seu diâmetro, validando, por

meio da experimentação, uma fórmula amplamente utilizada, mas nem sempre bem

compreendida.

Assim, conclui-se que o ensino dos números irracionais pode — e deve — ser

tratado de forma mais exploratória e contextualizada na sala de aula, considerando

suas raízes históricas, sua relevância matemática e suas inúmeras aplicações. O

trabalho aqui desenvolvido espera contribuir com professores e futuros educadores

na construção de práticas pedagógicas que priorizem o significado e a compreensão,

respeitando o tempo e as trajetórias dos alunos e promovendo a aprendizagem da

Matemática como ciência viva, útil e humana.
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