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LEMES, T. O. P. Cinematica e Matematica: uma abordagem interdisciplinar. 2025. 95p.
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Resumo

O ensino de Fisica e Matematica tém sido um grande desafio para os(as) professo-
res(as), em particular, do Ensino Médio. Os(as) estudantes, ao entrarem no Ensino
Médio, em geral, apresentam grande deficiéncia matematica, o que acaba comprome-
tendo o ensino de ambas. Isto se deve a diversos fatores, ora cognitivos, ora pedagé-
gicos, ora socioemocionais. Este trabalho propde uma abordagem para auxiliar no pro-
cesso de ensino-aprendizagem tanto de Cinemética (de Mecanica Cléssica, de Fisica)
guanto de Matematica, por meio da aplicagao de uma sequéncia didatica, para o En-
sino Médio, que destaca e faz uso da interdisciplinaridade entre elas. Sdo trabalhados
tépicos como funcao do 12 grau, movimento uniforme, funcdo do 22 grau, movimento
uniformemente variado, lancamento vertical e lancamento horizontal. Além disso, sdao
utilizadas simulacbes da plataforma/simulador virtual Phet e propostos experimentos,
com foco nestes tépicos. E importante destacar que a sequéncia didatica estd estru-
turada com atividades, as quais podem ser aplicadas de forma isolada ou sequencial,
e pode ser utilizada tanto por um(a) professor(a) de Fisica para ensino com embasa-
mento em Matematica quanto por um(a) professor(a) de Matematica para ensino com
exemplificacao em Fisica. Espera-se que a abordagem apresentada contribua efetiva-
mente na construcdo do conhecimento acerca dos tépicos trabalhados de Cinemdtica

e Matematica.

Palavras-chave: Cineméatica, Matematica, Fisica, Ensino Médio, Sequéncia didatica.



LEMES, T. O. P. Kinematics and Mathematics: an interdisciplinary approach. 2025. 95p.

M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

Teaching physics and mathematics has been a major challenge for teachers, particu-
larly in high school. Students, upon entering high school, generally have significant
mathematical deficiencies, which ultimately compromises the teaching of both. This
is due to several factors, including cognitive, pedagogical, and social-emotional fac-
tors. This work proposes an approach to assist in the teaching-learning process of both
kinematics (in classical mechanics, in physics) and mathematics, through the applica-
tion of a didactic sequence for high school that emphasizes and utilizes the interdis-
ciplinarity between them. Topics covered include first-degree functions, uniform mo-
tion, second-degree functions, uniformly varied motion, vertical launch, and horizontal
launch. Furthermore, simulations using the virtual platform/simulator Phet are used,
and experiments focusing on these topics are proposed. It is important to highlight that
the didactic sequence is structured with activities that can be applied individually or
sequentially. It can be used by both a physics teacher for teaching with foundation in
mathematics and by a mathematics teacher for teaching with examples in physics. The
approach presented is expected to effectively contribute to the construction of kno-

wledge about the topics covered in kinematics and mathematics.

Keywords: Kinematics, Mathematics, Physics, High School, Didactic sequence.



“Ndo se pode ensinar tudo a alguém, pode-se ape-
nas ajuda-lo a encontrar por si mesmo o caminho.”
(Galileu Galilei)
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Introducao

A Fisica é uma ciéncia que explica os fenOmenos da natureza, por meio de modelos, e sua relacao
com o ser humano. E dita uma ciéncia experimental. Por meio de observacdes, encontra padrdes e
principios que explicam fendmenos naturais. Ja a Mecanica é o ramo da Fisica que procura compreen-
der e descrever movimentos ou auséncia de movimentos de corpos por meio da Cinematica, causas
de movimentos ou equilibrio de corpos por meio da Dinamica, além de energias associadas a corpos
ou a sistemas de corpos. Por sua vez, a Cinematica é a parte da Mecanica que estuda movimentos,
sem se preocupar com suas causas. Neste estudo, procura-se entender as grandezas fisicas espaco,

velocidade e aceleracao dos corpos em funcao do tempo.

A Matemadtica é uma ciéncia abstrata que, por meio de raciocinio légico e dedutivo, estuda quantida-

des, estruturas, variacdes, em areas como Algebra, Andlise e Geometria.

O ensino de Fisica e Matematica tém sido um grande desafio para os(as) professores(as), em particu-
lar, do Ensino Médio. Os(as) estudantes, ao entrarem no Ensino Médio, em geral, apresentam grande
deficiéncia matematica, o que acaba comprometendo o ensino de ambas. Isto se deve a diversos

fatores, ora cognitivos, ora pedagdgicos, ora socioemocionais.

Este trabalho propde uma abordagem para auxiliar no processo de ensino-aprendizagem tanto de
Cinemética (de Mecanica Classica, de Fisica) quanto de Matematica, por meio da aplicacao de uma

sequéncia didética, para o Ensino Médio, que destaca e faz uso da interdisciplinaridade entre elas.

No capitulo 1, sdo apresentados conceitos e demonstrados resultados de Matematica, que em geral
podem ser encontrados em (IEZZI; MURAKAMI, 2013) e (IEZZI; MURAKAMI; MACHADO, 2013), que
sao nossas principais referéncias aqui. Em particular, sdo explorados tépicos como fungdo numérica,

funcao do 12 grau, funcao do 22 grau, limite e derivada.

No capitulo 2, sao apresentados conceitos e demonstrados resultados de Cinematica, que em geral
podem ser encontrados em (RAMALHO; FERRARO; SOARES, 2007), que é nossa principal referéncia

aqui. Em especial, sdo explorados tépicos como movimento uniforme, movimento uniformemente

& UFU-IME-PROFMAT 1l



variado, lancamento vertical e lancamento horizontal.

E, no capitulo 3, é apresentada uma sequéncia didatica, com atividades que abordam tdpicos de Cine-
matica e Matematica. Sao trabalhados tépicos como funcao do 12 grau, movimento uniforme, funcao
do 22 grau, movimento uniformemente variado, lancamento vertical e lancamento horizontal. Além
disso, sao utilizadas simulacdes da plataforma/simulador virtual Phet (PHET, 2025) e propostos expe-
rimentos, com foco nestes tépicos. E importante destacar que a sequéncia didatica estd estruturada
com atividades, as quais podem ser aplicadas de forma isolada ou sequencial, e pode ser utilizada
tanto por um(a) professor(a) de Fisica para ensino com embasamento em Matematica quanto por

um(a) professor(a) de Matematica para ensino com exemplificacdao em Fisica.
J4&, no capitulo 4, sdo apresentadas consideracdes finais com relacdo ao trabalho desenvolvido.

Por fim, espera-se que a abordagem apresentada contribua efetivamente na construcao do conheci-

mento acerca dos tdpicos trabalhados de Cineméatica e Matematica.

UFU-IME-PROFMAT 2



CAPITULO 1

Matematica

A Matemética é uma ciéncia abstrata que, por meio de raciocinio légico e dedutivo, estuda quantida-

des, estruturas, variacdes, em areas como Algebra, Anélise e Geometria.

Neste capitulo, sdo apresentados conceitos e demonstrados resultados de Matemética, que em geral
podem ser encontrados em (IEZZI; MURAKAMI, 2013) e (IEZZI; MURAKAMI; MACHADO, 2013), que
sao nossas principais referéncias aqui. Em particular, sdo explorados tépicos como fungdo numérica,

funcao do 12 grau, funcao do 22 grau, limite e derivada.

1.1 Pré-requisitos

Nesta secao, vamos abordar funcdes e conceitos relacionados.

Sejam A e B conjuntos ndo vazios. Uma funcdo ou aplicacdao f de A em B é uma relagao de A em
B tal que para todo x € A associa um Unico y € B tal que (x,y) € f. Tal associacdo é chamada de lei

ou regra de formacao de f.

f é uma funcéo ou aplicacdodeAem B < Vx €A Ay €eB;(x,y)e f

Para cada x €A, o Unico y € B associado a x por f é chamado de imagem de x por f e é denotado

por y = f(x). Assim,

f={(x,y);x€A,yeBey=f(x)}CAxXB

Denotamos uma fungdo f de Aem B por:

& UFU-IME-PROFMAT 3



Matematica Funcao numérica

f: A — B

x — y=f(x)

Chamamos o conjunto A de (conjunto) dominio de f e o denotamos por D(f) ou Dy. Também,
chamamos o conjunto B de (conjunto) contradominio de f e o denotamos por CD(f) ou CDy. Ainda,
chamamos o conjunto das imagens de x € D(f) por f de (conjunto) imagem de f e o denotamos
por Im(f) ou Im;. Note que Im(f) C CD(f). Por fim, chamamos o conjunto f também de (conjunto)
grafico de f e o denotamos também por Graf (f) ou Graf;. Observe que Graf (f) C D(f)xCD(f).
Com estas nomenclaturas, note que uma funcao fica completamente definida conhecendo-se seu
dominio, contradominio e lei ou regra de formacgéo, ou seu grafico. Seja A C D(f). Chamamos o

conjunto das imagens de x € A por f de (conjunto) imagem de A por f e o denotamos por f(A).

Observe que f(D(f)) =Im(f).

Sejam f uma funcéo e x* € D(f). Dizemos que x* é uma raiz ou zero de f, se f(x*) =0.

Na préxima secdo, vamos falar de funcdes numéricas, isto é, de funcdes tais que o dominio e o

contradominio sdo subconjuntos do conjunto dos nimeros reais R.

1.2 Funcao numeérica

Seja f uma funcdo. Dizemos que f é uma funcao numérica ou uma funcao real de uma variavel

real, se D(f),CD(f) CR.

Seja f uma fungdo numérica. Quando conhecemos apenas a lei ou regra de formacgao de f, suben-
tendemos D(f) como sendo o maior subconjunto de R em que f estéa definida, e CD(f) como sendo

R.
Sejam f uma funcédo numérica e A C D(f). Dizemos que f é:

* crescente em A, se (x; > x, = f(x;) > f(x,)), para todo x;,x, € A. Dizemos que f é

crescente, se f é crescente em D(f);

* decrescente em A, se (x; > x, = f(x;) < f(x,)), para todo x;,x, € A. Dizemos que f é

decrescente, se f é decrescente em D(f).

O resultado a seguir caracteriza quando uma funcdo numérica qualquer é crescente.

Teorema 1.1. Sejam f uma funcdo numérica e A C D(f). Entdo f é crescente em A se, e somente

se, fl)=f ) 0, para todo x1,x5 €A, X1 # X,.

X1—X2
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Demonstracéo.

(=) Sejam f crescente em A e x;,Xy € A, X; # X5. Se x; —Xx, > 0, entdo x; > x,. Dai, como f
é crescente em A, segue que f(x;) > f(x,) e portanto f(x;) — f(x,) > 0. Logo, ’M > 0. Se
X, — Xy < 0, entdo x; < x,. Dai, como f é crescente em A, segue que f(x;) < f(xz) e portanto
()= £ (x;) < 0. Logo, =) > ¢,

JM
X2

(<) Reciprocamente, seja > 0, para todo x,,x, €A, X; # X,. Sejam X, X, €EA. Se x; > Xy,

M

X1—X2

entdo x; —x, > 0. Dai, como > 0, segue que f(x;)— f(x,) > 0 e portanto f(x;) > f(x;).

Logo, f é crescente em A. [ |

A partir deste, o resultado abaixo caracteriza quando f(x) = ax+Db, paraalguma, b € R, é crescente.

Corolario 1.2. Sejam f uma fungcdo numérica dada por f(x) = ax + b, para algum a,b € R, e

AC D(f). Entdo f é crescente em A se, e somente se, a > 0.

F ) —f(xs)

Demonstragdo. Sejam x,,x, €A, x; # X,. Pelo teorema 1.1, f é crescenteemA < o, 0=
earbhlwnth) 5 § = —“(Xl 2 > 0 a>0. |
17 X2 (o1 —

Da mesma forma, o resultado a sequir caracteriza quando uma funcdo numérica qualquer é decres-

cente.

Teorema 1.3. Sejam f uma fungdo numérica e AC D(f). Entdo f é decrescente em A se, e somente

FGa)=f(x)

Demonstracéo.

(=) Sejam f decrescente em A e x;,X, €A, X, # Xy. Se X; — Xy > 0, entdo x; > x,. Dai, como f é
decrescente em A, segue que f(x;) < f(x,) e portanto f(x;)— f(x,) < 0. Logo, M < 0. Se
X, — Xy < 0, entdo x; < x,. Dai, como f é decrescente em A, segue que f(x;) > f(xz) e portanto

f(x;)—f(xy)> 0. Logo, M <0.

—X2

’%ﬁm < 0, para todo x;,x, €A, x; # Xy. Sejam x,,x, €A. Se x; > X,

FOa)=fCxa)

X1—X2

(<) Reciprocamente, seja
entdo x; — x, > 0. Dai, como < 0, segue que f(x;)— f(x,) < 0 e portanto f(x;) < f(x,).

Logo, f é decrescente em A. [ |

A partir deste, o resultado abaixo caracteriza quando f(x) = ax + b, para algum a,b € R, é decres-

cente.
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Corolario 1.4. Sejam f uma fungcdo numérica dada por f(x) = ax + b, para algum a,b € R, e

AC D(f). Entdo f é decrescente em A se, e somente se, a < 0.

Demonstragdo. Sejam x,,x, € A,x; # X,. Pelo teorema 1.3, f é decrescente em A < ’% <
(ax;+b)—(ax,+b) a(x;—x,)
0= ————— <0 5 <0=a<0. |

Seja f uma fungdo numérica dada por f(x) = ax + b, para algum a, b € R. Chamamos a de coefici-
ente angular e b de coeficiente linear de f. Assim, pelo coroldrio 1.2, f é crescente se, e s6 se,
seu coeficiente angular é positivo e, pelo coroldrio 1.4, f é decrescente se, e sé se, seu coeficiente

angular é negativo.

Sejam f uma funcéo numérica e A C D(f). Dizemos que um nimero:

* yu € f(A) é valor maximo de f em A, se y,, > y, para todo y € f(A). Um nimero x,, €A
tal que f(x,) = ¥, € um ponto de maximo de f em A. Se A = D(f), y,, € dito valor
maximo absoluto ou global de f e x,;, é dito um ponto de maximo absoluto ou global

de f;

* Y. € f(A) é valor minimo de f em A, se y,, < y, para todo y € f(A). Um nimero x,, €A
tal que f(x,,) = ¥,, € um ponto de minimo de f em A. Se A = D(f), y,, é dito valor
minimo absoluto ou global de f e x,, é dito um ponto de minimo absoluto ou global

de f.

O resultado a seguir nos diz que o grafico de f(x) =ax + b, coma,b € R, é uma reta.

Teorema 1.5. Seja f uma funcdo numérica dada por f(x) = ax + b, para algum a,b € R. Se

D(f)=R, o gréfico f é uma reta.

Demonstracdo. Se a =0, entédo f(x) = b, para todo x € R e portanto Graf(f) = {(x,b);x € R} é

uma reta, a saber, é a reta horizontal y = b.

Seja a # 0. Considere trés pontos quaisquer, A= (x1,y;), B =(x,,¥,) e C = (x5, y3), do grafico de f.
Entdo y; = f(x;) =ax; +b, y, = f(x,) =ax,+ b e y; = f(x3) = ax; + b. Vamos mostrar que A, B e

C séo colineares. Considere os triangulos ABD e BCE, em que D = (x5, ;) € E = (x5, ¥,).
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Figura 1.1: Funcéo f(x)=ax + b.

YA

sY

Fonte: Elaborada pelo autor.

Temos que ABD é retangulo em D, pois x = x, e y = y; sao retas perpendiculares, concorrentes em
D, e BCE é retangulo em E, pois x = x5 e Yy = Y, sao retas perpendiculares, concorrentes em E.

Considere a = DAB e 3 = EBC. Note que 0° < a < 180°, 0° < 3 < 180°, a # 90° e 3 # 90°.

No triangulo retangulo ABD segue que:

2= V1 _ (axy +b)—(ax, +b) _ a(x, —x,) —a

Yy
tgla)=
Xo — Xq Xy — X4 Xy — Xq

No triangulo retangulo BCE segue que:

tg(B) = Y3 — Y2 _ (ax3+b)—(ax,+Db) _ a(x; —x,) —a
X3 — Xy X3 — Xy X3 — Xy

Dai, tg(a) = tg(B). Como 0° < a < 180° e 0° < B < 180°, entdo a = f3 e portanto A, B e C sdo
colineares. Logo, o grafico de uma funcdo numérica dada por f(x) =ax + b, paraalguma,b €R, é

uma reta, se D(f) =R. [ |

Seja f uma funcdo numérica. Geometricamente, uma raiz x* de f é dada pelo ponto (x*, f(x*)) =

(x*,0), em que o grafico de f intercepta o eixo das abcissas.

A seguir, vamos ver trés exemplos de funcdes numéricas dadas por f(x) = ax + b, coma,b € R, a
saber, funcdo constante, funcdo identidade e funcao linear. Para cada uma, vamos retratar dominio,
grafico, imagem, se a funcao é crescente/decrescente, se a fungcao tem valor maximo/minimo e ponto

de maximo/minimo e se a fungdo possui raiz.

Exemplo 1.6. Seja f uma fungdo numérica. Dizemos que f é uma funcdo constante, se f(x) =k,
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para todo x € D(f), para algum k € R. Se f(x) = k é uma funcdo constante, valem as seguintes

afirmacées:

O dominio de f pode ser R;

Se D(f) =R, entéo, pelo teorema 1.5, o gréfico de f é uma reta, a saber, é a reta horizontal

y =k, paralela ao eixo das abscissas, que passa pelo ponto (0, k);
* Aimagem f é o conjunto unitario Im(f) = {k};
* f é nem crescente, nem decrescente, pelos corolarios 1.2 e 1.4, pois f(x) = 0x + k;

* Temos que k € Im(f) é o valor mdximo absoluto e o valor minimo absoluto de f, em que

todo nimero x € D(f) é ponto de maximo absoluto e ponto de minimo absoluto de f;

Se k #0, entdo nenhum x € D(f) é raizde f. Se k =0, entdo todo x € D(f) é raiz de f.

A figura 1.2 representa o grafico de uma fung¢do constante qualquer. Observe que toda reta horizontal,

isto é, paralela ao eixo abscissas, pode ser vista como grafico de uma funcao constante.

Figura 1.2: Funcao constante.

YA
flx) =k

sy

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 1.7. Seja f uma fungcdo numérica. Dizemos que f é a funcao identidade, se f(x) = x,

para todo x € D(f).

* O dominio da funcdo identidade pode ser R;

* Se D(f) =R, entéo, pelo teorema 1.5, o gréfico da funcdo identidade é uma reta, a saber, é

a reta que passa pelos pontos (0,0) e (1,1), isto €, a reta bissetriz dos quadrantes impares;
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Se D(f) =R, aimagem da func¢do identidade é Im(f) =R;

A funcéo identidade é crescente, pelo corolédrio 1.2, pois f(x)=1x+0;

* Se D(f) =R, entdo nenhum y € Im(f) é valor méximo absoluto ou valor minimo absoluto
de f, em que nenhum x € D(f) é ponto de maximo absoluto ou ponto de minimo absoluto

de f;

e Como f(x*)=0implica x* =0, entédo, se 0 € D(f), segue que x* =0 é a Unica raiz de f.

A figura 1.3 representa o grafico da funcéo identidade.

Figura 1.3: Funcao identidade.

YA
f(x) = x“.;

| —

Uy S
]Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 1.8. Seja f uma funcdo numérica. Dizemos que f é uma fung¢do linear, se f(x) = ax,
para todo x € D(f), para algum a € R. Se f(x) = ax é uma funcéo linear, valem as seguintes

afirmacées:

O dominio de f pode ser R;

Se D(f) =R, entéo, pelo teorema 1.5, o gréfico de f é uma reta, a saber, é a reta que passa

pelos pontos (0,0) e (1,a);

Se a =0, a fungdo linear f (x) = 0x é a fungédo constante f(x) =0 (vide exemplo 1.6);

Considere a # 0. Se D(f) = R, a imagem de f é Im(f) = R, pois, para qualquer y € R,

existe x =2 e R tal que y = a% = f(£) = f(x);
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* Como f(x)=ax+0, entdo, pelo corolario 1.2, f é crescente <> a > 0 e, pelo corolario 1.4,

f é decrescente &< a <0;

* Considere a # 0. Se D(f) =R, entdo nenhum y € Im(f) é valor méximo absoluto ou valor
minimo absoluto de f, em que nenhum x € D(f) é ponto de méximo absoluto ou ponto de

minimo absoluto de f;

* Considere a # 0. Como f(x*) =0 implica ax* = 0, entdo, se x* € D(f), seqgue que x* =0 é

a unica raiz de f.

Note que a funcéo identidade é uma funcao linear. A figura 1.4 representa o grafico de uma fungao
linear qualquer. Observe que toda reta ndo vertical que passa pelo ponto (0,0) pode ser vista como

gréfico de uma funcéo linear.

Figura 1.4: Funcao linear.

W f@) =ax

A ===

)_.--_-
8Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nas préximas duas secdes, vamos estudar funcdes do 12 e do 29 grau, ou seja, funcdes, respectiva-

mente, da forma ax + b e ax?+ bx +c¢,coma,b,c €R, a #0.

1.3 Funcao do 12 grau

Seja f uma fungdo numérica. Dizemos que f é uma funcao do 12 grau ou afim, se f(x) =ax + b,
para todo x € D(f), para algum a,b € R, a # 0, os quais sdo chamados de coeficientes de f, sendo a
o coeficiente angular e b o coeficiente linear de f. Se f(x) = ax + b é uma funcdo do 12 grau, valem

as seguintes afirmacoes:
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O dominio de f pode ser R;

* Se D(f)=R, entdo, pelo teorema 1.5, o grafico de f é uma reta, a saber, é a reta que passa

pelos pontos (0, b) e (—2,0);

a

* Se b =0, afuncdo do 12 grau f(x) = ax + 0 é a fungao linear ndo nula f(x) = ax. (vide

exemplo 1.8);

* Se D(f) =R, aimagem de f é Im(f) = R, pois, para qualquer y € R, existe x = y;b ER
—b —b
talque y =a(Z2)+ b= f(£2) = f(x);

* Pelo coroldrio 1.2, f é crescente < a > 0 e, pelo corolario 1.4, f é decrescente < a < 0;

* Se D(f) = R, entdo nenhum y € Im(f) é valor méximo absoluto ou valor minimo abso-
luto de f e, portanto, nenhum x € D(f) é ponto de maximo absoluto ou ponto de minimo

absoluto de f;

« Como f(x*) =0 implica ax* + b = 0, entao, se x* € D(f), segue que x* = —2 é a Unica raiz
a

de f.

A figura 1.5 representa o grafico de uma funcdo do 12 grau qualquer. Observe que toda reta nao
vertical e nao horizontal pode ser vista como grafico de uma funcdo do 12 grau. De outra forma,
toda reta ndo horizontal paralela ao gréfico de uma funcao linear pode ser vista como grafico de uma

funcao do 12 grau.

Figura 1.5: Funcao do 19 grau.

Ya

0/
.

R
R

Fonte: Elaborada pelo autor.
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1.4 Funcao do 22 grau

Seja f uma funcdo numérica. Dizemos que f é uma funcao do 22 grau ou quadratica, se f(x) =
ax?+bx+c, para todo x € D(f), para algum a, b,c €R, a # 0, os quais sd0 chamados de coeficientes

de f.
O dominio de uma fungdo do 22 grau pode ser R.

Seja f(x) = ax?+ bx + ¢ uma funcéo do 22 grau. Como a # 0, entdo

f(x) = ax*+bx+c
= a(x®>+2x+%)
= a(x*+2x+

= a[(x*+2x+ L) - (& —9)]

= a[(x+ 27— (53]

= a[(x+ 35— 522,

4a2_m+£)

onde A = b>—4ac. Dizemos que A é o discriminante e f(x) = a[(x—l—%)2 4a2] é a forma canénica

de f. Agora, se y = f(x), obtemos

y=allx+5)P—l=
_ b \2 A
y=+z) -

ly+ A =(x+2)1=>
O+ =(x+2)P=
(r— (=) =20y = (=)

Logo, por (IEZZI, 2013b, pag. 180), se D(f) = R, o grafico de f é a pardbola que tem vértice

V=_(xy,y )= (—%,—4%), eixo de simetria x = —% e distancia do foco a reta diretriziguala p = |ﬁ|.
Em particular, seu foco é dado por F = (—5, £ 4—a) = —%,—(A 1)) e sua reta diretriz d é dada por
y = —% - 4%1 = —(AA:;D. Observe que a parébola com foco F e reta diretriz d é o lugar geométrico dos

pontos do plano contendo F e d que equidistam de ambos.

Se a > 0, temos que a parabola dada por f possui concavidade voltada para cima, conforme
figura 1.6 a esquerda, enquanto que, se a < 0, temos que a pardbola dada por f possui concavidade

voltada para baixo, conforme figura 1.6 a direita.
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Figura 1.6: Paradbolas de concavidade voltada para cima e para baixo.

YA YA

/
]Y
<Y

Fonte: Elaborado pelo autor.

O resultado a seguir nos diz, em particular, que uma fungdo do 22 grau f (x) = ax?+ bx + ¢ tem valor
minimo absoluto (e ponto de minimo absoluto) se a > 0, e tem valor maximo absoluto (e ponto de

maximo absoluto) se a < 0.

Teorema 1.9. Seja f(x) = ax? + bx + ¢ uma funcdo do 29 grau. Entdo y = —% é o valor minimo
absoluto y,, de f se a > 0, e é o valor mdximo absoluto y,, de f se a < 0 (e, respectivamente,
x = —% é ponto de minimo absoluto x,, de f se a > 0, e é ponto de maximo absoluto x,,; de f se

a<0).

Demonstracdo. Considere a forma candnica de f:

f)=allx+5) — 5

flx) by2 A b \2 A o
Observe que o menor valor para =~ = [(x+5;)*—53z] ocorre para o menor valor de (x+5-)*, pois ;_; é

constante, que, por sua vez, seddem x = —%. Ainda, note quef(—%) = a[(—%+%)2—($)] = —4%.

Sendoa >0, f(x)e ’% sdo diretamente proporcionais, em que o menor valor de f(x) ocorre para
0 menor valor de @ o qual se da em x = —%. Logo x,, = —% é ponto de minimo absoluto de f e

Ym = —3 é 0 valor minimo absoluto de f.

Sendoa <0, f(x)e @ sdo inversamente proporcionais, em que o maior valor de f(x) ocorre para
fx) . __ b _ b Lo
o menor valor de ==, o qual se dd em x = —5-. Logo x),; = —5- € ponto de maximo absoluto de f e

Yy =—45 é o valor méximo absoluto de f. "
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A partir deste, o resultado abaixo caracteriza a imagem de uma funcgdo do 22 grau.

Coroldrio 1.10. Seja f (x) = ax?+bx+c uma fungdo do 22 grau. Se a > 0, aimagem de f é Im(f) =

A

[Ym, +00[, enquanto que, se a <0, aimagem de f é Im(f)=]—00,yy], onde y,, = yy =—7.

Demonstracdo. Considere a forma candnica de f:

fF)=allx+52) — 5

Sey =al(x +3)*— 7zz] entdo 1y + 5 = (x + 32)° e portanto [x + 2| = 1/ 2(y + ).

SeD(f)=Rea>0(resp. a <0),aimagemde f é Im(f) = [y,,, +oo[ (resp. Im(f)=]—00,y,]),

pois, para qualquer y > y,, = —= (resp. y < yy = —=), tomando x = 1/ 2(y + £)— £, obtemos

IO+ 2) - B =a(Io+2) - £+ Ly —&l=adiy+L)-Zl=y+2-2=y =

Agora, a figura 1.7 a esquerda mostra o valor minimo absoluto e a imagem de f se a > 0, e a figura

1.7 a direita mostra o valor médximo absoluto e a imagem de f se a < 0.

Figura 1.7: Valores minimo absoluto se a > 0, maximo absoluto se a < 0 e imagem de f.

YA yA

~
3
=

]Y
]Y

TMm

Im(f)

ym

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seja f(x) = ax?+bx+c uma funcdo do 22 grau. Considere a forma canonica f(x) = a[(x + %)2—4%]

de f. Como a # 0, entdo
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f(x)=0=
al(x*+ 2y —2]1=0=
(x*+2)P—2=0=>
Ve +2)2= /5=
|x*+% 2%3
x*+%::|:‘z/—azz>

— VA _ —b+ VA
e Xy = 2a

donde x; = ——

sdo as raizes de f, que sdo: reais distintas, se A > 0, conforme
figura 1.8, onde A; = (x;,0) e A, = (x,,0); reais iguais, se A = 0, conforme figura 1.9; e complexas,
se A <0, conforme figura 1.10. Esta forma de obter as raizes de uma funcao do 22 grau é conhecida

como formula de Bhaskara.

Figura 1.8: Discriminante positivo.

YA YA
% a>0

N

N
o
]Y

a<0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 1.9: Discriminante nulo.

YA :i YA

Vv x : a<0

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 1.10: Discriminante negativo.

Lok i YA

]y

a>0

sy

Fonte: Elaborado pelo autor.

Note que
_ —b—vA —b+ VA _ —b—VA-b+VA _ b
Xq+ Xy = 2a + 2a - 2a -
_ (—b—«/Z) (—b+«/Z) (=P — (VAP _ b —A __ b>—(b%>—4ac) _ b2 —b>+4ac __ c
X1.Xp = 2a : 2a - 4a2 T 4a2 T 4a2 - 4a2 T a’

b

a

e seu produto é igual a % Esta forma de

isto é, as raizes de f sdo tais que sua soma é igual a —
obter as raizes de uma funcdo do 22 grau é conhecida como férmula de soma e produto, e tais

identidades fazem parte das relacoes de Girard, conforme (IEZZI, 2013a). Ainda, temos que

f(x) = ax?*+bx+c
= a(x?>+2x+%)
= a(x®*—(-2)x+%)
= a(x?—(x; + x5)x + x;X5)
= a(x?—x;x —X,X + X1X,)

= alx—x7)(x—x;)

Dizemos que f(x) = a(x —x;)(x — x,) é a forma fatorada de f.

Nas proximas duas secdes, vamos ver limites e derivadas, os quais sdao importantes, em particular,

no estudo de velocidade escalar (instantanea) e aceleracao escalar (instantanea).

1.5 Limite

Definicao 1.11. Sejam f uma fun¢do numérica e x, € R tal que I—{x,} € D(f), para algum intervalo

aberto I ao qual x, pertence. Dizemos que limite de f(x), quando x tende x, é L, com L € R,
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e escrevemos lim,_,, f(x) = L, se, para todo ¢ > 0, existe 6 > 0, tal que (0 < |x —xo| < 6 =
|f(x)—L| < &). Em outras palavras, dado € > 0, f (x) fica préximo de L (ou seja, |f(x)—L| < ¢), para
X suficientemente préximo de x, (isto é, 0 < |x — x,| < &, para algum & > 0). Neste caso, dizemos

que o limite de f(x), quando x tende a x,, existe e é finito.

Definicédo 1.12. Seja x, € D(f). Dizemos que f é continua em x,, se lim,_,, f(x)= f(x,). Seja
A C D(f). Dizemos que f é continua em A, se f é continua em x,, para todo x, € A. Dizemos que f

€ continua, se f é continua em D(f).

Para uma melhor compreensao, vamos ver a seguir dois exemplos de célculo de limite.

Exemplo 1.13. Seja f(x) = 4 ima funcdo numérica. Entdo D(f) =R —{2} e CD(f) = R. Vamos

x—2

verificar que lim, _,, f (x) = 4. Dado € > 0:

If(x)—4| < ¢ &
-4 < ¢
G2y o &
(x+2)—4] < ¢ <
x—2| < ¢

Assim, tomando 6 = 3, se 0 < |x —2| < 5 < &, segue que |f(x)—4| < € (vide figura 1.11). Logo,
. 24
hmx_>2 );T2 =4,

Figura 1.11: f(x) préximo de 4, para x suficientemente préximo de 2.

YA
f(z)
444
/||

l\:) - N N N N M W W EE W Em Em

) |

2 —

Ry

€
24 =
+2

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Note que, neste exemplo, f ndo é continua em 2, pois 2 ¢ D(f), mas f é continua em Xx, para todo

x € D(f), isto é, f é continua.

Exemplo 1.14. Seja f(x) = +/x uma fungédo numérica. Entdo D(f) =R, =[0,+00[ e CD(f) =R.

Vamos verificar que lim,._,, f (x) = 2. Dado ¢ > 0:

If(x)—2] < ¢ =

|vV/x—2| < ¢ =

|Vx—=2|lV/x+2] < elvx+2] =

(VX =2% < elVx+2| =
Ix—4| < e(e+4)

pois | /x+2| = | /x—2+4| < | /x—2|+|4| < £+4, pela Desigualdade Triangular. Assim, tomando & =
£2,5e 0 < |x—4| < €2 < e(e+4), entdo | V/x—2|| v/x+2| < €2 e dai, como | /x—2|? < | /x—=2]|| V/x+2

7

segue que | v/x —2|*> < €2 e portanto |f (x) — 2| < & (vide figura 1.12). Logo, lim,_,, /x = 2.

Figura 1.12: f(x) préximo de 2, para x suficientemente préximo de 4.

YA
24+
2 [ f(x)
2Q—edTTTTTTTTT A

N

+

ml\D
]Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que, neste exemplo, f é continua em 4, pois 4 € D(f) e lim,_,, f (x) = lim,_,, v/x = V4= f(4).

Na verdade, f é continua em x, para todo x € D(f), isto &, f é continua.

O resultado a seguir nos diz que se f é uma funcdo numérica e o limite de f(x), quando x tende a

X,, existe e é finito, entdo f (x) preserva o sinal do limite, para x suficientemente préximo de x,,.

Proposicao 1.15 (Conservacao do sinal). Seja f uma funcdo numérica tal que liquxOf(x) =1,
LeR. SeL >0, entdo f(x) > 0, para x suficientemente préximo de x,. Se L <0, entdo f(x) <0,

para x suficientemente préximo de Xx,.
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Demonstracao. De fato, seja L > 0. Como lirn,HXOf(x) = L, segue que, para todo ¢ > 0, existe
6 >0, talque (0 < |x—xo| <6 = |f(x)—L| < ¢). Dai, para ¢ = L > 0, existe 6, > 0, tal que
O<|x—x4l <6, =|f(x)—L|<L)eportanto0=L—L < f(x)<L+L=2L. Logo, f(x)> 0, para

0 < |x—x,| < &,,isto é, para x suficientemente préximo de x,,.

Agora, seja L < 0. Como lim,_,, f(x) =L, entdo lim,_,, (—f(x)) = —L. Dai, segue que, para todo
€>0,existe 6 >0, talque (0O < [x—xo| <6 =2 |(—f(x)— (L) =|—f)+L|=|f(x)—L| <é).
Dai, para ¢ = —L > 0, existe 6_; > 0, tal que (0 < |x —x,| < 6_, = |f(x)—L| < —L) e portanto
2L=L+L < f(x)<L—L=0. Logo, f(x)<0,para0 < |x—x,| < b_;, isto é, para x suficientemente

proximo de x,. [

A primeira parte deste resultado pode ser encontrada em (GUIDORIZZI, 2001, pag. 79). Seja f uma
funcao numérica tal que limx_,xOf(x) = L, L € R. Dal, a contrapositiva do resultado anterior nos
diz que: se f(x) = 0, para x suficientemente préximo de x,, entdo L > 0; e se f(x) < 0, para x

suficientemente préximo de x,, entdo L < 0.

1.6 Derivada

Definicdo 1.16. Sejam f uma fungdo numérica e x, € D(f ). Dizemos que f é derivavel em x,, se
fO)—f(xo0) FO)—f(x0)

. . Ve ] " / — .
lim,_,, x, _ existe e é finito. Neste caso, denotamos f'(xo) =lim,_,, +—x, €0 chamamos de
derivada de f em x,. Seja A C D(f). Dizemos que f é derivavel em A, se f é derivavel em x,,

para todo x, € A. Dizemos que f € derivavel, se f é derivavel em D(f).

Observe que, se Ax = x — X, entdo x = x, + Ax. Dai, x tende a x, se, e somente se, Ax tende a 0.
FO)—f(x0) FOeotAx)—f(xo)

X=X X—Xgo Ax

Assim, f'(x,) =lim =limu,_,o

Sendo f derivavel em x,, definimos a reta tangente ao grafico de f no ponto (x,, f(x,)) como
sendo a reta que passa por (x,, f (x,)) e tem coeficiente angular f’(x,), isto é, cuja equagdo é dada

por y — f (x0) = f'(x0)(x — x).

Para uma melhor compreensao, vamos ver a seguir dois exemplos de célculo de derivada.

Exemplo 1.17. Sejam f(x) = ax + b uma fungdo numérica e x, € D(f). Entéo:
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o PO = (x0)
m-——-
X—=Xp X _xO

. ax+b—(ax,+Db)
lim =
x=xg X — X,

alx —x
lim —( o) =
X—xXo X — X

lima = a€R
X—Xg
Dai, f € derivdvel em x, e f'(x,) = a. Como x, € D(f) é qualquer, entdo f €& derivavel e f'(x) = a,

para todo x € D(f).

Exemplo 1.18. Seja f(x) = ax?+ bx + c uma funcdo numérica e x, € D(f). Entéo:

IEORTICD

Xoxg X —Xg

ax?+ bx + ¢ — (ax? + bx, +c¢)

lim =
X—Xg X — X,
. (alx +xp) + b)(x —x,)
lim =
x—Xg X —Xq
lim a(x+x,)+b = 2ax,+beR
X—Xq

Dai, f é derivdvel em x, e f'(x,) = 2ax,+ b. Como x, € D(f) é qualquer, entdo f é derivavel e

f’(x)=2ax+ b, para todo x € D(f).

Agora, o resultado abaixo, o qual pode ser encontrado em (GUIDORIZZI, 2001, pag. 152), nos diz que

derivabilidade implica em continuidade.

Proposicao 1.19. Se f é derivdvel em x,, entdo f é continua em Xx,,.

Demonstracdo. Seja f derivavel em x,. Entdo x, € D(f) e lim,_,, f(x)?:—{(ixo) existe e é finito, igual a
f'(x,). Entéo, para x # x,,
lim, . (f (x) = f(x0)) =
lim,_,, (J%{céx‘))(x —xo)) =
(limx_,xO J%iéx‘))) (limx_)xO(x — xo)) =
f'(x,).0 = 0,

pois o limite do produto é o produto dos limites, quando estes existem e sao finitos. Dai, como

lim,_,, f(xo) = f(x,), segue que
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lim, ., f(x) =

lim, . ((F () = f (x)) +  (x0)) =

lim, ., (f () = £ (o)) + lim, Ly f(x) =
0+f(x)) = flx),

pois o limite da soma é a soma dos limites, quando estes existem e sdo finitos. Logo, f é continua em

Xo- |

Por fim, o resultado a seguir nos diz que, sob certas hipdteses, o coeficente angular da reta secante ao
grafico de f, passando por (a, f(a)) e (b, f(b)), coincide com o coeficiente angular da reta tangente

ao grafico de f no ponto (c, f(c)), para algum c entre a e b.

Teorema 1.20 (Teorema do Valor Médio). Seja f continua em [a,b] e derivavel em ]a,b[. Entdo

existe ¢ €]a, b[ tal que % = f'(c).

Vamos omitir aqui a demonstracao deste resultado, a qual pode ser encontrada em (GUIDORIZZI,

2001, pag. 460).
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CAPITULO 2

A Fisica é uma ciéncia que explica os fenOmenos da natureza, por meio de modelos, e sua relacao
com o ser humano. E dita uma ciéncia experimental. Por meio de observacdes, encontra padrdes e
principios que explicam fendmenos naturais. Ja a Mecanica é o ramo da Fisica que procura compreen-
der e descrever movimentos ou auséncia de movimentos de corpos por meio da Cinemaética, causas
de movimentos ou equilibrio de corpos por meio da Dinamica, além de energias associadas a corpos
ou a sistemas de corpos. Por sua vez, a Cinemética é a parte da Mecanica que estuda movimentos,
sem se preocupar com suas causas. Neste estudo, procura-se entender as grandezas fisicas espaco,

velocidade e aceleracao dos corpos em funcao do tempo.

Neste capitulo, sdo apresentados conceitos e demonstrados resultados de Cinematica, que em geral
podem ser encontrados em (RAMALHO; FERRARO; SOARES, 2007), que € nossa principal referéncia
aqui. Em especial, sao explorados tépicos como movimento uniforme, movimento uniformemente

variado, lancamento vertical e lancamento horizontal.

2.1 Pré-requisitos

Nesta secdo, vamos abordar as grandezas fisicas tempo, espaco, velocidade e aceleracao e conceitos

relacionados.

Dados instantes de tempo t;,t, > 0, t; < t,, definimos o intervalo ou variagao de tempo de ¢, a t,
como sendo At = t, —t;. Sendo t; = t, o instante de tempo inicial e t, = t o instante de tempo t,

chamamos At simplesmente de intervalo ou variacao de tempo.

O espaco ou posicao pode ser vista como uma funcdo (horédria) s = s(t) que indica o espaco do
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movel no instante de tempo t. Dados instantes de tempo t,,t, > 0, t; < t,, definimos a variacao de
espaco ou deslocamento escalar de t; a t, como sendo As = s(t,) —s(t;) = s, —s;. Sendo t; = t,
o instante de tempo inicial e t, = t o instante de tempo t, chamamos As = s(t) —s(t,) = s —s,
simplesmente de variacdo de espaco ou deslocamento escalar, onde s, = s(t,) é o espago
inicial.

Ao contrario da variacao de tempo At gque é sempre positiva, observe que a variacao de espaco As
pode ser positiva, negativa ou zero. Fisicamente: se As > 0, dizemos que 0s espacos crescem no
decurso do tempo e o0 mével se movimenta a favor da orientacao da trajetéria, em que o movimento
é dito progressivo; se As < 0, dizemos que os espacos decrescem no decurso do tempo e o mével
se movimenta contra a orientacao da trajetéria, em que o movimento é dito retrégado; e se As =0,

dizemos que o mével retorna ao espaco inicial ou permanece em repouso.

A velocidade escalar (instantdnea) pode ser vista como uma funcéo (horéaria) v = v(t) que indica
a velocidade escalar do mdvel no instante de tempo t. Dados instantes de tempo t;,t, > 0, t; < t,,
definimos a variagdo de velocidade escalar de t; a t, como sendo Av = v(t,)—v(t;) = v,—V;. Sendo
t; = t, 0 instante de tempo inicial e t, = t o instante de tempo t, chamamos Av = v(t)—v(t,) = v—v,

simplesmente de variacao de velocidade escalar, onde v, = v(t,) é a velocidade inicial.

Agora, dados instantes de tempo t;,t, = 0, t; < t,, a velocidade escalar média v,, de t; a t, é

definida como sendo a razao entre a variacao de espago e a variagao de tempo de t; a t,, isto &,

V= 2= s(tﬁz):st(l“) = 2= Sendo t; = t; 0 instante de tempo inicial e t, = t o instante de tempo

t, a velocidade escalar média v,, é definida como sendo a razdo entre a variagcao de espacgo e a

variaggo de tempo de tyat, isto &, v, = £ = S%‘i(ot") = % Observe que a velocidade escalar média
pode ser vista como uma funcao (horéria) v,, = v,,(t) que indica a velocidade escalar média do mével

detyat.

Note que a velocidade escalar média v,, pode ser positiva, negativa ou zero. Como a variagao de
tempo At é sempre positiva, entdao a velocidade escalar média v,, e a variagao de espago As tém
mesmo sinal. Fisicamente: v,, > 0 se, e s6 se, As > 0, isto é, o movimento é progressivo; v,, < 0 se,
e sé se, As <0, ou seja, o movimento é retrégado; v,, = 0 se, e s6 se, As =0, isto €, o movel retorna

a0 espaco inicial ou permanece em repouso.

Observe que a velocidade escalar (instantanea) no instante de tempo inicial t, pode ser definida como
sendo o limite (se existe e é finito) da velocidade escalar média v,,(t), quando t tende a t,, isto &,

como a derivada do espago em t:

t9) = Jim v, (0= Jim T — )

to t_ 0
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Analogamente, dado um instante de tempo t, a velocidade escalar (instantanea) em t pode ser defi-

nida como sendo a derivada do espaco em t, se s é derivével, ou seja,

v=v(t) =s'(t).

Fisicamente: suponha que o mével se movimenta apenas em um sentido, isto é, sé a favor da ori-
entacdo da trajetéria, ou s6 contra a orientacédo da trajetéria. Se o médulo da velocidade escalar |v|
aumenta no decurso do tempo, o movimento é dito acelerado, enquanto que se diminui no decurso

do tempo, o movimento é dito retardado.

A aceleracao escalar (instantdnea) pode ser vista como uma funcao (horaria) a = a(t) que indica
a aceleragao escalar do mével no instante de tempo t. Dados instantes de tempo t;,t, > 0, t; < t,,
definimos a variagdo de aceleracdo escalar de t; a t, como sendo Aa = a(t,)—a(t;) = a,—a,. Sendo
t; = t, 0 instante de tempo inicial e t, = t o instante de tempo t, chamamos Aa = a(t)—a(t,) = a—a,

simplesmente de variacao de aceleracao escalar, onde a, = a(t,) é a aceleragao inicial.

Agora, dados instantes de tempo t;,t, > 0, t; < t,, a aceleracao escalar média a,, de t; a t, é

definida como sendo a razdo entre a variagdo de velocidade e a variagdo de tempo de t; a t,, isto &,

a, =22 = V(fz::l(“) = £=*. Sendo t; = t, o instante de tempo inicial e t, = t o instante de tempo

t, a aceleracao escalar média a,, é definida como sendo a razdo entre a variagao de velocidade e

. ~ . 7 t)—v(t, — ~
a variacao de tempo de ¢, a t, isto &, a,, = % = %ﬁé(’) = % Observe que a aceleracao escalar
média pode ser vista como uma fungao (horaria) a,, = a,,(t) que indica a aceleragdo escalar média

do moével de ¢, a t.

Observe que a aceleragao escalar média a,, pode ser positiva, negativa ou zero. Como a variagao de
tempo At é sempre positiva, entao a aceleragao escalar média a,, e a variagao de velocidade escalar

Av tém mesmo sinal.

Agora, note que a aceleracao escalar (instantanea) no instante de tempo inicial t, pode ser definida
como sendo o limite (se existe e é finito) da aceleracdo escalar média a,,(t), quando t tende a t,, isto

€, como a derivada da velocidade em t,:

. o) =v(ty)
a(ty) = th_{g a,(t)= th_)Ig t——to =v'(ty).

Da mesma forma, dado um instante de tempo t, a aceleracao escalar (instantanea) em t pode ser

definida como sendo a derivada da velocidade em t, se v é derivavel, ou seja,

a=a(t)=v'(t).
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O resultado a seguir nos diz que, se 0 mével se movimenta apenas em um sentido, entdo a velocidade

(aceleracao) escalar e a velocidade (aceleracao) escalar média tém mesmo sinal.

Teorema 2.1. Suponha que um mdvel se movimenta apenas em um sentido. Entdo a velocidade
escalar média v,, e a velocidade escalar v tém mesmo sinal, e a aceleracdo escalar média a,, e a

aceleracdo escalar a tém mesmo sinal.

Demonstracdo. Se v,, > 0, entdo, pela contrapositiva da proposicado 1.15, v(t) = 0, para t sufici-
entemente préximo de algum t,. Como o mével se movimenta apenas em um sentido, segue que
v(t) > 0 e, portanto, v > 0. Reciprocamente, se v > 0, entdo, pela proposi¢ado 1.15, v, (t) > 0, para
t suficientemente préximo de algum t,. Desde que o mdével se movimenta apenas em um sentido,

segue que v,, > 0. As outras afirmacdes decorrem de forma analoga. [ |

Usando este resultado e que o movimento é progressivo se, e sé se, a velocidade escalar média

v,, > 0, e é retr6gado se, e s6 se, a velocidade escalar média v,, < 0, obtemos o resultado a seguir.

Corolario 2.2. Suponha que um mdvel se movimenta apenas em um sentido. O movimento é pro-
gressivo se, e somente se, a velocidade escalar é positiva, e é retrégado se, e somente se, a veloci-

dade escalar é negativa.

Agora, o resultado a seguir nos diz que, se o mével se movimenta apenas em um sentido, entdo o
sinal da velocidade escalar e o sinal da aceleracao escalar média determinam quando o movimento

é acelerado ou retardado.

Teorema 2.3. Suponha que um mdvel se movimenta apenas em um sentido. O movimento é ace-
lerado se, e somente se, a velocidade escalar e a aceleracdo escalar média tém mesmo sinal, e é

retardado se, e somente se, a velocidade escalar e a aceleragcdo escalar média tém sinais opostos.

Demonstracdo. Considere instantes de tempo t;,t, > 0, t; < t,. Se 0 movimento é acelerado, entdo
[vi| < |vy|. Dai, 0 <v; < vy, 0u0 < —v; <—v,. Se 0 <v; <V, entdo Av > 0 e portanto a,, > 0.
Se 0 < —v; < —V,, entdo Av < 0 e portanto a,, < 0. Em ambos casos, a velocidade escalar e a

aceleracdo escalar média tém mesmo sinal.

Agora, se o movimento é retardado, entéo |v,| < |v;|. Dai, 0 < v, < v;, ou 0 < —v, < —v;. Se
0 <vy, <vy, entdo Av <0 e portanto a,, <0. Se 0 < —v, < —v;, entao Av > 0 e portanto a,, > 0. Em

ambos casos, a velocidade escalar e a aceleracao escalar média tém sinais opostos.

Uma vez que o mével se movimenta apenas em um sentido, usando a contrapositiva, se a velocidade

escalar e a aceleragdo escalar média tém mesmo sinal, entdo o movimento nao é retardado e portanto
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é acelerado, e se a velocidade escalar e a aceleracao escalar média tém sinais opostos, entao o

movimento ndo é acelerado e portanto é retardado.

Assim, o movimento é acelerado se, e sé se, v e a,, ttm mesmo sinal, e é retardado se, e s6 se, v e

a,, tém sinais opostos. |

Usando os trés resultados anteriores, obtemos o resultado a seguir.

Corolario 2.4. Suponha que um mdvel se movimenta apenas em um sentido. Sejam v a velocidade
escalar e a a aceleracdo escalar. Sendo v > 0, o movimento é progressivo e acelerado se a > 0, e é
progressivo e retardado se a < 0. Sendo v < 0, 0 movimento é retrégado e acelerado se a <0, e é

retrégado e retardado se a > 0.

Na Cinematica, dizemos que um movimento é um movimento uniforme, se a velocidade escalar
é constante e nao nula, e € um movimento variado, se a velocidade escalar varia no decurso
do tempo. Em particular, dizemos que um movimento variado € um movimento uniformemente

variado, se a aceleracdo escalar é constante e ndo nula.

As unidades de medida padronizadas no sistema internacional para as grandezas fisicas espaco e
tempo sdo, respectivamente, metro (m) e segundo (s) e, por conseguinte, para as grandezas fisi-
cas velocidade e aceleracao sao, respectivamente, metro por segundo (%) e metro por segundo ao

quadrado (s%)

Nas préximas duas secoes, vamos estudar Movimento Uniforme e Movimento Uniformemente Variado.

2.2 Movimento Uniforme (MU)

Dizemos que o movimento de um mével é um movimento uniforme, quando a velocidade escalar
é constante e diferente de zero. Em particular, a funcao (hordria) da velocidade escalar é a funcao
constante v = v,, onde v, # 0 é a velocidade inicial (vide figuras 2.2 e 2.4). Suponha, sem perda de

generalidade, que s é derivavel e portanto, pela proposicao 1.19, continua.

Teorema 2.5. Se 0 movimento de um modvel é um movimento uniforme, entdo a velocidade escalar

média v,, € igual a velocidade escalar v, que é constante e diferente de zero.

Demonstragdo. Seja t > t,. Considere [ty,t] C D(s). Como s é derivavel em [t,,t] e continua em

(t)—s(to) ,

st_—sto" =s'(c) para algum c €]t,, t[. Dai, se
. , , . . ~ t)—s(t .

o0 movimento do mével € um movimento uniforme, entdo v, (t) = 5(2# =s'(c) = v(c) = v(t), isto

1to, t[, entdo, pelo Teorema do Valor Médio (vide 1.20),
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é, a velocidade escalar média v,, coincide com a velocidade escalar v, que é constante e diferente de

Zero. |

Assim, em movimento uniforme, o mével tem variacbes de espaco iguais em intervalos de tempo

iguais.
Considere a velocidade escalar média v,, de t, =0 a t. Entao

S_SO

As s—s; S—S5 S$—5
= = = = >V, = : =S5—=Sy =Vt =>s5s=s5,+V,t.

V= — =
"OAt t—t, t—0 t

Sendo o movimento uniforme, entao v,, = v e portanto

s=sytvt

onde s =s(t) é a fungao (horaria) do espago, s, é 0 espaco inicial (no instante de tempo inicial t, = 0),

v é a velocidade escalar e t é o instante de tempo.

Assim, no movimento uniforme, a funcao (horaria) do espagco s = s, + vt € uma fungao do 19 grau,
pois s,V € R, v # 0. Em particular, seu grafico é uma reta, a saber, é a reta que passa pelos pontos
(0,50) € (—%2,0), v é o coeficiente angular e s, é o coeficiente linear. Observe que a fungdo é crescente
se, e s0 se, pelo corolario 1.2, v > 0 se, e s6 se, pelo corolario 2.2, o movimento é progressivo; e a
funcao é decrescente se, e sé se, pelo corolario 1.4, v < 0 se, e sé se, pelo corolario 2.2, o movimento
é retrégado. Note que esta funcao ndo descreve a trajetéria do mével, mas apenas a forma como o
moével caminha no decurso do tempo, ou seja, o tipo de movimento. De agora em diante, nesta secdo,

considere que o mével estd em movimento uniforme.

As _ s
At Tty

Sev>0,entdov=v, = = tg(a), para algum a fixo, 0° < a < 90°, conforme figura 2.1.

. N . . . , . . .
Ainda, As = %At =tg(a)(t,—t,) = A, isto é, a variacdo de espaco, As, € numericamente igual a

area, A, abaixo do grafico da velocidade escalar em funcdo do tempo, conforme figura 2.2.
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Figura 2.1: Grafico do espaco em funcdo do tempo no MU, se v > 0.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 2.2: Grafico da velocidade escalar em funcao do tempo no MU, se v > 0.

VA
v =uv(t)
vy = tg(cg) 3 : .........
! ]
: A :
- ]
0 : o
t ty t
Fonte: Elaborada pelo autor.
Da mesma forma, se v < 0, entdo v = v,, = & = ﬁ = —% = —tg(B) = tg(a), para algum «a

fixo, 90° < a < 180°, conforme figura 2.3. Ainda, —As = —ﬁ—iAt =(0—tg(a))(ty,—t;) Z A, isto & 0
oposto da variacdo de espaco, —As, é numericamente igual a drea, A, acima do gréfico da velocidade

escalar em fungao do tempo, conforme figura 2.4.
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Figura 2.3: Grafico do espaco em funcdo do tempo no MU, se v < 0.

SA

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 2.4: Grafico da velocidade escalar em funcao do tempo no MU, se v < 0.

v

BN

vy = tg(()[) .........

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por fim, a aceleragdo escalar média é nula, pois a,, = % = VOA_:° = % = 0 e a aceleracao escalar

instantanea é igual a aceleragdo escalar média, que é nula, pois, a =1lim,,_,qa,,(t) =lim,,,, 0 =0 =

a,,. Em particular, a funcdo (horaria) da aceleracao escalar é a funcdo constante a = 0 (vide figura

m-

2.5).
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Figura 2.5: Grafico da aceleracdo escalar em funcdo do tempo no MU.

ap

)
~Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por fim, note que, derivando a funcao (horaria) do espaco, obtemos a funcao (horaria) da velocidade
escalar, isto €, s'(t) = (s, + vt) = v = v(t) (vide exemplo 1.17) e, derivando a funcdo (horaria) da
velocidade escalar, obtemos a funcéo (horaria) da aceleracdo escalar, ou seja, v'(t) = v/ =0 = a(t)

(vide exemplo 1.17).

2.3 Movimento Uniformemente Variado (MUV)

Dizemos que o movimento de um mével é um movimento uniformemente variado, quando a
aceleracdo escalar é constante e diferente de zero. Em particular, a funcdo (horaria) da aceleracao
escalar é a fungao constante a = a,, onde a, # 0 é a aceleragao inicial (vide figuras 2.7 e 2.9).
Suponha, sem perda de generalidade, que s e v sdo derivaveis e, portanto, pela proposicdo 1.19,

continuas.

Teorema 2.6. Se o movimento de um madvel é um movimento uniformemente variado, entdo a

aceleracao escalar média a,, € igual a aceleragdo escalar a, que é constante e diferente de zero.

Demonstragdo. Seja t > t,. Considere [ty,t] € D(v). Como v é derivavel em [t,,t] e continua

v(t)—v(to)

7
- =V (c) para algum ¢ €]tg, t[.

em ]t,, t[, entdo, pelo Teorema do Valor Médio (vide 1.20),

v(t)—v(to) —

Dai, se 0 movimento do mével € um movimento uniformemente variado, entéo a,,(t) = =

v'(c) = a(c) = a(t), isto é, a aceleragéo escalar média a,, coincide com a aceleragdo escalar a, que é

constante e diferente de zero. [ |

Assim, em um movimento uniformemente variado, o mével tem variacdes de velocidade escalar
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iguais em intervalos de tempo iguais.

Considere a aceleragao escalar média a,, de t, =0 a t. Entdo

Av v—=vyy V—V, V—Y
= = = = =>a, = S>V—Vy=a,t=>v=v,+a,t.

V_VO
a,=—= —
At t—t, t—0 t t

Sendo o movimento uniformemente variado, entao a,, = a e portanto

V=v,+at

onde v = v(t) é a fungdo (horaria) da velocidade escalar, v, é a velocidade inicial (no instante de

tempo inicial t, = 0), a é a aceleragcao escalar e t € o instante de tempo.

Assim, no movimento uniformemente variado, a funcao (horaria) da velocidade escalar v = vy, + at
€ uma fungao do 12 grau, pois vy,a € R, a # 0. Em particular, seu grafico € uma reta, a saber, é
a reta que passa pelos pontos (0,v,) e (—Va—",O), a é o coeficiente angular e v, é o coeficiente linear.
Observe que a funcao é crescente se, e sé se, pelo corolério 1.2, a > 0 se, e s se, pelo corolério 2.4,
0 movimento é progressivo e acelerado se v > 0, e retrégado e retardado se v < 0, conforme figura
2.6; e a fungao é decrescente se, e sé se, pelo coroldrio 1.4, a < 0 se, e s6 se, pelo coroldrio 2.4, o
movimento é progressivo e retardado se v > 0, e retrégado e acelerado se v < 0, conforme figura
2.8. Em ambos casos, no instante de tempo t, = —Va—o, a velocidade escalar é nula, ou seja, v =0, e
ocorre inversao no sentido do movimento. De agora em diante, nesta secdo, considere que o mével

estd em movimento uniformemente variado.

Ay __ Vo=V

Sea>0,entdoa =aqa,, = yialoer

= tg(a), para algum «a fixo, 0° < a < 90°, conforme figura 2.6.
. N . . . o a . . :

Ainda, Av = %At = tg(a)(t, —t;) = A, isto é, a variagdo de velocidade escalar, Av, é numerica-
mente igual a area, A, abaixo do gréfico da aceleracao escalar em fungao do tempo, conforme figura

2.7.
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Figura 2.6: Grafico da velocidade escalar em fungcao do tempo no MUV, se a > 0.
(2 \

V2

U1

~Y

Vo

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 2.7: Grafico da aceleracao escalar em funcao do tempo no MUV, se a > 0.

ap
a=a(t)
G’O — tg(a) = : .........
: 1
i A :
: :
1 -
0 131 to t
Fonte: Elaborada pelo autor.
Da mesma forma, se a < 0, entdo a = q,, = £¥ = % = —% = —tg(B) = tg(a), para algum a
. ° ° . . N . ,
fixo, 90° < a < 180°, conforme figura 2.8. Ainda, —Av = —%At =(0—tg(a))(t,—t;) =A, isto &,

o oposto da variacao de velocidade escalar, —Av, é numericamente igual a drea, A, acima do grafico

da aceleracao escalar em funcao do tempo, conforme figura 2.9.
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Figura 2.8: Grafico da velocidade escalar em funcao do tempo no MUV, se a < 0.

<
I
c
~~
~+
~—

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 2.9: Grafico da aceleracao escalar em funcao do tempo no MUV, se a < 0.

aj

41 g
0 H b

i A :

i 1

1
ap = tg(a) - L. (t)

a=a

Fonte: Elaborada pelo autor.

Agora, considere instantes de tempo t;,t, > 0, t; < t,, e respectivos espagos s;,s,, com respectivas

velocidades escalares (instantaneas) v;, v, e a velocidade escalar média v,, = ﬁ—i = % De t; a ty,

se a velocidade escalar v é positiva, considere a drea, A, abaixo do grafico de v. Transportando o tri-

angulo azul superior sobre o triangulo vermelho inferior, obtemos um grafico de movimento uniforme,

com velocidade escalar constante e diferente de zero dada por % >0, de t; a t,. Dai,

2

A

MU AS
to—t;) =v. (t,—t;)=—At=As
(=t vty =) = T

Em particular, neste caso, a variacdo de espaco, As, é numericamente igual a area, A, abaixo do

grafico da velocidade escalar em funcdo do tempo, conforme figura 2.10.
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Figura 2.10: Area abaixo do gréfico da velocidade escalar em funcédo do tempo no MUV, se v > 0.

vA
N v =w0(t)
N :
(%1 V2 1
S 4
2 :
1
V=== !
"
1
ty 't

Fonte: Elaborada pelo autor.

Da mesma forma, de t; a t,, se a velocidade escalar v é negativa, considere a area, A, acima do
grafico de v. Transportando o triangulo azul inferior sobre o triangulo vermelho superior, obtemos
um grafico de movimento uniforme, com velocidade escalar constante e diferente de zero dada por

U232 <0, det; at,. Dai,

As
(ta—t1) "= —v,(t,— ) =~ At=—As

2

A

Em particular, neste caso, a variacao de espaco, As, € numericamente igual ao oposto da érea, A,

acima do grafico da velocidade escalar em funcdo do tempo, conforme figura 2.11.

Figura 2.11: Area acima do gréfico da velocidade escalar em funcdo do tempo no MUV, se v < 0.

vA

(O]

V1 + V9

Vo oo o o o o o o o

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em qualquer caso, é possivel concluir que a velocidade escalar média v,,, de t; a t,, € igual a média

aritmética das velocidades escalares (instantaneas) v; e v,, ou seja,
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Vi +V2

Vm
2

de t; a t,. Agora, sendo t; = t, = 0 o instante de tempo inicial e t, = t o instante de tempo t, segue

que s —sy = As = LAt = v, t = 2t = Lt + L, isto é, s =5, + 2t + £t. Sendo 0 movimento

uniformemente variado, entao v = v, + at e, portanto,

a,
s=so+vot+§t

onde s = s(t) é a fungdo (horaria) do espaco, s, e v, sdo, respectivamente, o espago inicial e a
velocidade escalar inicial (no instante de tempo inicial t, = 0), a é a aceleragao escalaret é o

instante de tempo.

Assim, no movimento uniformemente variado, a funcao (horaria) do espago s = s, + vyt + %tz é uma
funcdo do 22 grau, pois sy, vy, 5 € R, 5 # 0. Em particular, seu grafico é uma parabola, a saber, é a
pardbola que tem vértice V = (ty,sy) = (—2—0,—%), eixo de simetria t = —% e distancia do foco a reta
diretriz dada por p = |%|. Note que o espaco inicial s, € a ordenada do ponto em que ela intercepta o
eixo s. Observe que a parabola dada pela funcao possui concavidade voltada para cima se, e apenas
se, a > 0 se, e apenas se, pelo corolario 2.4, o movimento é retrégado e retardado se v < 0 (isto é,
onde s é decrescente), e progressivo e acelerado se v > 0 (isto &, onde s é crescente), conforme figura
2.12 a esquerda; e a parabola dada pela funcdo possui concavidade voltada para baixo se, e apenas
se, a < 0 se, e apenas se, pelo corolario 2.4, o movimento é progressivo e retardado se v > 0 (isto &,
onde s é crescente), e retrégado e acelerado se v < 0 (isto é, onde s é decrescente), conforme figura
2.12 a direita. Em ambos casos, no instante de tempo t, = —Va—o (abcissa do vértice), a velocidade
escalar é nula, ou seja, v =0, e ocorre inversao no sentido do movimento. Note que esta funcdo nao

descreve a trajetéria do mével, mas apenas a forma como o mdével caminha no decurso do tempo, ou

seja, o tipo de movimento.

UFU-IME-PROFMAT 35



Cinematica Lancamento vertical

Figura 2.12: Graficos do espaco em funcdo do tempo no MUV.

S

50

Fonte: Elaborado pelo autor.

Considere instantes de tempo t, =0e t. Entdov =v,+at e, dai, t = V_aVO. Como a velocidade escalar
YT s v+vy _ As v+Hvy _ As (v+vp)(v—ry) __ 2 __ .2
média v, é igual a = = 77, segue que —— = =, e portanto ———5 — = As. Logo, v* = vj + 2aAs.
a

Esta equacao é chamada de equacao de Torricelli, a qual é utilizada, em particular, em situacdes em

que nao se conhece o tempo.

Por fim, note que, derivando a funcao (horaria) do espaco, obtemos a funcao (horaria) da velocidade
escalar, isto &, s'(t) = (so + Vot + 5t%) = vy + 25t = v(t) (vide exemplo 1.18) e, derivando a fungao
(horéria) da velocidade escalar, obtemos a funcdo (horaria) da aceleracdo escalar, ou seja, v'(t) =

(vo+at) =a=a(t) (vide exemplo 1.17).

Nas préximas duas secdes, vamos estudar lancamento vertical e langamento horizontal, que sdo

aplicacbes de Movimento Uniforme e Movimento Uniformemente Variado.

2.4 Lancamento vertical

Os lancamentos verticais sao estudados desde a idade antiga. Na concepcdo de Aristételes, com
base nas préprias observacbes da natureza, 0s corpos com mais massa cairiam mais rapidamente
que corpos com menos massa. Este pensamento foi aceito por quase dois mil anos. Galileu Gali-
lei (1564 —1642) com o uso dos métodos cientificos, conseguiu provar por meio de experimentos,
desconsiderando a influéncia da resisténcia do ar, que independentemente de suas caracteristicas
(massas, formas ou tamanhos), todos os corpos abandonados de uma mesma altura e nas proximida-

des da terra, chegariam ao solo ao mesmo tempo. Isso sé seria possivel no vacuo, pois ndo ha ar no
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vacuo e portanto nao haveria resisténcia ao movimento durante a queda. Galileu Galilei observou que
a velocidade dos corpos, ao cairem nas proximidades da superficie terrestre, aumentava a uma taxa

m

constante (aceleragao escalar) dada por g = 9,813, a qual chamou de aceleracao da gravidade.

Em lancamentos verticais, o sentido do movimento dos corpos pode ser para cima (subida) ou para
baixo (descida). No langcamento vertical de subida, o médulo da velocidade escalar do corpo diminui
no decurso do tempo, ou seja, o movimento é retardado. Note que no lancamento vertical de subida,
o médulo da velocidade escalar decresce até se anular na altura maxima. No lancamento vertical
de descida, o médulo da velocidade escalar do corpo aumenta no decurso do tempo, ou seja, o
movimento é acelerado. Em particular, langcamento vertical € movimento uniformemente variado.
Note que os sinais da velocidade escalar e da aceleracao escalar sao dados segundo convencoes

algébricas, fixada a orientacao da trajetéria para cima, ou para baixo.

Figura 2.13: Trajetéria orientada para cima.

SA
Ret. Ac.

v >0
CL<O U<0

a<0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Orientando a trajetéria para cima, temos: na subida, v > 0, pois 0os espacos crescem no decurso do
tempo, e a < 0, ja que o movimento é retardado, conforme corolario 2.4; na descida, v < 0, pois
0s espacos decrescem no decurso do tempo, e a < 0, j4 que o movimento é acelerado, conforme

corolario 2.4. Em ambos casos, note que a aceleragado escalar a = —g é negativa (vide figura 2.13).
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Figura 2.14: Trajetéria orientada para baixo.

Ret. Ac.
v <0
a>0 v >0
a>0
sY

Fonte: Elaborado pelo autor.

Orientando a trajetéria para baixo, temos: na subida, v < 0, pois os espacos decrescem no decurso
do tempo, e a > 0, ja que o movimento é retardado, conforme corolario 2.4; na descida, v > 0, pois os
espacos crescem no decurso do tempo, e a > 0, jd que o movimento é acelerado, conforme corolério

2.4. Em ambos casos, note que a aceleragao escalar a = g é positiva (vide figura 2.14).

No lancamento vertical de subida, orientando a trajetéria para cima (vide figuras 2.15), temos:

. a:_g

V=Vtat=—Vv=y,— gt

se so=0

a. 2 g .2
S=SptWt+ -t =s=s55+t——t° = s=yt—_t
2 2 2

se so=0
2 2 2 2 _ 2 2
Vi=vi+2aAs = v = vy —28As = v =v5—2gs

Neste caso, em geral, adota-se s, = 0. Dali, a partir do solo, podemos determinar a altura méxima h

e o instante de tempo de subida t, até atingir a altura maxima. Em s = h, segue que v = 0, donde:

2
0=v,—gt, e portanto t, = -?; e 0 = v; —2gh e portanto h = ;_Og-
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Figura 2.15: Lancamento vertical de subida.

SA SA

i v
0 50 % O —nn-t

Solo so=20 Solo 0

Fonte: Elaborado pelo autor.

No lancamento vertical de descida, orientando a trajetdria para baixo (vide figuras 2.16), temos:

. a:g

se vp=0

s V=Y tat=v=vy,+gt = v=gt

a se 5o=0 se vo=0
S:SO+V0t+Et2:5:50+V0t+§t2 = S:V0t+§t2 = s:%t2

se so= se vo=0

0
c V=12 +2aAs = Vv =2 +2gAs = v =12+2gs = v>=2gs

Neste caso, em geral, adota-se s, = 0. Se v, = 0, dizemos que o moével é abandonado (esta em

queda livre) a partir do repouso.

Figura 2.16: Lancamento vertical de descida.

0= 077" gy = 0 =0?

Solo s=hVs . Solo s=hVs

(% (%

Fonte: Elaborado pelo autor.
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2.5 Lancamento horizontal

O lancamento horizontal de um mével, nas proximidades da terra, tem uma trajetéria parabdlica em
relacao ao solo. Esse movimento ocorre em duas direcdes, na horizontal e na vertical, simultanea-

mente e de forma independente, conforme figura 2.17.

Figura 2.17: Lancamento horizontal.

YA
onIO
Vox = Vo
y=h| .
Vy = Vg
0
r=A T

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na direcao horizontal, dada pelo eixo x, 0 movimento é uniforme, isto é, a velocidade escalar v, é
constante e diferente de zero, donde a aceleragao escalar € nula, isto é, a, = 0. Considere v, = v,, =
vy # 0. Sendo x = s,(t) a funcdo (horaria) do espaco no movimento uniforme e x, = 0, segue que

X = vyt e, em particular, t = =-. Dai, se ty é o instante de tempo de queda e A é o alcance horizontal,

Vo

~ _ . _ A
entao A= v,t, e, em particular, t; = ;.

Na direcdo vertical, dada pelo eixo y, o movimento é uniformemente variado, isto é, a aceleragao
escalar a, é constante e diferente de zero. Mais especificamente, nesta direcdo, o movimento é de
lancamento vertical de descida, com v,, = 0. Assim, orientando a trajetdria para cima, a, = —g.
Sendo y = sy(t) a fungdo (horéria) do espago no movimento uniformemente variado e y, = h, segue
que y = h—%t>. Dai, se t, é o instante de tempo de queda, entdo y = 0 e portanto 0 = h — %tj.
Logo, t, = \/gh. Note que o instante de tempo de queda t, ndo depende da velocidade escalar

(horizontal) v,. Ainda, sendo v, = vy(t) a funcdo (horaria) da velocidade escalar no movimento
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uniformemente variado, entdo v, = —gt e, em particular, v, < 0. Assim, desde que v, <0Oea, <0,
entdo, nesta direcdo, o movimento é retrégado e acelerado, conforme corolario 2.4 (analogamente,
orientando a trajetéria para baixo, a,=g>0ev,=gt>0, e portanto, nesta direcao, o movimento
é progressivo e acelerado, conforme coroldrio 2.4). Ainda, nesta direcdo, a equacdo de Torricelli é

dada por v§ =—2gAy.

Por fim, matematicamente, temos que o espaco ou posicao y pode ser vista como uma fungao do
espaco ou posicao x, isto é, y = y(x). De fato, substituindo t = f—o emy=h-— %tz, segue que y =
h— nggxz, ou seja, ¥ = y(x) é uma funcdo do 22 grau, pois h,—ngg €R, _ng§ # 0. Em particular, seu
grafico é uma parabola (vide figura 2.17), a saber, é a parabola que tem vértice V = (xy, yy) = (0, h),

2

eixo de simetria x = 0 e distancia do foco a reta diretriz dada por p = %0.
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Sequéncia didatica

Uma sequéncia didatica é um conjunto ordenado e estruturado de atividades interligadas, explorando

diferentes estratégias, com objetivo educacional especifico.

Neste capitulo, é apresentada uma sequéncia didatica, com atividades que abordam tépicos de Ci-
nematica e Matematica. Em particular, sao trabalhados tépicos como fungao do 12 grau, movimento
uniforme, funcao do 22 grau, movimento uniformemente variado, lancamento vertical e lancamento
horizontal. Além disso, sao utilizadas simulacdes da plataforma/simulador virtual Phet (PHET, 2025)

e propostos experimentos, com foco nestes tépicos.

3.1 Estrutura

Nesta secao, vamos apresentar a estrutura da sequéncia didatica. A sequéncia didatica estd estru-
turada com atividades, as quais podem ser aplicadas de forma isolada ou sequencial, e pode ser uti-
lizada tanto por um(a) professor(a) de Fisica para ensino com embasamento em Matematica quanto

por um(a) professor(a) de Matematica para ensino com exemplificagcao em Fisica.

As atividades 1 e 3 - Funcdo do 12 grau e Funcdo do 29 grau - apresentam tépicos de Matematica
que dao embasamento tedrico, respectivamente, para as atividades 2 e 4 - Movimento Uniforme e
Movimento Uniformemente Variado. As atividades 2 e 4, por sua vez, apresentam tépicos de Fisica

que exemplificam os de Matematica, respectivamente, das atividades 1 e 3.

A partir da atividade 5, é introduzida a plataforma/simulador virtual Phet, da Universidade do Colo-
rado, de Boulder, que “oferece simulacdes de ciéncia e matematica divertidas, gratuitas, interativas e

baseadas em pesquisa”, conforme (PHET, 2025), com suporte para diversas linguas e, em particular,
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para Portugués do Brasil. As simulacdes sao de cédigo aberto e estao, em geral, em HTML5 (mas tam-
bém em Java, ou Flash), e podem ser executadas, usando, por exemplo, celular ou tablet (Android/iOS)

ou computador (Windows/macOS), tanto online quanto offline, tendo sido baixadas previamente.

A atividade 5 apresenta a simulacao “Gréafico de Quadraticas”, que pode ser usada tanto no estudo
de funcao do 12 grau quanto no estudo de funcao de 22 grau, dando suporte para as atividades 1
e 3. Ja a atividade 6 apresenta a simulacdo “O Homem em Movimento”, que pode ser usada no en-
tendimento tanto de Movimento Uniforme quanto de Movimento Uniformemente Variado, fornecendo
suporte para as atividades 2 e 4. A partir da atividade 7, sao vistos lancamento vertical e lancamento
horizontal, que sao aplicacdes de Movimento Uniforme e Movimento Uniformemente Variado. As ati-
vidades 7 e 9 apresentam a simulagao “Movimento de Projétil”, que pode ser usada no estudo de
lancamentos, provendo suporte para as atividades 2 e 4. Por fim, a atividade 8 propde experimentos

de lancamento vertical, dando novamente suporte para a atividade 4.

Desta forma, as atividades eventualmente “dependem” da(s) anterior(es), conforme tabela 3.1, em
que, nas colunas, estao indicadas as atividades que estdo como pré-requisitos para desenvolvimento

das atividades propostas.

Tabela 3.1: Atividades como pré-requisitos

Ativ. 1 | Ativ. 2 | Ativ. 3 | Ativ. 4

Atividade 1 - Funcao do 19 grau

Atividade 2 - Movimento Uniforme X

Atividade 3 - Funcdo do 292 grau

Atividade 4 - Movimento Uniformemente Variado X X
Atividade 5 - Simulacao Gréafico de Quadraticas X X
Atividade 6 - Simulacao O Homem em Movimento X

Atividade 7 - Langcamento vertical
Atividade 8 - Préatica de lancamento vertical
Atividade 9 - Lancamento horizontal X

XX | X[ X

Na verdade, elas eventualmente dependem dos tépicos da(s) anterior(es), em que, com menos tempo
disponivel, um(a) professor(a) que ja os tenha trabalhado poderia omiti-las. Por exemplo, nesta situ-
acao, um(a) professor(a): de Matematica poderia desenvolver a subsequéncia dada pelas atividades
2,4 e 5, omitindo 1 e 3; e de Fisica poderia trabalhar a subsequéncia dada pelas atividades 2, 4, 6, 7

e 9, omitindo 1, 3,5 e 8.

Cada atividade é composta por dois documentos, “Guia da Atividade” e “Situacdes-problema da Ativi-
dade”. O documento “Guia da Atividade” é destinado ao(a) professor(a) e tem o objetivo de orientar
no planejamento e execugdo da atividade. O documento “Situacdes-problema da Atividade” é colo-

cado tanto ao(a) estudante quanto ao(a) professor(a) e tem os objetivos de fornecer e publicizar os
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problemas a serem trabalhados pelo(a) estudante e auxiliar na conducao da atividade pelo(a) profes-
sor(a). Para aplicacao de cada atividade, sao usados estes documentos, mais o documento “Folha de
respostas”, que é destinado a ambos(as) e tem os objetivos de organizar as respostas aos problemas
pelo(a) estudante e ajudar na avaliacdo da atividade pelo(a) professor(a), além de fornecer subsidios

a este(a) para o planejamento e execucao das préximas aulas.

O documento “Guia da Atividade” é composto por série, duracao, objetivos (geral e especifico), recur-
sos, pré-requisitos e desenvolvimento. A série indica o ano escolar para aplicacao da atividade, no
caso, em cada atividade, consta todos os anos do Ensino Médio. Recomenda-se aplicar a sequéncia
didatica completa no 12 ano e as atividades que forem mais interessantes ou possiveis no 22 ou no
32 ano. A duracao indica o tempo previsto para sua aplicacdo, no caso, em cada atividade, consta o
tempo de 50 minutos, que é o tempo padrao de uma aula. Os objetivos indicam metas a serem alcan-
cadas com a aplicacdo, além de habilidades a serem desenvolvidas. Os recursos indicam ferramentas
a serem usadas pelo(a) professor(a) ou pelo(a) estudante em sua aplicacao. Os pré-requisitos indicam
conhecimentos matemaéticos, fisicos ou atividades necessdarias para aplicacdo da atividade. Por fim,

o desenvolvimento estabelece os passos a serem seguidos pelo(a) professor(a) para sua aplicacao.

O documento “Situacdes-problema da Atividade” contém dois problemas que abordam tépicos de
Matematica e Fisica e, em geral, a interdisciplinaridade entre eles. A situacdo-problema 1 deve ser
analisada e resolvida em duplas, promovendo troca de experiéncias e trabalho em equipe, enquanto
a situacao-problema 2 deve ser analisada e resolvida individualmente, para avaliar o aprendizado de

cada estudante.

O documento “Folha de respostas” é formado por um cabecalho, para identificacdo da escola, pro-
fessor(a), estudante, atividade, data e série, além de um espaco para resolucao do problema 1, com
identificacao do segundo estudante, e um espaco para resolucao do problema 2. Apesar da situacao-
problema 1 ser em duplas, espera-se que cada estudante entregue a resolucao de ambos problemas
em sua folha de respostas. Este documento pode auxiliar o(a) professor(a) nas préximas aulas, uma
vez que, por meio dele, pode ser verificada a necessidade de revisao pontual ou geral de tépicos da
atividade, a qual pode ser feita, por exemplo, com sua reaplicacao. Em caso de reaplicacao, sugere-se

trocar os problemas ou, pelo menos, os nimeros dos problemas.

Nas préximas secoes, vamos apresentar as atividades e os documentos da sequéncia didatica.
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3.2 Atividade 1 - Funcao do 12 grau

3.2.1 Guia da Atividade 1

Série: 19, 22 ou 32 ano do Ensino Médio
Duracao: 50 minutos

Objetivos:

* Geral: Revisar e aplicar a teoria de funcao do 12 grau em problemas contextualizados.

* Especifico: Interpretar e utilizar conceitos da teoria de funcdo do 12 grau na resolugao de

situacoes-problema.

Recursos:

* Projetor multimidia/TV, computador para projecao e impressdes;
* Quadro branco/negro, pincel/giz e apagador;

* Ldpis, borracha, régua e calculadora.

Pré-requisitos:

* Conhecimentos matematicos necessarios: funcdo do 12 grau, lei ou regra de formacao de

funcao, raiz ou zero de funcao, grafico de funcao, coeficiente angular e coeficiente linear.
Desenvolvimento:

1. Inicialmente, fazer uma revisao dos conceitos supracitados nos pré-requisitos. Por exemplo, atra-

vés da resolucdo do seguinte exercicio:

Dada a fungéo f : R = R, f(x) =—2x + 10, determine:

a) A lei ou regra de formacdo de f e seus coeficientes angular e linear.
b) O que f(0) tem a ver com os coeficientes de f?
c) A(s) raiz(es) de f.

d) Se a reta dada por f é crescente ou decrescente.
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e) O gréfico de f.

2. ApOs esta revisdo, apresentar a situacao-problema 1, com quatro perguntas, que vai ajudar a fixar
a ideia de lei ou regra de formacao, e alguns conceitos da teoria de funcao do 12 grau, a partir de

um grafico. Este problema deve ser resolvido em duplas;

3. Na sequéncia, apresentar a situacdo-problema 2, com quatro perguntas, que vai ajudar a fixar a
ideia de lei ou regra de formacado, e alguns conceitos da teoria de funcédo do 12 grau. Este problema

deve ser resolvido individualmente;
4. Solicitar que escrevam suas solucdes na folha de respostas;

5. A partir das situacdes-problema trabalhadas, enfatizar a importancia da lei ou regra de formacao

e dos principais conceitos da teoria de funcao do 19 grau.
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3.2.2 Situagoes-problema da Atividade 1

1. Uma familia durante uma viagem de férias parou em um posto e pediu a um frentista que comple-
tasse o tanque de seu carro. A figura 3.1 abaixo descreve o volume de combustivel V, em litros,
no tanque, em fungao do tempo t, em segundos, a partir do instante de tempo t, = 0 em que a
bomba € acionada, despejando combustivel a uma vazao constante, ate o instante de tempo t,

em que o tanque fica completamente cheio e a bomba desarma.

Figura 3.1: Grafico do volume de combustivel em funcdo do tempo.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

a) Qual a lei ou regra de formacao do volume de combustivel V em funcao do tempo?
b) Qual a quantidade de combustivel V,, ao inicio do abastecimento?
¢) Qual a vazao constante de despejamento de combustivel, em litros por segundo?
d) Qual o instante de tempo t;?
2. (Unicamp - Modificada) O custo C de uma corrida de taxi € constituido por um valor inicial C, fixo
mais um valor que varia proporcionalmente a distancia percorrida nessa corrida. Sabe-se que, em

uma corrida, na qual foram percorridos 3,6 km, a quantia cobrada foi de R$ 8,25 e que, em outra

corrida, de 2,8 km, a quantia cobrada foi de R$ 7, 25.

a) Calcule o valor inicial C, fixo.

b) Qual a lei ou regra de formacao do custo C em funcado da distancia percorrida?
c) Qual o grafico do custo C em funcgao da distancia percorrida?

d) Se, em um dia de trabalho, um taxista arrecadou R$ 75,00 em 10 corridas, quantos quilémetros

seu carro percorreu naquele dia?
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3.3 Atividade 2 - Movimento Uniforme

3.3.1 Guia da Atividade 2

Série: 19, 22 ou 32 ano do Ensino Médio
Duracao: 50 minutos

Objetivos:

* Geral: Revisar e aplicar a teoria de movimento uniforme em problemas contextualizados.

* Especifico: Interpretar e utilizar conceitos da teoria de movimento uniforme na resolucao
de situacdes-problema, relacionando-os em particular com conceitos da teoria de funcao do

12 grau.
Recursos:

* Projetor multimidia/TV, computador para projecao e impressdes;
* Quadro branco/negro, pincel/giz e apagador;

* Lapis, borracha, régua e calculadora.
Pré-requisitos:

e Atividade 1 - Funcao do 12 grau;

* Conhecimentos fisicos necessarios: tempo, espaco ou posicao, origem dos espacos, movi-

mento progressivo/retréogrado, velocidade escalar média e velocidade escalar (instantanea).

Desenvolvimento:

1. Inicialmente, fazer uma revisao dos conceitos supracitados nos pré-requisitos. Por exemplo, atra-
vés da resolucao do seguinte exercicio:
A descricdo cinemdatica do movimento de um corredor é dada pela funcao (horaria) do espaco,
s(t) = 10 — 5t, com o espaco s(t), dado em metros (m), e o tempo t, dado em segundos (s).

Determine:
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a) A trajetéria e o tipo de movimento.

b) O espaco inicial, e a velocidade escalar do corredor no instante de tempo t = 3s.
c) O instante de tempo em que o corredor passa pela origem dos espacos.

d) Os gréficos do espaco s e da velocidade escalar v em funcao do tempo do corredor.

e) O espaco do corredor no instante de tempo t = 20s. Qual a velocidade escalar média do
corredor entre os instantes de tempo t = 0s e t = 3s, e entre os instantes detempo t =3s e

t =20s7?

2. Apds esta revisao, apresentar a situacao-problema 1, com nove perguntas, que vai ajudar a fixar
0s principais conceitos das teorias de movimento uniforme e de funcdo do 12 grau, a partir de uma

tabela. Este problema deve ser resolvido em duplas;

3. Na sequéncia, apresentar a situacdo-problema 2, com nove perguntas, que vai ajudar a fixar os
principais conceitos das teorias de movimento uniforme e de funcao do 12 grau, a partir de um

grafico. Este problema deve ser resolvido individualmente;
4. Solicitar que escrevam suas solu¢des na folha de respostas;

5. A partir das situacdes-problema trabalhadas, enfatizar a importancia da lei ou regra de formacao e
dos principais conceitos da teoria de funcdo do 12 grau, na resolucao de problemas de movimento

uniforme.
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3.3.2 Situagoes-problema da Atividade 2

1. Um moével em movimento uniforme percorre uma trajetéria retilinea, de acordo com a tabela

abaixo, onde o espaco s(t) € dado em metros (m) e o tempo t é dado em segundos (s).

t 0 1 2 3 4 5 6

s(t) | -5 0 5 10 | 15 | 20 | 25

a) Qual a lei ou regra de formacao do espaco s? A funcdo s é constante, do 12 grau, do 22 grau
ou nenhuma destas? Determine o(s) coeficiente(s) de s. Construa o grafico de s. O grafico des é

(parte de) uma reta, pardbola ou nenhuma das duas?
b) A funcado s é crescente, decrescente ou nenhuma destas?
c) A funcao s tem raiz ou zero? Se sim, qual(is)?

d) Determine o espago do mdvel no instante de tempo t = 80s. Qual a velocidade escalar média
do mével entre os instantes de tempo t = 0s e t = 65, e entre os instantes de tempo t = 65 e

t =80s7?

e) O que o(s) coeficiente(s) obtido(s) no item (a) representa(m) fisicamente neste movimento?
f) O movimento é progressivo, retrégado ou nenhum destes?

g) O mével passa pela origem dos espacos? Se sim, em qual(is) instante(s) de tempo?

h) Qual a lei ou regra de formacado da velocidade escalar v? A funcao v é constante, do 12 grau, do

29 grau ou nenhuma destas? Determine o(s) coeficiente(s) de v.

i) Construa o gréfico de v. O grafico de v é é (parte de) uma reta, pardbola ou nenhuma das
duas? O que a area abaixo deste grafico entre os instantes de tempo t =0s e t = 65 representa

fisicamente neste movimento?

2. O movimento de uma crianca, caminhando em uma trajetéria retilinea, é descrito pela figura 3.2

abaixo, onde o espaco s(t) € dado em metros (m) e o tempo t é dado em segundos (s).
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Figura 3.2: Grafico do espaco em funcdo do tempo do movimento de uma crianca.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

a) Qual a lei ou regra de formacdo do espaco s? A funcao s é constante, do 12 grau, do 22 grau ou

nenhuma destas? Determine o(s) coeficiente(s) de s.
b) A funcao s é crescente, decrescente ou nenhuma destas?
c) A funcao s tem raiz ou zero? Se sim, qual(is)?

d) Determine o espaco da crianca no instante de tempo t = 21s. Qual a velocidade escalar média
da crianca entre os instantes de tempo t = 0s e t = 65, e entre os instantes de tempo t = 6s e

t =21s7?

e) Qual o espaco inicial, e a velocidade escalar da crianca no instante de tempo t = 657
f) O movimento é progressivo, retrégado ou nenhum destes?

g) A crianca passa pela origem dos espacos? Se sim, em qual(is) instante(s) de tempo?

h) Qual a lei ou regra de formacao da velocidade escalar v? A funcao v é constante, do 12 grau, do

29 grau ou nenhuma destas? Determine o(s) coeficiente(s) de v.

i) Construa o grafico de v. O gréfico de v é (parte de) uma reta, pardbola ou nenhuma das duas?

Qual a variacao de espaco entre os instantes de tempo t =0s e t = 14s?
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3.4 Atividade 3 - Funcao do 22 grau

3.4.1 Guia da Atividade 3

Série: 19, 22 ou 32 ano do Ensino Médio
Duracao: 50 minutos

Objetivos:

* Geral: Revisar e aplicar a teoria de funcdo do 22 grau em problemas contextualizados.
» Especifico: Interpretar e utilizar conceitos da teoria de fungao do 22 grau na resolugao de
situacoes-problema.

Recursos:

* Projetor multimidia/TV, computador para projecao e impressdes;
* Quadro branco/negro, pincel/giz e apagador;

* Lapis, borracha, régua e calculadora.
Pré-requisitos:

* Conhecimentos matematicos necessarios: funcdo do 22 grau, lei ou regra de formacao de

funcao, raiz ou zero de funcao, grafico de funcao, coeficientes e discriminante.
Desenvolvimento:

1. Inicialmente, fazer uma revisdao dos conceitos supracitados nos pré-requisitos. Por exemplo, atra-

vés da resolucao do seguinte exercicio:

Dada a funcdo f : R > R, f(x) =2x%—x — 10, determine:

a) A lei ou regra de formagdo de f, seus coeficientes e discriminante.
b) O que f(0) tem a ver com os coeficientes de f?

c) A(s) raiz(es) de f.
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d) Se a parabola dada por f tem concavidade voltada para cima ou para baixo, e seu vértice.
e) O gréfico de f.
2. Apbs esta revisao, apresentar a situacdo-problema 1, com trés perguntas, que vai ajudar a fixar a

ideia de lei ou regra de formacao, e alguns conceitos da teoria de funcao do 22 grau, a partir de

um grafico. Este problema deve ser resolvido em duplas;

3. Na sequéncia, apresentar a situacdo-problema 2, com cinco perguntas, que vai ajudar a fixar a
ideia de lei ou regra de formacao, e alguns conceitos da teoria de funcao do 22 grau. Este problema

deve ser resolvido individualmente;
4. Solicitar que escrevam suas solucdes na folha de respostas;

5. A partir das situacdes-problema trabalhadas, enfatizar a importancia da lei ou regra de formacao

e dos principais conceitos da teoria de funcdo do 22 grau.
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3.4.2 Situacgoes-problema da Atividade 3

1. Um objeto descreve no ar uma trajetéria em formato de parabola dada por f, passando pelos

pontos A, B, C e D, conforme figura 3.3 abaixo.

Figura 3.3: Trajetéria em formato de pardbola descrita por um objeto.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

a) Qual a lei ou regra de formacdo de f?
b) Determine o vértice V = (x, y, ) da parabola dada por f.
c) Encontre o ponto C.
2. Uma bola é lancada verticalmente para cima, a partir do solo, e sua altura h(t) = 80t — 5t2 varia
de acordo com o tempo t, onde h(t) é dada em metros (m) e o tempo t é dado em segundos (s).
a) Qual o instante de tempo t, em que a bola retorna ao solo?
b) Qual o instante de tempo em que a bola atinge a altura maxima?
c) Qual a altura maxima atingida pela bola?
d) Qual a altura atingida pela bolaem t = 2s?

e) Construa o gréafico de h entre os instantes detempo t =0s et = ty-
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3.5 Atividade 4 - Movimento Uniformemente Variado

3.5.1 Guia da Atividade 4

Série: 19, 22 ou 32 ano do Ensino Médio
Duracao: 50 minutos

Objetivos:
* Geral: Revisar e aplicar a teoria de movimento uniformemente variado em problemas con-
textualizados.

* Especifico: Interpretar e utilizar conceitos da teoria de movimento uniformemente vari-
ado na resolucao de situacdes-problema, relacionando-os em particular com conceitos das

teorias de funcao do 12 grau e do 29 grau.

Recursos:

* Projetor multimidia/TV, computador para projecao e impressdes;
* Quadro branco/negro, pincel/giz e apagador;

* Lapis, borracha, régua e calculadora.

Pré-requisitos:

e Atividade 1 - Funcao do 12 grau;
* Atividade 3 - Funcao do 22 grau;

* Conhecimentos fisicos necessérios: tempo, espaco ou posicao, origem dos espacos, mo-
vimento acelerado/retardado, velocidade escalar média, velocidade escalar (instantanea),

aceleracdo escalar média e aceleracdo escalar (instantanea).

Desenvolvimento:

1. Inicialmente, fazer uma revisao dos conceitos supracitados nos pré-requisitos. Por exemplo, atra-

vés da resolucao do seguinte exercicio:
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O movimento de um mdével em uma trajetdria retilinea é descrito pela funcao (horaria) do espaco,
s(t) = —t?>—3t +4, com o espaco s(t), dado em metros (m), e o tempo t, dado em segundos (s).

Determine:
a) O espaco inicial, a velocidade inicial, e a aceleracédo escalar do mével no instante de tempo
t = 2s.
b) O(s) instante(s) de tempo em que o mével passa pela origem dos espacos.
c) A funcao (horéria) da velocidade escalar.
d) O instante de tempo e 0 espaco em que ocorre a inversdo no sentido do movimento do mével.

e) Os graficos do espaco s, da velocidade escalar v e da aceleracao escalar a em funcao do tempo

do moével.

f) O espaco e a velocidade escalar do mével no instante de tempo t = 3s. Qual a velocidade
escalar média do mével entre os instantes de tempo t = 0s e t = 3s? Qual a aceleracdo

escalar média do mével entre os instantes de tempo t =0s et = 3s?

2. Apds esta revisao, apresentar a situacao-problema 1, com onze perguntas, que vai ajudar a fixar
0s principais conceitos das teorias de movimento uniformemente variado e de funcao do 22 grau,

a partir de uma tabela. Este problema deve ser resolvido em duplas;

3. Na sequéncia, apresentar a situacdo-problema 2, com nove perguntas, que vai ajudar a fixar os
principais conceitos das teorias de movimento uniformemente variado e de funcao do 12 grau, a

partir de um grafico. Este problema deve ser resolvido individualmente;
4. Solicitar gue escrevam suas solucdes na folha de respostas;

5. A partir das situacdes-problema trabalhadas, enfatizar a importancia da lei ou regra de formacao e
dos principais conceitos das teorias de funcao do 12 grau e do 22 grau, na resolucdo de problemas

de movimento uniformemente variado.

UFU-IME-PROFMAT 56



Sequéncia didatica Atividade 4 - Movimento Uniformemente Variado

3.5.2 Situagoes-problema da Atividade 4

1. Uma ciclista em movimento uniformemente variado percorre uma trajetéria retilinea, de acordo

com a tabela abaixo, onde o espaco s(t) é dado em metros (m) e o tempo t é dado em segundos

(s).

t 0 10 20 30 40

s(t) 150 0 - 50 0 150

a) Qual a lei ou regra de formacao do espaco s? A funcao s é constante, do 12 grau, do 22 grau
ou nenhuma destas? Determine o(s) coeficiente(s) de s. Construa o gréfico de s. O gréfico des é

(parte de) uma reta, paradbola ou nenhuma das duas?
b) A funcao s tem concavidade voltada para cima ou para baixo?
c) A fungao s tem raiz ou zero? Se sim, qual(is)?

d) Determine o espaco do ciclista no instante de tempo t = 6s. Qual a velocidade escalar média
do mével entre os instantes de tempo t = 0s e t = 65, e entre os instantes de tempo t = 20s e

t =30s?

e) O que o(s) coeficiente(s) obtido(s) no item (a) representa(m) fisicamente neste movimento?
f) O movimento é acelerado, retardado ou nenhum destes em t = 3s?

g) O mével passa pela origem dos espacos? Se sim, em qual(is) instante(s) de tempo?

h) Qual a lei ou regra de formacdo da velocidade escalar v? A funcdo v é constante, do 12 grau, do

22 grau ou nenhuma destas? Determine o(s) coeficiente(s) de v.

i) Construa o grafico de v. O grafico de v é é (parte de) uma reta, pardbola ou nenhuma das duas?
Qual a aceleracao escalar média entre os instantes de tempo t = 0s e t = 6s? O que a area
abaixo deste grafico entre os instantes de tempo t = 0s e t = 65 representa fisicamente neste

movimento?

j) Qual a lei ou regra de formacao da aceleracao escalar a? A funcdo a é constante, do 12 grau, do

22 grau ou nenhuma destas? Determine o(s) coeficiente(s) de a.

k) Construa o grafico de a. O gréfico de a é é (parte de) uma reta, pardbola ou nenhuma das
duas? O que a area abaixo deste gréafico entre os instantes de tempo t = 0s e t = 65 representa

fisicamente neste movimento?
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2. Um automével, em movimento uniformemente variado, desloca-se em certa avenida, conforme
figura 3.4, onde a velocidade escalar v(t) é dada em metros por segundo (), e o tempo t é dado

em segundos (s).
Figura 3.4: Grafico da velocidade escalar em funcéo do tempo do movimento de um automével.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

a) Qual a lei ou regra de formacao da velocidade escalar v? A funcao v é constante, do 12 grau, do

22 grau ou nenhuma destas? Determine o(s) coeficiente(s) de v.
b) A funcao v é crescente, decrescente ou nenhuma destas?
c) A funcao v tem raiz ou zero? Se sim, qual(is)?

d) Determine a velocidade do automével no instante de tempo t = 15s. Qual a aceleracao escalar
média do automoével entre os instantes de tempo t = 0s e t = 8s, e entre os instantes de tempo

t=6set=15s?
e) Qual a velocidade inicial, e a aceleracao escalar do automével no instante de tempo t = 6s?
f) O movimento é acelerado, retardado ou nenhum destes em t = 3s?

g) O automoével passa pela origem dos espacos? Se sim, em qual(is) instante(s) de tempo? Admita

que o automovel partiu do espaco inicial s, = —10m.

h) Qual a lei ou regra de formacdo da aceleracdo escalar a? A funcao a é constante, do 12 grau,

do 22 grau ou nenhuma destas? Determine o(s) coeficiente(s) de a.

i) Construa o grafico de a. O gréfico de a é (parte de) uma reta, parabola ou nenhuma das duas?

Qual a variacao de velocidade entre os instantes de tempo t =0s et =12s?
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3.6 Atividade 5 - Simulacao Grafico de Quadraticas

3.6.1 Guia da Atividade 5

Série: 19, 22 ou 32 ano do Ensino Médio
Duracao: 50 minutos

Objetivos:

* Geral: Praticar as teorias de funcao do 12 e do 22 grau, utilizando a plataforma/simulador

virtual Phet.

* Especifico: Analisar, na plataforma/simulador virtual Phet, grafico, raiz ou zero, vértice e

eixo de simetria (se houver), a partir dos coeficientes de funcdes do 12 e do 29 grau.
Recursos:

* Projetor multimidia/TV, computador com acesso a Internet para projecao e impressoes;

Quadro branco/negro, pincel/giz e apagador;

Computador com acesso a Internet para o(a) estudante e plataforma/simulador virtual Phet

(PHET, 2025);

Lapis, borracha, régua e calculadora.

Pré-requisitos:

* Atividade 1 - Funcao do 12 grau;

e Atividade 3 - Funcao do 22 grau.

Desenvolvimento:

1. Solicitar que acessem a plataforma/simulador virtual Phet (PHET, 2025) e mudem a lingua/-

versdao para Portugués do Brasil. Depois, em Simulacbes e ou em Matematica & Estatis-

tica, solicitar que localizem e iniciem a simulacao Grafico de Quadraticas (disponivel em
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https://phet.colorado.edu/pt BR/simulations/graphing-quadratics), e em seguida selecionem a op-

¢ao Forma Padrao, conforme figura 3.5;

Figura 3.5: Inicio da simulacdo Gréfico de Quadraticas.

SIMULAGOES  STUDIO” ENSINO  PESQUISA  INICIATIVAS Q. &

Grdafico de Quadraticas

Forma Padrao
Grafico de Quadraticas

aoeno:

"
Sobre  Recursosdeensino  Atividades  Presets™ Tradugdes  Créditos

Fonte: (PHET, 2025).

2. Pedir que selecionem as opcdes Vértice, Eixos de Simetria, Raizes, Equacbes e Coordenadas, e

explorem a simulacdo, variando os coeficientes a, b e ¢, conforme figura 3.6;

Figura 3.6: Simulacdo Grafico de Quadraticas.

2 y=ax2+bx+c

y=1x+ 0x+ 0

O Vértice ®
(O Eixos de Simetria !

O Raizes @@

(O Equagdes
(¥ Coordenadas

Grafico de Quadraticas

Forma Padréo

Fonte: (PHET, 2025).

3. ApOs esta exploracao, apresentar a situacao-problema 1, com trés perguntas, que vai ajudar a
fixar alguns conceitos da teoria de funcdo do 22 grau, a partir de um grafico construido na plata-

forma/simulador virtual Phet. Este problema deve ser resolvido em duplas;

4. Na sequéncia, apresentar a situacao-problema 2, com cinco perguntas, que vai ajudar a fixar
alguns conceitos da teoria de funcdo do 12 grau, a partir de graficos construidos na plataforma/si-

mulador virtual Phet. Este problema deve ser resolvido individualmente;
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5. Solicitar que escrevam suas solucoes na folha de respostas;

6. A partir das situacdes-problema trabalhadas, enfatizar os principais conceitos das teorias de fun-

¢do do 12 grau e do 22 grau.
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3.6.2 Situacoes-problema da Atividade 5

1. Uma particula descreve uma trajetéria em formato de parabola dada por f(x) = x? — 6x + 5.

a) Na simulacao Grafico de Quadraticas, insira os coeficientesa=1, b=—6e ¢ =75 e, na folha de

respostas, faca o esboco do grafico.

b) Interprete o gréfico da simulacdo e indique, a partir desta interpretacao, a(s) raiz(es), o vértice,

f(0) e o eixo de simetria.

c) Determine, com célculos, a(s) raiz(es), o vértice, f(0) e o eixo de simetria. f tem concavidade

voltada para cima ou para baixo? Justifique usando os coeficientes de f.

2. Duas particulas P e Q se deslocam em uma mesma rodovia, e suas posicdes variam no decurso do
tempo, respectivamente, de acordo com as fungdes P(x) =3x—2e Q(x) =—1x+6, onde P(x) e

Q(x) sdo dadas em metros (m), e x é dado em segundos (s).

a) Na simulacdo Grafico de Quadraticas, insira os coeficientes de P(x) e, na folha de respostas,
faca o esboco do gréfico. Referente a P, interprete o grafico da simulacao e indigue, a partir desta

interpretacao, a(s) raiz(es) e P(0).

b) Determine, com célculos, a(s) raiz(es) e P(0). P é crescente ou decrescente? Justifigue usando

os coeficientes de P.

c) Aperte o botdo da camera para tirar uma foto e fixar o grafico de P, insira os coeficientes de
Q(x) e, na folha de respostas, faca o esboco do gréafico sobre o esboco anterior. Referente a Q,
interprete o grafico da simulac&o e indique, a partir desta interpretacao, a(s) raiz(es) e Q(0). Qual

0 ponto em que os graficos de P e Q se cruzam?

d) Determine, com célculos, a(s) raiz(es) de Q e Q(0). Q é crescente ou decrescente? Justifique

usando os coeficientes de Q.

e) Determine, com célculos, o instante de tempo x e a posicdo P(x) = Q(x) em que as particulas

se encontram.
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3.7 Atividade 6 - Simulacao O Homem em Movimento

3.7.1 Guia da Atividade 6

Série: 19, 22 ou 32 ano do Ensino Médio
Duracao: 50 minutos

Objetivos:

e Geral: Praticar as teorias de movimento uniforme e de movimento uniformemente variado,

utilizando a plataforma/simulador virtual Phet.

* Especifico: Analisar, na plataforma/simulador virtual Phet, as grandezas fisicas espaco ou
posicao, velocidade escalar e aceleracao escalar, no decurso do tempo, e sua relacao com

o0 movimento de um movel.
Recursos:

* Projetor multimidia/TV, computador com acesso a Internet para projecao e impressoes;

Quadro branco/negro, pincel/giz e apagador;

Computador com acesso a Internet para o(a) estudante e plataforma/simulador virtual Phet

(PHET, 2025);

Lapis, borracha, régua e calculadora.

Pré-requisitos:

e Atividade 2 - Movimento Uniforme;

e Atividade 4 - Movimento Uniformemente Variado.

Desenvolvimento:

1. Solicitar que acessem a plataforma/simulador virtual Phet (PHET, 2025) e mudem a lingua/ver-
sao para Portugués do Brasil. Depois, em Simulacbées e ou em Fisica, solicitar que localizem e,

com zoom ajustado entre 75% e 125%, iniciem a simulacdao O Homem em Movimento (disponivel
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em https://phet.colorado.edu/pt_BR/simulations/moving-man), e em seguida selecionem a opgao

Cheerpj, conforme figura 3.7;
Figura 3.7: Inicio da simulacdo O Homem em Movimento.

SIMULAGBES  STUDIO™ ENSINO  PESQUISA INICIATIVAS Q. & I hEr ‘ Erey SIMULAGBES  STUDIO® ENSINO PESQUISA INICIATIVAS QU &

INTERACTIVE SSULATONS.

—_— ) - 0 om
: L =4 84" 1 HHE

0 Homem em Movimento

T LE

— ‘qm

0 Homem em Movimento 0 Homem em Movimento
[ £1¥] @aeno

Sobre  Recursosdeensino  Atividades ~ Tradugdes  Créditos Sobre  Recursos de ensino  Atividades  Tradugées  Créditos

Fonte: (PHET, 2025)

2. Pedir que “fechem” a exibicdo do muro tanto na aba Introducdo quanto na aba Graficos e explorem

a simulacao, variando as grandezas fisicas Posicao, Velocidade e Aceleracdo, conforme figura 3.8;

Figura 3.8: Simulacdo O Homem em Movimento.
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Fonte: (PHET, 2025).

3. Apds esta exploracdo, apresentar a situacao-problema 1, com cinco perguntas, que vai ajudar a
fixar alguns conceitos da teoria de movimento uniforme, a partir da plataforma/simulador virtual

Phet. Este problema deve ser resolvido em duplas;

4. Na sequéncia, apresentar a situacao-problema 2, com cinco perguntas, que vai ajudar a fixar
alguns conceitos das teorias de movimento uniformemente variado, a partir da plataforma/simu-

lador virtual Phet. Este problema deve ser resolvido individualmente;
5. Solicitar que escrevam suas solucdes na folha de respostas;

6. A partir das situacdes-problema trabalhadas, enfatizar os principais conceitos das teorias de mo-

vimento uniforme e de movimento uniformemente variado.
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3.7.2 Situacoes-problema da Atividade 6

1. Um homem em movimento uniforme, percorre uma trajetéria retilinea, e seu espaco s(t) varia
com o tempo t de acordo com a tabela abaixo, onde s(t) é dado em metros (m) e t é dado em

segundos (s).

t 0 1 2 3

s(t) -5 0 5 10

a) Qual a lei ou regra de formacdo do espaco s(t)? Determine o espaco ou posicdo inicial, a

velocidade escalar e a aceleracao escalar.

b) Na simulacdao O Homem em Movimento, na aba Introducao, insira a posicao inicial, a veloci-
dade escalar e a aceleracdo escalar, e dé inicio ao movimento do homem, observando-o entre os

instantes de tempo t =1s e t = 3s. O movimento é progressivo ou retréogrado? Justifique.

c) Na simulacao O Homem em Movimento, na aba Gréficos, ative o Avaliador de Expressao na guia
Itens/Funcionalidades Especiais, insira a lei ou regra de formacé&o do espaco s(t) (usando o formato
axtxt+bxt+c,emquea,b,c €R devem ser escritos usando-se “.” como separador decimal),
dé inicio ao movimento do homem e, na folha de respostas, faca os esbocos dos gréaficos entre os
instantes de tempo t = 1s e t = 3s. Qual a lei ou regra de formacao da velocidade escalar v? E

da aceleracao escalar a? As funcdes v e a sao constantes, do 12 grau, do 22 grau, ou nenhuma

destas?

d) Interprete os gréaficos da simulacao e indique, a partir desta interpretagao, o espaco, a velo-
cidade escalar e a aceleracao escalar do homem no instante de tempo t = 2s, e a variacao de

espaco entre os instantes detempot =0se t =1s.

e) Determine, com célculos, o espaco, a velocidade escalar e a aceleracdo escalar do homem no
instante de tempo t = 25, e a variacao de espaco entre os instantes de tempot =0set=1s. O

gue isto tem a ver com a area abaixo do grafico de v?

2. A funcao (horaria) do espaco que descreve o movimento uniformemente variado de um menino é

dada por s(t) =0, 2t% — 4t + 10,2, com s(t) dado em metros (m) e t dado em segundos (s).
a) Determine o espaco ou posicao inicial, a velocidade escalar e a aceleracao escalar.

b) Na simulacdo O Homem em Movimento, na aba Introducdo, ative o Avaliador de Expressao na
guia Itens/Funcionalidades Especiais, insira a lei ou regra de formacao do espaco s(t) (usando o

“ n

formatoaxtxt+bx*t+c, em que a,b,c € R devem ser escritos usando-se “.” como separador
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decimal), e dé inicio ao movimento do homem, observando-o entre os instantes de tempo t = 4s
et=8s,et =12s et = 18s. Em cada intervalo, o movimento é progressivo ou retrégrado?

Acelerado ou retardado? Justifique.

c) Na simulacdo O Homem em Movimento, na aba Gréaficos, insira a posicao inicial, a velocidade
escalar e a aceleracao escalar, dé inicio ao movimento do homem e, na folha de respostas, faca
0s esbocos dos gréaficos entre os instantes de tempo t = O0s e t = 20s. Qual a lei ou regra de
formacao da velocidade escalar v? E da aceleracao escalar a? As funcdes v e a sao constantes, do

12 grau, do 22 grau, ou nenhuma destas?

d) Interprete os gréficos da simulacdo e indique, a partir desta interpretacdo, o espaco, a velo-
cidade escalar e a aceleracao escalar do homem no instante de tempo t = 10s, e a variacao de

espaco entre os instantes de tempo t =10s e t = 15s.

e) Determine, com célculos, o espaco, a velocidade escalar e a aceleracao escalar do homem no
instante de tempo t = 10s, e as variacdes de espaco e velocidade escalar entre os instantes de
tempot =10s et =15s. O que isto tem a ver com as areas abaixo do grafico de v e do gréafico de

a?
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3.8 Atividade 7 - Lancamento vertical

3.8.1 Guia da Atividade 7

Série: 19, 22 ou 32 ano do Ensino Médio
Duracao: 50 minutos

Objetivos:

* Geral: Praticar a teoria de lancamento vertical, utilizando a plataforma/simulador virtual

Phet.

* Especifico: Analisar, na plataforma/simulador virtual Phet, as grandezas fisicas altura (es-
paco ou posicao) e velocidade escalar, no decurso do tempo, e sua relacao com o lanca-

mento vertical (de subida ou de descida) de um projétil.

Recursos:

Projetor multimidia/TV, computador com acesso a Internet para projecao e impressoes;

Quadro branco/negro, pincel/giz e apagador;

Computador com acesso a Internet para o(a) estudante e plataforma/simulador virtual Phet

(PHET, 2025);

Lapis, borracha, régua e calculadora.

Pré-requisitos:

e Atividade 4 - Movimento Uniformemente Variado;

Desenvolvimento:

1. Solicitar que acessem a plataforma/simulador virtual Phet (PHET, 2025) e mudem a lingua/versao
para Portugués do Brasil. Depois, em Simulacdes e ou em Fisica, solicitar que localizem e iniciem
a simulacao Movimento de Projétil (disponivel em https://phet.colorado.edu/pt BR/simulations/

projectile-motion), e em seguida selecionem a opc¢ao Lab, conforme figura 3.9;
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Figura 3.9: Inicio da simulagdo Movimento de Projétil.

SIMULAGES ~ STUDIO” ENSINO  PESQUISA  INICIATIVAS QU &

Movimento de Projétil

Movimento de Projétil
(-] £1¥]

Sobre  Recursos de ensino  Atividades ~ Tradugdes  Créditos

Fonte: (PHET, 2025).

2. Pedir que selecionem “bola de golfe” (o que ja fixa Massa e Diametro) e configurem Gravidade
igual a g = 10?2 e Angulo igual a 90° ou —90°, e explorem a simulacdo, variando as grandezas
fisicas Altura (ndo Altitude!) e Rapidez Inicial, conforme figura 3.10. A “bola de golfe” vai ser nossa
particula ou ponto material, uma vez que a Resisténcia do Ar ndo estd habilitada e portanto esta

sendo desconsiderada;

Figura 3.10: Simulacdo Movimento de Projétil.

Valores Iniciais
Altura: 0 m
OE L Angulo: 80

Rapidez: 18 m/s

[ Bala de canhao ‘ V]

Massa 17.60 kg

1 31
) | E—
Didmetro 018m

0.1 1
Gravidade 981 mfs?
O —0— ¥

(O Resisténcia doAr «*~

Movimento de Projétil

Fonte: (PHET, 2025).

3. ApOs esta exploracdo, apresentar a situacdo-problema 1, com cinco perguntas, que vai ajudar
a fixar alguns conceitos da teoria de lancamento vertical, em especial, de subida, a partir da
insercao de algumas grandezas fisicas na plataforma/simulador virtual Phet. Este problema deve

ser resolvido em duplas;

4. Na sequéncia, apresentar a situacao-problema 2, com cinco perguntas, que vai ajudar a fixar

alguns conceitos das teorias de lancamento vertical, em especial, de descida, e de funcao do 12
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grau e do 29 grau, a partir da insercao de algumas grandezas fisicas na plataforma/simulador

virtual Phet. Este problema deve ser resolvido individualmente;

5. Solicitar que escrevam suas solucdes na folha de respostas;

6. A partir das situacdes-problema trabalhadas, enfatizar os principais conceitos das teorias de fun-

¢do do 12 grau e do 22 grau, na resolucao de problemas de lancamentos verticais.

UFU-IME-PROFMAT 69



Sequéncia didatica Atividade 7 - Lancamento vertical

3.8.2 Situagoes-problema da Atividade 7

1. Uma particula é disparada verticalmente para cima, a partir do solo, com velocidade escalar de

15m/s. Oriente a trajetdria para cima, a partir do solo.

a) Na simulagcdo Movimento de Projétil, configure angulo igual a 90°, altura igual a Om e rapidez
inicial igual 15m/s. Dispare a particula e, ao término do movimento, arraste a caixa de medidas
(com tempo, alcance e altura) até a altura méxima atingida. Na folha de respostas, anote os

resultados e esboce o desenho obtido na simulagao.
b) Escreva as funcdes (horarias) do espaco s(t) e da velocidade escalar v(t).

c) Determine, com calculos, o instante de tempo de subida e a altura maxima atingida pela parti-

cula.

d) Determine, com cdlculos, em qual(is) instante(s) de tempo a particula estd na origem dos espa-

cos (solo).

e) Construa os graficos de s(t), v(t) e a(t) em funcdo do tempo, entre os instantes Os e 1, 5s.

2. Uma bola de golfe é abandonada verticalmente para baixo de uma altura de 10 m. Dica: oriente a

trajetéria para cima a partir do solo.

a) Na simulacao Movimento de Projétil, configure angulo igual a —90°, altura igual a 10 m e rapidez
inicial igual Om/s. Dispare a particula e, ao término do movimento, arraste a caixa de medidas
(com tempo, alcance e altura) até o solo. Na folha de respostas, anote os resultados e esboce o

desenho obtido na simulacao.

b) Qual a lei ou regra de formacado do espaco (altura) s? A funcdo s é constante, do 12 grau, do 22
grau ou nenhuma destas? Determine o(s) coeficiente(s) de s. O grafico de s é (parte de) uma reta,

parabola ou nenhuma das duas?

c) Determine, com calculos, o instante de tempo de queda da bola de golfe para comprovar o

resultado da simulacdo no item (a).

d) Qual a lei ou regra de formacao da velocidade escalar v? A funcao v é constante, do 12 grau, do
22 grau ou nenhuma destas? Determine o(s) coeficiente(s) de v. O grafico de v é (parte de) uma

reta, parabola ou nenhuma das duas? Qual a velocidade escalar da bola de golfe ao atingir o solo?

e) Construa os graficos de s(t), v(t) e a(t) em funcdo do tempo, entre os instantes Os e 1,41s.
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3.9 Atividade 8 - Pratica de lancamento vertical

3.9.1 Guia da Atividade 8

Série: 19, 22 ou 32 ano do Ensino Médio
Duracao: 50 minutos

Objetivos:

* Geral: Revisar e aplicar a pratica de lancamento vertical em problemas contextualizados.

* Especifico: Interpretar e utilizar conceitos da teoria de lancamento vertical, relacionando-
os em particular, com conceitos das teorias de funcdo do 12 grau e do 22 grau na resolucao

de situacdes-problema propostos em experimentos.

Recursos:

* Impressoes, trena, escada, crondmetro e uma bola de futebol;
* Quadro branco/negro, pincel/giz e apagador;

* Lépis, borracha, régua e calculadora.
Pré-requisitos:

* Atividade 4 - Movimento Uniformemente Variado.
Desenvolvimento:

1. Inicialmente, fazer uma revisao dos conceitos supracitados nos pré-requisitos. Por exemplo, atra-

vés da resolucdo do seguinte exercicio:

Uma bola é abandonada verticalmente para baixo, de uma altura H e atinge o solo com uma velo-
cidade escalar de 60 ? Despreze a resisténcia do ar e considere que a aceleracdo da gravidade é

iguala 10 3.

determine:

a) As funcoes (horarias) do espaco e da velocidade escalar que descrevem o movimento da bola.
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b) O instante de tempo de queda.

c) A altura H que a bola foi abandonada.

2. Apds esta revisdo, apresentar a situacdo-problema 1, com trés perguntas, que vai ajudar a fixar
alguns conceitos da teoria de lancamento vertical, a partir de uma funcao do 12 grau e do 22 grau.

Este problema deve ser resolvido em duplas;

3. Na sequéncia, apresentar a situacdo-problema 2, com duas perguntas, que vai ajudar a fixar al-
guns conceitos da teoria de langamento vertical, a partir de uma funcao do 22 grau. Este problema

deve ser resolvido individualmente;
4. Solicitar que escrevam suas solucdes na folha de respostas;

5. A partir das situacdes-problema trabalhadas, enfatizar os principais conceitos das teorias de fun-
¢do do 12 grau e do 22 grau, na resolucao de problemas de lancamentos verticais propostos em

experimentos.
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Sequéncia didatica Atividade 8 - Pratica de lancamento vertical

3.9.2 Situacoes-problema da Atividade 8

1. Os Lancamentos verticais sao de grande importancia na fisica, e objeto de estudo em areas como
a matematica, engenharia, astronomia etc. Utilizando os conceitos de langamentos verticais da

atividade 7, desenvolva o que que se pede.

a) Realize o experimento de lancamento vertical (queda livre) em sala de aula para duas alturas
h aleatérias, e registre na tabela abaixo, trés medidas do instante de tempo de queda t,t, e t; e
seu tempo médio t,, para cada altura escolhida, sendo h dado em metros (m) e t,, t,,t5 e t,, dado

em segundos (s). Para o experimento utilize:

* escada, se necessario;
* trena, fita crepe (marcar a altura) e um cronémetro (celular);

* bola de futebol 350 g e diametro de 21 cm

QUEDA LIVRE

h t, t, ts t

2, os valores da aceleracdo da

b) Determine, com calculos e com a fungédo (horéria), h(t) = 4t
gravidade para cada altura escolhida no item (a), utilizando o tempo médio como parametro nos
calculos. Compare os resultados do experimento com os valores da literatura, calculando seus
erros percentuais. Considere o valor da aceleracao da gravidade estabelecido na literatura como

sendo 9,783.

c) Determine, com célculos e com a funcdo (horaria) da velocidade escalar v(t) = gt, os valores
da velocidade escalar com a qual a bola atinge o solo para cada altura escolhida no item (a) e
utilize o tempo médio registrado na tabela como parametro nos calculos. Considere os valores da

aceleracao da gravidade obtidos para cada altura no item (b).

2. Um estudante em sua escola, realiza um experimento de queda livre, com o objetivo de descobrir
a aceleracao da gravidade e compard-la com o valor teérico. Para o experimento, foi utilizado
uma bola com as mesmas caracteristicas geométricas utilizadas no problema 1. Os resultados da
atividade pratica estdo registrados na tabela abaixo, com os valores da altura h em metros (m), o

instante de tempo de queda ¢4, t, e t; € 0 tempo médio t,, em segundos (s).
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Sequéncia didatica

Atividade 8 - Pratica de lancamento vertical

QUEDA LIVRE
h t; t, ts tm
2 0,67 | 0,66 | 0,65 | 0,66
3 0,78 (0,88 (0,74 | 0,80
4 0,89 0,91 | 0,91 | 0,90

a) Determine, com calculos e com a funcdo (horéria), h(t) = %tz, os valores da aceleracao da

gravidade para cada altura escolhida pelo estudante, utilizando o tempo médio como parametro

nos calculos. Compare os resultados do experimento com os valores da literatura, calculando seus

erros percentuais. Considere o valor da aceleracao da gravidade estabelecido na literatura como

sendo: 9,78 3.

b) Quais fatores podem ter interferido nos resultados do experimento?
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Sequéncia didatica Atividade 9 - Lancamento horizontal

3.10 Atividade 9 - Lancamento horizontal

3.10.1 Guia da Atividade 9

Série: 12, 22 ou 32 ano do Ensino Médio
Duracao: 50 minutos
Objetivos:
* Geral: Praticar a teoria de langamento horizontal, utilizando a plataforma/simulador virtual
Phet.

* Especifico: Analisar, na plataforma/simulador virtual Phet, as grandezas fisicas altura (es-
paco ou posicao) e velocidade escalar, no decurso do tempo, e sua relacao com o lanca-

mento horizontal de um projétil.
Recursos:

* Projetor multimidia/TV, computador com acesso a Internet para projecdo e impressoes;

Quadro branco/negro, pincel/giz e apagador;

Computador com acesso a Internet para o(a) estudante e plataforma/simulador virtual Phet

(PHET, 2025);

Lapis, borracha, régua e calculadora.

Pré-requisitos:

e Atividade 2 - Movimento Uniforme;

e Atividade 4 - Movimento Uniformemente Variado;

Desenvolvimento:

1. Solicitar que acessem a plataforma/simulador virtual Phet (PHET, 2025) e mudem a lingua/versao
para Portugués do Brasil. Depois, em Simulacdes e ou em Fisica, solicitar que localizem e iniciem
a simulacao Movimento de Projétil (disponivel em https://phet.colorado.edu/pt_ BR/simulations/

projectile-motion), e em seguida selecionem a opcao Lab, conforme figura 3.9;
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Sequéncia didatica Atividade 9 - Lancamento horizontal

2. Pedir gue selecionem “bola de golfe” (o que ja fixa Massa e Diametro) e configurem Gravidade
iguala g =10 sz e Angulo igual a 0°, e explorem a simulacdo, variando as grandezas fisicas Altura
(ndo Altitude!) e Rapidez Inicial, conforme figura 3.10. A “bola de golfe” vai ser nossa particula
ou ponto material, uma vez que a Resisténcia do Ar nao estd habilitada e portanto estd sendo

desconsiderada;

3. Apéds esta exploracao, apresentar a situacao-problema 1, com cinco perguntas, que vai ajudar a
fixar alguns conceitos da teoria de lancamento horizontal, a partir da insercao de algumas gran-

dezas fisicas na plataforma/simulador virtual Phet. Este problema deve ser resolvido em duplas;

4. Na sequéncia, apresentar a situacao-problema 2, com seis perguntas, que vai ajudar a fixar alguns
conceitos das teorias de lancamento horizontal e de funcao do 12 grau e do 29 grau, a partir da
insercdo de algumas grandezas fisicas na plataforma/simulador virtual Phet. Este problema deve

ser resolvido individualmente;
5. Solicitar que escrevam suas solugoes na folha de respostas;

6. A partir das situacdes-problema trabalhadas, enfatizar os principais conceitos das teorias de fun-

¢do do 12 grau e do 22 grau, na resolucao de problemas de lancamentos horizontais.
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Sequéncia didatica Atividade 9 - Lancamento horizontal

3.10.2 Situacoes-problema da Atividade 9

1. Uma particula é disparada horizontalmente de uma altura de 10m em relagdo ao solo. Dica:

oriente a trajetéria para cima a partir do solo.

a) Na simulacao Movimento de Projétil, configure angulo igual a 0°, altura igual a 10 m e rapidez
inicial igual 15m/s. Dispare a particula e, ao término do movimento, arraste a caixa de medidas
(com tempo, alcance e altura) até o local do solo atingido pela particula. Na folha de respostas,

anote os resultados e esboce o desenho obtido na simulacao.

b) Escreva a funcéo (horaria) do espaco (alcance) x(t) e classifique o movimento da particula

nesta direcao.

c) Escreva as funcgdes (horérias) do espaco (altura) y(t) e da velocidade escalar v, (t) e classifique

0 movimento da particula nesta direcao.
d) Determine, com cdlculos, o instante de tempo de queda da particula ao solo.

e) Determine, com calculos, o alcance horizontal atingido pela particula.

2. Uma bola de golfe é disparada horizontalmente de uma altura de 10 m em relacao ao solo. Dica:

oriente a trajetéria para cima a partir do solo.

a) Na simulacao Movimento de Projétil, configure angulo igual a 0°, altura igual a 10 m e rapidez
inicial igual 20m/s. Dispare a particula e, ao término do movimento, arraste a caixa de medidas
(com tempo, alcance e altura) até o local do solo atingido pela particula. Na folha de respostas,

anote os resultados e esboce o desenho obtido na simulacao.

b) Qual a lei ou regra de formacao do espaco (alcance) x na horizontal? A funcdo x é constante,
do 19 grau, do 22 grau ou nenhuma destas? O gréafico de x é (parte de) uma reta, parabola ou

nenhuma das duas?

¢) Qual a lei ou regra de formacao do espaco (altura) y na vertical? A fungao y é constante, do 12
grau, do 22 grau ou nenhuma destas? O grafico de y é (parte de) uma reta, parabola ou nenhuma

das duas?

d) Determine, com célculos, o instante de tempo de queda da bola de golfe ao solo. Compare o re-
sultado obtido, com o instante de tempo de queda da particula, encontrado na situacdo-problema-

1,e justifique.

e) Determine, com célculos, o alcance horizontal atingido pela bola de golfe. Compare o resultado
obtido, com o alcance horizontal atingido pela particula, encontrado na situacdo-problema-1, e

justifique.
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Sequéncia didatica Atividade 9 - Lancamento horizontal

f) Determine, com célculos, a fungdo y = f(x) da trajetéria da bola de golfe.
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Sequéncia didatica Folha de respostas

3.11 Folha de respostas

Escola: Atividade:
Professor: Data:
Estudante: Série:

Problema 1 (em dupla). Estudante 2:

Problema 2 (individual).
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CAPITULO 4

Consideracoes finais

O ensino de Fisica e Matematica tém sido um grande desafio para os(as) professores(as), em particu-
lar, do Ensino Médio. Os(as) estudantes, ao entrarem no Ensino Médio, em geral, apresentam grande
deficiéncia matematica, o que acaba comprometendo o ensino de ambas. Isto se deve a diversos

fatores, ora cognitivos, ora pedagdgicos, ora socioemocionais.

Esta dissertacao propde uma abordagem para auxiliar no processo de ensino-aprendizagem tanto de
Cinemética (de Mecanica Classica, de Fisica) quanto de Matematica, por meio da aplicacao de uma

sequéncia didatica, para o Ensino Médio, que destaca e faz uso da interdisciplinaridade entre elas.

Nesta sequéncia didética, que é o produto educacional desta dissertacao, sdo trabalhados tépicos
como funcao do 12 grau, movimento uniforme, funcao do 22 grau, movimento uniformemente variado,
lancamento vertical e lancamento horizontal. Além disso, sdo utilizadas simulacbes da plataforma/si-
mulador virtual Phet (PHET, 2025) e propostos experimentos, com foco nestes tépicos. A sequéncia
didatica estd estruturada com nove atividades, as quais podem ser aplicadas de forma isolada ou se-
quencial, e pode ser utilizada tanto por um(a) professor(a) de Fisica para ensino com embasamento
em Matemadtica quanto por um(a) professor(a) de Matematica para ensino com exemplificacdo em

Fisica.

Por questdo de tempo, a sequéncia didatica nao foi aplicada em sala de aula, mas espera-se que a
abordagem apresentada contribua efetivamente na construcao do conhecimento acerca dos tépicos

trabalhados de Cinematica e Matematica.
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