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FIGUEROA RURUSH J. M.. Alguns critérios de caoticidade de operadores em espagos
de Fréchet. 2025. 90 p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia,
Uberlandia-MG.

Resumo

Nessa dissertagao, estudamos algumas propriedades dinamicas de operadores lineares
continuos definidos em espacos de Fréchet, com foco nos conceitos de hiperciclicidade,
caoticidade e hiperciclicidade frequente. Estudaremos condigoes e resultados importantes
que caracterizam os operadores hiperciclicos, cadticos e frequentemente hiperciclicos, e
exploraremos os Critérios de Hiperciclicidade, Kitai, Gethner-Shapiro, Caoticidade e de
Hiperciclicidade Frequente. Estudaremos a relacao que estes critérios possuem com outras
nocoes de caos, em especial a transitividade topoldgica, e as no¢oes de mixing e fracamente
mixing. Além disso, apresentaremos exemplos, em cada um dos casos, para atestar que
tais critérios fornecem condigoes suficientes, mas nao necessarias para determinar cada

uma destas nogoes.

Palavras-chave: Espagos de Fréchet, Critérios de Hiperciclicidade, operadores caoticos,

operadores frequentemente hiperciclicos, operadores fracamente mixing, Dinamica Linear.
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FIGUEROA RURUSH J. M.. Some criteria of chaoticity of operators on Fréchet spaces.
2025. 90 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work, we study some dynamical properties of continuous linear operators on Fréchet
spaces, focusing on the concepts of hypercyclicity, chaoticity, and frequent hypercyclicity.
We study important conditions and results that characterize hypercyclic operators, cha-
otic operators, and frequently hypercyclic operators, and we explore the Hypercyclicity
Criterion, Kitai Criterion, Gethner—Shapiro Criterion, Chaoticity Criterion, and the Fre-
quent Hypercyclicity Criterion. We study the relationship that these criteria have with
other notions of chaos, especially topological transitivity, as well as the notions of mixing
and weakly mixing. Furthermore, we present examples, in each one of these cases, to
show that such criteria provide sufficient, but not necessary, conditions for determining

each of these notions.

Keywords: Fréchet Spaces, Hypercyclicity Criteria, chaotic operators, frequently hypercy-

clic operators, weakly mixing operators, Linear Dynamics.
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Introducao

A teoria dos Sistemas Dinamicos é uma area da matematica que busca compreender como
certos sistemas evoluem com o passar do tempo. De maneira geral, os estados possiveis
de um sistema sao representados pelos elementos de um dado conjunto X, e a evolucao
do sistema é descrita por uma funcao 7' : X — X. Assim, dado um estado inicial xq € X,
os estados seguintes sao obtidos por meio da aplicacao repetida de T', formando uma
sequéncia (x,,), definida por x,,; = T'(x,), para cada n € Ny.

A anadlise do comportamento desses sistemas pode ser feita sob diferentes perspectivas.
Do ponto de vista topoldgico, o conjunto X é dotado de uma topologia, e a funcao T é
considerada continua. Ja na perspectiva probabilistica, X é equipado com uma estrutura

de medida, como uma o-algebra, e T é assumida como mensuravel.

A Dinamica Linear é uma &area mais recente de pesquisa em Matematica, que surgiu
como uma interseccao entre a Analise Funcional e a Dinamica Topoldgica. Tal area tem
como principal objetivo o estudo do comportamento de operadores lineares e continuos
definidos em espacos vetoriais topoldgicos, principalmente espacos de Fréchet, espacos de
Banach e espacos de Hilbert. Os livros de Bayart e Matheron [4] e de Grosse-Erdmann
e Peris [12], publicados por volta de 2010, fornecem amplo panorama da édrea, além de

vasta bibliografia.

De acordo com uma visao amplamente aceita, o caos estd intimamente ligado a nao li-
nearidade. Costuma-se considerar evidente que um sistema linear se comporta de maneira
previsivel. No entanto, ja em 1929, G.D. Birkhoff obteve um exemplo de um operador

linear que possui um ingrediente importante do caos: a existéncia de uma érbita densa



(veja [7]). Mais tarde, G.R. MacLane, em 1952, encontrou o mesmo fenémeno para o
operador de derivacao (veja [16]). E. S. Rolewicz, em 1969, mostrou que nao apenas
shifts nao lineares, mas também os shifts lineares podem ter érbitas densas (veja [21]).
Motivados por esses exemplos esporadicos, pesquisadores como C. Kitai, em sua tese de
doutorado (veja [14]), G. Godefroy, J. H. Shapiro, K.-G. Grosse-Erdmann, F. Bayart,
E. Matheron, A. Peris, entre outros, comecaram a estudar as propriedades dinamicas de
operadores lineares gerais. Os operadores com uma érbita densa passaram a ser chama-
dos de hiperciclicos, mais precisamente um operador linear continuo 7' sobre um espaco
vetorial topolégico X ¢é dito hiperciclico se existir um vetor x € X tal que a orbita
Orb(T,x) = {z,T(z), T*(x), T?(z), ...} seja densa em X.

A hiperciclicidade estd intimamente relacionada a transitividade topolégica, e ambas
possuem motivagoes no estudo de sistemas dinamicos. O aprofundamento desse tema
levou ao surgimento de propriedades mais fortes, como a caoticidade (no sentido de Deva-
ney), que exige, além da densidade da 6rbita, a existéncia de um conjunto denso de pontos
periddicos do espago. Ainda mais refinado é o conceito de hiperciclicidade frequente, intro-
duzido por Bayart e Grivaux, em 2006, o qual impoe condigoes sobre a “frequéncia” com
que a 6rbita de um vetor visita conjuntos abertos nio vazios (veja [3]). E sabido que
estas nogoes jamais ocorrem quando o espago X tem dimensao finita (veja [4, Proposigao
1.1]), dai a importancia da Andlise Funcional para explorar essas nogoes, ji que os objetos
adequados no estudo serao operadores lineares continuos definidos em espagos vetoriais

topoldgicos de dimensao infinita.

O presente trabalho tem como propdsito oferecer uma apresentacao desses conceitos,

estruturando-se da seguinte maneira:

No Capitulo 1, sao introduzidos os conceitos e resultados preliminares de espacos
topoldgicos, espacos normados, espacos vetoriais topolégicos e Anélise Funcional, forne-
cendo as ferramentas necessarias para o desenvolvimento tedérico dos capitulos seguintes.

Neste capitulo também se fixa a maioria das notacoes adotadas ao longo do texto.

No Capitulo 2, abordamos destacadamente as definicoes de operadores hiperciclicos,
operadores mixing, fracamente mixing, e a no¢ao de transitividade topolégica. Apresenta-
se o importante Critério de Hiperciclicidade (originalmente proposto por Kitai em 1982),

além de sua equivaléncia com a nocao de fracamente mixing.



O Capitulo 3 é dedicado a caoticidade no contexto linear. Introduzimos a Condicao
dos Trés Conjuntos Abertos, um critério essencial para caracterizar operadores mixing, e,
a partir disso, exploramos o Critério de Caoticidade, que estabelece condigoes suficientes
para que um operador seja cadtico no sentido de Devaney.

Por fim, no Capitulo 4, apresentamos a teoria da hiperciclicidade frequente. Sao explo-
radas defini¢oes de densidade superior e inferior para subconjuntos de N, culminando na
formulagao do Critério de Hiperciclicidade Frequente, que permite identificar operadores
com comportamento dinamico ainda mais rico.

A motivacao deste estudo reside tanto no interesse tedrico da estrutura e comporta-
mento de operadores lineares quanto nas possiveis aplicagoes da dinamica linear em con-
textos mais amplos, como sistemas diferenciais lineares, teoria espectral e até mesmo em
questoes ligadas a modelagem de fenomenos fisicos com estrutura linear. Assim, espera-se
que este texto sirva de auxilio, em portugués, para outros estudantes e pesquisadores que
desejem estudar em detalhes os principais conceitos e resultados mencionados anterior-
mente e auxilie também na consolidacao da teoria junto a outros grupos de pesquisa e no

interesse por novas investigacoes dentro da teoria da Dinamica Linear.

Juan Manuel Figueroa Rurush

Uberlandia-MG, 30 de julho de 2025.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espacos Topolégicos

Nessa segao estudaremos alguns resultados basicos de espagos métricos e espagos to-
poldgicos, os quais vao ajudar a entender os conceitos de convergencia e continuidade nos

espagos que vamos a ver mais diante neste texto.

Definigao 1.1.1. Uma métrica no conjunto M é uma fungao

d: M x M — R,

que satisfaz as seguintes condigoes:
(i) d(z,y) > 0 para todos x,y € M e d(z,y) =0 <= x =y,
(i) d(z,y) = d(y,x) para todos x,y € M,
(iii) d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) para todos z,y,z € M.

O par (M, d) é chamado de espago métrico. Se nenhuma confusao surgir, denotaremos o

espaco métrico apenas por M.

Definigao 1.1.2. Sejam (M, d) um espago métrico, a € M e r > 0. Definimos:
B(a;r) ={x € M :d(z,a) <r} = bola aberta de centro a e raio r,
Bla;r)={x € M :d(x,a) <r} = bola fechada de centro a e raio r.

4



Dizemos que um subconjunto A do espaco métrico M é aberto se para todo a € A
existe r > 0 tal que B(a;r) C A. E dizemos que um subconjunto F' de M ¢é fechado se
Ft = M — F ¢ aberto.

Definigao 1.1.3. Seja (M, d) um espago métrico. Uma sequéncia (z,,),~ C M converge

n=

para x € M se, para todo € > 0, existe ng € N tal que,

n>ng = d(z,,x) <e, istoé: lim d(z,,z)=0.

n—oo

Neste caso dizemos que z é um limite de (z,,), e denotamos por z,, - x ou z = lim z,, =
n—o0

lim z,,.
n
oo 7

A sequéncia (z,,),_, é dita convergente se existe x € M tal que z,, — x. Caso contrério

a sequéncia € dita divergente.

oo 7

Definigao 1.1.4. Seja (M, d) um espaco métrico. Uma sequéncia (x,,),_, é uma sequéncia

de Cauchy se para todo € > 0 existe ng € N tal que,

d (zm,x,) < € sempre que m,n > ng, isto é :  lim d(z,,x,) = 0.
m,n—00

Segue imediatamente da definicao que toda sequéncia convergente num espaco métrico

(M,d) é de Cauchy: de fato, se z,, — = € M, entao

m,n—00

0 <d(zpm,zn) <d(Tm,x) +d(xn,2) ——04+0=0.

Logo, (xn).~, é de Cauchy.

Definicao 1.1.5. Um espaco métrico M é completo se toda sequéncia de Cauchy em M

convergir em M.

Definicao 1.1.6. Uma topologia em um conjunto X é uma colegao 7 de subconjuntos de

X que satisfaz as seguintes condigoes:
(a) X er,0er.

(b) Se A; € T para todo ¢ € I, entao |J A4; € 7.
el



(c) Se A; € T paratodo j=1,...,n, entdo [ A4; €T.

=1
Cada elemento de 7 é chamado de conjunto aberto e o par (X, 7) é chamado de espago
topolégico. As vezes somente escreveremos o espago topolégico X, em vez de (X, 1), se

nenhuma confusao surgir.

Observacao 1.1.7. Note que todo espago métrico é um espago topoldgico (veja [15,
Proposicao 2, p. 68]). A topologia é chamada de topologia da métrica, onde os abertos

da topologia sao os conjuntos abertos do espago métrico.

Definicdo 1.1.8. Um subconjunto F' de um espaco topoldgico X é fechado se Ft = X — F

¢é aberto.

Definicao 1.1.9. Para um subconjunto A de um espago topolégico X, definimos o interior
de A em X por:
U{BQX:BéabertoeBQA}.

Denotaremos o interior de A em X por int(A) ou A°.

Por ser uma uniao de abertos, dos axiomas de topologia segue que int(A) é aberto.

O resultado a seguir segue imediatamente das Leis de De Morgan:
Proposicao 1.1.10. Seja (X, 7) um espago topoldgico.
(a) O e X sdo conjuntos fechados.

(b) SeneN e Fy,..., F, sio fechados, entio |J F; € fechado.

Jj=1

(¢) Se F; € fechado para todo i € I, entao (| F; € fechado.

iel
Proposicao 1.1.11 (Topologia de subespacgo). Sejam (X, T) um espago topoldgico e Y

um subconjunto de X. A colecdo
Ty:{AﬂY:AET}

¢ uma topologia em Y, chamada de topologia de subespaco ou topologia em Y induzida

pela topologia de X .



Demonstracao. Temos que ) =0NY = D ey, Y =XNY =Y € 1. Agora,

(Bi);je; © v => para todo i € [ existe A; € 7 tal que B; = A;NY

=B =Jiny)= (UAZ) nY ery

iel i€l i€l

pois |J;c; Ai € 7. O caso da intersecao é andlogo.
Isso prova que 7y é topologia em Y.

[]

Definicao 1.1.12. Para um subconjunto A de um espaco topoldgico X, definimos o fecho
de A em X por:
ﬂ{F C X : F éfechadoe AC F}.

Denotaremos o fecho de A em X por A.
Por ser uma intersecio de fechados, segue que A é fechado.

Definicao 1.1.13. Seja x um elemento do espago topoldgico X. Dizemos que um sub-
conjunto U de X é uma vizinhan¢a de x se = € int(U), isto é, se existe um aberto A tal
quexrz e ACU.

Denotamos por U, a colecao de todas as vizinhancas de z.

Definicao 1.1.14. Seja = um elemento do espago topolégico X. Dizemos que uma colegao
B, de vizinhancas de x é uma base de vizinhancas de x se para toda vizinhanca U de z

existe uma vizinhanca V' € B, tal que V C U.

Proposigao 1.1.15. Seja X um espago topolégico nao vazio, seja A C X, e seja B, uma

base de vizinhancas de x, para cada x € X. Entao:
(a) A € aberto se, e somente se, para cada x € A existe V € B, tal que V C A.
(b) A € fechado se, e somente se, para cada x & A existe V € B, tal que VN A = (.
(c) A={x € X:VNA#D para toda V € B,}, isto é, A € formado pelos pontos cujas
vizinhancas bdsicas intersectam A.
Demonstragao. (a) Veja [20, Proposicao 5.8., p. 14].

7



(b)

()

A 6 fechado <= AL ¢ aberto Iior:@ para cada z € AL existe V € B, tal que
VAl — para cada = ¢ A existe V € B, tal que VN A = ().

Provemos que {z € X : VN A # () para toda V € B,} C A. Para isso seja x € X
tal que V N A # ) para toda V € B,. Suponha que x ¢ A. Da defini¢do do fecho,

A= ﬂ{F fechado : A C F'},

segue que existe F' fechado tal que z ¢ FF O A. Por (b) existe V € B, tal que

VNF =0,eportanto VN A = (), isto é uma contradicdo. Portanto = € A.

Para provar a inclusdo reciproca, seja x € A. Suponha, por absurdo mais uma vez,
que exista V € B, tal que VN A = (. Como V é vizinhanga de z,z € int(V) pela
definicio de vizinhanca. Além disso, A € VC C (int(V))E pois int(V) € V. Como

int(V) é aberto, seu complementar (int(V)) é fechado, e portanto,
A C (int(V)t = A C (int(V))E = (int(V))’ = int(V) C A".

Como z € int(V), segue que r ¢ A, isto é uma contradicdo. Portanto V N A # ()
para toda V' € B,.
O

Corolario 1.1.16. Sejam B, uma base de vizinhancas de x e A C X. Sao equivalentes:

(a) z € A.

(b) VN A#0D para toda vizinhanga V' de x.

(¢c) VN A0 para toda vizinhanga bdsica V € B,.

Demonstracao. (a) <= (c) ¢ uma reescrita da Proposi¢ao 1.1.15(c).

Para (a) <= (b), aplique o mesmo resultado para a base de vizinhancas U,..

]

Defini¢do 1.1.17. Um subconjunto A do espaco topolégico X é denso em X se A = X.
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Proposicao 1.1.18. Um subconjunto A do espaco topologico X ¢ denso em X se, e

somente se, A intersecta todos os abertos nao vazios de X.

Demonstracao. (=) Seja V um aberto nao vazio de X. Entao existe x € V C X. Como
A = X, segue que € A. Lembre também que V é vizinhanca de = e do Corolario 1.1.16,
tem-se que V N A # (.
(«) Para a reciproca, sejam z € X e U € U,. Entao existe um aberto V em X tal que
x €V Cc U. Por hipétese VN A # (), logo UNA#D, dai x € A. Portanto A = X.

0

Definicao 1.1.19. Um espaco topolégico X é dito separdvel se X contém um subconjunto

enumeravel e denso em X.

Definigao 1.1.20. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Diremos que uma familia B C 7 é

uma base para 7 se dado U € 7 existe C C B tal que,

v=_Jv
vec
Definigao 1.1.21. Seja (X,7) um espago topoldgico. Diremos que (X,7) satisfaz o

sequndo axioma de enumerabilidade se existe uma base B para 7 que é enumeravel.
Proposicao 1.1.22. Seja X um espag¢o métrico. Sao equivalentes:
(i) X satisfaz o sequndo axioma de enumerabilidade.

(ii) X € separdvel.

Demonstragao. e [(i) = (i1)] Suponha que X satisfaga o segundo axioma de enume-
rabilidade e seja (V;,))—, uma base para a topologia de X. Para cada n € N, seja
z, €V, e tome D = {x, : n € N}. E claro que D é enumeravel. Provemos que D é
denso em X.
Seja U um aberto nao vazio de X. Logo, existe £ € N tal que V, C U e entao
xp € Vi, € U. Portanto, z, € U N D, provando que U N D # () e entdo, pela

Proposicao 1.1.18, D é denso em X.



e [(ii) = (¢)] Seja D = {x,, : n € N} um subconjunto denso de X e seja

B:{B<xm,l) :m,nEN}.
n

E claro que B é enumeravel. Provemos que B é uma base para os abertos de X.
Seja U um aberto nao vazio de X e seja x € U. Como U ¢ aberto, existe r > 0 tal
que B(z,r) C U. Tome n € N tal que % < r. Logo, B (a:, %) C U. Como D é denso

em X, existe m € N tal que z,, € B (q:, %), istoé, zr € B (a:m, %) Agora note que

B <xm,i> CcB <$71> cU.
2n n
De fato, dado y € B (xm, ﬁ)y

1
d(y, ) < d(y,2m) +d (2m,7) < oo+ 5o = o =~

eentao y € B (a:, %) Logo, dado x € U, existem r,s € N tal que

1
xGB(:cr,—) cU.
s

Dai, U é escrito como a uniao de elementos de B e entao B é uma base para os
abertos de X.
O

Definicao 1.1.23. Seja f : X — Y uma funcao entre espagos topolégicos. Dizemos que
f é continua no ponto a € X se para todo aberto V de Y contendo f(a) existe um aberto
U de X contendo a tal que f(U) C V.

Dizemos que f é continua se for continua em todos os pontos de X.

Proposicao 1.1.24. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para uma funcao f : X —>

Y entre espacos topologicos:

(a) f € continua.
(b) f~H(V) é aberto em X para todo V aberto em'Y .
(c) [7YF) € fechado em X para todo F fechado em Y .

10



Demonstracao. Veja [20, Proposicao 8.3., p. 20]. ]

Exemplo 1.1.25. Seja Y um subespago do espago topoldgico (X, 7). Entéo a inclusao
i:Y — X, i(x) =z ¢ continua.
De fato, dado um aberto A em X,
i(A)={zeY ix)eAy={r Y 2 € A} =Y NA,

é aberto em Y.
Proposicao 1.1.26. Sejam X,Y e Z espacos topologicos. Entao vale:

(a) Composta de fungdes continuas é continua: se f: X — Y eg:Y — Z sdo

continuas, entio go f : X — Z € continua.

(b) Restri¢ao de fungdo continua é continua: se f : X — Y ¢é continua e B C X,

entdo a restricao de f a B,

flg: B—Y, flp(x) = f(2),

€ continua.

Demonstragao. (a) Seja A aberto em Z. Entao g~'(A) é aberto em Y pela continuidade

de g. Por outro lado,
(go f)7H(A) =" (97'(4))

é aberto em X pela continuidade de f. Isto prova que g o f é continua.

(b) Chame de i : B — X a inclusdo, que pelo Exemplo 1.1.25 é continua. Entao
B4 XLy, (foi)z) = f(i(z)) = f(z), para todo z € B,

isto é, f|gz = f o1, que é continua pelo item (a).
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Definicao 1.1.27. Uma sequéncia no espago topoldgico X é um conjunto ordenado
{z1,29,23,...,2p,...}, em que cada z; € X para todo j € N. E denotado também
por:

(21,29, 23,...), ou (x,).—;, ou (Tplnen, oU (T,),.

Dado um subconjunto infinito e ordenado {n; < ny < ng < ...} de N, a sequéncia:

('xnlul‘nz)xnga . ')a

é chamada de subsequéncia da sequéncia (z,),.,. Também podemos denotar a dita sub-

sequéncia por:
(2)7, o (o),

Definigao 1.1.28. Uma sequeéncia (x,) -, no espago topolégico X converge para = € X
se para toda vizinhanca U de x existe ng € N tal que z,, € U para todo n > ny.

Neste caso dizemos que z ¢ o limite da sequéncia (x,),~, e denotamos por

rz = lim z, = limz, ou z,, — .
n—oo n

o0 7

A sequéncia (z,),_, ¢ dita convergente se existe v € X tal que x,, — x. Caso contrério

a sequéncia € dita divergente.

Definicao 1.1.29. Um espaco topoldgico X é dito um espaco de Hausdorff se pontos
distintos admitem vizinhangas disjuntas, isto é, para todos z,y € X,x # y, existem

vizinhancas U de z e V de y tais que U NV = ().

Exemplo 1.1.30. Todo espago métrico é de Hausdorff. De fato, dados =,y € X,z # v,

tomando r = d(Z’y) > 0, temos B(z;7) N B(y;r) = 0.

Proposicao 1.1.31. Seja X um espaco de Hausdorff. Se x,, — = e x, — y em X,

entao x =y.

Demonstra¢ao. Suponha z # y. Como X é de Hausdorff, existem vizinhangas U de x e
V de y tais que UNV = 0.

Como x,, — x, existe n; € N tal que x,, € U para todo n > ny; e como x,, — y, existe
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ny € N tal que z,, € V para todo n > ns.
Assim N :=max{n;,ny} € Nexy € UNV, ouseja UNV # (), isto é uma contradigao.
Portanto x = y.

[]

Definicao 1.1.32. Um espaco topolégico X é metrizavel se existe uma métrica em X

que define a topologia de X.

Definicao 1.1.33. Seja E' é um espago vetorial. Uma métrica d em E é dita invariante

sob translacoes se
d(xz,y) =d(a+ x,a +y) para todo z,y,a € E.

Proposicao 1.1.34. Seja M um espago métrico sem pontos isolados e D C M denso em

M. Entao D\{z1,...,2,},x; € D,j=1,....n € denso em M.

Demonstracao. Fagamos para o caso n = 1. Como x; nao é isolado, M\ {z} é denso em
M. Mas D\ {x;} é denso em M\ {z1}. Assim, D\ {z;} é denso em M.
Suponha que o resultando se cumpre para n = k — 1, isto é, D\ {z1,...,2,_1} é denso
em M. Vejamos que cumpre para n = k.
Como D\ {z1,...,z,} = (D\{z1,...,2n—1}) \ {zn}, e do caso n = 1, segue que
D\{z,...,z,} é denso em M.

[

Proposicao 1.1.35. Seja (M, d) um espago métrico sem pontos isolados e D C M denso

em M. Se M ¢ separdvel, entao existe Dy C D, tal que Dy é denso em M e enumerdvel.

Demonstracao. Como M é separavel, existe um subconjunto denso em M e enumeravel,

1
chame a esse conjunto de A = (z;); € M. Logo, como para cada j € N, B(x;, —) é um
1
aberto nao vazio de M, entdo pela densidade de D tem-se que B(z;,~) N D # (). Assim,
J

1

para cada z; € A, existe y; € D tal que d(z;,y;) < =. Seja Dy = {v1,%2,...} C D.
J

Vejamos que Dy é denso em M. Seja U um aberto nao vazio de M. Entao existem x € U

1
e € > 0 tais que B(z,¢) C U. Escolha j, € N tal que — <
Jo

1.1.34, temos que {Zj 41, Tjo+2, ...} € A ainda é denso em X. Como B(z, %) ¢ um aberto

5. Dal, pela Proposigao
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nao vazio de M, segue que B(z, %) N A{Zjo11s Tjot2, - - -} # 0. Logo, existe k € N tal que

d(2jyr, v) < 5. Assim

1 +e<1+e<e+e
— JE— — —_ — = €
Jo+k 2 go 2 2 2

A Yo+, ©) < Aok, Tjork) + ATtk ) <

Entao yjo+r € B(z,€) € U e, como Yok € {y1,42,...} = Do, segue que U N Dy # 0.
Portanto, Dy = {y1, 42, ...} é denso em M.

1.2 Espacos Normados

Definicao 1.2.1. Seja F um espaco vetorial sobre K. Uma norma em E é uma funcao
I-1I: E—R,

que cumpre as seguintes condigoes:

(N1) ||z|| > 0 para todo x € E e ||z|| =0 <= 2z = 0.
(N2) ||ax|| = |a|-||z| para todo escalar a e todo x € E.
(N3) [l +yll < ll=[| + llyl| para quaisquer z,y € E.

Um espacgo vetorial munido de uma norma seréd chamado de espaco vetorial normado
ou simplesmente espaco normado. E facil ver que um espaco normado E é um espaco

métrico com a métrica dada por
d(l’,y) = HQ? - y”? T,y € E.

Neste caso dizemos que d é a métrica induzida pela norma || - ||. A menos que seja dito o
contrario, um espaco normado sera considerado um espago métrico e, portanto, um espaco
topoldgico, com a topologia induzida pela norma. Dessa forma, toda a teoria de Topologia
Geral, em particular a teoria de espacos métricos, se aplica aos espacos normados. Em

particular, uma sequéncia (z,)5°; em um espaco normado E converge para o vetor © € F
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se
lim ||z, —z| = 0.

n—oo

Definicao 1.2.2. Um espago normado E é chamado espaco de Banach quando for um
espaco métrico completo com a métrica induzida pela norma, isto é, quando toda sequéncia

de Cauchy em E converge para um elemento de E.

Teorema 1.2.3. Todo espago normado de dimensdo finita € um espaco de Banach.
Demonstragao. Veja [8, Teorema 1.1.6]. ]
Exemplo 1.2.4. Vejamos alguns exemplos classicos de espacos de Banach:

(a) Do teorema anterior é imediato que, para todo n € N e K = R ou C, K" é um

espago de Banach com qualquer uma de suas normas usuais (veja a Defini¢ao 1.2.7).

(b) loo = {(an)?>; : an, € Kparatodon € Ne (a,);2, ¢ limitada} é um espago de

n=1

Banach com a norma [[(a,)%|lcc = sup{|a,| : n € N}. Veja [8, Secao 1.4].

(c) Por ¢y denota-se o subespaco (fechado) de ¢, formado pelas sequéncias convergentes

para zero. Ent@o ¢y é espago de Banach, veja [8, Exemplo 1.1.7].

(d) Para 1 < p < o0, ¢, := {(an)j’fl :a, € Kparatodone ) |a,|P < oo} com a

n=1

00 1/p
norma ||(an)2, ||, = (Z \an|p> é um espago de Banach (veja [8, Secao 1.4]).
n=1

Proposicao 1.2.5. Sejam E um espaco de Banach e F' um subespaco vetorial de E.
Entao F' é um espaco de Banach, com a norma induzida de E, se, e somente se, ' €

fechado em E.
Demonstragao. Veja [8, Proposi¢ao 1.1.1]. ]

Definigao 1.2.6. Duas normas |[|-||; e ||| em um espaco vetorial E' sao ditas equivalentes

se existirem constantes positivas ¢; e ¢y tais que,

cllzlli < ||lz||2 < e2llz||; para todo x € E.
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Defini¢ao 1.2.7. Sejam Fj, ..., E, espagos vetoriais normados sobre K. Para (z1,...,z,) €

E, x ... x E,, definimos

1@, an)lly =l + -+ [l
1
@1, @a)llz = (] + -+ ll2al®)?, e,
(@1, @) [loo = max{|[z ]|, ..., lzall}-
Proposicao 1.2.8. Sejam E, ..., E, espacos vetoriais normados.
(a) As aplicagoes || - |1, || - |l2 € || - ||« G0 normas equivalentes no produto cartesiano
i x--- X E,.
(b) Se Eu, ..., E, sdo espagos de Banach, entio Fy X --- X E, é um espaco de Banach

com qualquer uma das normas definidas anteriormente.

Demonstracao. Para o item (a), veja [24, Proposicao 2.3 e 2.6(a)]

Para o item (b), veja [24, Proposic¢ao 2.6(b)]. O]

Teorema 1.2.9. Sejam E e F espagos normados sobre K e T : E — F linear. As

sequintes condicoes sao equivalentes:
(a) T ¢ lipschitziano.
(b) T € uniformemente continuo.
(¢c) T é continuo.
(d) T é continuo em algum ponto de E.
(e) T € continuo na origem.
(f) sup{[|T(z)|| : x € E e |lz]| <1} < o0.

(9) Eziste uma constante C > 0 tal que |T(x)|| < C||z|| para todo x € E.

Demonstracao. Veja [8, Teorema 2.1.1]. O
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O conjunto de todos os operadores lineares continuos de E em F sera denotado por

L(E,F). Quando E = F escrevemos simplesmente L(F).

Para um subconjunto A de um espaco vetorial E, denotamos por span(A) o subespagco
de E formado pelas combinagoes lineares finitas de elementos de A. Por span(A), denota-
mos o fecho do subespagco span(A), ou seja, o menor subespago fechado de E' que contém

A. E claro que span(A) C span(A).

Proposicao 1.2.10. Um espaco normado E é separdvel se, e somente se, existe um

subconjunto enumerdvel A de E tal que span(A) é denso em E.

Demonstragao. Veja [8, Lema 1.6.3]. ]

1.3 Espacos Vetoriais Topolégicos

Definicao 1.3.1. Diremos que X é um espago vetorial topologico se X é um espago

vetorial munido de uma topologia 7 tal que as seguintes aplicagoes sao continuas:

s: X x X — X dada por s(z,y) =z +y,

m: K x X — X dada por m(\, ) = Az.

Neste caso dizemos que 7 é uma topologia vetorial.

Convém frisar que X x X estd munido com a topologia produto. E note também que
pela definicao de espaco vetorial topoldgico, as translagoes T, : X — X, a # 0 definidas
por T,(z) = a+ z e as homotetias Hy : X — X, A € K, X # 0 definidas por H,(x) = Az

sao homeomorfismos.
Definigao 1.3.2. Sejam A e B dois conjuntos de um espago vetorial. A soma de Min-
kowski de A e B, denotada por A + B, se define como:

A+B={a+0b : a€A be B}

Proposicao 1.3.3. Seja X um espaco vetorial topoldgico. Entao dado U uma vizinhanca

de zero, existe V também vizinhanca de zero tal que V +V C U.
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Demonstracao. Como U é vizinhanca de zero, segue que 0 € U°. Como U° é aberto em
Xes: X xX — X é continua, segue que s~ (U°) é aberto em X x X. E claro que
(0,0) € s71(U°). Como s ! (U°) é aberto em X x X, existem Vi,V, C X abertos tal
que (0,0) € Vi x Vo C s 1 (U°). Tome V = Vi NVs. E claro que 0 € V,V é aberto e
(0,0) e VXV CV, xVy, Cs1(U°). Dai, 0 =5(0,0) € s(V xV)CU>CU. Como
s(VxV)=V+V,segue que V+V CU.

O

Corolario 1.3.4. Seja X um espaco vetorial topologico. Se U C X € um conjunto aberto
e nao vazio, entao existe um conjunto aberto e nao vazio Uy C U e uma vizinhanca W

de zero tal que Uy + W C U.

Demonstracao. Como U é nao vazio, seja a € U. Como U é aberto, segue que U € U,.

Logo, —a + U € Uy. Pela Proposicao 1.3.3 existe V € U, tal que,
Ve4+VeC —a+ U

Dali,
(a+V°)+VeCU.

Portanto, basta escolher Uy =a+V°e W = V°.

Definigao 1.3.5. Sejam X um espaco vetorial e A C X.
(i) A édito equilibrado se Az € A para todo x € Ae A € K, com |\ < 1.

(ii) A é dito absorvente se para cada x € X existe 6 > 0 tal que \x € A para todo \ €
K, [\l <9.

Proposicao 1.3.6. Em um espaco vetorial topologico X, cada vizinhanca de zero é ab-

sorvente.

Demonstracao. Seja U uma vizinhanca de zero e x € X. Como a aplicacao,

AEK = Az € X,
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é continua em 0 , existe § > 0 tal que Az € U para todo |\| < J. Logo U é absorvente.

]

Proposicao 1.3.7. Seja X # {0} um espago vetorial topoldgico. Entio X nao tem pontos

1solados.

Demonstra¢ao. Suponha que z € X tal que = # 0. Seja U € U,. Entao existe Uy € U
tal que U = x + U,. Pela Proposicao 1.3.6, segue que U, é absorvente, isto é, existe § > 0

tal que Az € Uy para todo A € K com |A| < 4. Dal, gzv € Uy e entao,

)
ZL‘+§ZL'EZU+UQ:U

Como z + gz = x, segue que z nao é ponto isolado. Agora, se x = 0, tome y € X tal que
y # 0. Seja Uy € Uy. Novamente pela Proposicao 1.3.6 segue que Uy é absorvente e entao
existe d > 0 tal que \y € Uy para todo A € K com |A| < §. Assim, gy ele gy #0o0
que implica que 0 também nao é um ponto isolado.

]

Definigao 1.3.8. Em um espago vetorial F, um conjunto A C E é dito convezo se

ax + Py € A para todos x,y € Aea,f>0coma+ 3 =1.

Definicao 1.3.9. Diremos que X é um espaco localmente convexo se X é um espaco
vetorial topolégico tal que cada vizinhanga de zero contém uma vizinhanca convexa de

zero. Neste caso diremos que a topologia de X é uma topologia localmente convexa.

Proposicao 1.3.10. Em um espaco localmente convexo E, cada vizinhanc¢a de zero contém

uma vizinhang¢a convezra e equilibrada de zero.
Demonstragao. Veja [19, Proposicao 3.6, p. 8. ]

Definicao 1.3.11. Em um espaco vetorial topoldgico E, um conjunto A C E é dito
limitado se dado qualquer vizinhanca de zero U, existe § > 0 tal que AA C U para todo
A €K, com [N\ <.

Teorema 1.3.12. Seja E um espago vetorial topologico de Hausdorff. Entao E é me-
trizavel se, e somente se, existe uma base enumerdvel de vizinhancas de zero. Neste caso

existe uma métrica em E, invariante sob translagoes, que define a topologia de E.
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Demonstragao. Veja [19, Teorema 12.3, p. 40]. O

Definicao 1.3.13. Dizemos que F é um espaco de Fréchet se & é um espaco localmente

convexo metrizavel e completo.

Note que como todo espago de Fréchet é um espaco de Hausdorff (pois todo espago
métrico é de Hausdorff), segue do Teorema 1.3.12 que todo espago de Fréchet é um espago
localmente convexo cuja topologia pode ser induzida por uma métrica d invariante por

translagoes e completa. Em particular, todo espaco de Banach é um espaco de Fréchet.

1.4 Bases de Schauder

Definigao 1.4.1. Seja (x,)2; uma sequéncia no espago normado F. Diz-se que a série

oo
D Ty
n=1

o0
n
(a) converge para x € E se a sequéncia das somas parciais (Z :Bj) converge para
Jj=1

-1
[e.e] " o

x. Neste caso dizemos que a série Y x,, é convergente e escrevemos y | x, = .
n=1 n=1

o0
(b) é absolutamente convergente se a série numérica » ||z,|| é convergente. Neste caso

n=1
oo
escrevemos Y ||z, || < oo.
n=1
o0
(c) é incondicionalmente convergente se a série ) T(,) é convergente, qualquer que
n=1
seja a permutagao o: N — N. Neste caso prova-se que (veja [8, Proposigao 5.3.8])
o [e.e]
Y. Tp = ) T para toda permutagio o.
n=1 n=1

Teorema 1.4.2. Um espag¢o normado E € de Banach se, e somente se, toda série abso-

lutamente convergente em E é incondicionalmente convergente.
Demonstragao. Veja [8, Proposi¢ao 10.1.4]. ]

Teorema 1.4.3. Seja (), uma sequéncia no espago de Banach E. Sdo equivalentes

as sequintes afirmagoes:

oo
(i) > x, € incondicionalmente convergente em E.
n=1
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(ii) Para cada € > 0, existe um ne € N tal que, sempre que M é um subconjunto finito

> T,

neM

de N, com min M > n., temos < €.

oo
(i1i) Y x,, €incondicionalmente convergente, para qualquer subsequéncia (xy, )i de (Tp)n.
k=1

(iv) > &nxy € convergente em E para qualquer escolha de sinais &, € {—1,1}.
n=1

Demonstracao. Veja [10, Teorema 1.5, p. 4].
m

Definigao 1.4.4. Seja E um espago de Banach. Entdo uma sequéncia (z,).-, C F é

n=1
dita uma base de Schauder se para todo = € E, existe uma tnica sequéncia (a,,) -, C K
oo
tal que x = > a,x,. A base de Schauder é dita base incondicional se, para cada x € E,
n=1
a série converge incondicionalmente.
Note que se (x,),~, ¢ uma base de Schauder, entao {z, : n € N} é um conjunto line-

armente independente. Dai em dimensao finita as bases de Schauder coincidem com as

bases algébricas.

Exemplo 1.4.5. Os vetores canénicos unitarios (e,)>° ; formam uma base de Schauder
de ¢g e £, para 1 < p < oo (Veja [8, Exemplo 10.3.3(b)]).
Além disso, os espacos com base de Schauder sdo separaveis. Assim, /., é um espaco de

Banach que néo é separdvel, logo nao tem base de Schauder (Veja [8, Exemplo 10.3.3(c)]).

Definigao 1.4.6. Uma sequéncia (z,),., em um espaco normado E ¢é dita sequéncia

normalizada, se ||z,|| =1 para todo n € N.

Proposicao 1.4.7. Os espacos ¢y e £p,1 < p < 00, admitem uma base de Schauder
normalizada incondicional. Se (e,).~, € tal base, entdo tais espagos também admitem um

operador S : E — E continuo tal que S (e,) = epy1, onde E = span({e, : n € N}).

Demonstragao. Veja [1, Corolario 1.18, p. 13].
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Capitulo 2

Operadores Hiperciclicos

Como dissemos na introducao, apresentaremos neste capitulo o conceito de hiperci-
clicidade e alguns resultados classicos sobre o tema. A primeira secao é dedicada aos
conceitos de operador hiperciclico, transitividade topolédgica, operadores mixing e fraca-
mente mixing, e as relacoes entre eles. Na segunda segao apresentamos os Critérios de
Hiperciclicidade, Kitai e Gethner-Shapiro; onde o principal objetivo vai ser demostrar o
Teorema 2.2.15, que garante a equivaléncia de operador que satisfaz o Critério de Hiper-

ciclicidade (Definigao 2.2.10) e operador fracamente mixing.

2.1 Hiperciclicidade

Definig¢ao 2.1.1. Um sistema dinamico é um par (X,T'), onde X é um espago topoldgico
e T : X — X uma funcdo continua. Usualmente denotamos o sistema dinamico (X, 7T)

simplesmente por T': X — X ou apenas 7.

Definicao 2.1.2. Um sistema dinamico 7' : X — X ¢é dito topologicamente transitivo
se para quaisquer dois abertos nao vazios U,V C X, existe n € N tal que T"(U) NV # 0,
emque T"=To...0oT.

—_——

Definicao 2.1.3. Sejam S : X — X e T : Y — Y sistemas dinamicos. Definimos a

funcao S x T : X xY — X XY por

(S x T)(x,y) = (5(x),T(y))-
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Proposicao 2.1.4. Sejam S : X — X eT : Y — Y sistemas dinamicos. Se S x T é

topologicamente transitivo, entao S e T também sao topologicamente transitivos.

Demonstracao. Sejam Uy, Uy C X, Vi, Vo CY abertos e nao vazios. Dai, Uy x V] e Uy x Va
sao abertos e nao vazios de X x Y. Como S x T é topologicamente transitivo, existe
n € N tal que

(SxT)" (U x Vi) N (Uy x V) # 0.

Logo, existe (z,y) € Uy x Vi tal que (S x T)*(x,y) = (S"(z), T"(y)) € Uy x V5. Entao,
existe x € Uy, tal que S"(x) € Uy, e existe y € V; tal que T"(y) € Vi, provando que
S™(Uy)NUy # 0 eque T (Vi) NVa #£ 0, ou seja, S e T sao topologicamente transitivos.

O

Definicao 2.1.5. Seja T': X — X um sistema dinamico. Dizemos que T' é mizing se
para quaisquer abertos e nao vazios U,V C X existe N € N tal que T"(U) NV # () para
todo n > N.

Definicao 2.1.6. Seja T': X — X um sistema dinamico. Dizemos que T" é fracamente

mixing se, e somente se, T' x T é topologicamente transitivo.

Proposicao 2.1.7. Seja T' : X — X um sistema dinamico. FEntao T € fracamente

mixing se, e somente se, dados Uy, Vi, Us, Vo C X abertos e nao vazios, existe n € N tal

que T" (U) NVE £ 0 e T™ (Us) N Vo £ 0.

Demonstrag¢ao. (=) Como T é fracamente mixing, segue da definigao que T'x T é topolo-
gicamente transitivo. Sejam Uy, Vi, Uy, Vo C X abertos e nao vazios. E claro que Uy x Uy

e V1 x V5 sao abertos e nao vazios de X x X. Logo, existe n € N tal que
(T x T) (Up x Uy) N (Vy x Va) # 0,
ou seja, existe (zq,x2) € Uy x Us tal que,
(T x T)" (x1,22) = (T" x T™) (21, 22) = (T (1), T™ (22)) € V] X V5.

Logo, como z1 € Uy e T™ (x1) € V4, temos que T" (U;) NV # 0 e da mesma forma, como

1y € Uy e T" (x9) € Vi, segue que T™ (Uy) N Vy # 0.
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(<) Sejam U,V C X x X abertos e ndo vazios. Sem perda de generalidade, suponha
U=U, xUy, V=V xV,, onde Uy, V;,Usy, Vo C X sao abertos e nao vazios.
Por hipétese, existe n € N tal que 7" (U;) NVy # 0 e T™ (Uy) N Va # 0. Logo, existem
x €U,y e U, tais que T"(x) € Vi e T"(y) € Va. E claro que (x,y) € Uy x Up = U e,

(T T)"(x,y) = (T xT) (z,y) = (T"(2), T"(y)) € Vi x Va =V,

e entdao (T x T)"(U) NV # ), mostrando que T x T é topologicamente transitivo. Logo,
por definicao, T é fracamente mixing.

]

Proposicao 2.1.8. Seja T : X — X um sistema dinamico. Se T é mixing, entdo T é

fracamente mizing.

Demonstracao. Sejam Uy, Vi, Us, Vo C X abertos e nao vazios. Como 7' é mixing, existe
N; € N tal que
T (Uy) NVy #0,Vn > Ny,

e existe Ny € N tal que
T" (Us) N Va # 0,¥n > Ns.

Tome N = max {Ny, No}. Dai, temos que TV (U) NVy # 0 e TN (U))NVy # 0, e da
Proposicao 2.1.7, T é fracamente mixing.

]

Proposicao 2.1.9. Seja T': X — X um sistema dinamico. Se T' é fracamente mizing,

entao T € topologicamente transitivo.

Demonstracao. Como T é fracamente mixing, entao 7' x T' é topologicamente transitivo

e, da Proposicao 2.1.4, temos que 71" é topologicamente transitivo. O

Definicao 2.1.10. Sejam 7' : X — X um sistema dinamico e x € X. Chamamos de

orbita de x sob T', ou T-drbita de z, e denotamos por Orb(T, z) ao conjunto
Orb(T, z) = {z,T(z),T*(z),...} = {T"(z) : n € No},

em que T = I ( I é a identidade em X ).
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Lema 2.1.11. Seja X um espaco métrico separdvel de dimensdo infinita e sem pontos
1solados, e seja T um operador continuo em X. Nessas condigcoes, se v € X € tal que

Orb(T, z) € densa em X, entao Orb (T,T"(z)) também é densa em X, para todo n € N.

Demonstragdo. Sendo Orb(T,z) = {x,T(x),...,T"(z), T"*(z),...} densa em X por
hipotese, entao como X nao possui pontos isolados, da Proposicao 1.1.34, segue que
{T™(z), T" ! (z), T"?(x),...} = Orb (T, T"(z)) também é denso em X.

O

Teorema 2.1.12 (Teorema da Transitividade de Birkhoff). Seja X um espaco métrico
completo, separdvel, de dimensao infinita e sem pontos isolados, e seja T : X — X
continuo. Entao T € topologicamente transitivo se, e somente se, existe x € X tal que

Orb(T,x) € densa em X.
Demonstragao. Veja |9, Teorema 2.1.6, p. 24]. O

Definigao 2.1.13. Seja X um espago vetorial topologico e T': X — X um operador
linear continuo. Dizemos que T' é hiperciclico se existe z € X tal que Orb(T,z) = X.
Nesse caso, = é dito um vetor hiperciclico para T, e o conjunto de todos os vetores

hiperciclicos de T' seré denotado por HC(T).

Convém frisar que a nocao de operador hiperciclico s faz sentido se o espago X for

separavel.

Definicao 2.1.14. Sejam X um espaco vetorial topologico e T': X — X uma fungao.
Dizemos que T' é ciclico se existe um vetor z € X tal que span (Orb(7, x)) é denso em X.

Tal vetor = é dito vetor ciclico para T

Se x é um vetor ciclico em um espago normado de dimensao finita, como span (Orb(T', z))
é um subespaco e todo subespaco de dimensao finita de um espaco normado é fechado
(veja [17, Corolario 1.4.20., p. 32]), temos que span (Orb(T,z)) = X, coincidindo com a
definicao que é dada nos cursos basicos de Algebra Linear.

Note também que Orb(7,z) C span (Orb(7,z)). Portanto, se T' ¢ um operador hi-

perciclico, entao

X = Orb(T, z) C span (Orb(7T,z)) C X,
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o que garante que T' também é ciclico. Dessa mesma inclusao, é claro que se y é um vetor

hiperciclico para T, entao y também é um vetor ciclico para T

Ao contrario do que acontece com ciclicidade, onde é possivel ter operadores ciclicos
em espacos de dimensao finita, o mesmo nao acontece com hiperciclicidade, pois é condicao
necessaria que os operadores hiperciclicos, além de serem definidos em espacos separaveis,

também sejam definidos em espacos de dimensao infinita, conforme o resultado a seguir.

Teorema 2.1.15. Seja X um espaco vetorial topologico separdvel de dimensdo finita e

T : X — X um operador linear continuo. Entao T nao é um operador hiperciclico.
Demonstragao. Veja [4, Proposi¢ao 1.1, p. 1]. ]

Definigao 2.1.16. Um sistema dinamico linear é um par (X, T) onde X é um espago de

Fréchet separavel de dimensao infinita e T': X — X é um operador linear continuo.

Note que, como todo espago de Fréchet é um espaco vetorial topoldgico, segue da
Proposigao 1.3.7, que esse espago nao tem pontos isolados. Assim, se (X, 7’) é um sistema
dinamico linear, por X ser um espaco de Fréchet separavel de dimensao infinita, segue que
X é um espaco metrizavel completo, separavel, de dimensao infinita e sem pontos isolados.
Logo, para os sistemas dinamicos lineares ¢é valido o Teorema de Transitividade de Birkhoff
(Teorema 2.1.12), e como, por defini¢ao de operador hiperciclico, temos que existe x € X
tal que Orb(7',z) é densa em X, tem-se que para os sistemas dinamicos lineares vale a
equivaléncia de um operador ser topologicamente transitivo e ser hiperciclico.

Entao, para os operadores T, tal que (X,7T') é um sistema dinamico linear, segue das

Proposicoes 2.1.8, 2.1.9 e do Teorema 2.1.12, que se cumprem as seguinte implicacoes:

mixing = fracamente mixing = topologicamente transitivo < hiperciclico .

Mais adiante, daremos exemplos para ver que as duas primeiras implicacoes sao estritas

(Ver Observagao 2.2.9 e Teorema 2.2.17).

Um dos resultados significativos obtidos na teoria dos operadores hiperciclicos foi
obtido por Ansari em 1995: um operador é hiperciclico se, e somente se, todas as suas

poténcias também o sao.
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Por um lado, é facil ver que se TV é hiperciclico, para algum N € N, entdao 7' também

0 6. De fato, se TV ¢ hiperciclico, entdo Orb (T, z) é denso em X. Como
Orb (TN, z) = {z, T (z), T*" (z), T*" (2),--- } C {,T(x), T*(z), T%(x), - } = Orb(T, z),

segue que 1" é hiperciclico.

Agora, a prova que se T' é hiperciclico, entao TV é hiperciclico, para algum N € N,
nao é trivial. Poderiamos, por exemplo, tentar usar uma técnica parecida com a que foi
utilizada no Lema 2.1.11. Supondo que Orb(7,x) é denso em X, por X ser um espago
de Fréchet, segue que X ¢é um espaco métrico sem pontos isolados, entao retirariamos os
vetores de Orb(7,z) de maneira a esse conjunto continuar denso e, eventualmente, ser
igual a Orb (TN , SB) O problema é que tal processo é infinito, pois terfamos que tirar os

vetores
T(x), T%(x),.... TV (@), TV (2), TV 2 (2), ... TN " (2), T2 (a), ...,

e nao ha garantia de que o resultado seja mesmo um conjunto denso. Por isso, ¢ necessaria
uma outra estratégia, como se pode ver na demonstracao do chamado Teorema de Ansari

enunciado a seguir, que foi estudado em detalhes na dissertacao [1].

Teorema 2.1.17 (Ansari). Seja (X,T) um sistema dinamico linear. Um vetor v € X €
um vetor hiperciclico para T se, e somente se, x € um vetor hiperciclico para T™, para todo
n € N. Em particular, se T" é um operador hiperciclico, entao toda poténcia T™ também

s

0 €.
Demonstragao. Veja [1, Teorema 2.17, p. 31]. O

Proposicao 2.1.18. Seja (X, T') um sistema dindmico linear com T hiperciclico. Entdo

T(X) = X.

Demonstragao. Seja © € X tal que Orb(T,x) é denso em X. Por X ser um espago de

Fréchet, segue da Proposicao 1.3.7 que X é um espago métrico sem pontos isolados. Dai,
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pela Proposigao 1.1.34 temos que Orb(T', z)\{z} é denso em X. Portanto,

Orb(T, z)\{z} C T(X) C X = X = Orb(T,2)\{z} C T(X) C X = X.

2.2 Critério de Hiperciclicidade

No Teorema da Transitividade de Birkhoff, a tarefa para determinar a hiperciclicidade
de um operador se reduz a um problema de transitividade topoldgica. Entretanto, em
muitas situagoes nao é uma tarefa simples verificar se um operador é topologicamente
transitivo ou nao. Por isso, o nosso objetivo agora ¢é estudar alguns critérios facilmente
aplicéveis, sob 0s quais um operador ¢ hiperciclico, ou é mixing, ou fracamente mixing e

portanto, hiperciclico.

Definicao 2.2.1 (Critério de Kitai). Seja (X,7") um sistema dindmico linear. Dizemos
que T satisfaz o Critério de Kitai se existem conjuntos densos Xj, Yy € X e uma fungao

S Yy — Y tais que para todos x € X e y € Yj, se cumpre:
(i) T"(x) — 0,

(iif) (70 5)(y) =y.

Teorema 2.2.2. Seja (X,T) um sistema dinamico linear. Se T satisfaz o Critério de

Kitai, entao T é mizing.

Demonstracao. Sejam U,V C X abertos e nao vazios. Por hipotese, T satisfaz o Critério
de Kitai, logo satisfaz as condig¢oes da Defini¢ao 2.2.1. Como X, e Yj sao densos em X,
segue que existem x € XoNU ey € YoN V. Pelo item (i) do Critério de Kitai, segue
que T"(z) — 0. Definindo u,, = S™(y), segue do item (ii) que u, — 0. Mostremos que
T" (u,) =y para todon > 0. Se n =1, entdo T (uy) = T(S(y)) = y, pela condicao (iii)

do Critério de Kitai. Suponha que 7™ (u,) = y, e mostremos que 7™ (u,,;) = y. Note
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que
Tn+l (un+1) _ Tn+l (Sn—H (y))

:(To,__ojj)o(sou-OSJ)(Q)

Vv Vv
n+1 vezes n—+1 vezes

=(T"oT)o(SoS") (y)

=(T"o(To8)oS") (y)

=T"[(T 0 5)(5"(y))]

=1"(5"(y))

=T" (up) =y.
Portanto, 7" (u,) = y para todo n > 0. Como x + u, — =+ 0 =z e U é um aberto
tal que = € U, segue que existe N7 € N tal que x +u, € U, V n > N;. Também,
T (x4 u,) = T™(x) + T"(u,) = T"(x) +y — 0+ y = y e como V é um aberto tal
que y € V, segue que existe Ny € N tal que T" (z +u,) € V, V n > N,. Tomando
N = max{N;, No}, temos que para todon > N,x +u, € U e T" (x4 u,) € V, o que
implica que T"(U)NV #0 V n > N. Assim, T é mixing.

O]

A reciproca do teorema anterior nem sempre vale. De fato, em [11, Theorem 2.5] se
apresenta um operador que é mixing, mas nao satisfaz o Critério de Kitai. Esse con-
traexemplo vai ser enunciado a seguir, mas antes vejamos a definicao dos operadores

deslocamentos para tras com peso que serd utilizado no referido contraexemplo.

Definicao 2.2.3. Seja w = (w,), ., uma sequéncia de nimeros reais ou complexos (cha-
mada de sequéncia de pesos). O operador deslocamento para trds com peso (em inglés:
weighted backward shift) em um espago de sequéncias X, denotado por By : X — X, ou

simplesmente, By, em X, é definido por:

By (71,9, 3, . ..) = (WaXo, w3xs, wyty,...), paraz = (r1,2s,...) € X.

Note que para o operador By, seja bem definida vai depender do espaco de sequéncias

X e das condicoes para w.
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Os deslocamentos para tras com peso By : X — X que estao bem definidos sao

lineares. De fato, sejam @ = (24)n, ¥ = (Yn)n € X e a € K, entdo:

Bw(x + ay) = By(x1 + ayr, xs + ays, .. .)
= (wa(72 + ayz), w3(r3 + ays), . . .)
= (woko, w33, - - ) + a(way2, w3ys, . . .)

= Bw(x) + an(y)'
Teorema 2.2.4. Se (w,), € uma sequéncia decrescente de pesos positivos tal que

n (wiws -+ - wy,) —

e By € o operador deslocamento para trdas em {,, 1 < p < 400, ou em ¢y, com pesos
w = (wy),, e I € o operador identidade (I(x) = x), entdo I + By, € um operador mizing

que nao satisfaz o Critério de Kitas.
Demonstragao. Veja [11, Theorem 2.5, p. 151]. ]

O proximo passo na sofisticacao dos critérios para hiperciclicidade é substituir a
sequéncia completa (n), por uma sequéncia crescente (n;), de ntimeros inteiros posi-
tivos para os iterados de T e S no critério de Kitai. No entanto, ao fazer isso, perdemos

a propriedade de mixing.

Definigao 2.2.5 (Critério de Gethner-Shapiro). Seja (X,7’) um sistema dinamico li-
near. Dizemos que T satisfaz o Critério de Gethner-Shapiro se existem conjuntos den-
sos Xo,Yy C X, uma sequéncia crescente (ny),., de inteiros positivos e uma fungao

S Yy — Y} tais que para todos x € Xy e y € Y,y se cumpre:
(i) T™(x) — 0, quando k — oo,
(i) S™(y) — 0, quando k — oo,
(i) (T $)(y) = .

Observacgao 2.2.6. Seja (X, T') um sistema dinamico linear, se T satisfaz o Critério

de Kitati, entao T satisfaz o Critério de Gethner-Shapiro. De fato, basta tomar
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os mesmos conjuntos densos Xo,Yy C X e a sequéncia crescente (ny), = N de nimeros
inteiros positivos para os iterados de T e S, e a mesma funcao S do Critério de Kitai.

Assim sao satisfeitas todas as condigoes do Critério de Gethner-Shapiro.

Teorema 2.2.7. Seja (X,T) um sistema dinamico linear. Se T satisfaz o Critério de

Gethner-Shapiro, entao T' € fracamente mixing.

Demonstracao. Sejam Uy, Uy, Vi e V5 conjuntos abertos nao vazios. Por hipotese, T sa-
tisfaz o Critério de Gethner-Shapiro, logo satisfaz as condigoes da Definigao 2.2.5. Como
Xo e Yy sao densos em X, segue que existem x; € U; N Xgey; € V;NYy, 5 =1,2. Pela

condigao (ii) do Critério de Gethner-Shapiro, tem-se
z; + S™ (y;) mxj—l—():xj eU;,j=12,
e das condigoes (i) e (iii), segue que
T (g + 8™ (y;)) =T () ¥y ——= 0+y; =y; € Vi = 1,2
Como Uy, U,y, Vi e V5 sao abertos, existem nq,no,n3,ny € N tais que

x1 + S™ (y1) € Uy, sempre que k > nq,
xo + S™ (yo) € Uy, sempre que k > ng,
T (2 + 5™ (31) € Vi, sempre que k > s

T (x9 4+ S™ (y2)) € Va, sempre que k > ny.

Tomando K = max {nq, ng, n3, ny}, temos

x1 4+ S™ (y1) € Uy e T8 (21 + S™8 (y1)) € Vi = ng € N (U, V),

Ty + S"E (y2) € Uy e T"E (25 + S"% (y2)) € Vo = ng € N (Uz, Va).

Logo, N (U1, Vi) N N (U, V) # () e entao, T é fracamente mixing.
[

A reciproca do teorema anterior também é verdade, mas para demostra-la precisamos

de outros resultados que veremos mais adiante. De fato, no Corolario 2.2.20 veremos
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que um operador ser fracamente mixing, é equivalente a satisfazer o Critério de Gethner-
Shapiro.

Além disso, na Observacao 2.2.6, vimos que todo operador que satisfaz o Critério de
Kitai, vai satisfazer o Critério de Gethner-Shapiro, mas como os requisitos deste critério
sao claramente mais fracos do que os do Critério de Kitai, veremos que a reciproca nao se
cumpre. De fato, apresentaremos um operador que satisfaz o Critério de Gethner-Shapiro,

mas nao o Critério de Kitai.

Exemplo 2.2.8. O operador deslocamento para tras com peso By : ¢y — ¢g com a

sequéncia de pesos
w = (wy,wa, w3, wy,...) = (1,2,271,2,2,271 271 2.2 2 27 271 27 2 ),

satisfaz o Critério de Gethner-Shapiro, mas nao o Critério de Kitai (note que

o valor de w; ¢ irrelevante).

Prova: Chame T := B,,. Vejamos que T é continua. Note que sup{|w,|} = 2. Logo,
neN

se = (x,)n € ¢o, entao

1T (@)oo = [ (waa, w3, ... )[|oc

= sup{ |w, |}
n>2

< SUP{|wnxn‘}
neN

< sup{|wy|} - sup{|z,[}
neN neN

= 2[[ |-

Lembre-se que By, ¢ linear, e pelo Teorema 1.2.9, temos que T' := By, é continuo.

Agora, seja (my), a sequéncia crescente de todos os inteiros para os quais wy,, = 2-1

€ Wy, +1 = 2,k € N. Como para cada z € ¢,

T (x) = ((1_[210”) Tpit, (H)}w,,) Tnao, .- ) , neN, (2.1)
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mg+1 mi
temos que T™1(z) = (azmk, ( I w,,) Tpnyt1 - - ) para cada k € N, pois [[w, =1
v=3 v=2

para cada k € N.

Em particular, se definirmos U = {z € cp; [|z||cc <1} € V = {z € co;|z1| > 1}, que
sao conjuntos abertos nio vazios, entao obtemos que 7™~ (U)NV = &, para cada k € N,
o que mostra que 7' nao é mixing. Portanto, pela contrapositiva do Teorema 2.2.2, ele

nao satisfaz o Critério de Kitai.

Por outro lado, tomemos para Xy = Yy = ¢go que é denso em ¢y, e para S o operador
linear S : Yy — Yo, S(y1,92,...) = (O,wz_lyl,wglyg, . ) E claro que TSy = y, para
todo y € Yy, e por (2.1) segue que T"x — 0, para todo x € Xy. Resta encontrar uma
sequéncia crescente apropriada (ny), de inteiros positivos tal que S™y — 0 para cada
y € Yy, a fim de satisfazer todas as condicoes do critério de Gethner-Shapiro. De fato,
sejanp = mp+k—1,k € N, e denote por e; o vetor em ¢y que possui 1 na j-ésima posicao

e 0 nas demais. Note que para cada y = (y,), € Yo:

n+1 n+2
S"(y)=10,...,0, (Hw;l) Y1, (HwV_l) (I (2.2)
v=2 v=3

n vezes

Entao, temos que

n -1 —k

S (ey) = 10,...,0, || w;0,... | =10,...,0,27% 0,... |,
N—— s N——
Ny vezes v= ni vezes

de modo que S™ (e1) — 0.

Veja também que para cada j > 2 tem-se

J
ej=(0,...,0,1,0,...) = (Hw) ST (ey),
v=2

pois por (2.2) vale S7"!(e;) = [ 0,...,0, [T w,},0,...

v
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Além disso, como sup{|w,.1|7'} = 2, para y = (y,). € Yo, segue que
neN

1S(W)lloo = 1100, w3 g1, w3 ya, - )oo
= sup{|w, 31 ya|}
neN
< sup{|wy, 4|} - sup{|ynl}
neN neN
= 2[|y/|oc-

Dai e de S ser linear, segue pelo Teorema 1.2.9 que S é continuo. Portanto, para qualquer

jeN,

v=2

N-1
Seja y = (y;); € Yo = coo. Entdo existe N € N tal que y = Y yje;.
j=1

Assim,
N-1 N-—1
S™(y) =S (2 yjej) = 2 ypS"(es) ——= 0.
j= j=

Disto concluimos que S™(y) — 0 para cada y € Y;, dai temos que T' := By, satisfaz todas
as condigoes do Critério de Gethner-Shapiro.

]

Observagao 2.2.9. Note que como o operador shift para trds com peso By, do exemplo
anterior satisfaz o Critério de Gethner-Shapiro, entao pelo Teorema 2.2.7, By, é fracamente
mixing. E na prova desse mesmo exemplo, vimos que By, nao é mixing. Entao, temos um

exemplo de um operador fracamente mixing que nao é miring.

Continuando na sofisticacao dos critérios para hiperciclicidade, o seguinte passo vai
ser enfraquecer a exigéncia da existéncia de um inverso a direita S para 7' no subconjunto
denso Yy no critério de Gethner-Shapiro. A prova do Teorema 2.2.7 mostra que tudo o
que precisamos é de uma sequéncia de aplicagoes Sy, com Sy, (y) — 0e ™S, (y) — vy

para todo y € Yj. Essas aplicacoes S, nem sequer precisam ser auto-aplicagoes de Y.
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Definicao 2.2.10 (Critério de Hiperciclicidade). Seja (X, 7") um sistema dinamico linear.
Dizemos que T satisfaz o Critério de Hiperciclicidade se existem conjuntos densos X, Yy C
X, uma sequéncia crescente (ny),., de inteiros positivos e uma sequéncia de aplicacoes

Sne 1 Yo — X, k > 1, tais que, para todos = € Xy e y € Y, vale:
(i) T™(x) — 0, quando k — o0,
(i) Sp,(y) — 0, quando k — oo,
(iii) 7S, (y) — vy, quando k — 0.
Teorema 2.2.11. Seja (X,T) um sistema dinamico linear. Se T satisfaz o Critério de
Hiperciclicidade, entao T € hiperciclico.

Demonstracao. Sejam U,V abertos nao vazios de X. Por hipdtese, T satisfaz o Critério
de Hiperciclicidade, logo satisfaz as condicoes da Definigao 2.2.10. Como X, e Y sao
densos em X, segue que existem x € XgNU e y € YoNV. Pela condi¢ao (ii) do Critério

de Hiperciclicidade, tem-se

T+ S, (y) —rxz+0=2€el,

k—o0
e das condigoes (i) e (iii), segue que
T™ (x4 Sy (y)) = T (2) + T™ Sy, (y) —= 0+y =y eV
—00

Como U e V sao abertos tais que se cumprem as convergéncias anteriores, tem-se que

existem ni,ny € N tais que
z+ S, (y) € U, sempre que k > ny,

T (x + Sy, (y)) € V, sempre que k > no.

Tome K = max{n;,ny}. Dai

T+ Sp,(y) €U, e T (x4 Sy, (y)) € V.
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Logo, T"<(U) NV # () e entao T é topologicamente transitivo. Pelo Teorema da Transi-
tividade de Birkhoff, T é hiperciclico.
m

A reciproca do teorema anterior nao é sempre valida. De fato, no Corolario 2.2.18,
veremos que existem operadores hiperciclicos que nao satisfazem o Critério de Hipercicli-
cidade.

Relembrando, até agora vimos que todo operador que satisfaz o Critério de Kitai é
mixing (Teorema 2.2.2), que todo operador que satisfaz o Critério de Gethner-Shapiro é
fracamente mixing (Teorema 2.2.7) e que todo operador que satisfaz o Critério de Hiper-
ciclicidade é hiperciclico (Teorema 2.2.11). O nosso objetivo agora é demonstrar que um

operador satisfaz o Critério de Hiperciclicidade se e somente se ele é fracamente mixing.

Definicao 2.2.12. Sejam S : X — X e T : Y — Y operadores lineares definidos nos
espacos de Fréchet X e Y. Definimos o operador S& 7T : X xY — X x Y por

(SeT)(z,y) = (5(),T(y)).

Proposicao 2.2.13. Seja (X,T) um sistema dinamico linear. Se T satisfaz o Critério

de Hiperciclicidade, entao para todo r > 2, T =T®  -&T satisfaz o Critério de
————

T VEZES

Hiperciclicidade.

Demonstracao. Seja r > 2 e T=T& -&T. Se Xo, Yo, (nk)r € as aplicagoes S, s@o
—_———

T vezes

como da definigdo 2.2.10 para o sistema dinamico linear (X, T'), entao

—_——

T vezes T vezes T vezes

XO::XOX~~~XX0 e%::%x--~x% s30 densos em X := X x --- x X .
—_——— —_——

E claro que (X,7T) também é um sistema dinamico linear. Vejamos que escolhendo
os subconjuntos Xy e Yy, a mesma sequéncia (ny), e a sequéncia de aplicacoes S, =

Sp. @ ®S,,, o operador T vai satisfazer as condicdes (i), (i) e (i) do Critério de

v~

Hiperciclicidade. Seja T = (x1,xs,...,x,), onde z; € X, para todo i = {1,...,r}, logo

7€ X, Esejay= (y1,Y2,---,Yr), onde y; € Yy para todo i = {1,...,r}, logo y € Y.

Assim,
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lim 77 (%) = lim T™ (21, s, . . ., 2,)
k—ro0 k—o0
= lim (7™ (1), T (xq),...,T™(z,))
k—o0
= (hm T (1), im T™ (x3), ..., lim T”’“(xT))
k—o0 k—ro0 k—o0
=(0,0,...,0)

Ou seja,

T (%) — (0,0,...,0) € X, Ve X,

k—o0
(ii)
Jim 5D = i Sl
kl (Snk (yl) Snk (y2>7 SR Snk (yr))
( im Sy, (y1), hm Spi(Y2), ..., lim Snk(yr)>
—00 k—o0
= (0, ,0)

Ou seja,

Sn (7) — (0,0,...,0) €Y, VyeY,.

k—o00

(iii)
lim T”’“gnk (y) = lim T”kgnk (Y1, Y2, -+ Yr)
k—o00 k—o00

klgrolo (T Sy (Y1), T S (Y2)s - - -, T S (yr))
= (Jim 775, (1), hqi;r"kszk<y2x...,ggg;tr"kfaw<yr>)

= (y17y27"'7y7“> =Y
Ou seja,

T5,H) — 75 vYieh
—00

Portanto, para todo r > 2, T:=T&---&T satisfaz o Critério de Hiperciclicidade.
—_————

T vezes

Para demostrar o teorema principal deste capitulo, vamos precisar do lema a seguir.
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Antes, definamos o didmetro de um conjunto A num espago métrico (X, d) por
diam(A) = sup{d(z,y) : z,y € A}.
Lema 2.2.14. Seja (X,d) um espago métrico completo, e seja {An}nen uma sequéncia
de subconjuntos fechados e nao vazios de X tal que:
(i) Apny1 € A, para todo n € N (isto é, os conjuntos sao aninhados),

(ii) diam(A,) — 0 quando n — oo, isto é,

lim sup{d(z,y) : 2,y € A,} = 0.
n—oo

Entao

m A, = {z},

para algum x € X. Isto €, a intersecdo de todos os conjuntos A, consiste em exatamente

um ponto.
Demonstracao. Como cada A,, é nao vazio, escolhemos x,, € A,, para todo n € N.
(1) Vamos mostrar que (x,), é uma sequéncia de Cauchy. Sem perda de generalidade,
consideremos m > n. Como A,, C A,, temos z,, € A,, C A, e z,, € A,. Portanto,

d(xp, xy,) < diam(A,).

Dado que diam(A4,,) — 0, segue que para todo ¢ > 0, existe N € N tal quesen > N,
entdo diam(A,) < €. Assim, para m > n > N, temos d(x,,x,,) < €. Logo, (z,) é

de Cauchy.
(2) Como X é completo, existe x € X tal que x, — =.

(3) Afirmamos que = € A, para todo n € N. De fato, seja n € N. Como A, contém
todos os x,, para todo m > n, temos que a sequéncia (Z,,)msn C A,. Note que
(Zm)m>n € uma subsequéncia de (x,),, e como x, — z, segue que x,, — x. Dal,

x € A, = A,, pois A, é fechado para todo n.
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(4) ﬁ A, = {z}. De fato,

() De (3), {z} C A, ¥ 1 €N, logo {z} C Fj A,

(C) Sejay € —, A, Entao, para todo n, z,y € A, e, portanto,
d(z,y) < diam(4,) - 0=d(z,y) =0= 2z =y.

Assim, a intersecao contém exatamente um tinico ponto z.

]

Em nosso contexto, estamos trabalhando com sistemas dinamicos lineares, logo lidando
com espagos de Fréchet separaveis. E como os espacos de Fréchet sao espagos localmente

convexos metrizaveis e completos, vai ser possivel utilizar o Lema 2.2.14.

Teorema 2.2.15. Seja (X, T) um sistema dinamico linear. Entio T satisfaz o Critério

de Hiperciclicidade se, e somente se, T' € fracamente mizing.

Demonstragao. (=) Suponha que T satisfaz o Critério de Hiperciclicidade, logo da Pro-
posicao 2.2.13 segue que T'® T também satisfaz o Critério de hiperciclicidade. Dai, pelo
Teorema 2.2.11, T'é®T ¢ hiperciclico e, pelo Teorema da Transitividade de Birkhoff, T'@T
é topologicamente transitivo. Entao, por definicao, T' é fracamente mixing.

(<) Suponha que T é fracamente mixing, logo T' é topologicamente transitivo e, pelo
Teorema da Transitividade de Birkhoff, T" é hiperciclico. Como T é fracamente mixing,

dados Uy, Us, Vi e V5 abertos nao vazios, existe n € N tal que

" (Us) N Vy £ 0.

Como X é um espago metrizdvel (denote por d sua métrica) e separdvel, da Proposigao
1.1.22, segue que X satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade. Dai, existe uma base
enumeravel {Bj}jeN para a topologia de X. Definimos, para cada j € N, W; = B(0, %) e
V; = Bz, %), onde z é um vetor hiperciclico de T' (note que z existe pois T é hiperciclico).
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Como By, W e V) s@o abertos nao vazios, por (2.3), existe n; € N tal que
T (B)NB#0 e TW)NVi#0,
O que implica que
Jxy € By tal que T"(zq) € By e 3wy, € Wy tal que T (wy) € V.

Como T : X — X é continua, segue da Proposigao 1.1.26 que 7™ |p, : By — X ¢
continua e, como B; é um aberto que contém 7™ (x;), pela definigado de continuidade
temos que

39, > 0 tal que B(x1,61) € By e T™ (B(z1,01)) C By.

Tomando r; < min{dy, %}, tem-se que 1 < 01, e r; < % Chamando C) = B(zy,71),

temos

Cy = B(x1,71) C Blzy,m1] € B(x1,61) C By.

E também

T (a) g T (B(.’]Z‘l,(sl)) g Bl~

Assim, C é uma bola aberta com raio menor que % e wy € Wi sao tais que
0£CiCCiC By, T" (51) C B, e T"(w)eW. (2.4)

Como By e V3 sado abertos nao vazios e 7™ é continuo, segue que 7" (By) e T~ (V3) sao
abertos nao vazios. Considerando Cy,T " (By), Wy e T~ (V3), como todos sao abertos

nao vazios, por (2.3) existe N € N tal que
TNOC)NT ™ (By) #0 e TNWy)NT™(Vy) # 0.
Dai, como TN (Cy) N T~ (By) # 0, existe y; € C) tal que

TV(y)) € T™™(By) = TWM(y)e By, = TW™)(C)N B, #0. (2.5)
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E fazendo o mesmo para TN (W) N T~ (V;) # (), temos que TW+n)(Wy) N Vy # (.

Entao, chamando ny, = N + nq, existe ny > ny tal que
T(C)NBy#=D e T (Wy)NVy £ 0.
Ou seja
3 xy € C tal que T™(z3) € By e 3wy € Wy tal que T2 (w,y) € Va.

Outra vez, como T é continua, tem-se que 7™ |q, : C; — X é continua, e como By é

aberto que contém T"2(xs), pela defini¢ao de continuidade, temos que
3 85 > 0 tal que B(xg,d3) C Cy e T™ (B(xg,02)) C Bs.
Tomando ry < min{ds, %}, tem-se que 1o < 0y, € T9 < % Tomando Cy = B(x,72), temos
Cy = B(x2,13) C Blws, 73] € B(w2,085) C C.

E também

" (@) Q " (B(I'Q,(SQ)) g BQ.

Assim, Cy é uma bola aberta com raio menor que % e wy € Wy sao tais que
0#£C,CC,CC, T (Co) SBy, € T (ws) € Va. (2.6)

Note que, de (2.4), temos Cy C B;y. Seguindo a construgao, como nos casos de (2.4) e

(2.6), em geral podemos obter as sequéncias (w;); € X, (n;); de inteiros positivos e de

bolas abertas nao vazias C; € B; C X de raios menores que ﬁj, para todo j € N tais
que

w; € I/V] e T”jwj € V}, (27)

Cit1 C O}, (2.8)

T (C;) C B;. (2.9)

41



Seja Yy = Orb(T, 2). E claro que Yy é denso em X, pois z é um vetor hiperciclico. Agora,

para cada j € N definimos as aplicagoes: S,,; : Yo — X, tais que
Sp, (IT7(2)) = T"(w;), 7€ No.

Vejamos que para toda subsequéncia (n;, ), de (n;);, o conjunto denso Yp, e a sequéncia
de aplicagoes Sy, , o operador T' cumpre as condigoes (ii) e (iii) do Critério de Hipercicli-
cidade.

De fato, seja (nj, ), uma subsequéncia de (n;);. Para a condigao (ii), seja y € Yp. Entao
existe r € Ny tal que y =T"(2) e Sy, (17(2)) = T"(wj, )

Por (2.7), para todo k € N, se cumpre que w;, € W;, = B(0, Jik), entdao d(w;,,0) < ]ik
Logo, quando k — oo, w;, — 0 e dai

lim Sy, (y) = lim S, (17(2))

k—oo k—00

= lim T" (U)]k>

k—o0
=T <khm wjk) (pela continuidade de T™)
—00
=T77(0) = 0.
Portanto, quando k& — oo,
Sh;, (y) — 0, para todo y € Yo. (2.10)

Para a condigao (iii), seja y € Y. Entao existe r € N tal que y = T"(2) e Sh, (T"(z)) =
Tr(wjk>'
Assim,

T (S, (1)) = T (T (w;,)) = T (T ()

Por (2.7), para todo k € N, se cumpre que T (w;, ) € V;, = B(z, jik), entao d (T (wj, ), z) <

K
L

- Logo, quando k — oo, T (w;,) — z e dai
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lim 775 (S, (9)) = Tim 77 (T (wy,))

k—o0 k—o0

=T (hm T"k (wjk)> (pela continuidade de T")

k—o00
=T"(z)=y.
Portanto, quando k& — oo,
Tk (Snjk (y)) — vy, paratodo y € Y. (2.11)

Note que, por (2.8), {C;}; é uma sequéncia de subconjuntos fechados e nao vazios de X

tais que

e (41 CC; C Fjpara todo 5 € N,

e diam(C;) — 0 quando j — oo, pois como Cj,y C C; = B(x;,r;) onde r; < ﬁj,
segue que
diam(Cj11) = sup{d(p,q) : p,q € Cji1}
< sup{d(p, ;) + d(z;,q) : p.q € Cj1}
<sup{r;+7;:p,q€ Cit1} — 0.
] o0
Pelo Lema 2.2.14, existe um tnico xy € X tal que
[e.e]
(G = {xo} -
j=1
Assim, xy € C; para todo j € N e, por (2.9),
T" (o) € T™ (C;) C B;, para todo j € N. (2.12)

Como {B,};jen é uma base enumeravel de abertos da topologia X, temos que, para todo
aberto nao vazio U de X, existe j € N tal que B; C U. Logo, por (2.12), segue que
1" (z0) € U e entdo {17 (x9) };cy NU # 0. Portanto {T7(x0)}; = X.

Seja Xo = Orb(T), xg) e note que X, é denso em X, pois

{17 (20)}; € Orb(T, x0) C X.

43



Escolha a subsequéncia (n;,); da sequéncia (n;); tal que, para cada i € N, T™i(zy) €
W; = B(0, %) Isto é possivel pois, para cada ¢ € N, W; é aberto nao vazio de X, e

portanto existe j; € N tal que o aberto basico B;, C W;. Dai, e por (2.12), temos

1 1
T"i(xg) € B, CW; = B(0,=) = d(T"(x),0) < =, paratodoie N
i i

= T"i (.ZC()) — 0.

1—>00

Vejamos que para a subsequéncia (n;,); e o conjunto denso Xy, 7' cumpre a condigao (i)
do Critério de Hiperciclicidade. De fato, seja © € Xy = Orb(7T,z¢). Entao existe r € Ny
tal que x = T"(z). Logo

lim 7™ (x) = lim T (T"(x))

i—00 k—o0

= lim 7" (T™i (xy))
1—00
=T ( lim 7" (:1:0)> (pela continuidade de T)
1—00
=T77(0) = 0.
Portanto, quando 7 — oo,

T"i(x) — 0, para todo x € Xj. (2.13)

Finalmente, por (2.13), (2.10) e (2.11), concluimos que para os conjuntos densos X e Y; de
X, para a sequéncia crescente (n;,); C N e para a sequéncia de aplicagoes Snki Yy — X,

1 € N, se cumpre:

(i) T™i(x) —— 0, para todo z € Xo,

1—00

(ii) S, (y) — 0, para todo y € Yo,

1—>00

(iii) T (S"n (y)) —y, para todo y € Yj.

1—00
Isto é, T satisfaz o Critério de Hiperciclicidade.

]

Acabamos de demostrar a equivaléncia entre um operador satisfazer o Critério de

Hiperciclicidade e o operador ser fracamente mixing. Este resultado é necessario para a
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prova de que nem todo operador hiperciclico vai satisfazer o Critério de Hiperciclicidade.
Para isso precisamos de um tipo de operadores chamados de deslocamento para frente e

de outro resultado que enunciamos a seguir.

Definigao 2.2.16. Se (x,),, é uma sequeéncia linearmente independente em um espago
de Banach X, o deslocamento para frente (em inglés: forward shift) associado a (z,,),, é o

operador linear S : F — F definido por S (z,) = x,11, onde E = span({x,, : n € N}).

Teorema 2.2.17. Seja X um espaco de Banach. Se X possui uma base incondicional
normalizada (x,).", e o deslocamento para frente associado a essa sequéncia (S (x,) =
Tpa1) € continuo, entdo existe um operador T : X — X hiperciclico e nao fracamente

mixing.
Demonstragao. Veja [4, Teorema 4.14, p. 83]. O

Corolario 2.2.18. Ezxistem operadores hiperciclicos em ¢y e em {,,1 < p < 00, que nao
satisfazem o Critério de Hiperciclicidade. Em particular, é possivel encontrar tais

operadores em um espaco de Hilbert.

Demonstracao. Pela Proposicao 1.4.7, ¢y e £,,1 < p < oo, satisfazem as condicoes do
teorema acima (Teorema 2.2.17). Dai, existem operadores hiperciclicos e ndo fracamente
mixing em ¢y e em £,,1 < p < co. Logo, pelo Teorema 2.2.15, esses operadores nao

satisfazem o Critério de Hiperciclicidade. n

Um resultado importante sobre implicagoes entre dois dos Critérios € o teorema enun-
ciado a seguir. A demonstracao nao sera feita neste trabalho por ja ter sido objeto de

estudo da dissertacao de [9].

Teorema 2.2.19. Seja (X, T) um sistema dinamico linear. Entio T satisfaz o Critério

de Hiperciclicidade se e somente se satisfaz o Critério de Gethner-Shapiro.
Demonstragao. Veja [9, Teorema 3.0.36, p. 64]. ]
Note que, dos Teoremas 2.2.15 e 2.2.19, temos imediatamente o seguinte resultado.

Corolario 2.2.20. Seja (X,T) um sistema dinamico linear. Entio T satisfaz o Critério

de Gethner-Shapiro se, e somente se, T é fracamente mizing.
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Capitulo 3

Operadores Caodticos e Fracamente

mixing

No capitulo anterior estudamos algumas nocoes da dinamica linear, e agora preten-
demos ampliar este estudo para os chamados operadores cadticos. Como dissemos na
introducao, apresentaremos neste capitulo o conceito de caoticidade e alguns resultados
sobre o tema. A primeira secao é dedicada a uma caracterizacao muito importante dos
operadores fracamente mixing, chamada de Condigao dos Trés Conjuntos Abertos (Te-
orema 3.1.9), que vai ser utilizada nas se¢oes posteriores. Na segunda se¢ao o objetivo
vai ser definir um operador cadtico num sistema dinamico linear, e a sua relacao com o
Critério de Hiperciclicidade. E por tltimo, na terceira se¢cao apresentamos o Critério de

Caoticidade, que vai ser uma condicao suficiente para um operador ser cadtico.

3.1 Caracterizacao dos Operadores Fracamente Mi-
Xing

A partir de agora até o término desta secao veremos novas defini¢oes e resultados que
vao ser necessarios para enunciar e demostrar uma caracterizagao muito importante dos

operadores fracamente mixing, chamada de Condi¢ao dos Trés Conjuntos Abertos.
Definicao 3.1.1. Seja A C N. Dizemos que A é cofinito se o seu complementar é finito.
Definigao 3.1.2. Seja (X, T') um sistema dindmico. Para quaisquer conjuntos A, B C X,
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definimos o retorno de A para B por:

Nr(A,B) = N(A,B) = {n € Ny : T"(A) N B £ 0} .

Com esta notacao, temos que:

e T é topologicamente transitivo se, e somente se, para quaisquer U,V C X abertos

e nao vazios, N(U, V) # 0.

e T é mixing se, e somente se, para quaisquer U, V C X abertos e nao vazios, N(U, V)

é cofinito.

e T é fracamente mixing se, e somente se, para quaisquer Uy, Us, Vi, Vo C X abertos

e nao vazios, N (U, Uy) NIN (V1, Va) # 0.

Além do conjunto N(U, V'), também podemos definir o conjunto

CUV):={neNy, : T"(U) CV}.

Definigao 3.1.3. Sejam A e B sao dois subconjuntos de N. O conjunto diferenca A — B
¢ definido por
A—B={n—m : (n,m) € Ax B,n>m}.

O conjunto soma A + B ¢ definido de maneira ébvia.

Lema 3.1.4. Seja (X, T) um sistema dinamico. E sejam U,V,W subconjuntos abertos

nao vazios de X. Entao,
(a) N(U,V) + C(V,W) C N(U, W), ¢
(b) N(U, W) —C(U,V) C N(V,W).
Demonstracao. (a) Seja k € N(U, V) + C(V,W). Entéo existem n € N(U,V) e m €
C(V, W), tais que, k = n+m. Dai, T"(U)NV #£ 0 e T™(V) C W. Assim, existe
z €U tal que T"(x) € V e
(@) =TT (T (2) ST (V) S W.
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Logo T"*™(U)NW # @ e dai k = n+m € N(U, W).

Seja k € N(U, W) — C(U,V). Entao existem n € N(U, W) e m € C(U,V) tais que
k=n—men>m. Dal, T"(U)NW # () e T™(U) C V. Da ultima inclusao temos
que U C T-™(V) e, portanto,

(V) = T (T™(V)) 2 TU). (3.1)

Como T™ (U)NW # 0, existe x € U tal que T"(x) € W e, pela Proposi¢ao 1.1.26,
como T : X — X é continua, tem-se que T"|y : U — X é continua. Logo, existe

um aberto Uy C U contendo x tal que
0 #£1T"(Uy) CW. (3.2)
Além disso, como Uy C U, entao T"(Uy) € T™(U). Assim, segue de (3.1) que
T"(Uo) €T (V). (3.3)

De (3.2) e (3.3)
0£T"(Up) < T™V)NW
=TV V)INW £
=k=n—meN({V,W).

]

Definigao 3.1.5. Seja A C N. Dizemos que A contém intervalos arbitrariamente grandes

se

VN eNIneNtal que [n,n+ N|:={n,n+1,..., n+ N} C A

Definigao 3.1.6. Um conjunto A C N ¢ dito espesso se ele contém intervalos arbitrari-

amente grandes.

Teorema 3.1.7. Seja T : X — X um sistema dinamico. As sequintes afirmacgoes sao

equivalentes:
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(i) T € fracamente mizing;

(i) Os conjuntos N(U, V') formam uma base de filtro para quaisquer abertos nao vazios
U, V de X, ou seja, cada N(U,V) € nao vazio e, dados abertos nao vazios de
X, Uy, Vi, Uy, Vi, pode-se encontrar Us, Vi abertos nao vazios de X, tais que

N (U37 ‘/3) g N (Ula ‘/1) NN (U27 ‘/2)7

(iii) Para qualquer L > 1, a aplica¢iao produto L-vezes T x --+ x T ¢é topologicamente

transitiva;
(iv) Os conjuntos N(U, V') sao espessos para quaisquer abertos nao vazios U, V de X ;
(v) N(U,V)—=N(U,V) =Ny, para quaisquer abertos ndao vazios U, V de X;

(vi) N(U, V) NN (U, V') # &, para quaisquer abertos nao vazios U, V, V' de X.

Demonstracao. (i) = (ii): Suponha que T seja fracamente mixing e fixe quatro con-
juntos abertos nao vazios Uy, Vi, Uy, V. Entao N (Uy, Uy) NN (V4, V) # 0, logo, existe
m € N(Up,Us) N N (V,V3), ou seja, T™(U) NUy # 0 e T™(Vy) NVy # @. Como
T : X — X ¢é um sistema dinamico, tem-se que 7' é continua. Dai e da Proposicao
1.1.26 segue que T™|y, : Uy — X e T™|y, : Uy — X s@o continuas. Logo, exis-
tem dois conjuntos abertos nao vazios U3 C U; e V3 C V) tais que T (Us) C U; e
T (V3) C Vi Entao, N (Us,V3) € N (Up, Vi), Além disso, se n € N (Us, V3), entdo
n+m € N (Us,V3) + C(V3,V2) € N (Us, Va), de modo que n = (n+m) —m €
N (Us, Va) — C (Us, Uy) € N (Us, Va) pelo Lema 3.1.4. Isso prova (ii).

(i) = (iii): Se os conjuntos N(U,V) formam uma base de filtro, entdo qualquer
intersecao finita deles é nao vazia. Em outras palavras, N (U, Vi) N --- NN (UL, V) # 0
para cada L > 1 e quaisquer conjuntos abertos nao vazios Uj,..., U, Vi,..., V. Isso

significa que cada aplicacao T' x --- x T é topologicamente transitiva.

(iii) = (iv): Dados U,V e um nimero inteiro positivo L, defina V; := T~(V) para

i =0,...,L. Se (iii) vale, entdo pode-se encontrar um n € Ny tal que T"(U)NV; # 0
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para todo i € {0,..., L}. Isso significa que N(U, V) contém o intervalo [n,n + LJ.

(iv) = (v) : Isto ¢ trivial.

(v) = (vi) : Suponha que (v) seja vélido e sejam dados U,V,V’. Como T é topo-
logicamente transitivo por (v), pode-se encontrar um m € Ny e um conjunto aberto nao
vazio Vi C V tal que T™ (Vy) C V'. Pelo item (v), podemos escolher k € Ny tal que
ke N (U, V) ek+meN(U,V;). Entao,

k+meNUV)NNU W)+ C W V) CNUV)NN (U, V).

(vi) = (i): Suponha que (vi) seja valido e sejam Uy, Vi, Us, V, quatro conjuntos
abertos nao vazios em X. Aplicando (vi) com U := Uy, V :=Vj e V' := V], temos que
N(Uy, Vi) # 0, entao existe m € Ny tal que T™(U;) NVy # 0. Como T : X — X &
um sistema dinamico, tem-se que 7' é continua. Dai e da Proposi¢ao 1.1.26 segue que
T™|y, : Uy — X é continua. Logo, existe um conjunto aberto nao vazio U C U; tal que
T™(U) C U,. Aplicando (vi) com U := U,V := V; e V' := T7"(V}), encontramos um
k € Ny tal que T*(U)NV; # @ e TF™(U)NVy # &. Assim, por um lado, k € N (U, V;) C
N (U1, V1), e por outro lado, k = k+m —m € N (U, V,) — C(U,Uy) C N (U, V3). Isso
mostra que T x T' é topologicamente transitivo, ou seja, que T' é fracamente mixing.

]

Lema 3.1.8. Seja X um espago vetorial topoldgico, e seja T € L(X) topologicamente

transitivo.

(a) Para qualquer vizinhanca aberta W de 0 e quaisquer conjuntos abertos ndo vazios

U,V C X, os conjuntos N(U, W) e N(W, V') sdo espessos.
(b) Suponha que todos os conjuntos N(U, W )NN(W, V) sejam ndo vazios, para U, V, W

como acima. Entao, todos esses conjuntos sao espessos.

Demonstragao. Para provar (a), fixemos L € N. Como 7'(0) = 0, pode-se encontrar uma

vizinhanca aberta W’ de zero tal que T% (W') C W para todo k € {0, ..., L}. Além disso,
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como T' é topologicamente transitivo, pode-se escolher n,n’ € N tais que T"(U) NW' # ()

e TV (W)YNT=EV) #0, ou seja, T+ (W) NV # (). Entao
n+{0,...,L} CN(UW') +C (W' W) C NU,W) e

n+{0,...,L} = (' +L)—{0,...,.L} CN(W',V) - C (W, W) NW,V).

Como L é arbitrario, isso mostra que N(U, W) e N(W, V') sao espessos.
A demonstracao de (b) é idéntica. De fato, nesse caso, pode-se tomar n = n’.

]

Teorema 3.1.9 (Condigao dos Trés Conjuntos Abertos). Seja X um espago vetorial

topoldgico e seja T € L(X). As sequintes afirmagies sao equivalentes:
(i) T é fracamente mizing;

(i) N(U,W)NN(W,V) # & para quaisquer conjuntos abertos nao vazios U,V C X e

qualquer vizinhangca W de 0.

Demonstragio. E claro que (i) implica (ii).
Reciprocamente, suponha que (ii) seja verdadeira. Mostraremos entdo que todos os con-
juntos N(U, V') sao espessos. Fixemos conjuntos abertos nao vazios U,V C X. Existem
conjuntos abertos nao vazios Uy, V e uma vizinhanca aberta W de 0 tais que U 2 Uy+W
eV O Vy+ W. Pelo item (ii) e pelo Lema 3.1.8, o conjunto N (Uy, W) N N (W, Vy) é
espesso, entao basta mostrar que N (Uy, W) NN (W, V) € N(U, V).

Seja n € N (Up, W) NN (W, V), ou seja, T" (Up) NW # @ e T"(W)NVy # &. Pela
linearidade, obtemos 7™ (Uy+ W) N (Vo + W) # &, o que implica que n € N(U, V).
Assim, temos que todos os conjuntos N(U, V') sao espessos, e pelo Teorema 3.1.7 segue

que T é fracamente mixing.

]

Coroléario 3.1.10. Seja (X,T) um sistema dindmico linear e seja T um operador hi-
perciclico. Suponha que, para cada conjunto aberto nao vazio U C X, existam um opera-
dor Sy € L(X) que tem imagem densa e comuta com T e um conjunto limitado By C X

tal que (Sy o T™(U)) N By # @ para todo n > 0. Entdo, T € fracamente mizing.
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Demonstracao. Para aplicar o Teorema 3.1.9, fixemos conjuntos abertos nao vazios U, V'
e uma vizinhanga W de 0. Seja Sy € L£(X) e um conjunto limitado By associado a U
pela suposicao acima. Entao, pode-se encontrar um A > 0 tal que ABy C W. Definindo
S := ASp, obtemos um operador S € L£(X) com imagem densa, tal que T'S = ST e
ST"(U)NW # & para todo n > 0.

Como T é topologicamente transitivo e S~(V') é um conjunto aberto nao vazio (porque
S tem imagem densa), pode-se encontrar um inteiro N > 1 tal que STY(W)NV # @.
Definimos A := ST¥. Entao, por definicio e como S comuta com T, AT = TA e
AW)YNV # @, além disso, A(U) N W # & pela escolha de S.

Escolhamos x € U, um vetor hiperciclico para T, tal que A(z) € W e também um
m € N tal que Tz € W e A(T™z) € V, ou seja, T™(A(z)) € V. Agora, seja (n;)
uma sequéncia de inteiros tal que T"(x) — A(z). Entao, T" (z) € W e T" (T™x) =
T™ (T (x)) € V para i suficientemente grande. Como z € U e T™x € W, segue que
NU,W)NN((W,V) # . Isso conclui a prova.

0

Coroléario 3.1.11. Seja (X, T) um sistema dinamico linear. Se T ¢é hiperciclico e se
existe um conjunto denso de vetores cuja orbita por T € limitada, entao T € fracamente

MITINgG.

Demonstracao. Para qualquer conjunto aberto nao vazio U C X, pode-se encontrar um
xz € U tal que By := Orb(T, z) seja limitado. Assim, pode-se aplicar o Corolario 3.1.10

com Sy = 1.

3.2 Caoticidade

Definigao 3.2.1. Seja (X, d) um espago métrico sem pontos isolados. Diz-se que um
sistema dinamico T : X — X possui dependéncia sensivel das condicoes iniciais se existe
algum 6 > 0 tal que, para todo x € X e para todo € > 0, existe algum y € X com
d(x,y) < € tal que, para algum n > 0, tem-se d (T"z,T"y) > §. O ndmero ¢ é chamado

de constante de sensibilidade de T'.
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Definicao 3.2.2. Seja T': X — X um sistema dinamico.
(a) Um ponto x € X é chamado de ponto fizo de T se Tx = x.

(b) Um ponto x € X é chamado de ponto periddico de T se existe algum n € N tal que
T"x = x. O menor numero n com essa propriedade é chamado de periodo de z. O

conjunto de pontos periddicos é denotado por Per(T").

Definigao 3.2.3 (Caos de Devaney - versao preliminar). Seja (X, d) um espago métrico
sem pontos isolados. Um sistema dinamico 7' : X — X é dito cadtico (no sentido de

Devaney - versao preliminar) se satisfaz as seguintes condigoes:
(i) T tem dependéncia sensivel as condigoes iniciais;
(ii) T ¢ topologicamente transitivo;

(iii) T tem um conjunto denso de pontos periédicos.

Teorema 3.2.4 (Banks-Brooks-Cairns-Davis-Stacey). Seja X um espago métrico sem
pontos isolados. Se um sistema dinamico T : X — X € topologicamente transitivo e
possut um conjunto denso de pontos periodicos, entao T tem dependéncia sensivel as

condicoes iniciais com respeito a qualquer métrica que define a topologia de X.
Demonstragao. Veja [12, Teorema 1.29, p. 13]. O

Quando estamos num espaco métrico sem pontos isolados, o teorema anterior nos
permite remover a dependéncia sensivel da definicao de caos de Devaney. Como esta-
mos lidando neste trabalho apenas com espagos métricos sem pontos isolados, podemos

considerar a seguinte definicao.

Definicao 3.2.5 (Caos de Devaney). Um sistema dinamico 7' : X — X ¢ dito cadtico

(no sentido de Devaney) se satisfaz as seguintes condigdes:
(i) T é topologicamente transitivo,

(ii) T possui um conjunto denso de pontos periédicos.
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A definicao de Caos no sentido de Devaney consiste em exigir transitividade topolégica
e a densidade do conjunto de pontos periédicos. Em vista do Teorema de transitividade
de Birkhoff, como no nosso contexto lidamos com sistemas dinamicos lineares, podemos

reformular essa definicao, como segue.

Definicao 3.2.6 (Operador Caético). Seja (X,T') un sistema dinamico linear. T é dito

caotico se satisfaz as seguintes condigoes:
(i) T é hiperciclico,
(ii) T possui um conjunto denso de pontos periddicos.

Proposicao 3.2.7. Seja (X, T) um sistema dinamico linear. Se T € um operador cadtico,

entao T € fracamente mixing.

Demonstracao. Como T é um operador cadtico, temos que T é hiperciclico e possui um
conjunto denso D de pontos periddicos. Logo para cada ponto periddico z € D, existe
n € N, tal que x = T"(z). Entao, Orb(T,z) = {z,T(x),--- , 7" *(z)}. Dai, D é um
conjunto denso de vetores com érbita em relacao a 7' limitada. Segue imediatamente do

Corolario 3.1.11 que T' é fracamente mixing.

]

A reciproca de teorema anterior nao é sempre verdadeira. De fato, apresentaremos
um exemplo de um operador fracamente mixing que nao é cadtico. Para isso, primeiro

definimos um novo tipo de espago que sera necessario.

Defini¢ao 3.2.8. Um espago de sequéncias de Banach (Fréchet, ...) é um subespago
X C KM tal que X é um espaco de Banach (Fréchet, ...) e a inclusio X — K ¢

continua. Quando z € X denotamos z = ().

Teorema 3.2.9. Seja X um espaco de sequéncias de Banach no qual (z,,), € uma base
incondicional. Suponha que o operador deslocamento para trds com peso By : X — X

estd bem definido.
(a) As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) By € mizing;
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(ii) a sequéncia

em X quando n — oo.
(b) As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) By € cadtico;

(i1) a série

converge em X ;

(i11) a sequéncia

pertence a X ;

(iv) By possui um ponto periddico ndo trivial.

Demonstracao. Veja [12, Teorema 4.8, p. 97].

O

Com o teorema anterior, podemos obter operadores deslocamentos para tras com peso,

que sao mixing, mas nao cadticos, como veremos a seguir.

Exemplo 3.2.10. Seja By, : {1 — ¢; um deslocamento para trds com o peso w = (w;);

(1,2,3,5,..., -2 ). E facil verificar que:

)99 3 Y —10 "

Por fim, veja que % — 0 mas (%)n ¢ (,. Entao pelo teorema anterior, By, é mizing mas

nao € cadtico.

Observacao 3.2.11. Como o deslocamento para tras com peso By, do exemplo anterior

¢ mixing, da Proposigao 2.1.8, segue-se que By, ¢é fracamente mixing. Entao conseguimos

um operador fracamente mixing que nao € cadtico.
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Observacao 3.2.12. No Teorema 3.2.7, vimos que ser um operador caético, implica ser
fracamente mixing, mas nao implica necessariamente ser mixing. De fato, Badea e Grivaux
no artigo (2], encontraram operadores em um espago de Hilbert que sao cadticos, mas

nao mixring.

3.3 Critério de Caoticidade

No capitulo 2 estudamos alguns critérios que nos forneceram condigoes suficientes
para operadores serem mixing, fracamente mixing e hiperciclicos. Estudaremos agora um
critério que nos dara uma condicao suficiente para saber se um operador é cadtico, ao

qual chamaremos de Critério de Caoticidade.

o0

Defini¢ao 3.3.1. Diz-se que uma série > x, em um espago de Fréchet é incondicional-
n=1
mente convergente se, para toda permutacao o : N — N, a série

Z Lo(n),
n=1

converge.

Existem muitas caracterizacoes das séries incondicionalmente convergentes que serao
uteis nas demostracoes de alguns teoremas. No resultado seguinte, como nosso espaco
X é um espaco de Fréchet, existe uma métrica (completa) invariante sob translagoes que
gera a topologia de X, chamemos d a dita métrica. Para conveniéncia, escreveremos ||z||
em vez de d(x,0). Note que d(z,y) = d(x —y,0), pois d é invariante sob translagdes. Dali,

d(z,y) = ||lx — y||. E veja também que
[z +yll = d(z +y,0) < d(z+y,y) + d(y,0) = d(z,0) +d(y,0) = [lz]| + [yl (3.4)

Teorema 3.3.2. Seja X um espaco de Fréchet. Entdo as sequintes afirmagoes sao equi-

valentes:

oo
(i) > x, € incondicionalmente convergente;
n=1

[e.e]
a série Y e,x, converge;
n=1

(i) para qualquer sequéncia de 0-1 (g,)

n’
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o0
(111) para qualquer sequéncia limitada (cv,), de escalares, a série ) o, converge;
n=1

(iv) para todo € > 0, existe algum N € N tal que, para qualquer conjunto finito F' C
{N,N+1,N+2,...}, temos:

< €.

Do

ner

(v) para todo € > 0, eziste algum N € N tal que, para qualquer sequéncia de 0-1 (g,),,

o0
a série Y e,x, converge e
n=1

E Enlnll < &

n>N

(vi) para todo € > 0, existe algum N € N tal que, sempre que sup |a,| < 1, entao a série
n>1

oo
> anx, converge e
n=1

S o < <
n>N
Demonstracao. Veja [22, 3.8.2 e p. 153] e [13, 3.3.8 ¢ 3.3.9]. O
Lema 3.3.3. Seja X um espaco de Fréchet. Se >, x, € incondicionalmente convergente,
n=1

o0
entao toda subsérie de Y x, € convergente, isto €, para qualquer sequéncia estritamente
n=1

o0
crescente (ky).—, de inteiros positivos, Y xy, converge.
n=1

Demonstragao. Seja ¢ > 0. Pelo item (iv) do Teorema 3.3.2, existe N € N tal que para
todo subconjunto finito FF C {N, N + 1, N + 2,...}, temos

>

< e.

Agora, se (k) ~, é uma sequéncia crescente de nimeros naturais, entdo k, > n, para

todo n. Assim, se ¢ > p > N, entao

q

n=p+1

= o m<s

ne{ka ,...,k‘q}

q p
d (Z Thas ) xk> =
n=1 n=1

q p
E $kn — E iL’kn
n=1 n=1
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pois min {ky41,...,k;} = kpy1 > p+1 > N. Dal,
{kpt1,-. - kg S{N,.N+1,N+2,...},

o que nos diz que a sequéncia das somas parciais de (xy, ) -, ¢ de Cauchy e, portanto,

convergente, pois X é completo. O]

Lema 3.3.4. Sejam X um espago vetorial topoldgico e > x; uma série em X. Se > x;
i=1 i=1
converge para algum x € X, entao x; converge para 0 € X.

o0 n
Demonstracao. Seja Y z; uma série em X tal que Y x; —— z € X.

=1 =1 n—00

n o
S, = E x;, ou seja, lim S, = E Zi.
n
i=1 i=1

Pela convergéncia da série para x € X, segue que

Chamemos

lim S, = x.

Note que S, 11 — S, = Tp41. Logo

li7rln T, = li7rln Tpal
= li}ln (Spt1 — Sn)
= lign Snt1 + 1i£n (—Sn)  (pela continuidade da soma)
= li7rln Spi1 — lirrln S, (pela continuidade do produto por um escalar)
=r—rx=0€X.

Assim, x, —» 0 € X.
H

Lema 3.3.5. Seja (X, d) um espago métrico e seja (x,), uma sequéncia em X tal que
rn, — x € X. Entao,

lim d(z,,0) = d(z,0).

n—0o0
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Demonstracao. Como x,, — x em X, isso significa que para todo ¢ > 0, existe N € N tal
que, para todo n > N,

d(zp,z) < e.

Queremos provar que d(z,,0) — d(x,0). Para isso, utilizando a desigualdade triangular,

temos

d(x,,0) < d(z,,x) +d(z,0) = d(z,,0)—d(z,0) <d(z,,x).

E também
d(z,0) < d(z,z,)+d(z,,0) = —d(z,z,) <d(z,,0)—d(z,0)

= |d(zy,0) — d(z,0)| < d(z,, ).

Portanto, se d(z,,x) < &, entao
|d(z,,,0) — d(z,0)] < e.
Isso mostra que d(z,,0) — d(z,0), ou seja,

lim d(z,,0)=d ( lim xn,()) :

n—0o0 n—0o0

]

Definigao 3.3.6 (Critério de Caoticidade). Seja (X,7) um sistema dinamico linear. Di-
zemos que T satisfaz o Critério de Caoticidade, se existem um conjunto denso D C X e

uma aplicacao S : D — D tais que:

(i) >>T"™(x) e Y. S™(x) sado incondicionalmente convergentes, para cada = € D,

(ii) 7S = I em D.
Teorema 3.3.7. Seja (X, T) un sistema dinamico linear. Se T satisfaz o Critério de
Caoticidade, entao T é um operador cadtico.

Demonstracao. Suponha que T satisfaz o Critério de Caoticidade. Da Definicao 3.3.6,

existem um conjunto denso D C X e uma aplica¢ao S : D — D. Segue-se da condicao (i),
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que > T™(z) e > S™(x) sdo convergentes, para cada x € D, e do Lema 3.3.4, temos que
T"(z) — 0 e S™(x) — 0 para todo z € D. E da condicao (ii) do Critério de Caoticidade,
tem-se T'S(z) = x para todo x € D. Entao tomando X, = Yy = D e a mesma aplicagao
S, vemos que T satisfaz o Critério de Kitai (Definigao 2.2.1), logo T' é mixing, dai T é
hiperciclico.

Falta provar que 7' possui um conjunto denso de pontos periddicos. Para isso primeiro
vamos a provar que Per(7"), o conjunto de pontos periédicos, é denso em D.

Seja x € D e, para cada k € N, defina

Ty = Z S™ () + 2 + ZlT”k(x)
n=1 n=

Note que xj estd bem definida pois Y S™(x) e > T"(z) sdo incondicionalmente conver-

gentes.

(1) Mostremos que x; — = quando k — 00.
Como X é de Fréchet, existe uma métrica (completa) invariante sob traslagoes que
gera a topologia de X, chamemos d a dita métrica. Para conveniéncia, escrevemos
|ly|| em vez de d(y,0).
Para provar que z; — x, como estamos num espago metrizavel, vamos a provar
que d(zg,x) — 0, e como d é invariante sob traslagoes, é o mesmo provar que

|xx — z|| = 0.

o0

S 5 ()

n=1

De fato, seja € > 0. Da condicao (i) do Critério de Caoticidade, > S™(x) é

(1.1) Primeiro vejamos que — 0, quando k — oo.

incondicionalmente convergente, logo pelo item (iv) do Teorema 3.3.2, existe

N € N tal que, para todo FF C {N,N + 1, N + 2,...} finito, temos

> 8"(x)

neF

<€
2

Tome k € N tal que £ > N, entao j - k > N, para todo j € N.

Assim, para cada conjunto finito F; = {k,2k,...,jk} C{N,N+1,N+2,...},
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entao

Y sm@)| < %

ner;
J i p
= ;S” ()] < 5 bara todo j € N.
Isto é, quando & > N,
J . ¢
d (nz:; S (x),()) <3 para todo 7 € N. (3.5)

Do Lema 3.3.3, cada subsérie de > S"(x) e de > T"(x) converge, entao para
cada k € N, tem-se Y S"™(z) e > T"*(z) convergem.
n=1 n=1

Note que

00 J
X > ank(x) = jlg(r)lozsnk(x)
n=1 n=1

d (i Snk(;(;),()) =d <J11_>rgoz]:5nk(m),0> .

n=1

Pelo Lema 3.3.5, segue que

d <§: S (), 0) = ]1i_>r£10d (i: Sk (), O) .

n=1

Entao, quando k > N, por (3.5),

oo J
d <n51 S (:v),O) = ]1520(1 (ngl S (:v)70> < 5 <€

Ou seja, provamos que

o0

> 5 ()

n=1

— 0, quando k — oc.
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(1.2) Fazendo analogamente, temos que:

o0

S TH)

n=1

— 0, quando k — oc.

Vejamos que ||z, — z|| — 0.

Da maneira que definimos xj, temos
Tp— T = Z S™F(x) + ZT“k(x)‘
n=1 n=1

Entao, ||zy — z|| =

3 5 (w)+ 3 @)

n=1

Lembre-se que do Lema 3.3.3, para cada k € N, tem-se Y, S™(z) e > T"*(z)
n=1 n=1

convergem. Dai para cada k € N
g =l = ||> 5™ (@) + Y T ()
n=1 n=1

35 a) | + | S )

IN

+ ,  por (3.4).

Assim,
0 < limsupd(zy — x,0)

k—o0

= limsup ||z — ||

k00

= hﬂi‘jp ni:; S™(x) + g T (x)

< lim _ gsnk(x) + gT"’“(m) ]
= gs"‘“@) +im gT”W
—0+0=0

Portanto, ||z — z|| — 0, isto é, xx — x quando k — oo.

(2) Mostremos que T* (z;) = z), para todo k € N, ou seja, mostraremos que x, é ponto
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periddico para todo k € N. Seja k € N. Entao

( > S (a ) +T*(z) + T" (i T”’“@:))

- [Tk (Sk(ﬁ)) +T* (S%(x)) +T* (S3kx)) + T*(z) + ZT (n+1)k

k x>+ZT(n+1)k
n=1

+ [S(x) + 5% (2) + 57 (x) +

=z 4+ ")+ T (x)

Ou seja,

Tk ([L’k) = Tk.

De (1) e (2), temos que para cada = € D, existe (zy), € Per(T), tal que z;, — x. Da
definicao de convergéncia temos que, para todo aberto U de z, existe kg € N tal que
x, € U, para todo k > k.

Vejamos que Per(T') é denso em D. Seja V um aberto nao vazio de D. Entao existe
x € V C D. Da convergéncia de x para x, temos que existe Ky € N tal que z, € V, para

todo k > Ky. Dali, (x)r NV # 0, como (xy)x C Per(T), temos
V N Per(T) # 0.

Assim, Per(7T') é denso em D, e como D é denso em X, segue que Per(T') é denso em X.
Portanto T' é um operador cadtico.

]

Na demonstragao do teorema anterior, para ver que 1’ é hiperciclico, provamos que T’
é mixing, e para esse ultimo, provamos que T satisfaz o Critério de Kitai. Entao temos

imediatamente os seguintes corolarios.

Corolario 3.3.8. Seja (X,T) um sistema dinamico linear. Se T satisfaz o Critério de

Caoticidade, entao T satisfaz o Critério de Kitai.
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Corolario 3.3.9. Seja (X, T) um sistema dinamico linear. Se T satisfaz o Critério de

Caoticidade, entao T € mixing.

Agora vamos a ver um exemplo onde demostraremos que um operador é cadtico utili-

zando o Teorema 3.3.7.

Teorema 3.3.10. Seja By, um deslocamento para trdas com peso em £,,1 < p < oo com

w = (w,), € RT. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) By € cadtico;
(ii) By admite um ponto periddico nao nulo;
(iii) a série il (wy -+~ wy,) " é convergente.
Demonstragao. (1) = (ii) é trivial.
(14) = (7i1): Suponha que (i7) seja verdadeiro e seja x = (x,,) € £, um ponto periédico

nao nulo para By. Seja N > 1 tal que BY(z) = z, e seja também fixado a € N com

z, # 0. Comparando as entradas de z = B%N(z) nas posigoes a e a + kN, encontramos

Ty = Wat1 " * WarkNTatkN (3.6)
o0 oo o0

para todo k > 1. Como z € {,, entdo Y |z;|P < oo, e também > |[xaxn|P < Y |z;]P.
j=1 k=1 j=1

oo
Assim, Y |z44kn|P < 00. Note que

k=1
oo oo
Z |Tarin|’ = Z (|wa+1 i 'waJrkN’_l : ’%Dp (por (3.6))
k=1 k=1
oo
- ‘xa|p ’ Z ’wa-i-l wa+kN|_p
k=1

Dai, e de z, # 0 e w = (wy,), C R, segue que

Z (wa+1 U wa-l—kN)_p < o0.

00
k=1
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Além disso, se k > 1en € [a+ (k—1)N,a+ kN), note que o nimero de termos aqui é

no maximo N (porque a + kN —n < N). Entao

Wni1 - Wapkn < W]

Logo,
p
_ Wyl W _
(wy - wy) " = ( nzl...u(j%]v) (Wag1 -+ Wagkn) "
a
wl| VP _
< <w|1|”012 )p (Wag1 "+ WaskN) P
a

Dai, e de [a+ (k — 1)N,a + kN) ter no méximo N termos, temos

w5

(wl .. .wa)

Z (wy -+ wy) P< N -

n€la+(k—1)N,a+kN)

D (wa—H e wa+kN)_p .

Logo, somando para todos os k > 1 obtemos
_ N|w|¥r & _
Z(wl"'wn)p<& (Wat1 " Wapn) " < 00,

Portanto

(t4i) = (¢): Suponha que (iii) seja verdadeiro. Seja D = coo C ¢p, € seja Sy 0
deslocamento para frente definido em D por Sy (e;) = w;rlleiﬂ . Entao, By 0o Sy = I em
D. Além disso, segue de (iii) que a série »_ S (x) é incondicionalmente convergente para
qualquer = € D. Como B (z) = 0 para n suficientemente grande se x € D, concluimos
que Y Bl (x) é trivialmente incondicionalmente convergente para cada x € D, e portanto

By, satisfaz o Critério de Caoticidade, logo pelo Teorema 3.3.7, By, € cadtico.

Assim como no capitulo anterior, analisamos se as reciprocas das implicagoes dos
critérios eram verdadeiras ou nao, agora vamos a ver que a reciproca do Teorema 3.3.7
nao ¢é verdadeira. De fato, enunciaremos um contraexemplo de operadores cadticos que

nao satisfazem o Critério de Caoticidade.
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Exemplo 3.3.11. Da Observacao 3.2.12, temos que existem operadores cadticos que
nao sao mixing. E utilizando a contra-reciproca do Corolario 3.3.9, tem-se que esses

operadores nao satisfazem o Critério de Caoticidade.
Utilizando um exemplo da secao anterior, podemos também obter o seguinte:

Observacao 3.3.12. Existem operadores mixing que nao satisfazem o Critério
de Caoticidade. De fato, no Exemplo 3.2.10, temos um operador mixing que nao ¢é
caotico, e utilizando a contra-reciproca do Teorema 3.3.7, temos que esse operador nao

satisfaz o Critério de Caoticidade.
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Capitulo 4

Operadores Frequentemente

Hiperciclicos

Lembremos que se temos um sistema dinamico linear (X, T'), pela definigao, T é um
operador hiperciclico, se, e somente se, existe um vetor x € X tal que Orb(7, x) é densa
em X, isto é, que a T-6rbita de x visita cada aberto nao vazio de X. Dali, é natu-
ral nos perguntar, com qual frequéncia a Orb(T,x) visita cada aberto nao vazio de X?
Nesse capitulo vamos introduzir uma nova classe de operadores, os quais sao chamados
de operadores frequentemente hiperciclicos.

Como dissemos na introducgao, apresentaremos neste capitulo o conceito de hiperci-
clicidade frequente e alguns resultados sobre ele. Na primeira secao vamos exibir alguns
resultados de densidade de subconjuntos de N para depois definir o que é um operador
frequentemente hiperciclico. Depois veremos a relacao que ha com o Critério de Hiper-
ciclicidade. E na segunda secao apresentamos o Critério de Hiperciclicidade Frequente
que, como veremos, vai ser uma condicao suficiente para um operador ser frequentemente

hiperciclico.

4.1 Hiperciclicidade Frequente

Assim como definimos os conjuntos N(U, V') e C(U, V), definamos o conjunto

N(z,U):={neNy : T"(z) e U}.
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Note que estudar a frequéncia com que Orb(7, z) visita a cada aberto nao vazio U C X, é
equivalente a estudar quao grande podem ser os conjuntos N(z, U), isto é, vamos “medir”
a “frequéncia” em que os elementos do conjunto N(x,U) aparecem dentro do conjunto

dos nuimeros naturais.

Definigao 4.1.1. A densidade inferior do conjunto A C N ¢é definida por

.. .card(AN[1, N])
dens(A) = hNIrL 1Oréf N :

A densidade superior do conjunto A C N ¢é definida por

S AN[1,N
dens(A) = lim sup card(AN[1, ])
N—oo N

Exemplo 4.1.2. Seja A= {2n: n € N} ={2,4,6,---} C N. Note que

(card(AN[1,N])) vy =(0,1,1,2,2,3,3,4,4,---).

Ou seja,
% , se N é par,
(card(AN[1, N])) ¥, =
% , se N é impar.
d(AN[l,N
Chamemos ay = card( L ]), logo
N
% , se N é par,
anN =
%—ﬁ,seNéimpar.
Assim, para todo N € N,
1 1 < < 1
—-——<ua =,
2 2N~ V=2

Logo,

1—1' ! ! < liminf <l <1
2—1m 5 N < limin aN_lmsupaN_2.

N—o0 N—oo

Isto implica:

. 1
e dens(A) = han}OI})f ay = 5.
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_ 1
e dens(A) = limsupay = —.
N—o00 2

Exemplo 4.1.3. Seja A= {n?: n e N} ={1,4,9,16,---} CN.

card(AN[1, N])
N

Chamemos ay = , logo

Y

N
Crllw
O(ZINJ
©lw
=S
=
)
N~
Il
VR
E
=
~_
8

1
"3

N | —

(@)= = (1

onde |V N | denota o maior inteiro menor ou igual a v/ N.

Assim, para todo N € N, sabemos:

ji_i—\/N—1<aN<ﬂ:L
N N N - N VN
:>L——<CLN<L
VN N ~ VN
= 0=1im (L — i) <liminfay <limsupay < lim (L) =0.
vN N N—oc0 N—soo VN

Portanto,

e dens(A) = li]\rfn infay = 0.
—00

e dens(A) = limsupay = 0.
N—o00

Definigao 4.1.4. Seja (X,T) um sistema dinamico linear. Dizemos que T é chamado

frequentemente hiperciclico se existe algum x € X tal que, para todo subconjunto aberto

nao vazio U C X,

dens (N(z,U)) > 0.

Neste caso, x é chamado de wvetor frequentemente hiperciclico para T. O conjunto dos

vetores frequentemente hiperciclicos para T' é denotado por FHC(T).

Observacgao 4.1.5. Seja A um subconjunto de N. Se (ng),., ¢ a sequéncia crescente de
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inteiros que forma A e ny < Ny < ngyq, entao
AN [1, Nk] = {nl,ng, ce ,nk}.

Logo card (AN [1, Ni|) =k, e assim

k - card (AN [1, Ni]) < ﬁ

Nk+1 Ni g

k
Dai, e como lim inf = liminf , temos que dens(A) = liminf —.
k—o0 Nk41 k—o0 nk+1 k—o0 Nk

Lema 4.1.6. Seja A = (ng)r € N. O conjunto A tem densidade inferior positiva se,

e somente se, a sequéncia (f)k ¢ limitada; isto €, existe uma constante C' > 0 tal que

n, < Ck, para todo k € N.

k
Demonstragao. Da Observacao 4.1.5, temos que dens(A) = lilgn inf —. Por isso, vamos
—00 ’]’I,k

k
provar que liminf — > 0 se, e somente se, a sequéncia (%’C)k ¢ limitada.
k—o0 nk
n n
(<) Se (f) é limitada, entao 34 C' > 0 tal que ?k < C, para todo k € N. Assim,
k

k
(=) Seja L = liminf —. Por hipdtese, L > 0. Pela defini¢ao de limite inferior

k—o0 Nk

k
Ve>0,4dK €N, tal que L —e < —, para todo k£ > K.

N
. . k
Escolha § > 0, tal que g = L — 0 > 0. Entao, existe Ko € Ntal que 0 < L —§ < —,
N
1 1
para todo k > Ky. Logo % < T3 Chamando Cy = T3 > (), temos
N

T < Cy, para todo k > K,.

Agora, para 1 < k < Kj, temos s6 um numero finito de termos da sequéncia (ng)x. Seja

M M
M = max{n; : 1 <k < Ky}. Entéo % < ~ » bara 1 <k < Ky. Como - < M, para
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todo k € N, segue que

ng

- < M, para todo k € {1,2,..., Ky — 1}.
Chamando C' = max{Cy, M}, obtemos

% < C, para todo k € N,

ou seja, <%> ¢ limitado.
k/k

]

Proposigao 4.1.7. Seja (X, T) um sistema dinamico linear. Um vetor x € X € frequen-
temente hiperciclico para T se, e somente se, para todo conjunto aberto nao vazio U C X

eziste uma sequéncia crescente de inteiros (ny), € N e uma constante C' > 0 tais que
T (x) e U e ny <Ck,

para todo k € N.

Demonstracao. O vetor x € X é frequentemente hiperciclico para T' se e somente se para
todo conjunto aberto nao vazio U de X, dens (N(z,U)) = dens{n e N: T"(z) € U} > 0.
Equivalentemente, para todo conjunto aberto nao vazio U de X, existe uma sequéncia
crescente de inteiros (ny), € N tal que 7"+ (z) € U, para todo k € N, com dens ((ng),) >
0.

Dai, pelo Lema 4.1.6, dens (N(z,U)) > 0 se e somente se para todo conjunto aberto
nao vazio U de X existem uma sequéncia crescente de inteiros (n;), € N e uma constante
C > 0 tais que

T (x)eU e ng <Ck,

para todo k € N.
m

Teorema 4.1.8. Seja (X, T) um sistema dinamico linear. Se T é um operador frequen-

temente hiperciclico, entao T € hiperciclico.
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Demonstra¢ao. Vamos a provar que existe z € X tal que a Orb(T,z) é densa em X.
De fato, seja U um aberto nao vazio de X. Como T é um operador frequentemente
hiperciclico, existe um vetor x € X frequentemente hiperciclico e, da Proposicao 4.1.7,

existe uma sequéncia crescente de inteiros (ny), € N e uma constante C tais que
T (z)eU e ny <Ck,

para todo k € N. Como T™(x) € Orb(T, x), segue que Orb(T,xz) N U # (. O

Observacao 4.1.9. A reciproca do teorema anterior nem sempre é verdadeira. De fato,
seja By 0 operador deslocamento para tras com peso em £y com a sequéncia de pesos w,, =
V(n+1)/n. Entdo By, é hiperciclico, mas nao € frequentemente hiperciclico. Nao vamos
apresentar a prova neste trabalho, mas a mesma pode ser encontrada em [4, Example

6.17, p. 143].

Assim como definimos o que é um conjunto espesso (Definigao 3.1.6), vamos definir
conjuntos sindéticos, pois utilizaremos resultados que envolvem essas duas defini¢oes para

demonstrar outro teorema para operadores frequentemente hiperciclicos.

Definicao 4.1.10. Um subconjunto A C N é chamado sindético se existe um nimero

natural N € N tal que, para todo n € N, o intervalo
n,n+ N|:={n,n+1,...,n+ N},
contém pelo menos um elemento de A, ou seja,
VneN, [n,n+ NJNA#D.

Observagao 4.1.11. Pela defini¢ao anterior, como [n,n+ N|JNA # (), temos [n,n+N| €
AL 1ogo
dNEeN, talqueVneN, [n,n+ N] SZAE.

Dai, podemos definir equivalentemente que um conjunto é sindético se o seu complemento
nao contiver intervalos arbitrariamente grandes (ou seja, um conjunto é sindético se o seu

complemento nao é espesso).
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Com essa ultima observacao, vamos provar que existe uma “dualidade” entre os conjun-
tos espessos e conjuntos sindéticos: um conjunto é espesso se, e somente se, ele intersecta
todo conjunto sindético; e um conjunto é sindético se, e somente se, ele intersecta todo
conjunto espesso.

Vamos provar a segunda equivaléncia, pois a outra segue de maneira analoga.

Lema 4.1.12. Seja A C N. O conjunto A € sindético se e somente se para todo conjunto

espesso T C N, ANT # (.

Demonstra¢ao. (=) Seja T' € N um conjunto espesso. Pela defini¢ao, ele contém in-
tervalos arbitrariamente grandes, isto é, para cada M € N, existe m € N tal que
[m,m + M| C T. Como, por hipdtese A é sindético, existe N € N tal que, para todo
n € N, temos [n,n + N]N A # 0. Tomando M = N, segue que existe m € N tal que
[m,m 4+ N] C T e também [m,m + N]N A # (). Dal

ANT D AN[m,m+ N]#0.

(<) Suponhamos que A nao é sindético. Entao, por defini¢ao, para todo N € N, existe

um intervalo Iy = [ny,ny + N] C N tal que Iy N A = (). Definimos o conjunto

T := U[N.

NeN

Como os conjuntos [y sao intervalos de comprimentos crescentes (a medida que N cresce) e
os Iy nao intersectam A, segue que 1" é espesso (porque contém intervalos arbitrariamente

grandes), mas TN A = (), o que contradiz a hipdtese.

Lema 4.1.13. Seja A C N sindético. Se A C B, entdo B € sindético.

Demonstrag¢ao. Seja T um conjunto espesso. Como A é sindético, segue do Lema 4.1.12
que ANT # (). E de A C B, temos que BNT # (. Aplicando novamente o Lema 4.1.12,

concluimos que B ¢ sindético.
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Lema 4.1.14. Seja A C N um conjunto de densidade inferior positiva. Entdo o conjunto

das diferencas A — A ={n—m;n,m € A, n > m} € sindético.
Demonstragao. Veja [12, Theorem 9.7, p. 241]. ]

Teorema 4.1.15. Seja (X, T) um sistema dinamico linear. Se T' € um operador frequen-

temente hiperciclico, entao T' € fracamente mizing.

Demonstracdao. Para mostrar que 7' é fracamente mixing, mostraremos que 7' satisfaz a
Condigao dos Trés Conjuntos Abertos (Teorema 3.1.9). Sejam U, V' subconjuntos abertos
nao vazios de X, e seja W uma vizinhanca da origem. Primeiramente, como 7" é um
operador frequentemente hiperciclico, segue do Teorema 4.1.8 que 7' ¢ hiperciclico e,
portanto, topologicamente transitivo. Dai existe algum ny > 0 tal que 7™ (U) N W # &.
Pela continuidade de 77|y, existe um subconjunto aberto nao vazio Uy de U tal que
T™ (Up) C W. Agora, seja x um vetor frequentemente hiperciclico arbitrario para T.

Entao, existe um conjunto A C N de densidade inferior positiva tal que

T"x € Uy para todon € A.

Para m,n € A, com m > n, temos entao que

Trotm=n (Trg) = T (T™z) € W.

Portanto,

no+ (A—A) CN(Uy, W) CN(U,W).

Pelo Lema 4.1.14, temos que (A — A) é sindético, logo é claro que ng+ (A — A) é sindético.
Dai, pelo Lema 4.1.13, tem-se que N (U, W) é sindético.

Em segundo lugar, pelo Lema 3.1.8, temos que N(W,V) é espesso. Assim, como
N(U, W) é sindético e N(W, V') é espesso, o Lema 4.1.12 implica que N(U, W)NN(W, V') #

(). Assim, pelo Teorema 3.1.9, T é fracamente mixing. O]

A reciproca do teorema anterior anterior nem sempre é verdadeira. De fato, no Co-
rolario 4.2.9 veremos que existe um operador fracamente mixing, que nao é frequentemente

hiperciclico.
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4.2 Critério de Hiperciclicidade Frequente

Similarmente aos capitulos 2 e 3, agora vamos estudar o Critério de Hiperciclicidade
Frequente. Esse critério também fornece uma condicao suficiente para determinar se um
operador é frequentemente hiperciclico. Mas, antes de enuncid-lo, vamos precisar dos

lemas a seguir.

Lema 4.2.1. Seja (X, d) um espago de Fréchet, onde d é a métrica que induz a topologia

de X, a qual é invariante sob translagoes, isto €,
d(x+ z,y+ 2) =d(x,y) para todos z,y,z € X.

o0
Se uma série Yy xy € absolutamente convergente, ou seja,
k=1

Z d(xy,0) < 00,

0o
k=1

entdo a série Y xy converge em X.

n

Demonstracao. Seja s, = > ) a sequéncia das somas parciais. Queremos provar que
k=1

(Sn)n converge em (X, d). Para isso, basta mostrar que (s,), é uma sequéncia de Cauchy,

pois X é completo. Sejam m > n. Como d é invariante sob translagoes, temos

d(Sm, Sn) = d (Zxk,Zxk> =d ( Z l‘k,O) .
k=1 k=1 k=n+1
Fazendo andlogo ao que foi feito em (3.4), obtemos

o0
Como > d(xy,0) < 0o, a sequéncia de suas somas parciais ¢ de Cauchy em R. Assim,
k=1

dado ¢ > 0, existe N € N tal que, para todos m >n > N,

D d(w,0) =) d(a,0) = Y d(x,0) <e
k=n+1 k=1 k=1



Portanto, d(s,,, s,) < € para todos m > n > N, o que mostra que (s,), ¢ uma sequéncia
de Cauchy. Como X é completo, a sequéncia (s, ), converge, e assim a série » _ x converge
em X.

]

Lema 4.2.2. Seja (Np)p uma sequéncia qualquer de numeros reais positivos. Entao, é
possivel encontrar uma sequéncia (Np)p de subconjuntos disjuntos dois a dois de N tal

que:
(1) Cada conjunto N, possui densidade inferior positiva;

(2) minN, > N,, e |n —m| > N, + N, sempre que n # m e (n,m) € N, x N,.

Demonstragao. Veja [4, Lemma 6.19, p. 143].
O

Definigao 4.2.3 (Critério de Hiperciclicidade Frequente). Seja (X, T') um sistema dinadmico
linear. Dizemos que T satisfaz o Critério de Hiperciclicidade Frequente, se existem um

conjunto denso D C X e uma aplicagao S : D — D tais que:
(i) DT™(x) e > S™(x) sado incondicionalmente convergentes, para cada x € D,

(ii) 7S =1 em D.

Note que o Critério de Hiperciclicidade Frequente é exatamente o mesmo que o Critério

de Caoticidade declarado no capitulo anterior.

Teorema 4.2.4. Seja (X,T) um sistema dinamico linear. Se T satisfaz o Critério de

Hiperciclicidade Frequente, entao T é um operador frequentemente hiperciclico.

Demonstra¢ao. Como X é um espaco de Fréchet, existe uma métrica (completa) inva-
riante sob traslagoes que gera a topologia de X, chamemos d a dita métrica. Por con-
veniéncia, escreveremos ||z|| em vez de d(z,0).

Suponha que T satisfaz o Critério de Hiperciclicidade Frequente, logo satisfaz as condigoes
da Definicao 4.2.3. Como X é separavel, pela Proposicao 1.1.35, podemos supor que o

. 3 7 A . o0 4
conjunto denso D é enumerdvel, e 0 enumeramos como uma sequeéncia (xp)pzl. Além
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disso, seja (6p);°:1 uma sequéncia de nimeros positivos a ser escolhida posteriormente,
com i g, < 00. Pelo item (i) do Critério de Hiperciclicidade Frequente, > 7" (x) e
> S"p(jcl) sao incondicionalmente convergentes, para cada x € D. Dai, para cada p € N,
tem-se que Y T"(z,) e > S™(z,) sao incondicionalmente convergentes. E pelo Teo-
rema 3.3.2 (caracterizagdo (iv) de séries incondicionalmente convergentes), temos que
para cada p € N, como %p > 0, existe M; € N tal que para qualquer conjunto finito

F C {M}},M; +1, M; +2,...}, temos

Z T"(xp)

neF

€p
< —.
2

E também existe Mﬁ € N tal que, para qualquer conjunto finito F' C {MpQ, Mz +1, Mg +
2,...}, temos

Z S™(zp)

neF

€p
< —=.
2

Seja. M, = max{M,, M}, entdao para qualquer conjunto finito F' C {M,, M, + 1, M, +
2,...} tem-se que I C {MJ, M) +1,M] +2,...}, para j € {1,2}, e portanto

&p €
<24 P=g,

* 2 2

Z " (p)

neF

Z S" (@)

neF

Logo, se p € N, entao para cada ¢ < p,7 € N, existe M; tal que, para qualquer conjunto

finito F* C {M;, M; + 1, M; + 2,...}, temos

> T ()

ner

+

> 5" (@)

ner

< &p. (4.1)

Escolha N, = max{Mj, M, ..., M;}. Note que {N,, N, +1,N, +2,...} C {M;,M; +

1, M; +2,...}, para todo i < p. Dai, e de (4.1), para qualquer inteiro p > 1, pode-se

encontrar um inteiro positivo N, tal que, para qualquer conjunto finito F° C {N,, N,, +
1,N,+2,...}, tem-se
ZT" ()| + Z S"™ (z;)]| < e, paratodo i < p. (4.2)
nel ner
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Seja (Np)pGN a sequencia de subconjuntos disjuntos dois a dois de N obtida aplicando
o Lema 4.2.2 a sequéncia (Np)p C N. O vetor frequentemente hiperciclico que estamos

procurando é definido por

oo

Primeiramente, vejamos que x estd bem definido. De fato, como ) S"(z,) é incondici-
n=1

onalmente convergente para todo p € N, do Lema 3.3.3 temos que, para cada p € N, a

subsérie Y S™(x,) é convergente. E também, como minN, > N, (por (2) do Lema
neNy

4.2.2) segue que N, C {N,, N, +1,...}. Se escrevemos N, como uma sequéncia crescente

de inteiros positivos, ou seja, N, = (n,),, entao

k

lim Y 5™ () = Y " (x) € X

k—o00
r=1 neNy

Logo,
k

Il

Q.
R

Te

gE
1§ >

n

E

s

N

o
~__

k—o00

k
= lim d (Z S (xp) ,O) (pelo Lema 3.3.5)

r=1
k

Z S ()

r=1

= lim
k—o0

Veja que para todo k € N, {ny,ng,...,ng} C N, C{N,, N,+1,...} e, portanto, segue de

(4.2) que
k

> 5 (3,)|| < g
r=1
Assim,
k
Z S" ()| = klggo ;Snr (wp)|| < klgrologp'

neNy
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Desse modo,

Z 5" ()| < &p (4.3)

neNy
e, portanto,
o
2] PORACS [ SR
p=1 ||neN,
o0 o
Logo >, > S™(z,) ¢ absolutamente convergente e, pelo Lema 4.2.1, segue que >, > 5™ (x,)
p=1neN, p=1neN,

converge, ou seja, r € X.

Agora, fixemos p € Nen € N,. Entao

T (z) —x, =1T" Z Z ST (zg) | —xp

g=1 meN,
oo
— mn m . mn 2 ’ ;.
= 5 g T (S™ (24)) — xp, (pois T™ é continua e as séries convergem)
q=1 meN,

o0

= Z " (S™(x,)) Z T (S™(x,)) | + Z T (5™(2p)) — p.

g=1 \ meN, meN, meN,
q#p m>n m<n

Como (N,), é uma sequéncia de conjuntos disjuntos dois a dois, segue que ¢ # p implica

n ¢ N,. Por isso, acima, nao temos o caso de > T" (5™ (z,)).

meN,
m=n

Também temos que

S TS () = 30 TS ) + S TS ) + Y T (S ()

meN) meN), meN) meN)y

m>n m<n m=n

= 3 TS @)+ Y TS (@) + T (S (wy)
meNy meN,
m>n m<n

= Z T (S™(xp)) Z T (S™(xp)) + xp
meN), meN)
m>n m<n

e a tultima igualdade ¢é vélida pois T'S = [ em D, devido ao item (ii) do Critério de
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Hiperciclicidade Frequente. Dai,

o0

T"(z) — xp = Z Z T (5™(zq)) + Z T (5™(zq))

g=1 \ meN, meN,
m>n m<n

e utilizando novamente o item (ii) do Critério de Hiperciclicidade Frequente, tem-se

T (x) — xp = Z Z S (xg) + Z T ™ ()
g=1 \ meNy meN,

m>n m<n

Como z estd bem definido, sabemos que 7" (z) — z, € X e, desse modo,

[e.o]

T"(z) — @ = Z Z S" M) | + Z Z ™" (zq)

g=1 \ meN, g=1 \ meN,
m>n m<n

Isto implica

1T™(z) — @[l = Z Z S (xg) | + Z Z ™" (zq)

g=1 \ meN, g=1 \ meN,
m>n m<n
o] o)
SIS |+ | 2 T )
g=1 \ meNy g=1 \ meNy
m>n m<n
[e%¢) [oe]
=SB DI BB DIF Sl (*)
q=1 ||meNy g=1 ||[meN,
m>n m<n

Avaliamos a primeira soma de (*) decompondo-a como

[e’e] P )
ST s @) =D Y s @) |+ D0 | DD S ()| (4.4)
q=1 %6;1; q=1 w;gl\k g=p+1 n;le;llq

Devido a (2) do Lema 4.2.2, como n € N,,, sabemos que m —n > max (N, IV,) sempre
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que m € Ny, e m > n. Pela escolha da sequéncia (Nq)q, podemos formar subconjuntos
finitos ¥ C {m € N, : m > n}, talque F C {m —nm—-—n+1m-n+2,...} C
{N,,N,+1,N,+2,...}.

Note que na primeira parte da soma de (4.4) temos que ¢ < p; logo por (4.2), segue

que para qualquer conjunto finito ' C {N,, N, +1, N, +2,...} tem-se

Z S™ (z,)|| < e, paratodo g < p.

meF

Fazendo andlogo a como chegamos a (4.3), temos que para cada g < p,

Z ST (xg)|| < €p.

meNy
m>n

E na segunda parte da soma de (4.4), para cada ¢ > p + 1, também fazendo andlogo a

como chegamos a (4.3), tem-se

S5 ()| <<

meN,
m>n

Dai
oo
3| DOEEIE B 9l DRETSIES) [ S b Siciay®
g=1 ||meN, g=1 ||meN, g=p+1 ||meN,
m>n m>n m>n
p oo
<Y e Y g
q=1 q=p+1
o
=pep, + Z Eq-
q=p+1
oo
Chamando o, :=pe, + > &4, temos que
q=p+1

Z Zsm" ()] < ap.

meNy
m>n
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Avaliando a segunda soma de (*) da mesma forma, concluimos que

Z ZT"m ()| < .
—1

meNy
m<n

Portanto
|T"(z) — 2| <2, < 3a, = T"(x) € B(xp,30,) = n € N(x, B(z,,3q;)),
para cada p € N e todo n € N,,. Assim, provamos que
N, € N (z, B (zp,3ap)) ,

para cada p € N. Por (1) do Lema 4.2.2, para cada p € N, N, tem densidade inferior
positiva e, como N, C N (z, B (z,, 3a,)), segue que cada conjunto N (z, B (x,, 3¢,)) tem

densidade inferior positiva.

Finalmente, seja U um aberto nao vazio de X. Temos que provar que N(z,U) = {n €
N: T"(x) € U} tem densidade inferior positiva. De fato, existem y € U e § > 0 tais
que B(y,0) € U. Vamos escolher a sequéncia (g,), do inicio da demostragdo como uma

)
sequencia tal que pe, — 0, e dai, temos que o, — 0. Como 6 > 0, deve existir py € N tal

) _ )
que o, < 5’ para todo p > py. Entao 3¢y, < 5 bara todo p > py.
E também, pela Proposi¢ao 1.1.34, tem-se que {x,,, Zpy+1,...} ¢ denso em X. Como

J

)
B(y, 5) é um aberto nao vazio de X, da densidade, existe L > p, tal que zj, € B(y, 5),

)
isto é, d(zp,y) < 3 Assim,
n € N (x,B (zr,3ar)) = T"(x) € B(xp,3ar) = d(T"(x),z1) < 3ar.

) )
E como L > pg, temos que 3o, < Y logo d (T"(x),z1) < o Assim,

d(T"(x),y) < d(T"(x), 1) + d(xL,y)
8L 0
RERE
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Ou seja,

T"(x) € B(y,9).

Como B (y,d) C U, obtemos

T"(z) e U =neN(z,U).

Entao,

N (z, B (zr,3ar)) € N(z,U).

E como N (z, B (zp,3ar)) tem densidade inferior positiva, temos por fim que N(z,U)
tem densidade inferior positiva. Isso mostra que x é um vetor frequentemente hiperciclico

para T e, portanto, T é um operador frequentemente hiperciclico.

]

Corolario 4.2.5. Os operadores deslocamentos para trds com peso By, em £,,1 < p < 00

com w = (w,), CN, tais que a série > (wy---w,) " € convergente, sao frequentemente

n>1
hiperciclicos.
Demonstracao. Segue do Teorema 3.3.10 que os operadores da hipdtese satisfazem o

Critério de Caoticidade e, como o Critério de Hiperciclicidade Frequente é o mesmo que

o Critério de Caoticidade, segue o resultado.

]

Agora veremos que a reciproca do Teorema 4.2.4 nao é sempre verdadeira. De fato,
existem operadores frequentemente hiperciclicos que nao satisfazem o Critério de Hiper-

ciclicidade Frequente. Para ver isso, primeiro vamos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.2.6. Eziste um operador em um espaco de Hilbert que € frequentemente hi-

perciclico, mas nao € caotico.

Demonstragao. Veja [4, Theorem 6.41, p. 156].
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Observacao 4.2.7. Do teorema anterior temos que existe um operador frequente-
mente hiperciclico que nao é caotico. Entao pela contra-reciproca do Teorema 3.3.7,
temos que esse operador nao satisfaz o Critério de Caoticidade. Dai, como o Critério
de Hiperciclicidade Frequente é o mesmo que o Critério de Caoticidade, temos que esse

operador nao satisfaz o Critério de Hiperciclicidade Frequente.

Assim como existem operadores frequentemente hiperciclicos que nao sao cadticos
(Teorema 4.2.6), também existem operadores cadticos que nao sao frequentemente hi-

perciclicos, como veremos no seguinte resultado.

Teorema 4.2.8. Fxiste um operador cactico T em {, que nao € frequentemente hi-

perciclico.

Demonstragao. Veja [18, Theorem 1.2, p. 3.
]

Corolario 4.2.9. Frxiste um operador fracamente mixing T em (; que nao € fre-

quentemente hiperciclico.

Demonstracao. Seja o mesmo operador cadtico T" em ¢; do teorema anterior. Do Teorema
3.2.7, segue que T é fracamente mixing. Além, também do teorema anterior, esse operador

nao é frequentemente hiperciclico.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

Finalizamos este texto com um diagrama que resume a maneira que os diversos concei-
tos e critérios da dinamica linear, apresentados no decorrer deste trabalho, se relacionam.
Descrevemos também onde podem ser encontradas as demonstragoes das implicagoes des-
critas nas setas do diagrama e os contraexemplos dos casos em que nao sao validas as
reciprocas.

Esperamos que a consolidacao destes resultados em um texto detalhado e especifico
para este fim (de explorar critérios da dinamica linear e as respectivas propriedades) possa

ser 1til para novos estudantes e pesquisadores interessados em iniciar seus estudos nessa

area.
Critério de Hiperciclicidade Frequente
1) (2)\3”\
Frequentemente Hiperciclico Cadtico Mixing
) 5) <6/ ®)
R (9) - L -
Hiperciclico Fracamente Mixing Critério de Kitai
(10) 11) \“2)\ :
(14) L .
Critério de Hiperciclicidade Critério de Gethner-Shapiro



(1) Critério de Hiperciclicidade Frequente = Frequentemente Hiperciclico:
A implicagao foi provada no Teorema 4.2.4 e um contraexemplo para a reciproca foi exi-

bido na Observacao 4.2.7.

(2) Critério de Hiperciclicidade Frequente = Cadtico: A implicacao foi pro-
vada no Teorema 3.3.7 e um contraexemplo para a reciproca foi exibido no Exemplo 3.3.11
(lembre-se que o Critério de Hiperciclicidade Frequente é o mesmo que o Critério de Ca-

oticidade).

(3) Critério de Hiperciclicidade Frequente = Mixing: A implicagao foi pro-
vada no Corolario 3.3.9 e um contraexemplo para a reciproca foi exibido na Observacao
3.3.12 (lembre-se que o Critério de Hiperciclicidade Frequente é o mesmo que o Critério

de Caoticidade).

(4) Frequentemente Hiperciclico = Hiperciclico: A implicagao foi provada no

Teorema 4.1.8 e um contraexemplo para a reciproca foi exibido na Observagao 4.1.9.
(5) Frequentemente Hiperciclico = Fracamente Mixing: A implicacao foi pro-
vada no Teorema 4.1.15 e um contraexemplo para a reciproca foi exibido no Corolario

4.2.9.

(6) Cadtico = Fracamente Mixing: A implicacdo foi provada no Teorema 3.2.7 e

um contraexemplo para a reciproca foi exibido na Observacao 3.2.11.

(7) Mixing = Fracamente Mixing: A implicagao foi provada na Proposi¢ao 2.1.8

e um contraexemplo para a reciproca foi exibido na Observacao 2.2.9.

(8) Critério de Kitai = Mixing: A implicacao foi provada no Teorema 2.2.2 e um

contraexemplo para a reciproca foi exibido no Teorema 2.2.4.
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(9) Fracamente Mixing = Hiperciclico: A implicagao foi provada na Proposigao
2.1.9 e um contraexemplo para a reciproca foi exibido no Teorema 2.2.17 (lembre-se que
pelo Teorema da Transitividade de Birkhoff, topologicamente transitivo é equivalente a

Hiperciclico nos espacos de Fréchet).

(10) Critério de Hiperciclicidade = Hiperciclico: A implicacao foi provada no

Teorema 2.2.11 e um contraexemplo para a reciproca foi exibido no Corolério 2.2.18.

(11) Fracamente Mixing <= Critério de Hiperciclicidade: A equivaléncia foi

provada no Teorema 2.2.15.

(12) Fracamente Mixing <= Critério de Gethner-Shapiro: A equivaléncia se-

gue do Corolério 2.2.20. Mas a implicagao de volta também foi provada no Teorema 2.2.7.

(13) Critério de Kitai = Critério de Gethner-Shapiro: A implicacdo segue da

Observagao 2.2.6 e um contraexemplo para a reciproca foi exibido no Exemplo 2.2.8.

(14) Critério de Hiperciclicidade <= Critério de Gethner-Shapiro: A equi-

valéncia segue do Teorema 2.2.19.
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