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FIGUEROA RURUSH J. M.. Alguns critérios de caoticidade de operadores em espaços

de Fréchet. 2025. 90 p. Dissertação de Mestrado, Universidade Federal de Uberlândia,
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Resumo

Nessa dissertação, estudamos algumas propriedades dinâmicas de operadores lineares

cont́ınuos definidos em espaços de Fréchet, com foco nos conceitos de hiperciclicidade,

caoticidade e hiperciclicidade frequente. Estudaremos condições e resultados importantes

que caracterizam os operadores hiperćıclicos, caóticos e frequentemente hiperćıclicos, e

exploraremos os Critérios de Hiperciclicidade, Kitai, Gethner-Shapiro, Caoticidade e de

Hiperciclicidade Frequente. Estudaremos a relação que estes critérios possuem com outras

noções de caos, em especial a transitividade topológica, e as noções de mixing e fracamente

mixing. Além disso, apresentaremos exemplos, em cada um dos casos, para atestar que

tais critérios fornecem condições suficientes, mas não necessárias para determinar cada

uma destas noções.

Palavras-chave: Espaços de Fréchet, Critérios de Hiperciclicidade, operadores caóticos,

operadores frequentemente hiperćıclicos, operadores fracamente mixing, Dinâmica Linear.

viii



FIGUEROA RURUSH J. M.. Some criteria of chaoticity of operators on Fréchet spaces.
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Abstract

In this work, we study some dynamical properties of continuous linear operators on Fréchet

spaces, focusing on the concepts of hypercyclicity, chaoticity, and frequent hypercyclicity.

We study important conditions and results that characterize hypercyclic operators, cha-

otic operators, and frequently hypercyclic operators, and we explore the Hypercyclicity

Criterion, Kitai Criterion, Gethner–Shapiro Criterion, Chaoticity Criterion, and the Fre-

quent Hypercyclicity Criterion. We study the relationship that these criteria have with

other notions of chaos, especially topological transitivity, as well as the notions of mixing

and weakly mixing. Furthermore, we present examples, in each one of these cases, to

show that such criteria provide sufficient, but not necessary, conditions for determining

each of these notions.

Keywords : Fréchet Spaces, Hypercyclicity Criteria, chaotic operators, frequently hypercy-

clic operators, weakly mixing operators, Linear Dynamics.
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Introdução

A teoria dos Sistemas Dinâmicos é uma área da matemática que busca compreender como

certos sistemas evoluem com o passar do tempo. De maneira geral, os estados posśıveis

de um sistema são representados pelos elementos de um dado conjunto X, e a evolução

do sistema é descrita por uma função T : X → X. Assim, dado um estado inicial x0 ∈ X,

os estados seguintes são obtidos por meio da aplicação repetida de T , formando uma

sequência (xn)n definida por xn+1 = T (xn), para cada n ∈ N0.

A análise do comportamento desses sistemas pode ser feita sob diferentes perspectivas.

Do ponto de vista topológico, o conjunto X é dotado de uma topologia, e a função T é

considerada cont́ınua. Já na perspectiva probabiĺıstica, X é equipado com uma estrutura

de medida, como uma σ-álgebra, e T é assumida como mensurável.

A Dinâmica Linear é uma área mais recente de pesquisa em Matemática, que surgiu

como uma intersecção entre a Análise Funcional e a Dinâmica Topológica. Tal área tem

como principal objetivo o estudo do comportamento de operadores lineares e cont́ınuos

definidos em espaços vetoriais topológicos, principalmente espaços de Fréchet, espaços de

Banach e espaços de Hilbert. Os livros de Bayart e Matheron [4] e de Grosse-Erdmann

e Peris [12], publicados por volta de 2010, fornecem amplo panorama da área, além de

vasta bibliografia.

De acordo com uma visão amplamente aceita, o caos está intimamente ligado à não li-

nearidade. Costuma-se considerar evidente que um sistema linear se comporta de maneira

previśıvel. No entanto, já em 1929, G.D. Birkhoff obteve um exemplo de um operador

linear que possui um ingrediente importante do caos: a existência de uma órbita densa
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(veja [7]). Mais tarde, G.R. MacLane, em 1952, encontrou o mesmo fenômeno para o

operador de derivação (veja [16]). E. S. Rolewicz, em 1969, mostrou que não apenas

shifts não lineares, mas também os shifts lineares podem ter órbitas densas (veja [21]).

Motivados por esses exemplos esporádicos, pesquisadores como C. Kitai, em sua tese de

doutorado (veja [14]), G. Godefroy, J. H. Shapiro, K.-G. Grosse-Erdmann, F. Bayart,

É. Matheron, A. Peris, entre outros, começaram a estudar as propriedades dinâmicas de

operadores lineares gerais. Os operadores com uma órbita densa passaram a ser chama-

dos de hiperćıclicos, mais precisamente um operador linear cont́ınuo T sobre um espaço

vetorial topológico X é dito hiperćıclico se existir um vetor x ∈ X tal que a órbita

Orb(T, x) = {x, T (x), T 2(x), T 3(x), . . .} seja densa em X.

A hiperciclicidade está intimamente relacionada à transitividade topológica, e ambas

possuem motivações no estudo de sistemas dinâmicos. O aprofundamento desse tema

levou ao surgimento de propriedades mais fortes, como a caoticidade (no sentido de Deva-

ney), que exige, além da densidade da órbita, a existência de um conjunto denso de pontos

periódicos do espaço. Ainda mais refinado é o conceito de hiperciclicidade frequente, intro-

duzido por Bayart e Grivaux, em 2006, o qual impõe condições sobre a “frequência”com

que a órbita de um vetor visita conjuntos abertos não vazios (veja [3]). É sabido que

estas noções jamais ocorrem quando o espaço X tem dimensão finita (veja [4, Proposição

1.1]), dáı a importância da Análise Funcional para explorar essas noções, já que os objetos

adequados no estudo serão operadores lineares cont́ınuos definidos em espaços vetoriais

topológicos de dimensão infinita.

O presente trabalho tem como propósito oferecer uma apresentação desses conceitos,

estruturando-se da seguinte maneira:

No Caṕıtulo 1, são introduzidos os conceitos e resultados preliminares de espaços

topológicos, espaços normados, espaços vetoriais topológicos e Análise Funcional, forne-

cendo as ferramentas necessárias para o desenvolvimento teórico dos caṕıtulos seguintes.

Neste caṕıtulo também se fixa a maioria das notações adotadas ao longo do texto.

No Caṕıtulo 2, abordamos destacadamente as definições de operadores hiperćıclicos,

operadores mixing, fracamente mixing, e a noção de transitividade topológica. Apresenta-

se o importante Critério de Hiperciclicidade (originalmente proposto por Kitai em 1982),

além de sua equivalência com a noção de fracamente mixing.
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O Caṕıtulo 3 é dedicado à caoticidade no contexto linear. Introduzimos a Condição

dos Três Conjuntos Abertos, um critério essencial para caracterizar operadores mixing, e,

a partir disso, exploramos o Critério de Caoticidade, que estabelece condições suficientes

para que um operador seja caótico no sentido de Devaney.

Por fim, no Caṕıtulo 4, apresentamos a teoria da hiperciclicidade frequente. São explo-

radas definições de densidade superior e inferior para subconjuntos de N, culminando na

formulação do Critério de Hiperciclicidade Frequente, que permite identificar operadores

com comportamento dinâmico ainda mais rico.

A motivação deste estudo reside tanto no interesse teórico da estrutura e comporta-

mento de operadores lineares quanto nas posśıveis aplicações da dinâmica linear em con-

textos mais amplos, como sistemas diferenciais lineares, teoria espectral e até mesmo em

questões ligadas à modelagem de fenômenos f́ısicos com estrutura linear. Assim, espera-se

que este texto sirva de aux́ılio, em português, para outros estudantes e pesquisadores que

desejem estudar em detalhes os principais conceitos e resultados mencionados anterior-

mente e auxilie também na consolidação da teoria junto a outros grupos de pesquisa e no

interesse por novas investigações dentro da teoria da Dinâmica Linear.

Juan Manuel Figueroa Rurush

Uberlândia-MG, 30 de julho de 2025.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Espaços Topológicos

Nessa seção estudaremos alguns resultados básicos de espaços métricos e espaços to-

pológicos, os quais vão ajudar a entender os conceitos de convergência e continuidade nos

espaços que vamos a ver mais diante neste texto.

Definição 1.1.1. Uma métrica no conjunto M é uma função

d : M ×M −→ R,

que satisfaz as seguintes condições:

(i) d(x, y) ≥ 0 para todos x, y ∈ M e d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,

(ii) d(x, y) = d(y, x) para todos x, y ∈ M ,

(iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) para todos x, y, z ∈ M .

O par (M, d) é chamado de espaço métrico. Se nenhuma confusão surgir, denotaremos o

espaço métrico apenas por M .

Definição 1.1.2. Sejam (M, d) um espaço métrico, a ∈ M e r > 0. Definimos:

B(a; r) = {x ∈ M : d(x, a) < r} = bola aberta de centro a e raio r,

B[a; r] = {x ∈ M : d(x, a) ≤ r} = bola fechada de centro a e raio r.
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Dizemos que um subconjunto A do espaço métrico M é aberto se para todo a ∈ A

existe r > 0 tal que B(a; r) ⊆ A. E dizemos que um subconjunto F de M é fechado se

F ∁ = M − F é aberto.

Definição 1.1.3. Seja (M, d) um espaço métrico. Uma sequência (xn)
∞
n=1 ⊆ M converge

para x ∈ M se, para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que,

n ≥ n0 =⇒ d (xn, x) < ε, isto é : lim
n→∞

d (xn, x) = 0.

Neste caso dizemos que x é um limite de (xn), e denotamos por xn → x ou x = lim
n→∞

xn =

lim
n

xn.

A sequência (xn)
∞
n=1 é dita convergente se existe x ∈ M tal que xn → x. Caso contrário

a sequência é dita divergente.

Definição 1.1.4. Seja (M, d) um espaço métrico. Uma sequência (xn)
∞
n=1 é uma sequência

de Cauchy se para todo ϵ > 0 existe n0 ∈ N tal que,

d (xm, xn) < ϵ sempre que m,n ≥ n0, isto é : lim
m,n→∞

d (xm, xn) = 0.

Segue imediatamente da definição que toda sequência convergente num espaço métrico

(M, d) é de Cauchy: de fato, se xn −→ x ∈ M , então

0 ≤ d (xm, xn) ≤ d (xm, x) + d (xn, x)
m,n→∞−−−−→ 0 + 0 = 0.

Logo, (xn)
∞
n=1 é de Cauchy.

Definição 1.1.5. Um espaço métrico M é completo se toda sequência de Cauchy em M

convergir em M .

Definição 1.1.6. Uma topologia em um conjunto X é uma coleção τ de subconjuntos de

X que satisfaz as seguintes condições:

(a) X ∈ τ, ∅ ∈ τ .

(b) Se Ai ∈ τ para todo i ∈ I, então
⋃
i∈I

Ai ∈ τ .
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(c) Se Aj ∈ τ para todo j = 1, . . . , n, então
n⋂

i=1

Ai ∈ τ .

Cada elemento de τ é chamado de conjunto aberto e o par (X, τ) é chamado de espaço

topológico. Às vezes somente escreveremos o espaço topológico X, em vez de (X, τ), se

nenhuma confusão surgir.

Observação 1.1.7. Note que todo espaço métrico é um espaço topológico (veja [15,

Proposição 2, p. 68]). A topologia é chamada de topologia da métrica, onde os abertos

da topologia são os conjuntos abertos do espaço métrico.

Definição 1.1.8. Um subconjunto F de um espaço topológico X é fechado se F ∁ = X−F

é aberto.

Definição 1.1.9. Para um subconjunto A de um espaço topológicoX, definimos o interior

de A em X por:
⋃

{B ⊆ X : B é aberto e B ⊆ A}.

Denotaremos o interior de A em X por int(A) ou A◦.

Por ser uma união de abertos, dos axiomas de topologia segue que int(A) é aberto.

O resultado a seguir segue imediatamente das Leis de De Morgan:

Proposição 1.1.10. Seja (X, τ) um espaço topológico.

(a) ∅ e X são conjuntos fechados.

(b) Se n ∈ N e F1, . . . , Fn são fechados, então
n⋃

j=1

Fj é fechado.

(c) Se Fi é fechado para todo i ∈ I, então
⋂
i∈I

Fi é fechado.

Proposição 1.1.11 (Topologia de subespaço). Sejam (X, τ) um espaço topológico e Y

um subconjunto de X. A coleção

τY = {A ∩ Y : A ∈ τ}

é uma topologia em Y , chamada de topologia de subespaço ou topologia em Y induzida

pela topologia de X.
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Demonstração. Temos que ∅ = ∅ ∩ Y =⇒ ∅ ∈ τY , Y = X ∩ Y =⇒ Y ∈ τY . Agora,

(Bi)i∈I ⊆ τY =⇒ para todo i ∈ I existe Ai ∈ τ tal que Bi = Ai ∩ Y

=⇒
⋃

i∈I

Bi =
⋃

i∈I

(Ai ∩ Y ) =

(
⋃

i∈I

Ai

)
∩ Y ∈ τY

pois
⋃

i∈I Ai ∈ τ . O caso da interseção é análogo.

Isso prova que τY é topologia em Y .

Definição 1.1.12. Para um subconjunto A de um espaço topológico X, definimos o fecho

de A em X por:
⋂

{F ⊆ X : F é fechado e A ⊆ F}.

Denotaremos o fecho de A em X por A.

Por ser uma interseção de fechados, segue que A é fechado.

Definição 1.1.13. Seja x um elemento do espaço topológico X. Dizemos que um sub-

conjunto U de X é uma vizinhança de x se x ∈ int(U), isto é, se existe um aberto A tal

que x ∈ A ⊆ U .

Denotamos por Ux a coleção de todas as vizinhanças de x.

Definição 1.1.14. Seja x um elemento do espaço topológicoX. Dizemos que uma coleção

Bx de vizinhanças de x é uma base de vizinhanças de x se para toda vizinhança U de x

existe uma vizinhança V ∈ Bx tal que V ⊆ U .

Proposição 1.1.15. Seja X um espaço topológico não vazio, seja A ⊂ X, e seja Bx uma

base de vizinhanças de x, para cada x ∈ X. Então:

(a) A é aberto se, e somente se, para cada x ∈ A existe V ∈ Bx tal que V ⊂ A.

(b) A é fechado se, e somente se, para cada x /∈ A existe V ∈ Bx tal que V ∩ A = ∅.

(c) A = {x ∈ X : V ∩ A ̸= ∅ para toda V ∈ Bx}, isto é, Ā é formado pelos pontos cujas

vizinhanças básicas intersectam A.

Demonstração. (a) Veja [20, Proposição 5.8., p. 14].
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(b) A é fechado ⇐⇒ A∁ é aberto
por (a)⇐⇒ para cada x ∈ A∁ existe V ∈ Bx tal que

V ⊆ A∁ ⇐⇒ para cada x /∈ A existe V ∈ Bx tal que V ∩ A = ∅.

(c) Provemos que {x ∈ X : V ∩ A ̸= ∅ para toda V ∈ Bx} ⊆ A. Para isso seja x ∈ X

tal que V ∩ A ̸= ∅ para toda V ∈ Bx. Suponha que x /∈ A. Da definição do fecho,

A =
⋂

{F fechado : A ⊆ F},

segue que existe F fechado tal que x /∈ F ⊇ A. Por (b) existe V ∈ Bx tal que

V ∩ F = ∅, e portanto V ∩ A = ∅, isto é uma contradição. Portanto x ∈ A.

Para provar a inclusão rećıproca, seja x ∈ A. Suponha, por absurdo mais uma vez,

que exista V ∈ Bx tal que V ∩ A = ∅. Como V é vizinhança de x, x ∈ int(V ) pela

definição de vizinhança. Além disso, A ⊆ V ∁ ⊆ (int(V ))∁ pois int(V ) ⊆ V . Como

int(V ) é aberto, seu complementar (int(V ))∁ é fechado, e portanto,

A ⊆ (int(V ))∁ =⇒ A ⊆ (int(V ))∁ = (int(V ))∁ =⇒ int(V ) ⊆ A
∁
.

Como x ∈ int(V ), segue que x /∈ A, isto é uma contradição. Portanto V ∩ A ̸= ∅
para toda V ∈ Bx.

Corolário 1.1.16. Sejam Bx uma base de vizinhanças de x e A ⊆ X. São equivalentes:

(a) x ∈ A.

(b) V ∩ A ̸= ∅ para toda vizinhança V de x.

(c) V ∩ A ̸= ∅ para toda vizinhança básica V ∈ Bx.

Demonstração. (a) ⇐⇒ (c) é uma reescrita da Proposição 1.1.15(c).

Para (a) ⇐⇒ (b), aplique o mesmo resultado para a base de vizinhanças Ux.

Definição 1.1.17. Um subconjunto A do espaço topológico X é denso em X se A = X.
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Proposição 1.1.18. Um subconjunto A do espaço topológico X é denso em X se, e

somente se, A intersecta todos os abertos não vazios de X.

Demonstração. (⇒) Seja V um aberto não vazio de X. Então existe x ∈ V ⊂ X. Como

A = X, segue que x ∈ A. Lembre também que V é vizinhança de x e do Corolário 1.1.16,

tem-se que V ∩ A ̸= ∅.
(⇐) Para a rećıproca, sejam x ∈ X e U ∈ Ux. Então existe um aberto V em X tal que

x ∈ V ⊂ U . Por hipótese V ∩ A ̸= ∅, logo U ∩ A ̸= ∅, dáı x ∈ A. Portanto A = X.

Definição 1.1.19. Um espaço topológicoX é dito separável seX contém um subconjunto

enumerável e denso em X.

Definição 1.1.20. Seja (X, τ) um espaço topológico. Diremos que uma famı́lia B ⊆ τ é

uma base para τ se dado U ∈ τ existe C ⊆ B tal que,

U =
⋃

V ∈C

V.

Definição 1.1.21. Seja (X, τ) um espaço topológico. Diremos que (X, τ) satisfaz o

segundo axioma de enumerabilidade se existe uma base B para τ que é enumerável.

Proposição 1.1.22. Seja X um espaço métrico. São equivalentes:

(i) X satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade.

(ii) X é separável.

Demonstração. � [(i) ⇒ (ii)] Suponha que X satisfaça o segundo axioma de enume-

rabilidade e seja (Vn)
∞
n=1 uma base para a topologia de X. Para cada n ∈ N, seja

xn ∈ Vn e tome D = {xn : n ∈ N}. É claro que D é enumerável. Provemos que D é

denso em X.

Seja U um aberto não vazio de X. Logo, existe k ∈ N tal que Vk ⊆ U e então

xk ∈ Vk ⊆ U . Portanto, xk ∈ U ∩ D, provando que U ∩ D ̸= ∅ e então, pela

Proposição 1.1.18, D é denso em X.
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� [(ii) ⇒ (i)] Seja D = {xn : n ∈ N} um subconjunto denso de X e seja

B =

{
B

(
xm,

1

n

)
: m,n ∈ N

}
.

É claro que B é enumerável. Provemos que B é uma base para os abertos de X.

Seja U um aberto não vazio de X e seja x ∈ U . Como U é aberto, existe r > 0 tal

que B(x, r) ⊆ U . Tome n ∈ N tal que 1
n
< r. Logo, B

(
x, 1

n

)
⊆ U . Como D é denso

em X, existe m ∈ N tal que xm ∈ B
(
x, 1

2n

)
, isto é, x ∈ B

(
xm,

1
2n

)
. Agora note que

B

(
xm,

1

2n

)
⊆ B

(
x,

1

n

)
⊆ U.

De fato, dado y ∈ B
(
xm,

1
2n

)
,

d(y, x) ≤ d (y, xm) + d (xm, x) <
1

2n
+

1

2n
=

2

2n
=

1

n
,

e então y ∈ B
(
x, 1

n

)
. Logo, dado x ∈ U , existem r, s ∈ N tal que

x ∈ B

(
xr,

1

s

)
⊆ U.

Dáı, U é escrito como a união de elementos de B e então B é uma base para os

abertos de X.

Definição 1.1.23. Seja f : X −→ Y uma função entre espaços topológicos. Dizemos que

f é cont́ınua no ponto a ∈ X se para todo aberto V de Y contendo f(a) existe um aberto

U de X contendo a tal que f(U) ⊆ V .

Dizemos que f é cont́ınua se for cont́ınua em todos os pontos de X.

Proposição 1.1.24. As seguintes afirmações são equivalentes para uma função f : X −→
Y entre espaços topológicos:

(a) f é cont́ınua.

(b) f−1(V ) é aberto em X para todo V aberto em Y .

(c) f−1(F ) é fechado em X para todo F fechado em Y .
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Demonstração. Veja [20, Proposição 8.3., p. 20].

Exemplo 1.1.25. Seja Y um subespaço do espaço topológico (X, τ). Então a inclusão

i : Y −→ X, i(x) = x é cont́ınua.

De fato, dado um aberto A em X,

i−1(A) = {x ∈ Y : i(x) ∈ A} = {x ∈ Y : x ∈ A} = Y ∩ A,

é aberto em Y .

Proposição 1.1.26. Sejam X, Y e Z espaços topológicos. Então vale:

(a) Composta de funções cont́ınuas é cont́ınua: se f : X −→ Y e g : Y −→ Z são

cont́ınuas, então g ◦ f : X −→ Z é cont́ınua.

(b) Restrição de função cont́ınua é cont́ınua: se f : X −→ Y é cont́ınua e B ⊆ X,

então a restrição de f a B,

f |B : B −→ Y, f |B (x) = f(x),

é cont́ınua.

Demonstração. (a) Seja A aberto em Z. Então g−1(A) é aberto em Y pela continuidade

de g. Por outro lado,

(g ◦ f)−1(A) = f−1
(
g−1(A)

)

é aberto em X pela continuidade de f . Isto prova que g ◦ f é cont́ınua.

(b) Chame de i : B −→ X a inclusão, que pelo Exemplo 1.1.25 é cont́ınua. Então

B
i−→ X

f−→ Y, (f ◦ i)(x) = f(i(x)) = f(x), para todo x ∈ B,

isto é, f |B = f ◦ i, que é cont́ınua pelo item (a).
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Definição 1.1.27. Uma sequência no espaço topológico X é um conjunto ordenado

{x1, x2, x3, . . . , xn, . . .}, em que cada xj ∈ X para todo j ∈ N. É denotado também

por:

(x1, x2, x3, . . .), ou (xn)
∞
n=1 , ou (xn)n∈N, ou (xn)n .

Dado um subconjunto infinito e ordenado {n1 < n2 < n3 < . . .} de N, a sequência:

(xn1
, xn2

, xn3
, . . .) ,

é chamada de subsequência da sequência (xn)
∞
n=1. Também podemos denotar a dita sub-

sequência por:
(
xnj

)∞
j=1

ou
(
xnj

)
j
.

Definição 1.1.28. Uma sequência (xn)
∞
n=1 no espaço topológico X converge para x ∈ X

se para toda vizinhança U de x existe n0 ∈ N tal que xn ∈ U para todo n ≥ n0.

Neste caso dizemos que x é o limite da sequência (xn)
∞
n=1 e denotamos por

x = lim
n→∞

xn = lim
n

xn ou xn −→ x.

A sequência (xn)
∞
n=1 é dita convergente se existe x ∈ X tal que xn −→ x. Caso contrário

a sequência é dita divergente.

Definição 1.1.29. Um espaço topológico X é dito um espaço de Hausdorff se pontos

distintos admitem vizinhanças disjuntas, isto é, para todos x, y ∈ X, x ̸= y, existem

vizinhanças U de x e V de y tais que U ∩ V = ∅.

Exemplo 1.1.30. Todo espaço métrico é de Hausdorff. De fato, dados x, y ∈ X, x ̸= y,

tomando r = d(x,y)
2

> 0, temos B(x; r) ∩ B(y; r) = ∅.

Proposição 1.1.31. Seja X um espaço de Hausdorff. Se xn −→ x e xn −→ y em X,

então x = y.

Demonstração. Suponha x ̸= y. Como X é de Hausdorff, existem vizinhanças U de x e

V de y tais que U ∩ V = ∅.
Como xn −→ x, existe n1 ∈ N tal que xn ∈ U para todo n ≥ n1; e como xn −→ y, existe
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n2 ∈ N tal que xn ∈ V para todo n ≥ n2.

Assim N := max {n1, n2} ∈ N e xN ∈ U ∩ V , ou seja U ∩ V ̸= ∅, isto é uma contradição.

Portanto x = y.

Definição 1.1.32. Um espaço topológico X é metrizável se existe uma métrica em X

que define a topologia de X.

Definição 1.1.33. Seja E é um espaço vetorial. Uma métrica d em E é dita invariante

sob translações se

d(x, y) = d(a+ x, a+ y) para todo x, y, a ∈ E.

Proposição 1.1.34. Seja M um espaço métrico sem pontos isolados e D ⊆ M denso em

M . Então D\ {x1, . . . , xn} , xj ∈ D, j = 1, . . . , n é denso em M .

Demonstração. Façamos para o caso n = 1. Como x1 não é isolado, M\ {x1} é denso em

M . Mas D\ {x1} é denso em M\ {x1}. Assim, D\ {x1} é denso em M .

Suponha que o resultando se cumpre para n = k − 1, isto é, D\ {x1, . . . , xk−1} é denso

em M . Vejamos que cumpre para n = k.

Como D\ {x1, . . . , xn} = (D\ {x1, . . . , xn−1}) \ {xn}, e do caso n = 1, segue que

D\ {x1, . . . , xn} é denso em M .

Proposição 1.1.35. Seja (M, d) um espaço métrico sem pontos isolados e D ⊆ M denso

em M . Se M é separável, então existe D0 ⊆ D, tal que D0 é denso em M e enumerável.

Demonstração. Como M é separável, existe um subconjunto denso em M e enumerável,

chame a esse conjunto de A = (xj)j ⊆ M . Logo, como para cada j ∈ N, B(xj,
1

j
) é um

aberto não vazio de M , então pela densidade de D tem-se que B(xj,
1

j
) ∩D ̸= ∅. Assim,

para cada xj ∈ A, existe yj ∈ D tal que d(xj, yj) <
1

j
. Seja D0 = {y1, y2, . . .} ⊆ D.

Vejamos que D0 é denso em M . Seja U um aberto não vazio de M . Então existem x ∈ U

e ϵ > 0 tais que B(x, ϵ) ⊆ U . Escolha j0 ∈ N tal que
1

j0
< ϵ

2
. Dáı, pela Proposição

1.1.34, temos que {xj0+1, xj0+2, . . .} ⊆ A ainda é denso em X. Como B(x,
ϵ

2
) é um aberto
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não vazio de M , segue que B(x,
ϵ

2
) ∩ {xj0+1, xj0+2, . . .} ̸= ∅. Logo, existe k ∈ N tal que

d(xj0+k, x) <
ϵ
2
. Assim

d(yj0+k, x) ≤ d(yj0+k, xj0+k) + d(xj0+k, x) <
1

j0 + k
+

ϵ

2
<

1

j0
+

ϵ

2
<

ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ.

Então yj0+k ∈ B(x, ϵ) ⊆ U e, como yj0+k ∈ {y1, y2, . . .} = D0, segue que U ∩ D0 ̸= ∅.
Portanto, D0 = {y1, y2, . . .} é denso em M .

1.2 Espaços Normados

Definição 1.2.1. Seja E um espaço vetorial sobre K. Uma norma em E é uma função

∥ · ∥ : E −→ R,

que cumpre as seguintes condições:

(N1) ∥x∥ ≥ 0 para todo x ∈ E e ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0.

(N2) ∥ax∥ = |a|·∥x∥ para todo escalar a e todo x ∈ E.

(N3) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ para quaisquer x, y ∈ E.

Um espaço vetorial munido de uma norma será chamado de espaço vetorial normado

ou simplesmente espaço normado. É fácil ver que um espaço normado E é um espaço

métrico com a métrica dada por

d(x, y) = ∥x− y∥, x, y ∈ E.

Neste caso dizemos que d é a métrica induzida pela norma ∥ · ∥. A menos que seja dito o

contrário, um espaço normado será considerado um espaço métrico e, portanto, um espaço

topológico, com a topologia induzida pela norma. Dessa forma, toda a teoria de Topologia

Geral, em particular a teoria de espaços métricos, se aplica aos espaços normados. Em

particular, uma sequência (xn)
∞
n=1 em um espaço normado E converge para o vetor x ∈ E
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se

lim
n→∞

∥xn − x∥ = 0.

Definição 1.2.2. Um espaço normado E é chamado espaço de Banach quando for um

espaço métrico completo com a métrica induzida pela norma, isto é, quando toda sequência

de Cauchy em E converge para um elemento de E.

Teorema 1.2.3. Todo espaço normado de dimensão finita é um espaço de Banach.

Demonstração. Veja [8, Teorema 1.1.6].

Exemplo 1.2.4. Vejamos alguns exemplos clássicos de espaços de Banach:

(a) Do teorema anterior é imediato que, para todo n ∈ N e K = R ou C, Kn é um

espaço de Banach com qualquer uma de suas normas usuais (veja a Definição 1.2.7).

(b) ℓ∞ := {(an)∞n=1 : an ∈ K para todo n ∈ N e (an)
∞
n=1 é limitada} é um espaço de

Banach com a norma ∥(an)∞n=1∥∞ = sup{|an| : n ∈ N}. Veja [8, Seção 1.4].

(c) Por c0 denota-se o subespaço (fechado) de ℓ∞ formado pelas sequências convergentes

para zero. Então c0 é espaço de Banach, veja [8, Exemplo 1.1.7].

(d) Para 1 ≤ p < ∞, ℓp :=

{
(an)

∞
n=1 : an ∈ K para todo n e

∞∑
n=1

|an|p < ∞
}

com a

norma ∥(an)∞n=1∥p =
(

∞∑
n=1

|an|p
)1/p

é um espaço de Banach (veja [8, Seção 1.4]).

Proposição 1.2.5. Sejam E um espaço de Banach e F um subespaço vetorial de E.

Então F é um espaço de Banach, com a norma induzida de E, se, e somente se, F é

fechado em E.

Demonstração. Veja [8, Proposição 1.1.1].

Definição 1.2.6. Duas normas ∥·∥1 e ∥·∥2 em um espaço vetorial E são ditas equivalentes

se existirem constantes positivas c1 e c2 tais que,

c1∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ c2∥x∥1 para todo x ∈ E.

15



Definição 1.2.7. Sejam E1, . . . , En espaços vetoriais normados sobreK. Para (x1, . . . , xn) ∈
E1 × . . .× En, definimos

∥(x1, . . . , xn)∥1 = ∥x1∥+ · · ·+ ∥xn∥,

∥(x1, . . . , xn)∥2 = (∥x1∥2 + · · ·+ ∥xn∥2)
1

2 , e,

∥(x1, . . . , xn)∥∞ = max{∥x1∥, . . . , ∥xn∥}.

Proposição 1.2.8. Sejam E1, . . . , En espaços vetoriais normados.

(a) As aplicações ∥ · ∥1, ∥ · ∥2 e ∥ · ∥∞ são normas equivalentes no produto cartesiano

E1 × · · · × En.

(b) Se E1, . . . , En são espaços de Banach, então E1 × · · · ×En é um espaço de Banach

com qualquer uma das normas definidas anteriormente.

Demonstração. Para o item (a), veja [24, Proposição 2.3 e 2.6(a)]

Para o item (b), veja [24, Proposição 2.6(b)].

Teorema 1.2.9. Sejam E e F espaços normados sobre K e T : E −→ F linear. As

seguintes condições são equivalentes:

(a) T é lipschitziano.

(b) T é uniformemente cont́ınuo.

(c) T é cont́ınuo.

(d) T é cont́ınuo em algum ponto de E.

(e) T é cont́ınuo na origem.

(f) sup{∥T (x)∥ : x ∈ E e ∥x∥ ≤ 1} < ∞.

(g) Existe uma constante C ≥ 0 tal que ∥T (x)∥ ≤ C∥x∥ para todo x ∈ E.

Demonstração. Veja [8, Teorema 2.1.1].
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O conjunto de todos os operadores lineares cont́ınuos de E em F será denotado por

L(E,F ). Quando E = F escrevemos simplesmente L(E).

Para um subconjunto A de um espaço vetorial E, denotamos por span(A) o subespaço

de E formado pelas combinações lineares finitas de elementos de A. Por span(A), denota-

mos o fecho do subespaço span(A), ou seja, o menor subespaço fechado de E que contém

A. É claro que span(A) ⊆ span(A).

Proposição 1.2.10. Um espaço normado E é separável se, e somente se, existe um

subconjunto enumerável A de E tal que span(A) é denso em E.

Demonstração. Veja [8, Lema 1.6.3].

1.3 Espaços Vetoriais Topológicos

Definição 1.3.1. Diremos que X é um espaço vetorial topológico se X é um espaço

vetorial munido de uma topologia τ tal que as seguintes aplicações são cont́ınuas:

s : X ×X −→ X dada por s(x, y) = x+ y,

m : K×X −→ X dada por m(λ, x) = λx.

Neste caso dizemos que τ é uma topologia vetorial.

Convém frisar que X ×X está munido com a topologia produto. E note também que

pela definição de espaço vetorial topológico, as translações Ta : X −→ X, a ̸= 0 definidas

por Ta(x) = a+ x e as homotetias Hλ : X −→ X, λ ∈ K, λ ̸= 0 definidas por Hλ(x) = λx

são homeomorfismos.

Definição 1.3.2. Sejam A e B dois conjuntos de um espaço vetorial. A soma de Min-

kowski de A e B, denotada por A+B, se define como:

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}

Proposição 1.3.3. Seja X um espaço vetorial topológico. Então dado U uma vizinhança

de zero, existe V também vizinhança de zero tal que V + V ⊆ U .
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Demonstração. Como U é vizinhança de zero, segue que 0 ∈ U◦. Como U◦ é aberto em

X e s : X × X −→ X é cont́ınua, segue que s−1 (U◦) é aberto em X × X. É claro que

(0, 0) ∈ s−1 (U◦). Como s−1 (U◦) é aberto em X × X, existem V1, V2 ⊆ X abertos tal

que (0, 0) ∈ V1 × V2 ⊆ s−1 (U◦). Tome V = V1 ∩ V2. É claro que 0 ∈ V, V é aberto e

(0, 0) ∈ V × V ⊆ V1 × V2 ⊆ s−1 (U◦). Dáı, 0 = s(0, 0) ∈ s(V × V ) ⊆ U◦ ⊆ U . Como

s(V × V ) = V + V , segue que V + V ⊆ U .

Corolário 1.3.4. Seja X um espaço vetorial topológico. Se U ⊆ X é um conjunto aberto

e não vazio, então existe um conjunto aberto e não vazio U1 ⊆ U e uma vizinhança W

de zero tal que U1 +W ⊆ U .

Demonstração. Como U é não vazio, seja a ∈ U . Como U é aberto, segue que U ∈ Ua.

Logo, −a+ U ∈ U0. Pela Proposição 1.3.3 existe V ∈ U0 tal que,

V ◦ + V ◦ ⊆ −a+ U.

Dáı,

(a+ V ◦) + V ◦ ⊆ U.

Portanto, basta escolher U1 = a+ V ◦ e W = V ◦.

Definição 1.3.5. Sejam X um espaço vetorial e A ⊆ X.

(i) A é dito equilibrado se λx ∈ A para todo x ∈ A e λ ∈ K, com |λ| ≤ 1.

(ii) A é dito absorvente se para cada x ∈ X existe δ > 0 tal que λx ∈ A para todo λ ∈
K, |λ| ≤ δ.

Proposição 1.3.6. Em um espaço vetorial topológico X, cada vizinhança de zero é ab-

sorvente.

Demonstração. Seja U uma vizinhança de zero e x ∈ X. Como a aplicação,

λ ∈ K → λx ∈ X,
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é cont́ınua em 0 , existe δ > 0 tal que λx ∈ U para todo |λ| ≤ δ. Logo U é absorvente.

Proposição 1.3.7. Seja X ̸= {0} um espaço vetorial topológico. Então X não tem pontos

isolados.

Demonstração. Suponha que x ∈ X tal que x ̸= 0. Seja U ∈ Ux. Então existe U0 ∈ U0

tal que U = x+U0. Pela Proposição 1.3.6, segue que U0 é absorvente, isto é, existe δ > 0

tal que λx ∈ U0 para todo λ ∈ K com |λ| ≤ δ. Dáı, δ
2
x ∈ U0 e então,

x+
δ

2
x ∈ x+ U0 = U.

Como x+ δ
2
x ̸= x, segue que x não é ponto isolado. Agora, se x = 0, tome y ∈ X tal que

y ̸= 0. Seja U0 ∈ U0. Novamente pela Proposição 1.3.6 segue que U0 é absorvente e então

existe δ > 0 tal que λy ∈ U0 para todo λ ∈ K com |λ| ≤ δ. Assim, δ
2
y ∈ U0 e δ

2
y ̸= 0 o

que implica que 0 também não é um ponto isolado.

Definição 1.3.8. Em um espaço vetorial E, um conjunto A ⊆ E é dito convexo se

αx+ βy ∈ A para todos x, y ∈ A e α, β ≥ 0 comα + β = 1.

Definição 1.3.9. Diremos que X é um espaço localmente convexo se X é um espaço

vetorial topológico tal que cada vizinhança de zero contém uma vizinhança convexa de

zero. Neste caso diremos que a topologia de X é uma topologia localmente convexa.

Proposição 1.3.10. Em um espaço localmente convexo E, cada vizinhança de zero contém

uma vizinhança convexa e equilibrada de zero.

Demonstração. Veja [19, Proposição 3.6, p. 8].

Definição 1.3.11. Em um espaço vetorial topológico E, um conjunto A ⊆ E é dito

limitado se dado qualquer vizinhança de zero U , existe δ > 0 tal que λA ⊆ U para todo

λ ∈ K, com |λ| ≤ δ.

Teorema 1.3.12. Seja E um espaço vetorial topológico de Hausdorff. Então E é me-

trizável se, e somente se, existe uma base enumerável de vizinhanças de zero. Neste caso

existe uma métrica em E, invariante sob translações, que define a topologia de E.
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Demonstração. Veja [19, Teorema 12.3, p. 40].

Definição 1.3.13. Dizemos que E é um espaço de Fréchet se E é um espaço localmente

convexo metrizável e completo.

Note que como todo espaço de Fréchet é um espaço de Hausdorff (pois todo espaço

métrico é de Hausdorff), segue do Teorema 1.3.12 que todo espaço de Fréchet é um espaço

localmente convexo cuja topologia pode ser induzida por uma métrica d invariante por

translações e completa. Em particular, todo espaço de Banach é um espaço de Fréchet.

1.4 Bases de Schauder

Definição 1.4.1. Seja (xn)
∞
n=1 uma sequência no espaço normado E. Diz-se que a série

∞∑
n=1

xn:

(a) converge para x ∈ E se a sequência das somas parciais

(
n∑

j=1

xj

)∞

n=1

converge para

x. Neste caso dizemos que a série
∞∑
n=1

xn é convergente e escrevemos
∞∑
n=1

xn = x.

(b) é absolutamente convergente se a série numérica
∞∑
n=1

∥xn∥ é convergente. Neste caso

escrevemos
∞∑
n=1

∥xn∥ < ∞.

(c) é incondicionalmente convergente se a série
∞∑
n=1

xσ(n) é convergente, qualquer que

seja a permutação σ : N −→ N. Neste caso prova-se que (veja [8, Proposição 5.3.8])
∞∑
n=1

xn =
∞∑
n=1

xσ(n) para toda permutação σ.

Teorema 1.4.2. Um espaço normado E é de Banach se, e somente se, toda série abso-

lutamente convergente em E é incondicionalmente convergente.

Demonstração. Veja [8, Proposição 10.1.4].

Teorema 1.4.3. Seja (xn)
∞
n=1 uma sequência no espaço de Banach E. São equivalentes

as seguintes afirmações:

(i)
∞∑
n=1

xn é incondicionalmente convergente em E.
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(ii) Para cada ϵ > 0, existe um nϵ ∈ N tal que, sempre que M é um subconjunto finito

de N, com minM > nϵ, temos

∥∥∥∥
∑
n∈M

xn

∥∥∥∥ < ϵ.

(iii)
∞∑
k=1

xnk
é incondicionalmente convergente, para qualquer subsequência (xnk

)k de (xn)n.

(iv)
∞∑
n=1

ξnxn é convergente em E para qualquer escolha de sinais ξn ∈ {−1, 1}.

Demonstração. Veja [10, Teorema 1.5, p. 4].

Definição 1.4.4. Seja E um espaço de Banach. Então uma sequência (xn)
∞
n=1 ⊆ E é

dita uma base de Schauder se para todo x ∈ E, existe uma única sequência (αn)
∞
n=1 ⊆ K

tal que x =
∞∑
n=1

αnxn. A base de Schauder é dita base incondicional se, para cada x ∈ E,

a série converge incondicionalmente.

Note que se (xn)
∞
n=1 é uma base de Schauder, então {xn : n ∈ N} é um conjunto line-

armente independente. Dáı em dimensão finita as bases de Schauder coincidem com as

bases algébricas.

Exemplo 1.4.5. Os vetores canônicos unitários (en)
∞
n=1 formam uma base de Schauder

de c0 e ℓp para 1 ≤ p < ∞ (Veja [8, Exemplo 10.3.3(b)]).

Além disso, os espaços com base de Schauder são separáveis. Asśım, ℓ∞ é um espaço de

Banach que não é separável, logo não tem base de Schauder (Veja [8, Exemplo 10.3.3(c)]).

Definição 1.4.6. Uma sequência (xn)
∞
n=1 em um espaço normado E é dita sequência

normalizada, se ∥xn∥ = 1 para todo n ∈ N.

Proposição 1.4.7. Os espaços c0 e ℓp, 1 ≤ p < ∞, admitem uma base de Schauder

normalizada incondicional. Se (en)
∞
n=1 é tal base, então tais espaços também admitem um

operador S : E → E cont́ınuo tal que S (en) = en+1, onde E = span({en : n ∈ N}).

Demonstração. Veja [1, Corolário 1.18, p. 13].
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Caṕıtulo 2

Operadores Hiperćıclicos

Como dissemos na introdução, apresentaremos neste caṕıtulo o conceito de hiperci-

clicidade e alguns resultados clássicos sobre o tema. A primeira seção é dedicada aos

conceitos de operador hiperćıclico, transitividade topológica, operadores mixing e fraca-

mente mixing, e as relações entre eles. Na segunda seção apresentamos os Critérios de

Hiperciclicidade, Kitai e Gethner-Shapiro; onde o principal objetivo vai ser demostrar o

Teorema 2.2.15, que garante a equivalência de operador que satisfaz o Critério de Hiper-

ciclicidade (Definição 2.2.10) e operador fracamente mixing.

2.1 Hiperciclicidade

Definição 2.1.1. Um sistema dinâmico é um par (X, T ), onde X é um espaço topológico

e T : X −→ X uma função cont́ınua. Usualmente denotamos o sistema dinâmico (X, T )

simplesmente por T : X −→ X ou apenas T .

Definição 2.1.2. Um sistema dinâmico T : X −→ X é dito topologicamente transitivo

se para quaisquer dois abertos não vazios U, V ⊆ X, existe n ∈ N tal que T n(U)∩ V ̸= ∅,
em que T n = T ◦ . . . ◦ T︸ ︷︷ ︸

n-vezes

.

Definição 2.1.3. Sejam S : X −→ X e T : Y −→ Y sistemas dinâmicos. Definimos a

função S × T : X × Y −→ X × Y por

(S × T )(x, y) = (S(x), T (y)).
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Proposição 2.1.4. Sejam S : X −→ X e T : Y −→ Y sistemas dinâmicos. Se S × T é

topologicamente transitivo, então S e T também são topologicamente transitivos.

Demonstração. Sejam U1, U2 ⊆ X, V1, V2 ⊆ Y abertos e não vazios. Dáı, U1×V1 e U2×V2

são abertos e não vazios de X × Y . Como S × T é topologicamente transitivo, existe

n ∈ N tal que

(S × T )n (U1 × V1) ∩ (U2 × V2) ̸= ∅.

Logo, existe (x, y) ∈ U1 × V1 tal que (S × T )n(x, y) = (Sn(x), T n(y)) ∈ U2 × V2. Então,

existe x ∈ U1, tal que Sn(x) ∈ U2, e existe y ∈ V1 tal que T n(y) ∈ V2, provando que

Sn (U1) ∩ U2 ̸= ∅ e que T n (V1) ∩ V2 ̸= ∅, ou seja, S e T são topologicamente transitivos.

Definição 2.1.5. Seja T : X −→ X um sistema dinâmico. Dizemos que T é mixing se

para quaisquer abertos e não vazios U, V ⊆ X existe N ∈ N tal que T n(U) ∩ V ̸= ∅ para

todo n ≥ N .

Definição 2.1.6. Seja T : X −→ X um sistema dinâmico. Dizemos que T é fracamente

mixing se, e somente se, T × T é topologicamente transitivo.

Proposição 2.1.7. Seja T : X −→ X um sistema dinâmico. Então T é fracamente

mixing se, e somente se, dados U1, V1, U2, V2 ⊆ X abertos e não vazios, existe n ∈ N tal

que T n (U1) ∩ V1 ̸= ∅ e T n (U2) ∩ V2 ̸= ∅.

Demonstração. (⇒) Como T é fracamente mixing, segue da definição que T ×T é topolo-

gicamente transitivo. Sejam U1, V1, U2, V2 ⊆ X abertos e não vazios. É claro que U1 × U2

e V1 × V2 são abertos e não vazios de X ×X. Logo, existe n ∈ N tal que

(T × T )n (U1 × U2) ∩ (V1 × V2) ̸= ∅,

ou seja, existe (x1, x2) ∈ U1 × U2 tal que,

(T × T )n (x1, x2) = (T n × T n) (x1, x2) = (T n (x1) , T
n (x2)) ∈ V1 × V2.

Logo, como x1 ∈ U1 e T n (x1) ∈ V1, temos que T n (U1)∩ V1 ̸= ∅ e da mesma forma, como

x2 ∈ U2 e T n (x2) ∈ V2, segue que T n (U2) ∩ V2 ̸= ∅.
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(⇐) Sejam U, V ⊆ X ×X abertos e não vazios. Sem perda de generalidade, suponha

U = U1 × U2, V = V1 × V2, onde U1, V1, U2, V2 ⊆ X são abertos e não vazios.

Por hipótese, existe n ∈ N tal que T n (U1) ∩ V1 ̸= ∅ e T n (U2) ∩ V2 ̸= ∅. Logo, existem

x ∈ U1, y ∈ U2 tais que T n(x) ∈ V1 e T n(y) ∈ V2. É claro que (x, y) ∈ U1 × U2 = U e,

(T × T )n(x, y) = (T n × T n) (x, y) = (T n(x), T n(y)) ∈ V1 × V2 = V,

e então (T × T )n(U) ∩ V ̸= ∅, mostrando que T × T é topologicamente transitivo. Logo,

por definição, T é fracamente mixing.

Proposição 2.1.8. Seja T : X −→ X um sistema dinâmico. Se T é mixing, então T é

fracamente mixing.

Demonstração. Sejam U1, V1, U2, V2 ⊆ X abertos e não vazios. Como T é mixing, existe

N1 ∈ N tal que

T n (U1) ∩ V1 ̸= ∅, ∀n ≥ N1,

e existe N2 ∈ N tal que

T n (U2) ∩ V2 ̸= ∅, ∀n ≥ N2.

Tome N = max {N1, N2}. Dáı, temos que TN (U1) ∩ V1 ̸= ∅ e TN (U2) ∩ V2 ̸= ∅, e da

Proposição 2.1.7, T é fracamente mixing.

Proposição 2.1.9. Seja T : X −→ X um sistema dinâmico. Se T é fracamente mixing,

então T é topologicamente transitivo.

Demonstração. Como T é fracamente mixing, então T × T é topologicamente transitivo

e, da Proposição 2.1.4, temos que T é topologicamente transitivo.

Definição 2.1.10. Sejam T : X −→ X um sistema dinâmico e x ∈ X. Chamamos de

órbita de x sob T , ou T -órbita de x, e denotamos por Orb(T, x) ao conjunto

Orb(T, x) =
{
x, T (x), T 2(x), . . .

}
= {T n(x) : n ∈ N0},

em que T 0 = I ( I é a identidade em X ).
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Lema 2.1.11. Seja X um espaço métrico separável de dimensão infinita e sem pontos

isolados, e seja T um operador cont́ınuo em X. Nessas condições, se x ∈ X é tal que

Orb(T, x) é densa em X, então Orb (T, T n(x)) também é densa em X, para todo n ∈ N.

Demonstração. Sendo Orb(T, x) = {x, T (x), . . . , T n(x), T n+1(x), . . .} densa em X por

hipótese, então como X não possui pontos isolados, da Proposição 1.1.34, segue que

{T n(x), T n+1(x), T n+2(x), . . .} = Orb (T, T n(x)) também é denso em X.

Teorema 2.1.12 (Teorema da Transitividade de Birkhoff). Seja X um espaço métrico

completo, separável, de dimensão infinita e sem pontos isolados, e seja T : X −→ X

cont́ınuo. Então T é topologicamente transitivo se, e somente se, existe x ∈ X tal que

Orb(T, x) é densa em X.

Demonstração. Veja [9, Teorema 2.1.6, p. 24].

Definição 2.1.13. Seja X um espaço vetorial topológico e T : X −→ X um operador

linear cont́ınuo. Dizemos que T é hiperćıclico se existe x ∈ X tal que Orb(T, x) = X.

Nesse caso, x é dito um vetor hiperćıclico para T , e o conjunto de todos os vetores

hiperćıclicos de T será denotado por HC(T ).

Convém frisar que a noção de operador hiperćıclico só faz sentido se o espaço X for

separável.

Definição 2.1.14. Sejam X um espaço vetorial topológico e T : X −→ X uma função.

Dizemos que T é ćıclico se existe um vetor x ∈ X tal que span (Orb(T, x)) é denso em X.

Tal vetor x é dito vetor ćıclico para T .

Se x é um vetor ćıclico em um espaço normado de dimensão finita, como span (Orb(T, x))

é um subespaço e todo subespaço de dimensão finita de um espaço normado é fechado

(veja [17, Corolário 1.4.20., p. 32]), temos que span (Orb(T, x)) = X, coincidindo com a

definição que é dada nos cursos básicos de Álgebra Linear.

Note também que Orb(T, x) ⊆ span (Orb(T, x)). Portanto, se T é um operador hi-

perćıclico, então

X = Orb(T, x) ⊆ span (Orb(T, x)) ⊆ X,
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o que garante que T também é ćıclico. Dessa mesma inclusão, é claro que se y é um vetor

hiperćıclico para T , então y também é um vetor ćıclico para T .

Ao contrário do que acontece com ciclicidade, onde é posśıvel ter operadores ćıclicos

em espaços de dimensão finita, o mesmo não acontece com hiperciclicidade, pois é condição

necessária que os operadores hiperćıclicos, além de serem definidos em espaços separáveis,

também sejam definidos em espaços de dimensão infinita, conforme o resultado a seguir.

Teorema 2.1.15. Seja X um espaço vetorial topológico separável de dimensão finita e

T : X −→ X um operador linear cont́ınuo. Então T não é um operador hiperćıclico.

Demonstração. Veja [4, Proposição 1.1, p. 1].

Definição 2.1.16. Um sistema dinâmico linear é um par (X, T ) onde X é um espaço de

Fréchet separável de dimensão infinita e T : X −→ X é um operador linear cont́ınuo.

Note que, como todo espaço de Fréchet é um espaço vetorial topológico, segue da

Proposição 1.3.7, que esse espaço não tem pontos isolados. Assim, se (X, T ) é um sistema

dinâmico linear, por X ser um espaço de Fréchet separável de dimensão infinita, segue que

X é um espaço metrizável completo, separável, de dimensão infinita e sem pontos isolados.

Logo, para os sistemas dinâmicos lineares é valido o Teorema de Transitividade de Birkhoff

(Teorema 2.1.12), e como, por definição de operador hiperćıclico, temos que existe x ∈ X

tal que Orb(T, x) é densa em X, tem-se que para os sistemas dinâmicos lineares vale a

equivalência de um operador ser topologicamente transitivo e ser hiperćıclico.

Então, para os operadores T , tal que (X, T ) é um sistema dinâmico linear, segue das

Proposições 2.1.8, 2.1.9 e do Teorema 2.1.12, que se cumprem as seguinte implicações:

mixing ⇒ fracamente mixing ⇒ topologicamente transitivo ⇔ hiperćıclico .

Mais adiante, daremos exemplos para ver que as duas primeiras implicações são estritas

(Ver Observação 2.2.9 e Teorema 2.2.17).

Um dos resultados significativos obtidos na teoria dos operadores hiperćıclicos foi

obtido por Ansari em 1995: um operador é hiperćıclico se, e somente se, todas as suas

potências também o são.
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Por um lado, é fácil ver que se TN é hiperćıclico, para algum N ∈ N, então T também

o é. De fato, se TN é hiperćıclico, então Orb
(
TN , x

)
é denso em X. Como

Orb
(
TN , x

)
= {x, TN(x), T 2N(x), T 3N(x), · · · } ⊆ {x, T (x), T 2(x), T 3(x), · · · } = Orb(T, x),

segue que T é hiperćıclico.

Agora, a prova que se T é hiperćıclico, então TN é hiperćıclico, para algum N ∈ N,

não é trivial. Podeŕıamos, por exemplo, tentar usar uma técnica parecida com a que foi

utilizada no Lema 2.1.11. Supondo que Orb(T, x) é denso em X, por X ser um espaço

de Fréchet, segue que X é um espaço métrico sem pontos isolados, então retiraŕıamos os

vetores de Orb(T, x) de maneira a esse conjunto continuar denso e, eventualmente, ser

igual a Orb
(
TN , x

)
. O problema é que tal processo é infinito, pois teŕıamos que tirar os

vetores

T (x), T 2(x), . . . , TN−1(x), TN+1(x), TN+2(x), . . . , T 2N−1(x), T 2N+1(x), . . . ,

e não há garantia de que o resultado seja mesmo um conjunto denso. Por isso, é necessária

uma outra estratégia, como se pode ver na demonstração do chamado Teorema de Ansari

enunciado a seguir, que foi estudado em detalhes na dissertação [1].

Teorema 2.1.17 (Ansari). Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear. Um vetor x ∈ X é

um vetor hiperćıclico para T se, e somente se, x é um vetor hiperćıclico para T n, para todo

n ∈ N. Em particular, se T é um operador hiperćıclico, então toda potência T n também

o é.

Demonstração. Veja [1, Teorema 2.17, p. 31].

Proposição 2.1.18. Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear com T hiperćıclico. Então

T (X) = X.

Demonstração. Seja x ∈ X tal que Orb(T, x) é denso em X. Por X ser um espaço de

Fréchet, segue da Proposição 1.3.7 que X é um espaço métrico sem pontos isolados. Dáı,

27



pela Proposição 1.1.34 temos que Orb(T, x)\{x} é denso em X. Portanto,

Orb(T, x)\{x} ⊆ T (X) ⊆ X ⇒ X = Orb(T, x)\{x} ⊆ T (X) ⊆ X = X.

2.2 Critério de Hiperciclicidade

No Teorema da Transitividade de Birkhoff, a tarefa para determinar a hiperciclicidade

de um operador se reduz a um problema de transitividade topológica. Entretanto, em

muitas situações não é uma tarefa simples verificar se um operador é topologicamente

transitivo ou não. Por isso, o nosso objetivo agora é estudar alguns critérios facilmente

aplicáveis, sob os quais um operador é hiperćıclico, ou é mixing, ou fracamente mixing e

portanto, hiperćıclico.

Definição 2.2.1 (Critério de Kitai). Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear. Dizemos

que T satisfaz o Critério de Kitai se existem conjuntos densos X0, Y0 ⊆ X e uma função

S : Y0 −→ Y0 tais que para todos x ∈ X0 e y ∈ Y0, se cumpre:

(i) T n(x) −→ 0,

(ii) Sn(y) −→ 0,

(iii) (T ◦ S)(y) = y.

Teorema 2.2.2. Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear. Se T satisfaz o Critério de

Kitai, então T é mixing.

Demonstração. Sejam U, V ⊆ X abertos e não vazios. Por hipótese, T satisfaz o Critério

de Kitai, logo satisfaz as condições da Definição 2.2.1. Como X0 e Y0 são densos em X,

segue que existem x ∈ X0 ∩ U e y ∈ Y0 ∩ V . Pelo item (i) do Critério de Kitai, segue

que T n(x) −→ 0. Definindo un = Sn(y), segue do item (ii) que un −→ 0. Mostremos que

T n (un) = y para todo n ≥ 0. Se n = 1, então T (u1) = T (S(y)) = y, pela condição (iii)

do Critério de Kitai. Suponha que T n (un) = y, e mostremos que T n+1 (un+1) = y. Note
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que

T n+1 (un+1) = T n+1
(
Sn+1(y)

)

= (T ◦ . . . ◦ T︸ ︷︷ ︸
n+1 vezes

) ◦ (S ◦ . . . ◦ S︸ ︷︷ ︸
n+1 vezes

)(y)

= (T n ◦ T ) ◦ (S ◦ Sn) (y)

= (T n ◦ (T ◦ S) ◦ Sn) (y)

= T n [(T ◦ S) (Sn(y))]

= T n (Sn(y))

= T n (un) = y.

Portanto, T n (un) = y para todo n ≥ 0. Como x + un −→ x + 0 = x e U é um aberto

tal que x ∈ U , segue que existe N1 ∈ N tal que x + un ∈ U, ∀ n ≥ N1. Também,

T n (x+ un) = T n(x) + T n(un) = T n(x) + y −→ 0 + y = y e como V é um aberto tal

que y ∈ V , segue que existe N2 ∈ N tal que T n (x+ un) ∈ V, ∀ n ≥ N2. Tomando

N = max{N1, N2}, temos que para todo n ≥ N, x + un ∈ U e T n (x+ un) ∈ V , o que

implica que T n(U) ∩ V ̸= ∅ ∀ n ≥ N . Assim, T é mixing.

A rećıproca do teorema anterior nem sempre vale. De fato, em [11, Theorem 2.5] se

apresenta um operador que é mixing, mas não satisfaz o Critério de Kitai. Esse con-

traexemplo vai ser enunciado a seguir, mas antes vejamos a definição dos operadores

deslocamentos para trás com peso que será utilizado no referido contraexemplo.

Definição 2.2.3. Seja w = (wn)
∞
n=1 uma sequência de números reais ou complexos (cha-

mada de sequência de pesos). O operador deslocamento para trás com peso (em inglês:

weighted backward shift) em um espaço de sequências X, denotado por Bw : X → X, ou

simplesmente, Bw em X, é definido por:

Bw (x1, x2, x3, . . .) = (w2x2, w3x3, w4x4, . . .) , para x = (x1, x2, . . .) ∈ X.

Note que para o operador Bw seja bem definida vai depender do espaço de sequências

X e das condições para w.
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Os deslocamentos para trás com peso Bw : X → X que estão bem definidos são

lineares. De fato, sejam x = (xn)n, y = (yn)n ∈ X e α ∈ K, então:

Bw(x+ αy) = Bw(x1 + αy1, x2 + αy2, . . .)

= (w2(x2 + αy2), w3(x3 + αy3), . . .)

= (w2x2, w3x3, · · · ) + α(w2y2, w3y3, . . .)

= Bw(x) + αBw(y).

Teorema 2.2.4. Se (wn)n é uma sequência decrescente de pesos positivos tal que

n (w1w2 · · ·wn)
1/n −−−→

n→∞
0,

e Bw é o operador deslocamento para trás em ℓp, 1 ⩽ p < +∞, ou em c0, com pesos

w = (wn)n, e I é o operador identidade (I(x) = x), então I +Bw é um operador mixing

que não satisfaz o Critério de Kitai.

Demonstração. Veja [11, Theorem 2.5, p. 151].

O próximo passo na sofisticação dos critérios para hiperciclicidade é substituir a

sequência completa (n)n por uma sequência crescente (nk)k de números inteiros posi-

tivos para os iterados de T e S no critério de Kitai. No entanto, ao fazer isso, perdemos

a propriedade de mixing.

Definição 2.2.5 (Critério de Gethner-Shapiro). Seja (X, T ) um sistema dinâmico li-

near. Dizemos que T satisfaz o Critério de Gethner-Shapiro se existem conjuntos den-

sos X0, Y0 ⊆ X, uma sequência crescente (nk)
∞
k=1 de inteiros positivos e uma função

S : Y0 −→ Y0 tais que para todos x ∈ X0 e y ∈ Y0 se cumpre:

(i) T nk(x) −→ 0, quando k −→ ∞,

(ii) Snk(y) −→ 0, quando k −→ ∞,

(iii) (T ◦ S)(y) = y.

Observação 2.2.6. Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear, se T satisfaz o Critério

de Kitai , então T satisfaz o Critério de Gethner-Shapiro. De fato, basta tomar
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os mesmos conjuntos densos X0, Y0 ⊆ X e a sequência crescente (nk)k = N de números

inteiros positivos para os iterados de T e S, e a mesma função S do Critério de Kitai.

Assim são satisfeitas todas as condições do Critério de Gethner-Shapiro.

Teorema 2.2.7. Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear. Se T satisfaz o Critério de

Gethner-Shapiro, então T é fracamente mixing.

Demonstração. Sejam U1, U2, V1 e V2 conjuntos abertos não vazios. Por hipótese, T sa-

tisfaz o Critério de Gethner-Shapiro, logo satisfaz as condições da Definição 2.2.5. Como

X0 e Y0 são densos em X, segue que existem xj ∈ Uj ∩X0 e yj ∈ Vj ∩ Y0, j = 1, 2. Pela

condição (ii) do Critério de Gethner-Shapiro, tem-se

xj + Snk (yj) −−−→
k→∞

xj + 0 = xj ∈ Uj, j = 1, 2,

e das condições (i) e (iii), segue que

T nk (xj + Snk (yj)) = T nk (xj) + yj −−−→
k→∞

0 + yj = yj ∈ Vj, j = 1, 2.

Como U1, U2, V1 e V2 são abertos, existem n1, n2, n3, n4 ∈ N tais que

x1 + Snk (y1) ∈ U1, sempre que k ≥ n1,

x2 + Snk (y2) ∈ U2, sempre que k ≥ n2,

T nk (x1 + Snk (y1)) ∈ V1, sempre que k ≥ n3,

T nk (x2 + Snk (y2)) ∈ V2, sempre que k ≥ n4.

Tomando K = max {n1, n2, n3, n4}, temos

x1 + SnK (y1) ∈ U1 e T nK (x1 + SnK (y1)) ∈ V1 ⇒ nK ∈ N (U1, V1) ,

x2 + SnK (y2) ∈ U2 e T nK (x2 + SnK (y2)) ∈ V2 ⇒ nK ∈ N (U2, V2) .

Logo, N (U1, V1) ∩N (U2, V2) ̸= ∅ e então, T é fracamente mixing.

A rećıproca do teorema anterior também é verdade, mas para demostrá-la precisamos

de outros resultados que veremos mais adiante. De fato, no Corolário 2.2.20 veremos
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que um operador ser fracamente mixing, é equivalente a satisfazer o Critério de Gethner-

Shapiro.

Além disso, na Observação 2.2.6, vimos que todo operador que satisfaz o Critério de

Kitai, vai satisfazer o Critério de Gethner-Shapiro, mas como os requisitos deste critério

são claramente mais fracos do que os do Critério de Kitai, veremos que a rećıproca não se

cumpre. De fato, apresentaremos um operador que satisfaz o Critério de Gethner-Shapiro,

mas não o Critério de Kitai.

Exemplo 2.2.8. O operador deslocamento para trás com peso Bw : c0 → c0 com a

sequência de pesos

w = (w1, w2, w3, w4, . . .) =
(
1, 2, 2−1, 2, 2, 2−1, 2−1, 2, 2, 2, 2−1, 2−1, 2−1, 2, . . .

)
,

satisfaz o Critério de Gethner-Shapiro, mas não o Critério de Kitai (note que

o valor de w1 é irrelevante).

Prova: Chame T := Bw. Vejamos que T é cont́ınua. Note que sup
n∈N

{|wn|} = 2. Logo,

se x = (xn)n ∈ c0, então

∥T (x)∥∞ = ∥(w2x2, w3x3, . . .)∥∞
= sup

n≥2
{|wnxn|}

≤ sup
n∈N

{|wnxn|}

≤ sup
n∈N

{|wn|} · sup
n∈N

{|xn|}

= 2∥x∥∞.

Lembre-se que Bw é linear, e pelo Teorema 1.2.9, temos que T := Bw é cont́ınuo.

Agora, seja (mk)k a sequência crescente de todos os inteiros para os quais wmk
= 2−1

e wmk+1 = 2, k ∈ N. Como para cada x ∈ c0,

T n(x) =

((
n+1∏

ν=2

wν

)
xn+1,

(
n+2∏

ν=3

wν

)
xn+2, . . .

)
, n ∈ N, (2.1)
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temos que Tmk−1(x) =

(
xmk

,

(
mk+1∏
ν=3

wν

)
xmk+1 . . .

)
para cada k ∈ N, pois

mk∏
ν=2

wν = 1

para cada k ∈ N.

Em particular, se definirmos U = {x ∈ c0; ∥x∥∞ < 1} e V = {x ∈ c0; |x1| > 1}, que
são conjuntos abertos não vazios, então obtemos que Tmk−1(U)∩V = ∅, para cada k ∈ N,

o que mostra que T não é mixing. Portanto, pela contrapositiva do Teorema 2.2.2, ele

não satisfaz o Critério de Kitai.

Por outro lado, tomemos para X0 = Y0 = c00 que é denso em c0, e para S o operador

linear S : Y0 → Y0, S (y1, y2, . . .) =
(
0, w−1

2 y1, w
−1
3 y2, . . .

)
. É claro que TSy = y, para

todo y ∈ Y0, e por (2.1) segue que T nx → 0, para todo x ∈ X0. Resta encontrar uma

sequência crescente apropriada (nk)k de inteiros positivos tal que Snky → 0 para cada

y ∈ Y0, a fim de satisfazer todas as condições do critério de Gethner-Shapiro. De fato,

seja nk = mk+k−1, k ∈ N, e denote por ej o vetor em c0 que possui 1 na j-ésima posição

e 0 nas demais. Note que para cada y = (yn)n ∈ Y0:

Sn(y) =


0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n vezes

,

(
n+1∏

ν=2

w−1
ν

)
y1,

(
n+2∏

ν=3

w−1
ν

)
y2, . . .


 . (2.2)

Então, temos que

Snk(e1) =


0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

nk vezes

,

mk+k∏

ν=2

w−1
ν , 0, . . .


 =


0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

nk vezes

, 2−k, 0, . . .


 ,

de modo que Snk(e1) → 0.

Veja também que para cada j ≥ 2 tem-se

ej = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−1 vezes

, 1, 0, . . .) =

(
j∏

ν=2

wν

)
Sj−1(e1),

pois por (2.2) vale Sj−1(e1) =


0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

j−1 vezes

,
j∏

ν=2

w−1
ν , 0, . . .


.
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Além disso, como sup
n∈N

{|wn+1|−1} = 2, para y = (yn)n ∈ Y0, segue que

∥S(y)∥∞ = ∥(0, w−1
2 y1, w

−1
3 y2, . . .)∥∞

= sup
n∈N

{|w−1
n+1yn|}

≤ sup
n∈N

{|w−1
n+1|} · sup

n∈N
{|yn|}

= 2∥y∥∞.

Dáı e de S ser linear, segue pelo Teorema 1.2.9 que S é cont́ınuo. Portanto, para qualquer

j ∈ N,

Snk(ej) = Snk

((
j∏

ν=2

wν

)
Sj−1(e1)

)
=

(
j∏

ν=2

wν

)
Sj−1 (Snk(e1)) −−−→

k→∞
0.

Seja y = (yj)j ∈ Y0 = c00. Então existe N ∈ N tal que y =
N−1∑
j=1

yjej.

Assim,

Snk(y) = Snk

(
N−1∑

j=1

yjej

)
=

N−1∑

j=1

yjS
nk(ej) −−−→

k→∞
0.

Disto conclúımos que Snk(y) → 0 para cada y ∈ Y0, dáı temos que T := Bw satisfaz todas

as condições do Critério de Gethner-Shapiro.

Observação 2.2.9. Note que como o operador shift para trás com peso Bw do exemplo

anterior satisfaz o Critério de Gethner-Shapiro, então pelo Teorema 2.2.7, Bw é fracamente

mixing. E na prova desse mesmo exemplo, vimos que Bw não é mixing. Então, temos um

exemplo de um operador fracamente mixing que não é mixing .

Continuando na sofisticação dos critérios para hiperciclicidade, o seguinte passo vai

ser enfraquecer a exigência da existência de um inverso à direita S para T no subconjunto

denso Y0 no critério de Gethner-Shapiro. A prova do Teorema 2.2.7 mostra que tudo o

que precisamos é de uma sequência de aplicações Snk
com Snk

(y) −→ 0 e T nkSnk
(y) −→ y

para todo y ∈ Y0. Essas aplicações Snk
nem sequer precisam ser auto-aplicações de Y0.
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Definição 2.2.10 (Critério de Hiperciclicidade). Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear.

Dizemos que T satisfaz o Critério de Hiperciclicidade se existem conjuntos densosX0, Y0 ⊆
X, uma sequência crescente (nk)

∞
k=1 de inteiros positivos e uma sequência de aplicações

Snk
: Y0 −→ X, k ≥ 1, tais que, para todos x ∈ X0 e y ∈ Y0, vale:

(i) T nk(x) −→ 0, quando k −→ ∞,

(ii) Snk
(y) −→ 0, quando k −→ ∞,

(iii) T nkSnk
(y) −→ y, quando k −→ ∞.

Teorema 2.2.11. Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear. Se T satisfaz o Critério de

Hiperciclicidade, então T é hiperćıclico.

Demonstração. Sejam U, V abertos não vazios de X. Por hipótese, T satisfaz o Critério

de Hiperciclicidade, logo satisfaz as condições da Definição 2.2.10. Como X0 e Y0 são

densos em X, segue que existem x ∈ X0 ∩ U e y ∈ Y0 ∩ V . Pela condição (ii) do Critério

de Hiperciclicidade, tem-se

x+ Snk
(y) −−−→

k→∞
x+ 0 = x ∈ U,

e das condições (i) e (iii), segue que

T nk (x+ Snk
(y)) = T nk(x) + T nkSnk

(y) −−−→
k→∞

0 + y = y ∈ V.

Como U e V são abertos tais que se cumprem as convergências anteriores, tem-se que

existem n1, n2 ∈ N tais que

x+ Snk
(y) ∈ U, sempre que k ≥ n1,

T nk (x+ Snk
(y)) ∈ V, sempre que k ≥ n2.

Tome K = max{n1, n2}. Dáı

x+ SnK
(y) ∈ U, e T nK (x+ SnK

(y)) ∈ V.
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Logo, T nK (U) ∩ V ̸= ∅ e então T é topologicamente transitivo. Pelo Teorema da Transi-

tividade de Birkhoff, T é hiperćıclico.

A rećıproca do teorema anterior não é sempre válida. De fato, no Corolário 2.2.18,

veremos que existem operadores hiperćıclicos que não satisfazem o Critério de Hipercicli-

cidade.

Relembrando, até agora vimos que todo operador que satisfaz o Critério de Kitai é

mixing (Teorema 2.2.2), que todo operador que satisfaz o Critério de Gethner-Shapiro é

fracamente mixing (Teorema 2.2.7) e que todo operador que satisfaz o Critério de Hiper-

ciclicidade é hiperćıclico (Teorema 2.2.11). O nosso objetivo agora é demonstrar que um

operador satisfaz o Critério de Hiperciclicidade se e somente se ele é fracamente mixing.

Definição 2.2.12. Sejam S : X −→ X e T : Y −→ Y operadores lineares definidos nos

espaços de Fréchet X e Y . Definimos o operador S ⊕ T : X × Y −→ X × Y por

(S ⊕ T )(x, y) = (S(x), T (y)).

Proposição 2.2.13. Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear. Se T satisfaz o Critério

de Hiperciclicidade, então para todo r ≥ 2, T̃ := T ⊕ · · · ⊕ T︸ ︷︷ ︸
r vezes

satisfaz o Critério de

Hiperciclicidade.

Demonstração. Seja r ≥ 2 e T̃ := T ⊕ · · · ⊕ T︸ ︷︷ ︸
r vezes

. Se X0, Y0, (nk)k e as aplicações Snk
são

como da definição 2.2.10 para o sistema dinâmico linear (X, T ), então

X̃0 := X0 × · · · ×X0︸ ︷︷ ︸
r vezes

e Ỹ0 := Y0 × · · · × Y0︸ ︷︷ ︸
r vezes

são densos em X̃ := X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
r vezes

.

É claro que (X̃, T̃ ) também é um sistema dinâmico linear. Vejamos que escolhendo

os subconjuntos X̃0 e Ỹ0, a mesma sequência (nk)k e a sequência de aplicações S̃nk
:=

Snk
⊕ · · · ⊕ Snk︸ ︷︷ ︸
r vezes

, o operador T̃ vai satisfazer as condições (i), (ii) e (iii) do Critério de

Hiperciclicidade. Seja x̃ = (x1, x2, . . . , xr), onde xi ∈ X0 para todo i = {1, . . . , r}, logo
x̃ ∈ X̃0. E seja ỹ = (y1, y2, . . . , yr), onde yi ∈ Y0 para todo i = {1, . . . , r}, logo ỹ ∈ Ỹ0.

Assim,
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(i)

lim
k→∞

T̃ nk(x̃) = lim
k→∞

T̃ nk(x1, x2, . . . , xr)

= lim
k→∞

(T nk(x1), T
nk(x2), . . . , T

nk(xr))

=
(
lim
k→∞

T nk(x1), lim
k→∞

T nk(x2), . . . , lim
k→∞

T nk(xr)
)

= (0, 0, . . . , 0)

Ou seja,

T̃ nk(x̃) −−−→
k→∞

(0, 0, . . . , 0) ∈ X̃, ∀ x̃ ∈ X̃0.

(ii)

lim
k→∞

S̃nk
(ỹ) = lim

k→∞
S̃nk

(y1, y2, . . . , yr)

= lim
k→∞

(Snk
(y1), Snk

(y2), . . . , Snk
(yr))

=
(
lim
k→∞

Snk
(y1), lim

k→∞
Snk

(y2), . . . , lim
k→∞

Snk
(yr)

)

= (0, 0, . . . , 0)

Ou seja,

S̃nk
(ỹ) −−−→

k→∞
(0, 0, . . . , 0) ∈ Ỹ , ∀ ỹ ∈ Ỹ0.

(iii)

lim
k→∞

T̃ nk S̃nk
(ỹ) = lim

k→∞
T̃ nk S̃nk

(y1, y2, . . . , yr)

= lim
k→∞

(T nkSnk
(y1), T

nkSnk
(y2), . . . , T

nkSnk
(yr))

=
(
lim
k→∞

T nkSnk
(y1), lim

k→∞
T nkSnk

(y2), . . . , lim
k→∞

T nkSnk
(yr)

)

= (y1, y2, . . . , yr) = ỹ

Ou seja,

T̃ nk S̃nk
(ỹ) −−−→

k→∞
ỹ, ∀ ỹ ∈ Ỹ0.

Portanto, para todo r ≥ 2, T̃ := T ⊕ · · · ⊕ T︸ ︷︷ ︸
r vezes

satisfaz o Critério de Hiperciclicidade.

Para demostrar o teorema principal deste caṕıtulo, vamos precisar do lema a seguir.
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Antes, definamos o diâmetro de um conjunto A num espaço métrico (X, d) por

diam(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}.

Lema 2.2.14. Seja (X, d) um espaço métrico completo, e seja {An}n∈N uma sequência

de subconjuntos fechados e não vazios de X tal que:

(i) An+1 ⊆ An para todo n ∈ N (isto é, os conjuntos são aninhados),

(ii) diam(An) → 0 quando n → ∞, isto é,

lim
n→∞

sup{d(x, y) : x, y ∈ An} = 0.

Então
∞⋂

n=1

An = {x},

para algum x ∈ X. Isto é, a interseção de todos os conjuntos An consiste em exatamente

um ponto.

Demonstração. Como cada An é não vazio, escolhemos xn ∈ An para todo n ∈ N.

(1) Vamos mostrar que (xn)n é uma sequência de Cauchy. Sem perda de generalidade,

consideremos m > n. Como Am ⊆ An, temos xm ∈ Am ⊆ An e xn ∈ An. Portanto,

d(xn, xm) ≤ diam(An).

Dado que diam(An) → 0, segue que para todo ε > 0, existe N ∈ N tal que se n ≥ N ,

então diam(An) < ε. Assim, para m > n ≥ N , temos d(xn, xm) < ε. Logo, (xn) é

de Cauchy.

(2) Como X é completo, existe x ∈ X tal que xn → x.

(3) Afirmamos que x ∈ An, para todo n ∈ N. De fato, seja n ∈ N. Como An contém

todos os xm para todo m ≥ n, temos que a sequência (xm)m>n ⊂ An. Note que

(xm)m>n é uma subsequência de (xn)n, e como xn → x, segue que xm → x. Dáı,

x ∈ An = An, pois An é fechado para todo n.

38



(4)
∞⋂
n=1

An = {x}. De fato,

(⊇) De (3), {x} ⊆ An, ∀ n ∈ N, logo {x} ⊆
∞⋂
n=1

An.

(⊆) Seja y ∈ ⋂∞
n=1 An. Então, para todo n, x, y ∈ An e, portanto,

d(x, y) ≤ diam(An) → 0 ⇒ d(x, y) = 0 ⇒ x = y.

Assim, a interseção contém exatamente um único ponto x.

Em nosso contexto, estamos trabalhando com sistemas dinâmicos lineares, logo lidando

com espaços de Fréchet separáveis. E como os espaços de Fréchet são espaços localmente

convexos metrizáveis e completos, vai ser posśıvel utilizar o Lema 2.2.14.

Teorema 2.2.15. Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear. Então T satisfaz o Critério

de Hiperciclicidade se, e somente se, T é fracamente mixing.

Demonstração. (⇒) Suponha que T satisfaz o Critério de Hiperciclicidade, logo da Pro-

posição 2.2.13 segue que T ⊕ T também satisfaz o Critério de hiperciclicidade. Dáı, pelo

Teorema 2.2.11, T ⊕T é hiperćıclico e, pelo Teorema da Transitividade de Birkhoff, T ⊕T

é topologicamente transitivo. Então, por definição, T é fracamente mixing.

(⇐) Suponha que T é fracamente mixing, logo T é topologicamente transitivo e, pelo

Teorema da Transitividade de Birkhoff, T é hiperćıclico. Como T é fracamente mixing,

dados U1, U2, V1 e V2 abertos não vazios, existe n ∈ N tal que





T n (U1) ∩ V1 ̸= ∅,

T n (U2) ∩ V2 ̸= ∅.
(2.3)

Como X é um espaço metrizável (denote por d sua métrica) e separável, da Proposição

1.1.22, segue que X satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade. Dáı, existe uma base

enumerável {Bj}j∈N para a topologia de X. Definimos, para cada j ∈ N, Wj = B(0, 1
j
) e

Vj = B(z, 1
j
), onde z é um vetor hiperćıclico de T (note que z existe pois T é hiperćıclico).
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Como B1,W1 e V1 são abertos não vazios, por (2.3), existe n1 ∈ N tal que

T n1(B1) ∩ B1 ̸= ∅ e T n1(W1) ∩ V1 ̸= ∅,

O que implica que

∃ x1 ∈ B1 tal que T n1(x1) ∈ B1 e ∃ w1 ∈ W1 tal que T n1(w1) ∈ V1.

Como T : X −→ X é cont́ınua, segue da Proposição 1.1.26 que T n1 |B1
: B1 −→ X é

cont́ınua e, como B1 é um aberto que contém T n1(x1), pela definição de continuidade

temos que

∃ δ1 > 0 tal que B(x1, δ1) ⊆ B1 e T n1 (B(x1, δ1)) ⊆ B1.

Tomando r1 < min{δ1, 12}, tem-se que r1 < δ1, e r1 < 1
2
. Chamando C1 = B(x1, r1),

temos

C1 = B(x1, r1) ⊆ B[x1, r1] ⊆ B(x1, δ1) ⊆ B1.

E também

T n1
(
C1

)
⊆ T n1 (B(x1, δ1)) ⊆ B1.

Assim, C1 é uma bola aberta com raio menor que 1
2
e w1 ∈ W1 são tais que

∅ ≠ C1 ⊆ C1 ⊆ B1, T n1
(
C1

)
⊆ B1, e T n1(w1) ∈ V1. (2.4)

Como B2 e V2 são abertos não vazios e T n1 é cont́ınuo, segue que T−n1(B2) e T
−n1(V2) são

abertos não vazios. Considerando C1, T
−n1(B2),W2 e T−n1(V2), como todos são abertos

não vazios, por (2.3) existe N ∈ N tal que

TN(C1) ∩ T−n1(B2) ̸= ∅ e TN(W2) ∩ T−n1(V2) ̸= ∅.

Dáı, como TN(C1) ∩ T−n1(B2) ̸= ∅, existe y1 ∈ C1 tal que

TN(y1) ∈ T−n1(B2) ⇒ T (N+n1)(y1) ∈ B2 ⇒ T (N+n1)(C1) ∩ B2 ̸= ∅. (2.5)
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E fazendo o mesmo para TN(W1) ∩ T−n1(V2) ̸= ∅, temos que T (N+n1)(W2) ∩ V2 ̸= ∅.
Então, chamando n2 = N + n1, existe n2 > n1 tal que

T n2(C1) ∩ B2 ̸= ∅ e T n2(W2) ∩ V2 ̸= ∅.

Ou seja

∃ x2 ∈ C1 tal que T n2(x2) ∈ B2 e ∃ w2 ∈ W2 tal que T n2(w2) ∈ V2.

Outra vez, como T é cont́ınua, tem-se que T n1 |C1
: C1 −→ X é cont́ınua, e como B2 é

aberto que contém T n2(x2), pela definição de continuidade, temos que

∃ δ2 > 0 tal que B(x2, δ2) ⊆ C1 e T n2 (B(x2, δ2)) ⊆ B2.

Tomando r2 < min{δ2, 13}, tem-se que r2 < δ2, e r2 <
1
3
. Tomando C2 = B(x2, r2), temos

C2 = B(x2, r2) ⊆ B[x2, r2] ⊆ B(x2, δ2) ⊆ C1.

E também

T n2
(
C2

)
⊆ T n2 (B(x2, δ2)) ⊆ B2.

Assim, C2 é uma bola aberta com raio menor que 1
3
e w2 ∈ W2 são tais que

∅ ≠ C2 ⊆ C2 ⊆ C1, T n2
(
C2

)
⊆ B2, e T n2(w2) ∈ V2. (2.6)

Note que, de (2.4), temos C2 ⊆ B1. Seguindo a construção, como nos casos de (2.4) e

(2.6), em geral podemos obter as sequências (wj)j ⊆ X, (nj)j de inteiros positivos e de

bolas abertas não vazias Cj ⊆ B1 ⊆ X de raios menores que 1
1+j

, para todo j ∈ N, tais

que

wj ∈ Wj e T njwj ∈ Vj, (2.7)

Cj+1 ⊆ Cj, (2.8)

T nj
(
Cj

)
⊆ Bj. (2.9)
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Seja Y0 = Orb(T, z). É claro que Y0 é denso em X, pois z é um vetor hiperćıclico. Agora,

para cada j ∈ N definimos as aplicações: Snj
: Y0 −→ X, tais que

Snj
(T r(z)) = T r(wj), r ∈ N0.

Vejamos que para toda subsequência (njk)k de (nj)j, o conjunto denso Y0, e a sequência

de aplicações Snjk
, o operador T cumpre as condições (ii) e (iii) do Critério de Hipercicli-

cidade.

De fato, seja (njk)k uma subsequência de (nj)j. Para a condição (ii), seja y ∈ Y0. Então

existe r ∈ N0 tal que y = T r(z) e Snjk
(T r(z)) = T r(wjk).

Por (2.7), para todo k ∈ N, se cumpre que wjk ∈ Wjk = B(0, 1
jk
), então d(wjk , 0) <

1
jk
.

Logo, quando k → ∞, wjk −→ 0 e dáı

lim
k→∞

Snjk
(y) = lim

k→∞
Snjk

(T r(z))

= lim
k→∞

T r(wjk)

= T r
(
lim
k→∞

wjk

)
(pela continuidade de T r)

= T r(0) = 0.

Portanto, quando k → ∞,

Snjk
(y) −→ 0, para todo y ∈ Y0. (2.10)

Para a condição (iii), seja y ∈ Y0. Então existe r ∈ N tal que y = T r(z) e Snjk
(T r(z)) =

T r(wjk).

Assim,

T njk

(
Snjk

(y)
)
= T njk (T r(wjk)) = T r (T njk (wjk)) .

Por (2.7), para todo k ∈ N, se cumpre que T njk (wjk) ∈ Vjk = B(z, 1
jk
), então d (T njk (wjk), z) <

1
jk
. Logo, quando k → ∞, T njk (wjk) −→ z e dáı
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lim
k→∞

T njk

(
Snjk

(y)
)
= lim

k→∞
T r (T njk (wjk))

= T r
(
lim
k→∞

T njk (wjk)
)

(pela continuidade de T r)

= T r(z) = y.

Portanto, quando k → ∞,

T njk

(
Snjk

(y)
)
−→ y, para todo y ∈ Y0. (2.11)

Note que, por (2.8), {Cj}j é uma sequência de subconjuntos fechados e não vazios de X

tais que

� Cj+1 ⊆ Cj ⊆ Cj para todo j ∈ N,

� diam(Cj) → 0 quando j → ∞, pois como Cj+1 ⊆ Cj = B(xj, rj) onde rj < 1
1+j

,

segue que

diam(Cj+1) = sup{d(p, q) : p, q ∈ Cj+1}

≤ sup{d(p, xj) + d(xj, q) : p, q ∈ Cj+1}

≤ sup{rj + rj : p, q ∈ Cj+1} −−−→
j→∞

0.

Pelo Lema 2.2.14, existe um único x0 ∈ X tal que

∞⋂

j=1

Cj = {x0} .

Assim, x0 ∈ Cj para todo j ∈ N e, por (2.9),

T nj(x0) ∈ T nj
(
Cj

)
⊆ Bj, para todo j ∈ N. (2.12)

Como {Bj}j∈N é uma base enumerável de abertos da topologia X, temos que, para todo

aberto não vazio U de X, existe j ∈ N tal que Bj ⊆ U . Logo, por (2.12), segue que

T nj(x0) ∈ U e então {T nj(x0)}j∈N ∩ U ̸= ∅. Portanto {T nj(x0)}j = X.

Seja X0 = Orb(T, x0) e note que X0 é denso em X, pois

{T nj(x0)}j ⊆ Orb(T, x0) ⊆ X.
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Escolha a subsequência (nji)i da sequência (nj)j tal que, para cada i ∈ N, T nji (x0) ∈
Wi = B(0, 1

i
). Isto é posśıvel pois, para cada i ∈ N, Wi é aberto não vazio de X, e

portanto existe ji ∈ N tal que o aberto básico Bji ⊆ Wi. Dáı, e por (2.12), temos

T nji (x0) ∈ Bji ⊆ Wi = B(0,
1

i
) ⇒ d (T nji (x0), 0) <

1

i
, para todo i ∈ N

⇒ T nji (x0) −−−→
i→∞

0.

Vejamos que para a subsequência (nji)i e o conjunto denso X0, T cumpre a condição (i)

do Critério de Hiperciclicidade. De fato, seja x ∈ X0 = Orb(T, x0). Então existe r ∈ N0

tal que x = T r(x0). Logo

lim
i→∞

T nji (x) = lim
k→∞

T nji (T r(x0))

= lim
i→∞

T r (T nji (x0))

= T r
(
lim
i→∞

T nji (x0)
)

(pela continuidade de T r)

= T r(0) = 0.

Portanto, quando i → ∞,

T nji (x) −→ 0, para todo x ∈ X0. (2.13)

Finalmente, por (2.13), (2.10) e (2.11), conclúımos que para os conjuntos densosX0 e Y0 de

X, para a sequência crescente (nji)i ⊆ N e para a sequência de aplicações Snki
: Y0 −→ X,

i ∈ N, se cumpre:

(i) T nji (x) −−−→
i→∞

0, para todo x ∈ X0,

(ii) Snji
(y) −−−→

i→∞
0, para todo y ∈ Y0,

(iii) T nji

(
Snji

(y)
)
−−−→
i→∞

y, para todo y ∈ Y0.

Isto é, T satisfaz o Critério de Hiperciclicidade.

Acabamos de demostrar a equivalência entre um operador satisfazer o Critério de

Hiperciclicidade e o operador ser fracamente mixing. Este resultado é necessário para a
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prova de que nem todo operador hiperćıclico vai satisfazer o Critério de Hiperciclicidade.

Para isso precisamos de um tipo de operadores chamados de deslocamento para frente e

de outro resultado que enunciamos a seguir.

Definição 2.2.16. Se (xn)
∞
n=1 é uma sequência linearmente independente em um espaço

de Banach X, o deslocamento para frente (em inglês: forward shift) associado a (xn)n é o

operador linear S : E → E definido por S (xn) = xn+1, onde E = span({xn : n ∈ N}).

Teorema 2.2.17. Seja X um espaço de Banach. Se X possui uma base incondicional

normalizada (xn)
∞
n=1 e o deslocamento para frente associado à essa sequência (S (xn) =

xn+1) é cont́ınuo, então existe um operador T : X → X hiperćıclico e não fracamente

mixing.

Demonstração. Veja [4, Teorema 4.14, p. 83].

Corolário 2.2.18. Existem operadores hiperćıclicos em c0 e em ℓp, 1 ≤ p < ∞, que não

satisfazem o Critério de Hiperciclicidade. Em particular, é posśıvel encontrar tais

operadores em um espaço de Hilbert.

Demonstração. Pela Proposição 1.4.7, c0 e ℓp, 1 ≤ p < ∞, satisfazem as condições do

teorema acima (Teorema 2.2.17). Dáı, existem operadores hiperćıclicos e não fracamente

mixing em c0 e em ℓp, 1 ≤ p < ∞. Logo, pelo Teorema 2.2.15, esses operadores não

satisfazem o Critério de Hiperciclicidade.

Um resultado importante sobre implicações entre dois dos Critérios é o teorema enun-

ciado a seguir. A demonstração não será feita neste trabalho por já ter sido objeto de

estudo da dissertação de [9].

Teorema 2.2.19. Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear. Então T satisfaz o Critério

de Hiperciclicidade se e somente se satisfaz o Critério de Gethner-Shapiro.

Demonstração. Veja [9, Teorema 3.0.36, p. 64].

Note que, dos Teoremas 2.2.15 e 2.2.19, temos imediatamente o seguinte resultado.

Corolário 2.2.20. Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear. Então T satisfaz o Critério

de Gethner-Shapiro se, e somente se, T é fracamente mixing.

45



Caṕıtulo 3

Operadores Caóticos e Fracamente

mixing

No caṕıtulo anterior estudamos algumas noções da dinâmica linear, e agora preten-

demos ampliar este estudo para os chamados operadores caóticos. Como dissemos na

introdução, apresentaremos neste caṕıtulo o conceito de caoticidade e alguns resultados

sobre o tema. A primeira seção é dedicada a uma caracterização muito importante dos

operadores fracamente mixing, chamada de Condição dos Três Conjuntos Abertos (Te-

orema 3.1.9), que vai ser utilizada nas seções posteriores. Na segunda seção o objetivo

vai ser definir um operador caótico num sistema dinâmico linear, e a sua relação com o

Critério de Hiperciclicidade. E por último, na terceira seção apresentamos o Critério de

Caoticidade, que vai ser uma condição suficiente para um operador ser caótico.

3.1 Caracterização dos Operadores Fracamente Mi-

xing

A partir de agora até o término desta seção veremos novas definições e resultados que

vão ser necessários para enunciar e demostrar uma caracterização muito importante dos

operadores fracamente mixing, chamada de Condição dos Três Conjuntos Abertos.

Definição 3.1.1. Seja A ⊆ N. Dizemos que A é cofinito se o seu complementar é finito.

Definição 3.1.2. Seja (X, T ) um sistema dinâmico. Para quaisquer conjuntos A,B ⊆ X,
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definimos o retorno de A para B por:

NT (A,B) = N(A,B) = {n ∈ N0 : T
n(A) ∩ B ̸= ∅} .

Com esta notação, temos que:

� T é topologicamente transitivo se, e somente se, para quaisquer U, V ⊆ X abertos

e não vazios, N(U, V ) ̸= ∅.

� T é mixing se, e somente se, para quaisquer U, V ⊆ X abertos e não vazios, N(U, V )

é cofinito.

� T é fracamente mixing se, e somente se, para quaisquer U1, U2, V1, V2 ⊆ X abertos

e não vazios, N (U1, U2) ∩N (V1, V2) ̸= ∅.

Além do conjunto N(U, V ), também podemos definir o conjunto

C(U, V ) := {n ∈ N0 : T n(U) ⊆ V } .

Definição 3.1.3. Sejam A e B são dois subconjuntos de N. O conjunto diferença A−B

é definido por

A− B = {n−m : (n,m) ∈ A× B, n ≥ m}.

O conjunto soma A+B é definido de maneira óbvia.

Lema 3.1.4. Seja (X, T ) um sistema dinâmico. E sejam U, V,W subconjuntos abertos

não vazios de X. Então,

(a) N(U, V ) +C(V,W ) ⊆ N(U,W ), e

(b) N(U,W )−C(U, V ) ⊆ N(V,W ).

Demonstração. (a) Seja k ∈ N(U, V ) + C(V,W ). Então existem n ∈ N(U, V ) e m ∈
C(V,W ), tais que, k = n +m. Dáı, T n(U) ∩ V ̸= ∅ e Tm(V ) ⊆ W . Assim, existe

x ∈ U tal que T n(x) ∈ V e

T n+m(x) = Tm (T n(x)) ⊆ Tm(V ) ⊆ W.
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Logo T n+m(U) ∩W ̸= ∅ e dáı k = n+m ∈ N(U,W ).

(b) Seja k ∈ N(U,W )−C(U, V ). Então existem n ∈ N(U,W ) e m ∈ C(U, V ) tais que

k = n−m e n ≥ m. Dáı, T n(U) ∩W ̸= ∅ e Tm(U) ⊆ V . Da última inclusão temos

que U ⊆ T−m(V ) e, portanto,

T n−m(V ) = T n
(
T−m(V )

)
⊇ T n(U). (3.1)

Como T n (U) ∩W ̸= ∅, existe x ∈ U tal que T n(x) ∈ W e, pela Proposição 1.1.26,

como T : X −→ X é cont́ınua, tem-se que T n|U : U −→ X é cont́ınua. Logo, existe

um aberto U0 ⊆ U contendo x tal que

∅ ≠ T n(U0) ⊆ W. (3.2)

Além disso, como U0 ⊆ U , então T n(U0) ⊆ T n(U). Assim, segue de (3.1) que

T n(U0) ⊆ T n−m(V ). (3.3)

De (3.2) e (3.3)

∅ ≠ T n(U0) ⊆ T n−m(V ) ∩W

⇒ T n−m(V ) ∩W ̸= ∅

⇒ k = n−m ∈ N(V,W ).

Definição 3.1.5. Seja A ⊆ N. Dizemos que A contém intervalos arbitrariamente grandes

se

∀ N ∈ N, ∃ n ∈ N tal que [n, n+N ] := {n, n+ 1, . . . , n+N} ⊆ A.

Definição 3.1.6. Um conjunto A ⊆ N é dito espesso se ele contém intervalos arbitrari-

amente grandes.

Teorema 3.1.7. Seja T : X −→ X um sistema dinâmico. As seguintes afirmações são

equivalentes:
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(i) T é fracamente mixing;

(ii) Os conjuntos N(U, V ) formam uma base de filtro para quaisquer abertos não vazios

U , V de X, ou seja, cada N(U, V ) é não vazio e, dados abertos não vazios de

X, U1, V1, U2, V2, pode-se encontrar U3, V3 abertos não vazios de X, tais que

N (U3, V3) ⊆ N (U1, V1) ∩N (U2, V2);

(iii) Para qualquer L ≥ 1, a aplicação produto L-vezes T × · · · × T é topologicamente

transitiva;

(iv) Os conjuntos N(U, V ) são espessos para quaisquer abertos não vazios U , V de X;

(v) N(U, V )−N(U, V ) = N0, para quaisquer abertos não vazios U , V de X;

(vi) N(U, V ) ∩N (U, V ′) ̸= ∅, para quaisquer abertos não vazios U , V , V ′ de X.

Demonstração. (i) =⇒ (ii): Suponha que T seja fracamente mixing e fixe quatro con-

juntos abertos não vazios U1, V1, U2, V2. Então N (U1, U2) ∩N (V1, V2) ̸= ∅, logo, existe
m ∈ N (U1, U2) ∩ N (V1, V2), ou seja, Tm(U1) ∩ U2 ̸= ∅ e Tm(V1) ∩ V2 ̸= ∅. Como

T : X −→ X é um sistema dinâmico, tem-se que T é cont́ınua. Dáı e da Proposição

1.1.26 segue que Tm|U1
: U1 −→ X e Tm|V1

: U1 −→ X são cont́ınuas. Logo, exis-

tem dois conjuntos abertos não vazios U3 ⊆ U1 e V3 ⊆ V1 tais que Tm (U3) ⊆ U2 e

Tm (V3) ⊆ V2. Então, N (U3, V3) ⊆ N (U1, V1). Além disso, se n ∈ N (U3, V3), então

n + m ∈ N (U3, V3) + C (V3, V2) ⊆ N (U3, V2), de modo que n = (n + m) − m ∈
N (U3, V2)−C (U3, U2) ⊆ N (U2, V2) pelo Lema 3.1.4. Isso prova (ii).

(ii) =⇒ (iii): Se os conjuntos N(U, V ) formam uma base de filtro, então qualquer

interseção finita deles é não vazia. Em outras palavras, N (U1, V1) ∩ · · · ∩N (UL, VL) ̸= ∅
para cada L ≥ 1 e quaisquer conjuntos abertos não vazios U1, . . . , UL, V1, . . . , VL. Isso

significa que cada aplicação T × · · · × T é topologicamente transitiva.

(iii) =⇒ (iv): Dados U, V e um número inteiro positivo L, defina Vi := T−i(V ) para

i = 0, . . . , L. Se (iii) vale, então pode-se encontrar um n ∈ N0 tal que T n(U) ∩ Vi ̸= ∅
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para todo i ∈ {0, . . . , L}. Isso significa que N(U, V ) contém o intervalo [n, n+ L].

(iv) =⇒ (v) : Isto é trivial.

(v) =⇒ (vi) : Suponha que (v) seja válido e sejam dados U, V, V ′. Como T é topo-

logicamente transitivo por (v), pode-se encontrar um m ∈ N0 e um conjunto aberto não

vazio V1 ⊆ V tal que Tm (V1) ⊆ V ′. Pelo item (v), podemos escolher k ∈ N0 tal que

k ∈ N (U, V1) e k +m ∈ N (U, V1). Então,

k +m ∈ N(U, V ) ∩ [N (U, V1) +C (V1, V
′)] ⊆ N(U, V ) ∩N (U, V ′) .

(vi) =⇒ (i): Suponha que (vi) seja válido e sejam U1, V1, U2, V2 quatro conjuntos

abertos não vazios em X. Aplicando (vi) com U := U1, V := V1 e V ′ := V1, temos que

N(U1, V1) ̸= ∅, então existe m ∈ N0 tal que Tm(U1) ∩ V1 ̸= ∅. Como T : X −→ X é

um sistema dinâmico, tem-se que T é cont́ınua. Dáı e da Proposição 1.1.26 segue que

Tm|U1
: U1 −→ X é cont́ınua. Logo, existe um conjunto aberto não vazio U ⊆ U1 tal que

Tm(U) ⊆ U2. Aplicando (vi) com U := U, V := V1 e V ′ := T−m (V2), encontramos um

k ∈ N0 tal que T
k(U)∩V1 ̸= ∅ e T k+m(U)∩V2 ̸= ∅. Assim, por um lado, k ∈ N (U, V1) ⊆

N (U1, V1), e por outro lado, k = k +m −m ∈ N (U, V2)− C (U,U2) ⊆ N (U2, V2). Isso

mostra que T × T é topologicamente transitivo, ou seja, que T é fracamente mixing.

Lema 3.1.8. Seja X um espaço vetorial topológico, e seja T ∈ L(X) topologicamente

transitivo.

(a) Para qualquer vizinhança aberta W de 0 e quaisquer conjuntos abertos não vazios

U, V ⊆ X, os conjuntos N(U,W ) e N(W,V ) são espessos.

(b) Suponha que todos os conjuntos N(U,W )∩N(W,V ) sejam não vazios, para U, V,W

como acima. Então, todos esses conjuntos são espessos.

Demonstração. Para provar (a), fixemos L ∈ N. Como T (0) = 0, pode-se encontrar uma

vizinhança aberta W ′ de zero tal que T k (W ′) ⊆ W para todo k ∈ {0, . . . , L}. Além disso,
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como T é topologicamente transitivo, pode-se escolher n, n′ ∈ N tais que T n(U)∩W ′ ̸= ∅
e T n′

(W ′) ∩ T−L(V ) ̸= ∅, ou seja, T n′+L (W ′) ∩ V ̸= ∅. Então

n+ {0, . . . , L} ⊆ N (U,W ′) +C (W ′,W ) ⊆ N(U,W ) e

n′ + {0, . . . , L} = (n′ + L)− {0, . . . , L} ⊆ N (W ′, V )−C (W ′,W ) ⊆ N(W,V ).

Como L é arbitrário, isso mostra que N(U,W ) e N(W,V ) são espessos.

A demonstração de (b) é idêntica. De fato, nesse caso, pode-se tomar n = n′.

Teorema 3.1.9 (Condição dos Três Conjuntos Abertos). Seja X um espaço vetorial

topológico e seja T ∈ L(X). As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) T é fracamente mixing;

(ii) N(U,W ) ∩N(W,V ) ̸= ∅ para quaisquer conjuntos abertos não vazios U, V ⊆ X e

qualquer vizinhança W de 0.

Demonstração. É claro que (i) implica (ii).

Reciprocamente, suponha que (ii) seja verdadeira. Mostraremos então que todos os con-

juntos N(U, V ) são espessos. Fixemos conjuntos abertos não vazios U, V ⊆ X. Existem

conjuntos abertos não vazios U0, V0 e uma vizinhança aberta W de 0 tais que U ⊇ U0+W

e V ⊇ V0 + W . Pelo item (ii) e pelo Lema 3.1.8, o conjunto N (U0,W ) ∩ N (W,V0) é

espesso, então basta mostrar que N (U0,W ) ∩N (W,V0) ⊆ N(U, V ).

Seja n ∈ N (U0,W ) ∩N (W,V0), ou seja, T n (U0) ∩W ̸= ∅ e T n(W ) ∩ V0 ̸= ∅. Pela

linearidade, obtemos T n (U0 +W ) ∩ (V0 +W ) ̸= ∅, o que implica que n ∈ N(U, V ).

Assim, temos que todos os conjuntos N(U, V ) são espessos, e pelo Teorema 3.1.7 segue

que T é fracamente mixing.

Corolário 3.1.10. Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear e seja T um operador hi-

perćıclico. Suponha que, para cada conjunto aberto não vazio U ⊆ X, existam um opera-

dor SU ∈ L(X) que tem imagem densa e comuta com T e um conjunto limitado BU ⊆ X

tal que (SU ◦ T n(U)) ∩ BU ̸= ∅ para todo n ≥ 0. Então, T é fracamente mixing.
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Demonstração. Para aplicar o Teorema 3.1.9, fixemos conjuntos abertos não vazios U, V

e uma vizinhança W de 0. Seja SU ∈ L(X) e um conjunto limitado BU associado a U

pela suposição acima. Então, pode-se encontrar um λ > 0 tal que λBU ⊆ W . Definindo

S := λSU , obtemos um operador S ∈ L(X) com imagem densa, tal que TS = ST e

ST n(U) ∩W ̸= ∅ para todo n ≥ 0.

Como T é topologicamente transitivo e S−1(V ) é um conjunto aberto não vazio (porque

S tem imagem densa), pode-se encontrar um inteiro N ≥ 1 tal que STN(W ) ∩ V ̸= ∅.

Definimos A := STN . Então, por definição e como S comuta com T , AT = TA e

A(W ) ∩ V ̸= ∅, além disso, A(U) ∩W ̸= ∅ pela escolha de S.

Escolhamos x ∈ U , um vetor hiperćıclico para T , tal que A(x) ∈ W e também um

m ∈ N tal que Tmx ∈ W e A (Tmx) ∈ V , ou seja, Tm(A(x)) ∈ V . Agora, seja (ni)

uma sequência de inteiros tal que T ni(x) → A(x). Então, T ni(x) ∈ W e T ni (Tmx) =

Tm (T ni(x)) ∈ V para i suficientemente grande. Como x ∈ U e Tmx ∈ W , segue que

N(U,W ) ∩N(W,V ) ̸= ∅. Isso conclui a prova.

Corolário 3.1.11. Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear. Se T é hiperćıclico e se

existe um conjunto denso de vetores cuja órbita por T é limitada, então T é fracamente

mixing.

Demonstração. Para qualquer conjunto aberto não vazio U ⊆ X, pode-se encontrar um

x ∈ U tal que BU := Orb(T, x) seja limitado. Assim, pode-se aplicar o Corolário 3.1.10

com SU = I.

3.2 Caoticidade

Definição 3.2.1. Seja (X, d) um espaço métrico sem pontos isolados. Diz-se que um

sistema dinâmico T : X → X possui dependência senśıvel das condições iniciais se existe

algum δ > 0 tal que, para todo x ∈ X e para todo ε > 0, existe algum y ∈ X com

d(x, y) < ε tal que, para algum n ≥ 0, tem-se d (T nx, T ny) > δ. O número δ é chamado

de constante de sensibilidade de T .
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Definição 3.2.2. Seja T : X → X um sistema dinâmico.

(a) Um ponto x ∈ X é chamado de ponto fixo de T se Tx = x.

(b) Um ponto x ∈ X é chamado de ponto periódico de T se existe algum n ∈ N tal que

T nx = x. O menor número n com essa propriedade é chamado de peŕıodo de x. O

conjunto de pontos periódicos é denotado por Per(T ).

Definição 3.2.3 (Caos de Devaney - versão preliminar). Seja (X, d) um espaço métrico

sem pontos isolados. Um sistema dinâmico T : X → X é dito caótico (no sentido de

Devaney - versão preliminar) se satisfaz as seguintes condições:

(i) T tem dependência senśıvel às condições iniciais;

(ii) T é topologicamente transitivo;

(iii) T tem um conjunto denso de pontos periódicos.

Teorema 3.2.4 (Banks-Brooks-Cairns-Davis-Stacey). Seja X um espaço métrico sem

pontos isolados. Se um sistema dinâmico T : X → X é topologicamente transitivo e

possui um conjunto denso de pontos periódicos, então T tem dependência senśıvel às

condições iniciais com respeito a qualquer métrica que define a topologia de X.

Demonstração. Veja [12, Teorema 1.29, p. 13].

Quando estamos num espaço métrico sem pontos isolados, o teorema anterior nos

permite remover a dependência senśıvel da definição de caos de Devaney. Como esta-

mos lidando neste trabalho apenas com espaços métricos sem pontos isolados, podemos

considerar a seguinte definição.

Definição 3.2.5 (Caos de Devaney). Um sistema dinâmico T : X → X é dito caótico

(no sentido de Devaney) se satisfaz as seguintes condições:

(i) T é topologicamente transitivo,

(ii) T possui um conjunto denso de pontos periódicos.
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A definição de Caos no sentido de Devaney consiste em exigir transitividade topológica

e a densidade do conjunto de pontos periódicos. Em vista do Teorema de transitividade

de Birkhoff, como no nosso contexto lidamos com sistemas dinâmicos lineares, podemos

reformular essa definição, como segue.

Definição 3.2.6 (Operador Caótico). Seja (X, T ) un sistema dinâmico linear. T é dito

caótico se satisfaz as seguintes condições:

(i) T é hiperćıclico,

(ii) T possui um conjunto denso de pontos periódicos.

Proposição 3.2.7. Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear. Se T é um operador caótico,

então T é fracamente mixing.

Demonstração. Como T é um operador caótico, temos que T é hiperćıclico e possui um

conjunto denso D de pontos periódicos. Logo para cada ponto periódico x ∈ D, existe

n ∈ N, tal que x = T n(x). Então, Orb(T, x) = {x, T (x), · · · , T n−1(x)}. Dáı, D é um

conjunto denso de vetores com órbita em relação a T limitada. Segue imediatamente do

Corolário 3.1.11 que T é fracamente mixing.

A rećıproca de teorema anterior não é sempre verdadeira. De fato, apresentaremos

um exemplo de um operador fracamente mixing que não é caótico. Para isso, primeiro

definimos um novo tipo de espaço que será necessário.

Definição 3.2.8. Um espaço de sequências de Banach (Fréchet, . . .) é um subespaço

X ⊆ KN tal que X é um espaço de Banach (Fréchet, . . .) e a inclusão X −→ KN é

cont́ınua. Quando x ∈ X denotamos x = (xn)n.

Teorema 3.2.9. Seja X um espaço de sequências de Banach no qual (xn)n é uma base

incondicional. Suponha que o operador deslocamento para trás com peso Bw : X −→ X

está bem definido.

(a) As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) Bw é mixing;
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(ii) a sequência (
n∏

i=1

wi

)−1

xn → 0

em X quando n → ∞.

(b) As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) Bw é caótico;

(ii) a série
∞∑

n=1

(
n∏

i=1

wi

)−1

xn

converge em X;

(iii) a sequência 

(

n∏

i=1

wi

)−1



n

pertence a X;

(iv) Bw possui um ponto periódico não trivial.

Demonstração. Veja [12, Teorema 4.8, p. 97].

Com o teorema anterior, podemos obter operadores deslocamentos para trás com peso,

que são mixing, mas não caóticos, como veremos a seguir.

Exemplo 3.2.10. Seja Bw : ℓ1 → ℓ1 um deslocamento para trás com o peso w = (wi)i =
(
1, 2, 3

2
, 4
3
, . . . , n

n−1
, . . .

)
. É fácil verificar que:

n∏

i=1

w−1
i =

1

n
, ∀ n ∈ N.

Por fim, veja que 1
n
→ 0 mas

(
1
n

)
n
/∈ ℓ1. Então pelo teorema anterior, Bw é mixing mas

não é caótico.

Observação 3.2.11. Como o deslocamento para trás com peso Bw do exemplo anterior

é mixing, da Proposição 2.1.8, segue-se que Bw é fracamente mixing. Então conseguimos

um operador fracamente mixing que não é caótico.
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Observação 3.2.12. No Teorema 3.2.7, vimos que ser um operador caótico, implica ser

fracamente mixing, mas não implica necessariamente ser mixing. De fato, Badea e Grivaux

no artigo [2], encontraram operadores em um espaço de Hilbert que são caóticos, mas

não mixing.

3.3 Critério de Caoticidade

No caṕıtulo 2 estudamos alguns critérios que nos forneceram condições suficientes

para operadores serem mixing, fracamente mixing e hiperćıclicos. Estudaremos agora um

critério que nos dará uma condição suficiente para saber se um operador é caótico, ao

qual chamaremos de Critério de Caoticidade.

Definição 3.3.1. Diz-se que uma série
∞∑
n=1

xn em um espaço de Fréchet é incondicional-

mente convergente se, para toda permutação σ : N → N, a série

∞∑

n=1

xσ(n),

converge.

Existem muitas caracterizações das séries incondicionalmente convergentes que serão

úteis nas demostrações de alguns teoremas. No resultado seguinte, como nosso espaço

X é um espaço de Fréchet, existe uma métrica (completa) invariante sob translações que

gera a topologia de X, chamemos d a dita métrica. Para conveniência, escreveremos ∥x∥
em vez de d(x, 0). Note que d(x, y) = d(x− y, 0), pois d é invariante sob translações. Dáı,

d(x, y) = ∥x− y∥. E veja também que

∥x+ y∥ = d(x+ y, 0) ≤ d(x+ y, y) + d(y, 0) = d(x, 0) + d(y, 0) = ∥x∥+ ∥y∥. (3.4)

Teorema 3.3.2. Seja X um espaço de Fréchet. Então as seguintes afirmações são equi-

valentes:

(i)
∞∑
n=1

xn é incondicionalmente convergente;

(ii) para qualquer sequência de 0-1 (εn)n, a série
∞∑
n=1

εnxn converge;
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(iii) para qualquer sequência limitada (αn)n de escalares, a série
∞∑
n=1

αnxn converge;

(iv) para todo ε > 0, existe algum N ∈ N tal que, para qualquer conjunto finito F ⊆
{N,N + 1, N + 2, . . .}, temos:

∥∥∥∥∥
∑

n∈F

xn

∥∥∥∥∥ < ε.

(v) para todo ε > 0, existe algum N ∈ N tal que, para qualquer sequência de 0-1 (εn)n,

a série
∞∑
n=1

εnxn converge e
∥∥∥∥∥
∑

n≥N

εnxn

∥∥∥∥∥ < ε;

(vi) para todo ε > 0, existe algum N ∈ N tal que, sempre que sup
n≥1

|αn| ≤ 1, então a série

∞∑
n=1

αnxn converge e
∥∥∥∥∥
∑

n≥N

αnxn

∥∥∥∥∥ < ε.

Demonstração. Veja [22, 3.8.2 e p. 153] e [13, 3.3.8 e 3.3.9].

Lema 3.3.3. Seja X um espaço de Fréchet. Se
∞∑
n=1

xn é incondicionalmente convergente,

então toda subsérie de
∞∑
n=1

xn é convergente, isto é, para qualquer sequência estritamente

crescente (kn)
∞
n=1 de inteiros positivos,

∞∑
n=1

xkn converge.

Demonstração. Seja ε > 0. Pelo item (iv) do Teorema 3.3.2, existe N ∈ N tal que para

todo subconjunto finito F ⊆ {N,N + 1, N + 2, . . .}, temos

∥∥∥∥∥
∑

n∈F

xn

∥∥∥∥∥ < ε.

Agora, se (kn)
∞
n=1 é uma sequência crescente de números naturais, então kn ≥ n, para

todo n. Assim, se q > p > N , então

d

(
q∑

n=1

xkn ,

p∑

n=1

xkn

)
=

∥∥∥∥∥

q∑

n=1

xkn −
p∑

n=1

xkn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥

q∑

n=p+1

xkn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥

∑

n∈{kp+1,...,kq}

xn

∥∥∥∥∥∥
< ε,
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pois min {kp+1, . . . , kq} = kp+1 ≥ p+ 1 > N. Dáı,

{kp+1, . . . , kq} ⊆ {N,N + 1, N + 2, . . .},

o que nos diz que a sequência das somas parciais de (xkn)
∞
n=1 é de Cauchy e, portanto,

convergente, pois X é completo.

Lema 3.3.4. Sejam X um espaço vetorial topológico e
∞∑
i=1

xi uma série em X. Se
∞∑
i=1

xi

converge para algum x ∈ X, então xi converge para 0 ∈ X.

Demonstração. Seja
∞∑
i=1

xi uma série em X tal que
n∑

i=1

xi −−−→
n→∞

x ∈ X.

Chamemos

Sn =
n∑

i=1

xi, ou seja, lim
n

Sn =
∞∑

i=1

xi.

Pela convergência da série para x ∈ X, segue que

lim
n

Sn = x.

Note que Sn+1 − Sn = xn+1. Logo

lim
n

xn = lim
n

xn+1

= lim
n

(Sn+1 − Sn)

= lim
n

Sn+1 + lim
n

(−Sn) (pela continuidade da soma)

= lim
n

Sn+1 − lim
n

Sn (pela continuidade do produto por um escalar)

= x− x = 0 ∈ X.

Assim, xn → 0 ∈ X.

Lema 3.3.5. Seja (X, d) um espaço métrico e seja (xn)n uma sequência em X tal que

xn → x ∈ X. Então,

lim
n→∞

d(xn, 0) = d(x, 0).
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Demonstração. Como xn → x em X, isso significa que para todo ε > 0, existe N ∈ N tal

que, para todo n ≥ N ,

d(xn, x) < ε.

Queremos provar que d(xn, 0) → d(x, 0). Para isso, utilizando a desigualdade triangular,

temos

d(xn, 0) ≤ d(xn, x) + d(x, 0) ⇒ d(xn, 0)− d(x, 0) ≤ d(xn, x).

E também

d(x, 0) ≤ d(x, xn) + d(xn, 0) ⇒ −d(x, xn) ≤ d(xn, 0)− d(x, 0)

⇒ |d(xn, 0)− d(x, 0)| ≤ d(xn, x).

Portanto, se d(xn, x) < ε, então

|d(xn, 0)− d(x, 0)| < ε.

Isso mostra que d(xn, 0) → d(x, 0), ou seja,

lim
n→∞

d(xn, 0) = d
(
lim
n→∞

xn, 0
)
.

Definição 3.3.6 (Critério de Caoticidade). Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear. Di-

zemos que T satisfaz o Critério de Caoticidade, se existem um conjunto denso D ⊆ X e

uma aplicação S : D → D tais que:

(i)
∑

T n(x) e
∑

Sn(x) são incondicionalmente convergentes, para cada x ∈ D,

(ii) TS = I em D.

Teorema 3.3.7. Seja (X, T ) un sistema dinâmico linear. Se T satisfaz o Critério de

Caoticidade, então T é um operador caótico.

Demonstração. Suponha que T satisfaz o Critério de Caoticidade. Da Definição 3.3.6,

existem um conjunto denso D ⊆ X e uma aplicação S : D → D. Segue-se da condição (i),
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que
∑

T n(x) e
∑

Sn(x) são convergentes, para cada x ∈ D, e do Lema 3.3.4, temos que

T n(x) → 0 e Sn(x) → 0 para todo x ∈ D. E da condição (ii) do Critério de Caoticidade,

tem-se TS(x) = x para todo x ∈ D. Então tomando X0 = Y0 = D e a mesma aplicação

S, vemos que T satisfaz o Critério de Kitai (Definição 2.2.1), logo T é mixing, dáı T é

hiperćıclico.

Falta provar que T possui um conjunto denso de pontos periódicos. Para isso primeiro

vamos a provar que Per(T ), o conjunto de pontos periódicos, é denso em D.

Seja x ∈ D e, para cada k ∈ N, defina

xk :=
∞∑

n=1

Snk(x) + x+
∞∑

n=1

T nk(x).

Note que xk está bem definida pois
∑

Sn(x) e
∑

T n(x) são incondicionalmente conver-

gentes.

(1) Mostremos que xk → x quando k → ∞.

Como X é de Fréchet, existe uma métrica (completa) invariante sob traslações que

gera a topologia de X, chamemos d a dita métrica. Para conveniência, escrevemos

∥y∥ em vez de d(y, 0).

Para provar que xk → x, como estamos num espaço metrizável, vamos a provar

que d(xk, x) → 0, e como d é invariante sob traslações, é o mesmo provar que

∥xk − x∥ → 0.

(1.1) Primeiro vejamos que

∥∥∥∥
∞∑
n=1

Snk(x)

∥∥∥∥→ 0, quando k → ∞.

De fato, seja ϵ > 0. Da condição (i) do Critério de Caoticidade,
∑

Sn(x) é

incondicionalmente convergente, logo pelo item (iv) do Teorema 3.3.2, existe

N ∈ N tal que, para todo F ⊆ {N,N + 1, N + 2, . . .} finito, temos

∥∥∥∥∥
∑

n∈F

Sn(x)

∥∥∥∥∥ <
ϵ

2
.

Tome k ∈ N tal que k ≥ N , então j · k ≥ N , para todo j ∈ N.

Assim, para cada conjunto finito Fj = {k, 2k, . . . , jk} ⊆ {N,N +1, N +2, . . .},
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então ∥∥∥∥∥∥

∑

n∈Fj

Sn(x)

∥∥∥∥∥∥
<

ϵ

2

⇒
∥∥∥∥∥

j∑

n=1

Snk(x)

∥∥∥∥∥ <
ϵ

2
, para todo j ∈ N.

Isto é, quando k ≥ N ,

d

(
j∑

n=1

Snk(x), 0

)
<

ϵ

2
, para todo j ∈ N. (3.5)

Do Lema 3.3.3, cada subsérie de
∑

Sn(x) e de
∑

T n(x) converge, então para

cada k ∈ N, tem-se
∞∑
n=1

Snk(x) e
∞∑
n=1

T nk(x) convergem.

Note que

X ∋
∞∑

n=1

Snk(x) = lim
j→∞

j∑

n=1

Snk(x).

Dáı

d

(
∞∑

n=1

Snk(x), 0

)
= d

(
lim
j→∞

j∑

n=1

Snk(x), 0

)
.

Pelo Lema 3.3.5, segue que

d

(
∞∑

n=1

Snk(x), 0

)
= lim

j→∞
d

(
j∑

n=1

Snk(x), 0

)
.

Então, quando k ≥ N , por (3.5),

d

(
∞∑

n=1

Snk(x), 0

)
= lim

j→∞
d

(
j∑

n=1

Snk(x), 0

)
≤ ϵ

2
< ϵ.

Ou seja, provamos que

∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

Snk(x)

∥∥∥∥∥→ 0, quando k → ∞.
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(1.2) Fazendo analogamente, temos que:

∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

T nk(x)

∥∥∥∥∥→ 0, quando k → ∞.

Vejamos que ∥xk − x∥ → 0.

Da maneira que definimos xk, temos

xk − x =
∞∑

n=1

Snk(x) +
∞∑

n=1

T nk(x).

Então, ∥xk − x∥ =

∥∥∥∥
∞∑
n=1

Snk(x) +
∞∑
n=1

T nk(x)

∥∥∥∥.

Lembre-se que do Lema 3.3.3, para cada k ∈ N, tem-se
∞∑
n=1

Snk(x) e
∞∑
n=1

T nk(x)

convergem. Dáı para cada k ∈ N

∥xk − x∥ =

∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

Snk(x) +
∞∑

n=1

T nk(x)

∥∥∥∥∥

≤
∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

Snk(x)

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

T nk(x)

∥∥∥∥∥ , por (3.4).

Assim,

0 ≤ lim sup
k→∞

d(xk − x, 0)

= lim sup
k→∞

∥xk − x∥

= lim sup
k→∞

∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

Snk(x) +
∞∑

n=1

T nk(x)

∥∥∥∥∥

≤ lim
k→∞

[∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

Snk(x)

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

T nk(x)

∥∥∥∥∥

]

= lim
k→∞

∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

Snk(x)

∥∥∥∥∥+ lim
k→∞

∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

T nk(x)

∥∥∥∥∥

= 0 + 0 = 0

Portanto, ∥xk − x∥ → 0, isto é, xk → x quando k → ∞.

(2) Mostremos que T k (xk) = xk para todo k ∈ N, ou seja, mostraremos que xk é ponto
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periódico para todo k ∈ N. Seja k ∈ N. Então

T k (xk) = T k

(
∞∑

n=1

Snk(x)

)
+ T k(x) + T k

(
∞∑

n=1

T nk(x)

)

=
∞∑

n=1

T k
(
Snk(x)

)
+ T k(x) +

∞∑

n=1

T k
(
T nk(x)

)

=
[
T k
(
Sk(x)

)
+ T k

(
S2k(x)

)
+ T k

(
S3kx)

)
+ · · ·

]
+ T k(x) +

∞∑

n=1

T (n+1)k(x)

= x+
[
Sk(x) + S2k(x) + S3k(x) + · · ·

]
+

[
T k(x) +

∞∑

n=1

T (n+1)k(x)

]

= x+
∞∑

n=1

Snk(x) +
∞∑

n=1

T nk(x).

Ou seja,

T k (xk) = xk.

De (1) e (2), temos que para cada x ∈ D, existe (xk)k ⊆ Per(T ), tal que xk → x. Da

definição de convergência temos que, para todo aberto U de x, existe k0 ∈ N tal que

xk ∈ U , para todo k ≥ k0.

Vejamos que Per(T ) é denso em D. Seja V um aberto não vazio de D. Então existe

x ∈ V ⊆ D. Da convergência de xk para x, temos que existe K0 ∈ N tal que xk ∈ V , para

todo k ≥ K0. Dáı, (xk)k ∩ V ̸= ∅, como (xk)k ⊆ Per(T ), temos

V ∩ Per(T ) ̸= ∅.

Assim, Per(T ) é denso em D, e como D é denso em X, segue que Per(T ) é denso em X.

Portanto T é um operador caótico.

Na demonstração do teorema anterior, para ver que T é hiperćıclico, provamos que T

é mixing, e para esse último, provamos que T satisfaz o Critério de Kitai. Então temos

imediatamente os seguintes corolários.

Corolário 3.3.8. Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear. Se T satisfaz o Critério de

Caoticidade, então T satisfaz o Critério de Kitai.
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Corolário 3.3.9. Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear. Se T satisfaz o Critério de

Caoticidade, então T é mixing.

Agora vamos a ver um exemplo onde demostraremos que um operador é caótico utili-

zando o Teorema 3.3.7.

Teorema 3.3.10. Seja Bw um deslocamento para trás com peso em ℓp, 1 ≤ p < ∞ com

w = (wn)n ⊆ R+. As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) Bw é caótico;

(ii) Bw admite um ponto periódico não nulo;

(iii) a série
∞∑
n=1

(w1 · · ·wn)
−p é convergente.

Demonstração. (i) =⇒ (ii) é trivial.

(ii) =⇒ (iii): Suponha que (ii) seja verdadeiro e seja x = (xn) ∈ ℓp um ponto periódico

não nulo para Bw. Seja N ≥ 1 tal que BN
w
(x) = x, e seja também fixado a ∈ N com

xa ̸= 0. Comparando as entradas de x = BkN
w

(x) nas posições a e a+ kN , encontramos

xa = wa+1 · · ·wa+kNxa+kN , (3.6)

para todo k ≥ 1. Como x ∈ ℓp, então
∞∑
j=1

|xj|p < ∞, e também
∞∑
k=1

|xa+kN |p ≤
∞∑
j=1

|xj|p.

Assim,
∞∑
k=1

|xa+kN |p < ∞. Note que

∞∑

k=1

|xa+kN |p =
∞∑

k=1

(
|wa+1 · · ·wa+kN |−1 · |xa|

)p
(por (3.6))

= |xa|p ·
∞∑

k=1

|wa+1 · · ·wa+kN |−p

Dáı, e de xa ̸= 0 e w = (wn)n ⊆ R+, segue que

∞∑

k=1

(wa+1 · · ·wa+kN)
−p < ∞.
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Além disso, se k ≥ 1 e n ∈ [a + (k − 1)N, a + kN), note que o número de termos aqui é

no máximo N (porque a+ kN − n ≤ N). Então

wn+1 · · ·wa+kN ≤ ∥w∥N∞.

Logo,

(w1 · · ·wn)
−p =

(
wn+1 · · ·wa+kN

w1 · · ·wa

)p

(wa+1 · · ·wa+kN)
−p

≤ ∥w∥Np
∞

(w1 · · ·wa)
p (wa+1 · · ·wa+kN)

−p .

Dáı, e de [a+ (k − 1)N, a+ kN) ter no máximo N termos, temos

∑

n∈[a+(k−1)N,a+kN)

(w1 · · ·wn)
−p ≤ N · ∥w∥Np

∞

(w1 · · ·wa)
p (wa+1 · · ·wa+kN)

−p .

Logo, somando para todos os k ≥ 1 obtemos

∑

n≥a

(w1 · · ·wn)
−p ≤ N∥w∥Np

∞

(w1 · · ·wa)
p

∞∑

k=1

(wa+1 · · ·wa+kN)
−p < ∞.

Portanto
∞∑

n=1

(w1 · · ·wn)
−p < ∞.

(iii) =⇒ (i): Suponha que (iii) seja verdadeiro. Seja D = c00 ⊆ ℓp, e seja Sw o

deslocamento para frente definido em D por Sw(ei) = w−1
i+1ei+1 . Então, Bw ◦ Sw = I em

D. Além disso, segue de (iii) que a série
∑

Sn
w
(x) é incondicionalmente convergente para

qualquer x ∈ D. Como Bn
w
(x) = 0 para n suficientemente grande se x ∈ D, conclúımos

que
∑

Bn
w
(x) é trivialmente incondicionalmente convergente para cada x ∈ D, e portanto

Bw satisfaz o Critério de Caoticidade, logo pelo Teorema 3.3.7, Bw é caótico.

Assim como no caṕıtulo anterior, analisamos se as rećıprocas das implicações dos

critérios eram verdadeiras ou não, agora vamos a ver que a rećıproca do Teorema 3.3.7

não é verdadeira. De fato, enunciaremos um contraexemplo de operadores caóticos que

não satisfazem o Critério de Caoticidade.
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Exemplo 3.3.11. Da Observação 3.2.12, temos que existem operadores caóticos que

não são mixing. E utilizando a contra-rećıproca do Corolário 3.3.9, tem-se que esses

operadores não satisfazem o Critério de Caoticidade .

Utilizando um exemplo da seção anterior, podemos também obter o seguinte:

Observação 3.3.12. Existem operadores mixing que não satisfazem o Critério

de Caoticidade. De fato, no Exemplo 3.2.10, temos um operador mixing que não é

caótico, e utilizando a contra-rećıproca do Teorema 3.3.7, temos que esse operador não

satisfaz o Critério de Caoticidade.
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Caṕıtulo 4

Operadores Frequentemente

Hiperćıclicos

Lembremos que se temos um sistema dinâmico linear (X, T ), pela definição, T é um

operador hiperćıclico, se, e somente se, existe um vetor x ∈ X tal que Orb(T, x) é densa

em X, isto é, que a T -órbita de x visita cada aberto não vazio de X. Dáı, é natu-

ral nos perguntar, com qual frequência a Orb(T, x) visita cada aberto não vazio de X?

Nesse caṕıtulo vamos introduzir uma nova classe de operadores, os quais são chamados

de operadores frequentemente hiperćıclicos.

Como dissemos na introdução, apresentaremos neste caṕıtulo o conceito de hiperci-

clicidade frequente e alguns resultados sobre ele. Na primeira seção vamos exibir alguns

resultados de densidade de subconjuntos de N para depois definir o que é um operador

frequentemente hiperćıclico. Depois veremos a relação que há com o Critério de Hiper-

ciclicidade. E na segunda seção apresentamos o Critério de Hiperciclicidade Frequente

que, como veremos, vai ser uma condição suficiente para um operador ser frequentemente

hiperćıclico.

4.1 Hiperciclicidade Frequente

Assim como definimos os conjuntos N(U, V ) e C(U, V ), definamos o conjunto

N(x, U) := {n ∈ N0 : T n(x) ∈ U} .

67



Note que estudar a frequência com que Orb(T, x) visita a cada aberto não vazio U ⊆ X, é

equivalente a estudar quão grande podem ser os conjuntos N(x, U), isto é, vamos “medir”

a “frequência” em que os elementos do conjunto N(x, U) aparecem dentro do conjunto

dos números naturais.

Definição 4.1.1. A densidade inferior do conjunto A ⊆ N é definida por

dens(A) = lim inf
N→∞

card(A ∩ [1, N ])

N
.

A densidade superior do conjunto A ⊆ N é definida por

dens(A) = lim sup
N→∞

card(A ∩ [1, N ])

N
.

Exemplo 4.1.2. Seja A = {2n : n ∈ N} = {2, 4, 6, · · · } ⊆ N. Note que

(card(A ∩ [1, N ]))∞N=1 = (0, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, · · · ) .

Ou seja,

(card(A ∩ [1, N ]))∞N=1 =





N
2

, se N é par,

N−1
2

, se N é ı́mpar.

Chamemos aN =
card(A ∩ [1, N ])

N
, logo

aN =





1
2

, se N é par,

1
2
− 1

2N
, se N é ı́mpar.

Assim, para todo N ∈ N,
1

2
− 1

2N
≤ aN ≤ 1

2
.

Logo,
1

2
= lim

(
1

2
− 1

2N

)
≤ lim inf

N→∞
aN ≤ lim sup

N→∞
aN ≤ 1

2
.

Isto implica:

� dens(A) = lim inf
N→∞

aN =
1

2
.
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� dens(A) = lim sup
N→∞

aN =
1

2
.

Exemplo 4.1.3. Seja A = {n2 : n ∈ N} = {1, 4, 9, 16, · · · } ⊆ N.

Chamemos aN =
card(A ∩ [1, N ])

N
, logo

(aN)
∞
N=1 =

(
1

1
,
1

2
,
1

3
,
2

4
,
2

5
, · · · , 2

8
,
3

9
, · · · , 3

15
,
4

16
, · · ·

)
=

(
⌊
√
N⌋
N

)∞

N=1

,

onde ⌊
√
N⌋ denota o maior inteiro menor ou igual a

√
N .

Assim, para todo N ∈ N, sabemos:

√
N − 1 < ⌊

√
N⌋ ≤

√
N

⇒ 1√
N

− 1

N
=

√
N − 1

N
< aN ≤

√
N

N
=

1√
N

⇒ 1√
N

− 1

N
< aN ≤ 1√

N

⇒ 0 = lim

(
1√
N

− 1

N

)
≤ lim inf

N→∞
aN ≤ lim sup

N→∞
aN ≤ lim

(
1√
N

)
= 0.

Portanto,

� dens(A) = lim inf
N→∞

aN = 0.

� dens(A) = lim sup
N→∞

aN = 0.

Definição 4.1.4. Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear. Dizemos que T é chamado

frequentemente hiperćıclico se existe algum x ∈ X tal que, para todo subconjunto aberto

não vazio U ⊆ X,

dens (N(x, U)) > 0.

Neste caso, x é chamado de vetor frequentemente hiperćıclico para T . O conjunto dos

vetores frequentemente hiperćıclicos para T é denotado por FHC(T ).

Observação 4.1.5. Seja A um subconjunto de N. Se (nk)k≥1 é a sequência crescente de
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inteiros que forma A e nk ≤ Nk < nk+1, então

A ∩ [1, Nk] = {n1, n2, . . . , nk}.

Logo card (A ∩ [1, Nk]) = k, e assim

k

nk+1

<
card (A ∩ [1, Nk])

Nk

≤ k

nk

.

Dáı, e como lim inf
k→∞

k + 1

nk+1

= lim inf
k→∞

k

nk+1

, temos que dens(A) = lim inf
k→∞

k

nk

.

Lema 4.1.6. Seja A = (nk)k ⊆ N. O conjunto A tem densidade inferior positiva se,

e somente se, a sequência
(
nk

k

)
k
é limitada; isto é, existe uma constante C > 0 tal que

nk ≤ Ck, para todo k ∈ N.

Demonstração. Da Observação 4.1.5, temos que dens(A) = lim inf
k→∞

k

nk

. Por isso, vamos

provar que lim inf
k→∞

k

nk

> 0 se, e somente se, a sequência
(
nk

k

)
k
é limitada.

(⇐) Se
(nk

k

)

k
é limitada, então ∃ C > 0 tal que

nk

k
≤ C, para todo k ∈ N. Assim,

∀ k,
k

nk

≥ 1

C
⇒ lim inf

k→∞

k

nk

≥ 1

C
> 0.

(⇒) Seja L = lim inf
k→∞

k

nk

. Por hipótese, L > 0. Pela definição de limite inferior

∀ ε > 0, ∃ K ∈ N, tal que L− ε <
k

nk

, para todo k ≥ K.

Escolha δ > 0, tal que ε0 = L − δ > 0. Então, existe K0 ∈ N tal que 0 < L − δ <
k

nk

,

para todo k ≥ K0. Logo
nk

k
<

1

L− δ
. Chamando C0 =

1

L− δ
> 0, temos

nk

k
< C0, para todo k ≥ K0.

Agora, para 1 ≤ k < K0, temos só um número finito de termos da sequência (nk)k. Seja

M = max{nk : 1 ≤ k < K0}. Então
nk

k
≤ M

k
, para 1 ≤ k < K0. Como

M

k
≤ M , para
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todo k ∈ N, segue que

nk

k
≤ M, para todo k ∈ {1, 2, . . . , K0 − 1}.

Chamando C = max{C0,M}, obtemos

nk

k
≤ C, para todo k ∈ N,

ou seja,
(nk

k

)

k
é limitado.

Proposição 4.1.7. Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear. Um vetor x ∈ X é frequen-

temente hiperćıclico para T se, e somente se, para todo conjunto aberto não vazio U ⊆ X

existe uma sequência crescente de inteiros (nk)k ∈ N e uma constante C > 0 tais que

T nk(x) ∈ U e nk ≤ Ck,

para todo k ∈ N.

Demonstração. O vetor x ∈ X é frequentemente hiperćıclico para T se e somente se para

todo conjunto aberto não vazio U de X, dens (N(x, U)) = dens {n ∈ N : T n(x) ∈ U} > 0.

Equivalentemente, para todo conjunto aberto não vazio U de X, existe uma sequência

crescente de inteiros (nk)k ⊆ N tal que T nk(x) ∈ U, para todo k ∈ N, com dens ((nk)k) >

0.

Dáı, pelo Lema 4.1.6, dens (N(x, U)) > 0 se e somente se para todo conjunto aberto

não vazio U de X existem uma sequência crescente de inteiros (nk)k ⊆ N e uma constante

C > 0 tais que

T nk(x) ∈ U e nk ≤ Ck,

para todo k ∈ N.

Teorema 4.1.8. Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear. Se T é um operador frequen-

temente hiperćıclico, então T é hiperćıclico.
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Demonstração. Vamos a provar que existe x ∈ X tal que a Orb(T, x) é densa em X.

De fato, seja U um aberto não vazio de X. Como T é um operador frequentemente

hiperćıclico, existe um vetor x ∈ X frequentemente hiperćıclico e, da Proposição 4.1.7,

existe uma sequência crescente de inteiros (nk)k ⊆ N e uma constante C tais que

T nk(x) ∈ U e nk ≤ Ck,

para todo k ∈ N. Como T nk(x) ∈ Orb(T, x), segue que Orb(T, x) ∩ U ̸= ∅.

Observação 4.1.9. A rećıproca do teorema anterior nem sempre é verdadeira. De fato,

seja Bw o operador deslocamento para trás com peso em ℓ2 com a sequência de pesos wn =
√
(n+ 1)/n. Então Bw é hiperćıclico, mas não é frequentemente hiperćıclico. Não vamos

apresentar a prova neste trabalho, mas a mesma pode ser encontrada em [4, Example

6.17, p. 143].

Assim como definimos o que é um conjunto espesso (Definição 3.1.6), vamos definir

conjuntos sindéticos, pois utilizaremos resultados que envolvem essas duas definições para

demonstrar outro teorema para operadores frequentemente hiperćıclicos.

Definição 4.1.10. Um subconjunto A ⊆ N é chamado sindético se existe um número

natural N ∈ N tal que, para todo n ∈ N, o intervalo

[n, n+N ] := {n, n+ 1, . . . , n+N},

contém pelo menos um elemento de A, ou seja,

∀ n ∈ N, [n, n+N ] ∩ A ̸= ∅.

Observação 4.1.11. Pela definição anterior, como [n, n+N ]∩A ̸= ∅, temos [n, n+N ] ⊈

A∁, logo

∃ N ∈ N, tal que ∀ n ∈ N, [n, n+N ] ⊈ A∁.

Dáı, podemos definir equivalentemente que um conjunto é sindético se o seu complemento

não contiver intervalos arbitrariamente grandes (ou seja, um conjunto é sindético se o seu

complemento não é espesso).
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Com essa última observação, vamos provar que existe uma “dualidade” entre os conjun-

tos espessos e conjuntos sindéticos: um conjunto é espesso se, e somente se, ele intersecta

todo conjunto sindético; e um conjunto é sindético se, e somente se, ele intersecta todo

conjunto espesso.

Vamos provar a segunda equivalência, pois a outra segue de maneira análoga.

Lema 4.1.12. Seja A ⊆ N. O conjunto A é sindético se e somente se para todo conjunto

espesso T ⊆ N , A ∩ T ̸= ∅.

Demonstração. (⇒) Seja T ∈ N um conjunto espesso. Pela definição, ele contém in-

tervalos arbitrariamente grandes, isto é, para cada M ∈ N, existe m ∈ N tal que

[m,m + M ] ⊆ T . Como, por hipótese A é sindético, existe N ∈ N tal que, para todo

n ∈ N, temos [n, n + N ] ∩ A ̸= ∅. Tomando M = N , segue que existe m ∈ N tal que

[m,m+N ] ⊆ T e também [m,m+N ] ∩ A ̸= ∅. Dáı

A ∩ T ⊇ A ∩ [m,m+N ] ̸= ∅.

(⇐) Suponhamos que A não é sindético. Então, por definição, para todo N ∈ N, existe

um intervalo IN = [nN , nN +N ] ⊆ N tal que IN ∩ A = ∅. Definimos o conjunto

T :=
⋃

N∈N

IN .

Como os conjuntos IN são intervalos de comprimentos crescentes (a medida queN cresce) e

os IN não intersectam A, segue que T é espesso (porque contém intervalos arbitrariamente

grandes), mas T ∩ A = ∅, o que contradiz a hipótese.

Lema 4.1.13. Seja A ⊆ N sindético. Se A ⊆ B, então B é sindético.

Demonstração. Seja T um conjunto espesso. Como A é sindético, segue do Lema 4.1.12

que A∩ T ̸= ∅. E de A ⊆ B, temos que B ∩ T ̸= ∅. Aplicando novamente o Lema 4.1.12,

conclúımos que B é sindético.
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Lema 4.1.14. Seja A ⊆ N um conjunto de densidade inferior positiva. Então o conjunto

das diferenças A− A = {n−m; n,m ∈ A, n ≥ m} é sindético.

Demonstração. Veja [12, Theorem 9.7, p. 241].

Teorema 4.1.15. Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear. Se T é um operador frequen-

temente hiperćıclico, então T é fracamente mixing.

Demonstração. Para mostrar que T é fracamente mixing, mostraremos que T satisfaz a

Condição dos Três Conjuntos Abertos (Teorema 3.1.9). Sejam U, V subconjuntos abertos

não vazios de X, e seja W uma vizinhança da origem. Primeiramente, como T é um

operador frequentemente hiperćıclico, segue do Teorema 4.1.8 que T é hiperćıclico e,

portanto, topologicamente transitivo. Dáı existe algum n0 ≥ 0 tal que T n0(U) ∩W ̸= ∅.

Pela continuidade de T n0 |U , existe um subconjunto aberto não vazio U0 de U tal que

T n0 (U0) ⊆ W . Agora, seja x um vetor frequentemente hiperćıclico arbitrário para T .

Então, existe um conjunto A ⊆ N de densidade inferior positiva tal que

T nx ∈ U0 para todo n ∈ A.

Para m,n ∈ A, com m ≥ n, temos então que

T n0+m−n (T nx) = T n0 (Tmx) ∈ W.

Portanto,

n0 + (A− A) ⊆ N (U0,W ) ⊆ N(U,W ).

Pelo Lema 4.1.14, temos que (A−A) é sindético, logo é claro que n0+(A−A) é sindético.

Dáı, pelo Lema 4.1.13, tem-se que N(U,W ) é sindético.

Em segundo lugar, pelo Lema 3.1.8, temos que N(W,V ) é espesso. Assim, como

N(U,W ) é sindético eN(W,V ) é espesso, o Lema 4.1.12 implica queN(U,W )∩N(W,V ) ̸=
∅. Assim, pelo Teorema 3.1.9, T é fracamente mixing.

A rećıproca do teorema anterior anterior nem sempre é verdadeira. De fato, no Co-

rolário 4.2.9 veremos que existe um operador fracamente mixing, que não é frequentemente

hiperćıclico.
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4.2 Critério de Hiperciclicidade Frequente

Similarmente aos caṕıtulos 2 e 3, agora vamos estudar o Critério de Hiperciclicidade

Frequente. Esse critério também fornece uma condição suficiente para determinar se um

operador é frequentemente hiperćıclico. Mas, antes de enunciá-lo, vamos precisar dos

lemas a seguir.

Lema 4.2.1. Seja (X, d) um espaço de Fréchet, onde d é a métrica que induz a topologia

de X, a qual é invariante sob translações, isto é,

d(x+ z, y + z) = d(x, y) para todos x, y, z ∈ X.

Se uma série
∞∑
k=1

xk é absolutamente convergente, ou seja,

∞∑

k=1

d(xk, 0) < ∞,

então a série
∑

xk converge em X.

Demonstração. Seja sn =
n∑

k=1

xk a sequência das somas parciais. Queremos provar que

(sn)n converge em (X, d). Para isso, basta mostrar que (sn)n é uma sequência de Cauchy,

pois X é completo. Sejam m > n. Como d é invariante sob translações, temos

d(sm, sn) = d

(
m∑

k=1

xk,
n∑

k=1

xk

)
= d

(
m∑

k=n+1

xk, 0

)
.

Fazendo análogo ao que foi feito em (3.4), obtemos

d

(
m∑

k=n+1

xk, 0

)
≤

m∑

k=n+1

d(xk, 0).

Como
∞∑
k=1

d (xk, 0) < ∞, a sequência de suas somas parciais é de Cauchy em R. Assim,

dado ε > 0, existe N ∈ N tal que, para todos m > n ≥ N ,

m∑

k=n+1

d (xk, 0) =
m∑

k=1

d(xk, 0)−
n∑

k=1

d(xk, 0) < ε.
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Portanto, d(sm, sn) < ε para todos m > n ≥ N , o que mostra que (sn)n é uma sequência

de Cauchy. Como X é completo, a sequência (sn)n converge, e assim a série
∑

xk converge

em X.

Lema 4.2.2. Seja (Np)p uma sequência qualquer de números reais positivos. Então, é

posśıvel encontrar uma sequência (Np)p de subconjuntos disjuntos dois a dois de N tal

que:

(1) Cada conjunto Np possui densidade inferior positiva;

(2) minNp ≥ Np, e |n−m| ≥ Np +Nq sempre que n ̸= m e (n,m) ∈ Np ×Nq.

Demonstração. Veja [4, Lemma 6.19, p. 143].

Definição 4.2.3 (Critério de Hiperciclicidade Frequente). Seja (X, T ) um sistema dinâmico

linear. Dizemos que T satisfaz o Critério de Hiperciclicidade Frequente, se existem um

conjunto denso D ⊆ X e uma aplicação S : D → D tais que:

(i)
∑

T n(x) e
∑

Sn(x) são incondicionalmente convergentes, para cada x ∈ D,

(ii) TS = I em D.

Note que o Critério de Hiperciclicidade Frequente é exatamente o mesmo que o Critério

de Caoticidade declarado no caṕıtulo anterior.

Teorema 4.2.4. Seja (X, T ) um sistema dinâmico linear. Se T satisfaz o Critério de

Hiperciclicidade Frequente, então T é um operador frequentemente hiperćıclico.

Demonstração. Como X é um espaco de Fréchet, existe uma métrica (completa) inva-

riante sob traslações que gera a topologia de X, chamemos d a dita métrica. Por con-

veniência, escreveremos ∥x∥ em vez de d(x, 0).

Suponha que T satisfaz o Critério de Hiperciclicidade Frequente, logo satisfaz as condições

da Definição 4.2.3. Como X é separável, pela Proposição 1.1.35, podemos supor que o

conjunto denso D é enumerável, e o enumeramos como uma sequência (xp)
∞
p=1. Além
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disso, seja (εp)
∞
p=1 uma sequência de números positivos a ser escolhida posteriormente,

com
∞∑
p=1

εp < ∞. Pelo item (i) do Critério de Hiperciclicidade Frequente,
∑

T n(x) e
∑

Sn(x) são incondicionalmente convergentes, para cada x ∈ D. Dáı, para cada p ∈ N,

tem-se que
∑

T n(xp) e
∑

Sn(xp) são incondicionalmente convergentes. E pelo Teo-

rema 3.3.2 (caracterização (iv) de séries incondicionalmente convergentes), temos que

para cada p ∈ N, como
εp
2

> 0, existe M1
p ∈ N tal que para qualquer conjunto finito

F ⊆ {M1
p ,M

1
p + 1,M1

p + 2, . . .}, temos

∥∥∥∥∥
∑

n∈F

T n(xp)

∥∥∥∥∥ <
εp
2
.

E também existe M2
p ∈ N tal que, para qualquer conjunto finito F ⊆ {M2

p ,M
2
p + 1,M2

p +

2, . . .}, temos ∥∥∥∥∥
∑

n∈F

Sn(xp)

∥∥∥∥∥ <
εp
2
.

Seja Mp = max{M1
p ,M

2
p}, então para qualquer conjunto finito F ⊆ {Mp,Mp + 1,Mp +

2, . . .} tem-se que F ⊆ {M j
p ,M

j
p + 1,M j

p + 2, . . .}, para j ∈ {1, 2}, e portanto

∥∥∥∥∥
∑

n∈F

T n(xp)

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥
∑

n∈F

Sn(xp)

∥∥∥∥∥ <
εp
2
+

εp
2

= εp.

Logo, se p ∈ N, então para cada i ≤ p, i ∈ N, existe Mi tal que, para qualquer conjunto

finito F ⊆ {Mi,Mi + 1,Mi + 2, . . .}, temos

∥∥∥∥∥
∑

n∈F

T n (xi)

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥
∑

n∈F

Sn (xi)

∥∥∥∥∥ < εp. (4.1)

Escolha Np = max{M1,M2, . . . ,Mi}. Note que {Np, Np + 1, Np + 2, . . .} ⊆ {Mi,Mi +

1,Mi + 2, . . .}, para todo i ≤ p. Dáı, e de (4.1), para qualquer inteiro p ≥ 1, pode-se

encontrar um inteiro positivo Np tal que, para qualquer conjunto finito F ⊆ {Np, Np +

1, Np + 2, . . .}, tem-se

∥∥∥∥∥
∑

n∈F

T n (xi)

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥
∑

n∈F

Sn (xi)

∥∥∥∥∥ < εp para todo i ≤ p. (4.2)
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Seja (Np)p∈N a sequência de subconjuntos disjuntos dois a dois de N obtida aplicando

o Lema 4.2.2 à sequência (Np)p ⊆ N. O vetor frequentemente hiperćıclico que estamos

procurando é definido por

x :=
∞∑

p=1

∑

n∈Np

Sn (xp) .

Primeiramente, vejamos que x está bem definido. De fato, como
∞∑
n=1

Sn(xp) é incondici-

onalmente convergente para todo p ∈ N, do Lema 3.3.3 temos que, para cada p ∈ N, a

subsérie
∑

n∈Np

Sn (xp) é convergente. E também, como minNp ≥ Np (por (2) do Lema

4.2.2) segue que Np ⊆ {Np, Np+1, . . .}. Se escrevemos Np como uma sequência crescente

de inteiros positivos, ou seja, Np = (nr)r, então

lim
k→∞

k∑

r=1

Snr (xp) =
∑

n∈Np

Sn (xp) ∈ X.

Logo, ∥∥∥∥∥∥

∑

n∈Np

Sn (xp)

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥ limk→∞

k∑

r=1

Snr (xp)

∥∥∥∥∥

= d

(
lim
k→∞

k∑

r=1

Snr (xp) , 0

)

= lim
k→∞

d

(
k∑

r=1

Snr (xp) , 0

)
(pelo Lema 3.3.5)

= lim
k→∞

∥∥∥∥∥

k∑

r=1

Snr (xp)

∥∥∥∥∥

Veja que para todo k ∈ N, {n1, n2, . . . , nk} ⊆ Np ⊆ {Np, Np+1, . . .} e, portanto, segue de

(4.2) que ∥∥∥∥∥

k∑

r=1

Snr (xp)

∥∥∥∥∥ < εp.

Assim, ∥∥∥∥∥∥

∑

n∈Np

Sn (xp)

∥∥∥∥∥∥
= lim

k→∞

∥∥∥∥∥

k∑

r=1

Snr (xp)

∥∥∥∥∥ ≤ lim
k→∞

εp.
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Desse modo, ∥∥∥∥∥∥

∑

n∈Np

Sn (xp)

∥∥∥∥∥∥
≤ εp (4.3)

e, portanto,
∞∑

p=1

∥∥∥∥∥∥

∑

n∈Np

Sn (xp)

∥∥∥∥∥∥
≤

∞∑

p=1

εp < ∞.

Logo
∞∑
p=1

∑
n∈Np

Sn (xp) é absolutamente convergente e, pelo Lema 4.2.1, segue que
∞∑
p=1

∑
n∈Np

Sn (xp)

converge, ou seja, x ∈ X.

Agora, fixemos p ∈ N e n ∈ Np. Então

T n(x)− xp = T n




∞∑

q=1

∑

m∈Nq

Sm (xq)


− xp

=
∞∑

q=1

∑

m∈Nq

T n (Sm (xq))− xp, (pois T n é cont́ınua e as séries convergem)

=
∞∑

q=1
q ̸=p



∑

m∈Nq

m>n

T n (Sm(xq)) +
∑

m∈Nq

m<n

T n (Sm(xq))


+

∑

m∈Np

T n (Sm(xp))− xp.

Como (Nq)q é uma sequência de conjuntos disjuntos dois a dois, segue que q ̸= p implica

n /∈ Nq. Por isso, acima, não temos o caso de
∑

m∈Nq
m=n

T n (Sm(xq)).

Também temos que

∑

m∈Np

T n (Sm(xp)) =
∑

m∈Np

m>n

T n (Sm(xp)) +
∑

m∈Np

m<n

T n (Sm(xp)) +
∑

m∈Np
m=n

T n (Sm(xp))

=
∑

m∈Np

m>n

T n (Sm(xp)) +
∑

m∈Np

m<n

T n (Sm(xp)) + T n (Sn(xp))

=
∑

m∈Np

m>n

T n (Sm(xp)) +
∑

m∈Np

m<n

T n (Sm(xp)) + xp

e a última igualdade é válida pois TS = I em D, devido ao item (ii) do Critério de
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Hiperciclicidade Frequente. Dáı,

T n(x)− xp =
∞∑

q=1



∑

m∈Nq

m>n

T n (Sm(xq)) +
∑

m∈Nq

m<n

T n (Sm(xq))




e utilizando novamente o item (ii) do Critério de Hiperciclicidade Frequente, tem-se

T n(x)− xp =
∞∑

q=1



∑

m∈Nq

m>n

Sm−n(xq) +
∑

m∈Nq

m<n

T n−m(xq)


 .

Como x está bem definido, sabemos que T n(x)− xp ∈ X e, desse modo,

T n(x)− xp =
∞∑

q=1



∑

m∈Nq

m>n

Sm−n(xq)


+

∞∑

q=1



∑

m∈Nq

m<n

T n−m(xq)


 .

Isto implica

∥T n(x)− xp∥ =

∥∥∥∥∥∥∥

∞∑

q=1



∑

m∈Nq

m>n

Sm−n(xq)


+

∞∑

q=1



∑

m∈Nq

m<n

T n−m(xq)




∥∥∥∥∥∥∥

≤

∥∥∥∥∥∥∥

∞∑

q=1



∑

m∈Nq

m>n

Sm−n(xq)




∥∥∥∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∥∥∥

∞∑

q=1



∑

m∈Nq

m<n

T n−m(xq)




∥∥∥∥∥∥∥

≤
∞∑

q=1

∥∥∥∥∥∥∥

∑

m∈Nq

m>n

Sm−n (xq)

∥∥∥∥∥∥∥
+

∞∑

q=1

∥∥∥∥∥∥∥

∑

m∈Nq

m<n

T n−m (xq)

∥∥∥∥∥∥∥
. (*)

Avaliamos a primeira soma de (*) decompondo-a como

∞∑

q=1

∥∥∥∥∥∥∥

∑

m∈Nq

m>n

Sm−n (xq)

∥∥∥∥∥∥∥
=

p∑

q=1

∥∥∥∥∥∥∥

∑

m∈Nq

m>n

Sm−n (xq)

∥∥∥∥∥∥∥
+

∞∑

q=p+1

∥∥∥∥∥∥∥

∑

m∈Nq

m>n

Sm−n (xq)

∥∥∥∥∥∥∥
. (4.4)

Devido a (2) do Lema 4.2.2, como n ∈ Np, sabemos que m−n > max (Np, Nq) sempre
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que m ∈ Nq e m > n. Pela escolha da sequência (Nq)q, podemos formar subconjuntos

finitos F ⊆ {m ∈ Nq, : m > n}, tal que F ⊆ {m − n,m − n + 1,m − n + 2, . . .} ⊆
{Nq, Nq + 1, Nq + 2, . . .}.

Note que na primeira parte da soma de (4.4) temos que q ≤ p; logo por (4.2), segue

que para qualquer conjunto finito F ⊆ {Nq, Nq + 1, Nq + 2, . . .} tem-se

∥∥∥∥∥
∑

m∈F

Sm (xq)

∥∥∥∥∥ < εp para todo q ≤ p.

Fazendo análogo a como chegamos a (4.3), temos que para cada q ≤ p,

∥∥∥∥∥∥∥

∑

m∈Nq

m>n

Sm−n (xq)

∥∥∥∥∥∥∥
≤ εp.

E na segunda parte da soma de (4.4), para cada q ≥ p + 1, também fazendo análogo a

como chegamos a (4.3), tem-se

∥∥∥∥∥∥∥

∑

m∈Nq

m>n

Sm−n (xq)

∥∥∥∥∥∥∥
≤ εq.

Dáı
∞∑

q=1

∥∥∥∥∥∥∥

∑

m∈Nq

m>n

Sm−n (xq)

∥∥∥∥∥∥∥
=

p∑

q=1

∥∥∥∥∥∥∥

∑

m∈Nq

m>n

Sm−n (xq)

∥∥∥∥∥∥∥
+

∞∑

q=p+1

∥∥∥∥∥∥∥

∑

m∈Nq

m>n

Sm−n (xq)

∥∥∥∥∥∥∥

≤
p∑

q=1

εp +
∞∑

q=p+1

εq

= pεp +
∞∑

q=p+1

εq.

Chamando αp := pεp +
∞∑

q=p+1

εq, temos que

∞∑

q=1

∥∥∥∥∥∥∥

∑

m∈Nq

m>n

Sm−n (xq)

∥∥∥∥∥∥∥
≤ αp.
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Avaliando a segunda soma de (*) da mesma forma, conclúımos que

∞∑

q=1

∥∥∥∥∥∥∥

∑

m∈Nq

m<n

T n−m (xq)

∥∥∥∥∥∥∥
≤ αp.

Portanto

∥T n(x)− xp∥ ≤ 2αp < 3αp ⇒ T n(x) ∈ B(xp, 3αp) ⇒ n ∈ N (x,B (xp, 3αp)) ,

para cada p ∈ N e todo n ∈ Np. Assim, provamos que

Np ⊆ N (x,B (xp, 3αp)) ,

para cada p ∈ N. Por (1) do Lema 4.2.2, para cada p ∈ N, Np tem densidade inferior

positiva e, como Np ⊆ N (x,B (xp, 3αp)), segue que cada conjunto N (x,B (xp, 3αp)) tem

densidade inferior positiva.

Finalmente, seja U um aberto não vazio de X. Temos que provar que N(x, U) = {n ∈
N : T n(x) ∈ U} tem densidade inferior positiva. De fato, existem y ∈ U e δ > 0 tais

que B(y, δ) ⊆ U . Vamos escolher a sequência (εp)p do ińıcio da demostração como uma

sequência tal que pεp → 0, e dáı, temos que αp → 0. Como
δ

6
> 0, deve existir p0 ∈ N tal

que αp <
δ

6
, para todo p ≥ p0. Então 3αp <

δ

2
, para todo p ≥ p0.

E também, pela Proposição 1.1.34, tem-se que {xp0 , xp0+1, . . .} é denso em X. Como

B(y,
δ

2
) é um aberto não vazio de X, da densidade, existe L ≥ p0 tal que xL ∈ B(y,

δ

2
),

isto é, d(xL, y) <
δ

2
. Assim,

n ∈ N (x,B (xL, 3αL)) ⇒ T n(x) ∈ B (xL, 3αL) ⇒ d (T n(x), xL) < 3αL.

E como L ≥ p0, temos que 3αL <
δ

2
, logo d (T n(x), xL) <

δ

2
. Assim,

d (T n(x), y) ≤ d (T n(x), xL) + d(xL, y)

<
δ

2
+

δ

2
= δ

82



Ou seja,

T n(x) ∈ B (y, δ) .

Como B (y, δ) ⊆ U , obtemos

T n(x) ∈ U ⇒ n ∈ N (x, U) .

Então,

N (x,B (xL, 3αL)) ⊆ N(x, U).

E como N (x,B (xL, 3αL)) tem densidade inferior positiva, temos por fim que N(x, U)

tem densidade inferior positiva. Isso mostra que x é um vetor frequentemente hiperćıclico

para T e, portanto, T é um operador frequentemente hiperćıclico.

Corolário 4.2.5. Os operadores deslocamentos para trás com peso Bw em ℓp, 1 ≤ p < ∞
com w = (wn)n ⊆ N, tais que a série

∑
n≥1

(w1 · · ·wn)
−p é convergente, são frequentemente

hiperćıclicos.

Demonstração. Segue do Teorema 3.3.10 que os operadores da hipótese satisfazem o

Critério de Caoticidade e, como o Critério de Hiperciclicidade Frequente é o mesmo que

o Critério de Caoticidade, segue o resultado.

Agora veremos que a rećıproca do Teorema 4.2.4 não é sempre verdadeira. De fato,

existem operadores frequentemente hiperćıclicos que não satisfazem o Critério de Hiper-

ciclicidade Frequente. Para ver isso, primeiro vamos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.2.6. Existe um operador em um espaço de Hilbert que é frequentemente hi-

perćıclico, mas não é caótico.

Demonstração. Veja [4, Theorem 6.41, p. 156].
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Observação 4.2.7. Do teorema anterior temos que existe um operador frequente-

mente hiperćıclico que não é caótico. Então pela contra-rećıproca do Teorema 3.3.7,

temos que esse operador não satisfaz o Critério de Caoticidade. Dáı, como o Critério

de Hiperciclicidade Frequente é o mesmo que o Critério de Caoticidade, temos que esse

operador não satisfaz o Critério de Hiperciclicidade Frequente.

Assim como existem operadores frequentemente hiperćıclicos que não são caóticos

(Teorema 4.2.6), também existem operadores caóticos que não são frequentemente hi-

perćıclicos, como veremos no seguinte resultado.

Teorema 4.2.8. Existe um operador caótico T em ℓ1 que não é frequentemente hi-

perćıclico.

Demonstração. Veja [18, Theorem 1.2, p. 3].

Corolário 4.2.9. Existe um operador fracamente mixing T em ℓ1 que não é fre-

quentemente hiperćıclico.

Demonstração. Seja o mesmo operador caótico T em ℓ1 do teorema anterior. Do Teorema

3.2.7, segue que T é fracamente mixing. Além, também do teorema anterior, esse operador

não é frequentemente hiperćıclico.
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Caṕıtulo 5

Considerações Finais

Finalizamos este texto com um diagrama que resume a maneira que os diversos concei-

tos e critérios da dinâmica linear, apresentados no decorrer deste trabalho, se relacionam.

Descrevemos também onde podem ser encontradas as demonstrações das implicações des-

critas nas setas do diagrama e os contraexemplos dos casos em que não são válidas as

rećıprocas.

Esperamos que a consolidação destes resultados em um texto detalhado e espećıfico

para este fim (de explorar critérios da dinâmica linear e as respectivas propriedades) possa

ser útil para novos estudantes e pesquisadores interessados em iniciar seus estudos nessa

área.

Critério de Hiperciclicidade Frequente

CaóticoFrequentemente Hiperćıclico Mixing

Hiperćıclico Fracamente Mixing Critério de Kitai

Critério de Hiperciclicidade Critério de Gethner-Shapiro

(1) (2) (3)

(4) (5) (6) (7) (8)

(9)

(10) (11) (12) (13)

(14)
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(1) Critério de Hiperciclicidade Frequente ⇒ Frequentemente Hiperćıclico:

A implicação foi provada no Teorema 4.2.4 e um contraexemplo para a rećıproca foi exi-

bido na Observação 4.2.7.

(2) Critério de Hiperciclicidade Frequente ⇒ Caótico: A implicação foi pro-

vada no Teorema 3.3.7 e um contraexemplo para a rećıproca foi exibido no Exemplo 3.3.11

(lembre-se que o Critério de Hiperciclicidade Frequente é o mesmo que o Critério de Ca-

oticidade).

(3) Critério de Hiperciclicidade Frequente ⇒ Mixing: A implicação foi pro-

vada no Corolário 3.3.9 e um contraexemplo para a rećıproca foi exibido na Observação

3.3.12 (lembre-se que o Critério de Hiperciclicidade Frequente é o mesmo que o Critério

de Caoticidade).

(4) Frequentemente Hiperćıclico ⇒ Hiperćıclico: A implicação foi provada no

Teorema 4.1.8 e um contraexemplo para a rećıproca foi exibido na Observação 4.1.9.

(5) Frequentemente Hiperćıclico ⇒ Fracamente Mixing: A implicação foi pro-

vada no Teorema 4.1.15 e um contraexemplo para a rećıproca foi exibido no Corolário

4.2.9.

(6) Caótico ⇒ Fracamente Mixing: A implicação foi provada no Teorema 3.2.7 e

um contraexemplo para a rećıproca foi exibido na Observação 3.2.11.

(7) Mixing ⇒ Fracamente Mixing: A implicação foi provada na Proposição 2.1.8

e um contraexemplo para a rećıproca foi exibido na Observação 2.2.9.

(8) Critério de Kitai ⇒ Mixing: A implicação foi provada no Teorema 2.2.2 e um

contraexemplo para a rećıproca foi exibido no Teorema 2.2.4.
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(9) Fracamente Mixing ⇒ Hiperćıclico: A implicação foi provada na Proposição

2.1.9 e um contraexemplo para a rećıproca foi exibido no Teorema 2.2.17 (lembre-se que

pelo Teorema da Transitividade de Birkhoff, topologicamente transitivo é equivalente a

Hiperćıclico nos espaços de Fréchet).

(10) Critério de Hiperciclicidade ⇒ Hiperćıclico: A implicação foi provada no

Teorema 2.2.11 e um contraexemplo para a rećıproca foi exibido no Corolário 2.2.18.

(11) Fracamente Mixing ⇐⇒ Critério de Hiperciclicidade: A equivalência foi

provada no Teorema 2.2.15.

(12) Fracamente Mixing ⇐⇒ Critério de Gethner-Shapiro: A equivalência se-

gue do Corolário 2.2.20. Mas a implicação de volta também foi provada no Teorema 2.2.7.

(13) Critério de Kitai ⇒ Critério de Gethner-Shapiro: A implicação segue da

Observação 2.2.6 e um contraexemplo para a rećıproca foi exibido no Exemplo 2.2.8.

(14) Critério de Hiperciclicidade ⇐⇒ Critério de Gethner-Shapiro: A equi-

valência segue do Teorema 2.2.19.
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[7] Birkhoff, G. D. Démonstration d’un théoreme élémentaire sur les fonctions entières.

C. R. Acad. Sci. Paris 189 (1929), 473-475.

[8] Botelho, G.; Pellegrino, D.; Teixeira, E. Fundamentos de Análise Funcional. 3a.

Edição, Sociedade Brasileira de Matemática, 2023. ISBN 978-85-8337-209-7.
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