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MORALES SOLIS G.C.R.. Uma wntroducao aos polindmios sobre corpos finitos. 2025.
79 p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho, estudamos tépicos da teoria de corpos finitos. Inicialmente, exploramos a
estrutura de corpos finitos, abrangendo desde propriedades basicas até representacoes de
seus elementos, como as polinomiais, ciclotomicas e matriciais. Em seguida, concentramo-
nos no estudo de polinémios sobre corpos finitos, destacando os polinomios de ordem
definida, vinculados a estrutura dos grupos multiplicativos; os polinémios primitivos; e os
polinémios irredutiveis, fundamentais para fatoracao e construcao de extensoes de corpos.
Por fim, examinamos os ¢g-polindmios, que generalizam estruturas polinomiais classicas.

Palavras-chave: corpos finitos, extensoes algébricas, bases normais, polindémios ciclotd-
micos, polindmios primitivos, automorfismos de Frobenius, representacoes algébricas, g-
polinémios.
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MORALES SOLIS G.C.R.. Uma wntroducao aos polindmios sobre corpos finitos. 2025.
79 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work, we study topics in finite field theory. Initially, we explore the structure
of finite fields, covering from basic properties to representations of their elements, such
as polynomial, cyclotomic, and matrix representations. Next, we focus on the study
of polynomials over finite fields, highlighting: the order-defined polynomials, linked to
the structure of multiplicative groups; the primitive polynomials; and the irreducible
polynomials, fundamental for factorization and construction of field extensions. Finally,
we examine g-polynomials, which generalize classical polynomial structures.

Keywords: finite fields, algebraic extensions, normal bases, cyclotomic polynomials, pri-
mitive polynomials, Frobenius automorphisms, algebraic representations, g-polynomials.
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Introducao

A teoria de corpos finitos, consolidada como um topico independente na matemaética no
final do século XIX, tem suas raizes em desenvolvimentos matematicos que remontam ao
século XVII. A evolucao historica dessa teoria passou por contribuicoes fundamentais nos
séculos XVIII e XIX, culminando, em 1896, no trabalho A doubly-infinite system of simple
groups, do americano Eliakim Hastings Moore (1862-1932), que introduziu a classificagao
de corpos finitos, feita principalmente com base na sua ordem, que é o nimero de elementos
que o corpo possui, e estabeleceu as bases axiomaticas modernas para o estudo dos corpos
finitos abstratos. Moore também foi responsavel por estabelecer expressoes como field of
order s e Galois-field of order s = q".

Vale a pena mencionarmos que a denominacao “Galois field" que homenageia as con-
tribuicdes revolucionarias do matematico francés Evariste Galois (1811-1832), que aos 18
anos estabeleceu resultados fundamentais sobre a existéncia e estrutura dos corpos finitos,
incluindo a classificagao de corpos F,», a natureza ciclica de seus grupos multiplicativos,
e a introducao do automorfismo de Frobenius. Paradoxalmente, muitos desses resultados
haviam sido antecipados por Gauss (1777-1855) em manuscritos nao publicados, seguindo
um padrao histérico recorrente em suas descobertas. Gauss desenvolveu sua abordagem
sob o titulo “Theoria Congruentiarum Superiorum", utilizando formulagdes baseadas em
congruéncias polinomiais com notagao distinta da linguagem moderna de corpos. Essa
dicotomia historica entre as formulacoes de Gauss e Galois revela como caminhos distintos
convergiram para a teoria unificada que conhecemos hoje.

As origens da teoria também podem ser rastreadas através da obra monumental do ma-
tematico, também americano, Leonard Eugene Dickson (1874-1954), particularmente em
sua obra “History of the Theory of Numbers", de 1919. Seus capitulos sobre divisibilidade,
primalidade e congruéncias superiores documentam meticulosamente as contribuigoes pré-
1918 que anteciparam conceitos posteriormente formalizados como corpos finitos. Dickson
havia publicado anteriormente, em 1901, o primeiro tratado exclusivamente dedicado a
teoria dos corpos finitos, “Linear Groups with an Exposition of the Galois Field Theory",
cuja relevancia perdurou até meados do século XX, quando abordagens geométricas mais
modernas emergiram, especialmente através da influente obra “Geometric Algebra", do
matematico austro-alemao de Emil Artin (1898-1962).

Além da contribuicao na matematica pura, em que os corpos finitos contribuem para
avancos em teoria dos nimeros, geometria algébrica e combinatéria, desde o século pas-
sado, observa-se que a teoria dos corpos finitos desempenha um papel fundamental em



diversas areas da ciéncia e tecnologia moderna. Na criptografia, esses corpos fornecem
a base matemaética para sistemas de seguranca essenciais, como a criptografia de chave
publica, algoritmos de curvas elipticas e protocolos de autenticacao digital. Na &area de
comunicacoes, sao indispensaveis para co6digos corretores de erros, como os codigos de
Reed-Solomon, amplamente utilizados em sistemas de armazenamento de dados e trans-
missao digital.

A computagao aproveita suas propriedades para desenvolver algoritmos eficientes de
algebra computacional e geracao de nimeros pseudoaleatérios. Aplicagoes emergentes
incluem desde a computacao quantica, onde auxiliam na correcao de erros em qubits,
até tecnologias blockchain, que dependem de operacoes sobre esses corpos para garantir
seguranca e integridade. Tanto o desenvolvimento tebrico quanto suas aplicagoes passam
muito por polindmios sobre corpos finitos [F,, um objeto com uma estrutura algébrica
rica, cuja importancia surge da interacao entre suas propriedades algébricas fundamentais
e eficiéncia computacional. Como exemplos disso, podemos citar a fatoracao tnica de
polinémios, uma propriedade essencial para a resolucao de equacoes, ou a construcao de
extensoes de corpos F,m via polindmios irredutiveis. Uma aplicagao prética é a geracao de
elementos de ordem maxima: um polinémio primitivo f € Fy[z]| de grau m satisfazendo

2m—1

2" =(=1)"f(0) mod f(x) com r= 5T

pode gerar elementos de ordem 2™ — 1 em [Fom, algo crucial para sequéncias pseudoalea-
torias em criptografia.

Esta dissertacao, baseada na obra classica “Introduction to finite fields and their ap-
plications"de Rudolf Lidl e Harald Niederreiter [11], apresenta uma introducao a teoria de
corpos finitos e ao estudo de polindmios sobre esses corpos. A dissertagao esté organizada
em trés capitulos, que desenvolvem progressivamente os conceitos fundamentais do tema.
No Capitulo 1, denominado Preliminares, estabelecemos os fundamentos tebricos neces-
sarios, revisitando conceitos essenciais de algebra abstrata. Além disso fixamos a notagao
que serd adotada consistentemente ao longo do trabalho, garantindo clareza na apresen-
tacao dos resultados posteriores. No Capitulo 2, aprofundamos o estudo dessas estruturas
algébricas. Inicialmente, examinamos as propriedades fundamentais que caracterizam os
corpos finitos, incluindo sua existéncia e unicidade. Em seguida, investigamos diferentes
representacoes desses corpos através do estudo de bases, com énfase especial nas bases
normais. A terceira parte do capitulo dedica-se as raizes da unidade e sua conexao com
os polindémios ciclotomicos. Finalmente, exploramos diversas maneiras de representar os
elementos de corpos finitos, incluindo abordagens polinomiais e matriciais. O ltimo ca-
pitulo desta dissertacao, o Capitulo 3, concentra-se no estudo sistematico de polind6mios
com coeficientes em corpos finitos. Analisamos critérios de irredutibilidade, técnicas de
fatoracao e propriedades dos polindomios minimos.

Através desta estrutura, a dissertacao oferece uma introducao a teoria de corpos fini-
tos, servindo tanto como base para estudos mais avancados quanto como referéncia para
aplicagoes em estudos futuros.

Gyan Carlos Robert Morales Solis
Uberlandia-MG, 24 de julho de 2025.



Capitulo 1

Preliminares

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo de polindmios sobre corpos finitos.
Para tal, utilizaremos diversos conceitos e resultados fundamentais da teoria de grupos e
da teoria de anéis, cuja apresentacao serd omitida aqui. Neste capitulo, apresentaremos
de forma concisa alguns conceitos e resultados essenciais, além de notacoes, que servirao
de base para o desenvolvimento dos topicos abordados nos capitulos subsequentes.

Comegamos com o conceito de caracteristica de um anel. Seja A um anel arbitrério.
Se existe um inteiro positivo n tal que na = 0, para todo a € A, entao, o menor inteiro
positivo com essa propriedade é chamado de caracteristica de A e diz-se que A tem ca-
racteristica (positiva) n. Se nenhum inteiro positivo com essa propriedade existir, entao
diz-se que o anel A tem caracteristica 0.

Um corpo finito com ¢ elementos sera denotado por F,. Sabemos que ¢ ¢ uma poténcia
de um namero primo p e que a caracteristica de IF, ¢ p (veja [11, Corolario 1.45]).

O resultado a seguir é bastante 1til no estudo de polinémios sobre corpos finitos.

Teorema 1.0.1. Seja A um anel comutativo de caracteristica prima p. Entao,

(a+b)P" =a” +b" e (a—b)P =a”" — b

para a,b € A en € N.
Demonstracao. Como p-primo é caracteristica de A, entao p.a = 0 para todo a € A, entao
temos por inducgao:

e Para n = 1 obtemos

p p—1
(CL + b)p — Z (Z) ap—kbk —qP + Z (i) ap—kbk + b]o7
k=1

k=0

mas sabemos que se 0 < k£ < p entao p divide (i) pois

(z) :p.(p—l).--k;!.(p—k‘—i—l)

e portanto nenhum fator de k! divide p. Assim o primeiro fator do numerador nao
serd simplificado e o resto ainda resultard em um inteiro, logo:

p—1
—1).---(p—Fk+1
(a+b)p:ap+z (p=1) k|(p a >pap_kbk +0F = aP + 7.




e Assumimos para o caso n — 1, o que significa que satisfaz:
n—1 n—1 n—1
(a+b)f =a"  +0
Entao verificamos o caso n:
p

(a 40" = ((a + b)ﬂ”’l) = (ap"’1 + b”'””)p = a”" + b,

O caso de a — b é consequéncia direta do primeiro caso.

Um polindmio sobre um anel A é uma expressao da forma

n

fla) = a' =ag+ax+ -+ aya”,
=0

em que n é um namero inteiro nao negativo, os coeficientes a; € A e x é uma indeterminada
(simbolo que nao pertence a A). Quando estiver claro o significado de x, também podemos
nos referir ao polindémio apenas por f.

Convencionamos que termos da forma a;z, com a; = 0, podem ser omitidos. Assim,
um polinémio pode ser representado como

f(x):a0+a1$+---+anx”+0x"+1+---+Ox”+h,

para qualquer inteiro positivo h. Dessa forma, podemos comparar dois polinémios assu-
mindo que ambos envolvem as mesmas poténcias de x.

Dois polinémios
n

flx) = Z ax’ e g(x) = Z bix'

i=0
sao tguais se, e somente se, a; = b; para todo 0 <1 < n.
A soma de f(x) e g(x) é definida por:

n

f@)+g(x) = (a; +b)a'.

=0

Para definir o produto de dois polinomios, sejam:

flo)=> aix' e glz)=> b’
i=0 §=0
entao:
n+m
f(z)g(x) = Z cre®, onde ¢ = Z a;b;.
k=0 i+j=k

0<i<n,0<j<m

Com essas operagoes, o conjunto dos polinomios sobre A forma um anel.

Definicao 1.0.2. O anel formado pelos polindbmios sobre A, com as operacoes definidas
anteriormente, é chamado de anel de polindmios sobre A e é denotado por Alx].

4



Seja f(z) = > ,a;x" um polindmio sobre A que nio seja o polinomio nulo, de modo
que possamos supor a, # 0. Entao, a, é chamado de coeficiente lider de f(x), e ag, 0 termo
constante, enquanto n é chamado de grau de f(x), ou seja, n = deg(f(z)) = deg(f). Por
convencao, definimos deg(0) = —oo. Polinémios de grau < 0 sdo chamados de polindémios
constantes. Se A possui identidade 1 e o coeficiente lider de f(x) for igual a 1, entao f(x)
é chamado de polinémio ménico.

Dizemos que o polindémio f(x) é irredutivel sobre A (ou irredutivel em A[z]), se f
tem grau positivo e se f = gh, com g,h € A[z]| implica que ou g ou h é um polinémio
constante. Um elemento b € A é chamado de raiz (ou zero) do polinomio f(z) se f(b) = 0.

Defini¢ao 1.0.3. Seja F' um corpo e b € F uma raiz do polinémio f € F|x]. Se existir
um inteiro positivo k tal que f(z) seja divisivel por (x —b)*, mas nao por (z —b)*™, entao
chamamos k de multiplicidade de b.

e Se k =1, dizemos que b é uma raiz simples (ou zero simples) de f.

e Se k > 2, entdo b é uma raiz multipla (ou zero miltiplo) de f.

Seja f(z) = ap + a1 + agx® + - - - + ap,a™ € Flz]. A derwada de f, denotada por f’ ou
f'(x), é definida por

f'(x) = a1 + 2a2 + -+ + na,z" ' € Fla].

Teorema 1.0.4. Seja K um corpo, f un polindomio sobre K de grau > 1 e seja o uma
ratz de f, em K. Entao a multiplicidade de o em [ € maior que 1 se, e somente se,
f'(a) =0

Demonstragao. Veja [12, Teorema 4.3.6]. O

Finalizamos este capitulo com alguns conceitos e resultados relacionados a extensoes
de corpos.

Seja F' um corpo. Um subconjunto K C F que também seja um corpo com as
operagoes de F' é chamado de subcorpo de F. Nesse caso, F' é dito ser uma eztensdo (ou
extensao do corpos) de K. Quando K # F, dizemos que K é um subcorpo proprio de F.

Se K é um subcorpo do corpo finito F,, com p primo, entao K deve conter os elementos
0 e 1 e, consequentemente, conterd todos os elementos de IF,,. Assim, concluimos que F,
nao possui subcorpos proprios. Isso motiva a seguinte defini¢ao.

Definigcao 1.0.5. Um corpo primo é um corpo que nao possui subcorpos proprios, ou
seja, ele nao contém nenhum subcorpo além de si mesmo.

Teorema 1.0.6. O subcorpo primo de um corpo F' € isomorfo a I, ou Q, dependendo de
a caracteristica de F' ser um primo p ou 0.

Demonstragao. Veja [1, Corolario 2.9.7]|. O

Definicao 1.0.7. Seja K um subcorpo de F' e seja § € F. Dizemos que 6 é algébrico
sobre K se existe um polindémio nao trivial com coeficientes em K tal que 6 seja uma raiz,
isto &,
apnd" + -4+ a0 +ag =0,
com a; # 0 para algum i € {0,1,...,n}.
Uma extensao L de K é chamada de extensao algébrica sobre K se todo elemento de
L for algébrico sobre K.



Se § € F' é algébrico sobre K, entdo o polindmio monico g € K|[z], ele existem pois
K|[z] € um DIP, unicamente determinado, que gera o ideal J = (f € K{[z]| : f(0) = 0) de
K|[z], é chamado de polindmio minimo (ou polinémio definidor, ou polinémio irredutivel)
de 6 sobre K. Pelo grau de # sobre K, entendemos o grau de g.

Teorema 1.0.8. Se 6 € F € algébrico sobre K, entao seu polindmio minimo g sobre K
tem as sequintes propriedades:

(i) g € irredutivel em K|z].
(i) Para f € Klx], temos f(0) = 0 se, e somente se, g divide f.

(1ii) g € o polinémio monico em K|x] de menor grau que tem 0 como raiz.

Demonstragao. Veja |11, Teorema 1.82]. O]

Seja L uma extensao de corpos de K. Se L, considerado como um espaco vetorial sobre
K, tem dimensao finita, entao L é chamada de uma extensao finita de K. A dimensao
do espago vetorial L sobre K é chamada de grau de L sobre K, denotado por | L : K |.

Teorema 1.0.9. Se L € uma extensao finita de K e M € uma extensao finita de L, entao
M € uma extensao finita de K com

M : K|=[M: L|[L:K].

Demonstragao. Veja |11, Teoream 1.84]. O]

Seja K um corpo e 6 um elemento algébrico sobre K. O corpo K (6) denota a menor
extensao de corpos que contém K e 6, ou seja, a intersecao de todos os corpos contendo
K e 6. Equivalentemente, é o corpo gerado por 6 sobre K.

Teorema 1.0.10. Seja 0 € F' algébrica de grau n sobre K e seja g o polindmio minimo
de 0 sobre K. Entao:

(i) K(0) € isomorfo a K[x]/{g).
(ii) [K(0) : K] =n e{1,0,...,0"} ¢ uma base de K () sobre K.

(111) Todo o € K(0) € algébrico sobre K e seu grau sobre K é um divisor de n.

Demonstragao. Veja [11, Teorema 1.86]. O

Seja F' um corpo e f(x) um polindémio nao constante em F[z]. Diz-se que E é um corpo
de decomposicao de f(x) sobre F, se E é uma extensao finita de F' e f(x) decompde-se
como um produto de fatores lineares em F[z], mas ndo em outra extensdo de K tal que
[K : F| < [E: F]. O resultado a seguir, garante a existéncia e a unicidade do corpo de
decomposicao de um polinémio.



Teorema 1.0.11. Se K é um corpo e f € um polindémio de grau positivo em K[z, entdo
existe um corpo de decomposicio de f sobre K. Quaisquer dois corpos de decomposicio
de f sobre K sao isomorfos sob um isomorfismo que mantém os elementos de K fizos e
mapeta as raizes de [ entre si.

Demonstrac¢ao. Veja |7, Teorema 4.1.12 e Corolario 4.1.18 |. O

Defini¢do 1.0.12. Seja f(x) = apx" +a12" ' +---+a, € K[z] e g(x) = box™ +byx™ ' +
-+ + by, € K[z] dois polinomios de grau formal n e m, respectivamente, com n,m € N
(isto é, escritos com termo dominante de grau n e m, independentemente de os coeficientes
principais serem nulos ou nao).

A resultante R(f,g) dos dois polinomios ¢ definida pelo determinante

CI/O a/l DY an 0 PRI 0

0 ag aq cee Ay O N 0

. 0 PR O ao al DY a/n

R(f.g9) = by by --- b, 0 --- 0
0 by by --- b - 0

0 0 by b bm,

de ordem m + n (onde os coeficientes de f vao sendo distribuidos da esquerda para a
direita em m linhas, e os de g, em n linhas).

Se deg(f) = n (ou seja, se ag # 0) e f(x) = ap(x — a1) -+ (x — a,) no corpo de
decomposicao de f sobre K, entao R(f,g) também é dado pela formula:

R(f,9) = ag’ Hg (vi) .

Note que R(f,g) = 0 se, e somente se, f e g tém uma raiz comum, o que é 0 mesmo
que dizer que f e g tém um divisor comum em K|[x] de grau positivo , conforme descrito
em [11, p. 36]|.



Capitulo 2

Uma introducao a teoria de corpos
finitos

Neste capitulo, faremos um estudo sobre a estrutura algébrica dos corpos finitos, apre-
sentando os principais resultados tedricos e suas aplicacoes. A teoria de corpos finitos
desempenha um papel fundamental em diversas areas da matematica, incluindo teoria
dos numeros, algebra abstrata e criptografia, além de terem importantes aplicacoes em
teoria de codigos e combinatoria. Nosso estudo sera organizado em seis secoes, cada uma
abordando aspectos fundamentais desta teoria:

1. Propriedades fundamentais dos corpos finitos: Estabeleceremos os resulta-
dos bésicos sobre existéncia e unicidade de corpos finitos, incluindo a classificagao
completa via suas cardinalidades.

2. Bases de corpos finitos: Desenvolveremos os operadores de traco e norma, e
estudaremos diferentes tipos de bases para extensoes de corpos finitos.

3. Raizes da unidade e polindmios ciclotémicos: Analisaremos a estrutura das
raizes da unidade em corpos finitos e suas conexoes com os polinémios ciclotémicos.

4. Representagao dos elementos: Discutiremos diferentes métodos para representar
computacionalmente os elementos de corpos finitos e suas vantagens.

Através desta abordagem estruturada, pretendemos nao apenas apresentar os resulta-
dos teodricos fundamentais sobre corpos finitos, mas também destacar as conexoes entre
esses topicos e suas aplicacoes. O capitulo servird como base tebrica para os desenvolvi-
mentos posteriores desta dissertacao.

2.1 Propriedades fundamentais dos corpos finitos

Para cada nimero primo p, o anel de classes residuais Z/(p) constitui um corpo finito
com p elementos, sendo comumente identificado com o corpo de Galois [F,,. Esses corpos
desempenham um papel essencial na teoria dos corpos, pois qualquer corpo de caracteris-
tica p contém uma copia isomorfica de F,, e pode ser descrito como uma extensao deste.
Essa constatacao, aliada ao fato de que todo corpo finito possui caracteristica prima, é



crucial para a classificacao dos corpos finitos. Com base nisso, obtém-se uma condicao
necessaria sobre a quantidade de elementos que um corpo finito pode possuir.

Lema 2.1.1. Seja F um corpo finito contendo um subcorpo K com q elementos. Entdo,
F possui ¢ elementos, onde m = [F : K].

Demonstracao. Seja F' um corpo finito que contém um subcorpo K com ¢ elementos.
Como F' é uma extensao finita de K, podemos considerar F' como um espacgo vetorial
sobre K, com dimensao m = [F' : K]|.

Isso significa que existe uma base {b1, by, ..., b, } de F' sobre K, de modo que qualquer
elemento € F' pode ser escrito de maneira Ginica como

r = Clel +a2b2 + - +ambm,

onde aq,as,...,a, pertencem a K.

Como K tem exatamente ¢ elementos, cada coeficiente a; pode assumir ¢ valores
distintos. Como ha m coeficientes independentes, o nimero total de combinacoes possiveis
para formar elementos de F' é ¢. Portanto, F' contém exatamente ¢™ elementos, como
queriamos demonstrar. O

Teorema 2.1.2. Seja F' um corpo finito. Entao F tem p™ elementos, onde p € o primo
que € a caracteristica de F' e n € o grau de F sobre seu subcorpo primo.

Demonstracao. Como F' ¢é finito, sua caracteristica é um primo p. Portanto, o subcorpo
primo K de F (ele existe pois, se tomamos a interse¢do de todos os subcorpos de F,
obtemos o subcorpo primo de F, e F' & subcorpo de F)) ¢ isomorfo a F, pelo Teorema
1.0.6 e, assim, contém p elementos. Fazemos n = [F': K]. A afirmacao segue do Lema
2.1.1, ou seja, F' tem p" elementos. O

A partir dos corpos primos I, é possivel formar corpos finitos maiores por meio da
adicao de raizes de polinomios. Quando se tem um polinémio irredutivel f € [F,[z] de grau
n, pode-se construir um corpo com p” elementos ao se incluir uma de suas raizes ao corpo
F,. No entanto, até aqui, ainda nao se assegura que exista, para todo inteiro positivo n,
um polinomio irredutivel de grau n em F,[z]. Para provar que, dados um ntimero primo p
e um natural n, sempre existe um corpo finito com exatamente p” elementos, utilizamos
uma estratégia fundamentada em certos teoremas especificos.

Lema 2.1.3. Se F' é um corpo finito com q elementos, entao todo a € F satisfaz a? = a.

Demonstracao. A identidade a? = a é trivial para a = 0. Por outro lado, os elementos
nao nulos de F' formam um grupo de ordem ¢ — 1 sobre a multiplicacdo. Assim, a? ! =1
para todo a € F' com a # 0, e a multiplicagao por a fornece o resultado desejado. O

Lema 2.1.4. Se F' ¢ um corpo finito com q elementos e K ¢ um subcorpo de F', entao o
polinémio 7 — x em K|z| se fatoriza em F[z] como

xq—x:H(:c—a)

e F' € um corpo de decomposicao de x99 — x sobre K.



Demonstracao. O polinomio z¢ — x, de grau ¢, tem no maximo ¢ raizes em F'. Pelo Lema
2.1.3, sabemos que existem exatamente ¢ raizes, ou seja, todos os elementos de F' sao
raizes desse polinémio. Assim, o polinomio dado se decompde em F' da maneira indicada,
e ele nao pode se decompor em nenhum corpo menor. O

Agora somos capazes de provar o principal teorema de caracterizacao para corpos
finitos

Teorema 2.1.5 (Existéncia e Unicidade dos Corpos Finitos). Para todo nimero primo p
e todo inteiro positivo n, exriste um corpo finito com p" elementos. Qualquer corpo finito
com q = p" elementos € isomorfo ao corpo de decomposi¢ao de x¢ — x sobre [F),.

Demonstragao. (Existéncia) Seja ¢ = p", onde p é primo e n > 1. Considere o polinémio
f(x) =2 —x € F,[z], e seja F' o seu corpo de decomposicao sobre F,,.
Afirmamos que f possui q raizes distintas em F. De fato, sua derivada formal é

flx)=qe" ' —1=p"29 " —1=-1+#0,

pois p = 0 em IF,. Como ged(f, f') = 1, segue do critério de separabilidade (Teorema 1.0.4)
que f nao possui raizes multiplas. Portanto, f decompoe-se completamente em F' com ¢
raizes distintas.

Defina S = {a € F' | a? — a = 0}, o conjunto das raizes de f em F. Vamos mostrar
que S é um subcorpo de F"

(i) Contétm 0 e 1: 07—-0=0e 19—1=0, logo 0,1 € S.

(ii) Fechado sob subtragdo: Se a,b € S, entdo pelo Teorema 1.0.1 (o homomorfismo
de Frobenius),
(a—0)1=a’—bl=0a—0b,

donde a — b € S.
(iii) Fechado sob inverso multiplicativo: Se a,b € S com b # 0, entao
(ab™H)?=a?(b?)! = ab™?,
logo ab™! € S.

Assim, S é um subcorpo de F'. Como S contém todas as raizes de f e F' é gerado por
essas raizes, segue que F' C S. Por outro lado, S C F' por definicao. Portanto, FF = S, e
como |S| = ¢, concluimos que F' é um corpo finito com ¢ elementos.

(Unicidade) Seja F' um corpo finito qualquer com ¢ = p™ elementos. Pelo Teo-
rema 2.1.2, F' tem caracteristica p e contém I, como subcorpo primo. Além disso, pelo
Lema 2.1.4, todo elemento de F' é raiz de x? — x, e assim F' é o corpo de decomposicao
de 27 — x sobre F,,.

A unicidade segue do fato de que corpos de decomposi¢ao sao Gnicos a menos de
isomorfismo (Teorema 1.0.11). O

A unicidade garantida pelo Teorema 2.1.5 justifica a utilizacdo da expressao corpo
finito (ou corpo de Galois) com ¢ elementos, ou ainda corpo finito de ordem ¢. Esse corpo
¢ denotado por F,, considerando-se que ¢ ¢ uma poténcia de um ntimero primo p, o qual
¢ a caracteristica de F,. Muitos autores também empregam a notagao GF(q).
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Teorema 2.1.6. Seja F, o corpo finito com q = p" elementos. Entao, todo subcorpo de
F, tem ordem p™, onde m é um divisor positivo de n. Por outro lado, se m é um divisor
positivo de n, entao existe exatamente um subcorpo de F, com p™ elementos.

Demonstracio. E evidente que qualquer subcorpo K de F, deve possuir p™ elementos
para algum inteiro positivo m < n. Usando o Lema 2.1.1, como ¢ = p", essa quantidade
deve ser uma poténcia de p™, ou seja, podemos escrever p™ = (p™)" para algum inteiro r.
Assim, m precisa ser um divisor de n.

Por outro lado, suponha que m seja um divisor positivo de n. Nesse caso, p™ —1 divide
p" — 1 (pelo estudo de quocientes notéveis), o que implica que zP"~! — 1 divide 27" 71 — 1
no anel F,[x]. Como consequéncia, 27" —x divide 27" —z = 27—z em F,[z]. Isso significa
que todas as raizes de 2" — z também sdo raizes de z¢ — x e, portanto, pertencem a
F,. Dessa forma, F, contém um corpo de decomposi¢ao do polindmio 7" — z sobre F,,
e conforme demonstrado no Teorema 2.1.5, esse corpo tem exatamente p™ elementos.

Se existissem dois subcorpos distintos de F, com p™ elementos, juntos eles conteriam
mais de p™ raizes do polinomio 27" — z dentro de F,, o que levaria a uma contradigao.
Assim, tal subcorpo é tnico, completando a demonstracao. O

A demonstracao do Teorema 2.1.6 mostra que o unico subcorpo de F,» com ordem
p™, onde m é um divisor positivo de n, consiste precisamente das raizes do polinomio
" — 1z € Fylz] em Fpn.

Exemplo 2.1.7. Vamos ver 2 exemplos:

(i) Os subcorpos do corpo finito Fyso podem ser determinados listando todos os divisores
positivos de 30. As relacoes de inclusao entre esses diversos subcorpos sao mostradas
no diagrama a seguir.

Fo0
N
[on [F2]U lei
X" X
5 Farv Fys
|~
FZ

Figura 2.1: Relagoes de contensao dos subcorpos de Fgso. Extraido de [11, Exemplo 2.7].

(ii) Seja p um namero primo. Os subcorpos do corpo finito Fys sao:
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Figura 2.2: Relagoes de contensao dos subcorpos de Fu0s. Extraido de [9, Exemplo 1.3.12].

Para um corpo finito F,, denotamos por F; o grupo multiplicativo dos elementos nao
nulos de F,. O seguinte resultado enuncia uma propriedade 1til desse grupo.

Teorema 2.1.8. Para todo corpo finito Fy, o grupo multiplicativo ¥, dos elementos nao
nulos de ¥, é ciclico.

Demonstra¢ao. Podemos assumir que ¢ > 3. Seja h = pi'py® - - - pim a decomposi¢ao em
fatores primos da ordem h = ¢ — 1 do grupo F;. Para cada i, 1 < ¢ < m, o polindomio
2MPi —1 tem no maximo h/p; raizes em F,. Como h/p; < h, segue que existem elementos
nao nulos em F, que nao sao raizes desse polindmio. Seja a; um desses elementos e defina

h/p.t W . - ,
b, = a, /7" Temos b/ =1 (pois como a; € F, entdo al = 1), portanto a ordem de b; é
um divisor de p;' e, portanto, ¢ da forma p;* com 0 < s; < r;. Por outro lado,

r;—1 )
bfz — a?/l’ﬁ 7£ 1

(pois a; ndo é raiz do polinémio 2"/ — 1) e assim a ordem de b; é pi*. Afirmamos que
o elemento b = biby - - - b,, tem ordem h. Suponha, ao contrario, que a ordem de b é um
divisor proprio de h e, portanto, é divisor de pelo menos um dos m inteiros h/p;, 1 < i < m,
digamos de h/p;. Entao temos

1= bh/p1 — b}ll/plbg/lol . bizn/pl.

bh/pl

Agora, para 2 < i < m, cumpre que p;’ divide h/p;, e portanto = 1. Assim,

blf/pl = 1. Isso implica que a ordem de b; deve dividir hA/p;, o que é impossivel, j4 que a
ordem de by ¢ pi'. Assim, F; ¢ um grupo ciclico com gerador b. O

Definigao 2.1.9. Um gerador do grupo ciclico F; é chamado de elemento primitivo de
F,.
Usando resultados da teoria de grupos, podemos concluir que F, contém ¢(¢ — 1)
elementos primitivos, onde ¢ é a funcao de Euler. A existéncia de elementos primitivos
pode ser usada para demonstrar um resultado que implica, em particular, que todo corpo
finito pode ser pensado como uma extensao algébrica simples de seu subcorpo primo.

Teorema 2.1.10. Seja F, um corpo finito e F, uma extensao finita de F,. Entao, F, €
uma extensao algébrica simples de Fy, e todo elemento primitivo de F, pode servir como
elemento definidor de I, sobre IF,.
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Demonstracao. Relembre que K («) é formado por todas as expressoes da forma:

K(a)={ao+aa+ad®+ - +a,.10" " | a; € K},

onde o grau de « sobre K depende do grau do polindmio minimo de o em K.

Seja ¢ um elemento primitivo de F,. Claramente, temos F,(() C I, (pois ( € F, e
F, C F,). Por outro lado, F,(¢) contém 0 e todas as poténcias de (, e portanto, todos os
elementos de F,. Logo, F, = F,({). O

Corolario 2.1.11. Para todo corpo finito F, e todo nimero inteiro positivo n, existe um
polindémio irredutivel em Fy[z] de grau n.

Demonstragdo. Seja F, uma extensao finita de F, de ordem ¢”, de modo que [F, : F,] =n
pelo Lema 2.1.1. Logo pelo Teorema 2.1.10, temos F, = F,(¢) para algum ¢ € [F,, que é
um elemento primitivo de F,. Entao, o polinomio minimo de ¢ sobre F, é um polinoémio
irredutivel em F,[z] de grau n (pois [F,(¢): F,] = [F, :F,] = n), de acordo com os
Teoremas 1.0.8 (i) e 1.0.10 (ii). O

2.2 Bases de corpos finitos

Considerando F' = [F;m como uma extensao finita do corpo finito K = F, sob a
perspectiva de espaco vetorial sobre K, temos que F' possui dimensao m sobre K. Assim,
qualquer conjunto {ay,...,a,} que forme uma base de I sobre K permite que cada
elemento o € F' seja representado de maneira tnica na forma

a=ciog+ -+ Cpyy,, comc; € K paral<j<m.

As bases sao fundamentais para a compreensao e manipulacao de corpos finitos, permi-
tindo uma representacao sistematica dos elementos do corpo, facilitando a realizacao de
diversas operacoes algébricas e suas aplicagoes. Nessa secao faremos um estudo sobre
esse conceito. Para isso, serd necessario estudos prévios envolvendo raizes de polindomios
irredutiveis, o traco e a norma de elementos em corpos finitos.

Comecamos esta se¢ao reunindo algumas informagoes sobre o conjunto de raizes de
um polinémio irredutivel sobre um corpo finito.

Lema 2.2.1. Seja f € F,[x] um polindmio irredutivel sobre um corpo finito F, e seja «
uma raiz de f em uma estensao de corpos de Fy. Entdo, para wm polinémio h € F,lx],
temos que h(a) = 0 se, e somente se, f divide h.

Demonstragdo. Seja a o coeficiente lider de f e defina g(z) = a ' f(z). Entao, g é um
polindémio ménico irredutivel em F,[z] com g(a) = 0, e assim é o polinomio minimo de
a sobre F, (a ideia de irredutibilidade nos da uma resposta ao polinomio de grau mais
baixo que tem « como raiz). O resultado segue diretamente do Teorema 1.0.8(ii). O

Lema 2.2.2. Seja f € Fy[x] um polinomio irredutivel sobre F, de grau m. Entéo, f(z)
divide 7" — x se, e somente se, m divide n.

Demonstracao. Temos o seguinte:
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(=) Suponha que f(z) divide 29" — x. Seja o uma raiz de f no corpo de decomposigao
de f sobre F,. Entdao 4" = a, de modo que o € F;n (lembrando no Lema 2.1.3).
Segue-se que F,(a) é um subcorpo de Fyn. Mas, como [F,(«) : F,] = m (lembrando
Teorema 1.0.10(ii) e a hipotese que fala que o grau de f é m) e [Fpn : Fy] =n, o
Teorema 1.0.9 mostra que m divide n pois

n=[Fg: Fo] = [Fgn : Fo(a)] [Fy(ax) : Fyl .
~—_——

m

(<) Por outro lado, se m divide n, entdo o Teorema 2.1.6 implica que F» contém F,m
como um subcorpo (F,m C Fypn). Se o é uma raiz de f no corpo de decomposi¢ao
de f sobre F,, entao [F,(«) : F,] = m, e assim F () = Fym (lembre o Lema 2.1.1).
Consequentemente, temos o € Fgn, logo a?" = a. Portanto, o é uma raiz de
27" — x € F,[x]. Concluimos entdo, pelo Lema 2.2.1, que f(z) divide 29" — .

O

O seguinte resultado fundamental descreve completamente o comportamento das raizes
de um polindmio irredutivel f € F,[x].

Teorema 2.2.3. Se f € um polinomio irredutivel em F,[x] de grau m, entdo f possui

uma raiz o em Fom. Além disso, todas as raizes de f sao simples e sao dadas pelos m
. . 2 m—1

elementos distintos a,a?, a9, ..., a4 de Fym.

Demonstragao. Seja o uma raiz de f no corpo de decomposi¢ao de f sobre F,. Entao,
[Fy() : Fy] = m, logo Fy(a) = Fym (Lema 2.1.1), e, em particular, v € Fym.

Agora, mostraremos que se 3 € Fym é uma raiz de f, entao 89 também é uma raiz de
f. Escreva f(z) = a,2™ + - - - + a1z + ag, com a; € F, para 0 < i < m. Entdo, usando o
Lema 2.1.3 e o Teorema 1.0.1, obtemos:

f(ﬁq):amﬁqm+"'+a1ﬁq+ao:agnﬁqm+...+a<{6q+ag
= (@mB™+ - +af+ap) = f(B)? =

m—1

Assim, provamos que o é uma raiz, mas se seguirmos a mesma ideia para oﬂg, oﬂS, c,adt
também conseguiremos o resultado. No entanto, observamos que paramos este processo
em ", pois a?" = a.

Portanto, os elementos «,a?, o, ..., 4" " sdo raizes de f. Resta provar que esses
elementos sao distintos. _

Suponha, ao contrério, que a?’ = ad* para alguns inteiros je kcom 0 < j < k < m—1.
Elevando essa identidade a poténcia ¢™ %, obtemos:

m

m—k+j
g = .

Entao, pelo Lema 2.2.1, segue que f(z) divide 27" — 2. Pelo Lema 2.2.2, isso s6 é

possivel se m divide m — k + j. Mas temos 0 < m — k + j < m, e assim chegamos a uma
contradigao. O

Os seguintes corolarios sao consequéncias diretas da estrutura das raizes de polind6mios
irredutiveis sobre corpos finitos e revelam propriedades importantes sobre a relagao entre
polinémios irredutiveis e extensoes de corpos finitos.
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Corolario 2.2.4. Seja f um polinomio irredutivel em Fy|x] de grau m. Entao, o corpo
de decomposi¢ao de f sobre F, é dado por Fym.

Demonstragao. O Teorema 2.2.3 mostra que f se decompoe em Fym. Além disso, temos

m—1

que [, <a,oﬂ,aq2,...,aq = F,(o) = Fym para uma raiz o de f em F m, onde a
segunda identidade ¢ obtida a partir da prova do Teorema 2.2.3. O

Corolario 2.2.5. Quaisquer dois polinomios irredutiveis em F,x] de mesmo grau tém
corpos de decomposi¢cao isomorfos.

Demonstracao. O resultado segue do fato, visto no resultado anterior, que qualquer po-
linémio irredutivel de grau m tem como corpo de decomposigao Fym. [

A seguir, introduzimos uma terminologia conveniente para os elementos que aparecem
no Teorema 2.2.3, independentemente de o € Fym ser uma raiz de um polinémio irredutivel
em F,[z] de grau m ou nao.

Definicao 2.2.6. Seja F;» uma extensao de I, e seja v € Fym. Entdo, os elementos
2 m—1 ~ . .
a,af, a7, ... af sao chamados os conjugados de o com respeito a IF,.

Seja E uma extensao do corpo do corpo K, E é chamada normal se todo polinémio
minimo sobre K de um elemento de E se fatorar completamente em E. No caso de
corpos finitos, toda extensao finita Fym do corpo finito F, ¢ normal, pois F;m é o corpo
de decomposigao de 29" — x sobre F,,.

Seja av € Fym. A estrutura dos conjugados de « sobre I, é determinada pelo seu
polinémio minimo P, € F,[z]:

Proposicao 2.2.7. Os sequintes resultados sobre conjugados sao vdlidos:

(i) Se deg(P,) = m, entdo o possui exatamente m conjugados distintos sobre Fy, dados

por:
2 m—1
a, o, a?, ... af
(ii) Se deg(P,) =d com d|m e d < m, entao:
. . . ~ d—
e Os conjugados distintos sao o, a4, ..., a4 1;

e Cada conjugado aparece com multiplicidade % no conjunto completo de m con-
Jugados, ou seja, os conjugados de o sobre I, serao os elementos distintos

d—1
a,a9, ... a7 ", cada um aparecendo m/d vezes;

e O corpo Fy(a) € isomorfo a F .
Justificativa. A estrutura dos conjugados segue diretamente:

e Da acao do grupo de Galois Gal(F,m /F,) = (o), onde o é o automorfismo de Fro-
benius de grau ¢,

e Da relagdo deg(P,) = [F () : F|, e

e Do fato que Fym ¢ uma extensao normal de F,.
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Teorema 2.2.8. Os conjugados de o € F; com respeito a qualquer subcorpo de F, tém a
mesma ordem no grupo Fi.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.1.8, temos que F; é um grupo ciclico de ordem ¢ — 1.
Seja ¢ = p™ com p primo e tomemos r = p™, onde m divide n. Entao, podemos escrever
n = k -m para algum inteiro k. Portanto, I, ¢ um subcorpo de F,.

Se quisermos considerar os conjugados de « com respeito a .., os elementos sao da
forma

2 k—1
a,a o, L

A lista anterior pode ser reescrita como:

m

2m (k—1)m
ool af .

a, o
Agora, seja ¢ um elemento primitivo de F,. Entdo, podemos escrever o = (' para
algum ¢ inteiro. Portanto, a lista de conjugados se reescreve como:

k—1)m

m 2m (
¢LEmT T

Observamos que mdc(tp™;p™ — 1) = mdc(t;p" — 1) para todo ¢ inteiro niao negativo
menor ou igual a k — 1. Isso implica que a ordem de cada conjugado é a mesma que a de
a.

Portanto, demonstramos que todos os conjugados de a tém a mesma ordem no grupo
F*. O
q

Teorema 2.2.9. Se o ¢ um elemento primitivo de F,, entao o mesmo ocorre para todos
0s seus conjugados com respeito a qualquer subcorpo de F,.

Demonstracao. A prova é a mesma que a anterior, considerando ¢t = 1, de modo que a
ordem de todos os conjugados é ¢ — 1. O]

Exemplo 2.2.10. Seja a € Fg uma raiz do polinomio irredutivel f(z) = 2®+z+1 € Fy|z].
Entao os conjugados de « sobre Fy sao:

Q, a2, at =a’+ a.

O grupo multiplicativo F§ é gerado por « e seus elementos podem ser escritos como
combinacoes lineares de 1, o e o? da seguinte forma:

0:17

«
ol = a,

o’ = o,

3

o’ =a—+1,
a4—0z2+a,

@’ =a’+a+1,



Assim, as potencias de a sdo todas distintas g, e por isso («) = F¥, pois sabendo que
Fg é definido como segue pelo Teorema 1.0.10:

Fs = {a + ba + ca®|a, b, c € Fy}.

Logo « ¢é primitivo de Fg, e pelo Teorema,, 2.2.9, a? e a* também sdo. Por outro lado os
conjugados de a sobre Fy, sdo: a e a?.

Um automorfismo de Fym sobre F, é uma funcao bijetora o : Fym — Fym que preserva
as operagoes de adi¢ao e multiplicagao e mantém fixos todos os elementos de F,, ou seja:
ola+p) =o0(a)+0(B) e o(af) = o(a)o(B) para quaisquer «, B € Fym, além de o(a) = a
para todo a € F,.

O seguinte teorema descreve completamente a estrutura do grupo de automorfismos
de uma extensao de corpos finitos, revelando sua natureza ciclica.

Teorema 2.2.11. Os automorfismos distintos de Fgm sobre I, sao exatamente as aplica-
¢0€es 00,01, . .., Om—1, definidas por oj(a) = a? para « € Fgm e 0 < j <m — 1.

Demonstracao. Dividiremos a demonstragao em trés partes:
Parte 1 - 0; é automorfismo:
Para cada 0 < j <m — 1, a aplica¢ao o; : Fym — F,m dada por o;(a) = a? satisfaz:

(i) Homomorfismo: Para quaisquer «, 3 € Fm,
¢ oj(af) = (af)” = o 87 = 0;(a)o;(B)
e oi(a+B)=(a+B)" =a? + Y = g;(a) + 0;(8) (pelo Teorema 1.0.1).

(i) Tnjetividade: ker(o;) = {a € Fym | a¥ = 0} = {0}, pois F?. é um grupo multipli-
cativo ciclico.

(iii) Sobrejetividade: Como F,m ¢é finito e o; ¢ injetiva, segue que o; ¢ bijetora.
(iv) Fixagdo de F,: Para a € F,, pelo Lema 2.1.3 temos o;(a) = a? = a.

Parte 2 - Distin¢ao dos automorfismos: Seja  um elemento primitivo de Fym. As apli-
cagoes {0} " sdo distintas pois, para i # j, temos 0;(3) = B9 # Y = 0;(f), ja que
¢ #Z ¢ (mod ¢™ — 1) para 0 <i,j < m com i # j.

Parte 3 - Integralidade dos automorfismos: Seja o um automorfismo arbitrario de Fym

sobre IF,. Para f elemento primitivo com polinémio minimal f(z) = 2™ + 3.7 apa* €
F,[z], temos:



Portanto, o(j3) é raiz de f. Pelo Teorema 2.2.3, o(3) = 5% para algum 0 < j < m—1.
Para qualquer o = /5" € F m, temos:

a(a) = o(8) = a(B) = (87)! = (67 = o = g;(a).

Assim, concluimos que o = o;. O

Com base no Teorema 2.2.11, podemos afirmar que os conjugados de um elemento o €
F,m, com relacao ao corpo [Fy, sao justamente as imagens de a sob todos os automorfismos
de Fym que fixam [F,. Esses automorfismos constituem um grupo, cuja operagao é a
composicao de funcoes. O proprio Teorema 2.2.11 garante que esse grupo € ciclico, tem
ordem m e é gerado pelo automorfismo 0.

Agora, introduziremos o operador traco, um conceito da teoria de corpos finitos que,
além de ser importante no estudo de bases, desempenha um papel fundamental como
ferramenta tanto tedrica quanto computacional.

Definicao 2.2.12. Para a € F = Fgm e K = F,, o traco Trp/x(a) de o sobre K ¢é
definido por

m—1

Trpk(e) =a+al+ - +al

Em outras palavras, o traco de « sobre K ¢ a soma dos conjugados de a em relacao
a K.

Se K ¢ o subcorpo primo de F', entdo Trp/k(a) é chamado de traco absoluto de av e é
simplesmente denotado por Trp(a).

Outra descri¢ao do trago pode ser obtida da seguinte forma. Seja f € K[z o polinomio
minimo de « sobre K. Como f é irredutivel e F'/K é uma extensao separavel, f possui d
raizes distintas, onde d = deg(f). Além disso, d divide m = [F : K].

O polinémio g(x) = f(z)™? € K[r] é denominado polinémio caracteristico de a
sobre K. Pelo Teorema 2.2.3, as raizes de g em F' sao exatamente

m—1

2
N q
a,at;at L« ,

e, conforme a observacao ap6s a Definigao 2.2.6, essas raizes coincidem com os conjugados
de a em relagao a K. Portanto, o polinémio caracteristico pode ser expresso como

g@) = (z—a)(w—a?) - (z—a” ) = 2" + am 1™ 4+ ap.

Ao expandir o produto, obtemos

m—1

g(x) g {L‘WL — (Oé —|— aq _|_ e + aqm_l> xm_l + “e + <_1)maaq PN aq
Comparando os coeficientes, concluimos que

Tre/k(0) = —am-1,

o que mostra, em particular, que Trp/ i (o) pertence a K.
A seguir, vejamos propriedades da funcao traco.
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Teorema 2.2.13. Seja K = F, e ' = Fgm. Entdo a funcdo trago Trp/x satisfaz as
sequintes propriedades:

(i) Aditividade: Para todos o, 3 € F,

Trp/k (o + B) = Trp/k(a) + Tre/ ().

(ii) Homogeneidade: Para todo c € K e a € F,
Trp/k(ca) = ¢ Trp/k(a).

11) K-Linearidade sobrejetiva: Trp/x € uma transformacao K-linear sobrejetora de
/
F em K, onde ' e K sao vistos como espac¢os vetoriais sobre K.

(iv) Trago de elementos de K: Para todo a € K,

TI'F/K(CL> = ma.

(v) Imvaridncia por Frobenius: Para todo o € F,

TI'F/K(CYq) = TI"F/K(OJ)

Demonstracao. (i) Para «, € F, utilizamos o Teorema 1.0.1 para obter:

Trpr(a+B) =a+ B+ (a+B8)+ -+ (a+B)""
—a+f+al+fl4- a4 g

(ii) Para ¢ € K, temos ¢ = ¢ para todo j > 0 pelo Lema 2.1.3. Portanto, obtemos
para a € F"

Trek(ca) = ca+cal + -+ o
—ca+cal+- - +cal
=cTrp/r(a).
(iii) As propriedades (1) e (2), juntamente com o fato de que Trp/k (o) € K para todo
a € F, estabelecem que Trp/x é uma transformacao linear de I’ em K.

Para demonstrar que esta aplicacao é sobrejetora, observamos que:
e Como K é um corpo, os tnicos subespacos vetoriais de K (visto como espaco
vetorial sobre si mesmo) sao {0} e o proprio K.

e Portanto, basta exibir um elemento a € F' tal que Trp k(o) # 0 para concluir
que a imagem de Trp/x € todo K.
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Considere o polindmio:

Plx)=a" +---+2'+2x¢cKlx]

Note que Trp k(o) = 0 se e somente se o é raiz de P(x).

Como P(z) tem grau ¢™ ', pode ter no maximo ¢™ ! raizes em F. Contudo, F' pos-
sui ¢ elementos, onde existem necessariamente elementos o € F' com Trp/ g (o) # 0.
Isto completa a demonstracao da sobrejetividade.

(iv) Isto segue imediatamente da defini¢do da funcao trago e do Lema 2.1.3. Pois se
ac€ K

Tre(a) =a+al+ - +a”" =a+a+--+a (; m- vezes)
entao, Trp/k(a) = ma.

(v) Para a € F, temos que a?" = a pelo Lema 2.1.3, e assim Trp/x (a?) = o4 + a? +
m—1

4ol o =al ol ot = T ().
]

A aplicacao traco Trp/x : F' — K possui propriedades importantes que vao além de
sua mera linearidade. Tais propriedades sao as seguintes.

e Caracteriza todos os funcionais lineares: Todo funcional K-linear ¢ : FF — K
pode ser expresso como ¢(a) = Trp/x(Aa) para algum A € F fixo. Esta propriedade
estabelece um isomorfismo canonico entre o espaco dual F™* e F' quando munido da
forma bilinear («, 3) = Trp/k(af).

e Independéncia de base: Ao contrario de muitas construgoes em algebra linear, a
defini¢ao de Trp/ i € intrinseca - nao depende da escolha de uma base para F' como
K-espaco vetorial. Esta invariancia torna-a particularmente ttil em aplicagoes onde
a escolha de coordenadas nao é natural.

Estas caracteristicas fazem do traco uma ferramenta indispensavel tanto para desen-
volvimentos tedricos quanto para aplicacoes praticas na teoria de corpos finitos.

Teorema 2.2.14. Seja F' uma extensao finita do corpo finito K, ambos considerados como
espacos vetoriais sobre K. Entao, as transformacoes lineares de F' em K sao exatamente
as aplicacoes Lg, com € F, onde Lg(a) = Trp/x(Bar) para todo o € F. Além disso,
temos Lg # L., sempre que B ey forem elementos distintos de F'.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.2.13(iii), cada aplicacdo Lg(a) = Trp/x (fa) é uma trans-
formagao linear de F' em K.

Injetividade: Primeiro, mostramos que § # v implica Lg # L.,. De fato, para 3,y € F
distintos:

Lg(r) = Ly(a) = Trpyk ((B — 7)),

como 3 —y # 0 e Trp/k é sobrejetora (logo nao-nula), existe a € F' tal que Trp/x((5 —
7)) # 0. Portanto, Lg # L.,.
Contagem das transformacoes lineares: Seja K =F, e ' = Fym.

20



e Pela parte anterior, as aplicagoes {Lg}ger produzem ¢™ transformagdes lineares
distintas.

e Alternativamente, o espaco L(F, K) de todas as transformacoes lineares de F' em
K tem dimensao m sobre K, pois F' tem dimensao m sobre K. Logo,

|L(F, K)| = q™.

Como o conjunto {Lg}ser ja contém todas as ¢ transformagdes lineares possiveis,
segue que:
LIF,K)={Ls|BeF}

completando a demonstracao. O]

O seguinte teorema caracteriza precisamente os elementos de traco nulo, revelando
uma conexao entre o traco e equacoes polinomiais do tipo Artin-Schreier.

Teorema 2.2.15. Seja I’ uma extensao finita de K = F,. Entao, para o € F', temos que
Trp/ k(o) = 0 se, e somente se, existe um 3 € I tal que o = 39 — 3.

Demonstracao. Temos o seguinte:

(=) Suponha que o € F' = Fgm com Trp () = 0 e seja § uma raiz de 29 — x — o em
alguma extensdo de F' (temos que provar que J € F). Entao 7 — =« e

m—1

0="Trp/k(e) =a+af4---+af
= (81— B) + (B =B 4+ (B = )
= (BT = B)+ (BT = BI) + -+ (B9 — ") ( caracteristica ¢ p)
=B -5,

entdo 49" = 3, de modo que B € F.

(<) Para a € F temos que existe um § € F tal que a = 7 — . Usaremos a Teorema
2.2.13(v),

Trp/k (o) = Trp/g (B — B) = Trpx(B8Y) — Trr/x(B) = Trp/x(8) — Trp/x(B8) = 0.

]

No caso de se considerar uma cadeia de corpos de extensao, a composicao das fungoes
trago segue uma regra muito simples.

Teorema 2.2.16. Seja K um corpo finito, F' uma extensao finita de K e E uma extensao
finita de F'. Entao

Tre/k (o) = Trp/k (TrE/F(a)) para todo o € E.
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Demonstragao. Seja K =F,, [F: K] =me [E: F] =n, de modo que [E : K| = mn pelo
Teorema 1.84. Entao, para o € E, temos

i

TI"F/K (TI‘E/F(O./)) = Z TI‘E/F(O./)qi = Z (Z Oéqjm>

=0 1=0 7=0
m—1n—1 mn—1

= OéqjmH Z quk = TTE/K(OJ)
=0 j=0 k=0

]

Enquanto o operador trago captura propriedades aditivas de extensoes de corpos fi-
nitos, a fungdo norma, que definiremos a seguir, constitui seu analogo multiplicativo.
Para uma extensao F' = Fym de K = [, a norma estabelece um homomorfismo multi-
plicativo entre os grupos de unidades F* — K*, revelando relacoes entre as estruturas
multiplicativas dos corpos envolvidos.

Definicao 2.2.17. Para o € F' = Fgm ¢ K = Fy, a norma Np/k(a) de a sobre K é
definida por

i m_q
Np/k(a) =a-a?----af ' :a<q‘1—1 )

A norma N/ i (o) pode ser obtida diretamente do polinémio caracteristico g(x) € K|x]
de a sobre K. Especificamente, se escrevermos

g(x) = 2™ + ap_1™ "+ -+ a,
entao a norma é dada pelo termo constante do polinémio, a menos de sinal:
Np/k(a) = (=1)"ao. (2.1)
Esta identidade revela duas propriedades fundamentais:

e A norma Np/k(a) pertence necessariamente ao corpo base K, pois ag € K por
definicao do polinémio caracteristico.

e O calculo da norma pode ser reduzido a determinacao do polinémio caracteristico
de «, conectando assim a teoria de normas com a estrutura polinomial da extensao.

Teorema 2.2.18. Seja K =y e I' = Fgm. Entao a fungio norma Np/g satisfaz as
sequintes propriedades:

(i) Np/k(af) = Np/k(a)Np/(B) para todos o, 5 € F.
(ii) Np/x mapeia F' sobre K e F* sobre K*.
(iii) Np/k(a) = a™ para todo a € K.

(iv) Np/k (a9) = Np/k () para todo o € F.

Demonstragao. Veja [11, Teorema 2.28]. O
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A aplicacao norma possui uma importante propriedade de transitividade que reflete a
estrutura das extensoes de corpos. Este resultado, analogo ao teorema de transitividade
para o operador traco, estabelece que a norma de uma torre de extensoes pode ser decom-
posta em normas sucessivas, preservando assim a estrutura multiplicativa entre os corpos
envolvidos. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.2.19. Seja K um corpo finito, F' uma extensao finita de K e E uma extensao
finita de F'. Entao,

Np/k(a) = Ngjk (NE/F(a)) para todo o € E.

Demonstracao. Com a mesma notacao da prova do Teorema 2.2.16, temos para a € E,
Npji (Ngp(a)) = Npyg (/47071
— (a(qm"—l)/(qm—1)>(qm—l)/(q—l)
Q@D Z N ().
]

Dada uma base B = {a1,...,a,} do corpo finito F' sobre seu subcorpo K, um pro-
blema fundamental consiste em determinar os coeficientes ¢;(a) € K na representacdo
unica

a= Z cj(a)a; para o € F. (2.2)

7j=1
Construcao da Base Dual:

e Cada funcao coeficiente ¢; : F© — K é uma transformacao linear. Pelo Teo-
rema 2.2.14, existem elementos 3; € F tais que

cj(a) = Trp/k (B;a)  para todo av € F.
e Avaliando em o = a;, obtemos as relagoes de ortogonalidade:
1 sei=j,
0 sei##j.

Verificagdo da Dualidade: A familia B* = {f,...,5,} forma a base dual de B em
relacao ao trago. Para provar sua independéncia linear, considere uma combinacao nula:

Trr/k(Bjou) = 655 = {

Zdjﬁjzo com djEK.

J=1

Multiplicando por «; e aplicando o traco, obtemos:

TI'F/K (Ozi Zdjﬁj> - Z dj TI'F/K(Oéiﬁj) - dl =0.
j=1 j=1

Como este argumento vale para cada 1 < i < m, concluimos que B* é de fato uma base
de F sobre K.
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Definicao 2.2.20. Seja K um corpo finito e F' uma extensao finita de K. Entao, duas
bases {a1,...,an} e {0, ..., m} de F sobre K sao ditas bases duais (ou complementares)
se, para 1 < 7,7 < m, temos

0 sei#j,
TI"F/K (Oézﬂj) = { . .
1 sei=yj.
Na exposi¢ao anterior vimos que, dada qualquer base {aq, ..., a,,} do corpo F sobre
o subcorpo K, é possivel encontrar uma base dual correspondente {fi,...,5,}. Essa

base dual é tunica, pois sua construcdo garante que os coeficientes ¢;(«), para 1 < j < m,
da expressao (2.2), podem ser obtidos como c¢j(a) = Trp/k (Bjc), para qualquer o €
F. Conforme estabelecido no Teorema 2.2.14, cada elemento 3; de F' é exclusivamente
determinado pela transformacéao linear ¢;(-).

Com o que foi visto antes da definicao, ja estd demonstrada a existéncia da base dual,
vamos provar a unicidade.

Teorema 2.2.21. Dada uma extensdao de corpos F//K de grau m e uma base {ay, ..., apn}
de F' sobre K, erxiste uma tnica base dual {B1, ..., Bm} satisfazendo:
Trp/k(a;f;) = 6;; para todo 1 <i,5 < m. (2.3)

Demonstragdo. Suponhamos por absurdo que existam duas bases duais distintas (3;)7.,
e (;)7L; para a mesma base («;)iZ;. Por defini¢do, ambas satisfazem:

Trp/k(iB;) = 6, (2.4)
T?“F/K(Cki’}/j) = (5” (25)
Como (k)i é base, cada (; admite uma representagao tnica:
B = Z cikyr  com ¢y, € K. (2.6)
k=1
Aplicando o operador traco a «;3; e usando a linearidade:
Tripic(iBy) = Y epTrom(ane) = Y b = cji. (2.7)
k=1 k=1
Por outro lado, de (2.4) temos:
TTF/K(aiBj) = 5z‘j- (2-8)

Comparando (2.7) e (2.8), obtemos:
Cji = (5”’ para todo Z,j

Substituindo em (2.6):
m
B = Z d;k7k =; para cada j.
k=1
Portanto, as bases coincidem, contradizendo a hipotese inicial. Segue a unicidade. [
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Exemplo 2.2.22. Seja a € Fy uma raiz do polinémio irredutivel 2% + 2z + 2 € F3[z],
entdao {a,a*} = {a,2a + 1} é uma base de Fy sobre Fs.
Para verificar que é uma base, fazemos uma combinagao linear da forma

o+ c(2a+1) =0,
que é equivalente a

(¢1 + 2¢y)a + ¢ = 0.
Como {1,a} é LI (Teorema 1.0.10), temos ¢; = ¢y = 0, logo {a,2a + 1} é LI

O dual desta base é o mesmo conjunto, mas nao na mesma ordem. Vamos verificar
isso, lembrando que o? + 2o + 2 = 0:
1= 1(a) + 1200+ 1),

o = a+1=2>a)+1(2a+1),
at=ala+1)=2(a+1)+a=2=2(a)+22a+1),
o’ = 2a = 2(a) + 0(2a + 1),
!
!

6= 20 =2a+2=1(a)+2(2a +1),
"= al2a+2) =22 +2a=a+2=0(a)+22a+1).

Observamos que o gera . Agora, lembrando que Trg,/p, (z) = & + z2, suponha que
a base dual é {3y, 52}

e Se B = a, temos Tr(a-a) = a*+a® = (a+ 1)+ 2a+2) =0e Tr(a-a?) =
at + a'? = 2a* = 2(2) = 1. Portanto, {a, @®} nao é a base dual de si mesma.

e Se trocarmos o = [35, agora procuramos 3; tal que Tr(f; - a) =1 e Tr(B; - o) = 0.
e Tomando ) = a3, temos Tr(a®-a) = a*+a'? =2+2=1eTr(a® o) = al+a'® =
20+2+a+1=0.

Portanto, a base dual de {a, a®} é {a?, a}.

Na teoria de corpos finitos, embora existam infinitas bases possiveis para representar
F =T m como espaco vetorial sobre K = I, duas classes de bases destacam-se por suas
propriedades algébricas e aplicagoes praticas:

e Base Polinomial (ou Base de Poténcias): Dado um elemento primitivo a € F
(isto é, um gerador do grupo multiplicativo F*), a base polinomial tem a forma

{1,a,0%,..., 0™ '}

Esta construgao explora diretamente a estrutura de F' como extensao simples K («),
onde « é raiz de um polinémio irredutivel de grau m sobre K (ver Teorema 2.1.10).

e Base Normal: Uma base do tipo especial

(8,84, 87, ..., 57" '},

onde § € F' ¢é escolhido de modo que seus conjugados formem um conjunto linear-
mente independente sobre K. Tais bases possuem propriedades de invariancia sob a
acao do automorfismo de Frobenius, sendo particularmente titeis em implementacoes
eficientes de operagoes em corpos finitos.
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Estas bases nao apenas simplificam célculos tedricos, mas também desempenham pa-
péis fundamentais em aplicacoes computacionais, como na implementacao de criptossis-
temas e algoritmos de correcao de erros.

Definicao 2.2.23. Seja K = F, e F' = F;m. Entao, uma base de F' sobre K da forma
{a,at,... ,aqul}, consistindo em um elemento adequado o € F' e seus conjugados com
respeito a K, é chamada de base normal de F' sobre K.

A base {a, a3} de Fy sobre F3 discutida no Exemplo 2.2.22 é uma base normal de Fy
sobre [Fs.
A seguir, mostraremos que uma base normal existe no caso geral.

Lema 2.2.24. Sejam i, ..., Y, homomorfismos distintos de um grupo G no grupo mul-
tiplicativo F* de uwm corpo arbitrario F', e sejam aq,...,a,, elementos de F' que nao sao
todos iguais a 0. Entao, para algum g € G, temos

alwl(g) +oee 4+ amwm(g) 7é 0.

Demonstragao. Veja [11, Lema 2.33|.
]

Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo K e T" € L(V) um
operador linear. Para qualquer polinomio f(z) = Y.} apz® € K[z], dizemos que f
aniquila T quando

n

FT) =" a T =0,

k=0

onde convencionamos T° = I. Existe um tnico polindémio moénico nao-nulo de grau
minimo satisfazendo esta propriedade, denominado polindmio minimo T(z) de T, que
goza das seguintes propriedades:

e T'(z) divide todo polindmio que aniquila 7,

e T'(z) divide o polinémio caracteristico de T" que é det(xI —T') (Teorema de Cayley-
Hamilton),

o det(z] —T') é monico e degdet(xl — T') sendo igual a dimensao de V' sobre K.
Um vetor o € V' é dito ciclico para T quando
V = spang {T*a | k > 0},

ou equivalentemente, quando {a, T, ..., T" *a} forma uma base para V, com n igual &
dimensao de V sobre K.

Lema 2.2.25. Seja T um operador linear no espaco vetorial de dimensao finita V. Entdo,
T possui um vetor ciclico se, e somente se, os polindmios caracteristico e minimo de T
sao idénticos.
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Demonstragao. Veja |11, Lema 2.34].

O seguinte resultado garante a existéncia de uma base normal.

Teorema 2.2.26. Para qualquer corpo finito K e qualquer extensdo finita F' de K, existe
uma base normal de F sobre K.

Demonstragao. Consideremos K = F, e ' = Fym com m > 2. Pelo Teorema 2.2.11 e
seus comentarios subsequentes, os automorfismos distintos de F' sobre K sao dados por
g,0,0%,...,0™ !, onde € representa a identidade em F, e a aplicacdo o & definida por
o(a) = o para todo a € F. Além disso, a poténcia o7 denota a composi¢ao de o consigo
mesma j vezes. Como o preserva a soma e a multiplicacao por escalares em K, segue-se
que ela atua como um operador linear no espaco vetorial I’ sobre K.

Sabemos que 0™ = ¢, o que implica que o polinémio 2™ —1 € K|z] anula 0. Aplicando
o Lema 2.2.24 aos endomorfismos €, o, 02, ..., 0™ !, verifica-se que nenhum polinémio nao-
nulo de grau inferior a m em Klz| pode anular o. Logo, 2™ — 1 é o polindbmio minimo de
.

Como o polinémio caracteristico de o é um polinémio ménico de grau m que é divisivel
pelo polindomio minimo, segue-se que ele também é dado por 2™ — 1. Pelo Lema 2.2.25,

existe um elemento a € F tal que o conjunto {o, o (), c?(),...} gera F.

Removendo elementos repetidos, concluimos que «, (), 0%(a),...,0™ (a) formam
uma base de F' sobre K. Como essa base é composta por um elemento e seus conjugados
em relacao a K, trata-se de uma base normal de F' sobre K. O

Na sequéncia, apresentamos uma caracterizacao eficiente para determinar quando um
conjunto de elementos constitui uma base de uma extensao de corpos finitos.

Definicao 2.2.27. Seja K um corpo finito e F' uma extensao de K de grau m sobre K.
Entdo, o discriminante Ap/x (a1,..., ) dos elementos oy, ..., a, € F é definido pelo
determinante de ordem m dado por

TI"F/K (OqOél) TI'F/K (OélOéQ) Ce TI'F/K (alam)
Trp/k (oon)  Trpk (aas) ... Trpx (o)
AF/K(Oél,...,Oém): . . .
Tre/k (o) Treg (amas) .0 Trp/x (0ma,)
Segue da defini¢do que Ap/k (o, ..., ) é sempre um elemento de K. A seguinte

caracterizacao de bases pode agora ser dada.

Teorema 2.2.28. Seja K um corpo finito, F' uma extensao de K de grau m sobre K,
e ay,...,q, € F. Entao, {ay,...,a,} é uma base de F sobre K se, e somente se,

AF/K (Oél, N ,O{m) 7é 0.

Demonstra¢ao. Vamos ver o seguinte:
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(=) Seja {oq,...,a,} uma base de F sobre K. Provamos que Ap/k (aq,...,0m) # 0
mostrando que os vetores linha do determinante que define Ap/k (a1, ..., ) s80
linearmente independentes. Tome as linhas como um vetor

Lj = (Tre/i (ajan) , Trpyx (jan) s Trpyk (jom))
para 1 < 7 < m. Suponha que cq,...,¢, € K, sao tais que:

ClL1+CgL2+"'+CmLm:0

=
1 (Trpyi (cnan) -+, Trpy (anam))++ e (Trpx (aman) -+, Trpyk (Qmon,)) =0
54
c1 Trpjk (i) + -+ 4 ¢ Trpji (amo) =0 para 1l < j < m,

onde cy,..., ¢, € K. Entdo, com 8 = cjoq + -+ - + ¢, Obtemos Trp/k (Baj) = 0
para 1 < j <m. E, como o, ..., a, geram F, segue que Trp g (Ba) = 0 para todo
a € F. No entanto, isso s6 é possivel se § = 0 (lembre-se da sobrejetividade), e
entao ciaq + - -+ + ¢, = 0, 0 que implica ¢ = --- = ¢, = 0.

(<) Reciprocamente, suponha que Ap/i (a1, ..., am) # 0 e que cjoq + -+ + oy, =0
para alguns ¢y, ..., ¢, € K. Entao

cronay + -+ cpa,a; =0 para l < j <m.

Aplicando a fung¢ao traco, obtemos

c1 Trpjk (i) 4+ -+ + ¢ Trp/i (Qupe) =0 para 1 < j < m.

Mas, como os vetores linha do determinante que define Ap/k (a1,. .., ap,) sdo li-
nearmente independentes, segue que ¢; = --- = ¢, = 0. Portanto, aq,...,q,, sao
linearmente independentes sobre K.

]

Ha outro determinante de ordem m que serve ao mesmo propoésito que o discriminante
Ap/g(o, ..., ). Os elementos desse determinante sdo, no entanto, elementos do corpo
de extensao F. Para aq,...,q,, € F, seja A a matriz m X m cuja entrada na i-ésima

. s g Py i—1 , , .
linha e j-ésima coluna é oz? , onde g é o nimero de elementos de K, ou seja,

(03] (6] (R cee (07
af as ad al,
2 2 2 2
q q q . q
A fr—y OC]_ 052 0[3 A O[m
qul qul qul qm,1
aj Q a3 Oy

Se A" denota a transposta de A, entdo um calculo simples mostra que ATA = B, onde
B é a matriz m x m cuja entrada na i-ésima linha e j-ésima coluna é Trp/k (a;a;).
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De fato, ao multiplicar AT por A, a entrada na linha i-ésima e coluna j-ésima de ATA
sera:

e k—1 k—1 e k—1
(ATA)ij - Z af - O‘?’ = Z(Qz cag)t
k=1 k=1
Esta soma corresponde a trago de o;a; de F' para K, ou seja:
(ATA)Z,]. = TI'F/K (OéiOéj) .
Ao calcular os determinantes, obtemos (lembre a propriedade |[A”| = |A] e |A- B| =
Al -1B])
Apjg(ar, ... o) = det(B) = det(A - AT) = det(A)*.

O seguinte resultado agora é implicito pelo Teorema 2.2.28.

Coroléario 2.2.29. Seja oy, ..., oy € Fgm. Entao, {1, ...,y } € uma base de Fym sobre
F, se, e somente se,

aq (0] (7%
q q q
aq Q3 QO
: . : # 0.
m—1 m—1 —1
q qm
Qg Qg A,
Demonstracao. :
(=) Se{ai,...,an} € Fem ¢ uma base, tomando a matriz A do que foi afirmado acima

do teorema, entao
0% Apjg(ai,...,ay) = det(B) = det(A - AT) = det(A)>.
Assim det(A) # 0.
(<) Sedet(A) # 0 entao
0 # det(A)? = det(A - AT) = det(B) = Ap/(ai, ..., o).

]

. 2 m—1 .
Teorema 2.2.30. Para o € Fym, o conjunto {oc,ozq,oﬂ goe,ad } ¢ uma base normal

m—2

de F,m sobre F, se, e somente se, os polinémios x™—1 e az™ ' +alz™ 2+ +a? x+

m—1 . .
a? em Fym[z] forem primos entre si.
~ m—1 . , .
Demonstracao. Quando oy = a, a9 = %,...,a,,, = a? , o determinante no Corolério
2.38 torna-se ) o
a aq aq .« .. aq
—1 —2
al” a al .. "
m—2 m—1 m—3
+| o ot a -l (2.9)
2 3
aq Qq aq DY a




ap6s uma permutacdo adequada das linhas. Agora, considere o resultante R(f,g) dos
polinomios f(z) = 2™ —1 e g(x) = az™ '+ a%z™ 24 --+a" "z+a?"" de grau formal
m e m— 1, respectivamente, que é dado por um determinante de ordem 2m — 1, de acordo
com a Definicao 1.0.12.

1t 0 0o --- 0 0 —1 o - 0 1
1 0 0 0 0 -1 0
0 1 0 0 0 0 -1 0
o o o - 1 0 0 o --- =1
R(f.9) = a al af ... " ™! 0 0 --- 0
O o aq q'm—3 aqm—Q aqm—l 0 O
0 0 0 o ol af a?’ 0
00 0 0 o al  af aqul_

Neste determinante, adicione a coluna (m+ 1)-ésima a primeira coluna, a coluna (m + 2)-
ésima a segunda coluna, e assim por diante, finalmente somando a coluna (2m — 1)-ésima
a (m — 1)-ésima coluna. O determinante resultante se fatoriza no determinante da matriz

diagonal de ordem m—1 com entradas —1 ao longo da diagonal principal e no determinante
em (2.9).

[0 0 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 -1 0
0 0 o .- 0 0 0 o .- —1
R(f,9) = o ol o .. ad"T qdm ! 0 0 .- 0
qul o Oéq qm73 qm72 aqul 0 . 0
a? 0 0 «Q af a?” o 0
| a? o af ™! « al? ol oﬂmfl_

Portanto, R(f,g) é, exceto pelo sinal, igual ao determinante em (2.9). A afirmacao do
teorema segue entdo do Corolario 2.2.29 e do fato de que R(f, g) # 0 se e somente se f e
g sao primos entre si. O

Em relacao a discussao anterior, mencionamos, sem demonstracao, o seguinte refina-
mento do teorema da base normal.

Teorema 2.2.31. Para qualquer extensao finita F' de um corpo finito K, existe uma base
normal de F' sobre K que consiste em elementos primitivos de F'.

Demonstragao. Veja o artigo [5]. O
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2.3 Raizes da Unidade e Polindmios Ciclotomicos

Nesta parte do estudo, analisamos o corpo de decomposicao associado ao polinémio
2™ —1, considerando um corpo K qualquer e um numero inteiro positivo n. Aproveitamos
também para generalizar a nocao de raiz da unidade, indo além do caso classico dos
nimeros complexos.

Definicao 2.3.1. Seja n um inteiro positivo. O corpo de decomposicao de x™ — 1 sobre
um corpo K é chamado de n-ésimo corpo ciclotémico sobre K e é denotado por K (se
K = F,, entdo nio necessariamente K™ = F..). As raizes de 2" — 1 em K™ sio
chamadas de n-ésimas raizes da unidade sobre K, e o conjunto de todas essas raizes é
denotado por E™.

Um exemplo particular dessa definicao ocorre quando K é o corpo dos niimeros ra-
cionais. Nesse cenario, o corpo K™ esta contido no corpo dos niimeros complexos, e as
raizes n-ésimas da unidade assumem sua classica interpretacao geométrica: sao os vértices
de um poligono regular com n lados, inscrito no circulo unitario do plano complexo.

Apesar de nos interessarmos principalmente pelo caso em que K é um corpo finito,
muitas propriedades fundamentais das raizes da unidade podem ser desenvolvidas sem essa
restricdo. A estrutura do grupo E™ depende essencialmente da relacio entre o niimero n
e a caracteristica de K. O proximo teorema trata justamente dessa dependéncia. Nesta
andlise, consideramos também o caso em que a caracteristica p de K ¢é zero.

Teorema 2.3.2. Seja n um inteiro positivo e K um corpo de caracteristica p. Entao:

(i) Se p nao divide n, entdo E™ ¢ um grupo ciclico de ordem n com respeito & multi-
plicacio em K™,

(i1) Se p divide n, escreva n = mp®, com m e e inteiros positivos e m nao divisivel por

p. Entio, KW = KM EM™ = B ¢ g5 rajzes de 2 — 1 em K™ sdo os m
elementos de E™), cada um alcancado com multiplicidade p°.

Demonstra¢ao. Vamos ver o seguinte:

(i) O cason =1 ¢ trivial. Paran > 2, 2" — 1 e sua derivada nx™~! nao possuem raizes
comuns, pois nz™ ! possui apenas a raiz 0 em K (pois p nao divide n). Portanto,
pelo Teorema 1.0.4, 2™ — 1 ndo pode ter raizes multiplas e, assim, E™ possui n
elementos. Agora, se ¢, € E™ | entdo

()" =¢" ) =1,

logo (n~' € E™ e portanto £ ¢ um grupo multiplicativo. Seja n = p$'p$* - - - pf*
a fatoracao em primos de n. Pode-se mostrar, pelo mesmo argumento da demons-
tracdo do Teorema 2.1.8, que para cada i,1 < i < t, existe um elemento oy; € E(™
que nao é uma raiz do polinémio =7 — 1, que

Bi = @?/pil
tem ordem p5’, e que E®™ ¢ um grupo ciclico com gerador

B =P B
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(ii) Isso decorre imediatamente de

€

" — 1= —1= (2™ 1)
e do item (i).
[l

Definicao 2.3.3. Seja K um corpo de caracteristica p e n um nimero inteiro positivo
nio divisivel por p. Um gerador do grupo ciclico E™ é chamado de uma raiz n-ésima
primitiva da unidade sobre K.

De acordo com as condicoes estabelecidas pela Definicao 2.3.3, existem exatamente
¢(n) raizes n-ésimas primitivas da unidade distintas sobre K. Se ( for uma dessas raizes,
entao todas as demais podem ser expressas como poténcias de (, ou seja, da forma (*,
com 1 < s < nemde(s,n) =1. O polinémio cujas raizes sao precisamente essas raizes
primitivas n-ésimas da unidade sobre K possui importancia central e sera objeto de nosso
estudo.

Definicao 2.3.4. Seja K um corpo de caracteristica p, n um inteiro positivo nao divisivel
por p, e ( uma raiz primitiva da unidade de ordem n sobre K. Entao o polinémio

é chamado de polinémio ciclotémico de ordem n sobre K.

Teorema 2.3.5. Seja K um corpo de caracteristica p e n um inteiro positivo nao divisivel
por p. Entao:

(i) 2" =1 =y, Qa(2),

(ii) Os coeficientes de Qn(x) pertencem ao subcorpo primo de K, e a Z se o subcorpo
primo de K for o corpo dos numeros racionais.

Demonstracao.

(i) Cada raiz n-ésima da unidade sobre K ¢ uma raiz d-ésima primitiva da unidade
sobre K para exatamente um divisor positivo d de n (pelo "Teorema Fundamental
dos Grupos Ciclicos", cada elemento gera um grupo ciclico, divisor de n). Especi-
ficamente, se ( é uma raiz n-ésima primitiva da unidade sobre K e (* é uma raiz
n-ésima arbitraria da unidade sobre K, entao d = n/ mdc(s, n), ou seja, d é a ordem
de ¢* em E™. Como

a formula em (i) é obtida agrupando aqueles fatores (z — (*) para os quais ¢* é uma
raiz d-ésima primitiva da unidade sobre K.
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(ii) Isso é demonstrado por indu¢do em n. Note que Q,(z) é um polinémio ménico.
Para n = 1, temos Q1(z) = x — 1, e a afirmagdo é obviamente vélida. Agora, seja
n > 1 e suponha que a proposicao seja verdadeira para todo Qu(x) com d < n.
Entao, temos, por (i), que
" —1

Qn(z) = fa)

onde

f)y=1] Q).

dln,d<n

A hipotese de indugao implica que f(z) é um polinémio com coeficientes no subcorpo
primo de K ou em Z, no caso de a caracteristica de K ser 0. Usando a divisao longa
de 2™ —1 pelo polinémio moénico f(x), vemos que os coeficientes de @, (x) pertencem
ao subcorpo primo de K ou a Z, respectivamente.

O
Exemplo 2.3.6. Vamos ver 2 exemplos.

(i) Vejamos um exemplo que exemplifica o Teorema 2.3.5 (i). Seja K =F5 e 2'2 — 1 €
K|[z] entdo, suponha que ¢ € E'? é uma raiz 12-ésima primitiva da unidade sobre
K, entao [{(()| =12 ¢

22 —1= (@ =@ -~ (@ =),

mas pelo Teorema 2.3.5 (i) e a Definigao 2.3.4

z'? -1 :Q1($) : Q2(9€) : Q3(9€) : Q4(9€) : Q6(9€) : QlQ(iL’)
=l =] [(z = )] [(z = Nz = )] - [(z = )@ = )] - [(z = )z = ¢
[(z =) (@ = ) — ¢z~ ¢H)).

(ii) Seja r um nimero primo e k € N. Entao:

1

Qrk‘ (ZL‘) =14 mr’“’ + x?rk’l I l,(r—l)rk’1

pois
xrk -1 l.rk -1
Ole) = D@ @) o =1

pelo Teorema 2.3.5 (i). Para k = 1, temos simplesmente Q,(z) =1+ z + 2%+ -+
"L

Uma formula explicita para o polinémio ciclotomico de ordem n, que estende a ex-
pressao obtida para Q,x(x) no Exemplo 2.3.6, serd apresentada na Secdo 2 do Capitulo
3. No contexto de aplicacoes envolvendo corpos finitos, torna-se vantajoso compreender
certas propriedades associadas aos corpos ciclotomicos.

Teorema 2.3.7. O corpo ciclotomico K™ é uma extensio algébrica simples de K. Além
disso:
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(i)

(i)

Se K = Q, entao o polinémio ciclotomico QQ, € irredutivel sobre K e [K(”) : K} =
¢(n).

Se K =F, com mdc(q,n) = 1, entdo Q,, se fatoriza em ¢(n)/d polinémios moni-
cos irredutiveis distintos em K[z], todos com o mesmo grau d. K™ € o corpo de
decomposicao de qualquer fator irredutivel sobre K, e [K(”) : K} =d, onde d € o
menor inteiro positivo tal que ¢* =1 (mod n).

Demonstracao. No caso p nao divide n: Se existe uma raiz primitiva n-ésima da unidade
sobre K, digamos ¢, ¢ claro que K™ = K(¢). No caso n = mp” onde p nio divide m,
tem-se que K™ = K™ e K™ = K(n), onde n é uma raiz m-ésima primitiva (em ambos
o0s casos temos o gerador em ambos 0s corpos).

(i)
(1)

Para a demonstracao desta parte veja |7, Teorema 9.2.2 e Coroléario 9.2.4 |.

Seja f(x) um fator irredutivel arbitrario de @, (x) e seja £ uma raiz n-ésima primitiva
da unidade sobre F, que seja raiz de f(z). Entao:

fEth<:>fqt:f<:>€qt_1:1¢>qt51 (mod n),

de onde se obtém que { € F,« e nao pertence a nenhum subcorpo préprio de [Fa,
j& que d é o menor inteiro positivo que satisfaz tal condicao. Isto é, o grau do
polinémio minimo de ¢ sobre F, é igual ao grau de f(z) e, portanto, deg(f(z)) = d.
Agora, como deg(Q,(z)) = ¢(n), tem-se que o namero de fatores irredutiveis de
Qn(z) é @. Para concluir, basta observar que o n-ésimo corpo ciclotomico é F,(€),
onde £ ¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

]

Exemplo 2.3.8. :

(i)

Seja K = Fy;. Entao Qa(z) = 2* — 2% + 1 € Fyy[x] pois

B | B 2 —1 _ 2 —1 41
C Q1.02.Q05.Q4.Q Ql.QQ.Qg.Qzl.ﬁ (22 1). (25 —1) 2241
=g' — 22+ 1

Na notagao do Teorema 2.3.7(ii), temos d = 2 (pois 112 = 1 (mod 12)). Em detalhe,
(Q12(x) se fatoriza na forma

Qu2(z) = (z> + 5z + 1) (2° — 5z + 1),

Qu(x)

com ambos os fatores sendo irredutiveis em Fy;[x]. O corpo ciclotomico K12 ¢ igual
a2 = Fo.

Outro exemplo poderia ser se K = F5 e Qi6(7) = Qq1(x) = 1 + 2%, Na notagao do
Teorema 2.3.7(ii), temos d = 4 (pois 625 = 5* = 1 (mod 16)). Em detalhe, Q4(z)
se fatoriza na forma

Qu(z) =2 +1=2%—4= (2" - 2)(z* +2),

onde z* — 2 e 2* + 2 sdo irredutiveis, pois ndo possuem raizes e nenhum polinémio
de ordem 2 (da forma z? 4+ az + b) sem raizes pode dividi-los.
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Uma conexao adicional entre corpos ciclotomicos e corpos finitos é dada pelo seguinte
teorema.

Teorema 2.3.9. O corpo finito F, é o (¢ —1)-ésimo corpo ciclotomico sobre qualquer um
de seus subcorpos.

Demonstragio. Como todas as raizes do polindmio 277! — 1 pertencem a F, ele se de-
compoe completamente nesse corpo. No entanto, ele nao pode ser fatorado integralmente
em nenhum subcorpo proprio de F,. Portanto, F, é o menor corpo no qual 2971 — 1 se
decompoe completamente, caracterizando-se assim como o (¢ — 1)-ésimo corpo ciclotomico
sobre qualquer um de seus subcorpos. O]

De acordo com o Teorema 2.1.8, o conjunto F; forma um grupo ciclico de ordem ¢ —1.
Sendo assim, para qualquer inteiro positivo n que divide ¢ — 1, existe um subgrupo ciclico
de ordem n da forma {1,cq,...,a" '}. Todos os elementos desse subgrupo siao n-ésimas
raizes da unidade em relacao a qualquer subcorpo de F,, e o elemento «, por gerar o
subgrupo, ¢ uma n-ésima raiz primitiva da unidade sobre esses subcorpos.

Encerramos esta secao apresentando um lema que sera 1til posteriormente.

Lema 2.3.10. Se d € um divisor do inteiro positivo n com 1 < d < n, entdo Q,(x) divide

n__ . . . P s g
id—i sempre que Q,(x) estiver definido(isto é, sempre que a caracteristica do corpo base

nao divide n).

Demonstrag¢ao. Pelo Teorema 2.3.5(i), o polinémio Q,(z) divide a fatoracao

2" — 1= (2% —1) ®,(x),

onde @, (z) = L.

Como d é um divisor proprio de n, as raizes de @, (z) (elementos primitivos de ordem
n) sao distintas das raizes de 2¢ — 1 (elementos de ordem divisora de d). Portanto,

mdc(Q,(x),z% — 1) = 1.

Pelo Lema de Euclides aplicado para polinomios, segue necessariamente que

" —1
xd—1

Qn(z) | Pp(x) =

2.4 Representacao dos Elementos de Corpos Finitos

Seja F, um corpo finito com ¢ = p" elementos, onde p é um ndimero primo. Nesta
secao, apresentamos trés representacoes fundamentais para os elementos de F,, cada uma
revelando diferentes aspectos de sua estrutura algébrica. Estas trés representacoes - poli-
nomial, ciclotomica e matricial - oferecem perspectivas complementares sobre a estrutura
de [F, sendo cada uma particularmente ttil em diferentes contextos algébricos e aplica-
coes.
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2.4.1 Representacao Polinomial via Extensao Simples

Conforme estabelecido no Teorema 2.1.10, IF, constitui uma extensao algébrica simples
de IF,. Mais precisamente, pelo Teorema 2.2.3, dado qualquer polindmio irredutivel f €
F,[x] de grau n, existe uma raiz o € F, de f tal que F, = F,(«).

Neste contexto, o Teorema 1.0.10 garante que cada elemento 8 € I, admite uma
representacao tnica na forma:

onde os coeficientes ¢, sao determinados de maneira tinica. Equivalentemente, podemos
identificar F, com o anel quociente F,[x]/(f), onde (f) denota o ideal principal gerado
por f em [F,[z]. Esta correspondéncia ¢ estabelecida pelo isomorfismo:

Fplal/(f) = Fpla) =Ty,
que associa a classe lateral [g(z)] ao elemento g(«).

Exemplo 2.4.1. Para representar os elementos de Fg desta forma, consideramos Fg como
uma extensao algébrica simples de Fy de grau 3, obtida pela adjuncao de uma raiz «
de um polinémio cibico irredutivel sobre Fs, como f(z) = 2® + z + 1 € Fy[z]. Assim,
f(a) = a®+a+1=0em Fg, e os oito elementos de Fg sdao dados na forma ag+a;a+ asa’
com ag, ai,as € Fy. Em detalhe,

Fg = {O,l,a,aQ,a—l—l,az—i—1,a+a2,a+a2+1}.

2.4.2 Representacao via Corpo Ciclotémico

Uma segunda perspectiva emerge dos Teoremas 2.3.7 e 2.3.9, que revelam F, como o
(¢ — 1)-ésimo corpo ciclotomico sobre IF,. Nesta abordagem:

e O polinémio ciclotomico Q,—1(x) decompoe-se em F,[z] como produto de fatores
irredutiveis, todos com o mesmo grau.

e Cada fator irredutivel possui como raiz uma (g — 1)-ésima raiz primitiva da unidade
w e,

e O corpo F, consiste no elemento zero e nas poténcias sucessivas de w:
F,={0}u{w*|k=1,...,¢—1}.
Esta representacao destaca a estrutura multiplicativa ciclica do grupo .

Exemplo 2.4.2. Para aplicar isso a construcao de Fg, observamos que Fg = Fg), 0 sétimo
corpo ciclotomico sobre Fy. Agora, Q7(z) = 2%+ 2° + 2 + 2% + 22 + 2 + 1 € Fy[z] de
acordo com o Exemplo 2.3.6 (ii), e d = 3 pois 2° = 1( mod 7), entdo:

Q7(z) = (x3 +x+ 1) (x3+a:2 + 1)
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¢ a decomposigao de Q7 em fatores irredutiveis em Fy[x]. Seja ¢ uma raiz de z3 + 2% + 1;
entdo ¢ é uma sétima raiz primitiva da unidade sobre Fy, pois |F§| = 7. Assim, todos os
elementos nao nulos de Fg podem ser expressos como poténcias de ( = v+ 1 do Exemplo
2.4.1 onde o® + a+1 =0, e temos Fg = {0, ¢, 2,3, ¢4, ¢, ¢% ¢7}. Portanto, a tabela de
indices para g pode ser escrita da seguinte forma:

i ¢t i ¢t
1] a+1 5] «
2| a?2+1 e 6|a’+a
3 a? 7 1

41> +a+1

2.4.3 Representagao Matricial

A terceira representacao utiliza a teoria de matrizes companheiras. Dado um polinémio
A e . . —1 . . , .
monico irredutivel f(z) = 2" + Y ., apz® € F,[z], sua matriz companheira A ¢ definida
por:

0 0 0 —ap
10 - 0 —-a
A=l01 -0 —a
00 --- 1 —Qp—1

Esta matriz possui as seguintes propriedades fundamentais:
o Satisfaz f(A) =0, onde 0 denota a matriz nula.

e O subanel gerado por A sobre I, ¢ isomorfo a F:

n—1
F, = {chAk | ex € Fp} .

k=0

e A matriz A atua como um operador linear cujo polindémio minimo é precisamente

f.

Exemplo 2.4.3. Seja f(z) = 2° + . + 1 € Fylx]. A matriz companheira de f é:

A:

o = O
_ o O

1
1
0
O corpo Fg pode ser representado na forma:

Fg={0,1,A, A2, T+ AT+ A* A+ A% T+ A+ A%
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Explicitamente:

000 100 00 1
0=|00 0|, I=(0 10|, A=|10 1],
000 00 1 010
010 101 110
A2=101 1], I+A=|11 1], I+A*=[00 1],
101 01 1 1 00
01 1 111
A+ A? 1 10|, I+A+A2=1[10 0
111 110

Com g representado dessa maneira, célculos no corpo podem ser feitos pelas regras
usuais da algebra de matrizes. Por exemplo:

101\ /011 100
(IT+AA+AH) =11 1|1 10]=(010]=1I
01 1) \1 11 00 1
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Capitulo 3

Polin6mios sobre corpos finitos

Este capitulo da dissertacao explora a teoria de polinémios definidos sobre corpos
finitos, estruturas fundamentais para aplicacoes, principalmente, em criptografia, teoria
de codigos e algebra computacional. Inicialmente, estudaremos a ordem de um polindmio,
um conceito central que generaliza a nogao de ordem de um elemento em um corpo
finito, vinculando-a as propriedades de suas raizes. Em seguida, introduzimos o conceito
de polinomio primitivo, fornecendo condi¢oes que os caracterizam. A terceira secdo, a
principal deste capitulo, sera dedicada aos polinémios irredutiveis, analisando critérios
de irredutibilidade e métodos de fatoracao, além de métodos que permitem a construcao
desta importante classe de polindmios sobre corpos finitos. Por fim, serao estudados os
polindmios linearizados com énfase em suas propriedades algébricas.

3.1 A ordem de um polindmio

Além do grau, outro invariante numérico de fundamental importancia para polind-
mios nao-nulos sobre corpos finitos é sua ordem. Este conceito, mais refinado que a
simples nocao de grau, captura propriedades algébricas profundas relacionadas & dina-
mica multiplicativa do polinomio. A defini¢ao precisa de ordem polinomial repousa sobre
o importante resultado a seguir.

Lema 3.1.1. Seja f € Fy[z] um polinémio de grau m > 1 com f(0) # 0. Entdo, eziste
um inteiro positivo e < ¢ — 1 tal que f(x) divide z¢ — 1.

Demonstragao. O anel de classes residuais F,[z]|/(f) contém ¢™ — 1 classes residuais ndo
nulas. De fato como o espa¢o quociente é um espaco vetorial sobre F, com polindmios
de grau menor que m entao a quantidade é ¢™ elementos e ¢ — 1 sao diferentes de zero.
As ¢™ classes residuais 27 + (f),7 = 0,1,...,¢™ — 1, sdo todas ndo nulas. Pois z; tem
uma Gnica raiz, é s6 0, e essa raiz nao ¢ raiz de f. Logo f nao pode dividir z;. Portanto,
existem inteiros 7 e s com 0 < 7 < s < ¢" — 1 tais que 2° = 2" (mod f(x)). Como z e
f(z) sdo primos entre si, segue que z°~" = 1 (mod f(z)); isto é, f(z) divide 257" — 1 e
O<s—r<g™—1. O

Como um polindémio constante ndo nulo divide x — 1, pois f(x) = ¢ # 0 entdo o
quociente da divisao de z — 1 por ¢ é ¢7'. (z — 1), esses polindmios podem ser incluidos
na seguinte definicao.
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Definicao 3.1.2. Seja f € F,[z] um polinémio ndo nulo. Se f(0) # 0, entdo o menor
inteiro positivo e para o qual f(z) divide 2 — 1 é chamado de ordem de f e denotado por
ord(f) = ord(f(x)).

Se f(0) = 0, entdo f(x) = z"g(z), onde h € Ne g € F [z] com g(0) # 0 sdo unicamente
determinados; nesse caso, define-se ord(f) como ord(g).

A prova da existéncia da ordem de um polinémio foi feita no Lema anterior.

Observamos que a ordem de um polindémio também possui as designacgoes equivalentes
de periodo ou expoente. Para polindmios irredutiveis, este importante invariante admite
uma caracterizacao alternativa particularmente 1til, cuja validade repousa sobre o lema
anterior, onde demonstramos a existéncia da ordem para polinomios arbitrarios. O re-
sultado a seguir estabelece uma relacao fundamental entre a ordem de um polindémio
irredutivel e a ordem de suas raizes na extensao de corpo associada.

Teorema 3.1.3. Seja f € F,[z] um polinomio irredutivel sobre F, de grau m e com
f(0) # 0. Entao, ord(f) € igual a ordem de qualquer raiz de f no grupo multiplicativo
IF*T,L'

q

Demonstragao. Pelo Corolario 2.2.4, sabemos que Fym é o corpo de decomposigao de f
sobre F,. Além disso, de acordo com o Teorema 2.2.8, todas as raizes de f possuem a
mesma ordem dentro do grupo Fy... Seja a € [}, uma raiz arbitraria de f. Com base
no Lema 2.2.1, sabemos que a condicdo a® = 1 ¢ satisfeita se, e somente se, f(x) divide
x¢ — 1. Assim, o resultado decorre diretamente das definicoes da ordem de f e da ordem
de o no grupo Fi.. O]

Corolario 3.1.4. Se f € F,[z] é um polinomio irredutivel sobre F, de grau m, entdo

ord(f) divide ¢™ — 1.

Demonstrac¢ao. No caso particular em que f(x) = cx, com ¢ € [y, temos que ord(f) =1,
tornando a afirmagao evidente. Para os demais casos, o resultado decorre diretamente do
Teorema 3.1.3 e do fato de que Fj.. constitui um grupo de ordem ¢™ — 1. O

No caso de polinémios que nao sao irredutiveis, o enunciado do Coroléario 3.1.4 pode
nao ser aplicavel (ver Exemplo 3.1.12). Contudo, pode-se interpretar ord(f) de forma
alternativa, por meio da associacao natural de f com uma matriz quadrada, e analisando-
se a ordem dessa matriz em um grupo especifico.

Por outro lado, o Teorema 3.1.3 apresenta uma formula para contar quantos polino-
mios monicos e irredutiveis existem com grau e ordem determinados. Nessa formulacao,
usamos a funcio totiente de Euler, ¢. E ttil também introduzir a definicio de ordem
multiplicativa: dados n € Z™ e b coprimo com n, a ordem multiplicativa de b modulo n é
o menor inteiro k > 0 tal que b* =1 (mod n).

Teorema 3.1.5. O nimero de polinomios moénicos irredutiveis em F,lx] de grau m e

ordem e € igual a % see =2 em for a ordem multiplicativa de ¢ mddulo e, igual a 2 se
m=-e=1, eigual a 0 em todos os outros casos. Em particular, o grau de um polinémio

irredutivel em Fy[x] de ordem e deve ser igual a ordem multiplicativa de ¢ mddulo e.

Demonstracao. Note que, pela definicdo de ordem, e > m. Vamos analisar os trés casos
possiveis.
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(i) Caso e > 2. Seja f um polinomio irredutivel em F, [x] com f(0) # 0. Pelo
Teorema 3.1.3, a condigdo ord(f) = e é satisfeita se, e somente se, todas as raizes
de f compartilham essa mesma ordem, ou seja, sao raizes primitivas e-ésimas da
unidade sobre F,. Em outras palavras, f tem ordem e se, e somente se, ele divide
o polinémio ciclotomico Q.. De acordo com o Teorema 2.3.7(ii), qualquer fator

monico irredutivel de (). possui grau m, que é o menor inteiro positivo para o qual
(e)

m — haAboA
m -

g™ =1 (mod e), e o niimero total desses fatores é dado por
(ii) Caso m = e = 1. Aqui usamos novamente a formula @ e também devemos
considerar o polinbmio moénico irredutivel f(z) = = (lembrando a defini¢do do ord

onde f(x) #0).

(iii) Caso m = e = 0. Note que, se e = 0, entao m = 0 seriam apenas os polinémios
irredutiveis f(z) que dividam 0 que nao existem.

]

A determinacao da ordem de um polinémio nao constante sobre um corpo finito pode
ser feita por meio de métodos estruturados que se baseiam essencialmente na fatoracao
do polinémio. Quando se trata de polinémios irredutiveis, sua ordem é descrita pelas
propriedades de suas raizes em extensoes apropriadas, sendo esses valores amplamente
documentados na literatura especializada.

Para o caso geral, isto é, polindmios redutiveis, procede-se com a fatoracao total em
componentes irredutiveis. Cada um desses fatores exerce uma influéncia especifica na or-
dem do polinoémio original(veja o Teorema 3.1.13). A seguir, explicaremos o procedimento
detalhadamente.

Lema 3.1.6. Seja ¢ um numero inteiro positivo. Entdo, um polinomio f € F,lx] com
f(0) # 0 divide x° — 1 se, e somente se, ord(f) divide c.

Demonstracao.

(<) Sejae:=ord(f). Como consequéncia, f(x) divide x¢—1. Além disso, como e divide
¢, segue que x¢ — 1 também divide z¢ — 1, implicando que f(x) divide ¢ — 1.

(=) Suponha que f(x) divide ¢ — 1. Pela defini¢do da ordem de f, temos que ¢ > e.
Assim, podemos escrever ¢ na forma ¢ = me +7, comm € Ne 0 < r < e. Dessa
forma, podemos reescrever:

r—1l=(@™-1)a"+ (z"—-1).

Como f(x) divide ¢ — 1, deve também dividir 2" — 1. No entanto, pela defini¢do
de ord(f), isso so6 pode ocorrer se r = 0. Assim, e é um divisor de c.

]

No estudo da aritmética polinomial sobre corpos finitos, a analise dos divisores comuns
de polinomios da forma x¢—1 revela propriedades fundamentais que conectam a teoria dos
ntmeros a algebra polinomial. O seguinte corolario estabelece uma relacao elegante entre
a estrutura de divisibilidade desses polindémios e a aritmética inteira dos seus expoentes.
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Corolario 3.1.7. Se e e ey sao inteiros positivos, entao o maior divisor comum de ' —1
e x> —1 em Fylz] é 2% — 1, onde d é o maior divisor comum de e; e ey.

Demonstragao. Denotemos por f(z) o maior divisor comum (moénico) dos polinomios
x — 1 e 2 — 1. Sabemos que, sendo d o maximo divisor comum entre e; e e, 0
polinomio 2¢ — 1 divide ambos ¢ — 1 e 2°2 — 1. Portanto, 2% — 1 também divide f(z).

Por outro lado, como f(z) é divisor comum de z°* —1 e 2> — 1, o Lema 3.1.6 nos
assegura que a ordem de f, isto é, ord(f), deve ser um divisor tanto de e; quanto de
eo. Assim, ord(f) divide d, e mais uma vez aplicando o Lema 3.1.6, concluimos que f(z)
divide 2 — 1.

Como 2% —1 divide f(z) e f(z) divide 2% — 1, segue que f(z) = 2% —1, o que completa
a demonstracao. O]

Considere um polinémio f(z) tal que f(0) = 0. De acordo com a defini¢do de ordem, ¢
possivel escrever f(z) como x"g(x), onde h é um inteiro positivo e g(z) é um polinomio tal
que ¢g(0) # 0. Neste caso, a ordem de f coincide com a ordem de g, isto é, ord(f) = ord(g).
Além disso, essa decomposicao é tnica para f(z). Por essa razao, nos resultados que se
seguem, podemos restringir nossa atencao aos polinémios que nao se anulam na origem.

Teorema 3.1.8. Seja g € F,[z] irredutivel, com g(0) # 0 e ord(g) = e, e seja f = g° com
b um nimero inteiro positivo. Seja t o menor nimero inteiro tal que pt > b, onde p € a
caracteristica de F,. Entdo, ord(f) = ep.

Demonstragao. Como f divide z°—1, onde ¢ = ord(f), também temos que g divide z¢—1.
Pelo Lema 3.1.6, segue que e | c. Sabemos ainda que g | ¢ — 1, entdo f = ¢° | (z¢ — 1)°.
Como p' > b, entdo f | (¢ — 1)? = 2" — 1, 0 que implica, novamente pelo Lema 3.1.6,
que ¢ | ep'.

Dessa forma, podemos escrever ¢ = ep*, com 0 < u < ¢, pois se assumirmos que
c=e1---e;p* onde e = e;- - e, decomposicdo canodnica e 1 < i < k, como sabemos e | ¢
entao existe w € Z tal que ew = ¢, logo e;- - - epw = e1- - - ¢;p" entao e;1- - - epw = p*, mas
pelo Corolario 3.1.4 p nao divide e, chegamos a uma contradicao.

Note que x¢ — 1 possui apenas raizes simples, pois e nao é divisivel por p, de acordo
com o Corolario 3.1.4 e o Teorema 2.3.2. Assim, todas as raizes de " — 1 = (2¢ — 1)P"
possuem multiplicidade p*. Como f = ¢° | 2" — 1, as multiplicidades das raizes indicam
que p* > b, isto é, u > t. Como ja tinhamos u < ¢, concluimos que u = t. Portanto,
ord(f) = ep. O

Teorema 3.1.9. Sejam g1,...,gx polinémios distintos e nao nulos em Fy[z], relativa-
mente primos entre si, e seja [ = g1---gp. Entao, ord(f) é igual ao minimo multiplo
comum das ordens de g1, ..., gk, Ou Seja,

ord(f) = mmc(ord(gy),...,ord(gg))-

Demonstra¢ao. Primeiramente, podemos assumir sem perda de generalidade que g;(0) #
0 para todo i. Seja e = ord(f) e e; = ord(g;) para i = 1,...,k. Definimos ¢ =
mmc(eq, ..., eg).
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Sabemos que cada g;(z) divide z% — 1, logo, como ¢ é um multiplo de ¢;, segue que
gi(z) divide ¢ — 1. Como os polinémios g, ..., g, sdo relativamente primos dois a dois,
obtemos que f(z) divide ¢ — 1. Aplicando o Lema 3.1.6, concluimos que e divide c.

Por outro lado, f(x) divide 2°— 1, o que implica que cada g;(z) também divide z¢ — 1.
Novamente, pelo Lema 3.1.6, obtemos que ¢; divide e para todo . Consequentemente, ¢
divide e.

Assim, como e divide ¢ e ¢ divide e, segue que e = ¢, finalizando a demonstracao. [

Exemplo 3.1.10. Seja f(z) = 2 4 222 + x + 2 € F3[z]. Para encontrar a ord(f) vamos
fatorar em 3 o polinomio f, e obtemos f(z) = (% + 1) (z + 2).

Pelo Exemplo 3.2.4 a ord (2 +1) = 4 e ord(z + 2) = ord(z — 1) = 1, entdo pelo
Teorema 3.1.9 temos que ord(f) = mmc(4,1) = 4.

Usando o mesmo argumento acima, pode-se, de fato, demonstrar que a ordem do
minimo multiplo comum de um ntmero finito de polinémios nao nulos é igual ao minimo
miultiplo comum das ordens dos polinémios. Representado da seguinte maneira:

Teorema 3.1.11. Seja fi,..., f, um conjunto de polindmios nao nulos sobre um corpo
finito Fy. Entao, a ordem do minimo miltiplo comum de f1,..., f, € igual ao minimo
maltiplo comum das ordens de cada f;. Ou seja:

ord (mmec (fy,..., fn,)) = mmc (ord (f1),...,ord (f,)) .

Demonstracao. Consideremos a fatoracao canonica de cada polindémio f;:

b;
fi:gll"'gk

k

com g; polinomios irredutivel para cada i = 1,...,n e b;; > 0 para cada j = 1,...,k,
admitindo o caso em que b;; = 0. Definimos agora o polinomio:

f=mmc(f,...,fn) = ginax{bil} o -g,r:ax{bik} comi=1,...,n.

Seja ¢; := ord (g;). Aplicando os resultados Teorema 3.1.8 e Teorema 3.1.9, considerando
p a caracteristica de I, e levando em conta que p nao divide ¢; e que os g; sao primos
entre si, obtemos:

ord(f) = mme (pcy,...,p"*cr) = p' mme ey, ..., ),
onde t; ¢ o menor inteiro tal que p' > max{bij} comj=1,...,k et =max{t;} com
t=1,...,n. Por outro lado:

ord (f;) = mmc <ord (gl{”) ,...,ord (gZ”‘)) = mmc (p'cy,. .., p"*e) = p mmce (cy, ..., ),
onde 7;; ¢ o menor inteiro tal que p"7 > b;, e h; = max {r;;}. Assim, temos:
mme (ord (f1),...,ord (f,)) = p™* P mme (¢r, ..., ) = p' mme (¢4, . . ., ¢x) = ord(f).
0

Exemplo 3.1.12. Vamos ver 2 exemplos.
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e Vamos calcular a ordem de f(z) = z* + 22 + z + 2 sobre F3[z]. A fatoragdo
canonica de f(z) sobre Fs é dada por f(z) = (z — 1) (z+ 1), aord(z —1) = 1 e
ord (z 4+ 1) = 2. Entao ord((z +1)*) = 2.3' = 6 pois 3' > 3 pelo Teorema 3.1.8.
Entdo ord(z* + 22 + x + 2) = mmc(1,6) = 6.

e Vamos calcular a ordem de f(z) = 2! + 2% + 23 + 22 + 1 € Fy[z]. A fatoragao
canonica de f(z) sobre Fy ¢ dada por f(z) = (z2+2+1)>(z* +2+1). Como
ord(z2 + z 4+ 1) = 3, obtemos ord((z2 4+ x +1)*) = 12 pelo Teorema 3.1.8. Além
disso, ord(z! + z + 1) = 15, e assim o Teorema 3.1.9 implica que ord(f) ¢ igual
ao minimo multiplo comum de 12 e 15; ou seja, ord(f) = 60. Note que ord(f)
nao divide 2% — 1, o que mostra que o Corolario 3.1.4 ndo precisa ser valido para
polinémios redutiveis.

|

Com base nas informacoes fornecidas acima, chega-se entao a seguinte formula geral
para a ordem de um polinomio. Basta considerar polinébmios de grau positivo e com termo
constante nao nulo.

Teorema 3.1.13. Seja F, um corpo finito de caracteristica p, e seja f € F,[xz] um po-
linomio de grau positivo com f(0) # 0. Seja

f:a?”.?

onde a € Fy, by,...,bp € N e fi1,..., fr sao polindmios ménicos irredutiveis distintos
em F,[z], sendo essa a fatoracao canonica de f em Fylx]. Entdo, ord(f) = ep'’ onde e
¢ o minimo mailtiplo comum de ord(f1),...,ord(fy) e t é o menor inteiro tal que p* >
max(by, ..., bg).

Demonstracao. Lembre-se que se os polinomios sao irredutiveis e distintos, significa que
sdo primos entre si em F,. Suponha que ord(f;) = d;, entao ord(fibi) = d;p' pelo Teorema
3.1.8 onde p' > b; para todo i = 1, ..., k. Logo:

ord(f) = mmc <0rd (f7),ord (f22),...,ord ( ,fk))
pelo Teorema 3.1.9, entao
ord(f) = mmc (p“dl,pt2d2, . ,pt’“dk) )
Para simplificar isso, notamos que o minimo multiplo comum de d, . . ., d; é simplesmente

e, onde:

e = mmc (dy,dy, ..., dy)

e a poténcia de p no minimo miltiplo comum é determinada pelo maior dos expoentes
t;, ou seja:

t:max(tl,tg,...,tk).

Como cada t; &€ o menor inteiro tal que p' > b;, isso nos leva a expressao final:

ord(f) = ep'
onde t é 0 menor inteiro tal que p* > max (by, ..., by). ]
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Um procedimento para determinar a ordem de um polinémio irredutivel f em F,[x],
quando f(0) # 0, baseia-se no fato de que a ordem e de f é o menor niimero inteiro
positivo que satisfaz ¢ = 1 mod f(z). Além disso, conforme estabelecido no Corolario
3.1.4, o valor de e deve ser um divisor de ¢™ — 1, onde m = deg(f). Assumindo que
q"™ > 2, comegamos fatorando ¢”* — 1 em nimeros primos:

¢"—1=1]»
j=1

Para cada j no intervalo 1 < j < s, calculamos os residuos de z(@"~1/Pi mod f(z).
Esse calculo é realizado multiplicando adequadamente os residuos de z, 29, 27", ..., 27" mod

f(z).
e Se 20" ~1/Pi £ 1 mod f(x), entdo e deve ser miltiplo de Py

e Caso contrario, se (9" ~V/Pi = 1 mod f(x), isso indica que e ndo é multiplo de p;j.

. ~ T ri—1 r;—2 . .
Nessa situagdo, testamos se e € divisivel por p;/ ", p;/ °, ..., p;, verificando os resi-

duos de
AL Bt VL ,x(qm_l)/p;j mod f(z).

Esse processo é repetido para cada fator primo de ¢™ — 1.

Exemplo 3.1.14. Vamos ver qual é a ordem do seguinte polinomio f(x) = 2 +z+1 em
[F5, lembrando que f ndo pode ser dividido entre 224+ 2+1, 23 +x+1 e 23 +2%+1 entdo f
¢ irredutivel, com o método mencionado. Seja ord(f(x)) = e, entdo e]2° — 1 = 63 = 3%.7.
Logo temos

o 19/ =% = 2%+ 2 + 2% + v + 1 mod f(x) entdo e é miltiplo de 32.
o 193/7 = 2% = 2% + 2% mod f(x) entdo e é miltiplo de 7.
Logo ord(f(x)) = 63.

Um ponto essencial desse método é a fatoracao do nimero ¢™ — 1. Existem tabelas
amplas com fatoracoes completas para valores dessa forma, especialmente quando g = 2.

Agora, podemos comparar as ordens de polinémios relacionados por transformacoes
algébricas simples. O que segue ¢ um exemplo tipico.

Definicao 3.1.15. Seja

f(z) = a, 2" + ap 12" + -+ ayx + ag € Fyz]

com a, # 0. Entdo, o polinomio reciproco de f, denotado por f*, é definido por

1
frx) =a"f (E) = ap2" + ax" "+ -+ a1z an.
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O resultado a seguir, nos diz que a ordem de um polinémio e a de seu reciproco sao
iguais.

Teorema 3.1.16. Seja f um polinémio nao nulo em Fy[z] e f* seu polindmio reciproco.
Entao,

ord(f) =ord (f*).

Demonstracao. Vejamos os seguintes casos, levando em consideracao que o grau de f é
m.

e Primeiramente, considere o caso f(0) # 0. Nesse caso, o resultado segue do fato de
que f(x) divide z¢ —1 se, e somente se, f*(x) divide x°— 1, ois se f(z) divide 2°—1
entao existe g(z) tal que f(z)g(x) = z¢ — 1, logo

—_

f(z)g(z) =2¢—1, fazemos z = =
1

= f(1)g(2) ==L -1, multiplicamos por 2™
o gl =

= [@)g(3) = —2m (2 = 1)

~ P = -1

Este é o minimo e, porque se fosse menor, entao o grau de g seria menor e contradiz

o ord(f).

e Se f(0) =0, escreva f(x) = 2"g(x) com h € Ne g € F [z], tal que g(0) # 0. Entdo,
pelo que ja foi mostrado, segue que ord(f) = ord(g) = ord(g*) = ord(f*), onde a
ultima identidade é valida pois g* = f*. De fato:

fo)=atata) = 1 (3) = 5o (3) = nf (1) =am o (5) = 070 = £

]

A andlise da relagdo entre ord(f(z)) e ord(f(—x)) em F,[z] é distinta baseada na
caracteristica do corpo. No caso de caracteristica p = 2, a identidade 1 = —1 implica
imediatamente que f(x) = f(—=z) para qualquer polinémio f € F,[z], fazendo com que
as ordens coincidam trivialmente.

Para corpos de caracteristica impar (p > 2), a relacdo torna-se mais sutil. Neste
contexto, a ordem ord(f(—z)) pode ser expressa em termos de ord(f(x)) como veremos
a seguir.

Teorema 3.1.17. Para q impar, seja f € Fy[z] um polindmio de grau positivo com f(0) #
0. Sejam e e E as ordens de f(x) e f(—x), respectivamente. Entio, E = e se e for
multiplo de 4, e E = 2e se e for impar. Se e for o dobro de um numero impar, entdio
E =€/2 se todos os fatores irredutiveis de [ tiverem ordem par e E = e caso contrdrio.
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Demonstracao. Lembrando que um ntimero natural s6 pode ter trés opcoes: ser um miil-
tiplo de 4, ser impar ou ser o dobro de um ntumero impar. E por isso que temos esses trés
casos para e.

Como ord(f(z)) = e, entao f(z) divide z%¢ — 1, e consequentemente f(—z) divide
(—z)% —1 = 2% —1. Assim, E divide 2¢ pelo Lema 3.6. Pelo mesmo argumento, e divide
2F, logo E s6 pode ser 2e, e ou e/2.

e Se e é multiplo de 4, entao tanto e quanto F sdo pares. Como f(x) divide z¢ — 1,
segue que f(—x) divide (—x)¢ — 1 = 2° — 1, e assim F divide e. Da mesma forma,
e divide F, logo E = e.

e Se e é impar, entdao f(—x) divide (—x)¢ — 1 = —x° — 1, ou seja, divide z¢ + 1. Mas
entdo f(—z) nao pode dividir z° — 1, entdo E ndo divide e pelo Lema 3.1.6, pois em
caso contrario f(—z) pode dividir (¢ —1) — (z¢+1) = —2 e f(z) tem grau positivo,
uma contradicao, e portanto a tinica opgao que devemos ter é £ = 2e.

e No caso restante, temos e = 2h, onde h é um nimero impar. Seja f uma poténcia
de um polinémio irredutivel em F,[z]. Entdo f(x) divide (z" —1)(z"+1) e f(z) ndo
divide 2" — 1, pois ord(f) = 2h. Como 2" — 1 e 2" + 1 sdo primos entre si, pois se
existisse um polinomio irredutivel d(z) que fosse divisor de ambos " — 1 e 2" + 1,
entao ele também deveria dividir 2, como demonstrado anteriormente. Além disso,
dado que o corpo tem caracteristica impar, o nimero 2 é uma unidade em F,, o
que implica que d(x) teria que ser uma constante. No entanto, isso contradiz o fato
de que d(z) é irredutivel, isso implica que f(z) divide 2" + 1. Consequentemente,
f(—z) divide (—2)" + 1 = —2" + 1, ou seja, 2" — 1. Portanto, E = ¢/2.

Note que, pelo Teorema 3.1.8, a poténcia de um polinomio irredutivel tem ordem
par se e somente se o proprio polinémio irredutivel tem ordem par.

Para um polinémio geral f, podemos escrever f = g;--- g, onde cada ¢g; é uma
poténcia de um polindémio irredutivel e ¢y, ..., gr sao primos entre si. Além disso,
temos que 2h = mmc(ord(g;),...,ord(gx)) pelo Teorema 3.1.9.

Organizamos os g; de tal forma que ord(g;) = 2h; para 1 < i < me ord(g;) = h; para
m+1 <1i <k, onde os h; sdo nimeros impares e mmc(hy, ..., hy) = h. Pelo que ja
demonstramos, obtemos ord(g;(—z)) = h; para 1 < i < m e ord(g;(—x)) = 2h; para
m+ 1 <1 < k. Pelo Teorema 3.1.9, segue que

E =mmc(hy, ...y, 2hmaa, .-, 2hy)

eassim £ = h =¢/2sem =k, e E = 2h = e se m < k. Essas formulas sdo
equivalentes as dadas na dltima parte do teorema.

O

Segue-se do Lema 3.1.1 e da Definicao 3.1.2 que a ordem de um polinémio de grau
m > 1 sobre F; ¢, no maximo, ¢™ — 1. Esse limite ¢ atingido para uma classe importante
de polinémios, a saber, os chamados polinémios primitivos. A definicao de um polindémio
primitivo é baseada na nogao de elemento primitivo introduzida na Defini¢ao 2.1.9.
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3.2 Polindmios primitivos

Na teoria de corpos finitos, um polinémio primitivo sobre [F, ¢ um polinémio moénico
irredutivel f € [F [z] cujas raizes sdo geradoras do grupo multiplicativo de alguma extensao
Fyn. Equivalentemente, f ¢ primitivo quando possui uma raiz o que é um elemento
primitivo de 7., ou seja, o tem ordem multiplicativa ¢" — 1. Formalmente, temos o
seguinte.

Definicao 3.2.1. Um polinémio f € F,[z] de grau m > 1 é chamado de polindmio
primitivo sobre [y se for o polinomio minimo sobre F;, de um elemento primitivo de Fym.

Dessa maneira, um polinomio primitivo de grau m sobre F, é um polinémio moénico e
irredutivel que possui uma raiz o € Fym tal que o é um gerador do grupo multiplicativo
Fym. Além disso, ¢ possivel caracterizar os polindmios primitivos também da seguinte
forma.

Teorema 3.2.2. Um polinomio f € F,[z] de grau m é um polinémio primitivo sobre F,
se, e somente se, f € monico, f(0) #0 e ord(f) = ¢™ — 1.

Demonstracao.

(=) Se f é primitivo sobre F,, entdo ele é um polinémio monico e f(0) # 0, pois é
irredutivel. Como f é irredutivel sobre F,, segue do Teorema 3.1.3 que ord(f) = ¢™—
1, pois f tem como raiz um elemento primitivo de F,m, garantindo sua primitividade.

(<) Reciprocamente, se ord(f) = ¢™ — 1, entdo m > 1 devido a defini¢do de ordem.
Precisamos mostrar que f ¢ irredutivel sobre F,. Suponhamos, por absurdo, que f
seja um polinomio redutivel sobre F,. Isso significa que ele pode ser escrito como
uma poténcia de um polinémio irredutivel ou como um produto de dois polindémios
coprimos de graus positivos.

No primeiro caso, temos f = ¢°, onde g € F,[x] ¢ irredutivel sobre F,, g(0) # 0 e
b > 2. Pelo Teorema 3.1.8, ord(f) ¢ divisivel pela caracteristica de F,, mas ¢ — 1
nao é, levando a uma contradicgao.

No segundo caso, temos f = g1g2, onde g; e go sao polindémios monicos coprimos de
graus positivos my e ma, respectivamente. Se e; = ord(g;) para i = 1,2, entao, pelo
Teorema 3.1.9, temos ord(f) < ejes. Além disso, pelo Lema 3.1.1, e; < ¢" — 1 para
i =1,2. Assim, segue que:

ord(f) < (¢™ = 1)(¢™ = 1) < g™ —1=¢" -1,

o que contradiz a hipotese de que ord(f) = ¢™ — 1. Portanto, f é necessariamente
irredutivel sobre F,. Aplicando novamente o Teorema 3.1.3, concluimos que f é um
polinémio primitivo sobre IF,.

]

Observamos que a condicao f(0) # 0 no teorema acima ¢ necessiria apenas para
excluir o polinémio ndo primitivo f(z) = x no caso em que ¢ = 2 e m = 1. De fato, se
permitissemos f(0) = 0, o polinémio = atenderia as demais condigdes do teorema, pois
é monico e de grau 1, mas claramente nao ¢ primitivo, uma vez que nao gera o grupo
multiplicativo Fp...
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Lema 3.2.3. Seja f € F,[z] um polindmio de grau positivo com f(0) # 0. Seja r o menor
inteiro positivo para o qual x” seja congruente mddulo f(x) a algum elemento de F,, ou
seja, 2" = amod f(x) com um a € F; unicamente determinado. Entdo, ord (f) = hr,
onde h é a ordem de a no grupo multiplicativo F.

Demonstragao. Defina e = ord(f). Como x¢ = 1 mod f(x), devemos ter e > r, pela
definicao de r. Assim, podemos escrever e = sr +t com s € Ne 0 <t < r. Agora,

l=2°=2"" = (2")° 2" = ¢°2" mod f(x). (3.1)

Portanto, ' = a~* mod f(z), e devido & defini¢ao de r, isso s6 ¢ possivel se t = 0.
Logo da congruéncia (3.1) implica que, como a € F; e a®* = 1 mod f(x), entdo a® = 1 em
F?, e assim s > h entdo e = rs > hr. Por outro lado, 2" = (2")" = a" = 1 mod f(x),
pela defini¢ao de ordem temos que e|hr, entao hr > e, o que implica e = hr. O

Exemplo 3.2.4. Seja f(z) = 22 + 1 € F3[z]. Note que f(0) =1 # 0, portanto podemos
aplicar o Lema 3.2.3.
No corpo quociente Fs[z]/(f(z)), denotamos por a = x mod f(x). Temos:

o =1*=—-1=2mod f(x),

*

isto ¢, o® € F%. Portanto, o menor r tal que o” € F5 é r =2, e a = 2 € F3.
O préximo passo é determinar a ordem de a = 2 no grupo Fj;. Como:

21 =2 e 22=4=1mod3,

conclufmos que ordp: (2) = h = 2.
Pelo Lema 3.2.3, segue que:

ord(f)=hr=2-2=4.
Portanto, a ordem do polinémio f(z) = x* + 1 sobre F3 ¢ 4.

Concluimos esta secao com um resultado fundamental que estabelece critérios para
a primitividade de um polinémio ménico f(x) € Fy[z]. O resultado a seguir, apresenta
uma caracterizagao abrangente através de duas condigoes essenciais: uma aritmética,
relacionando o termo constante a propriedade de elemento primitivo no corpo base, e
outra algébrica, envolvendo a ordem de poténcias polinomiais modulo f(x).

Teorema 3.2.5. O polinémio monico f(x) € Fy[z] de grau m > 1 é um polinémio pri-
mitivo sobre F, se, e somente se, (—1)™ f(0) for um elemento primitivo de IF, e o menor
inteiro positivo r para o qual " é congruente mod f(z) a algum elemento de F, for

qg" —1
g—1

r =

No caso em que f € primitivo sobre Fy, temos

2" = (=1)"f(0) mod f(x).
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Demonstracao. :

(=)

Se f é primitivo sobre F,, entao f possui uma raiz a € Fym, que é um elemento
primitivo de Fym. Calculando a norma Ny, 5, (a) tanto pela Definigao 2.2.17 quanto
por (2.1), e observando que f & o polinémio caracteristico de a sobre F,, obtemos a
identidade

(1) £(0) = ale" /o, 3.2

Segue-se que a ordem de (—1)™f(0) em F; é ¢ —1; isto ¢, (—1)™ f(0) € um elemento
primitivo de F,. Como f & o polinémio minimo de « sobre F,, a identidade (3.2) e
pelo Teorema 1.0.8 temos que f(x)|z@"~D/(a=1) — (—1)™£(0) implica que

2" =DM = (—1)™ £(0) mod f(x)

e, portanto, r < (¢" —1)/(¢—1). Mas o Teorema 3.2.2 e o Lema 3.2.3 (sabemos que
r ¢ o nimero inteiro nao negativo minimo que torna z" equivalente a algum termo
de F; mas nao sabemos a ordem desse elemento, mas sabemos que ¢ um divisor de
g — 1). Garantem que ¢™ — 1 =ord(f) < (¢ — 1)r, logo r = (¢™ — 1)/(q¢ — 1).

Suponha que as condi¢oes do teorema sejam satisfeitas. Primeiro provamos que f
é irredutivel, para isso segue de r = (¢ — 1)/(¢ — 1), e do Lema 3.2.3 que ord(f) é
relativamente primo a ¢ pois a ordem do elemento que cumpre a condicao do Lema
3.2.3 es divisor de ¢ — 1 (lembrando na forma de obter a ordem de f com o Lema
3.2.3, a ordem é relativamente primo com ¢ entao ordem de f nao pode ser da
forma r.p’, logo os elementos irredutiveis de f nao tém poténcias, tendo em conta
o Teorema 3.1.8). Entao, o Teorema 3.1.13 mostra que f admite uma fatoragao
da forma f = fi--- fx, onde os f; sao polin6mios moénicos irredutiveis distintos
sobre F,. Se m; = deg(f;), entao, pelo Corolario 3.1.4, ord(f;) divide ¢ — 1 para
1 <i < k. Agora, como ¢™ — 1 divide

(" —=1)--- (g™ — 1)
(¢ — 1)+t ’

temos que ord(f;) divide d para 1 < i < k. Do Lema 3.1.6 segue-se que f;(x) divide
2% — 1 para 1 <i < k, logo f(x) divide 2¢ — 1 entdo z¢ = 1 mod f(x).

d:

Vamos ver um resultado antes de continua: Seja ¢ = p" com p primo e r um nimero
inteiro positivo. Seja m,n > 1, entao é uma verdade que:

q" +q" >2
qm+n_1>qm+n_qm_qn+1
¢"=1>(¢" = 1)(¢" - 1).

Para mais fatores, basta fazer o mesmo processo 2 por 2.

Agora Lembrando a definicao de r da hipotese, se k > 2 e usando o resultado

anterior, obtemos:
d< g 1 = ¢" -1 =7
q—1 g—1

o que contradiz a definicao de r. Assim, k =1 e f é irredutivel sobre F,.
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Se € Fym & uma raiz de f, entdo o argumento que levou a (3.2) mostra que
p" = (=1)"f(0),
e, portanto pelo Lema 2.2.1,
2" = (=1)"f(0) mod f(z).

Como a ordem de (—1)™ f(0) em F; é g—1, segue do Lema 3.2.3 que ord(f) = ¢ —1,
e assim f é primitivo sobre IF, pelo Teorema 3.2.2.

]

Exemplo 3.2.6. Considere o polinémio
flz) = 2" + 2% + 2% + 22 + 2 € F3]z].

Como f é irredutivel sobre F3, pode-se usar o método descrito apos o Teorema 3.1.13,
primeiro ord(f) divide 3* — 1 = 80 = 21.5, entdo retiramos cada fator primo e obtemos:

e Dividamos z2 = 2% por f, da como residuo -1, entdo z° = 2 mod f(z). Logo 2*
divide ord(f).

e Dividimos z5 = 26 por f, da como residuo 1 — 23, entdo 216 = 1 — 23 mod f(z).
Logo 5 divide ord(f).

Assim ord(f) = 80 = 3* — 1.
Consequentemente, f é primitivo sobre F3 pelo Teorema 3.2.2. Além disso, temos

7% =2 mod f(x),

de acordo com o Teorema 3.2.5.

3.3 Polinomios irredutiveis

Nesta secao, o nosso objetivo central é determinar quantos polinémios moénicos e irre-
dutiveis existem de um grau fixado sobre um corpo finito, além de apresentar uma férmula
que expressa o produto de todos esses polinémios. Para isso, serd necessario introduzir
algumas defini¢oes preliminares e explorar a chamada func¢do de Mdbius. Os polindmios
ciclotémicos também desempenharao um papel importante neste contexto, e os resultados
desenvolvidos aqui permitirao calcular esses polinémios de forma mais eficiente do que o
método recorrente utilizado anteriormente.

Recordemos que um polinomio f € F [z] é dito irredutivel sobre F, quando tem grau
maior que zero e nao pode ser escrito como produto de dois polindmios nao constantes
com coeficientes em [F,.

Teorema 3.3.1. Para todo corpo finito F, e todon € N, o produto de todos os polinémios
monicos irredutiveis sobre B, cujos graus dividem n € igual a 29" — x.
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Demonstragio. Considere o polinomio g(z) = 27" —x € F,[z]. Pelo Lema 2.2.2, os fatores
monicos irredutiveis de g em F,[x] sdo exatamente os polindomios irredutiveis cujos graus
dividem n. Este resultado reflete a estrutura subjacente das extensoes de corpos finitos.
Agora, a derivada ¢'(z) = —1 (calculada em caracteristica p) é nao-nula e constante. Con-
sequentemente, pelo Teorema 1.0.4, g nao possui raizes multiplas em nenhuma extensao
de F,. Esta propriedade implica que na fatoracdo completa de g em F [z], cada polinomio
irredutivel aparece com multiplicidade exatamente 1. A combinagao destes dois fatos es-
tabelece que a decomposigao de g consiste precisamente na multiplicagdo (sem repeticao)
de todos os polindomios monicos irredutiveis sobre F, cujos graus sao divisores de n. [

Corolario 3.3.2. Se N,(d) representa o nimero de polindmios monicos irredutiveis em
F,[z] de grau d, entdo
" = Z dN,(d) para todo n € N (3.3)
dln

onde a soma € estendida sobre todos os divisores positivos d de n.

Demonstracao. Seja um inteiro positivo n fixo, mas arbitrario. Considere o polinémio
g(z) = 29" — z. Aplicando o resultado anterior, g é o produto de todos os polinémios
monicos irredutiveis de F,[z] cujos graus dividem n. Mas entdo segue-se imediatamente
que deg(g) = ¢" satisfaz

" =3 d- N

dln

pois cada d- N,(d) representa o produto entre o grau do polinémio e o nimero de poliné-
mios, esse é para cada divisor d de n. O

Utilizando conceitos basicos de teoria dos ntumeros, é possivel deduzir a partir de (3.3)
uma féormula explicita para determinar a quantidade de polinémios monicos irredutiveis
em F,[z] com um grau fixo. Para isso, introduzimos uma funcao aritmeética conhecida
como funcao de Mobius, cuja definicao é apresentada a seguir.

Definicao 3.3.3. A funcao de Mébius 4 : N — N é a funcgao definida por

1 sen=1,
pu(n) =< (=1)¥ sen é o produto de k primos distintos,
0 se algum primo na fatoracao de n tem expoente maior que 1.

Como em (3.3), usamos o simbolo de soma Y4, para denotar uma soma estendida
sobre todos os divisores positivos d de n € N. Uma convencao semelhante se aplica ao
simbolo de produto ILg,,.

Lema 3.3.4. Paran € N, a fun¢ao de Moebius 1 satisfaz

1 sen=1
d) = ’
dzn:ﬂ() {0 sen > 1.

52



Demonstracao. O caso n = 1 é imediato.

Para n > 1, consideramos apenas os divisores positivos d de n para os quais u(d) # 0,
ou seja, aqueles em que d = 1 ou d é formado pelo produto de primos distintos. Se
P1, P2, . .., Pr Tepresentam os primos distintos que dividem n, temos:

> uld) =pu(1) + Z#(pi) + Y ulpupn) o+

dln 1<i1<ia<k

Z 1(pirpis - - - Pir_y) + p(p1p2 - - - Pr)

1<i1<ig-<ip_1<k

e Qe (Yo (o

=1+ (=1)"=0.

Teorema 3.3.5 (Férmula de Imersao Moebius). Temos 2 férmulas:

(i) Caso aditivo: Seja h e H duas fungoes de N em um grupo abeliano G com adi¢ao.

Entao
H(n) = Z h(d) para todon € N (3.4)
d|
se e somente se
n n
h(n) = Z,u (E) H(d) = Z,u(d)H (3> para todo n € N. (3.5)
dn dln

(ii) Caso multiplicativo: Seja h e H duas funcoes de N em um grupo abeliano G com
multiplicacao. Entao

H(n) = H h(d) para todon € N (3.6)
din
se e somente se
h(n) = H H(d)H D = H H <ﬁ>u(d) para todo n € N. (3.7)
d
d| d|
Demonstragao. Veja [11, Teorema 3.24]. ]

Teorema 3.3.6. A quantidade N,(n) de polindmios monicos irredutiveis em F [x] de grau

n € dada por
No(n) = %Zu (g) ¢ = %Zu(d)q”/d-
dn

dln
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Demonstracao. Consideremos o caso aditivo da formula de inversao de Mobius aplicado
ao grupo G = Z, isto é, o grupo aditivo dos inteiros.
Definimos as fun¢oes h(n) = nN,(n) e H(n) = ¢" para todo n € N. Com essa escolha,
a relacao da equacao (3.4) se verifica como consequéncia direta da identidade (3.3).
Portanto, ao aplicar a inversao de Mobius, obtemos imediatamente (3.5), o que conclui
a demonstragao da formula pretendida. O]

Exemplo 3.3.7. Para n = 18 = 2 x 32, que possui 6 divisores positivos, o nimero de
polinémios moénicos irredutiveis de grau 18 sobre F, é dado por:

N(18) = 1 S ()™ (3.9

d|18

Desenvolvendo a expressao com os valores da funcao de Mdébius pu:

N,(18) = 12 (u(1)0"™ + #(2)g° + pB)a° + 1O + (6)g" + p(19)q)
- %(qlg—qg—q6+0+q3+0),
em que,
e u(l) =1,
o u(2) =1,
o 1(3)=—1,
)

6) = u(2x3) = (1> =1,

©(18) = 0 (contém 32).
Portanto, o ntimero de polindomios monicos irredutiveis de grau 18 sobre I, é

% — ¢ — ¢+ P
18 ’

N,(18) =

E importante destacar que a formula apresentada no Teorema 3.3.6 confirma mais uma
vez que, para qualquer corpo finito F, e qualquer ntimero natural n, existe pelo menos
um polinémio irredutivel de grau n em F,[z] (vide também o Coroléario 2.1.11). Isso pode
ser visto ao observar que p(1) = 1 e que, para todo d € N, temos u(d) > —1. A partir
disso, podemos obter uma estimativa simples:

n qg—1
Essa desigualdade garante que a quantidade de polinomios monicos irredutiveis de

grau n é sempre positiva. Além disso, como outra aplicagdo da férmula de inversao de
Mobius, serd apresentada a seguir uma expressao explicita para o polinomio ciclotomico
?

Qn ().

1 n n— n— 1 n qn_q
Nyn) > —(¢" =g =¢"" = —q) = (q - )>0~
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Teorema 3.3.8. Seja K um corpo de caracteristica p, e seja n € N um nimero natural
que nao € divisivel por p. Entdo, o n-ésimo polindmio ciclotéomico @, sobre K satisfaz:

Qnlz) = H (xd . 1)u(n/ol) _ H (xn/d . 1)u(d) .

din din

Demonstragao. Veja [11, Teorema 3.27]. ]

Exemplo 3.3.9. Para corpos K nos quais o polinomio ciclotomico Q15 esté definido,
temos:

ng(l‘) _ H (1,18/d . 1)M(d)
d|18
_ (xls _ 1)#(1) (xg _ 1)#(2) (xﬁ _ 1)#(3) (x?’ _ 1)#(6) (x2 . 1)#(9) (z — 1)u(18)
(z® - (= - 1)

6 3
@D -1 "7

No Teorema 3.3.6, foi determinada uma férmula para calcular a quantidade de po-
linémios monicos e irredutiveis de grau fixado em F,[z]. A seguir, serd apresentada uma
expressao que fornece o produto de todos esses polinémios de mesmo grau.

Teorema 3.3.10. O produto I(q,n;x) de todos os polinémios monicos e irredutiveis em
F,[z] de grau n € dado por

p(n/d) n (
I(%n;x):H(qu—x) :H(xq /d—x>
din

dln

d)

Demonstracao. Lembrando do Teorema 3.3.1 temos:

z? —x:H[(q,d;x).

dln

Vamos usar a férmula de inversao de Mobius, o caso multiplicativo Teorema 3.3.5. O
grupo abeliano multiplicativo G' é o conjunto de funcoes racionais nao nulas sobre F,,
definindo h(n) = I(q,n;x) e H(n) = 27" — x para todo n € N, pela igualdade anterior, a
hipotese da formula é cumprida, entao obtemos a formula desejada. O

Exemplo 3.3.11. Para ¢ = 3 e n = 4, obtemos:

(4/d)
1(3,4;2) = H (:L’Sd —x)u

dl4
p(1) w(2)
= (=) () (@

5,1781—!17 1’80—1

T —x o1

9

= (xs)g_k I o e B e N O A
k=0
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Todos os polinomios irredutiveis monicos de grau n em F,[z] podem ser obtidos a
partir da fatoracdo de I(g,n;z). Para facilitar esse processo, é ttil dispor de uma forma
parcialmente fatorada de I(q,n;x), o que é proporcionado pelo proximo resultado, logo
usa o Teorema 2.3.7(ii).

Teorema 3.3.12. Seja I(q,n;x) como definido no Teorema 3.3.10. Entdo, para n > 1,
temos

I(g,n;z) = [ [ @u(@), (3.9)

onde o produto se estende aos divisores m de ¢" — 1 tais que n € a ordem multiplicativa de
q modulo m, isto €, aqueles divisores m para os quais n € o menor inteiro tal que ¢" = 1
mod m, e onde Q,,(x) € 0 m-ésimo polindmio ciclotomico sobre F,,.

Demonstragao. Seja n > 1 e considere S como o conjunto dos elementos de [Fy» que tém
grau exatamente n sobre F,, o que significa que [F,(«) : F,] = n. Cada a € S possui um
polinémio minimo sobre F, de grau n, entdo F;» = F,(«), logo é uma raiz de I(q, n;z),
lembrando a definigao de I(gq, n; x) dada na Teorema 3.3.10. Reciprocamente, se 8 é uma
raiz de I(g,n; x), entdo ela anula algum polinémio irredutivel moénico de grau n em F[z],
o que implica $ € S. Assim, temos:

I(qg,n;x) = H(a" —a).

a€esS

E claro que o # 0, pois o polinémio é minimo, entdo o € S C F;» e a ordem
multiplicativa de a divide ¢" — 1. Como estamos procurando elementos que tenham
ordem m, de modo que fagam parte das raizes de (), sabemos que um elemento v € Fy.

pertence a um subcorpo proprio F,« C Fg» se, e somente se, ”yqd = 7, ou seja, sua ordem
divide ¢¢ — 1. Assim, para que o € S tenha ordem m que divida ¢" — 1, é necessario que
n seja 0 menor inteiro positivo, pois se nao fosse o minimo, o grau do polindémio minimo
seria menor que n, tal que ¢" = 1 (mod m), ou seja, que n seja a ordem multiplicativa
de ¢ mod m.

Logo para cada divisor positivo m de ¢ — 1 com essa propriedade, seja .S,, o subcon-
junto de elementos de S cuja ordem ¢ exatamente m. E claro que os conjuntos S,, sio
disjuntos e sua uniao é S. Entao podemos escrever:

I(q,n;x):H H (x — «).

m a€ESy,

Cada conjunto S,, corresponde exatamente ao conjunto das raizes da unidade de ordem
m que sao primitivas em Fi., ou seja, ele retine todos os elementos que sdo raizes do
polinémio ciclotomico @, (z). Com base na definigao desses polinomios (Defini¢do 2.3.4),
concluimos que:

[ (@) = Qula).

OLESm

o que comprova a identidade proposta dada em (3.9), levando em conta a definigdo de
Si- m
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Exemplo 3.3.13. Vamos determinar todos os polinomios irredutiveis (ménicos) de grau
3 em F3[z]. Pela identidade (3.9), temos:

1(3,3;2) = Q13().Qu(7)

26
:(x12+x11+"'+w+1)< r 1 )

Q1(2)Q2(2) Q3 (w)
:(x12—|—x11+"'+x+1>< z* — 1 )

(= D+ ) @2t 1)
:(x12—|—x11+---+x+1) (le—x11+x10—x9+---—x+1).

Logo sabemos que Q13(z) e Qa6(x) se decompdem em 4 polindémios irredutiveis de
grau 3 em F3[z] pois 3> = 1 mod 13 e 3* = 1 mod 26 pelo Teorema 2.3.7(ii). Além disso,
sabemos que 23 + x + 2 é um polindémio ménico irredutivel, entdo ele tem que dividir um
dos dois polinoémios,

e et o+ =2 4o+ 2) (2 + 22+ 1) (2% 4 22 + 2)(2® + 227 + 1),
e -t a2 =2+ —r 1= (P 20+ 2) (20 + 27 + 1 4 2)
(x3—|—x2+2x+1) (I3+2x2+2x+2).

Assim, os polindomios monicos irredutiveis de grau 3 em Fs[z] sdo:

P4r+2, 23 +2r+1, 3+ 2% +2, 23+ 227 + 1,
P2+ 2, a2, 28 20+ 1, 2% 227 4 20 + 2.

Resumimos agora os fatos mais uteis sobre os polin6mios minimos.

Teorema 3.3.14. Seja o um elemento da extensao do corpos Fym de F,. Suponha que o
grau de a sobre F, seja d e que g € Fy[z] seja o polindmio minimo de o sobre F,. Entdo:

(i) g € irredutivel sobre F, e seu grau d divide m.
(i) Um polinomio f € F,[z] satisfaz f(a) =0 se, e somente se, g divide f.
(iii) Se f é um polinémio irredutivel e monico em F,lx] com f(a) =0, entdo f = g.

(iv) g(x) divide 29" — x e 29" — x.

, - d—1 . oA L.
(v) As raizes de g sio a,a?,...,09 ~, e g € o polindmio minimo sobre F, de todos esses
elementos.

(vi) Se a# 0, entdo ord(g) ¢ igual a ordem de o no grupo multiplicativo F...

(vii) g é um polinémio primitivo sobre F, se, e somente se, a tem ordem ¢ —1em Fgm.

Demonstracao. :

(i) Pela definigao de polindomio minimo, g é irredutivel sobre I, e pelo Teorema 1.0.10(iii)
verificamos que d divide m pois [Fym : F,] = m.
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(ii) E demonstrado diretamente pelo Teorema 1.0.8(ii).

(iii) Como f(«) = 0 entdo por (ii) temos que g divide f, mas como f é irredutivel entao
f=g9

iv) De (i) sabemos que d divide m pelo Lema 2.2.2, temos que g divide 2 —ze " —1.
(iv)

(v) De (i) sabemos que g é irredutivel em F, e pelo Teorema 2.2.3 cumpre-se que
d—1 - , , . . , e ..
a,ai,...,a? sao raizes de g. Além disso pelo item (iii) g é o polindmio minimo
de cada uma de suas raizes.

(vi) Dado que a pertence ao grupo multiplicativo F;d, o qual esta contido como subgrupo
em F7.., podemos concluir que o resultado segue diretamente do Teorema 3.1.3.

(vii) Se g ¢ um polinémio primitivo sobre FF,, entdo sua ordem é ¢ — 1. O que implica,
segundo o item (vi), que a tem ordem ¢? — 1 em Fym. Reciprocamente, se o tem
ordem ¢¢ — 1 em Fom (e portanto em de), entdao a &€ um elemento primitivo de Fa,
e assim g ¢ um polindmio primitivo sobre I, conforme a Definicao 3.2.1.

]

Recordamos que, dado um inteiro positivo n, se um inteiro b ¢ relativamente primo
com n, entdo o menor inteiro positivo k tal que v* = 1 (mod n) é chamado de ordem
multiplicativa de b modulo n. Observa-se que essa ordem multiplicativa divide qualquer
outro inteiro positivo h que satisfaga b" = 1 (mod n).

Lema 3.3.15. Sejam s > 2 e e > 2 inteiros primos entre si, e seja m a ordem mul-
tiplicativa de s mddulo e. Seja t > 2 um inteiro cujos fatores primos dividem e, mas
nao dividem (s™ — 1) /e. Suponha também que s™ =1 (mod 4) quando t = 0 (mod 4).
Entao, a ordem multiplicativa de s modulo et ¢ igual a mt.

Demonstragao. Veja [11, Lema 3.34]. O

O seguinte resultado estabelece uma importante propriedade de recursividade para os
polindmios ciclotomicos @, ().

Lema 3.3.16. Seja o corpo F, com carateristica p, para m € N tal que mde(p,m) =1 e
r primo tal que r|m, cumpre-se que:

Qmp(x) = Qm (xp) :

Demonstracdo. Seja ¢ uma raiz primitiva da unidade de ordem mp, isto é, ¢ € E(™P)
satisfazendo (P =1 e tal que a ordem multiplicativa de ( é exatamente mp. Definimos
¢ := (P. Entao:
g = (=g =g = 1.

Como a ordem de ( ¢ exatamente mp, segue que a ordem de £ = (P ¢ exatamente m.
De fato, se o ordem do elemento (P ¢ d < m, entao (¢P)? = 1, implicando ¢P* = 1, com
pd < mp, contradizendo que ¢ tem ordem mp. Logo, £ é uma raiz primitiva m-ésima da
unidade.

o8



Isso mostra que:
¢ e {x € E™P) . gP = £ com £ raiz primitiva m—ésima} .

Em outras palavras, ¢ é uma raiz do polindémio Q,,(z”), pois para cada raiz primitiva £
de Q. (), as p raizes p-ésimas de £ aparecem em @Q,,(xP).

Logo, toda raiz de Qp,p(z) é também raiz de Q,,(z?).

Reciprocamente, seja ¢ uma raiz de Q,,(2?). Entao existe uma raiz primitiva m-ésima
¢ tal que (P = ¢. Como ™ = 1, temos:

¢ =(F)" =£" =1,

ou seja, ¢ é uma raiz da unidade de ordem divisora de mp. Vamos verificar que sua ordem
¢ exatamente mp: se a ordem do elemento ¢ é d < mp, entdao d | mp, e ao elevar a p,
terfamos que (P teria ordem menor que m, contradizendo o fato de que (P = £ tem ordem
m. Assim, ¢ tem ordem exatamente mp, e é uma raiz primitiva mp-ésima da unidade.
Concluimos que toda raiz de Q,,,(z?) também é raiz de Q,(z).
Ambos os polinémios sdo monicos e possuem o mesmo conjunto de raizes. Portanto,
devem coincidir:

Qmp(2) = Qm(2").
O
O teorema a seguir, estabelece um poderoso método de construgao de familias de

polindmios irredutiveis a partir de polindmios conhecidos, mediante transformacoes de
potenciais.

Teorema 3.3.17. Sejam fi(x), fo(x), ..., fn(x) todos os polindmios ménicos e irreduti-
veis distintos em F,[z] de grau m e ordem e, e sejat > 2 um inteiro cujos fatores primos
dividem e, mas nao dividem (¢™ — 1) /e. Suponha também que ¢™ = 1 (mod 4) quando
t = 0 (mod 4). Entao, fi(z'), fo(2"),..., fx(z") sdo todos os polinémios moénicos e

irredutiveis distintos em F,[x] de grau mt e ordem et.

Demonstra¢ao. Como fi(z), fa(z), ..., fv(z) sdo todos os polindomios monicos e irreduti-
veis em [F,[z] de grau m e ordem e, t > 2 e os fatores primos de ¢ dividem e, entao e > 2.
Logo, pelo Teorema 3.1.5, os polinémios existem somente se m for a ordem multiplicativa
de ¢ modulo e, e, nesse caso, N = ¢(e)/m.

Pelo Lema 3.3.15, a ordem multiplicativa de ¢ moédulo et é igual a mt. Pelo [12,

Teorema 62] sabemos que ¢(m) = m[[,,, (1 - i) com p fator primo de m, entdo como

e tem todos os fatores primos de ¢, temos:

I 0) I g) -5

plet ple

Segue-se que o nimero de polinémios monicos e irredutiveis em F,[z] de grau mt e ordem

et também é % = % = N.
Sabemos que os polinomios f;(z'), com 1 < j < N, sdo todos monicos e de grau mdt,
agora sO temos que provar que sao irredutiveis e de ordem et. Como ord(f;(z)) = e, pelo

Teorema 3.1.3 as raizes de cada f;(z) sdo raizes primitivas da unidade de ordem e sobre
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F,, logo f;(x) divide o polinémio ciclotomico Q.(z). Entao f;(a') divide Q.(z"), e pelo
uso repetido do Lema 3.3.16 temos que Q.(z") = Qe (z).

Logicamente, f;(z") divide Qct(z). Pelo Teorema 2.3.7(ii), o grau de cada fator irre-
dutivel de Q¢(x) em Fy[z] é igual & ordem multiplicativa de ¢ modulo et, que é mt. Como
f;(z") tem grau mt, concluimos que f;(z") é irredutivel em F,[z]. Logo, ja que ele divide
Qet(z) € o corpo de decomposicao dos dois é Fyme, que é o minimo corpo, sua ordem é
et. [l

Exemplo 3.3.18. Os polinomios moénicos irredutiveis de grau 2 em F3 sao 3
2 2 2
x°+1 , '+ +2 e x°+2x+2

pelo Teorema 3.3.6. Logo pelo Teorema 3.1.5 sabemos que existem 2 polinémios de ordem
8, pois 2 ¢ a ordem multiplicativa de 3 modulo 8 (32 = 1 mod 8) e ¢(8)/2 = 2, e 1 de
ordem 4, pois 1 é a ordem multiplicativo de 3 modulo 4 (32 =1 mod 4) e ¢(4)/2 = 1.

E claro que 2% + 1 é de ordem 4, entdo os 2 polinémios de grau 2 e de ordem 8 s&o
22+ 2+ 2 e 2?4+ 20 + 2. Para usar o Teorema 3.3.17 temos que usar um t adequado,
vamos tomar t = {4,8,16, - -- }, entdo os polinémios irredutiveis em Fs:

e De grau 8 e de ordem 32 sdo 2% + 2% + 2 e 2% + 22* + 2,
e De grau 16 e de ordem 64 sao 2¢ + 2% +2 e 216 + 228 + 2,

e De grau 32 e de ordem 128 sdo 232 + 216 + 2 e 232 + 2216 + 2.

Mostraremos um método sistematico que permite, a partir de um polinémio irredutivel
com determinada ordem e, construir todos os demais polinémios irredutiveis cujas ordens
sejam divisores de e. Vale observar que, como o polinémio g(z) = x sempre satisfaz essa
condigao (pois sua ordem é 1, que divide qualquer niimero), restringiremos nossa atengao
apenas aos polinomios g para os quais g(0) # 0. Essa restricdo evita que consideremos
polindmios triviais e garante que estamos lidando com casos mais significativos.

Suponha que f seja um polinémio irredutivel e monico definido sobre o corpo finito
F,, de grau m, com ordem e, e tal que f(0) # 0. Escolhemos uma raiz o de f dentro da
extensao Fym, ja que todo polinémio irredutivel de grau m em F,[z] tem suas rafzes nesse
corpo de extensao.

Para cada niimero natural ¢, associamos um polinémio g; que é o polindémio minimal
de o' sobre F,. Ou seja, ¢, ¢ o polindmio monico com menor grau e com coeficientes em
F, que anula o.

Para organizar quais desses g; sdo realmente distintos (pois diferentes poténcias de
a podem ter o mesmo polinémio minimal), construiremos um conjunto especial Ty =
{t1,ta,...,t,} de inteiros positivos distintos. A construcdo desse conjunto assegura que,
para todo t € N, haverd um tnico indice i, com 1 < ¢ < n, e um ntmero inteiro b > 0,
tais que t = t;¢° (mod e). Essa congruéncia captura a ideia de que o' e atit’ pertencem
4 mesma Orbita sob a acao do automorfismo de Frobenius, e portanto compartilham o
mesmo polinémio minimal.
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A construcao do conjunto T pode ser feita de maneira recursiva. Comecamos com
t1 = 1. Em seguida, supondo que j& tenhamos definido os elementos t;,...,%;_1, escolhe-
mos t; como o menor inteiro positivo que nao seja congruente a nenhum dos anteriores
multiplicado por uma poténcia de ¢, modulo e. Esse processo garante que os t; represen-
tem classes diferentes sob a acao de ¢, e como o niimero de tais classes ¢ finito, o processo
termina ap6s um nimero finito de passos.

Assim, com todas essas definigoes e construgoes, obtemos um resultado geral que
descreve exatamente como obter todos os polinémios irredutiveis associados a poténcias
de «, cujas ordens sejam divisores de e.

Exemplo 3.3.19. Construcao do conjunto 7T a partir de 6rbitas em Fos.
Seja o polindmio irredutivel

f(z) =2+ 2 +1 € Fyfz],

que é monico, satisfaz f(0) = 1 # 0 e possui grau m = 3. O corpo de extensao gerado
por uma raiz de f, denotada por «, é Fss, o qual contém todas as raizes de f. Como
ord(f) = 7 entdo « ¢ uma raiz primitiva pelo Teorema 3.2.2; logo o grupo multiplicativo
F§ é ciclico de ordem 7, gerado por a.

Nosso objetivo é construir um subconjunto Ty C N, finito e reduzido médulo e = 7.
Especificamente, buscamos representantes t; tais que dois elementos o' e o pertencam a
mesma orbita se, e somente se,

t'=t-2" (mod7), para algum b€ Ny.
Para construir 7', seguimos um processo iterativo:

e Inicialmente, escolhemos t; = 1. A orbita de 1 sob as poténcias de 2 mod 7 é
Ol = {17 27 4}7

correspondendo aos elementos o, a?, a*, que compartilham o mesmo polindémio mi-
nimal.

e O menor inteiro ainda nao pertencente a uma orbita anterior é to, = 3. A o6rbita de
3é
O, ={3,6,5},
3 .6

associada aos elementos o, a®% o®, que também compartilham um segundo poliné-
mio minimal.

Com isso, temos que

Ty ={1,3}

¢ um conjunto completo de representantes de orbitas distintas. Cada elemento de T d&
origem a um polinémio minimal distinto sobre [y, de grau 3, e as demais poténcias de «
sao raizes desses mesmos polinémios via aplicacao de poténcias de Frobenius.

Este procedimento mostra como o conjunto 7'y pode ser construido sistematicamente a
partir das 6rbitas do automorfismo de Frobenius, respeitando a estrutura ciclica do grupo
multiplicativo do corpo finito envolvido.
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Teorema 3.3.20. Seja f € F [x] irredutivel e ménico de grau m e ordem e. Seja o € Fym

tal que f(o) = 0. Para cadai=1,...,n, sejam t; € N distintos e g, € F,[z] o polinomio
monico irredutivel de menor grau tal que gi, (o) = 0. Logo set; € Ty, entdo os polinémios
Gt1s Gtss - - -5 Gr, SGO exatamente todos os polindmios monicos e irredutiveis distintos em

F,[z] cujas ordens dividem e e cujo termo constante é diferente de zero.

Demonstrag¢ao. Primeiro, vamos mostrar que a ordem de cada g;, divide e: Cada polino-
mio ¢; é, por constru¢do, um polindémio monico e irredutivel em F,[z], além de satisfazer
a condicao g, (0) # 0 pois isso significa que ele pode ser fatorado em termos irredutiveis,
entdo nao seria minimo. Observamos também que g;, possui como raiz o elemento a'i.
Sabemos que a ordem de o' no grupo multiplicativo [Fm deve necessariamente dividir a
ordem de o, uma vez que o’ é uma poténcia de a. Aplicando o Teorema 3.1.3, concluimos
que a ordem do polindomio ord(g;,) divide e. Assim, cada polinémio g;, esta associado a
uma ordem que é um divisor de e.

Agora vamos a provar que g um polinémio ménico e irredutivel arbitrario em F,[x],
de ordem d tal que d | e e com ¢(0) # 0 & algum ¢;, do conjunto. Seja um g com essas
condicoes e seja agora [ uma raiz do polinomio g. Pelo fato de g ter ordem d, temos que
4 = 1. Como d divide e, isso implica que ¢ = (34)%? = 1°/¢ = 1, isto ¢, 5 também ¢é
uma raiz e-ésima da unidade sobre [F,.

Sabendo que « foi escolhida como uma raiz primitiva e-ésima da unidade sobre I,
(pela defini¢ao do ordem e), podemos aplicar o Teorema 2.3.2(i) para concluir que existe
algum inteiro ¢ € N tal que 8 = of. Em outras palavras, toda raiz e-ésima da unidade em
Fym é uma poténcia de a.

Agora, pela definicao do conjunto T}, sabemos que todo inteiro ¢ satisfaz uma relacao
da forma t = t;¢° (mod e), para algum indice 1 < i < n e algum inteiro b > 0. Assim,
podemos escrever

f=a = (ati)qb :
Pelo Teorema 2.2.3, essa expressao mostra que [ é raiz do polinoémio gy,.

Finalmente, como ¢ é o polinomio minimal de 8 sobre F,, e ¢g;, também é minimal
para o' (e seus conjugados), e considerando que 8 ¢ uma poténcia de o', deduzimos
pelo Teorema 3.3.14(iii) que g = ¢;,. Portanto, qualquer polinémio g com as propriedades
consideradas coincide com algum dos polindmios g;, construidos.

Agora, falta apenas demonstrar que os polindmios ¢;,, para 1 < ¢ < n, sao todos
distintos entre si. Suponhamos, com o intuito de obter uma contradicao, que existam
indices i e j diferentes, isto ¢, ¢ # j, tais que g;, = g;;. Nesse caso, como gy, ¢ um
polinémio irredutivel e seus zeros sao conjugados sob a acao de Frobenius, teriamos que
ali e ol seriam ambos raizes do mesmo polinomio g;,.

Aplicando o Teorema 2.2.3, que descreve a relacao entre raizes conjugadas de polind-
mios irredutiveis, concluimos que existe algum inteiro b > 0 tal que

obi = (ati)qb.

Elevando ambos os lados da igualdade a poténcia adequada, obtemos que t; = tiq
(mod e).
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Entretanto, pela definigao do conjunto 7%, os elementos ¢; sao escolhidos justamente
de forma a serem representantes distintos sob a relacdo de equivaléncia ¢t = t¢® mod e.
Como também temos trivialmente t; = t;¢° (mod e), essa nova congruéncia nos levaria
a identificar ¢; e ¢; como equivalentes, o que é impossivel dado o modo como T} foi
construido.

Portanto, a hipotese de que g;, = g;, para i # j leva a uma contradigao, e concluimos
que todos os polindmios ¢, sao, de fato, distintos entre si. O

O polinémio minimal g; associado a o' € F,m sobre o corpo base F, ¢ frequentemente
determinado a partir do polindomio caracteristico f; desse elemento sobre F,. Conforme
discutido apds a Definicao 2.2.12, existe uma relacao direta entre eles: f; = g;, em que
r =m/k, sendo k o grau do polinémio minimal g;.

Vale destacar que, como g; é irredutivel em F [z], seu grau k coincide com a ordem
multiplicativa de ¢ modulo d pelo Teorema 3.1.5, onde d = ord(g;). Por sua vez, d é igual
a ordem do elemento o' no grupo multiplicativo Fym. De acordo com a teoria dos grupos,
essa ordem é expressa pela formula e/ mdc(t, e), onde e é a ordem de a em Fm.

Assim, conhecendo t e e, é possivel calcular d de maneira simples. Consequentemente,
também se obtém o valor de k e, a partir dai, o valor de r, o que facilita o processo de
determinacao de g; e f; (veja o Exemplo 3.3.23).

Existem diversos métodos para calcular o polinémio caracteristico f;. Um dos mais
praticos aproveita uma relacao particular entre f; e o polinémio f inicialmente fornecido,
permitindo um célculo mais eficiente.

Teorema 3.3.21. Seja f um polinomio irredutivel moénico em F,[z] de grau m. Seja
a € Fym uma raiz de f, e para t € N seja fi o polinémio caracteristico de o € Fym sobre
F,. Entao

fi(a') = ()" L f (o)

onde wy,...,w; sa0 as raizes t-ésimas da unidade sobre F,, contadas de acordo com a
multiplicidade.
Demonstragao. Veja [11, Teorema 3.39). O

Em resumo, este teorema mostra como o polinémio caracteristico f; de uma raiz o'
de f pode ser decomposto de uma maneira interessante em termos das t-ésimas raizes da
unidade em F,.

Exemplo 3.3.22. Considere o polinomio irredutivel f(z) = 2* +x + 1 em Fy[z]. Para
calcular f3, também temos que encontrar ctibicas da unidade, ou seja 2> — 1 sobre Fy, que
sao 1,w e w?, onde w é uma raiz de 22 + z + 1 € Fy[z] em Fy. A partir dai temos que
w? +w+1=0. Entao,

fs (%) = (=1 f(1a) f(wa) f () -
Agora:

o fz)=2*+x+1,
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o flwr)=(wr)P+wr+l=wr®+wr+1=23+wr+1,
o f(wz) = ()’ +wr+1=uwbd+ w2 +1=2a3+ws+]1.

Entao:
f3 (:c3) = (—1)3(4)f(1x)f(wx)f (wa)
=" +2+1) (2° +wz+1) (27 + W’z + 1)
=2+ 25+ 1,
de modo que f3(z) = 2® + 22 + 1 € Fy[a].
O

Uma maneira alternativa de calcular f; ¢ utilizando conceitos da teoria de matrizes.
Considere o polindmio f(z) = 2™ —a,,_12™ ' —- - —a1x — ag em Fy[z]. A ele, associamos
uma matriz especial chamada matriz companheira de f, denotada por A. Esta matriz
é de ordem m x m e é construida organizando os coeficientes de f(z) da seguinte forma:

00 -+ 0 a
1 -0 ay
A=l01 -0 a
00 --- 1 Qpy—1

Observe que nas primeiras m—1 colunas (exceto a iltima), os elementos imediatamente
abaixo da diagonal principal sao iguais a 1, enquanto os demais sao 0. Ja a dltima coluna
contém os coeficientes ag, aq, ..., Gy_1.

Em &lgebra linear, sabemos que o polindmio caracteristico de uma matriz A é dado
por det(xI —A), onde I é a matriz identidade de dimensao m x m. Neste caso, o polinémio
caracteristico de A é precisamente f(x).

Agora, para cada inteiro positivo ¢t € N, o polinomio f; é definido como o polindémio
caracteristico da matriz A?, ou seja, da matriz A elevada a poténcia t. Em outras palavras,
para encontrar f;, basta calcular A! e depois determinar o polinomio caracteristico de A?.

Portanto, através da multiplicagao sucessiva da matriz companheira A, conseguimos
obter todos os polinomios f; desejados.

Do Exemplo 3.3.22 a matriz A e A3 sdo:

A=

o = O

0 1
0 1 e A3 =
10

O ==
—_ = O
—_

logo o polindémio caracteristico de A3 é
det (zI — A%) =2 — 22 — 2+ 20 — 1 = 2* + 2° + 1 € Fa[x],
obtendo o mesmo resultado.

Exemplo 3.3.23. Um problema interessante na teoria de corpos finitos é identificar em
quais casos os polinémios f; resultam ser irredutiveis no anel F,[x]. A partir da discussao
anterior ao Teorema 3.3.21, sabemos que f; serd irredutivel sobre I, se, e somente se, a
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ordem multiplicativa k de ¢ modulo d for igual ao grau m do polinémio inicial f (lembrando
que r = m/k). Aqui, d (ordem de g;, polinémio minimal) é definido como e/ mdc(¢,e),
onde e representa a ordem de « (uma raiz de f) no corpo de extensao Fym.

Vamos considerar o caso em que ¢ = 3, m =4 e e = 80. Nosso objetivo ¢ determinar
para quais valores de ¢ o polindmio f; é irredutivel em Fs[z].

Primeiramente, recordamos que f; serd irredutivel se, e somente se, a ordem multi-
plicativa de ¢ modulo d = e/ mdc(t, e) for igual a m. Como m = 4, as possiveis ordens
menores que podem ocorrer sao divisores de 4, isto é, £k =1 ou 2.

Calculando:

k=1: 3'—1=2,
k=2: 3-1=8.

Assim, se d divide 2 ou 8, o polinémio serd redutivel. Como e = 80, os divisores
relevantes de 80 associados a ordens pequenas seriam aqueles onde d = 1,2,4 ou 8. Ou
seja, mde(t, 80) deveria ser 80, 40,20 ou 10 para que d = 1,2,4 ou 8.

Portanto, f; sera redutivel se mdc(¢,80) = 10, 20,40 ou 80.

Para valores de t entre 1 e 80, concluimos que f; é irredutivel em Fs[z| sempre que ¢
nao satisfaz essas condicoes especificas.

Na pratica, polinémios irredutiveis frequentemente surgem como polinoémios minimais
de elementos em uma extensao de corpos. Se, na discussao anterior, considerarmos que
f é um polinémio primitivo sobre F,, de forma que e = ¢™ — 1, entao as poténcias
de o percorrem todos os elementos nao nulos de Fym. Assim, os métodos apresentados
anteriormente podem ser utilizados para calcular o polindmio minimal sobre F, de cada
elemento de ..

Uma outra maneira de encontrar os polindbmios minimos ¢ utilizando o Teorema
3.3.14(v). Para determinar o polindmio minimo g de um elemento 5 € Fym sobre o
corpo [, calculamos sucessivamente as poténcias 3, 39, 6‘12, ... até encontrar o menor in-
teiro positivo d tal que ﬁqd = . Esse niimero d corresponde ao grau de g, e o polinémio
g ¢ construido da seguinte forma:

g(@) = (z = B)(@ = 1) - (w = B),

d—1 . . . ~
Os elementos 3, 59,..., 89 = representam os conjugados distintos de 3 em relacao a F,
e o polindmio ¢ ¢ o polinémio minimo comum a todos esses conjugados.

1

Exemplo 3.3.24. Calculamos os polinémios minimos sobre F3 de todos os elementos de
Fy. Seja a € Fy uma raiz do polinomio primitivo 22 + x 4+ 2 sobre F3. Ele ¢ primitivo pois
a ordem é 8, pelo Teorema 3.2.2 chegamos a essa conclusao. Agora nos sabemos que os
elementos de Fg podem ser escritos da forma a + ba, onde a,b € F3, entao:

Fg ={0,1,2,,20,1 4+ o, 1 + 20,2 4+ 0,2 + 2}

mas como também sabemos que a? = —a — 2 = 2a + 1, temos que:
i|al ilao
01 42
1|« e 5| 2c
220 +1 6| a+?2
3|2+ 2 7Tla+1
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Como a extensao é de grau 2, os polinomios minimos serao de grau 1 ou 2. Os conjugados
de um elemento B € Fy em relacdo a Fy sdo 3 e 32, temos entdo que:

e Se f =0 entdo g,(z) = z.
e Se =1 entdo go(x) =z — 1.

Se =a'=2ecomo = a'?=a'entdo g3(r) =2 —2=12+1.

Se 8 = a, os conjugados sdo o e o = 2 + 2, entdo:

ga(z) =(z — @) (z — o?)
S — (a + a3) T+ aa®

=2? +r+2.

Se = a2, os conjugados sdo a® = 2a + 1 e a® = a + 2 entdo:

gs(x) = (a: — ozg) (x — a6)
=z? — (on + a6) T+ a?al

=2+ 1.

Se 8 = a®, os conjugados sdo a® = 2a e a'® = o’ = a + 1 entdo:
7

ge(x) = (ZL’ — a5) (x — oz7)
S (a5 + a7) T+ a’a’

=22 4+ 21 + 2.

Esses elementos, juntamente com seus conjugados com respeito a [Fs.

Teorema 3.3.25. Seja f um polindémio irredutivel sobre F, de grau n, e seja k € N.
Entao, [ se fatora em d polinomios irredutiveis em F[x], todos de mesmo grau n/d,
onde d = mdc(k, n).

Demonstracdo. E claro que para um polindémio linear, n = 1 entio d = 1, ndo pode ser
fatorado, podemos assumir que f(0) # 0. Seja g um fator irredutivel de f em F[x].
Se ord(f) = e, como as raizes de g também sao raizes de f obtemos pelo Teorema 3.1.3
que ord(g) = e. Logo pelo Teorema 3.1.5, n & a ordem multiplicativa de ¢ modulo e e
o grau de g ¢ igual & ordem multiplicativa de ¢* modulo e. Agora vamos mostrar que
poténcias ¢/, para j = 0, 1,. .., consideradas modulo e, formam um grupo ciclico de ordem
n. Definamos:
G={¢ mode|j>0}.

Queremos mostrar que G' é um subgrupo ciclico do grupo multiplicativo (Z,)" de unidades
modulo e, e que sua ordem é a ordem multiplicativa de ¢ médulo e.

Como e divide ¢" — 1 entdo mdc(q,e) = 1 (sao coprimos), portanto ¢/ mod e também
¢ invertivel para qualquer j > 0. Entao G C (Z.)".

Agora temos que mostrar que é um subgrupo:

e 1=¢"=1mode, e1éo elemento neutro em (Z,)".
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e Sejam ¢%, ¢” € G, entdo:

a+

(¢" mod e) x (qb mod e) = ¢"** mod e,

e comoa+b>0, ¢+ modecG.

e Para qualquer ¢* € G, seu inverso é ¢~“ mod e, onde:

qg ‘= (qnfa) mod e

pois n é a ordem multiplicativo de ¢ modulo e.

Pelo argumento mencionado no final, G ¢ ciclico de ordem n.

Assim, como grau de g é igual a ordem multiplicativa de ¢* modulo e, o grau de g é
igual & ordem de ¢* em G, segue-se do teoria dos grupos que a ordem multiplicativa de
¢" modulo e é n/d, onde d = mdc(k,n), entdo o grau de g é n/d. O

Corolario 3.3.26. Um polindmio irredutivel sobre F, de grau n permanece irredutivel
sobre Fx se, e somente se, k e n sao primos entre si.

Demonstracao. Usando o Teorema 3.3.25, como k£ e n sao primos entre si, entao d = 1.
Logo permanece irredutivel. ]

Exemplo 3.3.27. Seja f(x) = 2*+x+1 € Fylx], um polindmio irredutivel de grau n = 4.
Vamos aplicar o Teorema 3.3.25 com k = 2.

Calculamos:

d = mdc(k,n) = mdc(2,4) = 2.

Entao, segundo o teorema, f(z) se fatora em d = 2 polindmios irredutiveis de grau % = 2
sobre [y = [Fy.

O corpo Fy pode ser construido como Fy[f], onde 6 é uma raiz do polindémio irredutivel
22 4+ 1 + 1 € Fyfz], entdo satisfaz 0> + 6 + 1 = 0. Assim, Fy = {0,1,6,0 + 1}.

Neste corpo, a fatoragao de f(z) é:

f(x)=(2*+2+60*) (2> + 2+ 0),

onde ambos os fatores sao irredutiveis sobre F4, como previsto pelo teorema.

3.4 ¢-Polindbmios

Tanto na parte tebrica quanto nas aplicacoes praticas, uma certa classe de polindmios,
que sera apresentada a seguir, desempenha um papel relevante. Um aspecto vantajoso
desses polinomios é a forma como suas raizes estao organizadas, o que torna mais simples
a identificacao dessas raizes. Como é habitual, denotamos por ¢ uma poténcia de nimero
primo.
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Definicao 3.4.1. Um polindémio da forma

L(z) = z”: a;z?
i=0

com coeficientes em um corpo de extensao Fym de Iy, é chamado de g-polinomio sobre
Fm.

q

Alguns autores, levando-se em conta que o valor de ¢ é fixo, chamam tal polinémio
de polinémio linearizado. Essa terminologia se justifica pela seguinte propriedade dos
polinémios linearizados. Seja F' uma extensao arbitraria de Fym e seja L(z) um polinémio
linearizado (ou seja, um ¢-polinémio) sobre F,m. Entdo, valem as seguintes identidades:

L(B+~) = L(B) + L(v) para todos 3,7 € F,

3.10
L(cB) = cL(B) paratodo c € F, e todo € F, ( )

onde a primeira igualdade é pelo Teorema 1.0.1, e a segunda é porque sabemos que satisfaz
que ¢! = c para c € F, e i > 0 pelo Lema 2.1.3. Portanto, se F' for considerado como um
espago vetorial sobre F,, entdo o polinomio linearizado L(z) define um operador linear
em F.

Teorema 3.4.2. Seja L(x) um ¢-polindmio nao nulo sobre Fym, e seja Fps uma extensao
de Fym que contém todas as raizes de L(x). Entdo, cada raiz de L(x) possui a mesma
multiplicidade, que € igual a 1 ou a uma poténcia de q, e o conjunto das raizes forma um
subespaco linear de Fys, onde Fys € considerado como um espaco vetorial sobre IFy.

Demonstracao. A primeira coisa que vamos demonstrar é que o conjunto de raizes de
L(x), que chamaremos de V, é um subespaco vetorial de F . sobre F, (uma coisa 6bvia é
que V' C F s, pois é seu corpo de decomposi¢ao). Seja a,b €V e a € Fy:

e E claro pela definicdo de L(x) que 0 € V.
o L(aa+b) =aL(a)+ L(b) =0 pelo visto nas Equagoes (3.10), entdo ca +b € V.

Isto garante que V' & um subespaco vetorial de Fys sobre IF,.
Logo como

L(z) = iaix’qi,
i=0

e como sabemos que a caracteristica de Fs é p, temos que L'(x) = ap, 0 que significa que
L(z) possui apenas raizes simples no caso em que ag # 0, é aqui que descobrimos que a
ordem multiplicativa de cada raiz é 1.

Vemos o caso em que oy = 0, mas para generalizar vamos supor que temos ag = a; =
- = ag_1 = 0, mas oy # 0 para algum k > 1, entdo podemos reescrever L(z) na seguinte

forma:
L(z) = Zaixqi.
i=k
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mk R
Logo como sabemos que af = o4, pois ; € Fym, portanto pelo Teorema 2.1.6 temos
que o; € F m, entao:

k

n n n 4q
. ' qi . qu qi . q(m—l)k qi_k
L(z) = E ax? = E al x? = a; x :
i=k i=k

i=k

Também usando o Teorema 1.0.1 para a tltima igualdade. Logo a tltima igualdade mostra
que L(x) é a poténcia ¢"-ésima de um ¢-polinémio que possui apenas raizes simples. Nesse
caso, cada raiz de L(z) tem multiplicidade ¢*. O

Existem uma versao da reciproca do teorema anterior, mas precisamos do seguinte
resultado preliminar antes de prova-lo.

Lema 3.4.3. Sejam B1, B2, ..., B, elementos de Fym. Entao:

n—1

C 3 |

D, — 5:2 5:2 52 52: :511_[ H <5j+1—zckﬁk>a (3.11)
. . . . j=1c1,...,c;€Fy k=1
B, BL BT .. BT

e, portanto, o determinante € diferente de zero se, e somente se, B1,Sa,...,Bn forem
linearmente independentes sobre .

Demonstragao. Veja |11, Lema 3.51]. O]

Teorema 3.4.4. Seja U um subespaco linear de Fym, considerado como um espago vetorial
sobre F,. Entao, para qualquer inteiro nao negativo k, o polinémio

L(z) = [[(= - B)"

Beu

€ um q-polindomio sobre Fym.

Demonstracdo. Primeiro podemos fatorar o expoente ¢f de cada fator do produto, e

obtemos:
qk
L(z) = (H(I —ﬁ)) :
BeU
S6 temos que provar que Z(x) = HBeU(x — ) é um g-polinémio sobre F,m, pois se
aplicarmos a poténcia ¢* ela permanece como um g-polinémio. Seja {fi, ..., 3,} uma base

de U sobre F,, entdo o determinante D,, da Equagao (3.11), ¢ diferente de zero pelo Lema
3.4.3. Como temos que € U, entdo existem cy, ..., ¢, € Fy tais que = ¢181 4+ - - + ¢, 00,

logo temos:
L(z) = H(a: —p) = H (x — chﬁk> : (3.12)

ﬁGU 017...,CnE]Fq k=1
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Agora vamos definir o seguinte polinémio na forma de um determinante de uma matriz,

n—1

n
B B BB
n—1 n

Pr B3 - B3 B2

Bn BL - BT BT

n—1 n
z x4 x4

Desenvolvendo o determinante usando a ultima linha obtemos:
n—I1 )
D(z) = D,x?" + Z a;x?
i=0

com «; € U. Pela definicao de D(z) como determinante, sabemos que D(f;) = 0 para
1 < i < n, dasegunda forma de D(z) sabemos que é um g¢-polinémio sobre F;m, logo
toda combinagao linear ¢ 81 + - - - + ¢, 0, é uma raiz de D(x). Assim D(z) tem ¢" raizes,
que é o grau D(z), entdo podemos fatora-lo da seguinte maneira:

c1...,cn€Fg

Da Equacao (3.12) e a ultima igualdade obtemos que
L(z) = D;'D(x).
Logo Z(x) é um g-polindmio sobre Fym, entdo L(x) é um g-polinémio sobre Fym. ]

As propriedades dos g-polinémios nos permitem utilizar um método bastante eficiente
para determinar suas raizes. Seja

L(z) = z": oz
i=0

um g¢-polinémio sobre o corpo finito F,m, e suponha que desejamos encontrar todas as
raizes de L(x) em uma extensdo finita ' de F;m. Como foi observado anteriormente, a
aplicagao

L:BeFw— L(p)eF

¢ um operador linear no espago vetorial F', considerado como espaco vetorial sobre [F,.
Isso decorre do fato de que os g-polinébmios preservam a adi¢ao e a multiplicacao escalar
por elementos de [F,.

Dado que L é uma transformagao linear, ela pode ser representada por uma matriz
com entradas em F,. Para isso, fixamos uma base {1, ..., s} de F' como espago vetorial
sobre IF,. Assim, qualquer elemento 3 € F' pode ser escrito unicamente como

S
ﬁ:Zc]ﬂj com ¢; € F, para 1 < j < s.
j=1
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Aplicando L a esse vetor, temos
L(B) = ¢ L(B),
j=1

isto é, a imagem de (5 por L é determinada pelas imagens dos vetores da base. Escrevemos
cada imagem L(;) como uma combinacao linear dos vetores da base:

L(B;) = ijkﬁk para 1 < j < s,
k=1

onde os coeficientes b;, € F,. Com isso, podemos formar a matriz B de ordem s X s cujas
entradas sdo justamente os coeficientes bj;i, isto é, a entrada na posicdo (j,k) de B é bjy.
Entao, se

(Cl, PN 7CS)B = (dl, AN ,ds),

obtemos

L(B) = B
k=1

Logo, a equagao L(f) = 0 equivale a resolver

(¢1,...,¢5)B=1(0,...,0), (3.13)

ou seja, trata-se de um sistema linear homogéneo com coeficientes em IF,. Esse sistema
possui um namero de solugoes igual a ¢°~", onde r é o posto (ou posto de linha) da matriz
B. Cada vetor solucdo (cy, ..., cs) determina uma raiz do polinémio L(x), dada por

ﬁ = Z Cjﬂj-
j=1

Portanto, o problema de encontrar as raizes do polinémio linearizado L(z) em F se reduz
a resolver um sistema linear homogéneo sobre [F, o que é computacionalmente muito mais
simples e eficiente.

Exemplo 3.4.5. Seja o polindmio linearizado sobre o corpo Fa:
L(z) = z + 2 + 2%,

Nosso objetivo é encontrar as raizes de L(x) no corpo Fgy, que é uma extensao de grau 6
de Fy. Construimos Fgy = F5[0]/(0° + 6 + 1), onde 6 é uma raiz primitiva do polinémio
irredutivel z° + z + 1 € Fy[z] (é primitiva pelo Exemplo 3.1.14).
A base de Fgy sobre Fy é:
{1,0,6%, 6% 6* 6°}.

Aplicamos o polinomio L(x) a cada elemento da base:
e [(1)=1+1+1=1 do qual obtemos o seguinte vetor (1,0,0,0,0,0).

o L(0) =0+ 6%+ 0" do qual obtemos o seguinte vetor (0,1,1,0,1,0).
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o L(6%) =0*+ 0"+ 0% =06+ 0* do qual obtemos o seguinte vetor (0,0,0,1,1,0).

o L(0%) =0°+6°+0'" =0+ 0>+ 6° do qual obtemos o seguinte vetor (0,1,1,1,0,0)
o L(0") =0"+0%+0'° = 1+0+6?+6° do qual obtemos o seguinte vetor (1,1,1,1,0,0)
o L(0°) =0°+0°+0% = 02+ 6% +60° do qual obtemos o seguinte vetor (0,0,1,1,0,1)

Logo, a matriz associada B da aplicagao linear L, na base {1, 6,62 63 0% 0°}, é:

100000
011010
000110

B=1011100
111100
001101

Para encontrar as raizes de L, basta resolver o sistema:
(617 C2, C3, C4, Cs, CO)B = (07 Oa 07 07 07 O)

Como o posto de B é 4, entdo o sistema tem 2°=* = 4 solugdes, que sao ¢ (1,1,1,0,1,0) +
5(0,1,1,1,0,0) com s,t € Fy, logo as raizes de L(z) em Fgy saon; = 0, o = 1+60+60>+0*,
Ny =0+60>+60%en, =146+ 6%

Se tomarmos este polinomio L(z) como um em Fy[z], ele serd fatorado da seguinte
forma L(x) = z (2 + = + 1), onde o fator do lado direito ¢ irredutivel em Fy, e tem suas
raizes em g, entao 7, n3 € 14 sao elementos de Fg, que é um subcorpo de Fgyq pelo Teorema
2.1.6.

Esse procedimento para encontrar raizes também pode ser estendido para uma classe
um pouco mais ampla de polinomios, conhecidos como polindmios afins.

Definicao 3.4.6. Um polinémio da forma A(z) = L(z) — a, onde L(x) ¢ um ¢-polinémio
sobre Fym e a € Fym, é denominado um g-polindmio afim sobre Fym.

Um elemento € F serd uma raiz do polinomio A(x) se, e somente se, ao aplicarmos
o polinémio linearizado L(z) sobre (3, obtivermos o valor «, ou seja, L(5) = a. De acordo
com a notacao apresentada na Equagao (3.13), essa condigao equivale a resolver o seguinte
sistema de equacoes lineares:

(c1,...,¢s)B = (dy,...,dy), (3.14)
em que a constante « é expressa como combinagao linear da base {f1,..., (s}, isto é,
a =, _, dpfk. Assim, ao encontrar uma solucdo para os coeficientes ¢y, . . ., ¢;, podemos

construir a raiz correspondente 5 = 22:1 ¢;B; do polinémio A(z) no corpo F.

Dado um polinémio f(z) € F,m[z] de grau n > 1, é possivel determinar suas raizes
em uma extensao F' de F,m por meio de um polinomio g-afim A(z) que seja miltiplo de
f(z). Para isso, buscamos um polinémio da forma

n—1 _
Az) = Z ! — a,
=0
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em que os coeficientes a; € Fym nao sao todos nulos, e o € Fym.
Para construi-lo, consideramos os residuos r;(z) de x7 modulo f(z), ou seja, polino-
mios de grau menor que n tais que

mqizri(:c) mod f(z), parai=0,1,...,n— 1.

Em seguida, buscamos coeficientes «; € [Fym, nao todos nulos, tais que a combinacao
linear

seja um polinomio constante « € Fym. Isso equivale a anular os coeficientes de 27 para
j=1,2,....,n—1, o que nos leva a um sistema homogéneo de n — 1 equagoes lineares em
n variaveis «q, aq, ..., a,_1, 0 qual sempre admite uma solucao nao trivial.

Uma vez determinada essa combinagao, temos:

n—1
Zaiqu =a mod f(z),
=0

e, subtraindo o dos dois lados, obtemos:
n—1 ‘
Ax) = Zaiqu —a=0 mod f(x).
=0

Ou seja, por construc¢ao, A(x) é um multiplo de f(z), o que garante que todas as
raizes de f(x) também serao raizes de A(z). Assim, podemos encontrar as raizes de f(x)
identificando todas as raizes de A(z) no corpo F', e verificando quais delas anulam f(z).
Esse método é particularmente eficiente porque a estrutura dos polinomios g-afins permite
determinar todas as suas raizes com base em um sistema linear, como foi demonstrado
anteriormente da Equacao 3.14.

Exemplo 3.4.7. Seja f(z) = 2° + ax?® + ax + o® € Fy[z] com Fy = {0,1,,a?}. Lem-
brando que a? = a + 1, encontramos as raizes de f(z) em Fig. Primeiro, encontraremos
0 ¢g-polinémio afim, um multiplo de f(x), usando o método descrito com ¢ =2 e n = 3.
Para i = 0,1, 2 temos:

o i=0,7r(z)=2% mod f(z) entdo ro(z) = z.

22,

e i=1,7r(z)=2% mod f(z) entdo r(z)
o i =2 ry(z) =2% mod f(z) entdo ro(z) = 22 + 1.

Depois temos que fazer uma combinacao linear deles com a condicao de que a combinacao
linear: nem todas as constantes sejam 0 em Fy e R(x) = aoro(z) + agri(z) + aora(x)
tenha que nos dar uma constante em Fy[z], entdo fazemos:

R(z) = apz + a12® + (xQ + 1)

logo
R(z) =z (ap) + 2% (a1 + a) + g,
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queremos eliminar os termos com variaveis, por isso fazemos:

{0414—0(2—0

06020

Agora se ay = 1 obtemos que oy = 1, e 0 polinémio constante R(x) = 1, que é o resultado
da combinacao linear.
Entao,
Az) = apz? + anz® + apa® — R(z) = 2> + 2* — 1,

¢ um ¢-polindomio afim multiplo de f(z) sobre Fy. Agora temos que encontrar as raizes de
A(z) em Fy4, que é 0 mesmo que resolver L(z) = «, com L(z) = z* + z%. Seja 6 uma raiz
primitiva de z* + 2 + 1 sobre Fy que gera Fis e {1,6,6% 63} é uma base para Fy4 sobre
F,. Como a é uma raiz primitiva terceira da unidade sobre Fy, obtemos a = 6% = 6> + 0
e também usando a® = o+ 1 = 62 + 0 + 1, fazemos:

e L(1) =12+ 1* = 0 do qual obtemos o seguinte vetor (0,0,0,0).

o L(0) =06%+ 0"+ =1+ 0+ 0* do qual obtemos o seguinte vetor (1,1,1,0).
e L(6%) =0"+ 0% =0+ 6% do qual obtemos o seguinte vetor (0,1, 1,0).

o L(0) =0°+60" =1+ 0 do qual obtemos o seguinte vetor (1, 1,0,0).

Assim a matriz B da Equacao (3.14) ¢é feito da seguinte maneira:

0000
1 110
B_Oll()
1100

A representagiao de 1 em termos da base {1,60,62 63} é (1,0,0,0). Queremos resolver o
seguinte sistema:

o = O

=(1,0,0,0).

(CIJ C2, C3, C4)

O~ = O
OO OO

0
1
1
1
0

~~ =

A solugao é ¢;(1,0,0,0) + (0,1,0,0) + (0,0,1,0) com ¢; € Fy, logo as raizes de A(z) sdo
71 =1+04+0%=0a”e 2y =0+ 0% = a, que ambas sdo raizes de f em Fi4, pela foma das
raizes.

Vamos ver outro exemplo.

Exemplo 3.4.8. Seja f(z) = 2* + o®2® + az? + o® € Fyfz] com Fy = {0,1,, a?}.
Lembrando que a? = a+1 encontramos as raizes de f(x) em Fgy. Primeiro, encontraremos
0 g-polindémio afim, um multiplo de f(x), usando o método descrito com ¢ = 2 e n = 4,
entao temos:

o i =0, ro(z) = 2% mod f(z) entdo ry = .

e i=1,7r(z)=2% mod f(z) entdo r(z) = 22,
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o i=2 ry(z) =2% mod f(z) entdo ro(z) = o2 + az? + o2,
o i =3, r3(z) = 2% mod f(z) entdo r5(z) = a’z.

Depois temos que fazer uma combinacao linear deles com a condicao de que a combinacao
linear: nem todas as constantes sejam 0 em Fy ¢ R(x) = agro(z) + ayri(x) + agre(x) +
asrs(z) tenha que nos dar uma fungdo constante em Fy[z], temos:

R(z) = apz + auz”® + ap (o’2® + az® + o®) + a3 (’z)

logo

R(z) = (a20?) 2° + (a1 + aza) 2% + (g + az0?)  + ana.

Da condigao obtemos:
asa? =0
a1 +asa =0
ap +aza® =0
Agora se az = 1, entdao ap = a?, a; =0, ¢; = 0 ¢ a constante é R(z) = axa® = 0.
Consequentemente, obtém-se o 2-polindémio afim sobre [Fy:

23

0 1 2
Az) = apz® + anr? + ar® +asr? — 0=’z +2°

Onde A(x) é um g-polindomio afim miltiplo de f(z) sobre Fy. Agora temos que encontrar
as raizes de A(x) em Fgy, que é 0 mesmo que resolver L(z) = 0, com L(z) = o’z + 25
Construimos Fgy = Fo[0]/(0° + 6 + 1), onde A é uma raiz primitiva desse polindmio
irredutivel 2% + x + 1 € Fy[z] (é primitiva pelo Exemplo 3.1.14).
A base de Fgy sobre Fy é:
{1,0,0%,0° 6% 6°}.

Como o é uma raiz primitiva terceira da unidade sobre Fy, obtemos o = %! =1 + 0 +
6 + 6* 4+ 6°, (também usando o? = a+ 1 =0 + 63 + 6* + 6°) obtemos:

=1 +0 +0 +6° +0* +6°
1 +60 +0 +6° +6* +6°,
+0 +6% +6° +6' +6°,
+0 +0 +6° +0 40,
=1 +0 +0 46> +0* 465,
=0 +0 +0 +6° +0 +0.

Assim a matriz B da Equacdo (3.14) é feito da seguinte maneira:

O = OO = =
O, O R K~
coo R, OO
e e
O = O
O = O
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A representagio de R(z) = 0 em termos da base {1,0,60% 6% 6* 6°} ¢ (0,0,0,0,0,0).
Queremos resolver o seguinte sistema:

=(0,0,0,0,0,0).

(CLO) ai, az,as, a4, CL5)

O = OO = =

_ O = =
O OO = OO
e e e
O = O =
O = O ==

A solugao é ¢; (1,0,0,0,1,0) +¢2(0,1,0,0,1,0) 4+ ¢35 (0,0,0,1,0,1) com ¢4, ¢a, c3 € Fa, logo
as raizes do A(x) sao :

o m =0,

oy =1+06%
o 13 =0+ 6%
oy =6 +6°,
s =1+0,

o ng=1+0%4+0% 405,
o =0+0°+0"+6°=0a?
e ns=1+60+6%+06°

Agora temos que verificar quais dessas raizes também sao raizes de f(x), que sao 17, 12,
N3, N5 em Fey.

O método para encontrar as raizes de um polinémio ¢g-afim em um corpo finito, como
mostrado no exemplo anterior, revela que o conjunto de solucoes forma um subespaco afim
de Fyn. Isso significa que as rafzes nao apenas satisfazem uma estrutura algébrica, mas
também possuem uma organizacao geométrica: elas constituem uma translacao de um
subespaco vetorial, ou seja, sao obtidas ao somar um vetor fixo a todos os elementos de
um subespaco linear.

Essa propriedade pode ser compreendida tanto por meio do algoritmo explicito de
célculo (como a construgao do polindémio afim e a analise da matriz associada), quanto
por principios mais abstratos da dlgebra linear sobre corpos finitos. Em particular, quando
as raizes de um polinomio afim sao vistas como solugoes de uma equagao linear em um
espaco vetorial, elas naturalmente formam uma estrutura fechada sob adicao com um
vetor fixo, o que caracteriza um subespacgo afim.

Além disso, o comportamento das multiplicidades das raizes e a estrutura do polinémio
envolvido reforcam essa interpretacao geométrica das solugoes.

Teorema 3.4.9. Seja A(x) um polindmio q-afim de grau positivo sobre Fym, e seja Fs
uma extensdo de Fym que contém todas as raizes de A(x). Entao, cada raiz de A(z) tem
a mesma multiplicidade, que € igual a 1 ou uma poténcia de q, e o conjunto das raizes
forma um subespaco afim de F,s, onde F,s é considerado como um espago vetorial sobre
F,.
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Demonstra¢ao. Considere um polinémio A(z) da forma A(x) = L(z) — «, onde L(z) é
um g-polinémio sobre o corpo finito Fym, e a € F,m. Assumimos que todas as raizes de
A(x) pertencem a uma extensao Fy s de Fym.

Seja € F,« uma raiz fixa de A(z), ou seja, A(5) = 0, o que implica que L(f) = a.
Agora, seja v € Fs qualquer elemento. Temos que y é também raiz de A(z) se, e somente
se, L(y) = a. Isso equivale a dizer que L(v) = L(f), ou seja, L(y—f) = 0, pela linearidade
F,-linear de L(z).

Assim, o conjunto de raizes de A(z) é precisamente o conjunto dos elementos da forma
B + u, com u € ker L, ou seja:

{v€F,;:A(y) =0} = +ker L.

O conjunto ker L, sendo o nicleo de um g-polinémio (isto é, uma funcao F-linear), é um
subespaco vetorial de F,- sobre F,. Portanto, as raizes de A(z) formam uma translacdo
desse subespago linear, isto é, um subespaco afim.

Quanto as multiplicidades, todas as raizes de A(x) tém a mesma multiplicidade. Este
resultado decorre de argumentos similares aos utilizados na prova do Teorema 3.4.2 e esta
relacionado a estrutura especial dos ¢g-polinémios, cujas derivadas preservam propriedades
de multiplicidade uniforme nas raizes. O
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Capitulo 4

Conclusao

Esta dissertacao dedicou-se ao estudo de aspectos fundamentais da teoria de corpos
finitos e sua relacao com polinémios sobre esses corpos. Fizemos uma breve introducao a
teoria de corpos finitos, estudando as propriedades estruturais desses corpos, abordando
desde resultados elementares até representacoes avancadas de seus elementos, incluindo
as representacoes polinomiais, ciclotomicas e matriciais.

No que diz respeito aos polinémios sobre corpos finitos, investigamos suas proprie-
dades algébricas, com destaque para trés classes particulares: os polindmios de ordem
definida, cujo estudo estd profundamente ligado & estrutura dos grupos multiplicativos
em extensoes de corpos finitos; os polinémios primitivos, que desempenham papel crucial
na construcao de geradores pseudoaleatorios e codigos corretores de erros devido a sua
conexao com elementos primitivos; e os polinémios irredutiveis, essenciais tanto para a
fatoracao de polindmios quanto para a construgao explicita de extensoes de corpos. Além
disso, examinamos 0s ¢-polindmios, que generalizam estruturas polinomiais tradicionais.

Os resultados aqui apresentados nao apenas consolidam conhecimentos classicos da
teoria de corpos finitos e dos polinémios a eles associados, mas também sugerem caminhos
para investigacoes futuras. Em particular, seria interessante explorar generalizagoes desses
conceitos para corpos de fungoes e curvas algébricas, ampliando assim as conexoes entre
teoria dos nimeros, geometria algébrica e teoria de codigos.
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