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Resumo

A crescente complexidade e criticidade dos sistemas industriais têm impulsionado o desenvol-

vimento de metodologias avançadas para o monitoramento e diagnóstico de falhas em máquinas

rotativas, essenciais para garantir a confiabilidade operacional desses equipamentos. Nesse

cenário, o sensoriamento virtual (VS – Virtual Sensing) desponta como uma solução promissora

frente às limitações técnicas e econômicas do uso exclusivo de sensores físicos, permitindo, por

meio de modelos matemáticos e algoritmos de estimação, inferir grandezas não acessíveis dire-

tamente, o que amplia a capacidade de supervisão e otimiza recursos. Ao mesmo tempo, entre

os principais desafios enfrentados na rotodinâmica, destaca-se o desbalanceamento de rotores,

dada como uma anomalia recorrente causada pela distribuição assimétrica de massa em torno

do eixo de rotação, que induz forças centrífugas indesejadas, compromete a estabilidade dinâ-

mica, eleva vibrações e acelera o desgaste dos componentes. Nesse contexto, o balanceamento

torna-se uma medida estratégica para mitigar falhas, prolongar a vida útil dos equipamentos e

reduzir custos com manutenção. Logo, com o objetivo de integrar o sensoriamento virtual a

práticas eficazes de manutenção preditiva, esta Tese propõe uma abordagem baseada na apli-

cação do Filtro de Kalman Aumentado (FKA) para estimar, em tempo quase real, os estados

operacionais não diretamente mensuráveis durante o funcionamento da máquina, reduzindo a

dependência de sensores físicos e otimizando os processos de balanceamento. Ademais, para

viabilizar a aplicação da metodologia em diferentes contextos industriais, desenvolveu-se uma

API em Python dedicada à estimação das forças de correção necessárias ao balanceamento de

rotores flexíveis. Em seguida, considerando as incertezas inerentes à modelagem e às medições

experimentais, foi incorporado o Método de Otimização por Evolução Diferencial (ED) como

técnica de ajuste automático dos parâmetros do filtro, conferindo maior robustez ao estimador e

reduzindo a necessidade de conhecimento técnico especializado. A eficácia da abordagem foi

validada por meio de estudos experimentais sob diferentes condições de incerteza, como vari-
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ações nos parâmetros de estimação, qualidade do modelo e ruídos de medição, demonstrando

sua confiabilidade e reforçando seu potencial como contribuição relevante para o avanço das

práticas de monitoramento e manutenção preditiva em máquinas rotativas.

Palavras-chave: Filtro de Kalman Aumentado. Balanceamento de Rotores. Sensoriamento

Virtual. Máquinas rotativas.
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REZENDE, S. W. F., New Contributions to the Application of the Augmented Kalman

Filter for Rotor Balancing. 2025. PhD Thesis, Federal University of Uberlândia, Uberlândia,

MG, Brazil.

Abstract

The increasing complexity and criticality of industrial systems have driven the development of

advanced methodologies for monitoring and fault diagnosis in rotating machinery, essential for

ensuring the operational reliability of such equipment. In this context, virtual sensing (VS) has

emerged as a promising solution to overcome the technical and economic limitations of relying

solely on physical sensors. By means of mathematical models and estimation algorithms,

virtual sensing enables the inference of non-directly measurable quantities, thereby enhancing

monitoring capabilities and optimizing resource utilization. At the same time, among the

main challenges in rotordynamics, rotor unbalance stands out as a common fault caused by an

asymmetric mass distribution around the rotational axis, which induces undesirable centrifugal

forces, compromises dynamic stability, increases vibrations, and accelerates component wear.

In this regard, balancing becomes a strategic measure to mitigate failures, extend equipment

lifespan, and reduce maintenance costs. Thus, aiming to integrate virtual sensing with effective

predictive maintenance practices, this thesis proposes an approach based on the Augmented

Kalman Filter (AKF) to estimate, in near real-time, non-directly measurable operational states

during machine operation, reducing dependence on physical sensors and optimizing balancing

procedures. Furthermore, to enable the application of this methodology across diverse industrial

contexts, a dedicated Python API was developed for estimating the correction forces required

for flexible rotor balancing. Additionally, considering the inherent uncertainties in modeling

and experimental measurements, the Differential Evolution (DE) optimization method was

incorporated as an automatic tuning technique for the filter parameters, enhancing the estimator’s

robustness and reducing the need for specialized technical knowledge. The effectiveness of

the proposed approach was validated through experimental studies under various uncertainty

conditions, including variations in estimation parameters, model accuracy, and measurement

noise, demonstrating its reliability and reinforcing its potential as a significant contribution to
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advancing monitoring and predictive maintenance practices in rotating machinery.

Keywords: Augmented Kalman Filter. Rotor Balancing. Virtual Sensing. Rotating machines.
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Capítulo 1

Introdução

Os avanços científicos e tecnológicos têm desempenhado um papel fundamental no aumento

da eficiência das plantas industriais (SANTOS; VARELA, 2013; TAO et al., 2014). No en-

tanto, apesar desses progressos, fatores operacionais e ambientais ainda podem comprometer

a produtividade e o desempenho dos equipamentos (GIRDHAR; SCHEFFER, 2004; BLOCH;

GEITNER, 2005; FENG et al., 2019; ZHANG et al., 2021). Assim, a modelagem precisa dessas

variáveis constitui um desafio contínuo, pois muitas delas são complexas, dinâmicas e de difícil

mensuração, o que frequentemente limita a capacidade dos modelos matemáticos em representar

fielmente o comportamento real dos sistemas mecânicos (CUMBO et al., 2020; MACHADO,

2022; BRANLARD et al., 2024).

Em outras palavras, a construção de modelos robustos exige o conhecimento aprofundado de

parâmetros físicos e operacionais, como propriedades geométricas e características dos materiais

(IMBERT, 1995; RADE, 2011; MACHADO, 2022). Além disso, é necessário adotar hipóteses

simplificadoras que permitam uma formulação computacionalmente viável, sem comprometer

a integridade dos resultados simulados (FRISWELL et al., 2010; RADE, 2011; GANGULY;

ROY, 2022).

A validação do modelo, nesse contexto, constitui uma etapa crítica e ensaios experimentais —

em escala real ou reduzida — são conduzidos para avaliar a aderência entre as previsões teóricas

e o comportamento físico do sistema (OLIVEIRA, 1999; REZENDE, 2021; REZENDE et al.,

2023b). Tal verificação garante a consistência das simplificações adotadas e assegura que as

aproximações não distorçam significativamente os resultados, tornando os modelos ferramentas

confiáveis para projetos e análises de desempenho (EHRICH, 1992; RADE, 2011; CAVALLINI

JR., 2013).
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Todavia, nem todas as variáveis de interesse podem ser medidas diretamente (HE et al.,

2022; LI et al., 2023). Restrições geométricas, condições adversas ou limitações tecnológicas

muitas vezes inviabilizam a obtenção de certas grandezas, como esforços internos ou modos

específicos de deformação. Nessas situações, torna-se necessário recorrer a estratégias indiretas

que permitam estimar as variáveis do problema com confiabilidade (GILLIJNS; MOOR, 2007;

HE et al., 2022).

Uma abordagem promissora consiste em estabelecer correlações entre variáveis acessíveis e

parâmetros difíceis de medir, permitindo inferir o comportamento do sistema com base em dados

parciais (ZHENJIANG et al., 2020; INTURI et al., 2024). A análise de vibração é amplamente

utilizada nesse tipo de aplicação, devido ao seu potencial na avaliação do desempenho estrutural,

da fadiga e de fenômenos relacionados ao ruído (GIRDHAR; SCHEFFER, 2004; SILVA, 2013;

TSURUTA, 2015). No entanto, a medição direta de respostas vibratórias ainda apresenta

desafios, como alto custo de implementação, acesso limitado a regiões críticas e interferências

externas (ZHENJIANG et al., 2020; LI et al., 2023).

Nesse cenário, destaca-se o sensoriamento virtual (VS – Virtual Sensing), que permite

estimar grandezas não mensuráveis diretamente a partir de medições indiretas e modelos com-

putacionais (LI et al., 2023). Essa técnica está fortemente associada ao conceito de Sombra

Digital (DS – Digital Shadow), o qual se refere à representação virtual parcial, porém dinâmica,

de um sistema físico, construída com base em dados reais continuamente atualizados (KRIT-

ZINGER et al., 2018; FALEKAS; KARLIS, 2021). Diferentemente do Gêmeo Digital (DT –

Digital Twin), que pressupõe uma replicação integral e bidirecional do sistema, a Sombra Digi-

tal foca na reconstrução de estados específicos de interesse, com menor complexidade e custo

computacional. Trata-se, portanto, de uma projeção digital que reflete em tempo quase real o

comportamento operacional do sistema físico, mesmo sem uma correspondência completa em

termos de geometria ou funcionalidades.

Esse recurso permite simular, com elevada fidelidade, diferentes condições operacionais e

comportamentos dinâmicos, contribuindo significativamente para o aprimoramento de projetos,

a manutenção preditiva e o monitoramento contínuo (DITZEL et al., 2020; LIU et al., 2020). Em

outras palavras, o desenvolvimento de sistemas baseados em sombras digitais exige a integração

consistente entre modelos estruturais, carregamentos e respostas vibratórias. Tradicionalmente,

a identificação de qualquer um desses elementos requer o conhecimento de, pelo menos, outros

dois, o que frequentemente se mostra inviável do ponto de vista prático ou econômico (DITZEL
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et al., 2020; LIU et al., 2020).

Como alternativa, abordagens baseadas em espaço de estados vêm ganhando destaque (PAT-

TON; CHEN, 1997; PETERSEN et al., 2008; WANG et al., 2017a). Nelas, o comportamento

dinâmico, medido por dados experimentais parciais, é incorporado diretamente ao modelo ma-

temático, possibilitando o uso de observadores de estado — como o Filtro de Kalman (FK)

— para estimar, de forma probabilística, as variáveis internas do sistema (WELCH; BISHOP,

2006; WENZEL et al., 2007; SIMON, 2010; ZOU et al., 2019). A atualização recursiva base-

ada em medições observáveis permite prever simultaneamente as cargas atuantes e as respostas

vibratórias (WELCH; BISHOP, 2006; WENZEL et al., 2007). Quando integrada a sombras

digitais atualizados em tempo real, ou com baixa latência, essa abordagem amplia a capacidade

preditiva e oferece suporte contínuo à tomada de decisões, mesmo sob variações operacionais e

incertezas estruturais (REZENDE et al., 2023b).

Dessa forma, torna-se fundamental dominar a utilização das informações derivadas do

sistema estrutural para a implementação eficaz de técnicas de sensoriamento virtual (WENZEL

et al., 2007; VETTORI et al., 2023). Esse domínio constitui a base para a aplicação de

metodologias avançadas em equipamentos modernos e robustos, com destaque para sistemas

aeroespaciais e máquinas rotativas, sendo estas últimas o foco central deste estudo.

Máquinas rotativas são componentes essenciais em uma ampla gama de aplicações indus-

triais, desde turbinas hidráulicas e térmicas de grande porte, operando em baixas rotações,

até motores, compressores e turbobombas de alta velocidade (PENNY; FRISWELL, 2003;

PEREIRA, 2003; CAVALLINI JR., 2013; GONçALVES, 2024). Embora reconhecidamente

eficientes, esses sistemas são particularmente sensíveis a fenômenos dinâmicos complexos,

sendo o desbalanceamento um dos principais fatores limitantes de sua confiabilidade e durabi-

lidade (EHRICH, 1992; BENTLY; HATCH; GRISSOM, 2003). O monitoramento contínuo e a

predição de estados internos em tais sistemas são, portanto, elementos-chave para garantir sua

operação segura e eficiente (ZHANG et al., 2021; GONçALVES, 2024).

Em termos gerais, o desbalanceamento ocorre quando a massa do rotor não está distribuída

de forma simétrica em relação ao seu eixo de rotação, gerando forças centrífugas assimétricas

que provocam vibrações indesejadas (CARVALHO et al., 2022; SANCHES; CAVALLINI JR.,

2023; PEREIRA NETO, 2025). Essa condição pode ser causada por imperfeições de fabricação,

desgaste operacional, acúmulo de resíduos ou deformações térmicas. Em rotores flexíveis, os

efeitos do desbalanceamento são ainda mais acentuados devido à maior influência de modos
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de vibração complexos e interativos (CAVALLINI JR., 2013). Assim, a integração de sombras

digitais com observadores de estado, como o Filtro de Kalman, permite estimar de forma

precisa as forças dinâmicas envolvidas e os deslocamentos associados, mesmo em regiões de

difícil instrumentação (REZENDE et al., 2023b; PEREIRA NETO et al., 2023). Isso viabiliza

estratégias de balanceamento mais eficazes, antecipação de falhas e otimização da manutenção

preditiva, com impacto direto na confiabilidade operacional e na segurança de sistemas críticos

(SANCHES; CAVALLINI JR.; STEFFEN JR., 2024).

Na literatura, uma variedade de metodologias de balanceamento tem sido empregadas para

mitigar os efeitos do desbalanceamento em rotores rígidos e flexíveis. Essas abordagens podem

ser classificadas em duas categorias principais: as fundamentadas em modelos matemáticos do

sistema rotativo e aquelas baseadas em dados experimentais, como as respostas vibratórias em

regime estacionário ou transitório (CARVALHO et al., 2022; PEREIRA NETO, 2025).

As técnicas baseadas em modelos, como o balanceamento modal e o balanceamento por

influência modal, dependem fortemente da representatividade do modelo adotado. Em outras

palavras, a eficácia dessas metodologias está diretamente relacionada à capacidade do modelo

numérico em refletir com fidelidade o comportamento dinâmico do rotor em operação (BACHS-

CHMID; PENNACCHI; VANIA, 2002; SUDHAKAR; SEKHAR, 2011; SALDARRIAGA et

al., 2011). Essa dependência torna-se especialmente desafiadora em sistemas flexíveis, que são

frequentemente sujeitos a não linearidades, variações de rigidez e efeitos térmicos.

Por outro lado, as abordagens experimentais, como o método das quatro (ou sete) rodadas

sem fase ou o Método dos Coeficientes de Influência (Influence Coefficient Method – ICM), dis-

pensam a necessidade de um modelo explícito, baseando-se na aplicação de massas conhecidas

em posições estratégicas para identificar o desbalanceamento a partir da análise e triangulação

das respostas medidas (TESSARZIK; BADGLEY; ANDERSON, 1972; WOWK, 1995; RENDE

et al., 1996). Apesar de sua simplicidade e ampla aplicação, essas técnicas enfrentam limitações

relevantes: os métodos baseados em modelos perdem eficácia quando o modelo não representa

adequadamente a realidade física; os experimentais, por sua vez, exigem interrupções opera-

cionais, acesso físico à máquina e introdução de massas de teste — condições muitas vezes

inviáveis em ambientes industriais críticos, como o setor aeroespacial, petrolífero e de geração

de energia (WEI; LI; HUANG, 2022; PEREIRA NETO et al., 2023).

Essas restrições evidenciam a necessidade de soluções mais flexíveis, não intrusivas e

compatíveis com condições reais de operação. Sob essa perspectiva, destacam-se as abordagens



Capítulo 1. Introdução 5

baseadas em observadores de estado integrados a sombras digitais, que permitem a estimativa

de variáveis não mensuráveis de forma indireta e precisa, mesmo durante a operação do sistema

(LOURENS et al., 2012; MICHALSKI; SOUZA, 2018; NEISI et al., 2022). Nesse contexto, o

uso do Filtro de Kalman Aumentado (FKA) tem se mostrado promissor, conforme demonstrado

por Wei, Li e Huang (2022) e Sanches e CAVALLINI JR. (2023), especialmente na tarefa de

estimar forças de desbalanceamento impostas a rotores flexíveis. Entretanto, tais estudos indicam

que o desempenho do FKA depende criticamente da escolha adequada de seus parâmetros. As

abordagens tradicionais envolvem análises de sensibilidade paramétrica, em que os parâmetros

do filtro são ajustados individualmente, mantendo os demais fixos, até que se observe uma

tendência convergente (NEISI et al., 2022; WEI; LI; HUANG, 2022; VETTORI et al., 2023).

Esse tipo de abordagem, além de ser computacionalmente custosa, exige um conhecimento

técnico considerável por parte do operador e apresenta dificuldades significativas para ser

automatizada em aplicações industriais.

Dada essa conjuntura, o presente trabalho tem como objetivo contribuir para os campos da

rotodinâmica e da manutenção industrial mediante o desenvolvimento de uma nova metodologia

para a construção de sombras digitais voltados ao sensoriamento virtual e ao balanceamento de

rotores flexíveis. A abordagem proposta fundamenta-se na utilização de observadores de estado

formulados com base no Filtro de Kalman Aumentado (FKA), cuja eficácia está intrinsecamente

ligada à escolha adequada de seus parâmetros (WEI; LI; HUANG, 2022; PEREIRA NETO et

al., 2023). Contudo, a seleção manual desses parâmetros frequentemente apresenta desafios

relacionados à subjetividade e à variabilidade das condições operacionais do sistema.

Para mitigar essas limitações, propõe-se então a integração de um algoritmo de otimização

por Evolução Diferencial (ED), que possibilita a seleção automática e robusta dos parâmetros do

FKA. Essa automatização não apenas reduz a dependência de intervenção humana, mas também

melhora significativamente a precisão e a adaptabilidade das estimativas em diferentes regimes

operacionais. Como resultado, a metodologia proposta demonstra potencial para ser aplicada

em cenários industriais dinâmicos e de alta complexidade.

No entanto, para viabilizar a implementação dessa abordagem, é fundamental que o sistema

rotativo seja representado no domínio do espaço de estados. Para tanto, adota-se a formulação

fornecida pelo Método dos Elementos Finitos (MEF), amplamente reconhecido por sua capaci-

dade de capturar fenômenos dinâmicos complexos inerentes a rotores flexíveis. O MEF permite

modelar com precisão os modos de vibração do rotor, bem como as interações com mancais,
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suportes e outras componentes estruturais do sistema (LIMA et al., 2007; CAVALLINI JR.,

2013).

Uma solução prática para essa modelagem é fornecida pela biblioteca de código aberto ROSS

(Rotordynamics Open-Source Software), desenvolvida em linguagem Python pela Petrobras, em

colaboração com a Universidade Federal de Uberlândia (UFU) e a Universidade Federal do Rio

de Janeiro (UFRJ) (TIMBÓ et al., 2020; REZENDE et al., 2023b). Esta tese de doutorado está

diretamente vinculada a esse projeto de desenvolvimento, aproveitando a estrutura modular do

ROSS para automatizar tanto a geração dos modelos em elementos finitos quanto sua conversão

para o espaço de estados, etapa essencial para a integração com algoritmos de observação de

estados em sombras digitais.

Como resultado direto desta pesquisa, foi desenvolvido um módulo específico, implementado

como uma API em linguagem Python, que automatiza a aplicação do FKA otimizado no contexto

do sensoriamento virtual e balanceamento de rotores. Esta API foi projetada para uso prático em

ambientes industriais, permitindo que operadores realizem análises avançadas de forma acessível

e confiável, mesmo em condições de operação contínua. Está prevista, ainda, a incorporação

desse módulo à biblioteca ROSS, compondo o submódulo ROSSML, dedicado à integração de

técnicas de aprendizado de máquina e estimação de estados em sistemas rotativos.

Por fim, para avaliar a eficácia da metodologia proposta, foram conduzidos três estudos de

caso experimentais utilizando um rotor instrumentado em bancada no Laboratório de Mecânica

Estrutural – Prof. José Eduardo Tannús Reis (LMEst/UFU).

Cada estudo foi projetado para analisar, de forma isolada, o impacto dos três componentes

críticos que compõem o observador de FKA: o modelo numérico do rotor, os dados de medição

disponíveis e as matrizes de incerteza (ruído do processo e da medição). A análise desses

fatores permitiu avaliar como cada um deles influência na acurácia das estimativas de estado e

nas correções de desbalanceamento obtidas por meio da API.

Os resultados obtidos demonstraram forte potencial da abordagem proposta, tanto na esti-

mativa precisa das órbitas de deslocamento via sensores virtuais quanto na eficácia do balance-

amento de rotores flexíveis. Dessa forma, uma vez acoplada ao ROSS como parte do módulo

ROSSML, a API desenvolvida representa uma ferramenta promissora para a aplicação industrial

em monitoramento, diagnóstico e manutenção preditiva de sistemas rotativos.

Espera-se também que a presente metodologia contribua significativamente para as pesquisas

em andamento no LMEst, ampliando o conjunto de técnicas disponíveis para o balanceamento



Capítulo 1. Introdução 7

e o sensoriamento virtual de rotores flexíveis.

1.1 Principais Objetivos e Contribuições do Trabalho

Apesar de o FKA já ter sido utilizado em estudos anteriores com resultados promissores

na predição de forças de desbalanceamento em rotores flexíveis, sua aplicação prática ainda

enfrenta barreiras significativas, especialmente no contexto industrial (SANCHES; CAVALLINI

JR., 2023; PEREIRA NETO et al., 2023; VETTORI et al., 2023).

Para que o algoritmo funcione adequadamente por meio das técnicas tradicionais, é neces-

sário realizar uma série de etapas de caracterização e adaptação, tanto do modelo físico quanto

dos dados experimentais utilizados no processo de estimação. Isso inclui ajustes estruturais

nos modelos dinâmicos, compatibilização de unidades e da resolução temporal dos dados, bem

como a definição apropriada das variáveis de entrada e saída. Além disso, essas abordagens

geralmente requerem análises de sensibilidade paramétrica para o ajuste das matrizes de covari-

ância associadas ao processo e à medição — o que torna o procedimento computacionalmente

oneroso e dependente de conhecimento técnico especializado, dificultando sua adoção por ope-

radores de campo ou usuários não familiarizados com técnicas avançadas de controle e estimação

(MICHALSKI; SOUZA, 2018; WEI; LI; HUANG, 2022; VETTORI et al., 2023).

Adicionalmente, embora o conceito de Sombra Digital venha sendo amplamente explorado

em diversas áreas da engenharia para fins de monitoramento e manutenção preditiva, observa-

se uma lacuna relevante na literatura quanto à aplicação do FKA como núcleo estimador

em arquiteturas de DS voltadas especificamente ao balanceamento e ao sensoriamento virtual

de rotores flexíveis (FALEKAS; KARLIS, 2021; INTURI et al., 2024). Os poucos estudos

existentes tendem a tratar o FKA de forma isolada, sem integrá-lo plenamente a ambientes

digitais interativos e de baixa latência.

Dessa maneira, identifica-se uma oportunidade significativa de pesquisa no desenvolvimento

de metodologias sistemáticas que combinem o FKA com modelos estruturais detalhados — como

aqueles obtidos por meio do método dos elementos finitos — em plataformas digitais capazes

de representar com fidelidade a operação de sistemas rotativos complexos. Assim, o presente

trabalho busca contribuir com a área por meio dos seguintes objetivos específicos:

• Automatizar a definição das matrizes de incerteza do Filtro de Kalman Au-

mentado, utilizando um algoritmo de otimização baseado em Evolução Dife-
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rencial para calibrar os parâmetros do estimador de forma eficiente e livre de

intervenções manuais, reduzindo a dependência de conhecimento técnico especi-

alizado;

• Permitir a identificação e a caracterização de desbalanceamentos com base

em dados obtidos durante a operação do rotor, viabilizando a análise offline

das condições dinâmicas associadas à distribuição de massa, bem como a ante-

cipação de intervenções corretivas, contribuindo para a redução de paradas não

programadas e o aumento da disponibilidade operacional.

• Avaliar a robustez do estimador em condições operacionais adversas, conside-

rando fatores como ruído nas medições, desalinhamentos nos sensores e diferentes

níveis de fidelidade do modelo numérico, a fim de verificar o desempenho da meto-

dologia em cenários representativos da realidade industrial e sujeitos a incertezas

estruturais e instrumentais;

• Possibilitar a aplicabilidade prática da metodologia proposta em contextos

industriais reais, por meio do desenvolvimento de uma API modular em lingua-

gem Python, capaz de operar com diferentes configurações de sistemas rotativos

e sob restrições operacionais típicas do ambiente de fábrica;

• Ampliar a acessibilidade da solução para profissionais da indústria, ao garantir

que a ferramenta desenvolvida seja portável, de fácil integração ao ecossistema

Python e utilizável por técnicos e engenheiros com pouca familiaridade com

métodos avançados de estimação;

• Integrar a metodologia ao paradigma de sombras digitais industriais, con-

tribuindo para a modernização de processos de manutenção preditiva e monito-

ramento de máquinas, com potencial de acoplamento a sistemas supervisórios e

plataformas digitais de análise em tempo quase real.

1.2 Estrutura da Tese

Além deste capítulo introdutório, esta tese está organizada em mais seis capítulos, estru-

turados de modo a proporcionar uma compreensão clara e progressiva dos aspectos teóricos,
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metodológicos e experimentais envolvidos na pesquisa. No presente capítulo, foram apresen-

tados o contexto do problema investigado, a relevância da abordagem baseada em DS para

o sensoriamento virtual e o balanceamento de máquinas rotativas, bem como os principais

objetivos e contribuições deste trabalho.

Já o Capítulo 2 apresenta uma revisão do estado da arte sobre a aplicação de sombras digitais

em sistemas rotativos, com ênfase no sensoriamento virtual e no balanceamento de rotores

flexíveis. São explorados os principais avanços encontrados na literatura, suas respectivas

contribuições e as lacunas ainda existentes. De maneira complementar, é exposto um panorama

das iniciativas conduzidas pelo Laboratório de Mecânica Estrutural (LMEst) nessa linha de

pesquisa, destacando sua relevância para o avanço do tema.

Na sequência, o Capítulo 3 aborda os fundamentos da dinâmica de rotores, com foco na

modelagem de rotores flexíveis por meio do método dos elementos finitos e na formulação das

forças de desbalanceamento. Neste capítulo é introduzida, ainda, a biblioteca computacional

ROSS, que oferece uma abordagem simples e eficiente para a modelagem de rotores, sendo

empregada em conjunto com a metodologia proposta nesta tese.

O Capítulo 4 aprofunda-se na teoria de observadores de estados, contemplando a formulação

do modelo no espaço de estados e a construção do Filtro de Kalman tradicional. Em seguida,

é discutida sua extensão para o Filtro de Kalman Aumentado (FKA), capaz de operar em um

espaço de estados expandido, o que possibilita o sensoriamento virtual de variáveis internas não

acessíveis diretamente por sensores físicos.

Dando continuidade, o Capítulo 5 apresenta em detalhes a metodologia proposta. Ini-

cialmente, são discutidas as principais características da bancada experimental e do modelo

numérico de referência empregados na concepção e validação do método. Em seguida, é

descrita a estrutura da API baseada no Filtro de Kalman Aumentado (FKA), com ênfase nos

subprocessos que integram seu funcionamento. Por fim, abordam-se o algoritmo de otimização

por Evolução Diferencial e a equação de compromisso, ambos utilizados na calibração automá-

tica das matrizes de incerteza do filtro — componentes fundamentais para o desempenho do

estimador.

O Capítulo 6 é dedicado à validação experimental da metodologia. São realizados diversos

testes com o objetivo de avaliar o desempenho dos observadores de estado implementados,

tanto no sensoriamento virtual quanto no balanceamento de rotores flexíveis. A análise con-

sidera as respostas da API frente a variações nos três principais fatores que influenciam seu
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funcionamento: as matrizes de incerteza do FKA, o modelo numérico de referência e os dados

provenientes dos sensores físicos. Cada um desses componentes é alterado de forma isolada,

permitindo uma avaliação específica da sensibilidade da metodologia, bem como de sua capa-

cidade de estimar corretamente as massas de correção e de prever o comportamento vibratório

do sistema na presença desse tipo de falha.

Por fim, o Capítulo 7 apresenta as considerações finais da pesquisa, destacando as conclusões

acerca da eficácia, aplicabilidade e vantagens da metodologia desenvolvida. São também sinte-

tizadas as principais contribuições desta pesquisa e indicadas possíveis direções para trabalhos

futuros, com vistas à ampliação e ao aprofundamento dos estudos realizados.



Capítulo 2

Revisão Bibliográfica

Com o avanço da Indústria 4.0, o conceito de Sombra Digital tem se consolidado como

uma ferramenta estratégica para a modelagem e simulação de sistemas industriais complexos

(PARROT; WARSHAW, 2017; ALAM; SADDIK, 2017; FULLER et al., 2020; LU et al., 2020;

HUANG et al., 2021). Nesse contexto, destaca-se, entre suas diversas aplicações, o uso do

DS em máquinas rotativas — como turbinas, compressores e motores —, cuja representação

virtual amplia as possibilidades de diagnóstico de falhas, predição de desempenho e otimização

operacional (BASNET, 2021).

A construção de uma sombra digital fundamenta-se na integração contínua de dados opera-

cionais, com baixa latência, a modelos matemáticos dinâmicos (LU et al., 2020; FULLER et al.,

2020). Essa combinação viabiliza o monitoramento detalhado do comportamento do sistema

e a realização de simulações preditivas sob diferentes condições operacionais, o que permite

decisões mais estratégicas, redução de riscos e aumento da eficiência dos processos (GUO et

al., 2021; MOZO et al., 2022).

Adicionalmente, o sensoriamento virtual surge como uma técnica promissora, sendo espe-

cialmente útil em situações nas quais a instalação de sensores físicos é tecnicamente inviável ou

economicamente desaconselhável (LI; YU; BRAUN, 2011). Com base na modelagem numérica

da dinâmica estrutural e acústica, essa abordagem permite estimar variáveis internas a partir de

medições realizadas em pontos acessíveis, ampliando a capacidade de observação sem a neces-

sidade de instrumentação adicional. Por esse motivo, tem ganhado relevância em aplicações

industriais voltadas à análise vibratória e à detecção precoce de anomalias em sistemas rotativos

(LI; YU; BRAUN, 2011; KULLAA, 2016).

Dito isso, diversos estudos têm investigado o potencial da integração entre sombras digitais,
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sensoriamento virtual e monitoramento dinâmico, abordando diferentes desafios práticos e

limitações associadas à precisão da modelagem, à qualidade dos dados disponíveis e à robustez

dos algoritmos de estimativa (INTURI et al., 2024).

Entre os primeiros trabalhos nessa direção, destaca-se o estudo de Wenzel et al. (2007), no

qual um Filtro de Kalman foi aplicado como sensor virtual em sistemas automotivos de estabili-

dade, utilizando modelos dinâmicos do veículo e um conjunto restrito de medições para estimar

variáveis não diretamente acessíveis. Posteriormente, Moschini et al. (2016) investigaram a

estimação de variáveis dinâmicas de rotores por meio de sensoriamento virtual, demonstrando

sua viabilidade, mas também evidenciando limitações relacionadas à sensibilidade dos métodos

baseados no FK a erros de modelagem e à qualidade dos dados de entrada, sobretudo em ambi-

entes ruidosos. Além disso, o estudo não considerou a robustez frente a falhas de sensores nem

a adaptação a condições operacionais variáveis.

Nesse mesmo ano, Gonzalez et al. (2016) utilizaram modelos matemáticos e medições físi-

cas para estimar forças em sistemas de guiamento industriais, enquanto Janssens et al. (2016)

propuseram o uso de redes neurais convolucionais para a extração automática de características

de sinais de vibração, superando métodos baseados em extração manual de parâmetros. Apesar

da maior capacidade de generalização, a abordagem exigiu grandes volumes de dados rotulados

e apresentou vulnerabilidade a variações inesperadas nos sinais, o que comprometeu sua apli-

cabilidade em ambientes industriais de comportamento dinâmico imprevisível. Já no trabalho

de Kullaa (2016), foi proposta uma subestruturação dinâmica para estimar vibrações estruturais

em pontos não instrumentados, combinando modelos subestruturais e dados limitados.

Por outro lado, Sankaranarayanan (2017) explorou atuadores piezoelétricos auto-sensores

como alternativa de sensoriamento virtual em rotores com mancais ativos. A proposta possibili-

tou a reconstrução de deslocamentos a partir de sinais elétricos, utilizando estimação paramétrica

no domínio da frequência. No entanto, a confiabilidade do método em aplicações reais ainda

se mostrou limitada pela necessidade de calibração precisa, pela sensibilidade a outliers e pela

presença de excitações múltiplas. Em um trabalho posterior, Ambur e Rinderknecht (2018)

reforçaram o potencial desses atuadores, mas não avançaram na superação dessas limitações.

Kullaa (2019), por sua vez, apresentou uma técnica empírico-bayesiana, similar ao do Filtro

de Kalman, para estimar respostas dinâmicas completas a partir de um número reduzido de

sensores físicos. Embora os resultados tenham sido promissores, a eficácia da técnica dependeu

criticamente de uma modelagem precisa do ruído dos sensores — um desafio substancial em
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ambientes industriais sujeitos a altos níveis de interferência.

No ano seguinte, Cumbo et al. (2020) aplicaram uma abordagem de Filtro de Kalman para

estimar estados e forças em uma lâmina rotativa de helicóptero, com ênfase na integração

entre modelos de elementos finitos e dados experimentais. O trabalho destacou a necessidade

de posicionamento estratégico de sensores e adotou uma calibração empírica (baseada em

simulações e validações prévias) das matrizes de incertezas utilizadas no filtro.

Com outra abordagem, Phuc et al. (2021) propuseram a estimação da temperatura do rotor

em máquinas de indução por meio de uma combinação de modelos térmicos e filtragem dual de

Kalman. Apesar da boa acurácia, o método se mostrou sensível à identificação dos parâmetros

térmicos, especialmente em sistemas sujeitos a envelhecimento ou variações operacionais ao

longo do tempo.

No mesmo ano, Basnet (2021) explorou mais profundamente o uso do FK na dinâmica de

rotores, destacando sua eficácia na filtragem de ruídos sensoriais e na melhoria da estimação de

trajetórias vibratórias em condições incertas. De modo semelhante ao estudo de Cumbo et al.

(2020), o autor adotou uma abordagem empírica na determinação das matrizes de covariância do

erro de modelo e dos dados de medição, calibrando-as com base em dados históricos de resposta

do sistema e considerando níveis típicos de ruído esperados em ambientes industriais. Embora

essa estratégia tenha mostrado robustez em cenários controlados, ela apresenta limitações em

sistemas com variações significativas de comportamento dinâmico ao longo do tempo.

Cumbo et al. (2021) também contribuíram com um método avançado de otimização de

posicionamento de sensores voltado à estimação de múltiplas entradas em sistemas dinâmicos,

utilizando o Filtro de Kalman como ferramenta central. O trabalho enfatizou a relação entre

a escolha dos pontos de medição e a qualidade da estimação, propondo critérios baseados na

matriz de informação de Fisher e na maximização da observabilidade do sistema.

Em seguida, Bilbao et al. (2022) utilizaram um modelo baseado em processos gaussianos,

implementado via Filtro de Kalman Aumentado, para estimar deformações internas em torres

de turbinas eólicas. A abordagem demonstrou eficácia, mas dependente de medições de alta

qualidade e da fidelidade do modelo físico, o que restringe sua aplicação em sistemas com dados

incompletos ou incertos, dada a inexistência de mecanismos automatizados para mitigar esses

efeitos. Uma investigação correlata, conduzida por Zou, Lourens e Cicirello (2023), apresentou

resultados compatíveis e enfrentou restrições metodológicas semelhantes.

Mais recentemente, He et al. (2022) propuseram uma abordagem inovadora para estimar
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respostas estruturais e carregamentos externos sem a necessidade de sensores colocalizados,

ampliando as possibilidades de aplicação em sistemas com instrumentação limitada. Ao mesmo

tempo, Neisi et al. (2022) exploraram o uso do FK na estimação de vibrações não mensuráveis em

máquinas rotativas, reforçando o papel crescente dessa técnica no desenvolvimento de estratégias

de sensoriamento virtual.

Beygzadeh, Torkzadeh e Salajegheh (2022) propuseram um método em tempo real para

detecção de danos estruturais, combinando o Filtro de Kalman com análise de sensibilidade.

Nesse caso, as matrizes 𝑄 (erro do modelo) e 𝑅 (ruído dos sinais) foram definidas de forma

adaptativa, com base na variabilidade observada nas respostas estruturais durante o monitora-

mento do sistema. Isso permitiu maior flexibilidade à abordagem, já que as incertezas do modelo

e das medições eram atualizadas conforme as condições operacionais. No entanto, a metodo-

logia mostrou-se sensível a inconsistências nos dados iniciais e a imperfeições na modelagem

estrutural subjacente.

No ano seguinte, Vettori et al. (2023) introduziram uma variação do Filtro de Kalman

Aumentado com capacidade de adaptação ao ruído, de forma estocástica, visando melhorar a

estimação conjunta de estados e entradas em sistemas estruturais dinâmicos. Já Elsamanty,

Ibrahim e Salman (2023) propuseram a fusão de dados vibracionais e elétricos por meio da

Análise de Componentes Principais (PCA), com o objetivo de aprimorar a detecção de falhas em

sistemas rotativos. Embora a abordagem tenha apresentado bons resultados na discriminação

de modos de falha, como desbalanceamento e desalinhamento, seu desempenho mostrou-se

altamente dependente da qualidade e diversidade das medições, bem como da escolha adequada

dos sensores utilizados.

Complementando essa linha de pesquisa, Ali et al. (2024) empregaram algoritmos supervisi-

onados, como SVM e Random Forest, na classificação de estados de balanceamento em motores

de indução, atingindo alta acurácia em condições controladas. Em contrapartida, Almutairi,

Sinha e Wen (2024) introduziram uma técnica baseada no espectro composto poli-coerente

(pCCS), combinada com redes neurais, para identificar diversas falhas. Apesar da eficácia, a

exigência de múltiplos pontos de medição limita sua aplicação prática em máquinas de grande

porte.

Outros estudos com características semelhantes incluem os trabalhos de Petersen et al.

(2008), Branlard, Giardina e Brown (2020), Akhormeh et al. (2021), Azzam et al. (2021), Li e

Shen (2021), Nabiyan et al. (2021), Wu e Li (2021), Azzam, Schelenz e Jacobs (2022), Dimitrov
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e Göçmen (2022), Ercan et al. (2023), Ibrahim et al. (2023), Mehlan, Keller e Nejad (2023),

Mora et al. (2023), Branlard et al. (2024), Li et al. (2024) e Bosmans et al. (2025).

A partir da análise crítica dos trabalhos anteriores, verifica-se que diversos estudos têm avan-

çado na aplicação de técnicas de sensoriamento virtual em máquinas rotativas, especialmente

no setor de energia eólica, onde se concentra a maior parte da produção científica. Apesar disso,

as abordagens baseadas no Filtro de Kalman (ou em suas variantes) ainda apresentam limita-

ções, como a dependência de métodos subjetivos — por exemplo, testes de sensibilidade ou

ajustes empíricos — para a definição de parâmetros relacionados às incertezas do modelo e das

medições. Essa prática compromete tanto a reprodutibilidade quanto a robustez dos resultados

obtidos (WANG et al., 2017a; WANG et al., 2017b).

Todavia, algumas pesquisas têm incorporado técnicas de inteligência artificial para aprimo-

rar a precisão das estimativas. Embora eficientes, essas abordagens frequentemente demandam

elevado custo computacional e elevada complexidade técnica, o que dificulta sua implementação

em tempo real — especialmente em ambientes industriais com restrições operacionais. Ade-

mais, muitas das soluções propostas apresentam baixa robustez frente a variações operacionais

imprevistas, sendo fortemente dependentes de modelos bem calibrados e de extensos conjuntos

de dados experimentais para validação (THELEN et al., 2022; INTURI et al., 2024).

Ressalta-se também que, apesar do crescente número de estudos, há uma disparidade signi-

ficativa entre os avanços tecnológicos desenvolvidos para turbinas eólicas e sua aplicabilidade

em outros contextos industriais. Em particular, o uso de sensoriamento virtual em máquinas

rotativas dentro da indústria petrolífera permanece pouco explorado. Esse cenário revela uma

lacuna relevante, considerando as condições operacionais adversas típicas desse setor, como

alta temperatura, pressão elevada e ambientes corrosivos, que exigem soluções mais adaptáveis,

autônomas e capazes de lidar com diferentes cenários industriais sem intervenção constante

(REZENDE et al., 2023b; SANCHES; CAVALLINI JR.; STEFFEN JR., 2024).

Por essa razão, há um grande potencial para o desenvolvimento de metodologias que promo-

vam maior generalização, eficiência computacional e capacidade de adaptação, visando ampliar

a aplicabilidade dessas técnicas em equipamentos críticos da indústria de óleo e gás, onde o

monitoramento contínuo e preditivo é essencial para garantir a segurança e a confiabilidade

operacional. Assim, diante das condições adversas típicas desse setor, torna-se imprescindível

o uso de ferramentas capazes de detectar precocemente anomalias em componentes rotativos,

permitindo intervenções preventivas mais eficazes.
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Entre as falhas mais recorrentes em máquinas rotativas, destaca-se o desbalanceamento

rotativo, causado pela distribuição assimétrica de massa em relação ao eixo de rotação (SAL-

DARRIAGA et al., 2011; CARVALHO et al., 2022; GONçALVES, 2024). Essa condição pode

gerar vibrações excessivas, fadiga estrutural e, em casos extremos, danos catastróficos, impac-

tando tanto o projeto quanto a manutenção desses equipamentos (EHRICH, 1992; OLIVEIRA,

1999). Por essa razão, o balanceamento de rotores é uma prática essencial, regulamentada por

normas que definem limites aceitáveis de vibração com base nas características e nas aplicações

específicas de cada máquina (ISO, 1995; ISO, 2003; API, 2013; AMCA, 2014; VDI, 2017).

Em consonância com o exposto no Capítulo 1, diferentes metodologias vêm sendo desenvol-

vidas com o objetivo de atenuar os efeitos do desbalanceamento, podendo ser, em termos gerais,

agrupadas em duas categorias principais: (i) métodos que se apoiam em dados experimentais e

(ii) métodos que se fundamentam em representações matemáticas do sistema.

Devido à sua simplicidade, as técnicas de balanceamento baseadas em sinais vibratórios são

amplamente empregadas na indústria para identificar e corrigir desbalanceamentos em sistemas

rotativos. Essas técnicas associam os desequilíbrios do rotor às respostas vibratórias medidas

em pontos estratégicos, com base na análise das amplitudes e fases dos sinais — frequentemente

obtidos com o auxílio de massas de teste posicionadas de forma estratégica no rotor (SANCHES;

CAVALLINI JR., 2023; CARVALHO et al., 2022; PEREIRA NETO et al., 2023).

Um dos principais benefícios dessas abordagens é que não requerem modelos físicos detalha-

dos, baseando-se exclusivamente em medições realizadas durante a operação do equipamento.

Em decorrência disso, ao longo do tempo, diversas estratégias correlatas de balanceamento

foram desenvolvidas e aprimoradas (Tabela 2.1), com destaque inicial para o Método dos Co-

eficientes de Influência (ICM), amplamente adotado até hoje devido à sua praticidade, eficácia

na análise de rotores reais e à escassez de alternativas igualmente eficientes.

A origem do ICM remonta ao estudo pioneiro de Thearle (1934), que introduziu o conceito

como parte das primeiras metodologias de balanceamento dinâmico voltadas a rotores rígidos.

Mais especificamente, o método propunha o uso de massas adicionais para gerar uma relação

linear com as vibrações resultantes, a partir da qual se determinavam as massas de correção

necessárias ao balanceamento. No entanto, sua aplicação a rotores cujo comportamento de-

pendia da velocidade de rotação revelou limitações significativas. Tentativas posteriores de

adaptação, como as de Baker (1939), voltadas a rotores flexíveis, também obtiveram resultados

insatisfatórios, evidenciando a necessidade de abordagens mais robustas e generalizáveis.
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Tabela 2.1: Lista de referências relacionadas aos métodos de balanceamento baseados em análise
de sinais.

Autor (es) Ano de
Publicação Contribuição Geral

Thearle 1934 Introdução do método dos coeficientes de influência.

Baker 1939 Primeira tentativa de aplicação do ICM em rotores flexíveis.

Goodman 1964 Formulação computacional com mínimos quadrados.

Tessarzik, Badgley e Anderson 1972 Validação experimental em rotores flexíveis usando uma nova abordagem do
ICM.

Tessarzik 1975 Validação experimental em rotores flexíveis usando uma nova abordagem do
ICM.

Zhong, He eWang 1984 Aprofundamento teórico e integração com otimização.

Gu 1985 Aprofundamento teórico e integração com otimização.

Rende et al. 1996 Aplicação dos métodos das “quatro” e “sete rodadas sem fase”.

Edwards, Lees e Friswell 2000 Aplicação do ICM em rotores operando próximo às velocidades críticas para
maior precisão.

Deng 2006 Extensão do ICM para rotores de alta velocidade.

Beltrán-Carbajal,
Silva-Navarro e Arias-Montiel 2013 Controle ativo com identificação online.

Bin et al. 2013 Aplicação conjunta com modelos de elementos finitos.

Deepthikumar, Sekhar e
Srikanthan 2014 Uso integrado do Transfer Matrix Method com ICM.

Carvalho et al. 2019 Abordagem robusta combinada com Kriging e Monte Carlo.

Koli et al. 2020 Uso do Computed Order Tracking para extração de componentes síncronos.

Hassan e Ali 2020 Sistema de balanceamento em tempo real com acelerômetros.

Michalski, Melo e Souza 2025 Metodologia híbrida composta por Elementos Finitos e Filtro de Kalman.

Pereira Neto 2025 Desenvolvimento de duas metodologias com uso de RNA e dados virtuais
gerados por data augmentation ou simulações de EL.

Em seguida, com o aumento da complexidade dos sistemas rotativos na década de 1950,

tornou-se ainda mais evidente a inadequação do ICM clássico para rotores flexíveis, tendo

em vista que o comportamento desse tipo de sistema é dependente da velocidade rotacional.

Para superar essas limitações, Goodman (1964) propôs uma formulação computacional baseada

no método dos mínimos quadrados, capaz de resolver problemas de balanceamento em siste-

mas multiplano e multivelocidade. Esse refinamento representou um avanço importante, pois

permitiu lidar com situações em que o número de pontos de medição excedia o número de

planos de correção — condição frequente em rotores industriais reais. Além disso, Goodman

demonstrou a possibilidade de programar o método para execução em computadores digitais,

inaugurando uma nova era na automação e otimização de processos industriais relacionados ao
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balanceamento.

Na década seguinte, Tessarzik, Badgley e Anderson (1972) validaram experimentalmente

uma nova versão do ICM em cenários práticos envolvendo rotores flexíveis, verificando sua eficá-

cia mesmo em configurações com amortecimento reduzido. Os autores relataram a importância

da precisão dos instrumentos e da experiência dos operadores no sucesso do procedimento.

Alguns anos depois, Tessarzik (1975) aprofundou a análise prática do balanceamento por ICM

sob diferentes condições iniciais de desbalanceamento, evidenciando a versatilidade e a viabi-

lidade econômica da técnica — contribuições que consolidaram o método como referência na

indústria.

No final do século XX, pesquisadores como Zhong, He e Wang (1984) e Gu (1985) avançaram

na formulação teórica do ICM, integrando-o a técnicas de otimização (LI et al., 2021). Em uma

vertente mais aplicada, Rende et al. (1996) propuseram métodos alternativos ao ICM tradicional,

chamados de "quatro rodadas sem fase"e "sete rodadas sem fase". Essas técnicas dispensam

a medição de fase — muitas vezes difícil de obter devido a restrições instrumentais ou ao

comportamento dinâmico não linear do sistema — e permitem o balanceamento em um ou dois

planos, respectivamente.

O método das quatro rodadas sem fase, por exemplo, emprega um único plano de medição

e correção. Nele, as amplitudes de vibração são registradas em quatro configurações distintas:

desbalanceamento original; com massa de teste em 0◦; 120◦; e 240◦ (CARVALHO et al.,

2022). Em seguida, uma soma vetorial é realizada para determinar a massa de correção —

proporcional à massa de teste utilizada — e sua posição angular, que é obtida a partir da

referência de 0◦ adotada. Essa abordagem simplificada revelou-se útil em ambientes industriais

onde a simplicidade e a agilidade são prioridades (AHMED et al., 2023).

Em contrapartida, Edwards, Lees e Friswell (2000) destacaram a importância de realizar

medições nas velocidades críticas do rotor, a fim de aumentar a precisão na determinação das

massas corretivas via ICM. Já Deng (2006) propôs uma extensão do método para rotores de alta

velocidade, incorporando múltiplas velocidades e etapas sequenciais de balanceamento.

Desde então, novas abordagens vêm sendo desenvolvidas, buscando integrar técnicas avan-

çadas de modelagem, controle e processamento de sinais. Beltran-Carbajal, Silva-Navarro e

Arias-Montiel (2013), por exemplo, apresentaram um esquema de controle ativo baseado na

compensação de forças perturbadoras por meio de identificação algébrica em tempo real. En-

quanto Bin et al. (2013) utilizaram modelos de elementos finitos e simulações numéricas para
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estimar coeficientes de influência, embora tenham identificado discrepâncias atribuídas a não

linearidades dos sistemas reais (LI et al., 2021).

Deepthikumar, Sekhar e Srikanthan (2014) propuseram a combinação do ICM com o método

da matriz de transferência (Transfer Matrix Method – TMM) para o balanceamento de rotores

com curvatura bow1, reduzindo o número de rodadas de teste. Com objetivo semelhante,

Carvalho et al. (2019) introduziram uma abordagem robusta baseada em modelagem estocástica

com Kriging e simulações de Monte Carlo, visando o tratamento de incertezas na distribuição

do desbalanceamento ao longo do eixo, também resultando em menor número de ensaios

experimentais.

Mais recentemente, Koli et al. (2020) exploraram o Computed Order Tracking (COT) para

extração precisa de componentes síncronos da vibração, ao passo que, Hassan e Ali (2020)

desenvolveram um sistema de balanceamento em tempo real com uso de acelerômetros. Após,

Michalski, Melo e Souza (2025) apresentaram uma metodologia híbrida que integra Elementos

Finitos, FK e PCA em janela móvel, viabilizando o monitoramento contínuo sem a necessidade

de medições de fase.

Por fim, PEREIRA NETO (2025) propôs duas metodologias para o balanceamento de

rotores flexíveis com reduzida necessidade de massas de teste físicas. A primeira utiliza data

augmentation (DA) para expandir um conjunto de dados históricos, construído a partir de

poucas medições reais da relação entre massas de teste e as respostas dinâmicas do rotor, como

amplitudes e fases de desbalanceamento capturadas por sensores físicos. A segunda emprega

um modelo virtual em elementos finitos do rotor para simular essa mesma relação e criar um

banco de dados abrangente. Em ambas as abordagens, as bases de dados geradas são utilizadas

em Redes Neurais Artificiais (RNAs) para caracterizar as massas de balanceamento necessárias

à correção do sistema.

Cabe ainda ressaltar que estudos alternativos relacionados aos métodos de balanceamento

baseados em sinais de medição também são apresentados em Magalhães (2013), Dong et al.

(2022), Jung et al. (2024), Li, Xin e Yan (2024) e Zapata et al. (2024).

Mesmo com os avanços alcançados, os métodos baseados em sinais ainda apresentam limi-

tações significativas. Uma das principais é a necessidade de múltiplas rodadas de teste, o que

prolonga o tempo de intervenção e compromete a disponibilidade do equipamento. Ademais,
1Segundo Childs (1993), a curvatura bow atua como uma força radial estática que passa a ser “vista” pelo sistema

como uma excitação rotativa síncrona, sendo indistinguível de um desbalanceamento em análises espectrais simples.
Métodos de diagnóstico mais avançados (como análise de fase ou modelagem baseada em elementos finitos) são
geralmente necessários para diferenciá-los.
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essas técnicas geralmente requerem medições precisas de fase e amplitude — condições nem

sempre viáveis em ambientes industriais sujeitos a ruído ou restrições instrumentais (SALDAR-

RIAGA et al., 2011; CARVALHO et al., 2022; MICHALSKI; MELO; SOUZA, 2025).

Outro desafio relevante é a suposição de linearidade entre o desbalanceamento e a resposta

vibratória, hipótese frequentemente violada na presença de não linearidades estruturais, como

folgas, atrito ou variações de rigidez, decorrentes ao uso de mancais hidrodinâmicos e outros

fatores (SANTOS; VARELA, 2013). Além disso, muitas dessas abordagens demonstram elevada

sensibilidade ao ruído e às incertezas nos parâmetros do sistema, especialmente em cenários

com grande variabilidade operacional (CARVALHO et al., 2022).

Tais limitações têm impulsionado o desenvolvimento de alternativas fundamentadas em

modelagem matemática e simulação, capazes de prever o comportamento do rotor sem depender

exclusivamente de dados experimentais. Essas abordagens possibilitam a antecipação de falhas, a

redução do número de testes físicos e maior adaptabilidade a cenários complexos ou com escassez

de informações. Desse modo, a transição para métodos baseados em modelos configura-se como

uma direção promissora para o aprimoramento das estratégias de balanceamento em sistemas

rotativos modernos.

Diante do que foi apresentado, a Tabela 2.2 apresenta uma síntese de alguns dos prin-

cipais trabalhos da literatura que abordam métodos de balanceamento baseados em modelo,

organizados por ano de publicação e pela principal contribuição de cada estudo.

Como se pode observar, desde os anos de 1960, pesquisadores têm buscado alternativas

para o balanceamento de rotores que evitem a dependência excessiva de dados experimentais,

especialmente em ambientes industriais, onde a realização de múltiplos testes pode ser inviável.

Partindo dessas considerações, Hundal e Harker (1966) foram pioneiros ao propor um método

baseado em parâmetros modais, capaz de obter massas corretivas com cálculos analíticos,

dispensando o uso de massas de teste, embora exigindo alta precisão nas medições modais e

assumindo linearidade do sistema. Posteriormente, Conry, Goglia e Cusano (1982) introduziram

uma abordagem de otimização que busca minimizar a energia de deformação do rotor sob as

restrições impostas pelas equações de movimento, permitindo o projeto de distribuições ideais

de desbalanceamento em rotores operando acima da primeira velocidade crítica.
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Tabela 2.2: Lista de referências relacionadas aos métodos de balanceamento baseados em
modelo.

Autor (es) Ano de
Publicação Contribuição Geral

Hundal e Harker 1966 Método de balanceamento dinâmico sem uso de massas de teste, baseado em
parâmetros modais.

Conry, Goglia e Cusano 1982 Formulação de otimização que busca minimizar a energia de deformação do
sistema sob restrições dinâmicas.

Bachschmid, Pennacchi e
Vania 2002 Método de Elementos Finitos combinado com gráficos residuais para identifi-

cação simultânea de múltiplas falhas.

El-Shafei, El-Kabbany e
Younan 2002 Técnica de balanceamento sem uso de massas de teste, utilizando modos com-

plexos e medições complexas de vibração.

Sudhakar e Sekhar 2011 Métodos alternativos para identificação de desbalanceamentos.

Saldarriaga et al. 2011 Combinaram EF e algoritmos genéticos para resolver o problema inverso asso-
ciado ao balanceamento.

Lourens et al. 2012 Idealização do FKA para a identificação precisa de forças em dinâmica estru-
tural.

Chatzisavvas e Dohnal 2015 Técnica baseada em carga equivalente e regressão estatística para identificar
múltiplos desbalanceamentos com poucas medições.

Yao et al. 2018 Abordagem integrada com expansão modal e otimização para identificação
precisa de desbalanceamentos.

Shrivastava e Mohanty 2018 Método baseado em FK e mínimos quadrados recursivos para estimar parâme-
tros de desbalanceamento.

Zou et al. 2019 Método de identificação de cargas no domínio do tempo com uso de FKA.

Yao et al. 2020 Otimização multiobjetivo com EF e GAs para minimizar vibrações residuais.

Zhao et al. 2021 Técnica baseada em características transitórias do rotor para identificar parâ-
metros de desequilíbrio.

Sun, Chen e Cui 2022 Método de balanceamento sem massas de teste usando planos equivalentes e
operação em diferentes regimes.

Tiwari e Kumar 2022 Abordagem de desalinhamento virtual para identificação de desbalanceamento
em rotores levitados magneticamente.

Wang et al. 2022 Algoritmos direcionais para identificar desbalanceamentos em rotores multi-
disco e multi-span.

Wei, Li e Huang 2022 FKA aprimorado com restrição esparsa para identificação de forças.

Garpelli et al. 2023 Redes neurais guiadas por princípios físicos (PGNNs) para identificação precisa
de desbalanceamentos.

Lei et al. 2023 Método de holo-balanceamento síncrono baseado em vetores de fase modifica-
dos.

Quinz et al. 2023 Montagem numérica para balanceamento modal sem ensaios, considerando
empenamento e amortecimento interno.

Mahapatra et al. 2023 FK para estimação de variações de torque causadas por vibrações torsionais em
rotores.

Zhang et al. 2024 Otimizador de Grey Wolf para resolver equações contraditórias de balancea-
mento sem massas de teste.

Saxena et al. 2024 Método Response Matching para identificação de massas corretivas.

Yang et al. 2024 Balanceamento de rotores em múltiplas velocidades sem o uso de massas de
prova.
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Avançando para o início do século XXI, Bachschmid, Pennacchi e Vania (2002) ampliaram

o espectro de diagnóstico com uma técnica baseada em modelo de EF, combinada com gráficos

residuais — obtidos pelo método dos mínimos quadrados — para identificação simultânea

de múltiplas falhas, incluindo desbalanceamentos. No mesmo ano, El-Shafei, El-Kabbany e

Younan (2002) desenvolveram uma estratégia inovadora que utiliza modos e medições complexas

de vibração, permitindo o balanceamento com apenas uma única medida, desde que o modelo

matemático esteja bem ajustado.

Na década seguinte, Sudhakar e Sekhar (2011) propuseram dois métodos complementares

— minimização da carga equivalente e minimização direta das vibrações — capazes de iden-

tificar posição, magnitude e fase de falhas com poucos pontos de medição. Ao mesmo tempo,

Saldarriaga et al. (2011) utilizaram elementos finitos e algoritmos genéticos para resolver o

problema inverso associado ao balanceamento de rotores flexíveis, obtendo bons resultados em

diferentes velocidades.

Por outro lado, Lourens et al. (2012) apresentaram uma abordagem robusta para a identifi-

cação de forças em sistemas estruturais baseada no FKA, integrando diretamente essas forças

desconhecidas ao vetor de estados do modelo. A estratégia envolveu a determinação criteriosa

das matrizes de covariância dos ruídos de processo e de medição (𝑄 e 𝑅), fundamentada em

informações prévias do sistema e em níveis típicos de ruído observados experimentalmente.

Os autores ressaltaram que a precisão na modelagem dessas matrizes é essencial para evitar

instabilidades ou divergências na estimação, reforçando a importância de um ajuste consistente

entre o modelo e os dados reais.

Em 2015, Chatzisavvas e Dohnal (2015) introduziram uma técnica baseada em carga equi-

valente esparsa e regressão estatística, capaz de identificar múltiplos desbalanceamentos com

poucas medições, mesmo sem conhecimento prévio sobre sua localização. Já Yao et al. (2018)

associaram uma técnica de expansão modal a um procedimento de otimização de objetivo duplo

(OD) para identificar desbalanceamentos em rotores com um e dois discos.

De forma semelhante ao estudo de Lourens et al. (2012), Shrivastava e Mohanty (2018) apli-

caram Filtros de Kalman para estimar parâmetros de desbalanceamento, assumindo conhecida a

posição nodal da falha. Um ano mais tarde, Zou et al. (2019) também se utilizaram do FKA no

domínio do tempo para a identificação de cargas dinâmicas, demonstrando elevada capacidade

preditiva.

Nos anos seguintes, Yao et al. (2020) e Yang et al. (2024) trabalharam com otimização
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multiobjetivo baseada em elementos finitos e algoritmos genéticos, mostrando eficiência na

redução de vibrações residuais. Zhao et al. (2021) também contribuíram com uma técnica

baseada em características transitórias do rotor, útil em cenários dinâmicos.

Recentemente, Sun, Chen e Cui (2022) apresentaram um método com planos equivalentes

para rotores com múltiplos discos, enquanto Tiwari e Kumar (2022) introduziram o conceito

de desalinhamento virtual para identificação de desbalanceamento em rotores levitados magne-

ticamente. Wang et al. (2022), por sua vez, desenvolveram algoritmos direcionais voltados à

identificação de desbalanceamentos em rotores multidisco e multi-span, baseando-se em um mo-

delo que requer o conhecimento explícito das respostas dinâmicas de todos os discos excêntricos.

Essa abordagem impõe uma estrutura de modelagem fortemente dependente da observabilidade

parcialmente completa do sistema, o que, na prática, demanda uma instrumentação distribuída

e detalhada. Tal requisito torna o modelo menos flexível em cenários com acesso limitado

a medições ou com topologias complexas, além de aumentar a sensibilidade do processo de

identificação a imperfeições na modelagem e na configuração do sistema.

Wei, Li e Huang (2022) aprimoraram o uso do Filtro de Kalman Aumentado com uma

abordagem baseada em restrições esparsas, visando melhorar a identificação de forças em siste-

mas estruturais. O método permitiu reduzir o número de variáveis desconhecidas, facilitando a

convergência do filtro. Para isso, as matrizes de incerteza do sistema foram ajustadas automati-

camente com base em métricas de sparsidade e consistência temporal, representando um avanço

significativo em direção à automação do processo de calibração do filtro.

A partir daí, Garpelli et al. (2023) exploraram redes neurais guiadas por princípios físicos

(PGNNs), integrando aprendizado de máquina e leis físicas para identificação precisa de desba-

lanceamentos. Lei et al. (2023) e Quinz et al. (2023) introduziram variações do balanceamento

modal sem ensaios, considerando efeitos de empenamento e amortecimento interno. Enquanto

Mahapatra et al. (2023), aplicaram o Filtro de Kalman para estimar variações de torque em

sistemas rotativos afetados por vibrações torcionais, destacando a relevância dessa abordagem

para o diagnóstico de falhas em transmissões mecânicas. O trabalho utilizou uma combinação

de medições de velocidade angular e torque estimado, com ajuste semiautomático das matrizes

do filtro, realizado com base em faixas operacionais típicas do sistema.

Por fim, os trabalhos de Zhang et al. (2024) e Saxena et al. (2024) propuseram novas

abordagens baseadas em Grey Wolf Optimization (GWO) e no método Response Matching

(RMM), respectivamente, visando maior eficiência e simplicidade na implementação prática.
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Cabe ressaltar, contudo, que, assim como os métodos baseados em sinais, os métodos base-

ados em modelo também enfrentam limitações que podem restringir sua aplicabilidade prática.

Uma das principais dificuldades reside na necessidade de modelos matemáticos altamente preci-

sos e bem calibrados, algo que se mostra complexo de alcançar em sistemas reais, especialmente

aqueles que incorporam componentes não lineares, como mancais hidrodinâmicos, folgas ou

atrito. Essas não linearidades, já reconhecidas como obstáculos significativos nas técnicas

de balanceamento baseadas em medições, também comprometem a confiabilidade dos modelos

dinâmicos empregados na simulação e predição do comportamento rotacional dos sistemas (RE-

ZENDE et al., 2023b; SANCHES; CAVALLINI JR.; STEFFEN JR., 2024; PEREIRA NETO,

2025).

Além disso, mesmo em estudos que empregam estratégias avançadas, como Filtros de Kal-

man — conforme reportado por Lourens et al. (2012), Shrivastava e Mohanty (2018), Zou et al.

(2019), Wei, Li e Huang (2022) e Mahapatra et al. (2023) —, as incertezas associadas aos algo-

ritmos comprometeram a qualidade das estimativas, exigindo a realização de ajustes manuais ou

a aplicação de abordagens estocásticas para a determinação adequada dos parâmetros do sistema

e dos filtros. Essa dependência de intervenções subjetivas ou de processos pouco automatizados

reduz a eficiência e a reprodutibilidade dessas metodologias em ambientes industriais. Em vista

dessas considerações, evidencia-se a necessidade de estratégias mais robustas e adaptativas,

capazes de lidar com diferentes configurações de rotores e condições operacionais variáveis.

Diante desses desafios, soluções futuras podem se beneficiar da integração com conceitos de

sombras digitais e sensoriamento virtual, aliados ao uso de observadores de estado e técnicas de

balanceamento inteligente, com o objetivo de promover maior automação, precisão e generali-

zação em cenários industriais complexos. Com base nessa perspectiva, a presente tese propõe o

desenvolvimento de uma metodologia inovadora fundamentada em uma API capaz de integrar

esses conceitos e fornecer estimativas confiáveis para o sensoriamento e o balanceamento de

rotores flexíveis. Solução que visa oferecer uma abordagem sistemática, escalável e aplicável

diretamente no ambiente industrial, contribuindo para a superação das limitações identificadas

na literatura e para o avanço das práticas de monitoramento e manutenção preditiva em sistemas

rotativos.
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2.1 Contribuições anteriores do LMEst associadas ao estudo

Nas últimas décadas, o Laboratório de Mecânica Estrutural “Prof. José Eduardo Tannús

Reis” (LMEst), vinculado à Faculdade de Engenharia Mecânica da Universidade Federal de

Uberlândia (FEMEC/UFU), tem se destacado em pesquisas voltadas à dinâmica de rotação. Um

dos marcos iniciais foi o trabalho de STEFFEN JR. e Lacerda (1996), que introduziram me-

todologias experimentais e analíticas para o balanceamento de rotores flexíveis, contribuindo

significativamente para o avanço na compreensão desse fenômeno estrutural.

Partindo desse ponto, (SALDARRIAGA et al., 2009) propuseram o uso de redes neurais

artificiais para o balanceamento de rotores sem a necessidade de massas de teste. Posterior-

mente, em 2011, expandiram essa abordagem por meio da formulação de um problema inverso,

tornando-a ainda mais aplicável a contextos industriais (SALDARRIAGA et al., 2011). Em

2017, CAVALLINI JR. et al. (2017) abordaram o balanceamento de rotores apoiados em man-

cais hidrodinâmicos, considerando as particularidades desses componentes, enquanto Carvalho

et al. (2018) incorporaram técnicas de lógica fuzzy aos processos de balanceamento, visando

lidar com incertezas e conhecimento heurístico.

Mais tarde, e com foco na detecção de falhas, Leão et al. (2019) implementaram um obser-

vador modal de estados com boa sensibilidade, embora limitado por ruídos e pela necessidade

de modelos precisos do sistema. Ainda em 2019, Carvalho et al. (2019) validaram experi-

mentalmente uma estratégia robusta baseada em modelos dinâmicos, com ênfase na precisão

e confiabilidade sob condições operacionais reais. Já Morais et al. (2020) aplicaram técnicas

de identificação de forças modais na avaliação da integridade estrutural de sistemas rotativos,

evidenciando o potencial de diagnóstico dessas metodologias.

Recentemente, Oliveira et al. (2023) introduziram um controlador robusto baseado em

krigagem para sistemas com mancais magnéticos, utilizando técnicas estatísticas para modelar

o comportamento dinâmico. Por sua vez, Rezende et al. (2023a) empregaram redes neurais

profundas (deep learning) para a identificação automática de múltiplas falhas em sistemas

de rotores. Complementando esse panorama, (SANCHES; CAVALLINI JR.; STEFFEN JR.,

2024) propuseram uma técnica baseada no Filtro de Kalman Aumentado para o balanceamento

de rotores sem o uso de massas de teste, embora a aplicação ainda seja sensível a erros de

modelagem e à presença de ruídos de medição.

Com isso, apesar dos avanços significativos promovidos pelas pesquisas desenvolvidas no

LMEst, persistem desafios relevantes, como a sensibilidade a ruídos, a exigência de grandes
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volumes de dados, a dependência de modelos dinâmicos altamente precisos e as limitações

das técnicas frente à variabilidade das condições operacionais. Esses entraves apontam para

a necessidade de abordagens inovadoras e, assim, o desenvolvimento desta tese representa

também um avanço inédito no escopo do laboratório, ao integrar técnicas de sensoriamento

virtual com a concepção de sombras digitais aplicados a sistemas rotativos. Logo, essa proposta

não apenas expande o alcance das pesquisas consolidadas, como também inaugura uma nova

vertente voltada à modelagem inteligente e à estimação de estados em ambientes industriais

complexos.



Capítulo 3

Fundamentos da Dinâmica de Rotores

A crescente demanda por máquinas rotativas mais leves e projetadas para operar em altas

velocidades tem impulsionado o desenvolvimento de técnicas avançadas de balanceamento de

rotores, bem como a adoção de sistemas de sensoriamento virtual capazes de monitorar e prever,

em tempo real, o seu comportamento dinâmico (GONçALVES, 2024). Essa tendência reflete

a necessidade de maior eficiência, segurança e desempenho, motivando investigações mais

aprofundadas sobre os limites aceitáveis de vibração em rotores flexíveis e suas respostas a

diferentes condições operacionais (SANCHES; PEDERIVA, 2016).

Como resultado, observa-se uma evolução nas metodologias empregadas na modelagem de

rotores. Desde os estudos iniciais voltados à identificação de velocidades críticas — como o

clássico trabalho de Dunkerley (1894) —, houve uma transição dos métodos analíticos tradici-

onais para modelos computacionais de maior complexidade. Esses modelos incorporam efeitos

dinâmicos relevantes, como a atuação de mancais hidrodinâmicos e magnéticos, permitindo

simulações mais precisas e representativas (SANTOS; VARELA, 2013; VOIGT et al., 2016).

Além de ampliar a compreensão do comportamento rotodinâmico, essa abordagem contribui di-

retamente para o aprimoramento dos projetos, a mitigação de falhas e o aumento da durabilidade

dos equipamentos (SILVA et al., 2021).

Em contrapartida, à medida que os modelos se tornam cada vez mais complexos, surge a

necessidade de representações matemáticas mais precisas, capazes de reproduzir com maior

fidelidade os fenômenos físicos envolvidos na dinâmica rotacional (SANTOS; VARELA, 2013).

Nesse contexto, uma abordagem amplamente adotada — tanto em estudos recentes quanto em

trabalhos anteriores — tem sido a modelagem pelo Método dos Elementos Finitos (MEF), que

permite a incorporação de efeitos como inércia rotacional, efeito giroscópico e forças axiais ao
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modelo da máquina (OLIVEIRA, 1999; CAVALLINI JR., 2013).

A princípio, um modelo de referência representativo e confiável de um rotor é fundamental

para o desenvolvimento de estratégias eficazes de balanceamento (CARVALHO et al., 2022).

Além disso, constitui a base para a implementação de sistemas de sensoriamento virtual e

observadores de estado.

Em todos esses contextos, o modelo exerce um papel central ao viabilizar a estimativa de

grandezas físicas de difícil ou inviável mensuração direta. Dessa forma, a confiabilidade dessa

modelagem torna-se um elemento estratégico que contribui para o monitoramento mais preciso

e o controle mais eficiente do desempenho dos rotores em operação.

Dito isso, este capítulo tem como objetivo apresentar os principais conceitos relacionados à

modelagem de sistemas rotativos utilizando o MEF, e com a formulação das matrizes elementares

baseadas nos trabalhos de Imbert (1995) e Lalanne e Ferraris (1998). Logo após, é descrito

o procedimento para a combinação dessas matrizes na formulação de uma equação diferencial

global, que descreve o comportamento dinâmico do rotor, e que servirá de base para a elaboração

do espaço de estados utilizado pelo FKA.

Embora não se pretenda esgotar todos os aspectos do tema, busca-se fornecer uma funda-

mentação matemática mínima sobre os conceitos envolvidos. Por fim, são discutidas também

as formulações das forças de desbalanceamento e de balanceamento, características de rotores

flexíveis, ambas igualmente consideradas ao longo desta tese.

3.1 Modelagem de Rotores Flexíveis por Elementos Finitos

Em geral, um modelo analítico de um sistema mecânico é composto por um conjunto de

equações diferenciais que descrevem seu comportamento dinâmico em relação às variáveis de

interesse, denominadas graus de liberdade (gdls1). Essas equações são derivadas com base nos

princípios fundamentais da física, como as Leis de Newton, as relações de tensão-deformação

e as equações de Lagrange (OLIVEIRA, 1999; CAVALLINI JR., 2013).

Dito isso, a literatura apresenta diversos métodos para a obtenção das equações de movimento

de sistemas rotativos com base na física, dentre os quais se destacam o Método da Matriz de

Transferência (MMT) e o Método dos Elementos Finitos (MEF). Ambos caracterizados pela

discretização da estrutura em pequenos elementos, o que permite uma análise mais detalhada e
1Quantidade de variáveis independentes de deslocamento e rotação requeridas para caracterizar o comporta-

mento de um sistema real utilizando um modelo numérico.
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adaptável a diferentes configurações geométricas e condições de contorno (CARVALHO et al.,

2022).

O MEF, todavia, destaca-se pela sua versatilidade na modelagem de sistemas mecânicos

complexos, o que justifica o seu uso neste trabalho. Ele representa o sistema contínuo dividindo a

estrutura em uma série de elementos discretos — normalmente do tipo viga — que são analisados

individualmente e conectados entre si nas interfaces (LIMA et al., 2007; MACHADO, 2022).

Para isso, o MEF utiliza pontos estratégicos chamados de nós, nos quais os deslocamentos

são as incógnitas do problema. Com isso, a partir dos valores calculados nos nós, o método

consegue estimar o deslocamento de qualquer ponto dentro do sistema por meio de funções

de interpolação, também conhecidas como funções de forma (RADE, 2011). Assim, com

base no MEF, é possível avaliar o comportamento do sistema inclusive em regiões não nodais,

aumentando a precisão e eficiência da análise (MACHADO, 2022).

Esse fato desempenha um papel crucial na obtenção de resultados extremamente precisos e

detalhados, abrangendo não apenas as regiões de medição, mas também a totalidade da estrutura

monitorada. Uma explicação mais detalhada do MEF pode ser verificada em Lima et al. (2007)

e Radi Neto et al. (2007), porém, para fins ilustrativos, a Fig. 3.1 exibe uma decomposição

característica de um eixo flexível usando o método dos elementos finitos.

Figura 3.1: Decomposição de um eixo usando o MEF.
Fonte: Adaptado de Rezende et al. (2023b).

O elemento de eixo é, em geral, modelado a partir das expressões de sua energia cinética

e energia de deformação elástica. Para tanto, considera-se que tal elemento se comporta como

uma viga de seção transversal circular e diâmetro constante (ao longo de todo o seu comprimento

𝐿) (GONçALVES, 2024; CARVALHO et al., 2022).
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Ao mesmo tempo, cada elemento de eixo é definido por dois nós, nos quais estão associados

quatro deslocamentos lineares (𝑢1, 𝑢2, 𝑤1 e 𝑤2) e quatro deslocamentos angulares ou rotações

(𝜃1, 𝜃2, 𝜙1 e 𝜙2) (Fig. 3.1). Essas grandezas compõem o chamado vetor de coordenadas

generalizadas 𝑞 do elemento 𝑖, dado por:

𝑞𝑖 =

[
𝑞𝑖𝑢 𝑞𝑖𝑤

]
=

[
𝑢1 𝑤1 𝜃1 𝜑1 𝑢2 𝑤2 𝜃2 𝜑2

]𝑇
(3.1)

que inclui os deslocamentos 𝑞𝑖𝑢 e 𝑞𝑖𝑤, correspondentes aos movimentos de translação e rotação

nas direções 𝑋 e 𝑌 , respectivamente:

𝑞𝑖𝑢 =

[
𝑢1 𝜑1 𝑢2 𝜑2

]
(3.2)

𝑞𝑖𝑤 =

[
𝑤1 𝜃1 𝑤2 𝜃2

]
(3.3)

Com base nesses vetores, os deslocamentos nodais de cada elemento finito são então apro-

ximados pelas Eqs. 3.4 e 3.5:
𝑢𝑖 = 𝑁1𝑞

𝑖
𝑢 (3.4)

𝑤𝑖 = 𝑁2𝑞
𝑖
𝑤 (3.5)

sendo 𝑁1 e 𝑁2 vetores com os coeficientes polinomiais das funções de forma associadas aos

deslocamentos e rotações nodais nas direções 𝑋 e 𝑌 , respectivamente (RADE, 2011). Esses

coeficientes são determinados a partir da aplicação das condições de contorno às Eqs. 3.4 e 3.5,

resultando nas seguintes expressões para 𝑁1 e 𝑁2:

𝑁1 =

[
1 − 3𝑧2

𝐿2 + 2𝑧3

𝐿3 −𝑧 + 2𝑧2

𝐿
− 𝑧3

𝐿2
3𝑧2

𝐿2 − 2𝑧3

𝐿3
𝑧2

𝐿
− 𝑧3

𝐿2

]
(3.6)

𝑁2 =

[
1 − 3𝑧2

𝐿2 + 2𝑧3

𝐿3 𝑧 − 2𝑧2

𝐿
+ 𝑧3

𝐿2
3𝑧2

𝐿2 − 2𝑧3

𝐿3 − 𝑧
2

𝐿
+ 𝑧3

𝐿2

]
(3.7)

Simultaneamente, é possível também expressar a energia cinética do elemento de eixo ao

longo de seu comprimento 𝐿 (FRISWELL et al., 2010). Essa formulação considera a área da

seção transversal 𝑆, a densidade volumétrica do material 𝜌, o momento de inércia de área 𝐼 em

relação as coordenadas X e Y, bem como o momento de inércia polar 𝐼𝑝, da seguinte forma:

𝑇𝑆 =

[
𝜌𝑆

2

∫ 𝐿

0

(
¤𝑢2 + ¤𝑤2

)
𝑑𝑧

]
+

[
𝜌𝐼

2

∫ 𝐿

0

(
¤𝜑2 + ¤𝜃2

)
𝑑𝑧

]
+

[
1
2
𝜌𝐼𝑝𝐿Ω

2
]
−

[
𝜌𝐼𝑝Ω

∫ 𝐿

0
¤𝜑𝜃 𝑑𝑧

]
(3.8)
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Substituindo-se as expressões de 𝑢 e 𝑤 (Eqs. 3.4 e 3.5) na equação anterior e, após as devidas

manipulações matemáticas, obtém-se a Eq. 3.9, que representa a formulação expandida para a

energia cinética do elemento de eixo.

𝑇𝑆 =

[
𝜌𝑆

2

∫ 𝐿

0

(
¤𝑞𝑇𝑢𝑁𝑇

1 𝑁1 ¤𝑞𝑢 + ¤𝑞𝑇𝑤𝑁𝑇
2 𝑁2 ¤𝑞𝑤

)
𝑑𝑧

]
+ ...

... +
[
𝜌𝐼

2

∫ 𝐿

0

(
¤𝑞𝑇𝑢
𝑑𝑁𝑇

1
𝑑𝑧

𝑑𝑁1
𝑑𝑧

¤𝑞𝑢 + ¤𝑞𝑇𝑤
𝑑𝑁𝑇

2
𝑑𝑧

𝑑𝑁2
𝑑𝑧

¤𝑞𝑤

)
𝑑𝑧

]
+ ...

... −
[
2𝜌𝐼Ω

∫ 𝐿

0

(
¤𝑞𝑇𝑢
𝑑𝑁𝑇

1
𝑑𝑧

𝑑𝑁2
𝑑𝑧

¤𝑞𝑤

)
𝑑𝑧

]
+

[
𝜌𝐼𝐿Ω2] (3.9)

Na Eq. 3.9, a primeira integral representa a energia cinética associada à flexão do eixo, a

segunda corresponde ao efeito da inércia rotacional (conforme modelo de Rayleigh), e a terceira

descreve o efeito giroscópico associado a dinâmica do eixo (LALANNE; FERRARIS, 1998).

Dessa forma, essa expressão reúne os termos relacionados às energias cinéticas translacional

e rotacional, além dos acoplamentos giroscópicos decorrentes da rotação do sistema à uma

velocidade angular constante Ω (expressa em rad/s) (CAVALLINI JR., 2013).

O último termo
(
𝜌𝐼𝐿Ω2) , no entanto, é uma constante. Dessa forma, ao se aplicar a equação

diferencial de Lagrange na Eq. 3.9 obtém-se a Eq. 3.10, na qual a contribuição desse termo aos

gdls de 𝑞 é nula e, portanto, desconsiderada.

𝑑

𝑑𝑡

(
𝜕𝑇𝑠

𝜕 ¤𝑞𝑖

)
− 𝜕𝑇𝑠

𝜕𝑞𝑖
= (𝑀𝑆 + 𝑀𝑇 ) ¥𝑞𝑖 +Ω𝐷𝑆 ¤𝑞𝑖 + ¤Ω𝐾𝑠𝑡𝑞𝑖 (3.10)

onde as matrizes 𝑀𝑆, 𝑀𝑇 , 𝐷𝑆 e 𝐾𝑠𝑡 representam, respectivamente, as matrizes elementares de

massa, inércia, efeito giroscópico e enrijecimento associadas ao elemento de eixo 𝑖. Estas, por

sua vez, são dadas por:

𝑀𝑆 =
𝜌𝑆𝐿

420



156 0 0 −22𝐿 54 0 0 13𝐿

0 156 22𝐿 0 0 54 −13𝐿 0

0 22𝐿 4𝐿2 0 0 13𝐿 −3𝐿2 0

−22𝐿 0 0 4𝐿2 −13𝐿 0 0 −3𝐿2

54 0 0 −13𝐿 156 0 0 22𝐿

0 54 13𝐿 0 0 156 −22𝐿 0

0 −13𝐿 −3𝐿2 0 0 −22𝐿 4𝐿2 0

13𝐿 0 0 −3𝐿2 22𝐿 0 0 4𝐿2



(3.11)
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𝑀𝑇 =
𝜌𝐼

30𝐿



36 0 0 −3𝐿 −36 0 0 −3𝐿

0 36 3𝐿 0 0 −36 3𝐿 0

0 3𝐿 4𝐿2 0 0 −3𝐿 −𝐿2 0

−3𝐿 0 0 4𝐿2 3𝐿 0 0 −𝐿2

−36 0 0 −3𝐿 36 0 0 3𝐿

0 −36 −3𝐿 0 0 36 −3𝐿 0

0 3𝐿 −𝐿2 0 0 −3𝐿 4𝐿2 0

−3𝐿 0 0 −𝐿2 3𝐿 0 0 4𝐿2



(3.12)

𝐷𝑆 =
𝜌𝐼

15𝐿



0 −36 −3𝐿 0 0 36 −3𝐿 0

36 0 0 −3𝐿 −36 0 0 −3𝐿

3𝐿 0 0 −4𝐿2 −3𝐿 0 0 𝐿2

0 3𝐿 4𝐿2 0 0 −3𝐿 −𝐿2 0

0 36 3𝐿 0 0 −36 3𝐿 0

−36 0 0 3𝐿 36 0 0 3𝐿

3𝐿 0 0 𝐿2 −3𝐿 0 0 −4𝐿2

0 3𝐿 −𝐿2 0 0 −3𝐿 4𝐿2 0



(3.13)

𝐾𝑠𝑡 =
𝜌𝐼

15𝐿



0 −36 −3𝐿 0 0 36 −3𝐿 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 3𝐿 4𝐿2 0 0 −3𝐿 −𝐿2 0

0 36 3𝐿 0 0 −36 3𝐿 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 3𝐿 −𝐿2 0 0 −3𝐿 4𝐿2 0



(3.14)

e são, posteriormente, incorporadas na formulação da equação dinâmica do sistema, juntamente

com as demais matrizes dos outros componentes do rotor, o que inclui tanto os diferentes

elementos de eixo, como os de discos e outros (CARVALHO et al., 2022).

Já a energia de deformação do elemento de eixo é determinada a partir das tensões 𝜎 e

deformações 𝜀 produzidas internamente por ele, e que são mensuradas mediante a resistência

dos materiais (LIMA et al., 2007; BORGES, 2016). Essa teoria fornece a Eq. 3.15 para a
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deformação de um ponto genérico 𝑀 (𝑥, 𝑦) da seção transversal de uma viga sob flexão (Fig.

3.2), e que também é aplicável ao caso em estudo, de eixos (OLIVEIRA, 1999).

𝜀 = 𝜀𝑙 + 𝜀𝑛𝑙 =
[
−𝑥 𝜕

2𝑢∗

𝜕𝑧2 − 𝑦 𝜕
2𝑤∗

𝜕𝑧2

]
+

[
1
2

(
𝜕𝑢∗

𝜕𝑧

)2
+ 1

2

(
𝜕𝑤∗

𝜕𝑧

)2
]

(3.15)

onde 𝜀𝑙 e 𝜀𝑛𝑙 representam, respectivamente, a parcela linear e não linear da deformação (expressa

por 𝜀) do ponto genérico 𝑀 (𝑥, 𝑦).
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Figura 3.2: Representação da deformação arbitrária de um ponto 𝑀 (𝑥, 𝑦) no eixo.
Fonte: Adaptado de Gonçalves (2024).

Os termos 𝑢 e 𝑤 representam os deslocamentos em coordenadas fixas 𝑅0(X,Y,Z) nas

direções X e Y, enquanto 𝑢∗ e 𝑤∗ descrevem os deslocamentos para as coordenadas rotativas 𝑥

e 𝑦, expressos por:
𝑢∗ = 𝑢 · 𝑐𝑜𝑠(Ω𝑡) − 𝑤 · 𝑠𝑖𝑛(Ω𝑡)

𝑤∗ = 𝑢 · 𝑠𝑖𝑛(Ω𝑡) + 𝑤 · 𝑐𝑜𝑠(Ω𝑡)
(3.16)

Paralelamente, a relação entre a tensão 𝜎 e a deformação axial do elemento pode ser descrita

segundo a Lei de Hooke (Eq. 3.17), em que 𝐸 representa o módulo de elasticidade longitudinal,

também conhecido como módulo de Young (OLIVEIRA, 1999).

𝜎 = 𝐸 · 𝜀 (3.17)

Enquanto isso, a energia de deformação elástica acumulada em uma viga (ou eixo) submetida

a um carregamento radial pode ser expressa pela sua formulação clássica, apresentada em 3.18.
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𝑈𝑟 =
1
2

∫
𝜏

𝜀𝑇𝜎𝑑𝜏 (3.18)

Ao substituir as Eqs. 3.15 e 3.17 na Eq. 3.18, obtém-se uma forma particularizada para a

energia de deformação imposta ao elemento de eixo, dada por:

𝑈𝑟 =
𝐸

2

∫
𝜏

𝜀2
𝑙 𝑑𝜏 +

∫
𝜏

𝐸𝜀𝑙𝜀𝑛𝑙𝑑𝜏 +
∫
𝜏

𝜀2
𝑛𝑙𝑑𝜏 (3.19)

Nessa expressão, o segundo termo é dado como nulo em razão da simetria assumida na

modelagem da deformação do eixo nos sentidos das coordenadas 𝑥 e 𝑦 (CAVALLINI JR., 2013).

Além disso, ao aplicar a relação apresentada na Eq. 3.16 à equação acima, e considerar as

definições dos momentos de inércia de área (dados por 𝐼𝑥 =
∫
𝑠
𝑦2𝑑𝑆, 𝐼𝑦 =

∫
𝑆
𝑥2𝑑𝑆 e

∫
𝑆
𝑥𝑦𝑑𝑆 = 0),

chega-se à seguinte expressão simplificada para a energia de deformação do elemento de eixo

(sob carregamento radial):

𝑈𝑟 =
𝐸

2

∫ 𝐿

0

[
𝐼𝑦

(
𝜕2𝑢∗

𝜕𝑧2

)2

+ 𝐼𝑥
(
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑧2

)2]
𝑑𝑧 (3.20)

No entanto, caso seja considerado um carregamento axial constante 𝐹0 aplicado ao mesmo

elemento de eixo, deve-se incluir uma nova contribuição à energia de deformação, denotada por

𝑈𝑎 e expressa por:

𝑈𝑎 =
𝐹0
2

∫ 𝐿

0
𝜀𝑙𝑑𝑧 +

𝐹0
2

∫ 𝐿

0
𝜀𝑛𝑙𝑑𝑧 (3.21)

Analogamente, a simetria assumida na modelagem da deformação nas direções 𝑥 e 𝑦 permite

desprezar o primeiro termo da equação (CAVALLINI JR., 2013). Assim, substituindo-se o valor

de 𝜀𝑛𝑙 , dado pela Eq. 3.15, chega-se à seguinte expressão para a energia de deformação𝑈𝑎:

𝑈𝑎 =
𝐹0
2

∫ 𝐿

0

(
𝜕𝑢∗

𝜕𝑧

)2
𝑑𝑧 + 𝐹0

2

∫ 𝐿

0

(
𝜕𝑤∗

𝜕𝑧

)2
𝑑𝑧 (3.22)

Dessa forma, combinando as contribuições da energia de deformação linear 𝑈𝑟 , dada pela

Eq. 3.20, e da energia adicional devido ao carregamento axial𝑈𝑎, chega-se à expressão total da

energia de deformação do elemento de eixo:

𝑈𝑇 =
𝐸

2

∫ 𝐿

0

[
𝐼𝑦

(
𝜕2𝑢∗

𝜕𝑧2

)2

+ 𝐼𝑥
(
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑧2

)2]
𝑑𝑧+ 𝐹0

2

∫ 𝐿

0

(
𝜕𝑢∗

𝜕𝑧

)2
𝑑𝑧+ 𝐹0

2

∫ 𝐿

0

(
𝜕𝑤∗

𝜕𝑧

)2
𝑑𝑧 (3.23)

Novamente considerando a simetria da seção transversal do elemento, de forma que 𝐼𝑥 = 𝐼𝑦 =
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𝐼, e ao passo que as equações são expandidas e os conceitos de trabalho virtual e do coeficiente

de cisalhamento de Timoshenko são incorporados à formulação — quando aplicáveis —, a

energia de deformação pode ser reescrita na seguinte forma matricial:

𝑈𝑇 =
1
2
𝛿𝑢𝑇𝐾1𝛿𝑢 +

1
2
𝛿𝑤𝑇𝐾2𝛿𝑤 + 1

2
𝛿𝑢𝑇𝐾3𝛿𝑢 +

1
2
𝛿𝑤𝑇𝐾4𝛿𝑤 (3.24)

sendo:

𝐾1 = 𝐸𝐼

𝐿3



12
1+𝛼

−6𝐿
1+𝛼

−12
1+𝛼

−6𝐿
1+𝛼

−6𝐿
1+𝛼

4+𝛼
1+𝛼𝐿

2 6𝐿
1+𝛼

2−𝛼
1+𝛼𝐿

2

−12
1+𝛼

6𝐿
1+𝛼

12
1+𝛼

6𝐿
1+𝛼

−6𝐿
1+𝛼

2−𝛼
1+𝛼𝐿

2 6𝐿
1+𝛼

4+𝛼
1+𝛼𝐿

2


𝐾2 = 𝐸𝐼

𝐿3



12
1+𝛼

6𝐿
1+𝛼

−12
1+𝛼

6𝐿
1+𝛼

6𝐿
1+𝛼

4+𝛼
1+𝛼𝐿

2 −6𝐿
1+𝛼

2−𝛼
1+𝛼𝐿

2

−12
1+𝛼

−6𝐿
1+𝛼

12
1+𝛼

−6𝐿
1+𝛼

6𝐿
1+𝛼

2−𝛼
1+𝛼𝐿

2 −6𝐿
1+𝛼

4+𝛼
1+𝛼𝐿

2



𝐾3 = 𝐹
30𝐿



36 −3𝐿 −36 −3𝐿

−3𝐿 4𝐿2 3𝐿 −𝐿2

−36 3𝐿 36 3𝐿

−3𝐿 −𝐿2 3𝐿 4𝐿2


𝐾4 = 𝐹

30𝐿



36 3𝐿 −36 3𝐿

3𝐿 4𝐿2 −3𝐿 −𝐿2

−36 −3𝐿 36 −3𝐿

3𝐿 −𝐿2 −3𝐿 4𝐿2



(3.25)

com:

• 𝛼 =
12𝐸𝐼
𝐺𝐿2𝑆𝑟

, adimensional;

• 𝐺 =
𝐸

2(1 − 𝜐) o módulo de cisalhamento do material (Módulo de Coulomb);

• 𝜐 o coeficiente de Poisson;

• 𝑆𝑟 a área eficaz de cisalhamento.

Em seguida, aplicando-se a equação de Lagrange na expressão da energia potencial total do

elemento (Eq. 3.24), chega-se à:

𝜕𝑈𝑇

𝜕𝑞𝑖
= [𝐾𝑙 + 𝐾𝐹] 𝑞 (3.26)

com:
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𝐾𝑙 =
𝐸𝐼

(1 + 𝛼)𝐿3



12 0 0 −6𝐿 −12 0 0 −6𝐿

0 12 6𝐿 0 0 −12 6𝐿 0

0 6𝐿 (4 + 𝛼)𝐿2 0 0 −6𝐿 (2 − 𝛼)𝐿2 0

−6𝐿 0 0 (4 + 𝛼)𝐿2 6𝐿 0 0 (2 − 𝛼)𝐿2

−12 0 0 6𝐿 12 0 0 6𝐿

0 −12 −6𝐿 0 0 12 −6𝐿 0

0 6𝐿 (2 − 𝛼)𝐿2 0 0 −6𝐿 (4 + 𝛼)𝐿2 0

−6𝐿 0 0 (2 − 𝛼)𝐿2 6𝐿 0 0 (4 + 𝛼)𝐿2



(3.27)

𝐾𝐹 =
𝐹0

30𝐿



36 0 0 −3𝐿 −36 0 0 −3𝐿

0 36 3𝐿 0 0 −36 3𝐿 0

0 3𝐿 4𝐿2 0 0 −3𝐿 −𝐿2 0

−3𝐿 0 0 4𝐿2 −3𝐿 0 0 −𝐿2

−36 0 0 3𝐿 36 0 0 3𝐿

0 −36 −3𝐿 0 0 36 −3𝐿 0

0 3𝐿 −𝐿2 0 0 −3𝐿 4𝐿2 0

−3𝐿 0 0 −𝐿2 3𝐿 0 0 4𝐿2



(3.28)

e, desse modo, apenas os componentes de rigidez são resultantes da modelagem da energia

potencial elástica do eixo.

Ao contrário dos elementos de eixo, que contribuem tanto para a energia cinética quanto para

a energia potencial de deformação do sistema rotativo, os elementos de disco são modelados

como corpos rígidos simplificados. Com isso, sua única participação na análise estrutural se dá

por meio de sua contribuição à energia cinética, não sendo consideradas quaisquer deformações

elásticas (GONçALVES, 2024).

A Fig. 3.3, nesse contexto, apresenta uma representação esquemática do elemento de

disco e do sistema de coordenadas associado. Para descrever seu movimento, utiliza-se dois

referenciais: um sistema inercial fixo, denotado por 𝑅0, com eixos X, Y e Z; e um sistema rotativo,

𝑅1, posicionado no centro de massa do disco, com eixos 𝑥, 𝑦 e 𝑧. Este último acompanha o

movimento do rotor, permitindo uma descrição precisa da cinemática do disco sob condições

dinâmicas.
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Figura 3.3: Representação do elemento de disco.
Fonte: Lalanne e Ferraris (1998).

A relação entre os sistemas de coordenadas 𝑅0 e 𝑅1 é estabelecida por meio de três ângulos de

orientação — 𝜃, 𝜙 e 𝜑— correspondentes às rotações em torno dos eixos 𝑥, 𝑦 e 𝑧, respectivamente

(OLIVEIRA, 1999; RADE, 2011). Esses ângulos permitem descrever como um sistema se

posiciona em relação ao outro no espaço tridimensional e, para isso, aplica-se uma transformação

linear que converte as coordenadas (𝑥, 𝑦 e 𝑧) de um ponto no sistema 𝑅1, em suas respectivas

coordenadas (X, Y e Z) no sistema referencial 𝑅0, conforme segue:
𝑥

𝑦

𝑧


= 𝑇𝑅


𝑋

𝑌

𝑍


(3.29)

sendo 𝑇𝑅 uma matriz de transformação dada por:

𝑇𝑅 =


𝑇𝑅1 𝑇𝑅2 𝑇𝑅3

𝑇𝑅4 𝑇𝑅5 𝑇𝑅6

𝑇𝑅7 𝑇𝑅8 𝑇𝑅9


(3.30)

com:
• 𝑇𝑅1 = cos(𝜑)cos(𝜙) − sen(𝜑)sen(𝜃)sen(𝜙);

• 𝑇𝑅2 = sen(𝜑)cos(𝜙) + cos(𝜑)sen(𝜃)sen(𝜙);

• 𝑇𝑅3 = −cos(𝜃)sen(𝜃);

• 𝑇𝑅4 = −sen(𝜑)cos(𝜃);

• 𝑇𝑅5 = cos(𝜑)cos(𝜃);

• 𝑇𝑅6 = sen(𝜃);
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• 𝑇𝑅7 = cos(𝜑)sen(𝜙) + sen(𝜑)sen(𝜃)cos(𝜙);

• 𝑇𝑅8 = sen(𝜑)sen(𝜙) − cos(𝜑)sen(𝜃)cos(𝜙);

• 𝑇𝑅9 = cos(𝜃)cos(𝜙);

Como o elemento do disco é tratado como um corpo rígido, sua energia cinética pode ser

expressa pela seguinte equação:

𝑇𝑑 =
𝑚𝑑

2

(
¤𝑢2 + ¤𝑤2

)
+ 1

2

(
𝐼𝑑𝑥𝜔

2
𝑥 + 𝐼𝑑𝑦𝜔2

𝑦 + 𝐼𝑑𝑧𝜔2
𝑧

)
(3.31)

onde 𝑚𝑑 é a massa do disco, 𝐼𝑑𝑥 , 𝐼𝑑𝑦 e 𝐼𝑑𝑧 são os momentos de inércia nas direções indicadas, e

𝜔𝑥 , 𝜔𝑦 e 𝜔𝑧 representam as velocidades angulares, definidas pelas seguintes relações:

𝜔
𝑅1
𝑅1/𝑅0

=


𝜔𝑥

𝜔𝑦

𝜔𝑧


=


− ¤𝜑 cos(𝜃) sin(𝜙) + ¤𝜃 cos(𝜙)

¤𝜙 + 𝜙 sin(𝜃)

¤𝜑 cos(𝜃) cos(𝜙) + ¤𝜃 sin(𝜙)


(3.32)

Supondo que o disco também seja simétrico (𝐼𝑑𝑥 = 𝐼𝑑𝑦 = 𝐼𝑑) e que os ângulos 𝜃 e 𝜑 sejam

suficientemente pequenos, é possível simplificar a Eq. 3.31 para se obter:

𝑇𝑑 =
𝑚𝑑

2

(
¤𝑢2 + ¤𝑤2

)
+ 𝐼𝑑

2

(
¤𝜃2 + ¤𝜑2

)
+
𝐼𝑑𝑧

2

(
Ω2 + 2Ω ¤𝜑𝜃

)
(3.33)

Nessa expressão, o termo 𝐼𝑑𝑧Ω
2 representa uma constante, sem influência nas equações

diferenciais de Lagrange (RADE, 2011; CAVALLINI JR., 2013). Já o termo 𝐼𝑑𝑧Ω ¤𝜑𝜃 reflete o

efeito giroscópico associado ao movimento do disco.

Similarmente aos elementos de eixo, o elemento de disco possui quatro graus de liberdade:

dois translacionais (𝑢 e 𝑤) e dois rotacionais (𝜃 e 𝜑). Dessa forma, o vetor de coordenadas

generalizadas 𝑞𝑖, associado ao centro do disco, é dado por:

𝑞𝑖 =

[
𝑢 𝑤 𝜃 𝜑

]𝑇
(3.34)

Na sequência, aplicando-se a equação de Lagrange à expressão da energia cinética (Eq.

3.33), obtém-se a seguinte forma geral para a contribuição do disco no sistema rotativo:

𝑑

𝑑𝑡

(
𝜕𝑇𝑑

𝜕 ¤𝑞𝑑

)
− 𝜕𝑇𝑑

𝜕𝑞𝑑
= 𝑀𝑑 ¥𝑞𝑑 +Ω𝐷𝑑 ¤𝑞𝑑 + ¤Ω𝐾𝑑𝑡𝑞𝑑 (3.35)
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onde as matrizes 𝑀𝑑 (massa), 𝐷𝑑 (efeito giroscópico) e 𝐾𝑑𝑡 (enrijecimento) são descritas por:

𝑀𝑑 =



𝑚𝑑 0 0 0

0 𝑚𝑑 0 0

0 0 𝐼𝑑 0

0 0 0 𝐼𝑑


, 𝐷𝑑 =



0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −𝐼𝑑𝑧
0 0 𝐼𝑑𝑧 0


, 𝐾𝑑𝑡 =



0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 𝐼𝑑𝑧 0


. (3.36)

Simultaneamente, Lalanne e Ferraris (1998) descrevem que o acoplamento entre o disco e o

eixo pode ser modelado através de três configurações distintas, ilustradas na Fig. 3.4.

Figura 3.4: Representação esquemática das formas de acoplamento entre os discos e o eixo.
Fonte: Adaptado de Gonçalves (2024).

Na primeira configuração, assume-se que as características do disco rígido não influenciam

diretamente a rigidez do sistema e que suas propriedades inerciais estão concentradas em um

nó específico, localizado entre dois elementos finitos adjacentes. Essa abordagem é comumente

adotada quando o disco tem dimensões relativamente pequenas em comparação com o eixo

(GONçALVES, 2024).

A segunda configuração — adotada neste trabalho — leva em conta a influência do disco

na rigidez do sistema rotativo. Nesse caso, os diâmetros dos elementos de eixo adjacentes são

ajustados, com o acréscimo de
ℎ𝑑

2
ao raio original, sendo ℎ𝑑 a espessura do disco. Além disso, as

propriedades inerciais do disco são atribuídas aos respectivos nós desses elementos, permitindo

uma representação mais precisa da distribuição local de massa e rigidez.

Já a terceira configuração, mais complexa, é utilizada quando a espessura do disco é sufici-

entemente grande para justificar a distribuição de suas propriedades inerciais ao longo de três

(ou mais) nós consecutivos do modelo discreto do eixo. Com isso, tal abordagem permite uma

representação mais detalhada dos efeitos dinâmicos associados à discos de elevadas proporções

(CAVALLINI JR., 2013).
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Outro componente de grande importância na modelagem de sistemas rotativos são os man-

cais, responsáveis por conectar a parte móvel (rotor) à estrutura fixa (estator) da máquina

(LARSEN; SANTOS, 2015). Para fins de análise, esses elementos podem ser representados por

modelos físicos simplificados (como o ilustrado na Fig. 3.5), que os descrevem com base em

características fundamentais — como inércia polar, inércia transversal e coeficientes de rigidez

e amortecimento viscoso (OLIVEIRA, 1999; RADE, 2011).

Figura 3.5: Representação dos coeficientes de rigidez e amortecimento do mancal.
Fonte: Lalanne e Ferraris (1998).

A determinação precisa dos parâmetros de rigidez e de amortecimento dos mancais - inde-

pendentemente do tipo - é essencial para a fidelidade do modelo. Em geral, essa identificação

é realizada por meio da resolução de um problema inverso, em que os resultados de simula-

ções numéricas são ajustados de modo a reproduzir, com precisão, as respostas de vibração

observadas experimentalmente no sistema em estudo (CAVALLINI JR., 2013; GONçALVES,

2024).

Além de dissipar energia, outra função primordial dos mancais é guiar o movimento do rotor,

restringindo certos graus de liberdade e garantindo sua trajetória adequada (LARSEN; SANTOS,

2015). Nesse contexto, o trabalho virtual realizado pelas forças de sustentação geradas pelos

mancais pode ser descrito conforme apresentado na Eq. 3.37:

𝛿𝑊 = −
[
𝑘𝑥𝑥𝑢𝛿𝑢 + 𝑘𝑥𝑦𝑤𝛿𝑢 + 𝑘𝑦𝑦𝑤𝛿𝑤 + 𝑘𝑦𝑥𝑢𝛿𝑤

]
...

... −
[
𝑐𝑥𝑥 ¤𝑢𝛿𝑢 + 𝑐𝑥𝑦 ¤𝑤𝛿𝑢 + 𝑐𝑦𝑦 ¤𝑤𝛿𝑤 + 𝑐𝑦𝑥 ¤𝑢𝛿𝑤

]
(3.37)
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que pode ser convenientemente reescrita em termos das forças generalizadas atuantes nos des-

locamentos transversais 𝑢 e 𝑤, denotadas por 𝐹𝑚𝑢 e 𝐹𝑚𝑤, como segue:

𝛿𝑊 = 𝐹𝑚𝑢𝛿𝑢 + 𝐹𝑚𝑤𝛿𝑤 (3.38)

sendo que, para isso, as forças 𝐹𝑚𝑢 e 𝐹𝑚𝑤 assumem a seguinte forma matricial:


𝐹𝑚𝑢

𝐹𝑚𝑤

 = −

𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑥𝑦

𝑘𝑦𝑥 𝑘𝑦𝑦



𝑢

𝑤

 −

𝑐𝑥𝑥 𝑐𝑥𝑦

𝑐𝑦𝑥 𝑐𝑦𝑦



¤𝑢

¤𝑤

 (3.39)

onde os coeficientes 𝑘 𝑙 𝑗 representam os termos de rigidez e 𝑐𝑙 𝑗 , os de amortecimento viscoso.

A forma expandida dessa equação também pode ser expressa em termos dos graus de liberdade

generalizados 𝑞𝑖, assumindo a seguinte representação:



𝐹𝑚𝑢

𝐹𝑚𝜃

𝐹𝑚𝑤

𝐹𝑚𝜑


= −



𝑘𝑥𝑥 0 𝑘𝑦𝑥 0

0 0 0 0

𝑘𝑦𝑥 0 𝑘𝑦𝑦 0

0 0 0 0





𝑢

𝜃

𝑤

𝜑


−



𝑐𝑥𝑥 0 𝑐𝑦𝑥 0

0 0 0 0

𝑐𝑦𝑥 0 𝑐𝑦𝑦 0

0 0 0 0





¤𝑢
¤𝜃

¤𝑤

¤𝜑


(3.40)

Em essência, e como pôde ser observado, o comportamento dinâmico de rotores flexíveis

é tradicionalmente abordado por meio da discretização do sistema em diversos subsistemas,

cujas interações permitem descrever com precisão o movimento global do rotor (RADE, 2011).

Esses subsistemas são tipicamente compostos por elementos de disco rígido, eixos flexíveis com

propriedades distribuídas (ao longo de seu comprimento) e mancais modelados com parâmetros

concentrados (PEREIRA, 2003; CAVALLINI JR., 2013).

Cada componente apresenta características geométricas e mecânicas específicas, sendo fun-

damental considerar suas contribuições individuais para as energias cinéticas (associadas à

rotação e translação) e potenciais (ligadas à deformação dos elementos elásticos) (LIMA et al.,

2007; FRISWELL et al., 2010).

Além disso, os efeitos giroscópicos — resultantes da rotação de massas com inércia angular

— são cuidadosamente incorporados na formulação, uma vez que influenciam significativa-

mente na resposta dinâmica de sistemas rotativos (FRISWELL et al., 2010). A partir dessas

considerações, são obtidas equações diferenciais e matrizes elementares representativas de cada

componente, contendo informações sobre massa, rigidez, amortecimento e forças generalizadas

(CAVALLINI JR., 2013).

Tais matrizes elementares são combinadas em um processo conhecido como acoplamento,
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ou montagem global, segundo a metodologia do MEF (OLIVEIRA, 1999; LIMA et al., 2007).

Nesse procedimento, as matrizes locais de cada elemento são transformadas para um sistema de

coordenadas global comum e, em seguida, inseridas em posições específicas dentro das matrizes

globais, de acordo com os graus de liberdade dos nós de conexão entre os elementos (RADE,

2011).

Em outras palavras, o processo de montagem global assegura o posicionamento correto das

matrizes elementares dentro de uma única matriz expandida, garantindo a continuidade do campo

de deslocamentos e a compatibilidade entre os elementos adjacentes. Como resultado, obtém-se

um sistema de equações diferenciais ordinárias que descreve com precisão o comportamento

mecânico global do rotor (FRISWELL et al., 2010; CAVALLINI JR., 2013).

Desse modo, o sistema rotativo pode ser descrito como um sistema conservativo, no qual as

energias envolvidas — cinética (T) e potencial (U) — são expressas em termos das coordenadas

generalizadas de posição 𝑞𝑖 e velocidade ¤𝑞𝑖, relativas aos 𝑛 graus de liberdade do modelo

(LALANNE; FERRARIS, 1998; FRISWELL et al., 2010). Tais energias são combinadas

mediante a equação de Lagrange para derivar os componentes da equação do movimento do

sistema, conforme segue:

𝑑

𝑑𝑡

(
𝜕𝑇

𝜕 ¤𝑞𝑖

)
− 𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖
+ 𝜕𝑈

𝜕𝑞𝑖
= 𝑊𝑖 𝑖 = 1, 2, 3, ...𝑛 (3.41)

em que 𝑊 são os esforços generalizados para todos os 𝑛 graus de liberdade disponíveis (PE-

REIRA, 2003). Vale ressaltar que, na presença de desbalanceamento ou falha do sistema, uma

força proporcional a este efeito deve ser igualmente considerada nos esforços generalizados da

Eq. 3.41.

Com base nessa formulação lagrangeana, é possível derivar a equação característica do

movimento de um sistema rotativo, modelada por meio de um sistema de equações diferenciais

ordinárias de segunda ordem, como segue:

𝑀 ¥𝑞 +
[
𝐷 +Ω𝐷𝑔

]
¤𝑞 +

[
𝐾𝑚 + ¤Ω𝐾𝑠𝑡

]
𝑞 = 𝑊𝑔 +𝑊𝑚 + 𝐹𝑢 + 𝐹𝑒 (3.42)

sendo:

• 𝑀 – a matriz de massa do sistema;

• 𝐷 – a matriz de amortecimento proporcional (obtida acoplando-se o amorteci-

mento do eixo com o dos mancais);

• 𝐷𝑔 – a matriz do efeito giroscópico;
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• 𝐾𝑚 – a matriz de rigidez do sistema;

• 𝐾𝑠𝑡 – representa o enrijecimento do sistema quando em regime transiente;

• 𝑞 – o vetor de deslocamentos do sistema em relação ao eixo de coordenadas

𝑅0(𝑋,𝑌, 𝑍);

• Ω – a velocidade de rotação considerada, em rad/s;

• 𝑊𝑔 – as forças peso de cada parte girante do sistema;

• 𝑊𝑚 – as forças produzidas pelos mancais de forma a suportar o eixo;

• 𝐹𝑢 – as forças de desbalanceamento e/ou falhas impostas;

• 𝐹𝑒 – forças externas de excitação que podem ou não ser aplicadas ao sistema

rotativo em questão.

Alternativamente, através da Eq. 3.42, é possível identificar os modos de vibração mais

relevantes no sistema não giroscópico associado, permitindo a redução da ordem da equação de

movimento do rotor sem comprometer significativamente a qualidade dos resultados, embora

introduza níveis específicos de incerteza2 (FRISWELL et al., 2010). Isso resulta na construção

de modelos menos representativos, porém mais rápidos, com a consequente penalização na

tomada de decisão.

Além disso, após se estabelecer o comportamento vibratório normal de uma máquina rotativa,

é sensato submetê-la a várias situações de excitação para identificar corretamente as velocidades

críticas de operação, as reações do sistema ao desequilíbrio e a detecção de defeitos, acelerações

transitórias e outros fatores relevantes (OLIVEIRA, 1999; MARCAL, 2000; BENTLY; HATCH;

GRISSOM, 2003).

Já do ponto de vista prático, é importante notar que sistemas rotativos podem manifestar

problemas comuns, tais como desbalanceamento, desalinhamento, trincas e folgas nos mancais

(EHRICH, 1992; BENTLY; HATCH; GRISSOM, 2003). Estas falhas têm o potencial de causar

uma série de danos ao maquinário e gerar vibrações que excedam aos limites de segurança

estabelecidos (FRISWELL et al., 2010; MATSUO, 2017; CHEN et al., 2020; AVCI et al.,

2021).

Assim, torna-se essencial a aplicação de técnicas de correção de falhas com base na análise

dos sinais de vibração de máquinas rotativas, especialmente quando o sistema apresenta am-

plitudes elevadas que comprometem sua operação (MARCAL, 2000; MATSUO, 2017; AVCI
2É importante ressaltar que o uso da análise modal em máquinas rotativas não é uma obrigatoriedade; alterna-

tivamente, é possível operar com a equação de movimento do sistema no domínio físico, como é feito no Filtro de
Kalman com o espaço de estados.
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et al., 2021). Isso se torna ainda mais relevante em situações nas quais a medição direta em

determinadas regiões é inviável, seja por restrições físicas ou limitações financeiras.

Logo, um dos objetivos desta tese é desenvolver uma metodologia viável para a detecção e

correção de desbalanceamentos — a falha mais comum em máquinas rotativas — e que seja

eficaz mesmo em condições extremas, onde o acesso direto ao equipamento é limitado, tanto

para fins de modelagem quanto de medição.

3.2 Forças Geradas pelo Desbalanceamento

As forças de desbalanceamento em rotores flexíveis geralmente são resultantes da distribuição

assimétrica de massa em um (ou mais) dos seus componentes rotativos (MICHALSKI; SOUZA,

2018; SANCHES; CAVALLINI JR.; STEFFEN JR., 2024). Logo, para a modelagem de tais

forças, considera-se também a existência de 𝑛massas desbalanceadas𝑚𝑢 no modelo, localizadas

a uma distância 𝑑 do centro geométrico do eixo, e cada uma com uma posição angular 𝜙

(LOURENS et al., 2012). Esse centro geométrico do rotor, por sua vez, é descrito pelas

coordenadas (𝑢, 𝑤) em relação ao sistema de referência inercial 𝑅0, conforme ilustrado na Fig.

3.6.

Figura 3.6: Representação esquemática do desbalanceamento de um rotor em um único plano.

Durante a rotação da máquina, o desbalanceamento gera forças centrífugas que atuam como

excitações harmônicas no sistema rotativo, com amplitude proporcional a Ω2 e frequência

angular igual à velocidade de rotação Ω do sistema (EHRICH, 1992; PEREIRA NETO et al.,

2023). Embora técnicas modernas de fabricação tenham evoluído, a coincidência exata entre

o centro de massa dos componentes e o eixo de rotação permanece praticamente inatingível,

tornando o desbalanceamento uma das principais fontes de excitação dinâmica em máquinas
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rotativas (LOURENS et al., 2012; PEREIRA NETO et al., 2023).

Em outras palavras, o rotor deveria, idealmente, girar em torno de seu próprio eixo de

simetria (BENTLY; HATCH; GRISSOM, 2003). No entanto, o desbalanceamento presente no

sistema provoca deflexões elásticas, resultando em um movimento de precessão do rotor em

torno do eixo inercial 𝑅0. Esse fenômeno, conhecido como precessão síncrona (ou synchronous

whirl), ocorre na mesma velocidade de rotação da máquina e representa um dos efeitos mais

significativos na análise de vibrações rotodinâmicas (EHRICH, 1992).

Como resultado, para representar adequadamente esse comportamento, é necessário que

a modelagem da energia cinética associada à massa de desbalanceamento considere tanto o

movimento de rotação principal quanto os deslocamentos relativos oriundos da flexão do eixo

(LALANNE; FERRARIS, 1998; FRISWELL et al., 2010). Isso resulta na seguinte expressão

para a energia cinética de uma massa desbalanceada:

𝑇𝑢 =
𝑚𝑢

2
[
¤𝑢2 + ¤𝑤2 +Ω2𝑑2 + 2Ω𝑑 ¤𝑢 sin(Ω𝑡) − 2Ω𝑑 ¤𝑤 cos(Ω𝑡)

]
(3.43)

onde o termo Ω2𝑑2 é constante e, portanto, desconsiderado com a aplicação da formulação

de Lagrange (LALANNE; FERRARIS, 1998). Posteriormente, assumindo algumas hipóteses

simplificadoras na equação anterior, obtém-se:

𝑇𝑢 =
𝑚𝑢

2
[2Ω𝑑 ¤𝑢 sin(Ω𝑡) − 2Ω𝑑 ¤𝑤 cos(Ω𝑡)] (3.44)

em que 𝑇𝑢 representa a contribuição da energia cinética associada à massa de desbalanceamento

no sistema.

Cabe destacar ainda que as forças de desbalanceamento são caracterizadas considerando

apenas sua influência nas direções transversais ao eixo (ou seja, no plano axial). Além disso,

em uma mesma modelagem de rotor, é possível também representar múltiplas massas de des-

balanceamento, cada uma localizada em diferentes seções de um elemento de eixo ou disco

(BENTLY; HATCH; GRISSOM, 2003; PEREIRA NETO et al., 2023).

Já as posições nodais associadas a combinações das massas de desbalanceamento no plano

𝑋 ⊥ 𝑌 são denominadas de planos de desbalanceamento, e o vetor de coordenadas generalizadas

correspondente às forças de desbalanceamento é expresso por:

𝑞𝑢𝑛𝑏 =

[
𝑢 𝑤 𝜃 𝜑

]𝑇
(3.45)

sendo que, ao se aplicar a formulação Lagrangiana na Eq. 3.44, considerando o vetor de

coordenadas 𝑞𝑢𝑛𝑏, chega-se à:
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𝑑

𝑑𝑡

(
𝜕𝑇𝑢

𝜕 ¤𝑞𝑢𝑛𝑏

)
− 𝜕𝑇𝑢

𝜕𝑞𝑢𝑛𝑏
=



−𝑚𝑢𝑑 ¤Ω sin(Ω𝑡) − 𝑚𝑢𝑑Ω2 cos(Ω𝑡)

−𝑚𝑢𝑑 ¤Ω cos(Ω𝑡) + 𝑚𝑢𝑑Ω2 sin(Ω𝑡)

0

0


(3.46)

Podendo-se assumir que:

𝐹𝑢𝑥

𝐹𝑢𝑦

𝐹𝑢𝜃

𝐹𝑢𝜑


=



−𝑚𝑢𝑑 ¤Ω sin(Ω𝑡) − 𝑚𝑢𝑑Ω2 cos(Ω𝑡)

−𝑚𝑢𝑑 ¤Ω cos(Ω𝑡) + 𝑚𝑢𝑑Ω2 sin(Ω𝑡)

0

0


(3.47)

Adicionalmente, considerando que, na maioria das situações práticas, as máquinas rotativas

operam em regime permanente (EHRICH, 1992), as forças de desbalanceamento podem ser

descritas pela Eq. 3.48, na qual os primeiros termos da Eq. 3.47 são desprezados, por tenderem

a zero nesse regime.



𝐹𝑢𝑥

𝐹𝑢𝑦

𝐹𝑢𝜃

𝐹𝑢𝜑


=



−𝑚𝑢𝑑Ω2𝑐𝑜𝑠(Ω𝑡)

𝑚𝑢𝑑Ω
2𝑠𝑖𝑛(Ω𝑡)

0

0


(3.48)

Assim, as forças de desbalanceamento surgem da rotação de massas excêntricas que geram

componentes radiais oscilatórias sobre o rotor. O módulo dessas forças é proporcional à massa

desbalanceada 𝑚𝑢, ao raio de excentricidade 𝑑 e ao quadrado da velocidade angular Ω. Por

se tratarem de vetores que variam harmonicamente com o tempo, diferentes combinações de

magnitude e fase podem produzir o mesmo efeito dinâmico, especialmente na excitação de

modos vibratórios (PEREIRA NETO et al., 2023).

Diante dessa possibilidade de soluções equivalentes, o balanceamento de rotores também

admite múltiplas configurações corretivas capazes de anular a resposta vibratória resultante

(MICHALSKI; SOUZA, 2018; PEREIRA NETO et al., 2023).

No entanto, neste trabalho adota-se uma abordagem simplificada amplamente utilizada:

considera-se a aplicação de forças corretivas com mesma frequência e amplitude das forças de

desbalanceamento, mas defasadas em 180◦. Portanto, sob essa hipótese, o problema é modelado

como a superposição de dois vetores harmônicos em oposição de fase, resultando na anulação
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da força de excitação, conforme ilustrado na Fig. 3.7.

Para fins de modelagem e consistência com os experimentos realizados, assume-se também

que os planos axiais das massas corretivas são os mesmos das massas desbalanceadas, embora,

na prática, restrições construtivas possam impedir essa correspondência.

Figura 3.7: Representação esquemática do balanceamento de um rotor em um único plano.

Com base nessa suposição, o balanceamento é modelado como a inserção de massas correti-

vas 𝑚𝑐, diametralmente opostas às massas de desbalanceamento, atuando no mesmo plano axial

das forças de desbalanceamento. Estas últimas, por sua vez, são descritas diretamente pelas

componentes temporais 𝐹𝑥 (𝑡) e 𝐹𝑦 (𝑡), estimadas por meio do Filtro de Kalman Aumentado,

conforme:

𝐹𝑢,𝑥 (𝑡) = −𝐴 cos(Ω𝑡 + 𝜙)

𝐹𝑢,𝑦 (𝑡) = 𝐴 sin(Ω𝑡 + 𝜙)
(3.49)

A partir das expressões anteriores, os parâmetros de amplitude 𝐴 (amplitude) e 𝜙 (fase) das

forças de desbalanceamento podem ser extraídos por:

𝐴 =

√︃
𝐹2
𝑢,𝑥 (𝑡) + 𝐹2

𝑢,𝑦 (𝑡)

𝜙 = arctan 2
(
𝐹𝑢,𝑦 (𝑡),−𝐹𝑢,𝑥 (𝑡)

)
−Ω𝑡

(3.50)

Em seguida, as forças corretivas podem ser definidas com os mesmos parâmetros, mas com

fase oposta às forças de desbalanceamento, correspondendo a um deslocamento de fase de 𝜋

radianos:

𝐹𝑐,𝑥 (𝑡) = −𝐴 cos(Ω𝑡 + 𝜙 + 𝜋) = 𝐴 cos(Ω𝑡 + 𝜙)

𝐹𝑐,𝑦 (𝑡) = 𝐴 sin(Ω𝑡 + 𝜙 + 𝜋) = −𝐴 sin(Ω𝑡 + 𝜙)
(3.51)

Essa configuração anula as forças de excitação em regime permanente, reduzindo significa-

tivamente as amplitudes de vibração e contribuindo para uma operação mais estável e segura do
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sistema rotativo.

3.3 ROSS (Rotordynamic Open-Source Software)

O ROSS (Rotordynamic Open-Source Software) é uma biblioteca de código aberto desenvol-

vida em Python, projetada para apoiar estudos e aplicações envolvendo a modelagem e a análise

dinâmica de sistemas rotativos (TIMBÓ et al., 2020). Especificamente, o projeto da biblioteca

é liderado pela Petrobras, em colaboração técnica com a Universidade Federal de Uberlândia

(UFU) e a Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ), sob o Termo de Cooperação Técnica

PT-200.20.00169.

Contudo, uma versão estável da biblioteca está disponível publicamente no GitHub3, o que

amplia as possibilidades de contribuição da comunidade científica e fortalece a integração entre

pesquisa acadêmica e demandas industriais (TIMBÓ et al., 2020). Como consequência direta

dessa abertura, têm sido obtidos avanços relevantes na modelagem, simulação e análise do

comportamento dinâmico de máquinas rotativas (PEREIRA NETO et al., 2023).

Para a modelagem dos sistemas, o ROSS emprega o método dos elementos finitos (ver Seção

3.1), o qual permite representar com elevada fidelidade componentes como eixos, mancais e

discos. Essa abordagem torna viável a construção de modelos numéricos de rotores de forma

prática e eficiente, sendo, inclusive, adotada neste trabalho. A integração entre a API desenvol-

vida e o módulo principal do ROSS é detalhada no Capítulo 5, demonstrando a aplicabilidade

direta da ferramenta no contexto da pesquisa.

Além disso, graças à sua arquitetura orientada a objetos, o ROSS viabiliza simulações

avançadas, como análise modal, resposta em frequência (por exemplo, o diagrama de Campbell),

cálculo de velocidades críticas e resposta transitória. Dessa maneira, a ferramenta se configura

como uma solução acessível e eficaz, aplicável tanto em contextos acadêmicos quanto industriais,

com destaque para o estudo de turbinas, compressores e geradores (TIMBÓ et al., 2020).

Nesse cenário, a cooperação entre Petrobras, UFU e UFRJ tem desempenhado papel central

no aprimoramento contínuo do ROSS, especialmente com a incorporação de técnicas modernas

de inteligência artificial voltadas ao diagnóstico automatizado de falhas. Como parte desses

esforços, foi desenvolvido o módulo ROSSML, o qual integra métodos de aprendizado de

máquina para a identificação de anomalias em rotores, contribuindo de forma significativa para
3Acessível pelo link: <https://github.com/petrobras/ross>

https://github.com/petrobras/ross
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o avanço das estratégias de manutenção preditiva e monitoramento inteligente.

Inserida nesse contexto, a presente pesquisa propõe o desenvolvimento de uma API baseada

no Filtro de Kalman Aumentado, e que será posteriormente integrada ao ROSSML com o apoio

técnico de colaboradores como Raimundo Vicente Pereira Neto (responsável pela validação

e adequação dos testes práticos) e Amanda Ferreira Rosa (responsável pela implementação

da interface com o usuário). A metodologia adotada — centrada na aplicação do FKA à

estimação dinâmica do comportamento de rotores flexíveis sob condições operacionais variáveis

— é inédita, o que justifica a elaboração desta tese de doutorado. Tal proposta introduz uma

abordagem inovadora para estimativas dinâmicas, com baixa latência e boa precisão, mesmo

sob condições de medição incompletas ou ruidosas.

Como resultado, a API desenvolvida permite a execução de tarefas cruciais, tais como o

sensoriamento virtual — que estima grandezas não acessíveis diretamente por sensores — e a

determinação de massas de correção para o balanceamento de rotores flexíveis. Isso é viabilizado

pela atualização contínua do modelo numérico com dados reais do sistema, utilizando o FKA

como ferramenta de estimação. Em comparação com abordagens tradicionais, a solução aqui

apresentada oferece ganhos substanciais em precisão, tempo e eficiência, contribuindo para a

redução de vibrações e o aumento da vida útil dos equipamentos rotativos.

Conclui-se, portanto, que a proposta desenvolvida neste trabalho não apenas amplia as

capacidades do ROSS, como também evidencia o potencial transformador da integração entre

modelagem física, inteligência artificial e automação no contexto da Indústria 4.0.



Capítulo 4

Conceitos da Observação de Estados e do

Filtro de Kalman

Com base nos capítulos anteriores, observa-se que a operação segura e eficiente de sistemas

rotativos de alta velocidade depende da identificação e correção dos desbalanceamentos presentes

em seus componentes girantes (MICHALSKI; SOUZA, 2018). Esses desbalanceamentos, ao

provocarem vibrações indesejadas, comprometem o desempenho, aumentam o risco de falhas

e elevam os custos de manutenção. Assim, o balanceamento preciso do rotor é essencial para

se assegurar a confiabilidade e o desempenho do equipamento (EHRICH, 1992; GANGULY;

ROY, 2022; NEISI et al., 2022).

Dito isso, uma alternativa promissora para aprimorar os processos de balanceamento é o

uso de modelos dinâmicos no espaço de estados, capazes de representar com fidelidade o com-

portamento de rotores em diferentes regimes de operação (NEISI et al., 2022). Esses modelos

permitem simular a resposta vibratória e servem como base para as técnicas avançadas de esti-

mação de estados e identificação de forças atuantes, as quais muitas vezes são desconhecidas ou

difíceis de se medir diretamente (WENZEL et al., 2007; MICHALSKI; SOUZA, 2018).

Nesse contexto, observadores de estado como o Filtro de Kalman destacam-se por estimar

as condições internas do rotor a partir de medições limitadas e ruidosas, mesmo na presença de

incertezas e perturbações (WELCH; BISHOP, 2006; GOTTWALD, 2014; NEISI et al., 2022).

Dessa maneira, diferentemente dos métodos tradicionais, que exigem um grande número

de sensores — onerosos ou inviáveis de se instalar — ou dependem de dados históricos, essas

técnicas de observação de estados permitem inferir informações críticas, como a magnitude e

a localização das massas desbalanceadas, com base em poucas medições online e disponíveis
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conjuntamente à um modelo referencial do sistema (LOURENS et al., 2012; GOTTWALD,

2014).

Portanto, a integração entre a modelagem no espaço de estados e os algoritmos de estimação

viabiliza estratégias de balanceamento mais ágeis e precisas, reduzindo intervenções presenciais

e ciclos repetitivos de ajuste. Além disso, sua compatibilidade com arquiteturas digitais, como

as sombras digitais, amplia as possibilidades de diagnóstico contínuo e preditivo, possibilitando

a antecipação de correções antes que níveis críticos de vibração sejam alcançados (PEREIRA

NETO et al., 2023).

Com base nessas considerações, este capítulo apresenta os fundamentos teóricos da modela-

gem no espaço de estados e no espaço de estados aumentado, aplicados especificamente a rotores

flexíveis. Em seguida, discutem-se os princípios do Filtro de Kalman e de sua versão estendida,

o Filtro de Kalman Aumentado, que constitui a base do estimador utilizado na metodologia

proposta nesta tese de doutorado.

4.1 Formulação do Espaço de Estados

Com base nas premissas da Seção 3.1, o comportamento dinâmico de um sistema rotativo é

descrito por um conjunto de equações diferenciais ordinárias de segunda ordem, associadas aos

𝑛 graus de liberdade do sistema. Essas equações podem ser convenientemente expressas em sua

forma matricial — como mostrado na Eq. 3.42 — envolvendo as matrizes globais de massa,

rigidez, amortecimento e efeito giroscópico, bem como o vetor das forças aplicadas ao sistema

(ZOU et al., 2019; GANGULY; ROY, 2022).

É importante notar, no entanto, que a formulação de segunda ordem impõe ao problema da

observabilidade um requisito adicional, que é a necessidade de se utilizar duas variáveis de estado

(por gdl) para descrever completamente a dinâmica do sistema (QU, 2004; PERKO, 2013). Isso

se deve ao fato de que cada equação diferencial de segunda ordem requer duas condições iniciais

de contorno independentes, para que sua solução seja unicamente determinada (MST, 2013;

MICHALSKI; SOUZA, 2018).

Nesse contexto, a definição das variáveis de estado assume papel fundamental na modelagem

de sistemas dinâmicos, podendo variar de acordo com as características específicas do problema

e das condições iniciais disponíveis (MST, 2013). No caso específico de sistemas rotativos, uma

prática consolidada consiste em utilizar as posições e as velocidades dos componentes do rotor
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como variáveis de estado, uma vez que essas grandezas fornecem uma descrição abrangente e

física do movimento dinâmico (ZOU et al., 2019; NEISI et al., 2022).

Com base nisso, e considerando o vetor de coordenadas generalizadas definido na Eq. 3.1,

pode-se estabelecer uma representação equivalente para o vetor de estados 𝑥𝑖, associado a cada

nó do modelo de elementos finitos, pela seguinte expressão:

𝑥𝑖 =

[
𝑢 𝑤 𝜃 𝜑 ¤𝑢 ¤𝑤 ¤𝜃 ¤𝜑

]𝑇
(4.1)

onde ¤𝑢, ¤𝑤, ¤𝜃 e ¤𝜑 representam as derivadas temporais de primeira ordem associadas aos gdls (𝑢,

𝑤, 𝜃 e 𝜑) correspondentes ao nó 𝑖 no modelo de elementos finitos.

A partir dessa definição, é possível reescrever a equação característica original do sistema —

apresentada na Eq. 3.42 — em uma forma equivalente composta por um conjunto de equações

diferenciais de primeira ordem, resultando no seguinte sistema de equações lineares:
¤𝑞(𝑡) = ¤𝑞(𝑡)

¥𝑞(𝑡) = −𝑀−1 [
𝐷 + 𝐷𝑔Ω

]
¤𝑞(𝑡) − 𝑀−1 [

𝐾𝑚 + 𝐾𝑠𝑡 ¤Ω
]
𝑞(𝑡) + 𝑆 𝑓𝑀−1𝐹 (𝑡)

(4.2)

onde 𝐹 (𝑡) representa a soma das forças aplicadas ao sistema e 𝑆 𝑓 a matriz de seleção dessas

forças sobre os respectivos gdls do rotor.

Nesse caso, a primeira equação representa uma identidade trivial, que não depende dire-

tamente da dinâmica do rotor. Já a segunda equação incorpora toda a dinâmica relevante do

sistema rotativo (MICHALSKI; SOUZA, 2018; CUMBO et al., 2021).

Além disso, para facilitar a representação em espaço de estados, assume-se as seguintes

definições:

𝑥(𝑡) =
[
𝑞(𝑡) ¤𝑞(𝑡)

]𝑇
, ¤𝑥(𝑡) =

[
¤𝑞(𝑡) ¥𝑞(𝑡)

]𝑇
𝑒 𝑢(𝑡) = 𝐹 (𝑡) (4.3)

De forma que, a partir dessas definições, o sistema descrito na Eq. 4.2 possa ser reescrito

em sua forma matricial no padrão do espaço de estados, segundo:

¤𝑥(𝑡) =


0 𝐼

−𝑀−1 [
𝐾𝑚 + 𝐾𝑠𝑡 ¤Ω

]
−𝑀−1 [

𝐷 + 𝐷𝑔Ω
] 𝑥(𝑡) +


0

𝑆 𝑓𝑀
−1

 𝑢(𝑡) (4.4)

Essa nova formulação permite uma descrição mais estruturada e clara da dinâmica do

sistema, além de facilitar análises futuras e a sua implementação computacional em ambientes

de simulação ou controle (LOURENS et al., 2012; CUMBO et al., 2021).

Nota-se, no entanto, que, ao converter as equações de segunda ordem em um sistema
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equivalente de primeira ordem, o número de equações diferenciais é duplicado: 𝑛𝑔𝑑𝑙 equações

passam a descrever os valores de 𝑥(𝑡), e outras 𝑛𝑔𝑑𝑙 descrevem os valores de ¤𝑥(𝑡) (PERKO,

2013).

Esse aumento, porém, é essencial para viabilizar a aplicação de métodos numéricos de

integração e análise modal, sendo que, com os avanços recentes na capacidade computacional

dos sistemas de processamento, essa expansão deixou de ser um empecilho, permitindo a

simulação eficiente até mesmo de sistemas complexos (QU, 2004; PERKO, 2013).

A partir daí, definindo-se:

• 𝐴 =


0 𝐼

−𝑀−1 [
𝐾𝑚 + 𝐾𝑠𝑡 ¤Ω

]
−𝑀−1 [

𝐷 + 𝐷𝑔Ω
] , em que 𝐴 ∈ R2𝑛𝑔𝑑𝑙×2𝑛𝑔𝑑𝑙 ;

• 𝐵 =


0

𝑆 𝑓𝑀
−1

 , com 𝐵 ∈ R2𝑛𝑔𝑑𝑙×𝑛 𝑓 .

chega-se à seguinte relação compacta para a formulação de uma máquina rotativa no espaço de

estados:

¤𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) (4.5)

na qual a respectiva equação de saída (observabilidade) do sistema é dada por:

𝑦(𝑡) =
[
𝑆𝑑 − 𝑆𝑎𝑀−1(𝐾𝑚 + ¤Ω𝐾𝑠𝑡) 𝑆𝑣 − 𝑆𝑎𝑀−1(𝐷 +Ω𝐷𝑔)

]
𝑥(𝑡) +

[
𝑆𝑎𝑀

−1𝑆𝑝

]
𝑢(𝑡) (4.6)

onde 𝑆𝑑 , 𝑆𝑣 e 𝑆𝑎 descrevem, respectivamente, as matrizes de seleção associadas aos desloca-

mentos, velocidades e acelerações do sistema. Admitindo-se, contudo, que o rotor opere em

regime permanente, é possível aplicar uma simplificação adicional, como segue:

𝑦(𝑡) =
[
𝑆𝑑 0

]
𝑥(𝑡) +

[
0
]
𝑢(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡) (4.7)

Logo, a modelagem de um sistema rotativo qualquer no plano de estados pode ser expressa

da seguinte maneira 
¤𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡)
(4.8)

onde 𝐴 é dada como a matriz de transição de estados (ou simplesmente, matriz de estados), 𝐵

é a matriz de entrada do sistema, 𝐶 é a matriz de saída (ou de observabilidade) associada aos



Capítulo 4. Conceitos da Observação de Estados e do Filtro de Kalman 54

sensores, e 𝐷 representa a matriz de realimentação direta das forças (quando existentes) (WANG

et al., 2017a; CUMBO et al., 2021).

No entanto, é importante notar que o sistema de equações apresentado em (4.8) representa

a dinâmica do rotor no domínio contínuo. Contudo, em situações práticas, o monitoramento

de sinais de vibração em máquinas rotativas é limitado pela resolução do sistema de aquisição

de dados (PEREIRA NETO et al., 2023; SANCHES; CAVALLINI JR.; STEFFEN JR., 2024).

Por esse motivo, para uma formulação mais adequada do problema, é necessário discretizar as

equações do espaço de estados, o que pode ser feito utilizando as seguintes relações para as

matrizes 𝐴 e 𝐵:

• 𝐴𝑑 = 𝑒
𝐴Δ𝑡

• 𝐵𝑑 = (𝐴𝑑 − 𝐼) · 𝐵 · 𝐴−1

sendo Δ𝑡 o intervalo de amostragem no domínio do tempo e 𝐼 uma matriz identidade na ordem

de R2𝑛𝑔𝑑𝑙×2𝑛𝑔𝑑𝑙 .

Ao se fazer essas modificações nas matrizes de estado 𝐴 e de entrada 𝐵 do sistema, a Eq.

4.8 assume o seguinte formato: 
𝑥𝑘 = 𝐴𝑑𝑥𝑘−1 + 𝐵𝑑𝑢𝑘−1

𝑦𝑘 = 𝐶𝑑𝑥𝑘 + 𝐷𝑑𝑢𝑘

(4.9)

Isto posto, vale ressaltar que, quando o intervalo de amostragem Δ𝑡 é suficientemente

pequeno, a afirmação de que a derivada do estado ¤𝑥(𝑡) representa com boa precisão a variação

do estado ao longo do tempo 𝑡 = 𝑘 torna-se válida. Desse modo, 𝑥𝑘 pode ser interpretado como

uma estimativa adequada do comportamento futuro do sistema, com base no estado anterior 𝑥𝑘−1,

o que permite a transição da formulação contínua para uma representação discreta condizente

com a natureza dos dados adquiridos experimentalmente (MAYBECK, 1982).

Ainda, como o modelo matemático do sistema rotativo pode não representar com precisão

o seu comportamento dinâmico real — devido à simplificações na formulação das equações de

energia e à imprecisões nos parâmetros considerados do sistema, como rigidez e amortecimento

dos mancais; geometria do rotor e outros —, é necessário incorporar um componente de incerteza

ao modelo (Eq. 4.9) (WENZEL et al., 2007; GONZALEZ et al., 2016; ZOU et al., 2019).

Além dessas incertezas estruturais, o ruído presente nas medições dos sensores também pode

comprometer a observabilidade das variáveis do sistema (MAYBECK, 1982). Portanto, para

lidar com esses dois (e outros) tipos de imprevisibilidade, é comum introduzir termos adicionais
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no modelo de espaço de estados, permitindo a reestruturação da Eq. 4.9 conforme apresentado

na Eq. 4.10: 
𝑥𝑘 = 𝐴𝑑𝑥𝑘−1 + 𝐵𝑑𝑢𝑘−1 + 𝑤𝑘−1

𝑦𝑘 = 𝐶𝑑𝑥𝑘 + 𝐷𝑑𝑢𝑘 + 𝑣𝑘−1
(4.10)

onde 𝑤𝑘−1 e 𝑣𝑘−1 representam, respectivamente, os ruídos de processo (associados às incertezas

no modelo dinâmico) e os ruídos de medição (ligados à precisão dos sensores), atuando em

todos os graus de liberdade do sistema (GONZALEZ et al., 2016).

Dessa forma, a Eq. 4.10 corresponde à formulação clássica do modelo de uma máquina

rotativa no espaço de estados e, por isso, desempenha um papel fundamental na modelagem

do espaço de estados aumentado de rotores flexíveis. Além disso, serve como base para a

formulação dos algoritmos de Filtro de Kalman convencional e do Filtro de Kalman Aumentado

(LI et al., 2015), os quais serão apresentados nas seções subsequentes desta tese.

4.2 Espaço de Estados de Aumentado

Apesar de amplamente utilizada nos estudos de controle, a abordagem clássica baseada no

espaço de estados, representada pela Eq. 4.10, pressupõe o conhecimento prévio das forças de

entrada 𝑢𝑘 atuantes no sistema. Todavia, em sistemas mecânicos reais — especialmente em

máquinas rotativas — essa suposição nem sempre é válida ou exequível na prática (PATTON;

CHEN, 1997; GILLIJNS; MOOR, 2007).

Durante a operação de rotores, diversas forças externas não modeladas podem surgir, tais

como desbalanceamentos rotativos, forças de contato entre componentes, vibrações induzidas

por fluidos e excitações aleatórias provenientes de falhas incipientes. Em muitos casos, as forças

relacionadas ao sistema são difíceis de serem medidas diretamente ou até mesmo impossíveis

de serem previstas com precisão, comprometendo a eficácia dos métodos convencionais de

estimação e de controle que dependem do conhecimento a priori das entradas (SAIF; GUAN,

1990; GILLIJNS; MOOR, 2007).

Diante desse desafio, uma solução viável consiste em expandir o vetor de estados para

incluir as próprias forças generalizadas 𝑢𝑘 como variáveis a serem estimadas, juntamente com

os deslocamentos 𝑥𝑘 e velocidades ¤𝑥𝑘 (RANGEGOWDA et al., 2022; SANCHES; CAVALLINI

JR., 2023). Essa abordagem, discutida por Zou et al. (2019), permite a construção de um novo

domínio denominado espaço de estados aumentado, no qual o estado do sistema passa a conter
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tanto as variáveis cinemáticas quanto as forças atuantes na estrutura. Dessa forma, o vetor de

estados aumentado é definido como:

𝑥𝑎𝑘 =

[
𝑥𝑘 𝑢𝑘

]𝑇
(4.11)

cujas dimensões são iguais a
[
2𝑛𝑔𝑑𝑙 + 𝑛 𝑓

]
× 1.

Consequentemente, obtém-se também uma versão aumentada da matriz de transmissão de

estados 𝐴, denotada por 𝐴𝑎, cuja estrutura incorpora também a dinâmica das forças não medidas.

Ou seja, a construção dessa nova matriz é realizada mantendo a dinâmica original do sistema e

adicionando blocos relacionados à evolução temporal das forças desconhecidas. Com isso, de

acordo com Cumbo et al. (2021), tem-se que:

𝐴𝑎 =


𝐴𝑑 𝐵𝑑

0 𝑆 𝑓 𝛿

 =


0 𝐼𝑑 0

−𝑀−1
𝑑

[
𝐾𝑚𝑑 + ¤Ω𝐾𝑠𝑡𝑑

]
−𝑀−1

𝑑

[
𝐷𝑚𝑑 +Ω𝐷𝑔𝑑

]
𝑆 𝑓𝑀

−1
𝑑

0 0 𝑆 𝑓 𝛿


(4.12)

em que 𝑆 𝑓 representa, ainda, a matriz de seleção associada às forças e 𝛿 é uma matriz responsável

por modelar a variação temporal dessas forças (PEREIRA NETO et al., 2023), dada por:

𝛿 =


0 Ω

−Ω 0

 (4.13)

Da mesma forma, a matriz de observabilidade dos sensores também é modificada para

considerar o novo vetor de estados aumentado. Essa adaptação resulta na nova expressão para a

matriz 𝐶𝑎, que agora engloba as relações entre as variáveis aumentadas e as grandezas medidas.

Segundo (CUMBO et al., 2021), a nova configuração da matriz C é descrita pela Eq. 4.14 como

segue,

𝐶𝑎 =

[
𝐶 𝐷

]
=

[
𝑆𝑑 − 𝑆𝑎𝑀−1(𝐾 + 𝐾𝑠𝑡) 𝑆𝑣 − 𝑆𝑎𝑀−1(𝐷 +Ω𝐷𝑔) 𝑆𝑎𝑀

−1𝑆𝑝

]
(4.14)

que pode ser novamente simplificada para:

𝐶𝑎 =

[
𝐶 𝐷

]
=

[
𝑆𝑑 0 0

]
(4.15)

quando esta é usada na modelagem de sistemas rotativo no regime permanente.

Logo, ao se considerar as forças generalizadas como parte integrante do vetor de estado, o

modelo aumentado permite uma representação mais realista e robusta de sistemas mecânicos
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sujeitos a entradas desconhecidas ou mal caracterizadas. Essa estratégia se mostra particular-

mente útil no contexto de sistemas rotativos, onde sua aplicação contribui significativamente

para a melhoria do desempenho em termos da detecção precoce de anomalias, diagnósticos inte-

ligentes de falhas e implementação de estratégias de controle (ou de manutenção) mais eficazes

(LOURENS et al., 2012; MICHALSKI; SOUZA, 2018; NEISI et al., 2022).

4.3 Caracterização de um Observador de Estados

Em muitas aplicações que envolvem a modelagem numérica ou a caracterização de sistemas

dinâmicos — especialmente aquelas relacionadas ao monitoramento e ao controle de máquinas

rotativas — frequentemente se assume que todas as variáveis de estado do sistema estejam

prontamente disponíveis para o processo de medição direta. Na prática, porém, essa suposição

raramente se verifica (MEIROVITCH, 1991; DEHGHANPOUR et al., 2018; TAN; ZHANG,

2020).

Devido a limitações físicas e econômicas, nem sempre é viável instalar sensores físicos em

todos os pontos estratégicos da estrutura ou medir diretamente todas as variáveis relevantes

para uma análise completa do comportamento dinâmico do sistema. Dessa maneira, torna-se

impraticável obter o vetor de estados completo apenas por meio de processos de aquisição

(SIMON, 2010).

Diante dessa limitação, uma solução eficaz consiste no uso dos chamados observadores

de estado, que são algoritmos ou sistemas computacionais capazes de inferir as variáveis não

mensuradas com base apenas nas informações parcialmente disponíveis — tipicamente as en-

tradas e saídas do sistema — aliadas às previsões de um modelo de referência (SIMON, 2010;

ASTROM; MURRAY, 2009).

Em essência, um observador de estado atua como uma réplica dinâmica do sistema real,

processando os sinais de entrada e as medições disponíveis para gerar, a cada novo passo de

tempo, uma estimativa consistente e atualizada do vetor de estados utilizado (ELLIS, 2002;

ASTROM; MURRAY, 2009).

Assim, a operação fundamental de um observador de estados consiste na correção contínua

do estado estimado, realizada por meio da comparação entre as saídas medidas no sistema real

e aquelas previstas pelo próprio observador (WENZEL et al., 2007; DAROUACH, 2013). A

diferença entre essas saídas — conhecida como inovação 𝑧 — é utilizada para ajustar o ganho
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do observador e reduzir progressivamente o erro entre os estados reais e os valores calculados

(ZOU et al., 2019; KHODARAHMI; MAIHAMI, 2023).

A Fig. (4.1), nesse sentido, ilustra o esquema conceitual geral de um observador de estados.

O sistema real recebe um vetor de entradas 𝑢(𝑡) e produz uma saída medida 𝑦(𝑡). Paralelamente,

o observador recebe as mesmas entradas 𝑢(𝑡) e utiliza a saída medida 𝑦(𝑡) para atualizar sua

estimativa 𝑥(𝑡) do vetor de estados do sistema. A realimentação da inovação 𝑦(𝑡) − 𝑦̂(𝑡), onde

𝑦̂(𝑡) é a saída estimada, possibilita que o observador de estados ajuste sua estimativa para se

aproximar cada vez mais do estado real (MEIROVITCH, 1991).

Figura 4.1: Esquema conceitual de um observador de estados.

A medida que os valores de inovação 𝑦(𝑡) − 𝑦̂(𝑡) tendem a 0, isso representa que os valores

de estado 𝑥(𝑡) previstos estão mais próximos das medições observadas, consequentemente o ob-

servador utilizado pode ser considerado eficitente (ELLIS, 2002; KHODARAHMI; MAIHAMI,

2023).

Já do ponto de vista prático, a construção de um observador de estados eficiente dependerá

também do conhecimento prévio de um modelo matemático do sistema, e que seja suficiente-

mente representativo do problema (SIMON, 2010). Em outras palavras, para que o estimador

seja eficaz, o sistema deve atender aos critérios mínimos de observabilidade ou, ao menos,

de detectabilidade, garantindo que os estados possam ser inferidos a partir das saídas medidas

(DAROUACH, 2013).

Um aspecto fundamental no projeto de observadores é garantir que o erro entre o vetor

de estados real 𝑥(𝑡) e a estimativa 𝑥(𝑡) diminua ao longo do tempo de forma estável. Isso é

alcançado quando a dinâmica do erro — que pode ser descrita por uma equação diferencial linear

— possui propriedades que promovem sua convergência a zero (KHODARAHMI; MAIHAMI,

2023). Em termos técnicos, isso significa que os parâmetros que definem essa dinâmica devem
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ser escolhidos de modo que os valores do erro observado sejam estáveis, isto é, que qualquer

perturbação no sistema seja atenuada progressivamente por um ganho 𝐺 ao longo do tempo,

evitando oscilações ou crescimento do desvio (ELLIS, 2002).

Dessa forma, os observadores de estado funcionam como filtros dinâmicos que, a partir de

dados parciais, permitem a reconstrução confiável do vetor de estados, viabilizando o monito-

ramento e controle de sistemas reais mesmo na ausência de medições completas.

4.4 Formulação do Algoritmo de Filtro de Kalman

O Filtro de Kalman (FK) é um algoritmo de estimação estocástica proposto por Rudolf E.

Kalman na década de 1960, e que permanece, até os dias atuais, como uma das principais

ferramentas referentes às teorias dos observadores de estados e de controle ótimo (WELCH;

BISHOP, 2006; GOTTWALD, 2014; BASNET, 2021; KHODARAHMI; MAIHAMI, 2023;

PEREIRA NETO et al., 2023).

Mais especificamente, esse algoritmo tem como objetivo integrar as informações fornecidas

por um modelo matemático — que representa o comportamento teórico do sistema — com

dados reais de medição, coletados por sensores físicos instalados na máquina (ZOU et al.,

2019; MENDOZA-LARIOS et al., 2021). O propósito de tal integração é obter estimativas

mais precisas e confiáveis da dinâmica do sistema, superiores àquelas que poderiam ser obtidas

utilizando isoladamente cada uma dessas fontes de informação (WENZEL et al., 2007; SUN et

al., 2022; KHODARAHMI; MAIHAMI, 2023).

Para isso, o Filtro de Kalman aborda o problema geral da estimativa dos estados 𝑥𝑘 ∈ R𝑛 de

um sistema dinâmico linear de segunda ordem, modelando-o por meio de sua forma canônica

no espaço de estados, descrita segundo à Eq. 4.10, a qual, por simplicidade, pode ser expressa

da seguinte maneira: 
𝑥𝑘 = 𝐴𝑑𝑥𝑘−1 + 𝐵𝑑𝑢𝑘−1 + 𝑤𝑘−1

𝑦𝑘 = 𝐶𝑑𝑥𝑘 + 𝑣𝑘−1
(4.16)

onde 𝐴𝑑 representa a matriz de estados vínculada ao sistema, 𝐵𝑑 a matriz de seleção das forças de

entrada e𝐶𝑑 a matriz de saída referentes às medições nos sensores (ZOU et al., 2019; BASNET,

2021; SUN et al., 2022).

Nessa equação, também são incorporadas as variáveis de erro desconhecidas 𝑤𝑘−1 e 𝑣𝑘−1,

que representam, respectivamente, as incertezas associadas ao modelo matemático — resultantes
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de aproximações e simplificações das equações diferenciais de segunda ordem — e os ruídos

inerentes ao processo de medição dos dados experimentais (NEISI et al., 2022; VETTORI et

al., 2023; LI et al., 2025).

Como premissa, e devido à natureza estocástica do filtro, esses parâmetros de erro são

considerados independentes entre si e seguem à uma distribuição normal com média zero,

conforme expresso pelas equações:

𝑝(𝑤) ∼ 𝑁 (0, 𝑄) (4.17)

𝑝(𝑣) ∼ 𝑁 (0, 𝑅) (4.18)

onde 𝑄 ∈ R2𝑛𝑔𝑑𝑙×2𝑛𝑔𝑑𝑙 e 𝑅 ∈ R𝑛𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑒𝑠×𝑛𝑔𝑑𝑙 representam, respectivamente, as matrizes de covari-

ância dos erros associados ao modelo e aos dados experimentais.

É essencial que as matrizes de incerteza, no contexto, do FK sejam determinadas correta-

mente, pois elas influenciam diretamente na convergência — ou não — do estimador (NEISI

et al., 2022; WEI; LI; HUANG, 2022; VETTORI et al., 2023; ZHOU et al., 2024). Em outras

palavras, o desempenho e a estabilidade do filtro dependem fortemente da escolha adequada dos

parâmetros de incerteza envolvidos no processo de predição, o que torna sua determinação um

aspecto central na aplicação prática do algoritmo de Kalman (LOURENS et al., 2012; ZOU et

al., 2019; VETTORI et al., 2023; SANCHES; CAVALLINI JR., 2023; SANCHES; CAVALLINI

JR.; STEFFEN JR., 2024).

Dito isso, diversos métodos para a correta estimativa das matrizes de covariância do erro

𝑄 e 𝑅 podem ser encontrados na literatura, variando em termos de complexidade e custo

computacional (SHRIVASTAVA; MOHANTY, 2019; NEISI et al., 2022; WEI; LI; HUANG,

2022; VETTORI et al., 2023; SANCHES; CAVALLINI JR., 2023; PEREIRA NETO et al.,

2023; ZHOU et al., 2024; SANCHES; CAVALLINI JR.; STEFFEN JR., 2024). No entanto, nas

próximas seções deste trabalho, será proposta uma nova abordagem que busca reduzir o custo,

ao mesmo tempo em que se preserva a eficiência e a confiabilidade do processo de estimação.

Já no que se refere ao seu funcionamento, o FK parte da definição de 𝑥−
𝑘
∈ R𝑛 como a

estimativa a priori do vetor de estados, no instante de tempo 𝑘 , considerando apenas as infor-

mações disponíveis até o momento anterior, pelo estimador (BEYGZADEH; TORKZADEH;

SALAJEGHEH, 2022; LI et al., 2025).

Paralelamente, 𝑥𝑘 ∈ R𝑛 é dado como a estimativa de estado a posteriori do sistema no

tempo 𝑘 , incorporando-se também as medições experimentais disponíveis nesse momento. A

partir dessas duas definições, os erros de estimativa a priori e a posteriori podem ser definidos,
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respectivamente, pelas Eqs. 4.19 e 4.20:

𝑒−𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑥−𝑘 (4.19)

𝑒𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘 (4.20)

Em seguida, considerando-se que os erros anteriores sigam à distribuições normais com

média zero — conforme as hipóteses assumidas para os ruídos do modelo e da medição —,

é possível expressar a propagação de tais incertezas ao longo do tempo usando a Esperança

Matemática, obtendo-se, assim, as Eqs. 4.21 e 4.22:

𝑃−
𝑘 = 𝐸 [𝑒−𝑘 𝑒

−
𝑘
𝑇 ] (4.21)

𝑃𝑘 = 𝐸 [𝑒𝑘𝑒𝑘𝑇 ] (4.22)

que descrevem, respectivamente, a propagação dos erros de processo a priori e a posteriori

associadas ao estimador.

Uma vez que são obtidos os estados a priori 𝑥−
𝑘

do sistema, dá-se continuidade ao desen-

volvimento do observador com o objetivo de se estabelecer uma expressão que permita calcular

a estimativa a posteriori 𝑥𝑘 desses estados. Essa estimativa é determinada com base na retro-

alimentação do erro, procedimento característico dos observadores de estado (BEYGZADEH;

TORKZADEH; SALAJEGHEH, 2022; LI et al., 2025).

Para isso, combina-se a predição inicial 𝑥−
𝑘

com uma correção fundamentada na diferença

entre a saída medida 𝑦𝑘 e a saída estimada 𝑦̂𝑘 = 𝐶𝑑𝑥−𝑘 . Tal diferença, denominada inovação, é

ainda ponderada por uma matriz de ganho 𝐾 , a qual se encarrega de ajustar a influência relativa

entre as medições e o modelo (WANG et al., 2017a; SUN et al., 2022).

Com isso, chega-se à seguinte expressão para o cálculo da estimativa a posteriori do vetor

de estados considerado:

𝑥𝑘 = 𝑥
−
𝑘 + 𝐾𝑘

(
𝑦𝑘 − 𝐶𝑑𝑥−𝑘

)
(4.23)

e que também representa a função de correção do algoritmo.

Tal como abordado na Seção 4.3, o ganho de um observador exerce forte influência sobre

a estabilidade e a convergência do processo de estimação (ZHOU et al., 2024). Nesse sentido,

a matriz de ganho 𝐾𝑘 descrita na Eq. 4.24, denominada ganho de Kalman, exerce um papel

fundamental no desempenho do FK, pois determina o peso atribuído à etapa de correção, com

base nos valores de novidade (WANG et al., 2017a; CUMBO et al., 2021; VETTORI et al.,

2023).

Em termos práticos, a matriz de ganho 𝐾𝑘 ajusta a sensibilidade do observador aos erros
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de predição. Portanto, valores elevados de 𝐾𝑘 resultam em maior confiança nas medições,

enquanto valores reduzidos privilegiam a dinâmica do modelo (LOURENS et al., 2012; WANG

et al., 2017a).

Assim sendo, para que a estimativa do estado seja ótima no sentido da minimização do erro

médio quadrático — sob a suposição de ruído branco e gaussiano, tanto no modelo quanto nas

medições —, a matriz 𝐾𝑘 deve ser escolhida de modo a minimizar a covariância do erro de

estimativa a posteriori. Essa condição leva à seguinte expressão para o ganho de Kalman:

𝐾𝑘 = 𝑃
−
𝑘𝐶

𝑇
𝑑

(
𝐶𝑑𝑃

−
𝑘𝐶

𝑇
𝑑 + 𝑅

)−1
(4.24)

que decorre da solução da equação de Riccati associada à minimização de uma função de custo

quadrática. Com esse ganho, pode-se então afirmar que o estimador do FK passa a incorporar

as informações do modelo e das medições de forma equilibrada, garantindo-se assim que as

estimativas de estado tenham um erro estatisticamente mínimo (ANDERSON; MOORE, 1979;

CAVALLINI JR., 2009).

Em outras palavras, o Filtro de Kalman pode ser interpretado como uma forma particular e

ótima de observador de estado, cuja principal função é estimar o vetor de estados de um sistema

dinâmico com base em medições disponíveis e no modelo do sistema. Seu funcionamento segue

à uma lógica sequencial bem definida, e que pode ser dividida em dois grupos de equações: as

de predição e as de correção (CUMBO et al., 2021; VETTORI et al., 2023).

Essa organização reflete diretamente a estrutura típica de um observador de estado e está

representada esquematicamente no fluxograma da Fig. 4.2.

O algoritmo tem início no Passo #0, conhecido como inicialização, e que ocorre apenas uma

única vez. Nessa etapa, são definidos dois parâmetros fundamentais: o estado inicial estimado,

denotado por 𝑥0, e a incerteza inicial associada à estimativa, 𝑃0 (MAHAPATRA et al., 2023; LI

et al., 2025).

Em aplicações como a identificação de forças em sistemas rotativos, é comum atribuir ao

estado inicial um valor nulo e configurar a incerteza inicial com um valor muito pequeno (por

exemplo, 10−10), refletindo-se por tanto uma alta incerteza no modelo (LOURENS et al., 2012;

PEREIRA NETO et al., 2023).

Em seguida, o algoritmo entra em seu ciclo recursivo. No Passo #1, chamado de predição,

o filtro utiliza o modelo dinâmico do sistema para prever o estado no passo de tempo seguinte,

gerando uma estimativa a priori do estado 𝑥−
𝑘

e da sua incerteza associada 𝑃̂−
𝑘
. Essa etapa

representa a propagação da informação, baseada apenas no conhecimento interno do sistema,
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Figura 4.2: Fluxograma do Filtro de Kalman.

sem considerar ainda as medições reais (HE et al., 2022; LI et al., 2025).

No Passo #2 ocorre a etapa de correção, na qual os estados previstos são ajustados com base

nas medições disponíveis. A cada iteração, uma nova observação 𝑦𝑘 é coletada, acompanhada

de sua incerteza associada 𝑅, que representa o ruído de medição, usualmente modelado como

gaussiano branco (SHRIVASTAVA; MOHANTY, 2019; MAHAPATRA et al., 2023). A dife-

rença entre essa medição e a saída prevista pelo modelo constitui a inovação, que expressa o erro

de predição do sistema e representa a nova informação trazida pela observação. O filtro calcula

então o ganho de Kalman 𝐾𝑘 , que pondera a contribuição relativa da predição e da medição com

base nas incertezas envolvidas. A estimativa do estado é corrigida por meio da inovação pon-

derada, resultando na estimativa a posteriori 𝑥𝑘 e na incerteza atualizada 𝑃̂𝑘 (SHRIVASTAVA;

MOHANTY, 2019).

Por fim, no Passo #3, a estimativa atualizada do estado 𝑥𝑘 e de sua incerteza 𝑃̂𝑘 são reali-

mentadas no processo para o próximo passo de tempo 𝑘 + 1. Esse mecanismo de realimentação

é a essência do comportamento recursivo do filtro, permitindo que ele se adapte continuamente

a novas informações, refinando progressivamente a qualidade das estimativas ao longo tempo

(LOURENS et al., 2012; SANCHES; CAVALLINI JR., 2023).
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4.5 Filtro de Kalman Aumentado

Em consonância às discussões abordadas nas seções anteriores, a formulação canônica de

um sistema dinâmico em espaço de estados parte do pressuposto de que as forças aplicadas ao

equipamento físico sejam previamente conhecidas e disponibilizadas ao observador (ZOU et

al., 2019; ZHOU et al., 2024).

Contudo, essa suposição, embora adequada em determinadas situações, mostra-se frequente-

mente incompatível com as condições reais de operação de máquinas rotativas, onde grande parte

das forças atuantes no equipamento não podem ser prontamente medidas ou mesmo acessadas

de forma confiável (ZHOU et al., 2024).

Tal limitação compromete a aplicabilidade do algoritmo de Filtro de Kalman convencional

(Seção 4.4) nos estudos de balanceamento e sensoriamento de rotores flexíveis; uma vez que,

para a sua formulação, é utilizada a representação canônica do espaço de estados, exigindo,

dessa forma, o conhecimento explícito das entradas do sistema.

Como alternativa à essa restrição, a literatura propõe o uso do espaço de estados aumentado,

conforme apresentado na Eq. 4.12 (CUMBO et al., 2020). Nessa abordagem, o vetor de forças

𝑢𝑘 é incorporado diretamente ao vetor de estados 𝑥𝑘 para que essas sejam também estimadas em

tempo real, conjuntamente aos demais estados de deslocamentos e de velocidades do sistema

(PEREIRA NETO et al., 2023; SANCHES; CAVALLINI JR.; STEFFEN JR., 2024; ZHOU et

al., 2024).

O uso do espaço de estados aumentado implica, entretanto, na introdução de novas fontes

de incerteza no modelo, associadas à inferência das forças de entrada. Como consequência,

os termos de covariância dos erros da estimativa e de medição, originalmente expressos por

𝑤𝑘−1 e 𝑣𝑘−1 na Eq. 4.16, devem ser redefinidos para refletir a presença dessas incertezas

adicionais (BRANLARD; GIARDINA; BROWN, 2020). A nova representação dos vetores de

erro torna-se, então:

𝑤̂𝑘−1 =


𝑤𝑘−1

𝜂𝑘−1

 (4.25)

𝑣̂𝑘−1 =


𝑣𝑘−1

0

 (4.26)

onde 𝜂𝑘−1 representa a incerteza associada à predição das forças de entrada aplicadas ao sistema,
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enquanto o termo nulo reflete a impossibilidade de se medir diretamente tais forças, implicando

ausência de ruído de medição associado(SHRIVASTAVA; MOHANTY, 2019; VETTORI et al.,

2023).

Desta maneira, mantendo-se a condição de que tais parâmetros de incerteza sejam conside-

rados independentes entre si e que sigam à distribuições normais com média nula, chega-se à

seguinte variação das matrizes de covariância do erro, 𝑄 e 𝑅, utilizadas no FK, agora denotadas

por 𝑄𝑎 e 𝑅𝑎, como:

𝑄𝑎 =


𝑄 0

0 𝑆

 =


𝑤𝑘−1 · 𝐼2𝑛𝑔𝑑𝑙×2𝑛𝑔𝑑𝑙 0

0 𝜂𝑘−1 · 𝑆 𝑓

 (4.27)

𝑅𝑎 =


𝑅 0

0 0

 =


𝑣𝑘−1 · 𝑆𝑑 0𝑛𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑒𝑠×𝑛 𝑓

0𝑛 𝑓×𝑛𝑔𝑑𝑙 0𝑛 𝑓×𝑛 𝑓

 (4.28)

onde o novo termo 𝑆 representa a matriz de covariância associada às incertezas da predição

das forças de entrada, usualmente especificada com base em informações a priori sobre as

propriedades estatísticas dessas forças — como sua variabilidade, conteúdo espectral ou o nível

de ruído estrutural atribuído ao modelo de excitação (BRANLARD; GIARDINA; BROWN,

2020).

Assim como no Filtro de Kalman convencional, a escolha dos valores de incerteza repre-

sentados pelas matrizes 𝑄𝑎 e 𝑅𝑎 tem um impacto direto na convergência do Filtro de Kalman

Aumentado (FKA), podendo afetar tanto seu desempenho quanto sua estabilidade. Por isso,

a definição adequada dessas matrizes é um fator essencial para a aplicação eficaz do método

(PEREIRA NETO et al., 2023; SANCHES; CAVALLINI JR.; STEFFEN JR., 2024).

Essa definição muitas vezes depende de ajustes manuais e de conhecimento prévio do sistema,

o que pode ser trabalhoso, como discutido na Seção 4.4. Visando superar essas limitações, nas

próximas seções será apresentada uma nova abordagem para a determinação dessas matrizes no

contexto do FK e do FKA. O objetivo é reduzir o custo computacional e minimizar a intervenção

do operador, tornando o processo mais automatizado e acessível.

Uma vez definidas as matrizes de incerteza, o algoritmo prossegue com seu fluxo usual.

No entanto, no caso do FKA, são utilizadas as versões aumentadas das matrizes de estado e

de observabilidade, denotadas por 𝐴𝑎 e 𝐶𝑎, conforme descrito nas Eqs. 4.12 e 4.15. Essa

alteração introduz pequenas modificações no fluxo original do algoritmo, as quais são ilustradas

no diagrama da Fig. 4.3 (VETTORI et al., 2023).
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Figura 4.3: Fluxograma do Filtro de Kalman Aumentado.

Nota-se que, mesmo com essas pequenas adaptações, todas as etapas fundamentais do FK

são preservadas no FKA, incluindo a predição dos estados a posteriori 𝑥𝑎
𝑘
, a atualização da

matriz de covariância do erro 𝑃̂𝑎
𝑘

e a correção das estimativas a priori 𝑥𝑎
𝑘−1, com base no valores

de ganho de Kalman 𝐾𝑘 e da inovação 𝑧𝑘 .

No processo conduzido pelo FKA, três grandezas são determinadas simultaneamente: os

deslocamentos 𝑞(𝑡), as velocidades ¤𝑞(𝑡) e as forças 𝐹 (𝑡) atuantes sobre o rotor. Essa capacidade

de inferir forças dinâmicas, em particular, representa um grande avanço, já que medi-las direta-

mente em máquinas rotativas é uma tarefa complexa e pouco viável na prática (LOURENS et

al., 2012; SHRIVASTAVA; MOHANTY, 2019; NEISI et al., 2022; VETTORI et al., 2023).

Por essa razão, o FKA mostra-se especialmente útil em aplicações como análise de vibrações,

estudos de vida em fadiga e outros. Além disso, sua capacidade de estimar variáveis de difícil

acesso por meio de medições indiretas o transforma em uma ferramenta essencial para estratégias

de sensoriamento virtual em sistemas rotodinâmicos (LOURENS et al., 2012; VETTORI et al.,

2023).

Dito isso, a metodologia desenvolvida nesta tese não apenas demonstra valor teórico, mas

também oferece uma solução prática e robusta para a análise e monitoramento avançado de

sistemas dinâmicos, justificando o seu desenvolvimento.



Capítulo 5

Metodologia de Sombras Digitais via FKA

e Otimização por ED para o

Sensoriamento e Balanceamento de

Rotores Flexíveis

A trajetória desta tese de doutorado resulta na construção de uma arquitetura de API im-

plementada em linguagem Python, voltada à modelagem e aplicação de sombras digitais no

contexto de rotores flexíveis. Dessa maneira, o capítulo atual detalha com sistematicidade o

caminho metodológico que orientou esse processo experimental, estabelecendo uma articulação

interdisciplinar entre os princípios teóricos da engenharia mecânica e da engenharia de software

relacionados ao projeto.

As sombras digitais atuam como representações computacionais que replicam o comporta-

mento dinâmico de sistemas físicos, permitindo a estimativa de variáveis não diretamente men-

suráveis e proporcionando uma compreensão mais concreta do funcionamento das estruturas

analisadas (LI; YU; BRAUN, 2011; AVCI et al., 2021). Sua aplicação se mostra particularmente

relevante em contextos com observabilidade limitada ou impraticável, como é o caso de rotores

flexíveis em operação (PETERSEN et al., 2008; REZENDE, 2021; PEREIRA NETO et al.,

2023).

Portanto, quando integradas a modelos de observadores de estado, em especial ao Filtro

de Kalman Aumentado, essas representações virtuais revelam-se ferramentas poderosas para

aplicações de sensoriamento virtual e balanceamento de máquinas rotativas (WEI; LI; HUANG,
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2022; VETTORI et al., 2023). Essa combinação permite não apenas a detecção antecipada de

falhas, mas também a otimização do desempenho dinâmico do sistema, contribuindo para estra-

tégias de manutenção preditiva e maior confiabilidade operacional (BRANLARD; GIARDINA;

BROWN, 2020).

Assim sendo, a metodologia desenvolvida nesta contribuição incorpora os diversos conceitos

discutidos nas seções anteriores e, por não requerer a aplicação prévia de testes adicionais em

bancada (como o uso de massas de teste), permite a implementação dessas representações digitais

com a mínima interferência na operação do equipamento. Isso viabiliza o monitoramento quase

que em tempo real do rotor, consistindo em um avanço significativo para as áreas da rotodinâmica

e de manutenção preditiva.

Ao mesmo tempo, considerando que os parâmetros de incerteza envolvidos na formulação do

FKA não são facilmente determináveis, e que a literatura especializada carece de metodologias

eficientes para essa finalidade (WEI; LI; HUANG, 2022; VETTORI et al., 2023; SANCHES;

CAVALLINI JR.; STEFFEN JR., 2024; ZHOU et al., 2024); uma etapa de otimização foi

incorporada ao fluxo da API com o objetivo de automatizar a escolha desses parâmetros pelo

usuário. Esse aspecto representa mais um diferencial desta contribuição, ao facilitar o uso da

ferramenta e aumentar a sua confiabilidade.

Em contrapartida, para o desenvolvimento da aplicação foi utilizada uma bancada experi-

mental de rotor, devidamente instrumentada no Laboratório de Mecânica Estrutural – Prof. José

Eduardo Tannús Reis (LMEst/UFU), da Universidade Federal de Uberlândia. Essa bancada

serviu como base para a identificação dos requisitos da API e para a coleta de dados empregados

nos testes de validação.

Dessa forma, as seções seguintes deste capítulo apresentam, de maneira organizada e pro-

gressiva, os elementos que compõem a metodologia proposta, implementada por meio de uma

API desenvolvida em linguagem Python. Inicialmente, são descritos a bancada experimental

empregada e o modelo matemático utilizado para representar seu comportamento dinâmico.

Na sequência, é detalhada a arquitetura da API, incluindo seus principais módulos e funcio-

nalidades. As Seções 5.4 e 5.5 abordam os procedimentos de pré-processamento de dados, que

incluem técnicas de filtragem e ajustes de sensores, os quais são fundamentais para garantir a

qualidade dos sinais utilizados nas etapas posteriores.

Por fim, o capítulo se encerra com a formulação do método de otimização baseado em Evolu-

ção Diferencial (ED), aplicado à chamada Equação de Compromisso. Também são apresentados
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o procedimento de ajuste automático das matrizes de incerteza e os critérios utilizados para sua

calibração, permitindo que a API realize essa tarefa de forma autônoma, sem a necessidade de

intervenção direta do usuário.

5.1 Caracterização da Bancada Experimental

A bancada experimental utilizada nesta pesquisa foi projetada com base em um sistema

rotativo de eixo horizontal flexível, semelhante ao modelo proposto por CAVALLINI JR. (2013).

O conjunto é composto por um eixo de aço 1045, retificado com tolerância h7 (ISO 286), com

17 mm de diâmetro e 1000 mm de comprimento, conforme ilustrado na Fig. 5.1.

Figura 5.1: Bancada Experimental instrumentada no LMEst.

Para sustentar o eixo (E), foram utilizados dois mancais com rolamentos (𝑀1 e 𝑀2), dos

quais o mancal 𝑀1 é do tipo híbrido, equipado com atuadores eletromagnéticos. Contudo, no

contexto dos experimentos realizados por este trabalho, esse mancal operou apenas como um

suporte convencional, sem a aplicação de forças ativas.

Já para reforçar a segurança operacional e integridade estrutural do sistema, foram adicio-

nados dois suportes auxiliares de alumínio (𝑆𝑃1 e 𝑆𝑃2), cuidadosamente projetados para não

interferirem no movimento rotacional do eixo.

A montagem da máquina foi realizada sobre um perfil de alumínio da Bosch Rexroth

Corp™ (modelo 90180𝐿), pertencente à linha Linear Motion and Assembly Technologies. Este

perfil, dotado de quatro guias longitudinais e de elementos modulares como parafusos, porcas e

conexões, permite um alto grau de flexibilidade para o acoplamento, reposicionamento e ajuste

preciso dos componentes do rotor (CAVALLINI JR., 2013).

As guias longitudinais desempenham um papel fundamental na manutenção do alinhamento

entre o eixo e os demais elementos da máquina, mesmo durante mudanças de configuração,

como a adição de discos rígidos ou a realocação dos mancais (CARVALHO et al., 2022). Além
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disso, essas guias funcionam como referência para a fixação dos suportes dos sensores (𝑆1 e 𝑆2),

garantindo a precisão no posicionamento e na coleta dos dados experimentais.

No que diz respeito ao acionamento do rotor, é utilizado um motor elétrico de corrente

contínua com potência de 0, 5𝐶𝑉 (modelo BN90M da Varimont™) (Fig. 5.2a). Sua velocidade

é controlada por um sistema PID (Fig. 5.2a), com precisão de ±1 rev/min, permitindo-o operar

em duas condições distintas: velocidade constante, entre 100 e 4200 rev/min, ou variação

controlada por rampa, com aceleração ou desaceleração gradual dentro da faixa operacional,

limitada pela capacidade do motor (CAVALLINI JR., 2013).

(a) Motor elétrico. (b) Controle PID. (c) Suportes do Motor.

(d) Acoplamento. (e) Encoder. (f) Discos.

(g) Mancais. (h) Sensores. (i) Analisador de Sinais.

Figura 5.2: Componentes do rotor.

Além disso, é importante salientar que o motor elétrico não é diretamente fixado ao perfil de

alumínio. Para isso, adotou-se uma solução com dois suportes guiados, conforme ilustrado na

Fig. 5.2c. Esses suportes possuem guias que se encaixam com precisão no perfil, assegurando o

alinhamento correto do motor mesmo durante sua operação em regime permanente (CAVALLINI

JR., 2013).
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O movimento rotacional gerado pelo motor é transmitido ao eixo do sistema por meio

de um acoplamento do tipo Lami-Torq, modelo GTG 402-100, mostrado na Fig. 5.2d. Este

acoplamento, desenvolvido pela empresa Acoplast™ especificamente para esse tipo de aplicação,

é fabricado em alumínio e tem como principal função minimizar as interações mecânicas entre

os componentes acoplados — no caso, o eixo do motor e o eixo do rotor. Cada extremidade

do acoplamento, conectada a um dos eixos, possui uma massa de 0, 149 kg — valor levado em

consideração durante a modelagem em elementos finitos do sistema (Seção 5.2).

Já a posição angular e a velocidade de rotação do rotor são monitoradas por um encoder

(modelo CSS58C-6 da Suprasonic™), acoplado à extremidade livre do eixo, oposta ao motor

(Fig. 5.2e). Esse dispositivo fornece 1 ou 720 pulsos por revolução, sendo eficaz para o estudo

em questão. Entretanto, os sinais gerados por esse componente foram utilizados somente como

trigger para a aquisição dos dados pelos sensores.

Como detalhado por Carvalho et al. (2022), o sistema foi meticulosamente projetado para

acomodar até quatro discos rígidos posicionados estrategicamente ao longo de seu eixo. Todavia,

nos testes de validação realizados neste trabalho, foram utilizados apenas dois discos (𝐷1 e 𝐷2),

posicionados segundo à Fig. 5.1. Para assegurar robustez e estabilidade, os discos foram

confeccionados em aço 1020, com 150 mm de diâmetro e 20 mm de espessura (Fig. 5.2f),

pesando cerca de 2, 650 kg cada.

Esses discos também possuem 36 furos roscados (rosca𝑀3) dispostos a cada 10◦, localizados

a 68 mm do centro do rotor, permitindo o acoplamento de massas adicionais para balanceamento

ou desbalanceamento do sistema. Já a fixação de cada disco no eixo é realizada por meio de

buchas cônicas (modelo BH304 da marca BLG®), o que confere ao furo central de cada disco

um formato cônico para garantir o encaixe perfeito da bucha (CAVALLINI JR., 2013).

Recorda-se que o eixo flexível e os discos são suportados por dois mancais de rolamentos (Fig.

5.2g). Esses rolamentos são alojados em caixas especialmente projetadas para armazenarem um

rolamento de esferas autocompensador de carreira dupla conhecido como FAG 1204-K-TVH-

C3. O anel interno desse tipo de rolamento possui geometria cônica, o que demanda o uso de

buchas cônicas para garantir sua fixação adequada ao eixo — solução semelhante à adotada na

fixação dos discos.

É importante destacar também que os mancais não são fixados na base de alumínio; em

vez disso, eles são posicionados através de bases móveis, semelhantes às dos motores e outros

componentes do rotor.
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A aquisição dos sinais de vibração do sistema é realizada por meio de quatro sensores de

proximidade (modelo SKF CMSS 65-002-00-12-10), acompanhados de seus respectivos drivers

de condicionamento (modelo CMSS 665, Fig. 5.2h), conjuntamente a um analisador de sinais

(modelo 35670A da Agilent™, Fig. 5.2i). Os sensores operam dentro de uma faixa linear de

0,8 a 1,2 mm e foram previamente calibrados com rigor para assegurar a confiabilidade das

medições, sendo os valores individuais de sensibilidade de cada sensor utilizado nesta pesquisa

apresentados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Sensibilidades dos sensores de aquisição

Plano de Medição

#1 #2

Eixo de Referência do Sennsor 𝑥 𝑦 𝑥 𝑦

Sensibilidade [𝑉/𝑚𝑚] -8,64475 -8,6994 -8,98015 -8,68655

Para assegurar um posicionamento estável e preciso dos pares de sensores, foi desenvolvido

um suporte personalizado, fabricado por impressão 3D em material PLA, ilustrado na Fig.

5.3. Esse suporte conta com uma base articulada interna, capaz de girar o plano de medição

com base em marcações posicionadas a cada 10◦. Tal funcionalidade foi necessária nos testes

experimentais da Seção 6.3, permitindo variar de forma controlada a orientação dos sensores

durante as medições e, assim, validar a metodologia proposta quanto a esse tipo de situação.

Figura 5.3: Suporte dos sensores.

Adicionalmente, a máquina rotativa foi instalada sobre uma mesa inercial localizada no

laboratório do LMEst. Essa mesa foi especialmente projetada para isolar o sistema de vibrações e

forças externas indesejadas, como aquelas transmitidas pelo solo, assegurando maior estabilidade

ao rotor durante os experimentos (CAVALLINI JR., 2013).
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5.2 Modelo Matemático da Bancada

Considerando que o produto desenvolvido nesta tese de doutorado integra o escopo do

projeto “Inteligência Artificial Aplicada na Criação de Modelos Representativos de Mancais

Hidrodinâmicos, Selos Anulares e Máquinas Rotativas (ROSS Digital Twin)”, conduzido pela

Petrobras em cooperação com a Universidade Federal de Uberlândia (UFU) e a Universidade

Federal do Rio de Janeiro (UFRJ), a modelagem do rotor descrito na seção anterior foi realizada,

no contexto desta contribuição, através do uso da biblioteca de código aberto ROSS (ver Seção

3.3 e Apêndice A) no Python.

Mais especificamente, o eixo flexível, com comprimento total de 1000 mm, foi discretizado

em até 39 elementos de viga de Timoshenko, tal como ilustrado na Fig 5.4. Para essa mode-

lagem, foram atribuídas ao ROSS as propriedades mecânicas do material do eixo: módulo de

elasticidade 𝐸 = 210, 98 GPa, densidade 𝜌 = 7850kg/m3 e coeficiente de Poisson 𝜐 = 0, 29.

Figura 5.4: Modelo de Elementos Finitos da bancada do LMEst.

Enquanto isso, os componentes secundários do rotor, representados pelos discos 𝐷1 e 𝐷2,

foram modelados através de elementos rígidos com propriedades concentradas nos nós #14 e

#25, respectivamente, em conformidade com a segunda configuração de acoplamento disco/eixo

descrita na Seção 3.1. Além do mais, as propriedades de massa e rigidez do acoplamento Lami-

Torq (Seção 5.1) também foram incorporadas nos nós #0 e #1, completando, assim, a construção

do modelo referencial do rotor.

Em continuidade, para assegurar que o modelo numérico representasse adequadamente a

máquina em estudo, os parâmetros de rigidez e amortecimento dos mancais (posicionados nós

#5 e #35) foram devidamente ajustados com base na metodologia apresentada por Gonçalves

(2024).
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Com o rotor em repouso na bancada, foram realizados testes experimentais preliminares

com o objetivo de obter as Funções de Resposta em Frequência (FRFs) do sistema. Para isso,

excitações por impacto foram impostas nos discos 𝐷1 e 𝐷2, separadamente, nas direções hori-

zontal e vertical, utilizando-se de um martelo de impacto PCB (modelo 086𝐶01) (CAVALLINI

JR., 2013).

Já as respostas correspondentes foram medidas por dois sensores instalados nos nós #8 e #30,

alinhados com a direção dos impactos, totalizando oito FRFs no geral. O procedimento de ajuste

proposto por Gonçalves (2024), baseado em técnicas de otimização, foi adotado neste estudo por

meio do método da Evolução Diferencial (ver Seção 5.6), considerando-se as seguintes relações

para as variáveis de projeto, associadas ao problema da otimização.

Tabela 5.2: Tabela dos parâmetros de ajuste.

Variável de Projeto
Limite de Projeto

Valor Viável Unidade
Inferior Superior

Coeficientes do Mancal #1

𝑘𝑥𝑥 5 × 105 5 × 107 5, 42132 × 105
𝑁

𝑚
𝑘𝑦𝑦 5 × 105 1 × 108 1, 54560 × 106

𝑐𝑥𝑥 0 200 33,37769 𝑁𝑠

𝑚
𝑐𝑦𝑦 0 200 107,9132

Coeficientes do Mancal #2

𝑘𝑥𝑥 5 × 107 1 × 109 1.54560 × 106
𝑁

𝑚
𝑘𝑦𝑦 5 × 105 1 × 109 4 × 106

𝑐𝑥𝑥 0 200 2,923775 𝑁𝑠

𝑚
𝑐𝑦𝑦 0 200 139,2289

Rigidez de Rotação 𝑘𝑟𝑜𝑡 0 1 × 103 621,236291 𝑁
𝑚

A função objetivo adotada no procedimento, é dada pela norma entre as FRFs teóricas

(obtidas a partir da solução da equação do movimento) e experimentais (medidas pelo teste de

impacto, nas regiões das frequências naturais). Esta relação, por sua vez, é dada na Eq. (5.1):

𝑓𝑜 =

𝑛∑︁
𝑖=1





𝐹𝑅𝐹𝑒𝑥𝑝 (𝑖) − 𝐹𝑅𝐹𝑛𝑢𝑚 (𝑖)𝐹𝑅𝐹𝑒𝑥𝑝 (𝑖)





 (5.1)

O processo de otimização utilizou uma população de 120 indivíduos, com taxas de mutação

e recombinação de 0, 8. Os valores obtidos para as variáveis de projeto pelo método de ED

também são apresentados na Tabela 5.2, enquanto as Figs. 5.5a e 5.5b mostram um comparativo
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entre as FRFs experimentais e aquelas obtidas pelo modelo após o ajuste, nas direções vertical

e horizontal, respectivamente.

(a) Ajuste na direção vertical - FRFs.

(b) Ajuste na direção horizontal - FRFs.

Figura 5.5: Comparativo das FRFs obtidas no ajuste do modelo do rotor.
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Já as Figs. 5.6a e 5.6b apresentam o comparativo das fases correspondentes para essa mesma

configuração.

(a) Ajuste na direção vertical - Fases.

(b) Ajuste na direção horizontal - Fases.

Figura 5.6: Comparativo das fases obtidas no ajuste do modelo do rotor.
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Cabe destacar que, durante o processo de otimização dos parâmetros do modelo realizado

neste trabalho, o efeito giroscópico foi desconsiderado, uma vez que as FRFs foram obtidas com

o rotor em repouso, ou seja, em condição estática. Dessa forma, esse efeito será incorporado

ao modelo de elementos finitos exclusivamente por meio da matriz giroscópica 𝐺, construída

numericamente, sem a aplicação de ajustes adicionais que aprimorem a sensibilidade do modelo

(CAVALLINI JR., 2013).

Ainda assim, observa-se uma boa concordância entre as curvas obtidas numericamente e as

FRFs experimentais, como revelam as figuras apresentadas anteriormente. Isso indica que o

modelo ajustado por meio do método de otimização adotado é suficientemente representativo da

máquina em estudo, sendo adequado para os testes de validação da metodologia desenvolvida

nesta tese.

Além disso, os dados da Tabela 5.2 revelam uma diferença significativa entre os valores

de rigidez nas direções 𝑥 e 𝑦 para ambos os mancais, indicando uma possível assimetria no

comportamento dinâmico do rotor. Essa característica é corroborada pelos resultados discutidos

no Capítulo 6.

Adicionalmente, para caracterizar o comportamento dinâmico do sistema em função da

rotação, foi construído o diagrama de Campbell do modelo ajustado, ilustrado na Fig. 5.7.

Figura 5.7: Diagrama de Campbell usando o modelo da bancada do LMEst.

A partir da Fig. 5.7, é possível identificar as velocidades críticas do rotor, definidas pelos

pontos de interseção entre as frequências naturais do sistema e as linhas harmônicas de ex-

citação. Nesse contexto, observa-se que a primeira interseção com a linha de 1X ocorre em
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aproximadamente 20,77 Hz (1246,2 RPM), correspondendo à primeira velocidade crítica do

rotor.

Essa informação, por conseguinte, é essencial para o planejamento de ensaios experimentais

seguros, uma vez que possibilita evitar a excitação de modos ressonantes, os quais poderiam

comprometer a integridade da bancada. Logo, com base nessa análise preliminar, os ensaios

experimentais descritos no Capítulo 6 foram conduzidos com o rotor operando a uma frequência

de 14 Hz (840 RPM), sendo que essa frequência foi cuidadosamente selecionada para garantir

que a operação ocorresse abaixo da primeira velocidade crítica, reduzindo significativamente

os riscos associados à ressonância e ao consequente aumento das amplitudes vibracionais.

Dessa forma, foi possível manter as amplitudes dentro dos limites aceitáveis para medição pelos

sensores, sem comprometê-los.

Além disso, destaca-se que essa condição operacional é amplamente representativa de di-

versas aplicações industriais reais, como bombas centrífugas, ventiladores e motores de baixa

rotação. Assim, a abordagem adotada não apenas confere maior relevância prática aos resulta-

dos obtidos, mas também contribui para uma avaliação mais precisa e aplicável da metodologia

desenvolvida.

5.3 API baseada no FKA para o Sensoriamento Virtual e

Balanceamento de Rotores

Para a estruturação prática da API de Filtro de Kalman Aumentado, foram adotados dois

padrões de projeto da Programação Orientada a Objetos (POO), os quais foram escolhidos

seletivamente para garantir uma maior flexibilidade e modularidade do sistema, bem como

facilitar à sua integração com as demais funções do ROSS (que descrevem os modelos de

Elementos Finitos utilizados) e com a linguagem de programação do Python (COOPER, 2021;

TEMAJ, 2023). São eles:

• Factory Method: que é um padrão de projeto criacional e que define uma in-

terface única para a criação de objetos pelo back-end, delegando às subclasses

a responsabilidade de instanciar os operadores mais adequados (TEMAJ, 2023).

Em outras palavras, esse padrão de projeto é aplicado na criação dos modelos

de observadores de estado, permitindo à API ser facilmente expandida para su-
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portar novos tipos de sombras digitais, sem a necessidade de alteração do código

principal.

• Decorator: um padrão de projeto estrutural que permite adicionar dinamicamente

funcionalidades a um objeto já existente, sem modificar a sua estrutura original

(COOPER, 2021). Na API-FKA, ele foi utilizado para incorporar funcionalidades

complementares — como etapas de otimização, filtragem ou visualização de

dados — de forma modular e reutilizável, mantendo o código organizado e com

responsabilidades bem definidas.

A adoção desses dois padrões de projeto na formulação do código desenvolvido contribuiu

para tornar a API mais robusta, escalável e alinhada às boas práticas da engenharia de software,

facilitando, assim, a implementação de futuras expansões e/ou manutenções dela (FREEMAN

et al., 2021).

Ao todo, foram desenvolvidas doze classes principais que compõem a estrutura da API, sendo

estas interligadas de maneira coesa para permitir a execução eficiente das sombras digitais. A

implementação detalhada dessas classes encontra-se disponível no módulo ROSSML, acessível

por meio de seu repositório no GitHub1, enquanto o fluxo completo de execução das sombras

digitais — e que representa, em última instância, a metodologia proposta nesta contribuição —

é ilustrado na Fig. 5.8.

Em consonância ao Capítulo 4, o algoritmo de Filtro de Kalman Aumentado combina as

estimativas geradas por um modelo matemático do sistema dinâmico com os dados reais de

medição obtidos por sensores físicos acoplados à máquina (WEI; LI; HUANG, 2022). Desse

modo, o objetivo do FKA é produzir estimativas mais precisas dos estados desconhecidos deste

sistema, superando a acurácia que seria possível obter por meio das estimativas fornecidas por

qualquer uma dessas duas fontes de informação consideradas isoladamente (ZOU et al., 2019;

ZHOU et al., 2024).

Com isso, a formulação da API (Fig. 5.8) desenvolvida neste trabalho tem início com a

definição de um modelo matemático do sistema, o qual deve ser fornecido como uma instância

da classe Rotor. Essa classe representa uma abstração do objeto rotor e é construída com base
1Atualmente, a API está sendo aprimorada, assim como as demais funcionalidades do módulo ROSSML,

no contexto do Projeto de Colaboração Técnica entre a Petrobras e as universidades federais UFU e UFRJ.
O desenvolvimento inicial está sendo realizado em um repositório privado, com acesso restrito aos membros
diretamente envolvidos no projeto. Contudo, em uma etapa futura, o módulo será incorporado ao conjunto de
recursos do ROSS e disponibilizado publicamente em seu repositório oficial, acessível em: <https://github.com/
petrobras/ross>.

https://github.com/petrobras/ross
https://github.com/petrobras/ross
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Máquina Rotativa
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Otimização dos Fatores
de Incerteza

P, Q, S, R
AKF
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Atualização
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Forças de Correção
(Massa e Fase )

Sensoriamento Virtual

Saídas da API

Não tolerável

Figura 5.8: Fluxo da API de Digital Twin baseada no FKA.

no método dos elementos finitos (MEF) (como descrito na Seção 3.1 e 5.2), incluindo, portanto,

como atributos acessíveis, as matrizes globais de massa (𝑀), rigidez (𝐾), amortecimento (𝐷),

efeito giroscópico (𝐺) e enrijecimento associado à aceleração do sistema (𝐾𝑠𝑡).

Existem diversas maneiras de modelar um sistema rotativo utilizando das teorias orientadas

à objetos e do MEF em Python, uma delas é a implementação direta das matrizes supracitadas.

Contudo, nesta investigação, optou-se por utilizar a biblioteca ROSS, que como mencionado

oferece uma série de funções capazes de modelar os componentes de um rotor (TIMBÓ et

al., 2020; PEREIRA NETO et al., 2023). Para tanto, o usuário precisa apenas fornecer às

respectivas funções do ROSS os parâmetros de inércia, massa, rigidez, amortecimento e as

dimensões geométricas de cada componente, proporcionando uma modelagem prática, eficiente
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e confiável da máquina.

Nesse contexto, é importante destacar que a criação dos modelos numéricos não foi auto-

matizada na API, uma vez que essa tarefa depende fortemente das características específicas

do problema estudado e do tipo de sistema em análise. Assim sendo, cabe ao usuário elaborar

cuidadosamente o modelo numérico do rotor por meio do MEF e do ROSS, levando em conta

as particularidades do sistema e escolhendo adequadamente os parâmetros necessários para o

processo de previsão. A título de exemplificação, o modelo ROSS adotado nos estudos de caso

desta tese de doutorado encontram-se descrito na Seção 5.2 e Apêndice A.

Após a definição e inserção do modelo numérico na API, o software realiza a conversão au-

tomática desse modelo para uma formulação no espaço de estados aumentado, em conformidade

com as metodologias apresentadas nas Seções 4.2 e 4.5 desta contribuição. Essa etapa assegura

que o modelo esteja apto às etapas subsequentes da API, e em especial à aplicação do FKA.

Concluída essa configuração inicial, o usuário deve fornecer à API um conjunto de dados

experimentais, coletados no domínio do tempo diretamente na máquina em operação. Esses

dados de medição descrevem as amplitudes de vibração observadas por cada um dos pares

de sensores de proximidade, posicionados ortogonalmente entre si (𝑥 e 𝑦) em cada um dos

respectivos planos de medição disponíveis no rotor.

Como delineado nas Seções 5.1 e 5.2, para os ensaios de validação experimental desta API,

foram considerados um total de dois planos de medição na instrumentação do rotor utilizado,

resultando na obtenção de 4 sinais de vibração para cada ensaio, referentes aos deslocamentos

mensurados nas direções 𝑥 e 𝑦 da máquina.

Em situações práticas, é pertinente ressaltar que os sinais de vibração obtidos dos sistemas

de monitoramento podem ser influenciados por ruídos e interferências provenientes do pró-

prio processo de medição (REZENDE, 2021). Tal situação, no entanto, não necessariamente

reflete a existência real de falhas no equipamento analisado. Esses ruídos, por sua natureza,

manifestam-se como componentes vibratórios de baixa amplitude, distribuídos ao longo das

diversas frequências presentes no espectro do sinal (EHRICH, 1992; WU; LI, 2021).

Dentre as frequências que compõem o sinal, a componente de 1X está entre as mais sig-

nificativas, devido a sua frequência ser igual à velocidade de rotação do rotor, consistindo no

primeiro harmônico da velocidade crítica (EHRICH, 1992; CAVALLINI JR., 2013). Esta com-

ponente é essencialmente relevante por estar intimamente ligada às falhas de desbalanceamento,

um problema que gera vibrações com amplitudes mais acentuadas justamente nessa frequên-
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cia específica (EHRICH, 1992; MICHALSKI; SOUZA, 2018; SHRIVASTAVA; MOHANTY,

2019).

As demais componentes de frequência derivadas de fenômenos secundários ou ruídos exter-

nos, ainda que menores em amplitude, podem comprometer a acurácia das estimativas obtidas

pelo método do Filtro de Kalman Aumentado (SANCHES; CAVALLINI JR.; STEFFEN JR.,

2024; ZHOU et al., 2024). Assim, para evitar tal comprometimento, uma etapa de pré-

processamento dos sinais é automaticamente realizada antes de sua inserção no FKA.

Nessa etapa, descrita detalhadamente na Seção 5.4, os sinais originais são inicialmente

decompostos no domínio da frequência e, em seguida, reconstruídos no domínio do tempo

usando-se exclusivamente de suas componentes de 1X, resultando nos sinais periódicos de

monitoramento a serem introduzidos no observador de estados.

Esse procedimento assegura que o FKA receba dados de medição livres das interferências

ruidosas do processo de aquisição, melhorando distintamente a precisão das estimativas feitas

sobre o sistema, e que estas sejam referentes ao desbalanceamento. Dessa forma, a represen-

tação digital do sistema desenvolvida torna-se mais específica e eficaz, facilitando a análise de

desbalanceamentos e o sensoriamento virtual relacionado a essa classe de falhas.

Convém observar que, em condições reais, o acesso a determinadas regiões dos rotores

pode ser também limitado ou inviável, sendo comum que os pares de sensores instalados nos

planos de medição da máquina sejam posicionados em ângulos específicos em relação aos eixos

horizontais e verticais do rotor (BENTLY; HATCH; GRISSOM, 2003). Essa configuração

angular gera, no entanto, uma discrepância entre os planos referenciais usados na aquisição dos

sinais reais e aqueles adotados pelo modelo numérico de referência.

Para solucionar esse problema e garantir a coerência dos dados experimentais e do modelo

numérico, a API desenvolvida realiza uma etapa complementar dedicada a rotação e reposicio-

namento dos referenciais dos sinais obtidos. Os procedimentos ora mencionados foram descritos

em detalhes na Seção 5.5.

Uma vez obtido o modelo numérico do rotor no espaço de estados aumentado e os sinais

de medição da máquina, determina-se as matrizes de covariância dos erros a serem utilizadas

pelo FKA no cálculo do ganho. Essas matrizes de incertezas são designadas por 𝑃𝑎, 𝑄𝑎 e 𝑅𝑎

na Fig. 5.8, e correspondem, respectivamente, às incertezas associadas aos estados estimados,

ao modelo (processo) do sistema e às medições do rotor, como descrito na Seção 4.5.

A determinação das matrizes de covariância 𝑃𝑎, 𝑄𝑎 e 𝑅𝑎 é realizada de acordo com a
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configuração específica em que a API está sendo utilizada. Caso o usuário tenha previamente

especificado no arquivo JSON, parâmetros para cada um dos fatores de incerteza que compõem

essas matrizes, o algoritmo do FKA é executado diretamente (como descrito na Seção 4.5) para

os 𝑛 pontos amostrais dos sinais coletados. Isso permite a geração das estimativas dos sensores

virtuais (deslocamentos em nós não instrumentados) e das forças de desbalanceamento no rotor.

A partir disso, as estimativas obtidas pelo FKA são então validadas por meio de uma métrica

de aceitabilidade da representação digital do sistema, que compara os sinais estimados pelo

sensoriamento virtual com as respectivas respostas experimentais de vibração registradas pelos

sensores físicos. A diferença entre essas duas fontes de informação deve ser inferior a um

valor de tolerância 𝜏𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝, também definido no arquivo JSON de parâmetros. A métrica de

comparação adotada baseia-se no coeficiente de correlação 𝑟2, descrita pela Eq. 5.2:




 𝑛𝑠∑︁
𝑖=1

1 − 𝑟2 (
𝑦𝐹𝐾𝐴, 𝑦𝑒𝑥𝑝

)




 ≤ 𝜏𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝 (5.2)

onde 𝑦𝐹𝐾𝐴 representa os valores estimados pelo FKA nas posições dos 𝑛𝑠 sensores, e 𝑦𝑒𝑥𝑝 são

os valores medidos experimentalmente nessas mesmas posições. O valor padrão para 𝜏𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝 é

definido como 0, 22, garantindo, assim, uma boa correspondência entre as estimativas do FKA

e os sinais reais.

Caso a condição imposta pela métrica de aceitabilidade seja atendida, ou seja, os desvios entre

os sinais estimados e os medidos permaneçam dentro do limite de tolerância aceitável (≤ 𝜏𝑗 𝑠𝑜𝑛),

as estimativas fornecidas pelo observador digital do sistema são consideradas confiáveis para o

problema em análise.

Nesse cenário, os resultados são então encaminhados ao módulo de visualização, responsável

por exibir gráficos e representações detalhadas das massas e fases de correção das forças de des-

balanceamento, órbitas estimadas nos sensores físicos e virtuais, visualizações tridimensionais

do sensoriamento virtual, bem como outras informações relevantes para a análise rotodinâmica.

Por outro lado, se os desvios excederem ao limite de tolerância (> 𝜏𝑗 𝑠𝑜𝑛), uma nova etapa da

API é executada, na qual as matrizes de incerteza do sistema são recalculadas automaticamente

por meio de um processo de otimização multiobjetivo. De forma detalhada, é utilizado o

método da Evolução Diferencial (ED), descrito na Seção 5.6, em conjunto com a equação de

compromisso, apresentada na Seção 5.7, e o FKA.
2O valor de 𝜏𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝 = 0, 2 foi estabelecido com base na sensibilidade desejada de 80% para a detecção de desvios

entre os sinais estimados e os medidos, considerando a natureza da métrica baseada no coeficiente de determinação
𝑟2
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A adoção do método de otimização por ED e da equação de compromisso se deve à sua

eficiência, simplicidade e baixo custo computacional (CARVALHO et al., 2022). Seu uso pro-

porciona à API uma solução robusta para a determinação assertiva das matrizes de covariância

do erro, tornando seu desempenho superior ao de métodos tradicionais da literatura em ter-

mos de aplicabilidade prática (WEI; LI; HUANG, 2022; VETTORI et al., 2023; SANCHES;

CAVALLINI JR.; STEFFEN JR., 2024).

Ademais, visando facilitar ao usuário a definição inicial dos fatores de incerteza associados

ao FKA, essa etapa de otimização é realizada automaticamente na primeira execução da API,

haja vista que o modelo matemático empregado é previamente desconhecido.

Nesse contexto, o procedimento de otimização empregado nesta metodologia, incluindo a

formulação do problema relacionado à determinação das matrizes de incerteza do FKA, será

explorado mais profundamente na próxima seção. O objetivo é proporcionar ao leitor uma

compreensão mais clara dos critérios adotados e da lógica subjacente à calibração automática

da representação digital do sistema realizada pela API.

5.4 Filtragem de Sinais por Harmônicos de Interesse

Em aplicações envolvendo a instrumentação de máquinas rotativas, é comum que os sinais

de medição estejam sujeitos à presença de ruídos e interferências indesejadas (EHRICH, 1992;

GONçALVES, 2024). Esses efeitos podem ter origem em limitações do sistema de aquisição,

como ruídos eletrônicos e imprecisões dos sensores, bem como em fatores ambientais, tais

como vibrações estruturais, variações térmicas, perturbações eletromagnéticas, entre outros.

Além disso, os sinais coletados frequentemente contêm componentes harmônicas distintas da

frequência fundamental de operação (1X), as quais não estão necessariamente associadas ao

desbalanceamento de rotores flexíveis (BENTLY; HATCH; GRISSOM, 2003).

A presença dessas componentes nos sinais pode dificultar a identificação precisa do compor-

tamento dinâmico do sistema, comprometendo a eficácia de métodos de estimação de estados,

como o FKA, cuja acurácia depende fortemente da qualidade dos dados de entrada. Quando

não tratadas adequadamente, essas perturbações podem afetar negativamente a convergência,

a robustez e a precisão das estimativas fornecidas pelo algoritmo (REZENDE et al., 2023b;

PEREIRA NETO et al., 2023).

Com o objetivo de mitigar tais efeitos e aprimorar o desempenho do FKA, esta contribuição
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propõe uma etapa preliminar de decomposição e filtragem dos sinais de medição. Inicialmente,

os sinais adquiridos no domínio do tempo são convertidos para o domínio da frequência por

meio da Transformada Discreta de Fourier (DFT), expressa, em sua forma real, por:

𝑋𝑘 =

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛

[
cos

(
2𝜋𝑘𝑛
𝑁

)
− 𝑗 sin

(
2𝜋𝑘𝑛
𝑁

)]
(5.3)

em que 𝑥𝑛 representa o sinal no tempo, 𝑋𝑘 a componente de frequência correspondente, 𝑁 é

o número total de amostras, e 𝑘 o índice de frequência. Após a transformação, preservam-se

apenas as componentes associadas à frequência de 1X e, se desejado, seus múltiplos, enquanto

as demais são suprimidas, conforme ilustrado na Fig. 5.9. Essa filtragem seletiva visa eliminar

as contribuições espectrais que não estão diretamente relacionadas ao desbalanceamento — um

dos principais focos investigados neste trabalho.

Figura 5.9: Procedimento de decomposição dos sinais em relação aos harmônicos de interesse.

Posteriormente, o sinal filtrado é reconstruído no domínio do tempo (Fig. 5.10) por meio da

Transformada Discreta Inversa de Fourier (IDFT), dada por:

𝑥𝑘 =
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑥𝑛

[
𝑅𝑒 (𝑋𝑘 ) cos

(
2𝜋𝑘𝑛
𝑁

)
− 𝐼𝑚 (𝑋𝑘 ) sin

(
2𝜋𝑘𝑛
𝑁

)]
(5.4)

onde 𝑅𝑒 (𝑋𝑘 ) e 𝐼𝑚 (𝑋𝑘 ) representam, respectivamente, as partes real e imaginária da componente

espectral 𝑋𝑘 . Dessa forma, a abordagem adotada garante que os dados de entrada do algoritmo

de estimação sejam refinados e representem com maior fidelidade os fenômenos dinâmicos de

interesse, contribuindo para estimativas mais precisas e robustas do FKA.
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Figura 5.10: Procedimento de reconstrução dos sinais em relação as componentes de interesse.

5.5 Alinhamento dos Sensores ao Modelo Referencial

A instrumentação de máquinas rotativas para fins de monitoramento e diagnóstico de falhas

normalmente envolve a utilização de múltiplos planos de medição, cada um equipado com um

par de sensores de proximidade, posicionados ortogonalmente entre si (FRISWELL et al., 2010).

Esses sensores são responsáveis por medir as vibrações orbitais do eixo da máquina ao longo

de dois eixos perpendiculares — comumente, relacionados como um eixo horizontal (𝑥) e outro

vertical (𝑦). Ainda, para garantir uma aquisição de dados sincronizada com a rotação do eixo,

um sinal de referência angular, tipicamente fornecido por um encoder, é utilizado para disparar

a coleta de dados.

Esse processo de sincronização, conhecido como triggering, assegura que os sinais coletados

estejam associados a posições angulares específicas do rotor, o que permite reconstruir a trajetória

orbital do eixo ao longo do tempo (LALANNE; FERRARIS, 1998). A Fig. 5.11 apresenta

a forma como o encoder e a orientação dos planos de medição influenciam diretamente o

processo de aquisição, modificando os sinais observados e estabelecendo um referencial angular

desconhecido a partir do qual os dados são interpretados.

Cabe destacar que, em muitas aplicações industriais, o posicionamento exato do encoder

em relação ao rotor — isto é, o ângulo inicial ou de referência da medição — não é conhecido

a priori, podendo inclusive estar relacionado a outras máquinas acopladas (BACHSCHMID;

PENNACCHI; VANIA, 2002). Isso significa que, embora a aquisição de dados esteja sincroni-

zada ciclicamente, o sistema de coordenadas resultante (ou referencial de medição) é arbitrário
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Figura 5.11: Influência do posicionamento do encoder e da rotação dos planos de medição nos
sinais de monitoramento.

do ponto de vista do modelo físico da máquina.

Em condições ideais, quando o comportamento dinâmico do rotor é estável e a resposta da

máquina é simétrica, torna-se relativamente simples inferir a orientação desse referencial obser-

vando padrões orbitais característicos (como órbitas circulares ou elípticas com eixo principal

alinhado). No entanto, na prática, essa identificação é dificultada por diversos fatores como de-

sequilíbrios, folgas, assimetrias estruturais e forças não lineares, que alteram significativamente

o padrão de resposta dinâmica da máquina (ADAMS, 2009).

Além disso, no contexto do presente trabalho, faz-se uso do Filtro de Kalman Aumentado, o

qual incorpora um modelo numérico em EF do sistema rotativo para estimar variáveis de estado

não diretamente observáveis, como forças internas e parâmetros do sistema (REZENDE et al.,

2023b).

Esse modelo, por convenção, considera os planos de medição com eixos de referência fixos:

0◦ para o eixo 𝑋 (horizontal) e 90◦ para o eixo 𝑌 (vertical). Assim, para que o filtro opere

corretamente, é imprescindível que os dados reais adquiridos estejam expressos no mesmo

referencial do modelo.

Contudo, em muitas situações reais, o posicionamento físico dos sensores de proximidade
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não pode seguir exatamente esses eixos ideais, pois a montagem é condicionada à geometria da

máquina, limitações de acesso e à presença de obstáculos estruturais, como carcaças e mancais.

Isso frequentemente obriga a instalação dos sensores em ângulos arbitrários em relação ao

referencial cartesiano do modelo (CAVALLINI JR., 2013; WU; LI, 2021).

Essa discrepância angular entre os eixos físicos de medição e o referencial numérico adotado

pelo modelo pode, portanto, comprometer a acurácia das estimativas do FKA, além de gerar

erros na reconstrução das órbitas e na identificação de falhas.

Para mitigar esse problema, é necessário realizar uma etapa de transformação das coorde-

nadas dos dados medidos, de modo que estes sejam rotacionados para coincidir com os eixos

𝑋 −𝑌 do modelo numérico. Essa transformação consiste na aplicação de uma matriz de rotação

definida pela equação: 
𝑥

𝑦̂

 =


cos (𝜃) − sin (𝜃)

sin (𝜃) cos (𝜃)



𝑥

𝑦

 (5.5)

onde 𝑥 e 𝑦 representam os sinais adquiridos pelos sensores instalados nos ângulos reais (des-

viados do ideal), enquanto 𝑥 e 𝑦̂ correspondem aos sinais transformados para o referencial do

modelo numérico. O ângulo 𝜃 representa a diferença angular entre os eixos reais de medição e

os eixos de referência do modelo.

Embora a transformação de coordenadas anteriormente descrita permita alinhar o plano de

medição aos eixos principais do modelo numérico — horizontal e vertical, correspondentes

aos ângulos de 0◦ e 90◦ — essa correção ainda não é suficiente para garantir a identificação

do referencial absoluto do sistema, tal como reconhecido pelo encoder. Em outras palavras,

mesmo após o alinhamento angular dos sinais adquiridos, a origem do referencial de fase

permanece indefinida, o que inviabiliza a aplicação precisa de metodologias que dependem do

posicionamento angular absoluto, como é o caso das etapas de balanceamento previstas nesta

contribuição.

Para superar essa limitação, é adotado um segundo procedimento de correção, que consiste

na redefinição do referencial angular do sistema em função do primeiro sensor de deslocamento,

o qual é tomado como referência para o balanceamento. Essa redefinição baseia-se no recorte

temporal de todos os sinais medidos, de forma que o novo instante inicial da análise coincida

com a primeira ocorrência de máxima amplitude detectada pelo sensor 𝑆1, como ilustrado na

Fig. 5.12.
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Figura 5.12: Modificação do referencial adotado para o sistema físico utilizado no FKA.

A partir desse ponto, o sistema passa a ser analisado em um novo referencial, fixado ao

posicionamento relativo do motor (acionador), ao sentido de rotação da máquina e ao sensor 𝑆1.

Essa modificação assegura que o FKA estime corretamente a localização angular das massas de

correção em relação ao sensor de referência, possibilitando a identificação coerente do sistema

e a aplicação eficaz da metodologia de balanceamento proposta.

5.6 Método de Otimização por Evolução Diferencial

O algoritmo de Evolução Diferencial (ED) é uma técnica populacional de otimização esto-

cástica desenvolvida por Storm e Price (1995) para problemas de otimização contínua. Uma de

suas principais características é sua formulação vetorial simples, combinada com uma estrutura

matemática clara, baseada em operações aritméticas entre vetores de dimensão 𝑁 , e que repre-

sentam as possíveis soluções para o problema em questão (DAS; MULLICK; SUGANTHAN,

2016; AHMAD et al., 2022).
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Ainda, diferentemente de outros algoritmos evolutivos, o ED trabalha diretamente com

valores reais (ponto flutuante) e dispensa a utilização de operadores de codificação genética

mais complexos, simplificando assim sua implementação e aplicação (BAJPAI et al., 2024;

GUO et al., 2024). Dito isso, a estrutura geral de um algoritmo ED é ilustrada na Fig. (5.13),

que sintetiza o mecanismo básico de geração de novos indivíduos a partir da combinação vetorial

de três candidatos (à solução) distintos da população atual.

Figura 5.13: Representação da geração de candidatos pelo método de ED.
Fonte: Lobato (2008).

A inicialização do algoritmo de ED é dada com a determinação de uma população 𝑃𝑔=0 de

𝑀 indivíduos 𝑥𝑐𝑔 = [𝑥𝑐1, 𝑥
𝑐
2, ..., 𝑥

𝑐
𝑁
]𝑇 , onde 𝑐 = 1, 2, ..., 𝑀 e 𝑀 > 4, gerada com valores aleatórios

dentro dos limites definidos para cada variável de projeto (AHMAD et al., 2022; GUO et al.,

2024). A distribuição desses componentes, por sua vez, é assumida como uniforme, sendo

determinada por:

𝑥𝑐𝑖,𝑔=0 = 𝑥
𝑖𝑛 𝑓

𝑖
+ 𝑟𝑖

(
𝑥
𝑠𝑢𝑝

𝑖
− 𝑥𝑖𝑛 𝑓

𝑖

)
(5.6)

onde 𝑥𝑖𝑛 𝑓
𝑖

e 𝑥𝑠𝑢𝑝
𝑖

representam os limites inferior e superior da variável 𝑥𝑖, respectivamente, e

𝑟𝑖 um número aleatório com distribuição uniforme no intervalo [0, 1]. Essa etapa garante que

todos os indivíduos da população inicial estejam dentro da região viável de busca, mantendo a

integridade do processo.

A partir disso, a geração de um novo vetor candidato no ED inicia-se com a seleção aleatória

dos três indivíduos distintos 𝑥𝑟1 , 𝑥𝑟2 e 𝑥𝑟3 . Posteriormente, uma operação de mutação diferencial
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é empregada para perturbar o candidato 𝑥𝑟3 , pela diferença entre os vetores 𝑥𝑟1 e 𝑥𝑟2 (GUO et

al., 2024). Tal diferença é ainda escalonada por um fator de controle 𝐹 ∈ [0, 2], como segue:

𝑣𝑖 = 𝑥𝑟3 + 𝐹
(
𝑥𝑟1 − 𝑥𝑟2

)
(5.7)

O vetor mutante 𝑣𝑖, também conhecido por vetor tentativa, é então combinado com o

vetor alvo 𝑥𝑖 para formar o vetor candidato 𝑢𝑖, por meio do operador de recombinação. Na

recombinação do tipo binomial, a componente 𝑗 do vetor 𝑢𝑖 é definida da seguinte forma:

𝑢𝑖, 𝑗 =


𝑣𝑖, 𝑗 , se 𝑟𝑖 < 𝐶𝑅 ou 𝑗 = 𝑗rand,

𝑢𝑖, 𝑗 , caso contrário.
(5.8)

onde 𝐶𝑅 ∈ [0, 1] é a taxa de cruzamento, e 𝑗rand ∈ 1, 2, ..., 𝑁 assegura que pelo menos uma

componente do vetor seja modificada.

Na etapa de seleção do método ED, a qualidade da nova solução 𝑢𝑖 é comparada com a

do vetor alvo 𝑥𝑖, com base nos valores da função objetivo ( 𝑓0) do sistema (LOBATO, 2008).

Se a nova solução apresentar melhor desempenho (min 𝑓0), ela substitui o vetor anterior na

população. Caso contrário, o indivíduo original é mantido, enquanto a nova solução 𝑢𝑖 é

descartada (AHMAD et al., 2022).

Além disso, para evitar que componentes do vetor candidato excedam os limites factíveis

do espaço de busca, uma estratégia de reparo desse vetor também é aplicada a fim de manter a

viabilidade das soluções ao longo do processo (LOBATO, 2008), sendo as seguintes relações

uma formulação comumente utilizada:

𝑥𝑐𝑖,𝑔 =


𝑥𝑐
𝑖,𝑔

+ (𝑥𝑖𝑛 𝑓
𝑖

− 𝑥𝑐
𝑖,𝑔
), se 𝑥𝑐

𝑖,𝑔
< 𝑥

𝑖𝑛 𝑓

𝑖

𝑥𝑐
𝑖,𝑔

− (𝑥𝑐
𝑖,𝑔

− 𝑥𝑖𝑛 𝑓
𝑖

), se 𝑥𝑐
𝑖,𝑔
> 𝑥

𝑠𝑢𝑝

𝑖

𝑥𝑐
𝑖,𝑔
, caso contrário

(5.9)

Dito isso, todo o procedimento de busca por novas soluções é repetido, até que um critério

de parada seja satisfeito. Em seu trabalho, Storm e Price (1995) descrevem que os valores

recomendados para os parâmetros do método de ED incluem uma população com tamanho

entre 5 e 10 vezes o número de variáveis, um fator de escala 𝐹 variando entre 0,2 e 2,0, e uma

taxa de recombinação 𝐶𝑅 entre 0,1 e 1. Porém, a definição apropriada desses parâmetros está

diretamente relacionada ao equilíbrio entre exploração e intensificação da busca, influenciando

tanto a diversidade populacional quanto a taxa de convergência do método (LOBATO, 2008;

CAVALLINI JR., 2013).
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Face ao exposto, a lógica geral do método é sintetizada na Fig. 5.14, a qual descreve o

fluxo completo de execução do algoritmo de otimização por Evolução Diferencial, desde a

inicialização até o critério de parada.

Figura 5.14: Fluxograma do algoritmo de otimização por Evolução Diferencial.

Cabe destacar ainda que diversas estratégias de mutação foram propostas por Storm e Price

(1995), organizadas segundo a notação DE/x/y/z, onde:
• 𝑥 representa o vetor base (por exemplo, rand ou best);

• 𝑦 indica o número de pares diferenciais utilizados;

• 𝑧 define o tipo de recombinação (binomial - bin, ou exponencial - exp).

A Tabela 5.3 apresenta um resumo dessas estratégias. Por exemplo, na estratégia rand/1/bin,

o vetor base é escolhido aleatoriamente, utiliza-se um único par diferencial, e a recombinação

é do tipo binomial (LOBATO, 2008). Estratégias mais agressivas, como best/2/bin, utilizam

o melhor indivíduo como vetor base e dois pares de diferença, promovendo uma convergência

mais direcionada (AHMAD et al., 2022).

A estrutura matemática compacta, a flexibilidade nas estratégias de perturbação e a sim-

plicidade da implementação tornam o ED uma ferramenta amplamente aplicada em problemas

de otimização global, com resultados consistentes em diferentes áreas da ciência e engenharia

(LOBATO, 2008; CAVALLINI JR., 2013; PEREIRA NETO et al., 2023; AHMAD et al., 2022).



Capítulo 5. Metodologia de Sombras Digitais via FKA e Otimização por ED para o
Sensoriamento e Balanceamento de Rotores Flexíveis 93

Tabela 5.3: Representação das estratégias de mutação utilizadas pelo algoritmo de Evolução
Diferencial.

Estratégia Representação Notação

1 𝑥 𝑗+1 = 𝑥
𝑗

𝑏𝑒𝑠𝑡
+ 𝐹

(
𝑥
𝑗

𝛽
− 𝑥 𝑗𝛾

)
DE/best/1/exp

2 𝑥 𝑗+1 = 𝑥
𝑗
𝛼 + 𝐹

(
𝑥
𝑗

𝛽
− 𝑥 𝑗𝛾

)
DE/rand/1/exp

3 𝑥 𝑗+1 = 𝑥
𝑗

𝑜𝑙𝑑
+ 𝐹

(
𝑥
𝑗

𝑏𝑒𝑠𝑡
− 𝑥 𝑗

𝑜𝑙𝑑

)
+ 𝐹

(
𝑥
𝑗
𝛾 − 𝑥 𝑗

𝛿

)
DE/rand-to-best/2/exp

4 𝑥 𝑗+1 = 𝑥
𝑗

𝑏𝑒𝑠𝑡
+ 𝐹

(
𝑥
𝑗
𝛼 − 𝑥 𝑗

𝛽

)
+ 𝐹

(
𝑥
𝑗
𝛾 − 𝑥 𝑗

𝛿

)
DE/best/2/exp

5 𝑥 𝑗+1 = 𝑥
𝑗
𝛼 + 𝐹

(
𝑥
𝑗
𝜌 − 𝑥 𝑗𝛽

)
+ 𝐹

(
𝑥
𝑗
𝛾 − 𝑥 𝑗

𝛿

)
DE/rand/2/exp

6 𝑥 𝑗+1 = 𝑥
𝑗

𝑏𝑒𝑠𝑡
+ 𝐹

(
𝑥
𝑗

𝛽
− 𝑥 𝑗𝛾

)
DE/best/1/bin

7 𝑥 𝑗+1 = 𝑥
𝑗
𝛼 + 𝐹

(
𝑥
𝑗

𝛽
− 𝑥 𝑗𝛾

)
DE/rand/1/exp

8 𝑥 𝑗+1 = 𝑥
𝑗

𝑜𝑙𝑑
+ 𝐹

(
𝑥
𝑗

𝑏𝑒𝑠𝑡
− 𝑥 𝑗

𝑜𝑙𝑑

)
+ 𝐹

(
𝑥
𝑗
𝛾 − 𝑥 𝑗

𝛿

)
DE/rand-to-best/2/bin

9 𝑥 𝑗+1 = 𝑥
𝑗

𝑏𝑒𝑠𝑡
+ 𝐹

(
𝑥
𝑗
𝛼 − 𝑥 𝑗

𝛽

)
+ 𝐹

(
𝑥
𝑗
𝛾 − 𝑥 𝑗

𝛿

)
DE/best/2/bin

10 𝑥 𝑗+1 = 𝑥
𝑗
𝛼 + 𝐹

(
𝑥
𝑗
𝜌 − 𝑥 𝑗𝛽

)
+ 𝐹

(
𝑥
𝑗
𝛾 − 𝑥 𝑗

𝛿

)
DE/rand/2/bin

5.7 Otimização de Compromisso

Segundo Vanderplaats (1999), a otimização por compromisso baseia-se na formulação de

uma função escalar que combina múltiplos objetivos conflitantes, permitindo a identificação de

soluções de compromisso no contexto da otimização multiobjetivo. Assim, tal abordagem é

comumente expressa pela seguinte equação:

min 𝑓 (𝑥𝑖) =

√√√
𝑛∑︁
𝑘=1

(
𝑤𝑘

𝑓𝑘 (𝑥𝑖) − 𝑓 𝑏
𝑘
(𝑥𝑖)

𝑓 𝑏
𝑘
(𝑥𝑖) − 𝑓 𝑤

𝑘
(𝑥)

)2

(5.10)

Nessa expressão:
• 𝑓𝑘 (𝑥𝑖) representa a k-ésima função objetivo;

• 𝑓 𝑏
𝑘
(𝑥𝑖) é o valor viável da k-ésima função objetivo;

• 𝑓 𝑤
𝑘
(𝑥𝑖) é o pior valor atribuído à mesma função;

• 𝑤𝑘 é o fator de ponderação associado à função 𝑓𝑘 (𝑥), refletindo sua importância

relativa no problema de decisão.
Em síntese, a equação de compromisso normaliza os impactos das funções mono-objetivo,

permitindo que sejam comparadas e combinadas em uma única medida escalar, mesmo quando
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possuem magnitudes distintas. O objetivo é encontrar uma solução 𝑥𝑖 ∈ R𝑛 que minimize a

distância ponderada ao ponto ideal no espaço destas sub-funções (HUANG et al., 2025).

De acordo com Vanderplaats (1999), um dos principais desafios dessa metodologia reside na

definição apropriada dos parâmetros envolvidos: os pesos𝑤𝑘 , bem como os valores de referência

𝑓 𝑏
𝑘
(𝑥𝑖) e 𝑓 𝑤

𝑘
(𝑥𝑖). Em geral, os pesos devem ser unitários caso todas as funções mono-objetivo

possuam a mesma importância. Entretanto, se determinadas funções forem prioritárias, seus

respectivos pesos podem ser aumentados para refletir essa preferência na otimização (PEREIRA

NETO et al., 2023).

Na prática, o valor de 𝑓 𝑤
𝑘
(𝑥𝑖) costuma ser estimado a partir da função mono-objetivo 𝑘

avaliada no ponto inicial do projeto 𝑥0, enquanto 𝑓 𝑏
𝑘
(𝑥𝑖) corresponde ao valor desejado ou ótimo

desta função.

A definição de 𝑓 𝑏
𝑘
(𝑥𝑖), no entanto, é particularmente sensível, pois envolve a escolha de

metas ideais que podem ser difíceis de estimar. Alternativamente, esses valores podem ser de-

terminados com base nos valores viáveis individuais de cada função mono-objetivo, respeitando

as restrições do problema original.

Apesar de ser uma abordagem poderosa e amplamente utilizada na otimização multiobjetivo,

é importante destacar que a solução obtida por esse método não é única. Pequenas alterações nos

pesos 𝑤𝑘 ou nos valores de referência 𝑓 𝑏
𝑘
(𝑥𝑖) e 𝑓 𝑤

𝑘
(𝑥𝑖) podem levar a soluções significativamente

diferentes. Isso reforça a necessidade de um julgamento criterioso na escolha desses parâmetros,

de modo a refletir de forma adequada as preferências e metas do processo de projeto.

Ademais, como destacado por Lobato (2008), os pesos 𝑤𝑘 podem ser definidos a partir

de informações extraídas da fronteira de Pareto, utilizando-se soluções ótimas previamente

obtidas por métodos multiobjetivo. Essa estratégia permite incorporar de forma sistemática o

comportamento do problema e as preferências do decisor, conferindo maior fundamentação à

escolha dos fatores de ponderação e promovendo um equilíbrio mais representativo entre os

objetivos conflitantes (HUANG et al., 2025).

5.8 Otimização por ED e Equação de Compromisso para de-

terminação das matrizes de incerteza do FKA

Segundo Vettori et al. (2023), ao se implementar o algoritmo do Filtro de Kalman Aumentado,

a matriz de covariância associada ao ruído de medição (𝑅𝑎) geralmente já é conhecida ou pode
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ser facilmente determinada. Isso ocorre porque tal matriz pode ser estimada com base na

variabilidade estatística dos sinais de monitoramento, obtidos por meio dos sensores físicos

acoplados à máquina, conforme descrito na Eq. 5.11:

max(𝑠2
1, 𝑠

2
2, ..., 𝑠

2
𝑛𝑠
) (5.11)

em que 𝑠2
𝑖

corresponde à variância do sinal associado ao sensor 𝑖, considerando-se todos os 𝑛𝑠
sensores disponíveis.

Em compensação, a definição precisa das matrizes de covariância do estado inicial (𝑃𝑎) e

das incertezas de modelagem (𝑄𝑎) representa um desafio significativamente maior. Isso se deve

ao fato de que essas matrizes estão intimamente relacionadas à qualidade do modelo do sistema

e à natureza estocástica do processo de predição — aspectos que, em geral, não são diretamente

observáveis nem facilmente quantificáveis por meio de abordagens puramente analíticas (WEI;

LI; HUANG, 2022; VETTORI et al., 2023; SANCHES; CAVALLINI JR.; STEFFEN JR., 2024).

Em alguns casos, modelos simplificados — ou mesmo imprecisos, como modelos de refe-

rência — podem gerar resultados aceitáveis, desde que os níveis adequados de incerteza sejam

comunicados ao observador por meio de uma seleção apropriada da matriz𝑄𝑎. Entretanto, essa

abordagem também pode comprometer a confiabilidade das estimativas caso o equilíbrio entre

essas incertezas e a qualidade do modelo não seja avaliado de maneira criteriosa (MICHALSKI;

SOUZA, 2018; ZOU et al., 2019; VETTORI et al., 2023).

Assim, o ajuste adequado das incertezas do modelo (𝑄𝑎) envolve encontrar um equilíbrio

entre as limitações do processo de estimação (𝑃𝑎) e a confiança nas medições do sistema real

(𝑅𝑎). Na literatura, esse ajuste é comumente feito de uma forma offline ao sistema, com auxílio de

observadores de estados adicionais ou por meio de técnicas robustas de análise de sensibilidade,

como o método da curva 𝐿 (WEI; LI; HUANG, 2022; PEREIRA NETO et al., 2023; SANCHES;

CAVALLINI JR.; STEFFEN JR., 2024).

Nesse último, realiza-se um procedimento de regularização associado a uma análise de

sensibilidade das matrizes, no qual se define uma faixa de valores possíveis para apenas uma das

matrizes de covariância (geralmente 𝑄 ou 𝑆 da matriz 𝑄𝑎), enquanto as demais são mantidas

fixas. Assim, para cada valor testado dentro dessa malha, o Filtro de Kalman é executado, e

avalia-se a estabilidade ou comportamento do erro de estimação resultante (ANTONI; IDIER;

BOURGUIGNON, 2023). A escolha ideal para a matriz em análise é identificada como aquela

que proporciona um ponto de equilíbrio entre a minimização do erro e a suavização da resposta
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do sistema — ou seja, o ponto de inflexão da curva 𝐿 (WEI; LI; HUANG, 2022; PEREIRA

NETO et al., 2023; VETTORI et al., 2023).

Contudo, embora conceitualmente robusto, esse processo é computacionalmente intensivo.

Ele exige múltiplas simulações do filtro sob diferentes condições, além de uma escolha crite-

riosa dos intervalos de teste e dos parâmetros a serem mantidos constantes pelo desenvolvedor

(ANTONI; IDIER; BOURGUIGNON, 2023). Em outras palavras, o sucesso da aplicação do

método depende fortemente da experiência prévia do operador na modelagem do sistema e na

interpretação dos resultados, o que limita sua aplicação em contextos nos quais não se dispõe

de conhecimento técnico ou de recursos computacionais adequados (VETTORI et al., 2023;

PEREIRA NETO et al., 2023; SANCHES; CAVALLINI JR.; STEFFEN JR., 2024).

Alternativamente, podem ser empregadas também estratégias baseadas em algoritmos de

otimização, sendo esta abordagem adotada no presente trabalho. Nesse contexto, a Fig. 5.15

apresenta o fluxograma geral do processo de otimização implementado na API, que se baseia no

método da evolução diferencial e é aplicado a um problema de natureza multiobjetiva.

Figura 5.15: Fluxo proposto para otimização das matrizes de incerteza do FKA.

Em resumo, o processo de otimização aplicado ocorre em duas etapas principais. Primei-

ramente, realiza-se uma otimização individual das funções mono-objetivo envolvidas, com o
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intuito de identificar os valores extremos (máximos e mínimos) de cada função. Tais valores,

por sua vez, correspondem, respectivamente, a pior e a melhor condição possível para cada

objetivo analisado e fornecem uma base de referência para a próxima etapa do algoritmo.

Dito isso, os valores obtidos são então utilizados para compor uma equação de compromisso

que traduz simultaneamente todos os objetivos considerados. Assim, tal equação estabelece um

equilíbrio ponderado entre as diferentes funções mono-objetivo, permitindo buscar uma solução

que minimize o conflito entre elas.

Durante esse processo, os limites das variáveis de projeto são refinados, e valores adequados

para as submatrizes 𝑃 (matriz de covariância do erro de estimação),𝑄 (matriz de covariância do

ruído do processo) e 𝑆 (matriz de covariância associada as forças de entrada) são determinados.

Essas submatrizes compõem as matrizes aumentadas do erro de estimativa (𝑃𝑎) e do erro de

modelagem (𝑄𝑎), tal como explicitado nas Eqs. 4.27 e 4.28.

Mais especificamente, os valores de 𝑃, 𝑄, e 𝑆 no problema da otimização são dadas por:

𝑃 = 𝑃 𝑓 𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟 · 𝐼3𝑛𝑔𝑑𝑙×3𝑛𝑔𝑑𝑙 = 𝑥1 · 10𝑥2 · 𝐼3𝑛𝑔𝑑𝑙×3𝑛𝑔𝑑𝑙 (5.12)

𝑄 = 𝑄 𝑓 𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟 · 𝐼2𝑛𝑔𝑑𝑙×2𝑛𝑔𝑑𝑙 = 𝑥3 · 10𝑥4 · 𝐼2𝑛𝑔𝑑𝑙×2𝑛𝑔𝑑𝑙 (5.13)

𝑆 = 𝑆 𝑓 𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟 · 𝐼𝑛𝑔𝑑𝑙×𝑛𝑔𝑑𝑙 = 𝑥5 · 10𝑥6 · 𝐼𝑛𝑔𝑑𝑙×𝑛𝑔𝑑𝑙 (5.14)

sendo 𝑥𝑖=1,3 𝑒 5 ∈ R∗ e 𝑥𝑖=2,4 𝑒 6 ∈ Z os valores das variáveis de projeto associadas ao ED.

Após a definição das variáveis de projeto para cada indivíduo da população, os coeficientes

calculados pelas equações anteriores são utilizados, ao longo de todas as iterações do método,

na construção das matrizes de incerteza aumentadas. Essas matrizes são então integradas ao

FKA, juntamente com os dados de medição e o modelo previamente fornecidos à API.

Como resultado desse processo, são obtidas estimativas dos deslocamentos e das forças

de desbalanceamento associadas. Em seguida, esses valores preditos são avaliados com base

em funções objetivo individuais. No total, duas funções mono-objetivo são consideradas na

formulação proposta pela API-FKA, ambas fundamentadas na métrica 𝑟2, conforme descrito

pela equação a seguir:

𝑓𝑘 =

𝑛𝑠∑︁
𝑗=1

1 −
��𝑟2 (

𝑦 𝑗 , 𝑦̂ 𝑗
) �� = 𝑛𝑠∑︁

𝑗=1
1 −

�����∑𝑛
𝑖=1

(
𝑦 𝑗 (𝑖) − 𝑦̂ 𝑗 (𝑖)

)2∑𝑛
𝑖=1 (𝑦𝑖 (𝑖) − 𝑦̄𝑖 (𝑖))

2

����� (5.15)

em que 𝑛 representa o número de pontos amostrais dos sinais e 𝑛𝑠 representa a quantidade de

sinais a serem comparados simultaneamente em uma mesma 𝑘-ésima função mono-objetivo.

A primeira função mono-objetivo ( 𝑓1) no processo de otimização tem como propósito com-
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parar os deslocamentos estimados pelo FKA com os valores medidos pelos sensores físicos

instalados. Durante essa etapa, o método atua na minimização dos erros associados ao sen-

soriamento virtual, visando reduzir essas discrepâncias o mais próximo possível de zero. Isso

indica que as estimativas geradas pelo FKA estão convergindo para os valores reais nas regiões

monitoradas.

Já a segunda função mono-objetivo ( 𝑓2) concentra-se na avaliação dos deslocamentos vir-

tuais gerados a partir das forças de desbalanceamento estimadas pelo FKA, comparando-os

diretamente com os dados experimentais de medição. Esses deslocamentos virtuais são obtidos

por meio de um procedimento genérico de integração numérica no espaço de estados, utilizando

as forças previstas como entrada no modelo matemático do rotor. Com isso, o objetivo de tal

função é verificar a precisão das estimativas de desbalanceamento em relação aos valores que

podem ser medidos fisicamente.

Em seguida, os resultados individuais de cada função mono-objetivo são combinados no

processo de otimização multiobjetivo, associando-se assim os respectivos comprometimentos

dessas funções, segundo a Eq. 5.10.

Em contrapartida, para simplificar o procedimento de otimização, os pesos da função de

compromisso foram definidos previamente por meio da análise da Fronteira de Pareto, que

representa o conjunto de soluções não dominadas em problemas envolvendo múltiplos objetivos

conflitantes (LOBATO, 2008; BRANDãO, 2014). Para tal fim, realizaram-se cinco análises

numéricas independentes utilizando o modelo da bancada experimental do LMEst (Seção 5.2).

Cada análise correspondeu à uma condição distinta de desbalanceamento, imposta aleatoria-

mente segundo os parâmetros especificados na Tabela 5.4. O objetivo dessas simulações foi

avaliar a robustez da API frente a diferentes cenários operacionais, gerando respostas dinâmicas

nas direções 𝑥 e 𝑦 dos nós sensores (#8 e #30). Os sinais simulados obtidos foram então tratados

como medições reais no processo de identificação do FKA.

Para cada uma das cinco condições, construiu-se uma Fronteira de Pareto por meio da

variação sistemática dos pesos atribuídos às funções 𝑓1 e 𝑓2, no intervalo de 0,1 a 0,9, com

incrementos de 0,01. Cada par de pesos gerou uma solução distinta, refletindo diferentes graus

de comprometimento entre os dois objetivos. Como resultado, obtiveram-se cinco Fronteiras de

Pareto, apresentadas na Fig. 5.16, representando o desempenho da API sob diferentes condições

de perturbação.
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Tabela 5.4: Condição aleatória de desbalanceamento imposta ao rotor do LMEst para a deter-
minação dos pesos vinculados com às funções mono-objetivo.

Teste
Massa de Desb. [𝑚𝑢] Posição Angular [𝜙] Posição Radial [𝑑]

Disco #1 Disco #2 Disco #1 Disco #2 Disco #1 Disco #2

#1 32 g 15 g 230◦ 70◦ 68 mm

#2 12 g 15 g 110◦ 300◦ 68 mm

#3 10 g 15 g 310◦ 335◦ 68 mm

#4 20 g 20 g 130◦ 270◦ 68 mm

#5 15 g 20 g 90◦ 50◦ 68 mm

Velocidade de Rotação 840 rpm

Figura 5.16: Representação das curvas de Pareto utilizadas na determinação dos valores de peso
ideais para API.

A definição final dos pesos considerou a média das cinco análises. Para isso, aplicou-se a

métrica WCSS (Within-Cluster Sum of Squares) em cada Fronteira, com o intuito de quantificar a

dispersão das soluções em torno dos centróides de seus respectivos agrupamentos (KURARIA;

JHARBADE; SONI, 2018). Embora tradicionalmente utilizada em técnicas de agrupamento,

essa métrica foi empregada neste estudo para avaliar a coerência interna das soluções ótimas:

𝑊𝐶𝑆𝑆 =

𝑘∑︁
𝑖=1

∑︁
𝑥∈𝐶𝑖

|𝑥 − 𝜇𝑖 |2 (5.16)

em que 𝑘 é o número de clusters, 𝐶𝑖 representa o conjunto de soluções no cluster 𝑖, 𝑥 é uma
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solução individual e 𝜇𝑖 é o centróide do grupo 𝑖.

A média das cinco menores relações WCSS (uma de cada Fronteira) foi utilizada para

definir os pesos finais, posteriormente arredondados para o múltiplo de cinco mais próximo.

Essa estratégia garantiu uma escolha representativa e robusta frente à variabilidade dos cenários

simulados.

A partir daí, são adotados como valores default da API os pesos de 0, 35 para a função

𝑓1 e 0, 65 para a função 𝑓2, por representarem um equilíbrio satisfatório entre a acurácia na

reconstrução dos deslocamentos e a fidelidade na estimativa das forças de desbalanceamento.

A priorização conferida à função 𝑓2 justifica-se pela ausência de informações a priori sobre os

esforços atuantes no rotor. Nessas circunstâncias, torna-se essencial que a API apresente elevada

precisão na estimativa das forças de excitação, de modo a viabilizar intervenções corretivas

eficazes durante o processo de balanceamento e, consequentemente, contribuir para a atenuação

das amplitudes de vibração.

Além disso, outros hiperparâmetros associados ao método de otimização por Evolução

Diferencial — como a taxa de mutação, a taxa de recombinação e a estratégia adotada — foram

definidos com base em testes empíricos realizados no âmbito do projeto de cooperação técnica

entre a Petrobras e a Universidade Federal de Uberlândia (UFU), voltado ao desenvolvimento

do módulo ROSSML (vide Seção 3.3 e Tabela 5.5).

Tais experimentos utilizaram como referência um modelo de compressor de baixa pressão

da Petrobras, empregado no ajuste e validação dos parâmetros iniciais. Embora os resultados

detalhados não sejam apresentados nesta tese, os testes foram conduzidos de forma sistemática

durante a fase de desenvolvimento, garantindo uma configuração inicial baseada em evidências

práticas. Ressalta-se, ainda, que os valores padrão podem ser ajustados manualmente pelo

usuário, por meio do arquivo de configuração JSON, viabilizando personalizações específicas

para diferentes cenários de aplicação.

Por fim, o processo de otimização resulta na determinação dos valores ideais para os fatores

de construção das matrizes 𝑃, 𝑄, 𝑅 e 𝑆. Esses valores são armazenados no arquivo JSON de

parâmetros vinculado ao modelo da máquina em estudo. Dessa forma, em futuras utilizações da

API com esse mesmo modelo, o método direto de previsão passa a ser imediatamente aplicado

pelo fluxo.

Além disso, na execução atual, o procedimento também é reavaliado, permitindo uma nova

estimativa para os processos de sensoriamento virtual e balanceamento com base na metodologia
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Tabela 5.5: Parâmetros default utilizados pela API durante a determinação das matrizes de
incerteza do FKA.

Hiperparâmetros Valores

Taxa de mutação (0,8, 1,5)

Taxa de recombinação 0,8

Estratégia de Cruzamento best2bin

Tamanho da População 24 indivíduos

Número de Gerações 1000

Limites de Busca do Fator P (Base) (1, 9)

Limites de Busca do Fator P (Potência) (-9, 9)

Limites de Busca do Fator Q (Base) (1, 9)

Limites de Busca do Fator Q (Potência) (-20, 20)

Limites de Busca do Fator S (Base) (1, 9)

Limites de Busca do Fator S (Potência) (2, 9)

Critérios de Parada Entrôpia e 𝑁◦ de Iterações

proposta. Com isso, a API desenvolvida nesta pesquisa se mostra apta a ser empregada em

análises de rotores flexíveis de forma eficiente e automatizada.



Capítulo 6

Testes de Validação

Conforme já mencionado, os observadores de estado operam combinando as saídas for-

necidas por um modelo matemático do sistema com dados experimentais obtidos através de

medições. No entanto, cada uma dessas fontes de informação está inevitavelmente sujeita a

incertezas, que comprometem a precisão dos resultados obtidos durante o processo de predição

(WEI; LI; HUANG, 2022; PEREIRA NETO et al., 2023).

O modelo matemático, por exemplo, pode apresentar desvios em decorrência de simpli-

ficações de fenômenos físicos complexos ou do conhecimento limitado sobre os parâmetros

envolvidos na máquina. Já os dados de monitoramento podem ser afetados por ruídos, erros

inerentes aos sensores físicos, limitações dos sistemas de aquisição de dados ou perturbações

decorrentes das condições ambientais do processo. Esses fatores introduzem incertezas que

devem ser cuidadosamente consideradas para garantir a robustez dos métodos de estimação

(OLIVEIRA, 1999).

Logo, considerando as noções apresentadas, podemos inferir que a eficácia da metodologia

proposta nesta pesquisa está diretamente ligada a três fatores fundamentais, que são: (i) a

caracterização adequada das matrizes de incerteza utilizadas no processo de estimação; (ii) a

qualidade do modelo de elementos finitos (EF) empregado para representar o sistema físico;

e (iii) a configuração do sistema de monitoramento, incluindo aspectos como a presença de

ruído nos dados e a disposição espacial dos sensores físicos. Associadamente, a ferramenta

desenvolvida nesta contribuição deve apresentar robustez o suficiente para lidar com esses

fatores, garantindo a confiabilidade das estimativas mesmo em cenários adversos, marcados por

instabilidades relacionadas a qualquer um desses elementos.

Com base nessa premissa, este capítulo apresenta os resultados de validação da abordagem
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proposta, com ênfase na análise da sensibilidade das previsões fornecidas pelos observadores

digitais do sistema, considerando variações nos três fatores anteriormente mencionados. Para tal,

adotou-se como referência a máquina rotativa instrumentada no laboratório do LMEst (descrita

na Seção 5.1) e seu respectivo modelo em Elementos Finitos (detalhado na Seção 5.2).

O primeiro estudo investigou os parâmetros de construção das matrizes de covariância

utilizadas no FKA, avaliando como suas configurações impactam a precisão das estimativas.

Esse teste evidenciou a sensibilidade do filtro às escolhas desses parâmetros e reforçou a

relevância do algoritmo de otimização baseado em Evolução Diferencial, proposto neste trabalho,

como uma ferramenta eficaz para determinar os fatores de ponderação mais adequados.

Em seguida, foi realizado um teste experimental em bancada para avaliar o impacto da

representatividade do modelo de EF. Para isso, os coeficientes de rigidez e amortecimento dos

mancais foram variados, simulando diferentes níveis de ajuste entre o modelo e o sistema físico

real. Com isso, tal experimento permitiu visualizar a influência da qualidade do modelo nas

estimativas fornecidas pela API.

Por fim, conduziu-se um terceiro teste em bancada, no qual as posições relativas dos senso-

res físicos foram modificadas por meio da rotação dos pares instalados. O objetivo foi avaliar

a robustez e a aplicabilidade da API em condições que simulam cenários reais de operação,

incluindo rearranjos na configuração do sistema de monitoramento. Os resultados obtidos de-

monstraram a capacidade da metodologia em adaptar-se a variações na disposição dos sensores,

garantindo estimativas confiáveis mesmo em condições desafiadoras.

Portanto, com a realização desses três estudos, a abordagem proposta neste trabalho foi

validada, evidenciando sua robustez e aplicabilidade prática no sensoriamento virtual e no

balanceamento de rotores flexíveis. Além disso, os resultados reforçam a importância de con-

siderar simultaneamente os três fatores analisados — caracterização das matrizes de incerteza,

qualidade do modelo de elementos finitos e configuração do sistema de monitoramento — para

garantir a precisão e a confiabilidade das estimativas em aplicações industriais, mesmo em

cenários adversos.

6.1 Análise de Sensibilidade quanto aos fatores de construção

das Matrizes de Incerteza

Vettori et al. (2023) destaca que a definição inadequada das matrizes de incerteza 𝑃, 𝑄,

𝑅 e 𝑆, empregadas no Filtro de Kalman Aumentado, pode resultar em soluções subótimas
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ou, em casos extremos, comprometer a convergência do algoritmo. Assim, tal limitação pode

repercutir diretamente na eficácia do sensoriamento virtual e prejudicar o balanceamento de

rotores flexíveis, uma vez que, essas matrizes desempenham um papel crítico na modelagem

das incertezas associadas ao sistema dinâmico.

Diante disso, este estudo de caso investigou a influência das matrizes de covariância sobre as

estimativas de massas e fases correspondentes ao desbalanceamento imposto ao rotor do LMEst,

conforme apresentado na Tabela 6.1. O objetivo foi avaliar como variações nos parâmetros dessas

matrizes impactam o desempenho do FKA e, consequentemente, o processo de balanceamento.

Tabela 6.1: Condição aleatória de desbalanceamento imposta ao modelo de rotor instrumentado
no LMEst, para o teste de análise de sensibilidade do FKA quanto as matrizes de incerteza.

Massa de Desb. [𝑚𝑢] Posição Angular [𝜙] Posição Radial [𝑑]

Disco #1 12 g 110◦ 68 mm

Disco #2 15 g 300◦ 68 mm

Velocidade de Rotação 840 rpm

Um estudo de sensibilidade tradicional envolve alterar sistematicamente os valores de um

parâmetro enquanto se mantêm os demais fixos, observando como essas mudanças afetam os

resultados. No entanto, neste trabalho, a ausência de uma formulação analítica direta para

determinar os valores iniciais das matrizes de covariância tornaria inviável a aplicação de um

estudo de sensibilidade isolado.

Sem valores de referência adequados para 𝑃,𝑄, 𝑅 e 𝑆, qualquer análise de sensibilidade seria

prejudicada por respostas inconsistentes ou não representativas. Para contornar essa limitação,

adotou-se o procedimento de otimização por Evolução Diferencial (ED), descrito na Seção 5.8,

por meio do qual foram estimados valores viáveis de referência para as matrizes de covariância.

Com base nesses valores iniciais, realizou-se então uma análise de sensibilidade, variando

cada parâmetro individualmente em múltiplos bem definidos (10−9, 10−7, 10−5, 10−3, 103, 105,

107 e 109), enquanto os demais permaneciam fixos nos valores otimizados. Essa abordagem

possibilitou uma avaliação sistemática do impacto de cada matriz sobre o desempenho do FKA.

Durante os testes, o filtro foi executado repetidamente sob diferentes configurações das matrizes

de covariância, e os resultados foram registrados nas Tabelas 6.2, 6.3 e 6.4, que apresentam as

estimativas de massas e fases de correção em cada plano de desbalanceamento. Essas tabelas

evidenciam o grau de sensibilidade do filtro às variações paramétricas.
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Tabela 6.2: Resultados das variações impostas ao fator de construção da matriz de incerteza 𝑄.

Estimativa pelo FKA

Plano de Balanceamento #1 Plano de Balanceamento #2
Múltiplo do Fator Fator de Q

Massa 𝑚𝑢 [g] 𝜙 Desb. [◦] 𝜙 Corr. [◦] Massa 𝑚𝑢 [g] 𝜙 Desb. [◦] 𝜙 Corr. [◦]

10−9 5, 366740 × 10−20 19,2 50,27 230,27 17,3 251,05 71,05

10−7 5, 366740 × 10−18 19,2 50,27 230,27 17,3 251,05 71,05

10−5 5, 366740 × 10−16 19,2 50,27 230,27 17,3 251,05 71,05

10−3 5, 366740 × 10−14 19,2 50,26 230,26 17,3 251,04 71,04

Referência 5, 366740 × 10−11 19,21 49,06 229,06 17,28 250,63 70,63

103 5, 366740 × 10−8 19,22 42,21 222,21 17,3 244,48 64,48

105 5, 366740 × 10−6 19,17 35,94 215,94 17,35 238,84 58,84

107 5, 366740 × 10−4 17,23 334,9 154,9 15,85 177,25 357,25

109 5, 366740 × 10−2 3,63 241,48 61,48 4,28 81,71 261,71

Tabela 6.3: Resultados das variações impostas ao fator de construção da matriz de incerteza 𝑆.

Estimativa pelo FKA

Plano de Balanceamento #1 Plano de Balanceamento #2
Múltiplo do Fator Fator de S

Massa 𝑚𝑢 [g] 𝜙 Desb. [◦] 𝜙 Corr. [◦] Massa 𝑚𝑢 [g] 𝜙 Desb. [◦] 𝜙 Corr. [◦]

10−9 7, 548956 × 10−3 3,61 242,31 62,31 4,27 83,17 263,17

10−7 7, 548956 × 10−1 17,1 333,66 153,66 15,8 177,25 357,25

10−5 7, 548956 × 101 19 26,07 206,07 17,37 228,37 48,37

10−3 7, 548956 × 104 19,18 41,48 221,48 17,29 244,25 64,25

Referência 7, 548956 × 106 19,21 49,06 229,06 17,28 250,63 70,63

103 7, 548956 × 109 19,35 49,73 229,73 17,31 252,58 72,58

105 7, 548956 × 1011 19,38 49,59 229,59 17,36 252,68 72,68

107 7, 548956 × 1013 19,33 50,58 230,58 19,85 257,65 77,65

109 7, 548956 × 1015 24,17 44,03 224,03 19,56 175,6 355,6

Tabela 6.4: Resultados das variações impostas ao fator de construção da matriz de incerteza 𝑃.

Estimativa pelo FKA

Plano de Balanceamento #1 Plano de Balanceamento #2
Múltiplo do Fator Fator de P

Massa 𝑚𝑢 [g] 𝜙 Desb. [◦] 𝜙 Corr. [◦] Massa 𝑚𝑢 [g] 𝜙 Desb. [◦] 𝜙 Corr. [◦]

10−9 3, 484827 × 10−13 19,35 49,04 229,04 18,47 254,16 74,16

10−7 3, 484827 × 10−11 19,33 49,04 229,04 18,13 252,62 72,62

10−5 3, 484827 × 10−9 19,4 49,06 229,06 17,25 250,68 70,68

10−3 3, 484827 × 10−7 19,33 48,5 228,5 17,3 251,46 71,46

Referência 3, 484827 × 10−4 19,21 49,06 229,06 17,28 250,63 70,63

103 3, 484827 × 10−1 19,19 49,02 229,02 17,27 250,62 70,62

105 3, 484827 × 101 19,17 49,02 229,02 17,26 250,59 70,59

107 3, 484827 × 103 19,12 49,57 229,57 17,26 251,09 71,09

109 3, 484827 × 105 19,09 49,56 229,56 17,25 251,07 71,07
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As Figs. 6.1a a 6.1c exibem graficamente as relações obtidas, facilitando a interpretação

dos dados. A análise detalhada revelou que a matriz 𝑄, associada à covariância do ruído do

processo, exerce uma influência significativa sobre as estimativas do filtro. Quando 𝑄 assume

valores elevados (acima de 10−6), o FKA tende a modificar suas estimativas, levando a erros no

processo de balanceamento, conforme ilustram as Figs. 6.2 e 6.3.

(a) Variação em relação ao fator 𝑄.

(b) Variação em relação ao fator 𝑆.

(c) Variação em relação ao fator 𝑃.

Figura 6.1: Variações das estimativas em relação aos fatores de incerteza usados no FKA.
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(a) Plano de Medição #1 - Nó #8. (b) Plano de Medição #2 - Nó #30.

Figura 6.2: Comparação do balanceamento quando o fator 𝑄 é igual à 5, 366740 × 10−4.

(a) Plano de Medição #1 - Nó #8. (b) Plano de Medição #2 - Nó #30.

Figura 6.3: Comparação do balanceamento quando o fator 𝑄 é igual à 5, 366740 × 10−2.

Da mesma forma, a matriz 𝑆, relacionada à estimativa das forças de entrada, apresenta

um comportamento crítico quando seus valores estão abaixo de 7, 548956 × 101 ou acima de

7, 548956×1013, como mostram as Figs. 6.4 e 6.5. Por outro lado, os valores otimizados obtidos

pelo método proposto demonstraram uma redução significativa nas amplitudes de vibração (Fig.

6.6), validando assim a eficácia da abordagem de otimização.

Cabe destacar que, embora as predições obtidas pelo FKA não correspondam exatamente

à configuração de desbalanceamento imposta ao sistema (Tabela 6.1), tal discrepância não

implica, necessariamente, uma falha da metodologia. Em sistemas com múltiplos planos de

balanceamento, diferentes combinações de massas e posições angulares podem gerar respostas

dinâmicas equivalentes, desde que as condições de equilíbrio de forças e momentos sejam

satisfeitas. Isso se deve ao fato de o desbalanceamento possuir natureza vetorial, dependendo

simultaneamente da magnitude da massa, da posição angular e do raio de aplicação. Como
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(a) Plano de Medição #1 - Nó #8. (b) Plano de Medição #2 - Nó #30.

Figura 6.4: Comparação do balanceamento quando o fator 𝑆 é igual à 7, 548956 × 10−3.

(a) Plano de Medição #1 - Nó #8. (b) Plano de Medição #2 - Nó #30.

Figura 6.5: Comparação do balanceamento quando o fator 𝑆 é igual à 7, 548956 × 1015.

(a) Plano de Medição #1 - Nó #8. (b) Plano de Medição #2 - Nó #30.

Figura 6.6: Comparação do balanceamento para a condição otimizada dos fatores de construção
das matrizes de covariância.
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resultado, múltiplas soluções são viáveis para um mesmo estado dinâmico, o que justifica a

existência de respostas distintas com comportamentos equivalentes (EHRICH, 1992; BENTLY;

HATCH; GRISSOM, 2003) — também passíveis de previsão pela API.

Embora um estudo de sensibilidade seja útil para entender o impacto das variações pa-

ramétricas, ele apresenta limitações práticas. Em situações reais, a análise de sensibilidade

demandaria um tempo considerável para observar as convergências de cada matriz, além de

exigir conhecimento prévio do operador para ajustes manuais. Ademais, essa abordagem pre-

cisaria ser repetida para cada nova condição operacional da máquina, tornando-a inviável para

aplicações industriais em larga escala (WEI; LI; HUANG, 2022; PEREIRA NETO et al., 2023).

Diante dessas restrições, a metodologia desenvolvida neste trabalho substitui a análise de

sensibilidade por um procedimento de otimização baseado em Evolução Diferencial. Essa

abordagem automatiza a definição das matrizes de covariância, eliminando a necessidade de

intervenção manual e garantindo aplicabilidade em diferentes cenários operacionais. A API

desenvolvida ilustra essa automação, reforçando a relevância da pesquisa tanto para os estudos

em rotodinâmica quanto para aplicações práticas em ambientes industriais.

6.2 Análise de Sensibilidade quanto ao Modelo

Considerando que o Filtro de Kalman Aumentado (FKA) atua como um observador de

estados, ele requer a fusão entre as estimativas geradas por um modelo matemático do sistema e

os dados de medição disponíveis (CUMBO et al., 2020). Com base nesse princípio, o presente

estudo de caso avaliou a sensibilidade da aplicação computacional baseada no FKA em relação

ao nível de representatividade exigido pelo modelo de EF da máquina em análise.

Para essa avaliação, o modelo apresentado na Seção 5.2 foi analisado sob seis diferentes

configurações dos coeficientes de rigidez e de amortecimento dos mancais, tomando-se como

referência os valores obtidos no ajuste inicial do modelo. As variações consideradas corres-

ponderam a aumentos e reduções de 20%, 30% e 40% em relação aos valores originais desses

coeficientes.

Na Tabela 6.5, são apresentadas as configurações adotadas para os mancais 𝑀1 e 𝑀2 em

cada modelo utilizado no estudo de caso.

Em seguida, os modelos modificados foram incorporados individualmente à API e aplicados

em um teste experimental realizado na bancada de rotor descrita na Seção 5.1. Nesse teste,
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Tabela 6.5: Valores dos coeficientes de rigidez e amortecimento considerados no estudo de caso
para cada modelo.

Coeficientes do Mancal 𝑀1 Coeficientes do Mancal 𝑀2

𝑘𝑥𝑥
[
𝑁
𝑚

]
𝑘𝑦𝑦

[
𝑁
𝑚

]
𝑐𝑥𝑥

[
𝑁𝑠
𝑚

]
𝑐𝑦𝑦

[
𝑁𝑠
𝑚

]
𝑘𝑥𝑥

[
𝑁
𝑚

]
𝑘𝑦𝑦

[
𝑁
𝑚

]
𝑐𝑥𝑥

[
𝑁𝑠
𝑚

]
𝑐𝑦𝑦

[
𝑁𝑠
𝑚

]
Ajustado 5, 42132 × 105 1, 54560 × 106 33,37769 107,9132 1, 54560 × 106 4 × 106 2,92378 139,2289

Var. −20% 4, 33706 × 105 1, 23648 × 106 26,70215 86,33056 1, 23648 × 106 3, 2 × 106 2,33902 111,3831

Var. −30% 3, 79492 × 105 1, 08192 × 106 23,36438 75,53924 1, 08192 × 106 2, 8 × 106 2,04664 97,46023

Var. −40% 3, 25279 × 105 9, 27358 × 105 20,02661 64,74792 9, 27358 × 105 2, 4 × 106 1,75427 83,53734

Var. +20% 6, 50558 × 105 1, 85472 × 106 40,05322 129,49584 1, 85472 × 106 4, 8 × 106 3,50853 167,07468

Var. +30% 7, 04772 × 105 2, 00928 × 106 43,391 140,28716 2, 00928 × 106 5, 2 × 106 3,80091 180,99757

Var. +40% 7, 58985 × 105 2, 16384 × 106 46,72877 151,07848 2, 16384 × 106 5, 6 × 106 4,09329 194,92046

manteve-se constante uma condição de desbalanceamento artificial imposta à máquina real,

através de massas posicionadas nos discos 𝐷1 e 𝐷2, conforme especificado na Tabela 6.6.

Ressalta-se que a mesma condição de desbalanceamento foi utilizada em todos os casos, com o

objetivo de isolar a influência do modelo na qualidade das estimativas geradas pelo FKA.

Além disso, a velocidade de rotação imposta à máquina real foi de 840 rpm — valor inferior

à velocidade crítica do sistema, de 1246,2 rpm —, visando evitar condições de ressonância e

garantir a estabilidade das respostas dinâmicas durante os testes. Como mencionado anterior-

mente, essa configuração favorece a segurança experimental e replica condições operacionais

típicas de aplicações industriais, nas quais é comum adotar regimes subcríticos para assegurar

maior confiabilidade e durabilidade dos sistemas rotativos (EHRICH, 1992).

Tabela 6.6: Condição aleatória de desbalanceamento imposta ao modelo de rotor instrumentado
no LMEst, para o teste de análise de sensibilidade do FKA quanto ao modelo.

Massa de Desb. (𝑚𝑢) Posição radial (𝑑) Posição Angular (𝜙)

Disco #1 15 g 68 mm 70◦

Disco #2 12 g 68 mm 50◦

As respostas de vibração captadas pelos sensores físicos do rotor foram então monitoradas

e registradas pelo sistema de aquisição de dados, considerando-se um range de coleta de 1

segundo e um total de 1024 pontos amostrais.

Posteriormente, esses sinais foram utilizados como entrada para a API, em conjunto com

cada um dos modelos previamente desenvolvidos. Cabe destacar que, durante os ensaios, os
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suportes de medição (Fig. 5.3) referentes aos planos de medição #1 e #2 foram posicionados a

0◦ em relação ao sistema de coordenadas do rotor, o que dispensou a aplicação das etapas de

rotação e reposicionamento previstas na metodologia da API.

A Fig. 6.7 apresenta os gráficos das respostas de vibração obtidas experimentalmente no

domínio do tempo, bem como os sinais decompostos pela API, e que representam os dados

efetivamente processados pelo FKA.

A análise da Fig. 6.7 revela que o desbalanceamento nas proximidades dos sensores apresenta

valores de vibração relativamente elevados para o tipo de bancada em questão, com amplitudes

excedendo a 100 𝜇m. Portanto, tal condição indica um regime de operação de risco, reforçando

a importância da aplicação das representações digitais geradas pela API no controle e na análise

da dinâmica do rotor.

(a) Plano de Medição #1 - Direção 𝑥.

(b) Plano de Medição #1 - Direção 𝑦.
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(c) Plano de Medição #2 - Direção 𝑥.

(d) Plano de Medição #2 - Direção 𝑦.

Figura 6.7: Comparação dos sinais utilizados no FKA para o segundo estudo de caso, antes e
depois da decomposição.

Vale ressaltar, ainda, que esse desbalanceamento decorre tanto da condição artificial imposta

à máquina durante o ensaio quanto do desbalanceamento residual do sistema, estimado em

aproximadamente 12 𝜇m. Este último, por sua vez, não foi corrigido anteriormente no processo

por representar uma situação recorrente em aplicações práticas da metodologia proposta. Logo,

a decisão de mantê-lo visa tornar o procedimento adotado neste estudo mais representativo das

condições reais de uso da API, por parte do operador.

Prosseguindo, com base nos sinais de vibração coletados da máquina e nos modelos nu-

méricos gerados a partir dos coeficientes apresentados na Tabela 6.5, foi implementado um

observador digital do sistema distinto para cada configuração do modelo, a fim de balancear o

sistema rotativo em relação à condição virtual de desbalanceamento imposta.

Consequentemente, para a implementação de cada instância do observador digital, foram

empregados os parâmetros padrão (default) da API, apresentados na Tabela 5.5. Esses valores
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correspondem ao conjunto de hiperparâmetros empregados no processo de otimização das

matrizes de incerteza por meio do método de Evolução Diferencial. Por sua vez, todas as

combinações possíveis entre os dados experimentais e os modelos ajustados foram testadas,

resultando nas estimativas finais sumarizadas na Tabela 6.7.

Tabela 6.7: Resultados da API referentes aos modelos modificados, considerando os coeficientes
de rigidez e amortecimento dos mancais da Tabela 6.5.

Desbalanceamento Imposto Valores Viáveis obtidos pela otimização
Tempo

Disco #1 [𝑚𝑢∠𝜙] Disco #2 [𝑚𝑢∠𝜙] Fator P Fator Q Fator S

Ajutado 37,24 g ∠ 27,78◦ 8,36 g ∠ 175,43◦ 8, 661157 × 103 5, 659791 × 10−17 8, 648735 × 104 21min 33s

Var. −20% 33,12 g ∠ 25,96◦ 7,87 g ∠ 181,85◦ 8, 760956 × 101 7, 279365 × 10−10 1, 915260 × 107 24min 22s

Var. −30% 30,44 g ∠ 346,51◦ 7,84 g ∠ 186,17◦ 8, 661157 × 103 5, 659791 × 10−17 8, 648735 × 104 22min 20s

Var. −40% 27,43 g ∠ 315,05◦ 8 g ∠ 190,34◦ 2, 986500 × 105 7, 683493 × 10−14 6, 402335 × 104 23min 05s

Var. +20% 40,48 g ∠ 27,43◦ 9,24 g ∠ 176,72◦ 8, 661157 × 102 5, 659791 × 10−17 8, 648735 × 104 21min 40s

Var. +30% 41,94 g ∠ 28,39◦ 9,78 g ∠ 180◦ 8, 760956 × 101 7, 513855 × 10−12 1, 915260 × 106 21min 24s

Var. +40% 43,15 g ∠ 27,85◦ 10,3 g ∠ 182,37◦ 8, 760956 × 101 7, 513855 × 10−12 1, 915260 × 106 21min 34s

Do mesmo modo observado no estudo de caso anterior, os valores de predição obtidos pelo

FKA não correspondem exatamente à configuração de desbalanceamento imposta ao sistema

(Tabelas 6.2, 6.3 e 6.4). Essa discrepância pode ser atribuída à multiplicidade de soluções

decorrentes das características vetoriais das forças de desbalanceamento, que introduzem ambi-

guidades na interpretação dos resultados.

Com isso, para validar efetivamente as previsões da metodologia, foram aplicadas as res-

pectivas massas de correção em posições angulares defasadas em 180◦ em relação às indicadas

na Tabela 6.7, para cada modelo. A consistência dos resultados pode ser verificada por meio

dos gráficos das órbitas medidas no rotor, antes e após o balanceamento (Fig. 6.9), os quais

demonstram, na maioria dos casos, a eficácia das correções adotadas nas condições previstas

pelo FKA.
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(a) Plano de Medição #1: Modelo Ajus-
tado.

(b) Plano de Medição #2: Modelo Ajus-
tado.

(c) Plano de Medição #1: −20% dos coef. (d) Plano de Medição #2: −20% dos coef.

(e) Plano de Medição #1: −30% dos coef. (f) Plano de Medição #2: −30% dos coef.

(g) Plano de Medição #1: −40% dos coef. (h) Plano de Medição #2: −40% dos coef.
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(i) Plano de Medição #1: +20% dos coef. (j) Plano de Medição #1: +20% dos coef.

(k) Plano de Medição #1: +30% dos coef. (l) Plano de Medição #2: +30% dos coef.

(m) Plano de Medição #1: +40% dos coef. (n) Plano de Medição #2: +40% dos coef.

Figura 6.9: Comparação das órbitas medidas no rotor antes e após o balanceamento, referente
aos testes do segundo estudo de caso.

Na sequência, a Tabela 6.8 apresenta um resumo dos percentuais de redução alcançados no

balanceamento do rotor, considerando os diferentes modelos ajustados com distintos níveis de

representatividade.

Ao comparar os percentuais de redução apresentados na Tabela 6.8 com as órbitas mostradas

na Fig. 6.9, verifica-se que a metodologia proposta neste trabalho obteve resultados promissores



Capítulo 6. Testes de Validação 116

Tabela 6.8: Comparativo dos níveis de redução obtidos com o balanceamento no segundo estudo
de caso.

Amplitude de vibração medida na condição de desbalanceamento

𝑆1𝑥 [𝜇𝑚] 𝑆1𝑦 [𝜇𝑚] 𝑆2𝑥 [𝜇𝑚] 𝑆2𝑦 [𝜇𝑚]

Condição Imposta 110 104 130 131

Amplitude de vibração medida após o balanceamento Percentual de redução

𝑆1𝑥 [𝜇𝑚] 𝑆1𝑦 [𝜇𝑚] 𝑆2𝑥 [𝜇𝑚] 𝑆2𝑦 [𝜇𝑚] 𝑆1𝑥 [%] 𝑆1𝑦 [%] 𝑆2𝑥 [%] 𝑆2𝑦 [%]

Modelo Ajustado 47,3 38,2 48,1 41,1 57,06 63,13 63,01 68,73

Var. −20% 48,6 33,3 54,6 55,6 55,83 67,82 58,06 57,68

Var. −30% 78,9 68,2 96,4 92,6 28,33 34,18 25,96 29,52

Var. −40% 149 140 190 183 -35,79 -35,37 -45,63 -38,95

Var. +20% 63,6 50,6 59,8 53,4 42,21 51,12 54,05 59,36

Var. +30% 47 39,3 43,6 41,4 57,3 62,06 66,47 68,5

Var. +40% 52 43 42,1 29,9 52,75 58,44 67,65 77,28

Mediana 52,75 58,44 58,06 59,36

Desvio P. 31,21 33,61 37,86 37,42

no balanceamento do rotor, mesmo em cenários com variações significativas nos parâmetros

de rigidez e amortecimento dos mancais. Nessas condições, a redução das amplitudes orbitais

alcançou cerca de 52, 75%1 para a maioria dos casos avaliados. Esse desempenho se mostrou

compatível com a estimativa obtida para o modelo idealmente ajustado (≈ 57, 06%2), suge-

rindo que a abordagem desenvolvida possa ser também aplicada com eficiência em modelos

referenciais, a depender do tipo de caso considerado.

Além disso, vale destacar que a metodologia empregada dispensa interrupções periódicas

da máquina para a inserção de massas de teste ou procedimentos equivalentes. Devido à sua

formulação, a API desenvolvida pode ser aplicada em paralelo à operação do rotor, representando

um avanço significativo para as áreas de rotodinâmica e de manutenção preditiva de sistemas

rotativos.

Contudo, em situações de variação extrema nos parâmetros do sistema — como a redução de

40% nos coeficientes de amortecimento dos mancais — a metodologia revelou-se ineficaz (Figs.

6.9g e 6.9h), ocasionando aumento nas amplitudes vibratórias e, consequentemente, elevando o
1Em relação a menor mediana observada para os sensores.
2Em relação a menor redução obtida para o modelo ajustado.
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risco operacional da máquina analisada.

Essa limitação pode estar associada à drástica diminuição dos coeficientes de amortecimento

estimados para os mancais #1 e #2 em relação aos demais modelos. Em rotores flexíveis, o

amortecimento desempenha um papel essencial na dissipação da energia vibratória e na preven-

ção de instabilidades ligadas aos modos flexionais. Quando esses coeficientes são fortemente

reduzidos, o sistema torna-se mais suscetível a ressonâncias e amplificações dinâmicas, compro-

metendo a eficácia de estratégias de controle e de correção usualmente aplicadas (RAO, 1996;

??).

Por fim, a metodologia proposta nesta contribuição permite também estimar o comporta-

mento dinâmico do rotor com base nos resultados do sensoriamento virtual realizado pela API.

Uma das principais vantagens dessa abordagem é a possibilidade de visualizar as órbitas em

pontos do rotor que não são acessíveis ou não possuem sensores físicos instalados — regiões

frequentemente críticas, como aquelas próximas a fontes de desbalanceamento ou outros dis-

túrbios rotativos. Essas localizações são de grande interesse para a análise de vibrações e o

diagnóstico de falhas, mas apresentam dificuldades práticas para medição direta.

A Fig. 6.10 ilustra os gráficos tridimensionais das trajetórias orbitais estimadas durante

as execuções da API em relação a cada modelo modificado. Nota-se que nas regiões críticas

do rotor — especialmente nas proximidades dos discos — ocorrem amplitudes de vibração

significativamente elevadas, superiores a 200 𝜇m. Esse comportamento reforça a condição de

risco associada ao rotor, sobretudo nesses pontos específicos do sistema.

Em relação às estimativas fornecidas pelo Filtro de Kalman Aumentado, embora sua acurácia

na predição das forças não tenha sido ideal, os resultados apresentaram boa concordância com

aqueles obtidos por meio do sensoriamento virtual. Esse desempenho evidencia uma caracte-

rística fundamental do FKA: sua habilidade de combinar as previsões do modelo matemático

com os dados experimentais, promovendo ajustes contínuos nas estimativas a fim de reduzir os

desvios entre ambos.

Contudo, é importante destacar que, na condição de maior divergência — especialmente

com o aumento da amplitude —, os deslocamentos calculados não se afastaram significativa-

mente dos valores reais, mas revelaram uma dinâmica de rotação distinta em comparação às

demais soluções, em especial na região do acoplamento. Esse comportamento pode ser inter-

pretado como um indicativo de inconsistência na estimativa da força, possivelmente relacionado

a um valor inaceitável da métrica de aceitabilidade. No entanto, essa limitação não representa
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(a) Modelo Ajustado. (b) Variação de −20% dos coeficientes.

(c) Variação de −30% dos coeficientes. (d) Variação de −40% dos coeficientes.

(e) Variação de +20% dos coeficientes. (f) Variação de +30% dos coeficientes.

(g) Variação de +40% dos coeficientes.

Figura 6.10: Resultado do sensoriamento virtual estimado pelo FKA no segundo estudo de caso.

uma falha total da metodologia, mas sim uma oportunidade para aprimoramento: a própria

API pode tratar eficientemente essa situação por meio de uma nova execução do processo de
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otimização, com mais iterações e uma população expandida de candidatos. Portanto, embora

todo modelo numérico esteja sujeito a limitações — seja por simplificações teóricas, incertezas

nos parâmetros ou ruídos nas medições —, o filtro mostrou-se eficaz em aproximar as esti-

mativas das respostas reais. Isso torna a abordagem especialmente valiosa para a supervisão

virtual de regiões estratégicas do rotor, onde a instalação de sensores físicos seria inviável ou

economicamente restritiva.

Assim sendo, a API atua como um facilitador tecnológico, viabilizando a integração entre

modelos preditivos e dados em tempo real, ampliando significativamente a capacidade de

monitoramento do sistema rotativo para além dos pontos fisicamente instrumentados.

6.3 Análise de Sensibilidade quanto a rotação dos sensores

físicos

O terceiro e último teste de validação da metodologia proposta teve como objetivo avaliar

a sensibilidade do algoritmo de FKA em relação às medições fornecidas ao observador. No

entanto, como a API desenvolvida já incorpora uma etapa de pré-processamento dos sinais

— destinada especificamente à atenuação de ruídos, efeitos transitórios e outros componentes

indesejados, como harmônicos não associados à frequência de desbalanceamento —, a análise

foi conduzida exclusivamente em cenários nos quais os planos de medição dos sensores se

encontram inclinados em relação aos eixos cartesianos do modelo numérico.

Essa condição é comum em aplicações práticas, nas quais limitações geométricas, restrições

de montagem, obstáculos físicos ou mesmo a orientação estrutural da máquina impedem a

instalação dos sensores em alinhamento direto com os eixos principais, exigindo a adoção

de direções alternativas de monitoramento (CAVALLINI JR., 2013; WANG et al., 2017b;

REZENDE, 2021; WU; LI, 2021).

Assim, para verificar a robustez da API diante dessas situações, foram conduzidos testes

experimentais na bancada do LMEST, considerando duas configurações distintas de desbalan-

ceamento do rotor, escolhidas aleatoriamente. Ademais, para isolar o impacto da inclinação dos

sensores nas estimativas do observador, utilizou-se no FKA o modelo ajustado na Seção 5.2,

mantendo-se, com isso, todos os outros parâmetros do software fixos.

Em cada condição, a orientação dos sensores em relação aos eixos do modelo foi variada

nos ângulos de 0◦, 30◦ e 60◦, por meio da rotação controlada do suporte de medição, conforme
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ilustrado nas Fig. 6.11.

(a) Rotação de 0◦. (b) Rotação de 30◦. (c) Rotação de 60◦.

Figura 6.11: Representação das rotações impostas aos suportes dos planos de medição no
terceiro estudo de caso.

Com base nessas variações de orientação, procedeu-se à execução da API para cada cenário

de desbalanceamento, considerando tanto os parâmetros padrão quanto os ângulos reais medidos

pelos sensores, fornecidos como entrada. Essa estratégia possibilitou uma análise mais aderente

às condições reais de operação, ao considerar explicitamente a inclinação dos sensores no

processo de estimação realizado pelo algoritmo.

Os resultados obtidos por meio dessas simulações são apresentados nas Tabelas 6.9, 6.10 e

6.11, e referem-se às duas configurações de desbalanceamento previamente definidas. De modo

geral, observa-se que, embora as estimativas de fase não tenham coincidido exatamente com os

valores de referência, houve uma melhoria significativa na proximidade angular em comparação

ao estudo de caso anterior, indicando um progresso na acurácia da metodologia.

Tabela 6.9: Comparativo das predições obtidas pelo FKA para o terceiro estudo de caso -
primeira condição.

Primeira Condição de Desbalanceamento

Rotação do Sup. de Medição Desbalanceamento Imposto Desbalanceamento Previsto

Teste Plano #1 Plano #2 Disco #1 [𝑚𝑢∠𝜙] Disco #2 [𝑚𝑢∠𝜙] Disco #1 [𝑚𝑢∠𝜙] Disco #2 [𝑚𝑢∠𝜙]

#1 0◦ 0◦ 20 g ∠ 130◦ 20 g ∠ 270◦ 25,56 g ∠ 84, 38◦ 23,77 g ∠ 237, 87◦

#2 30◦ 30◦ 20 g ∠ 100◦ 20 g ∠ 240◦ 21,39 g ∠ 66, 66◦ 23 g ∠ 217, 57◦

#3 60◦ 60◦ 20 g ∠ 70◦ 20 g ∠ 210◦ 25,52 g ∠ 22, 14◦ 25,97 g ∠ 177, 32◦
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Tabela 6.10: Comparativo das predições obtidas pelo FKA para o terceiro estudo de caso -
segunda condição.

Segunda Condição de Desbalanceamento

Rotação do Sup. de Medição Desbalanceamento Imposto Desbalanceamento Previsto

Teste Plano #1 Plano #2 Disco #1 [𝑚𝑢∠𝜙] Disco #2 [𝑚𝑢∠𝜙] Disco #1 [𝑚𝑢∠𝜙] Disco #2 [𝑚𝑢∠𝜙]

#4 0◦ 0◦ 15 g ∠ 20◦ 25 g ∠ 250◦ 24,79 g ∠ 40, 39◦ 26,46 g ∠ 243, 10◦

#5 30◦ 30◦ 15 g ∠ 350◦ 25 g ∠ 220◦ 26,75 g ∠ 13, 84◦ 27,9 g ∠ 214, 58◦

#6 60◦ 60◦ 15 g ∠ 320◦ 25 g ∠ 190◦ 23,16 g ∠ 337, 76◦ 25,13 g ∠ 182, 21◦

Tabela 6.11: Valores obtidos com a otimização do FKA para o terceiro estudo de caso.

Valores Viáveis obtidos pela Otimização
Tempo de Processamento

Teste P Q S R

#1 6,037626 ×105 6,120653 ×10−10 1,915260 ×107 4,097426 ×10−13 22min 52seg

#2 8,391769 ×10−5 5,839080 ×10−16 3,166544 ×105 4,993855 ×10−13 21min 59seg

#3 8,391769 ×10−5 3,730991 ×10−17 3,166544 ×107 4,634396 ×10−13 21min 45seg

#4 6,037626 ×104 7,126835 ×10−10 1,915260 ×107 4,134406 ×10−13 22min 22seg

#5 6,037626 ×107 7,361324 ×10−12 1,915260 ×107 3,829000 ×10−13 22min 22seg

#6 8,391769 ×10−5 3,730991 ×10−17 3,166544 ×107 3,916218 ×10−13 22min 11seg

Assim, com o objetivo de verificar a aplicabilidade prática dessas estimativas, foram rea-

lizados testes de balanceamento utilizando massas de correção aplicadas ao rotor. Para cada

condição, manteve-se a defasagem angular de 180◦, conforme adotado nos testes anteriores,

sendo as massas e fases de correção determinadas com base nas Tabelas 6.9 e 6.10. A Tabela

6.12 resume os percentuais de redução na magnitude de vibração do rotor após a aplicação das

correções.

Embora os resultados confirmem a efetividade da abordagem, observou-se que, em algumas

situações, os níveis de atenuação obtidos foram relativamente inferiores. Tal comportamento

pode estar associado ao acoplamento dinâmico entre os planos de medição, o qual gera interações

entre as forças de excitação nos planos ortogonais. Esse fenômeno dificulta a separação das

contribuições individuais de cada plano, o que pode comprometer a eficiência do balanceamento

quando as informações de fase apresentarem desalinhamento parcial em função da orientação

inclinada dos sensores.
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Tabela 6.12: Comparativo dos níveis de redução do terceiro estudo de caso.

Máxima amplitude de vibração medida

Condição Desbalanceada [𝜇m] Condição Balanceada [𝜇m] Porcentagem de Redução [%]

Teste 𝑆1𝑋 𝑆1𝑌 𝑆2𝑋 𝑆2𝑌 𝑆1𝑋 𝑆1𝑌 𝑆2𝑋 𝑆2𝑌 𝑆1𝑋 𝑆1𝑌 𝑆2𝑋 𝑆2𝑌

#1 46,6 36,9 75,3 64,3 23,5 18,4 26,6 19,2 49,59 50,20 64,72 70,09

#2 47,3 40,2 84,1 61,7 15,4 21,7 37,7 25,8 67,40 46,06 55,16 58,13

#3 36,4 46,3 75,8 67,6 26,2 32,7 28,7 44,30 28,16 29,37 62,18 34,37

#4 26,8 39,5 57 73,5 23,5 29,2 25,6 39,9 12,58 26 55,27 45,72

#5 32,9 35,4 64,9 53,2 22,4 13,3 48 25,5 31,77 62,47 26,04 52,14

#6 34,1 33,2 70,7 47,5 26,6 14,3 35,8 25,5 21,97 57,02 49,32 46,19

Mediana 29,97 48,13 55,22 49,17

Desvio P. 18,22 11,67 9,62 9,01

Em seguida, a Fig. 6.12 exibe o comparativo das órbitas monitoradas antes e depois do

balanceamento da máquina, para cada caso estudado, nos dois planos de medição do rotor.

(a) Plano de Medição #1: Teste #1. (b) Plano de Medição #2: Teste #1.

(c) Plano de Medição #1: Teste #2. (d) Plano de Medição #2: Teste #2.
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(e) Plano de Medição #1: Teste #3. (f) Plano de Medição #2: Teste #3.

(g) Plano de Medição #1: Teste #4. (h) Plano de Medição #2: Teste #4.

(i) Plano de Medição #1: Teste #5. (j) Plano de Medição #2: Teste #5.

(k) Plano de Medição #1: Teste #6. (l) Plano de Medição #2: Teste #6.

Figura 6.12: Comparação do balanceamento realizado para o terceiro estudo de caso.
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Complementarmente, destaca-se também a aplicação do sensoriamento virtual, estimado

pela própria API, como ferramenta auxiliar na análise do comportamento dinâmico do sistema.

A Fig. 6.13 apresenta as representações tridimensionais das órbitas calculadas para cada

condição de teste, com base nos sinais virtuais gerados.

(a) Órbitas 3D do Teste #1. (b) Órbitas 3D do Teste #2.

(c) Órbitas 3D do Teste #3. (d) Órbitas 3D do Teste #4.

(e) Órbitas 3D do Teste #5. (f) Órbitas 3D do Teste #6.

Figura 6.13: Resultados do sensoriamento virtual estimado pelo FKA no terceiro estudo de
caso.
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No caso em que o balanceamento não foi efetivo, observou-se novamente uma modificação

no comportamento dinâmico de vibração em relação aos demais cenários, indicando uma possí-

vel influência do desalinhamento de fase nas estimativas. Ainda assim, as trajetórias orbitais se

aproximaram da posição espacial dos sensores físicos e descreveram padrões de movimento co-

erentes com o comportamento dinâmico esperado do rotor, reforçando a consistência e utilidade

prática da abordagem adotada.



Capítulo 7

Considerações Finais

Este capítulo apresenta as principais conclusões do trabalho, consolidando os resultados ob-

tidos e propondo direções para pesquisas futuras, com ênfase em aprimoramentos metodológicos

e aplicações práticas voltadas ao monitoramento e à manutenção de máquinas rotativas.

7.1 Conclusões da Pesquisa

Em geral, esta contribuição propôs uma metodologia alternativa para o monitoramento e a

manutenção de sistemas rotativos, com foco na redução de custos operacionais, mitigação de

paradas não programadas e aplicabilidade em tempo real, ou seja, com a máquina ainda em

funcionamento. Para isso, a abordagem adotada baseou-se na observação de estados operacio-

nais não mensuráveis, por meio do Filtro de Kalman Aumentado (FKA), em condições reais de

funcionamento.

Como parte da implementação, foi desenvolvida uma API em Python dedicada ao sensoria-

mento virtual e balanceamento de rotores flexíveis, integrando o método ao escopo dos sombras

digitais, com o objetivo de monitorar a dinâmica do sistema e responder rapidamente a variações

operacionais.

Adicionalmente, para aprimorar a robustez e a confiabilidade do estimador diante de ruídos e

imprecisões na modelagem, empregou-se o método de Evolução Diferencial como estratégia de

otimização automática dos parâmetros do filtro. Essa escolha reduziu a dependência de conhe-

cimento técnico especializado, favorecendo a aplicação da metodologia em cenários industriais

diversos.

No entanto, dada a complexidade dos temas envolvidos, o trabalho foi inicialmente funda-
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mentado por uma revisão específica das técnicas de balanceamento e das aplicações do FKA

em sistemas rotativos. Essa etapa permitiu identificar avanços recentes, limitações práticas e

lacunas ainda presentes na literatura, servindo como base conceitual para o desenvolvimento e

a aplicação da metodologia proposta.

Na sequência, cada componente da API foi detalhadamente abordado ao longo do texto,

incluindo a estratégia de modelagem do rotor por elementos finitos, a implementação do Filtro

de Kalman e de sua extensão no espaço de estados aumentado, a estrutura da API de acordo

com os padrões de projeto adotados, bem como os equipamentos utilizados para validação

experimental: a bancada de testes e o modelo numérico do rotor.

Para avaliar a eficácia da metodologia proposta, foram conduzidos três estudos de caso

experimentais, cada um voltado à análise da sensibilidade do sistema frente a diferentes fatores

críticos, a saber: (i) a definição das matrizes de incerteza no processo de estimação; (ii) a

qualidade do modelo de elementos finitos utilizado para representar o sistema físico; e (iii)

a configuração do sistema de monitoramento, incluindo o posicionamento dos sensores e a

presença de ruído nos dados medidos.

O primeiro estudo de caso investigou o impacto da escolha das matrizes de covariância do

FKA nas estimativas de massa e fase do desbalanceamento imposto ao rotor (condição aleatória

imposta manualmente no sistema). Os resultados demonstraram que a construção inadequada

dessas matrizes pode inviabilizar o balanceamento, além de aumentar os riscos operacionais

devido à amplificação dos níveis de vibração da máquina real. Assim, dado que essa escolha, em

contextos industriais, é onerosa e altamente dependente de conhecimento técnico especializado,

a utilização do método de Evolução Diferencial descrito revelou-se uma solução eficaz para

automatizar a calibração dessas matrizes.

Logo, a aplicação da metodologia otimizada resultou, quanto ao estudo de caso avaliado,

em uma redução mínima de 42% nas amplitudes de vibração do rotor ao longo de seus eixos

principais — evidenciando o potencial da abordagem para uso em ambientes industriais reais.

O segundo estudo teve como objetivo avaliar a sensibilidade da metodologia frente à repre-

sentatividade do modelo de elementos finitos utilizado pelo estimador, em uma nova condição

de desbalanceamento.

Foram realizadas variações controladas nos coeficientes de rigidez e amortecimento dos

mancais do rotor, com incrementos e reduções de 20%, 30% e 40% em relação aos valores de

referência. Os resultados mostraram que, embora essas variações comprometam a precisão ideal
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das estimativas, a metodologia permaneceu eficaz na redução das vibrações, com uma média de

52, 75% de atenuação das amplitudes — valor próximo ao obtido com o modelo perfeitamente

ajustado (≈ 57, 06%). Isso sugere que a abordagem proposta possui aplicabilidade robusta

mesmo em contextos em que apenas modelos referenciais estejam disponíveis.

O terceiro e último estudo de caso, no entanto, foi realizado para verificar a capacidade da

API em identificar as condições de desbalanceamento e realizar o monitoramento virtual do

rotor quando os sistemas de medição não estão fisicamente alinhados com as direções dos eixos

referenciais adotados no modelo.

Para tanto, a análise foi conduzida considerando rotações controladas de 0◦, 30◦ e 60◦

nos suportes de medição, instalados na máquina real do laboratório do LMEst. Os resultados

obtidos nesse estudo reforçaram a eficiência da metodologia proposta na redução das amplitudes

de vibração do rotor, em relação às massas de correção previstas para o desbalanceamento. No

entanto, os níveis de redução observados foram inferiores aos dos testes anteriores, sugerindo

que a condição de rotação dos planos de medição exerce maior influência nas estimativas da

API do que os demais cenários investigados.

Assim, com a realização dos três testes apresentados nesta contribuição, foi possível con-

firmar a viabilidade de aplicação da API desenvolvida como uma ferramenta auxiliar no balan-

ceamento e no sensoriamento virtual de rotores flexíveis. Em outras palavras, a metodologia

descrita demonstrou sua capacidade de operar em condições realistas, lidando com modelos

imperfeitos e dados ruidosos — cenário frequentemente encontrado em ambientes industriais.

Portanto, os principais pontos favoráveis deste trabalho são:

• Automatização da calibração do estimador: A utilização do método de Evo-

lução Diferencial para ajustar automaticamente os parâmetros do FKA elimina

a necessidade de calibrações manuais, tornando o processo mais eficiente e me-

nos dependente de conhecimento técnico especializado. Isso contribui para uma

implementação mais robusta e reprodutível em ambientes industriais.

• Redução de paradas não programadas: A metodologia permite o diagnóstico

da condição operacional da máquina com o sistema em funcionamento, viabili-

zando intervenções preventivas antes que falhas críticas se desenvolvam. Essa

capacidade reduz o tempo de inatividade e os custos associados à manutenção

corretiva.
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• Confiabilidade frente a ruídos e incertezas: Os resultados demonstraram que

o estimador é capaz de fornecer boas estimativas mesmo diante de condições

adversas, como desalinhamento de sensores, ruído de medição ou modelos dinâ-

micos simplificados — embora essa capacidade seja limitada até certo ponto. Isso

evidencia a robustez do método frente a imperfeições comuns em cenários reais.

• Aplicabilidade prática em ambientes industriais: A API desenvolvida é com-

patível com ambientes industriais, sendo capaz de operar com conjuntos de dados

incompletos ou sujeitos a perturbações. Sua estrutura modular facilita a adaptação

a diferentes configurações de sistemas rotativos.

• Integração com tecnologias digitais: A metodologia está alinhada aos concei-

tos modernos de Sombra Digital e Sensoriamento Virtual, contribuindo para a

transformação digital da manutenção industrial. Isso permite sua integração com

arquiteturas de monitoramento em tempo real e sistemas de supervisão baseados

em dados.

• Facilidade de uso: Por ter sido escrita em Python, a API apresenta elevada

portabilidade e é facilmente integrável a sistemas existentes. Além disso, sua

estrutura favorece o uso por profissionais com pouca familiaridade com técnicas

avançadas de estimação, ampliando seu potencial de aplicação.

Por outro lado, entre os pontos desfavoráveis desta contribuição ou possíveis melhorias a

serem desenvolvidas são:

• Sensibilidade à orientação dos sensores: Embora a metodologia apresente to-

lerância a rotação dos planos de medição, variações severas nesse sistema podem

afetar a precisão das estimativas. Isso sugere a necessidade de procedimentos de

validação e alinhamento durante a instalação dos sensores.

• Dependência de modelagem por elementos finitos: O método requer, ainda

que de forma flexível, um modelo numérico representativo da estrutura rotativa.

A ausência de um modelo minimamente confiável pode comprometer o desem-

penho do estimador, sobretudo em componentes com comportamento dinâmico

complexo.
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• Complexidade computacional: A combinação entre o FKA e algoritmos de

otimização evolutiva pode elevar os requisitos computacionais, principalmente

em aplicações em tempo real com alta taxa de amostragem. Apesar disso, a carga

computacional ainda é inferior à de técnicas tradicionais baseadas em simulações

ou diagnósticos por sensibilidade e variabilidade.

• Curva de aprendizado inicial: A correta aplicação da metodologia demanda

conhecimento prévio (mínimo) em observadores de estado, filtragem estocástica

e dinâmica de rotores. Isso pode representar uma barreira inicial à adoção por

profissionais que não atuam diretamente com modelagem e análise de sistemas

rotativos.

7.2 Perspectivas Futuras

Como desdobramento natural deste trabalho, propõem-se então diversas possibilidades de

extensão. Em termos metodológicos, recomenda-se a investigação de filtros não lineares al-

ternativos, como o Filtro de Partículas, que podem oferecer vantagens em sistemas altamente

não lineares. Além disso, novas estratégias de otimização, incluindo métodos baseados em

aprendizado de máquina e no domínio modal, podem ser exploradas para refinar ainda mais a

calibração dos estimadores.

Do ponto de vista prático, a aplicação da metodologia em sistemas rotativos reais de

maior complexidade, como turbomáquinas ou compressores multicorporativos, representaria

um avanço significativo na validação da proposta. Por fim, a integração da API com sistemas

de aquisição em tempo real e plataformas de supervisão industrial ampliaria sua aplicabili-

dade como componente ativo em arquiteturas de representações digitais voltadas à manutenção

preditiva.
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Apêndice A

Implementação do Modelo de Rotor em

Python com a biblioteca ROSS

Algoritmo A.1: Implementação do Modelo Numérico.
1 # L i b r a r i e s

2 impo r t r o s s a s r s

3 impo r t numpy as np

4 from s c i p y impo r t l i n a l g

5

6 c l a s s C r e a t e _Ro t o r _2_D i s c s ( ) :

7 " " "

8 C l a s s e pa r a c o n s t r u c a o do modelo de Elementos F i n i t o s do r o t o r usando a b i b l i o t e c a ROSS .

9

10 A t r i b u t o s ob s e r v a c ao :

11 − P o s i c o e s n o d a i s dos r o l a m e n t o s : [ 5 , 35]

12 − P o s i c o e s n o d a i s dos d i s c o s : [ 14 , 25]

13 − P o s i c o e s n o d a i s do acop lamen to : [ 0 , 1 ]

14 " " "

15 de f _ _ i n i t _ _ ( s e l f ) :

16 # P r o p r i e d a d e s f i s i c a s do e i xo

17 s e l f . s h a f t _ o u t s i d e _ d i a m e t e r = 0 .017 # Diamet ro e x t e r n o do e i xo (m)

18 s e l f . s t e e l = r s . M a t e r i a l (

19 rho =7850 , # Dens idade do aco ( kg /m^3)

20 E=205e9 , # Modulo de e l a s t i c i d a d e ( Pa )

21 Po i s s on =0 .297109 , # C o e f i c i e n t e de Po i s s on

22 name= ’ s t e e l ’

23 )

24

25 # Coordenadas n o d a i s ao longo do comprimento do r o t o r ( me t ro s )

26 # Lis t agem i n i c i a l em m i l i m e t r o s c o n v e r t i d a p a r a me t ro s

27 dist_mm = [ 0 , 25 , 50 , 75 , 100 , 120 , 160 , 182 , 223 , 250 , 280 , 310 ,

28 330 , 350 , 360 , 370 , 400 , 430 , 460 , 490 , 520 , 550 , 580 ,

29 610 , 625 , 635 , 645 , 675 , 710 , 740 , 758 , 810 , 829 , 860 ,
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30 890 , 925 , 950 , 980 , 1000]

31 s e l f . L = [ round ( i ∗ 1e−3, 4 ) f o r i i n dist_mm ]

32

33 # P r o p r i e d a d e s dos r o l a m e n t o s

34 s e l f . b e a r i n g _ p o s i t i o n = [ 0 . 1 2 0 , 0 . 9 2 5 ] # P o s i c o e s dos r o l a m e n t o s (m)

35

36 # P r o p r i e d a d e s dos d i s c o s −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

37 # La rgu r a de cada d i s c o (m)

38 s e l f . d i s k _ w i d t h = [20 e−3, 20e−3]

39 # P o s i c o e s n o d a i s dos d i s c o s (m)

40 s e l f . d i s k _ p o s i t i o n = [ 0 . 3 6 0 , 0 . 6 3 5 ]

41 # Massa de cada d i s c o ( kg )

42 s e l f . d i s k_mas s e s = [ 2 . 6 6 0 2 8 , 2 . 67427 ]

43 # Diamet ro e x t e r n o (m)

44 s e l f . d i s k _ o u t s i d e _ d i a m e t e r = [ 0 . 1 5 , 0 . 1 5 ]

45 # Momento de i n e r c i a d i a m e t r a l ( kg x m^2)

46 s e l f . d i s k _ I d = [0 .0038777460575 , 0 .003898138522708]

47 # Momento de i n e r c i a p o l a r ( kg x m^2)

48 s e l f . d i s k _ I p = [0 .007415600636357646 , 0 .007377186232163936]

49

50 de f run ( s e l f , speed , k=None , c=None ) :

51 " " "

52 C o n s t r o i o modelo de Elementos F i n i t o s do r o t o r com cond i c o e s de con t o r no .

53

54 Pa r ame t r o s :

55 speed ( f l o a t ) : Ve loc i dade de r o t a c a o do r o t o r em rad / s .

56 k ( l i s t , o p c i o n a l ) : Ma t r i z de r i g i d e z dos r o l a m e n t o s

57 [ [ Kxx , Kyy , Kxy , Kyx , Kzz ] , . . . ] .

58 c ( l i s t , o p c i o n a l ) : Ma t r i z de amor t e c imen to dos r o l a m e n t o s

59 [ [ Cxx , Cyy , Cxy , Cyx , Czz ] , . . . ] .

60

61 Re to rna :

62 r o t o r _mode l ( r s . Ro to r ) : Ob j e to r o t o r c o n f i g u r a d o com e l emen to s de e ixo , d i s c o s ,

63 r o l a m e n t o s e m a t r i z e s .

64 " " "

65 # D e f i n i c o e s pad rao de r i g i d e z e amor tec imen to , s e nao f o r n e c i d a s

66 i f k i s None :

67 k = [ [ 5 . 4 2 1 3 2 e5 , 1 .545597 e6 , 0 , 0 , 0 ] , [ 1 . 545597 e6 , 4 . 00 e6 , 0 , 0 , 0 ] ]

68 i f c i s None :

69 c = [ [ 3 3 . 3 7 7 6 9 , 107 .9132 , 0 , 0 , 0 ] , [ 2 . 9 23775 , 139 .2289 , 0 , 0 , 0 ] ]

70

71 # 1) D i s c r e t i z a c a o do e i xo em e l emen to s f i n i t o s

72 # C a l c u l a compr imentos de cada e l emen to como d i f e r e n c a e n t r e n o d a i s

73 L_len = [ s e l f . L [ i ] − s e l f . L [ i − 1] f o r i i n r ange ( 1 , l e n ( s e l f . L ) ) ]

74 # A j u s t e de d i ame t r o e x t e r n o em s e c o e s e s p e c i f i c a s

75 e x t r a _ o u t = {13 : 0 . 0 2 , 14 : 0 . 0 2 , 24 : 0 . 0 2 , 25 : 0 . 02}

76 s h a f _ e x t e r = [ e x t r a _ o u t . g e t ( i , 0 ) f o r i i n r ange ( l e n ( L_len ) ) ]

77 s h a f t _ e l e m e n t s = [ ]

78 f o r node , l e ng t h , e x t r a i n z i p ( r ange ( l e n ( L_len ) ) , L_len , s h a f _ e x t e r ) :
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79 # Cada Sha f tE l emen t r e c e b e comprimento , m a t e r i a l e d i ame t r o l o c a l

80 s e l = r s . Sha f tE l emen t (

81 L= l eng t h ,

82 i d l =0 ,

83 n=node ,

84 m a t e r i a l = s e l f . s t e e l ,

85 od l = s e l f . s h a f t _ o u t s i d e _ d i a m e t e r + e x t r a

86 )

87 s h a f t _ e l e m e n t s . append ( s e l )

88 d e l L_len , s h a f _ e x t e r

89

90 # 2) C r i a e l emen t o s de d i s c o

91 d i s k _ e l e m e n t s = [ ]

92 f o r i , pos i n enumera t e ( s e l f . d i s k _ p o s i t i o n ) :

93 de = r s . DiskElement (

94 m= s e l f . d i s k_mas s e s [ i ] ,

95 t a g = f ’ d i s k_ { i +1} ’ ,

96 Ip = s e l f . d i s k _ I p [ i ] ,

97 Id = s e l f . d i s k _ I d [ i ] ,

98 n= i n t ( s e l f . L . i ndex ( pos ) )

99 )

100 d i s k _ e l e m e n t s . append ( de )

101

102 # 3) C r i a e l emen t o s de r o l amen t o

103 b e a r i n g _ e l e m e n t s = [ ]

104 f o r i , pos i n enumera t e ( s e l f . b e a r i n g _ p o s i t i o n ) :

105 be = r s . Bea r i ngE lemen t (

106 t a g = f ’ b e a r i n g _ { i +1} ’ ,

107 kxx=k [ i ] [ 0 ] , kyy=k [ i ] [ 1 ] , kxy=k [ i ] [ 2 ] , kyx=k [ i ] [ 3 ] ,

108 cxx=c [ i ] [ 0 ] , cyy=c [ i ] [ 1 ] , cxy=c [ i ] [ 2 ] , cyx=c [ i ] [ 3 ] ,

109 n= i n t ( s e l f . L . i ndex ( pos ) )

110 )

111 b e a r i n g _ e l e m e n t s . append ( be )

112

113 # 4) Monta o o b j e t o Roto r com os e l emen to s d e f i n i d o s

114 r o t o r = r s . Ro to r (

115 s h a f t _ e l e m e n t s = s h a f t _ e l e m e n t s ,

116 b e a r i n g _ e l e m e n t s = b e a r i n g _ e l e m e n t s ,

117 d i s k _ e l e m e n t s = d i s k _ e l e m e n t s

118 )

119

120 # Limpa v a r i a v e i s a u x i l i a r e s

121 d e l s h a f t _ e l e m e n t s , b e a r i n g _ e l e m e n t s , d i s k_ e l emen t s , k , c

122

123 # 5) Ap l i c a c ond i c o e s de con t o r no e a j u s t a m a t r i z e s do r o t o r

124 r o t o r _mode l = s e l f . _ a dd _b ou nda r y _ c on d i t i o n s ( r o t o r _mode l = r o t o r , speed= speed )

125 r e t u r n r o t o r _mode l

126

127 de f _ a dd _b ou nd a r y_ co nd i t i o n s ( s e l f , r o t o r_mode l , speed , ex t r eme_nodes = [0 , 1 ] ) :
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128 " " "

129 Ap l i c a cond i c o e s de con t o r no e a j u s t a a s m a t r i z e s de massa , r i g i d e z , amor t e c imen to

130 e g i r o s c o p i c a .

131

132 Pa r ame t r o s :

133 r o t o r _mode l ( r s . Ro to r ) : Ob j e to r o t o r j a c r i a d o .

134 speed ( f l o a t ) : Ve loc i dade de r o t a c a o ( r ad / s ) .

135 ex t r eme_nodes ( l i s t ) : I n d i c e s n o d a i s de ex t r em id ade pa r a a c r e s c imo de massa .

136

137 Re to rna :

138 r o t o r _mode l ( r s . Ro to r ) : Mesmo o b j e t o r o t o r , ago r a com a t r i b u t o s de m a t r i z e s a tua−

139 l i z a d o s .

140 " " "

141 # Ma t r i z de Massa

142 M = ro t o r _mode l .M( )

143 # Ma t r i z G i r o s c o p i c a

144 G = ro t o r _mode l .G( )

145 # Ma t r i z de R ig i d e z E s t a t i c a ou Dinamica

146 t r y :

147 Ksdt = r o t o r _mode l . Ksdt ( )

148 e x c e p t A t t r i b u t e E r r o r :

149 Ksdt = r o t o r _mode l . Kst ( )

150 # Ma t r i z de R ig i d e z dependen t e de v e l o c i d a d e

151 K = ro t o r _mode l .K( f r e qu e n cy = speed )

152 # Ma t r i z de Amortec imento dependen t e de v e l o c i d a d e

153 C = ro t o r _mode l . C( f r e q u en c y = speed )

154

155 # A j u s t e de massa nos nos de ex t r em id ade

156 f o r node i n ex t r eme_nodes :

157 base = node ∗ r o t o r _mode l . number_dof

158 M[ base + 0 , base + 0] += ( 300 . 97 + 7 9 . 6 1 ) ∗ 1e−3

159 M[ base + 1 , base + 1] += ( 430 . 97 + 7 9 . 6 1 ) ∗ 1e−3

160 # A j u s t e de massa nos r o l a m e n t o s e s p e c i f i c o s

161 # Rolamento 1 ( no 5)

162 M[5∗ r o t o r _mode l . number_dof + 0 , 5∗ r o t o r _mode l . number_dof + 0] += 125 .66 e−3

163 M[5∗ r o t o r _mode l . number_dof + 1 , 5∗ r o t o r _mode l . number_dof + 1] += 125 .66 e−3

164 # Rolamento 2 ( no 35)

165 M[35∗ r o t o r _mode l . number_dof + 0 , 35∗ r o t o r _mode l . number_dof + 0] += 1 .66 e−3

166 M[35∗ r o t o r _mode l . number_dof + 1 , 35∗ r o t o r _mode l . number_dof + 1] += 1 .66 e−3

167

168 # A j u s t e de r i g i d e z l o c a l p a r a c o r r e c o e s de a n t i r e s s o n a n c i a

169 i dx0 = 0 ∗ r o t o r _mode l . number_dof

170 i dx1 = 1 ∗ r o t o r _mode l . number_dof

171 K[ idx0 + 3 , i dx0 + 3] += 1020 # Supo r t e f a i x a de r i g i d e z e x t r a

172 K[ idx1 + 3 , i dx1 + 3] += 1020

173 K[ idx0 + 4 , i dx0 + 4] += 1800 # A j u s t e do p r i m e i r o p i co

174 K[ idx1 + 4 , i dx1 + 4] += 1800

175

176 # Amortec imento p r o p o r c i o n a l (M e K)
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177 # a l ph a e b e t a p a r a amor t e c imen to p r o p o r c i o n a l

178 a l ph a = 0 .7587876

179 b e t a = 4 .31026 e−6

180 C += ( a l ph a ∗ M) + ( b e t a ∗ K)

181

182 # A t r i b u i novas m a t r i z e s como a t r i b u t o s do o b j e t o r o t o r _mode l

183 s e t a t t r ( r o t o r_mode l , ’ mat_rotor_M ’ , M)

184 s e t a t t r ( r o t o r_mode l , ’ ma t_ ro to r_K ’ , K)

185 s e t a t t r ( r o t o r_mode l , ’ ma t_ ro to r_C ’ , C)

186 s e t a t t r ( r o t o r_mode l , ’ ma t_ ro to r_G ’ , G)

187 s e t a t t r ( r o t o r_mode l , ’ ma t _ r o t o r _Ksd t ’ , Ksdt )

188 r e t u r n r o t o r _mode l
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