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RESUMO 

Este trabalho segue um modelo de elementos finitos desenvolvido no artigo de Magari, 

Shultz e Murthy, que aborda a dinâmica de pás de helicópteros, e estende sua aplicação para a 

análise de dinâmica rotativa de uma pá que pode ser utilizada em diversos contextos, como pás 

de turbinas eólicas, pás de helicópteros e outras aplicações estruturais similares. A modelagem 

e simulação das vibrações foram realizadas utilizando MATLAB, implementando um código 

capaz de calcular as frequências naturais considerando diferentes condições de contorno, tanto 

para a pá em repouso quanto em movimento rotacional. 

As equações fundamentais utilizadas para descrever o comportamento dinâmico da pá 

foram extraídas do artigo "Dynamics of Helicopter Rotor Blades" (Computers & Structures, v. 

29, n. 5, p. 763-776, 1988), o que garantiu uma base teórica consolidada para o desenvolvimento 

do modelo. 

Para validar os resultados obtidos com o MATLAB, foi realizada uma comparação 

detalhada com simulações de elementos finitos no software FEMAP. Essa abordagem foi 

adotada para assegurar a precisão do modelo numérico, já que o FEMAP permite a análise 

detalhada do comportamento estrutural com alta fidelidade e pode capturar efeitos que, 

eventualmente, não são diretamente incorporados no modelo analítico. A comparação fornece 

maior confiabilidade aos resultados, verificando a consistência entre o modelo desenvolvido e 

as previsões de um software amplamente utilizado na indústria. 
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MATLAB, FEMAP.  
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Finite Elements. 2024. 46 pages. Graduation Project, Federal University of Uberlandia, 
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ABSTRACT 

This work follows a finite element model developed in the article by Magari, Shultz and 

Murthy, which addresses the dynamics of helicopter blades, and extends its application to the 

analysis of the rotational dynamics of a blade that can be used in various contexts, such as wind 

turbine blades, helicopter blades and other similar structural applications. The modeling and 

simulation of the vibrations were performed using MATLAB, implementing a code capable of 

calculating the natural frequencies considering different boundary conditions, both for the blade 

in safety and in rotational motion. 

The fundamental equations used to describe the dynamic behavior of the blade were 

extracted from the article "Dynamics of Helicopter Rotor Blades" (Computers & Structures, v. 

29, n. 5, p. 763-776, 1988), which ensured a consolidated theoretical basis for the development 

of the model. 

To validate the results obtained with MATLAB, a detailed comparison was performed 

with finite element simulations in the FEMAP software. This approach was adopted to ensure 

the accuracy of the numerical model, since FEMAP allows detailed analysis of structural 

behavior with high fidelity and can capture effects that are not directly incorporated in the 

analytical model. The comparison provides greater reliability to the results, verifying the 

consistency between the developed model and the improvement of a software widely used in 

the industry. 

 

 

 

 

Keywords: Rotor and structural dynamics, numerical modeling, simulation, MATLAB, 

FEMAP. 
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1. INTRODUÇÃO 

As pás desempenham um papel crucial em diversos sistemas rotativos, como turbinas 

eólicas, hélices de helicópteros, ventiladores industriais e até turbinas aeronáuticas. Esses 

componentes são responsáveis por transformar ou transmitir energia em diferentes aplicações, 

exigindo alta precisão de projeto e análise estrutural para garantir eficiência, segurança e 

durabilidade. 

No caso específico das turbinas eólicas, as pás são elementos críticos na conversão da 

energia cinética do vento em energia elétrica. Esse processo ocorre por meio da rotação do rotor, 

que transfere o alto torque gerado para um conjunto de engrenagens redutoras, aumentando a 

velocidade de rotação do eixo secundário e acionando um gerador elétrico acoplado. Nesse 

cenário, os desafios de engenharia se concentram na busca por novos materiais, otimizações 

geométricas e métodos de análise mais robustos para modelar os complexos efeitos dinâmicos 

envolvidos. 

Para sistemas rotativos como as pás eólicas ou hélices de helicópteros, fenômenos como 

o efeito giroscópio e de precessão tornam a análise ainda mais desafiadora. A dinâmica 

estrutural dessas pás é fortemente influenciada pela interação entre as forças externas e a rotação 

do sistema, sendo indispensável o uso de métodos avançados, como o Método dos Elementos 

Finitos (FEM). Este permite discretizar as estruturas em pequenos elementos interconectados, 

possibilitando simulações detalhadas do comportamento vibracional, avaliação da integridade 

estrutural, e identificação de frequências naturais, modos de vibração e velocidades críticas do 

sistema. 

Bathe (1996) destaca o FEM como uma ferramenta essencial para a otimização 

estrutural, pois permite ajustes precisos nos projetos, considerando simultaneamente fatores 

como eficiência, custo e resistência mecânica. No caso das pás de turbinas eólicas, o FEM é 

vital para projetar estruturas capazes de suportar condições operacionais extremas, como ventos 

fortes, variações térmicas e efeitos de fadiga a longo prazo. 

Diante desse contexto, este trabalho tem como objetivo realizar a modelagem dinâmica 

estrutural de uma pá em rotação, de forma simplificada, utilizando o método dos elementos 

finitos. A análise foca em um modelo de viga com seção retangular, representando uma pá 
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genérica. Serão investigadas as frequências naturais, os modos de vibração, as taxas de 

amortecimento e a resposta temporal do sistema. 

Para alcançar esse objetivo, o estudo é conduzido em duas etapas principais. 

Inicialmente, é desenvolvido um modelo numérico em MATLAB, baseado em matrizes de 

massa, rigidez e amortecimento proporcional para sistemas rotativos com elementos de viga. 

Em seguida, os resultados obtidos são comparados com uma simulação no FEMAP NASTRAN, 

utilizada como ferramenta de verificação. Essa abordagem dual visa validar os resultados, 

destacando as capacidades e limitações das ferramentas computacionais aplicadas na análise 

dinâmica de sistemas rotativos. 

Com isso, o trabalho não se limita à aplicação em turbinas eólicas, podendo ser 

expandido para estudos relacionados a pás de helicópteros, ventiladores e outros sistemas que 

envolvam componentes rotativos de alta complexidade estrutural. 
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2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

2.1. MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS 

O método dos elementos finitos, conhecido pela sigla FEM (Finite Elements Method), 

tem grande aplicação para problemas complexos de engenharia, onde se faz necessário realizar 

a análise e os cálculos de forma discretizada por regiões de interesse. Assim, o método consiste 

em segmentar uma geometria em pequenas parcelas, conhecidas como elementos finitos, 

aplicar propriedades do material ao elemento, unir os elementos através de nós, definir as 

condições de contorno e por fim, realizar os cálculos diferenciais de cada uma das partes a fim 

de formar um sistema de equações algébricas.  

Dessa forma, por se tratar de um sistema que está interconectado, o cálculo numérico 

de cada uma das partes resultará na compreensão física do sistema como um todo, com cada 

elemento representando uma simplificação geométrica do domínio original. 

Para análises dinâmicas utilizando o FEM, os elementos podem ser estruturados como 

uma viga em balanço conforme Figura 1 e Figura 2, GOKHALE, (2008). Portanto, para 

simplificar a explicação do método, foi analisado a deformação elástica de uma viga engastada 

de um lado e livre para um grau de liberdade (GDL) horizontal de translação de outro.  

 

Assim, a elaboração matemática se dá da seguinte forma: 

 

Figura 1 - Representação de elemento como viga em balanço engastada sobre compressão 

 

Fonte: Adaptado de GOKHALE (2008). 
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 𝑢𝑖 > 0,   𝑢𝑗 = 0 (1) 

 𝛴𝐹𝑥 = 0          𝐹𝑖 + 𝐹𝑗 = 0          𝐹𝑖 = −𝐹𝑗 (2) 

 
𝜎𝑥 =

𝐹

𝐴
        𝜀 = 𝑢/𝐿 

(3) 

 

 𝜎𝑥 = 𝜀 𝐸      𝐹/𝐴 = 𝐸𝑢/𝐿 (4) 

 
𝐹𝑖 = (

𝐴𝐸

𝐿
) ∗ 𝑢𝑖          𝐹𝑗 = −𝐹𝑖 = −(

𝐴𝐸

𝐿
) ∗ 𝑢𝑖 

(5) 

 

Onde: 

𝑢𝑛: Deslocamento do nó; 

𝐹𝑛: Força aplicada ao nó; 

𝜎𝑛: Tensão no elemento; 

𝜀: Deformação normal; 

𝐴: Área de elemento; 

𝐿: Comprimento do elemento; 

Utilizando do mesmo raciocínio: 

Figura 2 – Representação de elemento como viga em balanço engastada sobre tração. 

 

Fonte: Adaptado de GOKHALE (2008). 
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 𝑢𝑖 = 0,   𝑢𝑗 > 0 (6) 

 
𝐹𝑗 = (

𝐴𝐸

𝐿
) ∗ 𝑢𝑗          𝐹𝑖 = −𝐹𝑗 = − (

𝐴𝐸

𝐿
) ∗ 𝑢𝑗  

(7) 

 

Assim, para o caso geral: 

 
𝐹𝑖 = (

𝐴𝐸

𝐿
) ∗ 𝑢𝑖 − (

𝐴𝐸

𝐿
) ∗ 𝑢𝑗  

(8) 

 
𝐹𝑗 = −(

𝐴𝐸

𝐿
) ∗ 𝑢𝑖 + (

𝐴𝐸

𝐿
) ∗ 𝑢𝑗 

(9) 

Formando as matrizes de rigidez: 

                     𝐹𝑜𝑟ç𝑎                        𝑅𝑖𝑔𝑖𝑑𝑒𝑧                                    𝐷𝑒𝑠𝑙𝑜𝑐𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 

 
                        |

𝐹𝑖

𝐹𝑗
|
(2𝑥1)

  =   (
𝐴𝐸

𝐿
) |

1 −1
−1 1

|
(2𝑥1)

              𝑥               |
𝑢𝑖

𝑢𝑗
|
(2𝑥1)

 
(10) 

 

Para o Caso 1 a força 𝐹𝑖 é aplicada ao nó i, que irá sofrer um deslocamento 𝑈𝑖 proporcional 

as propriedades do material e da geometria do elemento, sendo ela a área (A), módulo Young 

(E) e comprimento (L). Engastando-se o nó i e deixando livre o nó j agora para o caso 2, 

podemos realizar o mesmo raciocínio anterior. 

 

2.2. EFEITO GIROSCÓPIO 

 Ao observarmos um corpo em movimento rotativo, depara-se que seu dinamismo não 

segue os mesmos princípios de um movimento linear, como quando um pião ao girar permanece 

verticalmente estável, mesmo com seu centro de massa desalinhado à base, ou com a inclinação 

realizada por um motociclista para fazer com que uma moto realize a curva. Assim, em 1765, 

Leonhard Euler desenvolveu as primeiras formulações matemática para descrever o efeito 

giroscópio, além de Sir Isaac Newton e muitos outros que contribuíram para o entendimento 

desse efeito, SCARBOROUGH (1958). 

 Dessa forma, imagina-se um rotor de velocidade de rotação 𝛺, girando em torno do eixo 

horizontal z, gerando um vetor de rotação  𝑅⃗  (conforme regra da mão direita), fixo somente por 

um dos lados no eixo vertical, a uma distância 𝑟  e considera-se uma força peso de 𝑚𝑔  no centro 

de massa, observa-se um giro em torno do eixo y, de velocidade de rotação ω, devido ao torque 
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𝜏 , conforme Figura 3. Tal fenômeno observado é chamado de efeito de precessão, e obedece a 

relação 𝜏 = 𝑑𝑅⃗ 𝑑𝑡⁄ , que em um momento externo 𝜏 , não pode mudar a taxa de rotação 𝑑𝑅⃗ 𝑑𝑡⁄ , 

gerando um momento angular que faz com que a roda gire em torno do eixo vertical, como 

descrito por SCARBOROUGH (1958). 

 

Figura 3 – Dinâmica de um rotor em giro conectado a uma haste por somente um dos lados. 

 

Fonte: Elaboração Própria. 

. 

 Isolando somente os vetores, conforme Figura 4, tem-se que: 

 𝜏 = 𝑟  × 𝑚. 𝑔⃑ =  𝜏. 𝑖̂ (11) 

  𝜏 = 𝑚. 𝑔. 𝑟. 𝑠𝑒𝑛(𝛼) (12) 

 

Mas 

 𝜏 = 𝑑𝑅⃗ 𝑑𝑡⁄  (13) 

 

Deste modo, como 𝜏  𝑒 𝑅⃗  são perpendiculares: 

 𝜏  . 𝑅⃗ = 0 (14) 
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Assim, 𝑅⃗  mantém seu módulo constante e gira perseguindo o vetor 𝜏 , gerando o 

movimento de precessão, citado anteriormente, que consiste num giro de ângulo 𝑑𝜙 num 

intervalo infinitesimal 𝑑𝑡, gerando a seguinte equação para o torque: 

 
τ⃗ =

dR⃗⃗ 

dt
=  

R⃗⃗ (t + dt) − R⃗⃗ (t)

dt
 

(15) 

 𝑅⃗ (𝑡 + 𝑑𝑡) =  𝑅⃗ (𝑡) + 𝜏 . 𝑑𝑡 (16) 

 

 Deste modo, encontra-se o ângulo dϕ gerado pelo torque: 

 
𝑑𝜙 = 

𝑑𝑅⃗ 

𝑅
=

𝜏. 𝑑𝑡

𝑅
=  

𝑚. 𝑔. 𝑟. 𝑠𝑒𝑛(𝛼). 𝑑𝑡

𝐽. 𝛺
 

(17) 

 𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝜔 =

𝑚.𝑔. 𝑟. 𝑠𝑒𝑛(𝛼)

𝐽. 𝛺
 

(18) 

 

Figura 4 – Simplificação dos vetores da dinâmica rotativa sobre o efeito giroscópio. 

 

Fonte: Elaboração Própria. 
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2.2.1. Influência do Efeito Giroscópio na Vibração 

Em um sistema em vibração com os graus de liberdade de rotação livre, o movimento de 

precessão interfere diretamente nos modos de vibrar de um sistema dinâmico. Assim, para 

explicar de forma mais concisa, EWINS (2000) apresenta um disco rígido fixo na extremidade 

de um eixo de comprimento 𝑳, fixado por um rolamento rígido de um lado e flexível de outro, 

sendo esse último representando pelo momento de inercia 𝑰𝒐, rigidez 𝒌 e um amortecimento c, 

conforme Figura 5. Ademais, o conjunto disco/eixo apresentam um momento polar de inércia 

de 𝐽, momento lateral de 𝐼𝑜 e uma velocidade angular de 𝛺𝑧. 

 

Figura 5 – Sistema rotor-estator simples de 2 GDL. 

 

Fonte: Adaptado de EWINS (2000). 

 

Assim, durante o giro do disco em torno do eixo 𝑧 com velocidade Ω, movimentos 

vibratórios promovem a translação do disco em 𝑋 e 𝑌, e consequentemente geram rotações em 

relação à origem, que interferem no giro de um eixo em relação ao outro. Assim, considerando 

a existência de forças externas excitatórias e havendo um giro em torno do eixo vertical de 

velocidade  𝜙̇𝑦 =  𝜔 = 𝑥̇/𝐿, que só pode existir se houver um torque τ aplicado em torno do 

eixo y.  Assim, isolando o torque da equação do tópico anterior e realizando as relações de 

massa-mola-amortecedor sob uma força externa, obtém-se: 
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 τ =  JΩzẋ/L (19) 

 

Assim: 

 (𝐼𝑜 𝐿⁄ )𝑥̈ + (𝑐𝐿)ẋ + (𝐽 Ωz 𝐿⁄ )𝑦̇ + (𝑘𝑥𝐿)𝑥 = 𝑓𝑥 (20) 

 (𝐼𝑜 𝐿⁄ )𝑦̈ + (𝑐𝐿)ẏ − (𝐽 Ωz 𝐿⁄ )𝑥̇ + (𝑘𝑦𝐿)𝑦 = 𝑓𝑦 (21) 

 

Em formato matricial: 

 
[
(𝐼𝑜 𝐿⁄ ) 0

0 (𝐼𝑜 𝐿⁄ )
] {

𝑥̈
𝑦̈
} + [

(𝑐𝐿) (𝐽 Ωz 𝐿⁄ )

−(𝐽 Ωz 𝐿⁄ ) (𝑐𝐿)
] {

ẋ
𝑦̇
} + [

(𝑘𝑥𝐿) 0
0 (𝑘𝑦𝐿)

] {
𝑥
𝑦} = {

𝑓𝑥
𝑓𝑦

} 

 

(22) 

 

Desta forma, devido ao efeito de precessão, pode-se notar uma diferença da forma matricial 

convencional de um sistema vibratório. Este, que por sua vez, se traduz em matematicamente 

como o termo (𝐽 Ωz 𝐿⁄ ), na parcela que interage com a velocidade do sistema, apresentando-se 

com simetria invertida na matriz. Portanto, devido a rotação do sistema, os dois modos de vibrar 

tem frequências naturais diferentes de um sistema que não está sobre o efeito giroscópio. 

 

2.3. REFERÊNCIA FIXA E ROTATIVA 

Um problema de dinâmica rotativa pode ser analisado de duas formas, com referência fixa 

(inercial) ou rotativa, o uso de um referencial em detrimento de outro se faz na simetria do 

sistema em relação aos eixos principais, sendo mais adequado a utilização do referencial fixo 

para sistemas simétricos e rotativo para assimétricos, como apresentado por EWINS (2000). 

Portanto, a coordenada rotativa consiste em rotacionar o eixo de coordenadas junto com o giro 

do sistema, transformando-se em um eixo de coordenadas em função do tempo conforme Figura 

6.  
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Figura 6 – Representação do eixo de referência. 

 

Fonte: Ewins (2000). 

 

 Assim, a transformação geral do sistema referencial fixo para o rotativo é dada da 

seguinte forma: 

 {𝜈̅𝑝(𝑡)} = [𝑇(Ω, t)]{𝜈𝑝(𝑡)} (23) 

 
{𝜈̅𝑝(𝑡)} = [

𝑐𝑜𝑠𝛺𝑡 𝑠𝑖𝑛𝛺𝑡 0
−𝑠𝑖𝑛𝛺𝑡 𝑐𝑜𝑠𝛺𝑡 0

0 0 1
] {𝜈𝑝(𝑡)} 

(24) 

Onde: 

{𝜈̅𝑝(𝑡)}: vetor dependente do tempo para o sistema de coordenadas rotativas; 

[𝑇(Ω, t)]: matriz de transformação de sistema de coordenadas fixo para rotativo; 

{𝜈𝑝(𝑡)}: vetor dependente do tempo para o sistema de coordenadas rotativas; 

Para equações em referencial fixo, é de suma importância adicionar o efeito dos pares 

giroscópios, e assim as equações de movimento são derivadas com base em pequenos 

deslocamentos e rotações a partir do seu local de equilíbrio. 

Para esse modelo simplificado, obtém-se que a energia cinética da pá em relação aos 

eixos fixos no espaço é: 

 
𝐸𝑘1=

  (
1

2
𝑚(𝑢̇) +

1

2
𝑚(𝑣̇)2) 

(25) 

 

𝐘ഥ 

𝐗ഥ 

X 

Y 
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Esses graus de liberdade são deslocamentos transversais ‘u’ e ‘v’ nas direções X e Y, 

respectivamente lidando basicamente com 6 graus de liberdade, sendo 3 de translação e 3 de 

rotação. Assim, para as velocidades instantâneas angulares em torno das coordenadas X, Y e Z, 

pode ser analisado que: 

 
𝐸𝑘2 =

1

2
𝐼𝑑(𝜔𝑥

2 + 𝜔𝑦
2) +

1

2
𝜔𝑧

2𝐼𝑝 
(26) 

 

Onde 𝐼𝑝 e 𝐼𝑑 são momentos de inércia, respectivamente. 

Fazendo uso da transformação de matrizes, as velocidades angulares podem ser 

reescritas como: 

 

{

𝜔𝑥

𝜔𝑦

𝜔𝑧

} = {

𝜃̇𝑐𝑜𝑠∅ + 𝜓̇𝑠𝑒𝑛∅𝑐𝑜𝑠𝜃

−𝜃̇𝑠𝑒𝑛∅ + 𝜓̇𝑠𝑒𝑛∅𝑐𝑜𝑠𝜃

Ω − 𝜓̇𝑠𝑒𝑛𝜃

} 

(27) 

 

Substituindo a expressão acima, de energia cinética dada pela matriz com as velocidades 

angulares a energia cinética total pode ser dada por: 

 
𝐸𝑘=

  (
1

2
𝑚(𝑢̇) +

1

2
𝑚(𝑣̇)2) +

1

2
𝐼𝑑(𝜃2̇ + 𝜓2̇ 𝑐𝑜𝑠2𝜃) +

1

2
𝐼𝑑(Ω

2 − 2Ω𝜓̇𝑠𝑒𝑛𝜃 + 𝜓2̇𝑠𝑒𝑛2𝜃) 

 

(28) 

 

Assim, a equação representa um sistema dinâmico relacionado a um corpo rígido em 

movimento rotacional e translacional.  

Para um referencial rotativo, as equações podem ser obtidas transformando o vetor de 

deslocamento. Como método de simplificar, considere apenas os graus de liberdade 

translacionais, seguindo Vollan e Komszik, (2012). 

 𝑔𝑡̅̅̅ = [𝑇1(Ω, t)]𝑔𝑡(𝑡) (29) 

 

Onde, para a matriz de transformação depende da velocidade de rotação e tempo, assim acaba 

por mudar a grandeza 𝑔𝑡 para outro referencial. 

 𝑔𝑡̅̅̅ = 𝑢, 𝑣𝑇 (30) 
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E, 

 [𝑇1(Ω, t)] = [
𝑐𝑜𝑠Ωt 𝑠𝑒𝑛Ωt

−senΩt cosΩt
] (31) 

 

Todavia, sendo 𝑟0 definido como sua rotação obtém-se: 

 𝑟0 = 𝑥0𝑦0
𝑇 (32) 

 𝑔𝑡 = [𝑇1(Ω, t)]𝑇𝑔𝑡̅̅̅ + 𝑟0 (33) 

 

Derivando a equação, obtém-se que: 

 𝑔̇𝑡 = [𝑇1]
𝑇𝑔𝑡̅̅ ̅̇ + [𝑇̇1]

𝑇
𝑔𝑡̅̅̅ + 𝑟0 (34) 

 

 

Assim, a energia cinética é dada por: 

 
𝐸𝐾,𝑡 =

1

2
𝑚𝑔̇𝑡

𝑇𝑔̇𝑡 
(35) 

 

Assim,  

 
𝐸𝐾,𝑡 =

1

2
𝑚[𝑇1]

𝑇𝑔𝑡̅̅ ̅̇ + [𝑇̇1]
𝑇
𝑔𝑡̅̅̅ + 𝑟0

𝑇
[𝑇1]

𝑇{𝑔𝑡̅̅ ̅̇} + [𝑇̇1]
𝑇
}{𝑔𝑡̅̅̅ + 𝑟0} 

(36) 

 

Onde, 

 [𝑇̇1] = [
−𝑠𝑒𝑛Ωt 𝑐𝑜𝑠Ωt
−cosΩt −senΩt

] (37) 

 

Os termos iniciais da equação de Lagrange são dados por: 

 𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐸𝐾

𝜕𝑔̇𝑖
) −

𝜕𝐸𝐾

𝜕𝑔𝑖
= [𝑀]𝑔𝑡̅̅ ̅̈ + 2Ω[CG]𝑔𝑡̅̅ ̅̇ − Ω2[𝑍]𝑔𝑡 − 𝑓𝑐𝑝 

(38) 
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Sendo os termos definidos pela matriz de massa, matriz de amortecimento giroscópio e 

matriz de amortecimento centrífugo. 

 [𝑀] = [
𝑚 0
0 m

] (39) 

  [𝐶𝐺] = [
0 −𝑚
m 0

] (40) 

 [𝑍] = [
𝑚 0
0 m

] (41) 

 {𝑓𝑐𝑝} = 𝑚Ω2 {
𝑥0

𝑦0
} (42) 

 

Tendo a descrição matemática, é valido afirmar que a força centrípeta que tem 

participação no disco do rotor é proporcional ao quadrado da velocidade e distância de operação 

a partir do eixo de rotação. Se a deformação de ordem superior for incluída na análise, uma 

carga axial resultará em rigidez à flexão. Como a rigidez do suporte é a mesma em ambas as 

direções a matriz de rigidez simplificada é a mesma em ambas os sistemas fixos e rotativos. 

Para tal, a contribuição da energia de deformação para a análise realizada em um sistema de 

coordenadas rotativas é dada por: 

 𝜕𝑈

𝜕𝑔
= (

𝐾𝐴 + 𝐾𝐵 0
0 𝐾𝐴 + 𝐾𝐵

) + Ω2[𝐾𝐺] 
(43) 
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3. METODOLOGIA 

O projeto tomou como base a estruturação e desenvolvimento matemático apresentado por 

MAGARI (2000) e HOUBOLT (1957). Assim, foi possível construir um modelo numérico 

adaptado utilizando o Matlab e o Femap Nastran, de forma a cruzar e comparar os dados 

obtidos, para melhor compreensão do comportamento físico vibracional de pás submetidas a 

rotação. Dessa forma, a geometria esquematizada do modelo representa uma placa plana de 

aço, distante do eixo de giro, sendo apresentada a partir das Figuras 7, 8 e 9. 

Figura 7 – Modelo esquemático adaptado da pá eólica em formato de viga fina. 

 

Fonte: Elaboração Própria. 

Figura 8 - Eixos da seção transversal da pá 

 

Fonte: Adaptado de Houbolt e Brooks (1957). 
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Figura 9 - Seção transversal da pá após deformação. 

 

Fonte: Adaptado Houbolt e Brooks (1957). 

 

Tabela 1 – Parâmetros geométricos da pá plana adaptada. 

𝐏𝐚𝐫â𝐦𝐞𝐭𝐫𝐨 𝐕𝐚𝐥𝐨𝐫 

𝐄𝐬𝐩𝐞𝐬𝐬𝐮𝐫𝐚 [𝐦𝐦]  5 

𝐋𝐚𝐫𝐠𝐮𝐫𝐚 [𝐦𝐦]  180 

𝐂𝐨𝐦𝐩𝐫𝐢𝐦𝐞𝐧𝐭𝐨 𝐓𝐨𝐭𝐚𝐥 [𝐦𝐦]  6600 

𝐃𝐢𝐬𝐭â𝐧𝐜𝐢𝐚𝐝𝐨 𝐇𝐔𝐁[𝐦𝐦]  132 

𝐏𝐨𝐢𝐬𝐬𝐨𝐧 [−]  0,3 

𝐌ó𝐝𝐮𝐥𝐨 𝐘𝐨𝐮𝐧𝐠 [𝐏𝐚]  2,1 E + 11 

𝐌ó𝐝𝐮𝐥𝐨𝐝𝐞 𝐂𝐢𝐬𝐚𝐥𝐡𝐚𝐦𝐞𝐧𝐭𝐨 [𝐦𝟒]  1.4107E − 5 

𝐌𝐨𝐦𝐞𝐧𝐭𝐨 𝐝𝐞 𝐈𝐧é𝐫𝐜𝐢𝐚 𝒆𝒎 𝒕𝒐𝒓𝒏𝒐 𝒅𝒐 𝒆𝒊𝒙𝒐 𝒀 [𝒎𝟒]  4,07E − 7 

𝐌𝐨𝐦𝐞𝐧𝐭𝐨 𝐝𝐞 𝐈𝐧é𝐫𝐜𝐢𝐚 𝒆𝒎 𝒕𝒐𝒓𝒏𝒐 𝒅𝒐 𝒆𝒊𝒙𝒐 𝒁 [𝒎𝟒]  1,37E − 5 

𝐌𝐚𝐬𝐬𝐚 𝐩𝐨𝐫 𝐮𝐧𝐢𝐝𝐚𝐝𝐞 𝐝𝐞 𝐜𝐨𝐦𝐩𝐫𝐢𝐦𝐞𝐧𝐭𝐨 [𝐤𝐠/𝐦]  0,0268 

Â𝒏𝒈𝒖𝒍𝒐 𝒅𝒆 𝑻𝒐𝒓çã𝒐[𝒅𝒆𝒈]  0 

𝐕𝐞𝐥𝐨𝐜𝐢𝐝𝐚𝐝𝐞 𝐝𝐞 𝐑𝐨𝐭𝐚çã𝐨 [𝑯𝒛]  0 e 6 

 

  Portanto, vale ressaltar que a referência não apresentava as dimensões e os materiais utilizados 

de forma direta. Assim, para melhor comparar os resultados dos modelos desenvolvidos como 

a referência analisa, foi adaptada uma viga esbelta de seção transversal retangular considerando 

as propriedades de um aço comum, conforme apresentado na Tabela 1. 
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3.1. MODELO ANALÍTICO 

De forma comparativa, realizou-se um estudo vibracional analítico onde foi utilizado o 

modelo analítico dinâmico de uma Viga Engastada-Livre de Euler-Bernoulli, que consiste 

em descrever o comportamento vibracional de uma viga esbelta com uma extremidade fixa 

(engastada) e a outra livre, sem rotação. Esse modelo faz uma série de simplificações, que 

permitem uma análise relativamente precisa de vibrações, deflexões e modos próprios de 

vibração, particularmente em casos em que a viga é delgada em comparação com seu 

comprimento. 

A solução da equação espacial para uma viga engastada-livre leva a um conjunto de modos 

naturais de vibração (funções próprias) e suas respectivas frequências naturais. Os modos de 

vibração são descritos por funções senoidais e cosenoidais (ou funções senoidais hiperbolicas), 

e as frequências naturais são determinadas pela relação: 

 

𝑓𝑛 = 
𝛽𝑛

2

2𝜋
√

𝐸𝐼

𝜌𝐴𝐿4
 

(44) 

 

Onde 𝛽𝑛 são constantes determinadas pelas condições de contorno, 𝑛 é o número do modo 

e os primeiros valores de 𝛽𝑛. Deste modo, utiliza-se os dados apresentados na Tabela 1 para os 

momentos de inércia 𝐼𝑦 e 𝐼𝑧, que representam a flexão perpendicular e paralelo ao plano, 

respectivamente. Assim, obtém-se os seguintes resultados das frequências naturais obtidas em 

ordem crescente, Tabela 2: 

Tabela 2 – Resultado do modelo analítica Viga Engastada Euler-Bernoulli. 

Modo Flexão em relação à Iy ou Iz 𝜷𝒏 Frequências [Hz] 

1 Iy 1,875 2,1697 

2 Iz 1.875 12,5886 

3 Iy 4,694 13,5982 

4 Iy 7.855 38,0793 

5 Iz 4,894 78,8970 

6 Iz 7,855 220,9360 

 

Portanto, o modelo analítico serve muito bem como base comparativa para regime 

vibracional sem rotação de uma viga esbelta com engaste em uma de suas pontas. 



17 

 

3.2. MODELO MATEMÁTICO NO MATLAB 

Para estruturar a abordagem matemática, primeiro introduziram-se as propriedades 

geométricas e de materiais da pá eólica para sua modelagem dinâmica. Assim, com o código 

“ModelagemDinamicaMATLAB_t1nova” em seus passos obteve-se suas funções de forma, 

definição dos deslocamentos nodais, sua energia de deformação, energia cinética, princípio de 

Hamilton, as matrizes de massa rigidez e amortecimento derivando a Hamiltoniana em relação 

aos deslocamentos nodais e suas derivadas temporais. Este código faz a modelagem matemática 

de um único elemento de uma pá de rotor usando o método dos elementos finitos. Ele leva em 

consideração as energias de deformação e cinética da pá, incluindo efeitos giroscópios e 

centrífugos. A partir dessas energias, as matrizes de massa, rigidez e amortecimento são 

calculadas para serem usadas em análises dinâmicas mais amplas da pá ou do sistema rotor 

como um todo. Portanto, em primeiro instante, tem-se a definição das funções de forma: 

Linear 

 𝑆1(𝑥) = 𝑙 −
𝑥

𝑙
 (45) 

  𝑆2(𝑥) =  
𝑥

𝑙
 (46) 

 

Torção  

 𝑆3(𝑥) = 𝑙 −
𝑥

𝑙
 (47) 

  𝑆4(𝑥) =  
𝑥

𝑙
 (48) 

 

Flexão no sentido da corda 

 
𝑆5(𝑥) = 𝑙 − 3

𝑥2

𝑙2
+ 2

𝑥3

𝑙3
 

(49) 

  
𝑆6(𝑥) = 𝑥 − 2

𝑥2

𝑙
+ 2

𝑥3

𝑙2
 

(50) 

  
𝑆7(𝑥) = 3

𝑥2

𝑙2
− 2

𝑥3

𝑙3
 

(51) 

  
𝑆8(𝑥) = −

𝑥2

𝑙2
−

𝑥3

𝑙2
 

(52) 
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Flexão no sentido transversal 

 
𝑆9(𝑥) = 𝑙 − 3

𝑥2

𝑙2
+ 2

𝑥3

𝑙3
 

(53) 

  
𝑆10(𝑥) = −𝑥 + 2

𝑥2

𝑙
−

𝑥3

𝑙2
 

(54) 

  
𝑆11(𝑥) = 3

𝑥2

𝑙2
− 2

𝑥3

𝑙3
 

(55) 

  
𝑆12(𝑥) =

𝑥2

𝑙2
−

𝑥3

𝑙2
 

(56) 

 

Para os deslocamentos nodais definidos em termos das funções de forma, tem-se que 

em combinações lineares a descrição de uma análise em elementos finitos forma a 

movimentação como deslocamento axial no qual representa o alongamento ao longo do eixo 

principal da estrutura, calculado pela combinação de funções de forma com deslocamentos 

nodais, dentre outros movimentos presentes e taxas em relação ao tempo tais como: 

• Rotação Longitudinal: Refere-se ao movimento em torno do eixo longitudinal do elemento, 

representado pela combinação de funções de forma com ângulos de rotação nodais. 

• Flexão no Sentido da Corda e Transversal: Descrevem a curvatura da estrutura nos planos 

da corda e perpendicular a ela, respectivamente, calculadas pela combinação de funções de 

forma com deslocamentos e rotações nodais. 

• Vetor de Deslocamentos Nodal: Contém todos os deslocamentos e rotações nodais. 

• Derivada do Vetor de Deslocamentos Nodal: Representa as taxas de variação dos 

deslocamentos nodais em relação ao tempo. 

• Derivadas Temporais e Espaciais: Permitem calcular velocidades, acelerações e gradientes 

espaciais dos deslocamentos e rotações. 

Essas derivadas são fundamentais para analisar o comportamento dinâmico e estático 

de estruturas, permitindo simular e prever seu comportamento sob diferentes condições de 

carga. 

Assim, definidos os deslocamentos nodais, pode-se utilizar a energia de deformação 

para encontrar suas respectivas mudanças físicas haja visto que esses foram derivados em 

relação ao tempo, espaço e deformações, sendo expressos como uma combinação linear das 

funções de forma e deslocamentos nodais, que são variáveis dependentes do tempo. Logo, para 

a energia de deformação, como sendo a integral da energia potencial interna ao longo do 
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comprimento do elemento, essa é composta por flexão, torção e alongamento axial, obtém-se a 

seguinte equação: 

 
𝐸𝑝 =

1

2
∫ 𝐸𝐼 (

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
)

2

+ 𝐺𝐽 (
𝑑Φ

𝑑𝑥
)
2

+ 𝐴𝐸 (
𝑑u

𝑑𝑥
)
2

𝑑𝑥
𝑙

0

 
(57) 

 

Onde EI e GJ são as rigidezes associadas a flexão e torção respectivamente, AE como rigidez 

axial e u(x,t), w(x,t) , Φ(x,t) são funções de deslocamento e rotação ao longo do comprimento 

do elemento. 

Assim, com essa formulação, pode-se quantificar a energia total de deformação em 

função dos deslocamentos nodais e suas derivadas com a quantificação de energia armazenada 

devido a deformação dos materiais sob carga, pois quando um material sofre deformações 

devido a esforços aplicados a energia elástica fica armazenada no sistema. 

Logo, para a energia de movimento associada aos elementos finitos, obtém-se a 

fórmula da energia cinética. 

 
𝐸𝑘 =

1

2
∫ 𝜌𝐴(𝑢̇2 + 𝑣̇2 + 𝑤̇2)𝑑𝑥

𝑙

0

 
(58) 

 

Sendo o princípio de Hamilton, em que o sistema segue uma trajetória que minimiza a 

ação de 𝛿𝐻 como a diferença da energia cinética e energia potencial integradas ao longo do 

tempo usa-se para encontrar as equações de movimento do sistema. 

 
𝛿𝐻 = ∫ (𝐸𝑘 − 𝐸𝑝)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

 
(59) 

 

Para minimizar a ação de 𝛿𝐻, aplica-se o princípio variacional, que leva à Equação de 

Hamilton. No contexto de elementos finitos, isso resulta em uma formulação matricial, onde 

obtém-se as equações de movimento, que podem ser expressas na forma: 

 𝑀𝑞̈ + 𝐶𝑞̇ + 𝐾𝑞 = 𝐹(𝑡) (60) 

 

Onde, M, C e K são as matrizes de massa amortecimento e rigidez, respectivamente, o 𝑞  sendo 

o vetor de deslocamento nodal e F o vetor das forças nodais aplicadas 
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Esse sistema de equações diferenciais descreve o comportamento dinâmico de uma 

estrutura ao longo do tempo e permite incorporar efeitos complexos, como flexão, torção, e 

alongamento axial, através das energias envolvidas. Na prática, para cada elemento finito, essas 

contribuições são calculadas e combinadas em uma matriz global, representando toda a 

estrutura. 

Em suma, para o estabelecimento do código, após a obtenção dessas matrizes é realizado 

um loop sobre cada termo das matrizes, iterando sobre os deslocamentos nodais. Sendo assim, 

é possível gerar essas de forma modelada e aplicar diferentes condições de contorno para suas 

iterações em diferentes contextos de modelos finitos. 

 

3.3. MATRIZES DE MASSA, RIGIDEZ E AMORTECIMENTO 

A modelagem da pá foi realizada com base em uma geometria simples, utilizando elementos 

de viga de acordo com a teoria de Euler-Bernoulli. Foi adotado um modelo de deslocamento 

baseado nos nós, onde cada nó possui seis graus de liberdade (três translações e três rotações). 

Para a análise por elementos finitos, as funções de forma foram definidas para interpolar os 

deslocamentos em cada nó, permitindo a solução do problema de maneira eficiente. Para tal, 

observa-se na seguinte equação: 

 
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑𝑁𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑢𝑖

𝑛

𝑖=1

 
(61) 

 

Para tal, tem-se os deslocamentos nodais e onde ‘N’ representa o número de elementos 

adotados na modelagem. O modelo adotado no Femap permite uma organização de malha 

automática na qual a representação se dá por elementos QUAD em sua discretização 

procurando refinar certas áreas; porém, em uma geometria simples, sem necessidade de 

refinamentos locais ou aplicação de condições de contorno mais bem elaboradas. Apresenta-se 

também as equações de equilíbrio que são derivadas a partir das leis da mecânica dos sólidos. 

A formulação das equações de equilíbrio é obtida usando o princípio dos trabalhos virtuais ou 

o método de Galerkin, resultando na integral do produto entre as funções de forma e as equações 

de equilíbrio: 

 
∫ 𝜎

𝐵𝑇

𝑉

 𝑑𝑉  = ∫ 𝑓
𝑁𝑇

𝑉

 𝑑𝑉 + ∫ 𝑡
𝑁𝑇

𝑆

 𝑑𝑆 
(62) 
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Onde apresenta-se a matriz de deformação deslocamento, matriz de tensões e vetor de forças 

de volume e vetor de forças de superfície. Essa forma seria a formulação fraca, pois substituiu-

se as funções de forma e os deslocamentos nodais nas expressões de trabalho interno e externo 

e igualou-se os dois a esquerda com trabalho interno e a direita com o trabalho externo. Em 

suma, pode-se dizer que a equação mostra que o trabalho externo virtual para qualquer 

deslocamento virtual deve ser igual ao interno que acaba pela discretização do domínio em 

pequenos elementos finitos e a solução numérica das equações de equilíbrio. 

Consequentemente, para as matrizes de massa, rigidez e amortecimento, obtêm-se as 

seguintes expressões: 

 
𝑀 = ∫𝜌

 

𝑉

 𝑁𝑇𝑁 𝑑𝑉 
(63) 

  
𝐾 = ∫ 𝐷𝐵

𝐵𝑇

𝑉

 𝑑𝑉 
(64) 

  𝐶 = 𝛼𝑀 + 𝛾𝐾 (65) 

 

Para as matrizes de massa e rigidez, são consideradas as distribuições ao longo do 

elemento, no caso da matriz de rigidez tem a derivação das funções de forma enquanto o já 

visto 𝛼 e 𝛾 presentes na matriz de amortecimento para velocidades de rotação diferentes de 0 

determinam a contribuição proporcional da massa e rigidez respectivamente como uma forma 

de ajuste as propriedades presentes. Desse modo, a implementação computacional do modelo 

matemático é feita utilizando o MATLAB, em que a pá é modelada em um ambiente de pré-

processamento com a definição de sua geometria, propriedades materiais e condições de 

contorno, além de seguir os valores impostos apresentados na Tabela 3.1. Assim, utilizando os 

métodos numéricos, as frequências naturais e os modos de vibração são calculados, permitindo 

análise detalhada do comportamento dinâmico da pá.  

 

3.4. ESTABILIDADE DE SISTEMAS DINÂMICOS 

A pá eólica analisada possui uma ampla gama de frequências naturais, refletindo a 

complexidade de sua estrutura e os múltiplos modos de vibração que podem ocorrer. A 

estabilidade e eficiência da pá dependem da compreensão e gerenciamento dessas frequências. 
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Medidas preventivas e de controle são necessárias para garantir que a pá opere bem, 

minimizando o risco de falhas por ressonância e outras formas de vibração excessiva.  

Para garantir a estabilidade de um sistema de pá, é fundamental garantir que a frequência 

de rotação e as frequências de excitação devido ao vento não coincidam com as frequências 

naturais de baixo amortecimento, além de monitorá-las e verificar os amortecimentos 

associados a essas frequências. No modelo simplificado, adotaram-se as seguintes precauções, 

sendo implementado um amortecimento nas matrizes de massa e rigidez para uma melhor 

estabilidade do sistema. Para a Figura 10 abaixo têm-se as seguintes frequências em 3 rad/s por 

ser uma velocidade considerada baixa: 

 

Figura 10 – Gráfico de frequências encontradas para Ω em 3 rad/s sem amortecimento. 

 

Fonte: Elaboração Própria. 

 

As frequências naturais do sistema fornecem informações sobre as oscilações da pá eólica. 

No caso apresentado, as frequências naturais variam de aproximadamente 0,7 Hz a 3451,0 Hz. 

Frequências mais altas indicam modos de vibração mais complexos e geralmente menos 
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significativos em termos de contribuição para a resposta dinâmica global, enquanto as 

frequências mais baixas são mais críticas para a estabilidade estrutural e a resposta dinâmica. 

As mais baixas (700 Hz e 4000 Hz) são cruciais, pois são mais propensas a serem excitadas 

por forças ambientais, como o vento. Essas frequências correspondem aos modos de vibração 

de ordem mais baixa, que geralmente envolvem movimentos globais da pá. Devido à sua 

natureza, essas vibrações podem ter um impacto na estabilidade e no desempenho da pá. 

Frequências na faixa de 11,3 Hz a 105,3 Hz representam modos de vibração de ordem 

intermediária. Esses modos podem envolver deformações mais complexas da pá, incluindo 

torção e flexão. A resposta da pá a essas frequências pode ser influenciada por fatores como a 

rigidez do material e o design estrutural. 

As frequências acima de 158,7 Hz indicam modos de vibração de alta ordem, que envolvem 

deformações mais localizadas e complexas da pá. Esses modos são menos prováveis de serem 

excitados por forças ambientais comuns, mas ainda são importantes para a análise de falhas e 

durabilidade do material. 

Para garantir a estabilidade do sistema dinâmico da pá eólica, foram introduzidos 

coeficientes de amortecimento proporcionais, denominados alfa (α) e gama (γ), com valor de 

8% referentes às matrizes de massa e rigidez. Esses coeficientes são utilizados para ajustar as 

frequências naturais e estabilizar o comportamento vibratório da pá. As frequências mais baixas 

são as mais críticas, pois estão mais propensas a serem excitadas por forças ambientais, como 

o vento. O ajuste dos coeficientes ajuda a garantir que essas frequências tenham um 

amortecimento adequado, minimizando o risco de oscilações prolongadas. 

As frequências intermediárias beneficiam-se do amortecimento proporcional, o que ajuda a 

controlar modos de vibração que podem envolver torções e flexões da pá. Embora as 

frequências mais altas sejam menos suscetíveis à excitação por forças externas comuns, o ajuste 

dos coeficientes garante que qualquer vibração em alta frequência seja rapidamente amortecida. 

A introdução dos coeficientes de amortecimento alfa (α) e gama (γ) no modelo dinâmico da pá 

eólica desempenha um papel crucial na estabilização das frequências naturais, ajudando a 

distribuir o amortecimento de forma eficaz e garantindo que a pá eólica opere de maneira estável 

e segura. 

A análise das taxas de amortecimento em conjunto com as frequências naturais da pá eólica 

é fundamental para avaliar a estabilidade do sistema. As taxas de amortecimento zeta (ζ) 
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fornecem informações sobre a capacidade do sistema de dissipar energia e atenuar vibrações 

indesejadas. A seguir, apresenta-se as taxas de amortecimento sendo elas adimensionais e 

proporcionais encontradas. 

Figura 11 – Gráfico de frequências encontradas para Ω em 3 rad/s com amortecimento. 

 

Fonte: Elaboração Própria. 

As frequências naturais de baixa ordem (700,0 Hz a 4,0 kHz) com taxas de amortecimento 

próximas de zero são críticas. Essas frequências são mais suscetíveis a ressonância e podem 

resultar em oscilações significativas. Com a implementação dos coeficientes alpha(α) e gama 

(γ) ajuda-se a mitigar os efeitos. Modos de frequência intermediária, com taxas de 

amortecimento moderadas, beneficiam-se do ajuste proporcional do amortecimento. Isso 

resulta em uma resposta mais estável, especialmente em condições de operação variáveis, como 

mudanças na velocidade do vento. As frequências naturais de alta ordem, com taxas de 

amortecimento elevadas, são naturalmente mais estáveis. No entanto, é essencial garantir que 

essas frequências não sejam excitadas por componentes mecânicos ou outros fatores internos. 

A distribuição das taxas de amortecimento ao longo das diferentes frequências naturais, 

proporcionada pelos coeficientes alpha(α) e gama (γ), é crucial para uma resposta dinâmica 

equilibrada. Isso minimiza a probabilidade de oscilações indesejadas em várias faixas de 

frequência. 
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Em suma, as taxas de amortecimento encontradas para a pá eólica variam amplamente, 

desde praticamente zero até valores muito altos (34 Hz). A introdução dos coeficientes de 

amortecimento alpha (α) e gama (γ) no modelo dinâmico é essencial para estabilizar as 

frequências naturais, especialmente as de baixa frequência, que apresentam maior risco de 

ressonância. Com uma distribuição adequada do amortecimento, a pá eólica pode operar de 

maneira estável e segura, minimizando oscilações indesejadas e prolongando a sua vida útil. 

3.5. SIMULAÇÃO NUMÉRICA 

Para fins de comparação, foi desenvolvida uma simulação numérica onde utilizou-se o 

software SIMCENTER FEMAP NASTRAN. Assim, a partir da geometria e parâmetros já 

definidos, foi possível modelar a pá eólica de forma compatível com o modelo desenvolvido 

em Matlab e comparar os resultados, a fim de aumentar a compreensão dos efeitos físicos 

envolvidos e as diferenças relacionadas as condições de contorno e aos diferentes métodos de 

cálculo utilizados. 

O primeiro parâmetro a ser definido foi o eixo de coordenadas ao qual o sistema está 

submetido. Portanto, por se tratar de uma análise onde o objeto de estudo não é simétrico em 

relação ao eixo principal, definiu-se a utilização do sistema de referencial rotativo à análise, 

como explicado nos capítulos anteriores. Deste modo, o solver em questão utiliza da seguinte 

equação física para descrever o movimento de rotação em um corpo amortecido sem atuação 

de forças externas, de acordo com NASTRAN ROTOR DYNAMICS USER’S GUIDE (2019). 

 [𝑀]{𝑞} + (2Ω[𝐶𝑂𝑅] + [𝐶𝐼 + 𝐶𝐴]){𝑞} + ([𝐾] + Ω[𝐾𝐵] − Ω2[𝑍] + Ω2[𝐾𝐺]){𝑞} = {0} (66) 

Onde: 

[M]: Matriz de Massa; 

[𝐶𝑜𝑟]: Matriz Giroscópica; 

[𝐶𝐼]: Matriz de amortecimento do rotor; 

[𝐶𝐴]: Matriz de amortecimento externo; 

[K]: Matriz de rigidez elástica; 

[𝐾𝐵]: Matriz de rigidez assimétrica; 

[Z]: Matriz de amortecimento centrífugo; 

[𝐾𝐺]: Matriz de rigidez diferencial ou geométrica; 
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Deste modo, observa-se que o software realiza considerações diferentes das 

apresentadas no modelo matemático em Matlab, sendo essas diferenças consideradas nas 

divergências dos resultados dos métodos utilizados. Assim, torna-se de grande valia a avaliação 

do comportamento físico da metodologia utilizada pelo software, já consolidado no mercado, 

com o método proposto no trabalho, de forma a comparar os resultados. 

Ademais, para modelar a geometria da pá e criar as matrizes utilizadas na equação de 

rotação em referência rotativa, aplicou-se um elemento de viga BEAM com a propriedades 

compatíveis com o objeto de estudo Figura 12, dividido em 10 seções devido à não variação do 

resultado das frequências com a maior discretização do modelo, economizando-se custo 

computacional da análise. Assim, cada elemento representa os valores geométricos de uma viga 

fina, apresentados na Tabela 1, conforme Figura 13. Além disso, foi definido que o giro do 

sistema tem como centro de rotação o eixo principal, deslocado 1,3 m da primeira seção para 

representação do HUB, Figura 14. 

Figura 12 - Propriedades Geométricas do elemento BEAM. 

 

Fonte: Retirada da interface do NASTRAN. 
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Figura 13 – Malha para geometria de pá. 

 

Fonte: Retirada da interface do NASTRAN. 

 

Figura 14 – Representação de vetor de rotação em torno do eixo Z, seta na cor preta. 

 

Fonte: Retirada da interface do NASTRAN. 
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Contudo, além da condição de contorno de giro imposta, foi engastado a extremidade 

mais próxima ao eixo principal para representar a fixação da pá ao HUB, Figura 15. 

Figura 15 – Representação do travamento dos 6 Graus de Liberdade do primeiro nó (ponto 

amarelo). 

 

Fonte: Retirada da interface do NASTRAN. 
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4. RESULTADOS E DISCUSSÕES  

Neste trabalho, realizou-se a modelagem e simulação numérica utilizando dois métodos 

distintos: MATLAB e FEMAP, com o objetivo de comparar os resultados obtidos para as 10 

primeiras frequências naturais na condição de 𝛺 = 0 (sem rotação) e 𝛺 = 6 Hz, e verificar a 

consistência entre os modelos desenvolvidos em ambas as ferramentas. A análise de frequências 

naturais é fundamental para garantir que a pá da turbina opere de forma segura e eficiente, 

evitando ressonâncias que possam comprometer a integridade estrutural. Os resultados 

demonstraram uma excelente concordância entre os modelos, com uma razão média de 5,7941 

entre o segundo e primeiro modo e 1,0789 para razão do terceiro sobre o segundo, considerando 

𝛺 igual a 0. Já para 𝛺 igual a 6 a razão entre média entre o segundo sobre o primeiro modo e 

terceiro sobre o segundo é de 1,4902 e 2,4048, respectivamente. Tabelas 3, 4, 5 e Figuras 16 e 

17. 

Tabela 3 – Frequências naturais para Ω = 0 Hz. 

Modo Matlab [Hz] NASTRAN [Hz] Analítico [Hz] 

1 1.7673 2.1767 2.1697 

2 10.2430 12.5660 12.5886 

3 11.0810 13.4762 13.5982 

4 31.1231 37.2987 38.0793 

5 61.4833 72.1630 78.8970 

6 64.2231 75.6257 220.9360 

7 102.0470 117.5995  

8 169.5282 149.1902  

9 180.3824 172.6173  

10 247.9362 200.7878  

 

Tabela 4 – Razão das frequências naturais para Ω = 0 Hz. 

Razão Matlab [-] NASTRAN [-] Analítico [-] 

𝒇𝟐/𝒇𝟏 5,7958 5,7729 5,8020 

𝒇𝟑/𝒇𝟐 1,0818 1,0724 1,0802 
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Figura 16 - Gráfico comparação do modelo em MATLAB e NASTRAN para 𝜴 = 0 Hz. 

 

Fonte: Elaboração Própria. 

Tabela 5 – Frequências naturais para Ω = 6 Hz. 

Modo Matlab [Hz] NASTRAN [Hz] 

1 5.6959 7.6688 

2 7.1421 14.6347 

3 25.1996 21.9412 

4 25.4345 46.8855 

5 57.4594 77.5624 

6 62.2753 82.5678 

7 100.2627 128.4539 

8 167.1719 146.6156 

9 179.3135 183.6803 

10 245.8507 202.7826 

 

Tabela 6 – Razão das frequências naturais para Ω igual a 6 Hz. 

Razão Matlab [-] NASTRAN [-] 

𝒇𝟐/𝒇𝟏 1,2539 1,9083 

𝒇𝟑/𝒇𝟐 3,5283 1,4992 
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Figura 17 – Gráfico de comparação do modelo em MATLAB e NASTRAN para 𝜴 = 6 Hz. 

 

Fonte: Elaboração Própria. 

Portanto, observa-se uma boa relação entre os modos de vibrar para 𝛺 igual a zero já que 

as frequências naturais correspondem as frequências de vibração livre do sistema no estado 

estacionário, essas determinadas pelas propriedades estruturais sem a influência de forças 

rotativas e efeito giroscópio, que alteram as frequências naturais essencialmente em modos de 

torção e flexão. Desse modo, a análise modal se torna simples verificando os modelos de análise 

(MATLAB e FEMAP) com base apenas nas propriedades estáticas do sistema, 

Ademais, para o sistema submetido à rotação, verifica-se uma dinâmica singular, que por 

meio do efeito giroscópio faz com que as frequências naturais se alterem em relação ao regime 

estático, que, por sua vez, apresenta valores de frequência maiores para o mesmo modo à 

medida que a rotação aumenta. Isso ocorre devido à alta interferência do momento aplicado, 

que interfere diretamente na matriz de amortecimento a partir da razão do momento polar de 

inércia e rotação sobre o comprimento, como citado anteriormente. Deste modo, as variações 

de geometria, material e até modelagem matemática se tornam mais sensíveis quando 

submetidos a rotação. 
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4.1. RESULTADOS SIMULAÇÃO 

Para a simulação, foram encontrados os autovetores correspondentes, que apresentam a 

deformação da vibração da pá parada e em rotação. 

Assim, para a placa parada foram encontrados os dois principais modos de vibrar, o primeiro 

de flexão em torno do eixo Y de frequência 2,1767 Hz e o segundo em torno do eixo Z de 

12,5668 Hz, como apresentado nas Figura 18 a 29, sendo os demais modos encontrados 

relacionados aos harmônicos de cada um desses modos e a combinação entre eles. 

Figura 18 – Vista Superior do primeiro modo @2,1768 em Ω = 0 Hz. 

 

Fonte: Retirada da interface do NASTRAN. 

Figura 19 – Vista Lateral do primeiro modo @2,1768 em Ω = 0 Hz. 

 

Fonte: Retirada da interface do NASTRAN. 
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Figura 20 – Vista Isométrica do primeiro modo @2,1768 em Ω = 0 Hz. 

 

Fonte: Retirada da interface do NASTRAN. 

Figura 21 – Vista Superior do primeiro modo @12,5668 em Ω = 0 Hz. 

 

Fonte: Retirada da interface do NASTRAN. 

Figura 22 – Vista Lateral do segundo modo @12,5668 em Ω = 0 Hz. 

 

Fonte: Retirada da interface do NASTRAN. 
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Figura 23 - Vista Isométrica do segundo modo @12,5668 em Ω = 0 Hz. 

 

Fonte: Retirada da interface do NASTRAN. 

 

Já para a placa submetida a Ω de 6 Hz foram encontrados os modos de vibrar em torno do 

eixo Y de frequência 7,6688 Hz e o segundo em torno do eixo Z de 14,6347 Hz, como 

apresentado na Figura 4.9 a 4.14. 

Figura 24 - Vista Superior do primeiro modo @7,6688 em Ω = 6 Hz. 

 

Fonte: Retirada da interface do NASTRAN. 
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Figura 25 - Vista Lateral do primeiro modo @7,6688 em Ω = 6 Hz. 

 

Fonte: Retirada da interface do NASTRAN. 

Figura 26 - Vista Isométrica do primeiro modo @7,6688 em Ω = 6 Hz. 

 

Fonte: Retirada da interface do NASTRAN. 

Figura 27 - Vista Superior do segundo modo @14,6347 em Ω = 6 Hz. 

 

Fonte: Retirada da interface do NASTRAN. 
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Figura 28 - Vista Lateral do segundo modo @14,6347 em Ω = 6 Hz. 

 

Fonte: Retirada da interface do NASTRAN. 

Figura 29 - Vista Isométrica do segundo modo @14,6347 em Ω = 6 Hz. 

 

Fonte: Retirada da interface do NASTRAN. 

 

Assim, devido as características do objeto de estudo, o momento de inercia menor na 

direção do eixo y em relação ao eixo z promove uma redução do valor da frequência natural do 

sistema e aparece nos primeiros modos na forma de flexão em torno do eixo x, tanto para viga 

parada quanto submetida a rotação, enquanto a flexão em torno do eixo y aparece nos modos 

posteriores.  
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5. CONSIDERAÇÕES FINAIS 

O presente trabalho foi desenvolvido com o objetivo de explorar e analisar a dinâmica de 

pás em diferentes contextos, como turbinas eólicas e helicópteros, utilizando um modelo de 

elementos finitos. Assim, foram abordados os fundamentos teóricos que sustentam a análise 

dinâmica, destacando a importância da modelagem numérica para a compreensão do 

comportamento estrutural dessas pás. 

No desenvolvimento do projeto, foi implementado um modelo numérico em MATLAB, que 

permitiu a simulação das vibrações e o cálculo das frequências naturais sob diferentes condições 

de contorno. A validação dos resultados foi realizada através de comparações com simulações 

obtidas no software FEMAP, assegurando a precisão e a consistência dos dados. A análise 

detalhada dos efeitos giroscópicos e a interação entre forças externas e a rotação do sistema 

foram fundamentais para a compreensão da dinâmica estrutural das pás. 

Em síntese, os resultados obtidos demonstraram a eficácia dos métodos analíticos e 

numéricos empregados, evidenciando a complexidade do comportamento vibracional das pás 

em condições de rotação e estado estacionário. Este estudo contribui para o avanço do 

conhecimento na área de dinâmica e vibrações de sistemas mecânicos, oferecendo uma base 

sólida para futuras investigações e aplicações práticas no projeto de estruturas sujeitas a 

condições operacionais extremas. 
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6. TRABALHOS FUTUROS 

Para um desenvolvimento mais aprofundado fica a critério para otimização do 

desempenho da pá, bem como a adoção de um perfil para melhor adaptação de um modelo 

real com as suas singularidades de geometria, assim como ajustes de massas e rigidezes 

permitindo uma simulação numérica maior condizente. Um segundo passo para 

performance em estabilidade seria utilizar um modelo de amortecimento não linear 

substituindo a parte de amortecimentos relacionados a Alpha e Betha nas matrizes de massa 

e rigidez que foram adotados na premissa de uma linearidade entre esses. Por fim validar 

com as condições de contorno externas, propiciar um ambiente de simulação em que as 

rajadas de vento sejam contabilizadas no intuito de aproximar o modelo no local que a pá 

teoricamente seria alocada a fim de reduzir ao máximo a diferença entre a simulação 

numérica e o efeito real. 
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APÊNDICE A 

 

CÓDIGO MATLAB ESTABILIDADE 

 

clear all;close all;clc; 

  

[a, c, E, rho, Iy, Iz, Fn] = Geo_Blade(); 

  

nel = 5;                        % nº EF 5 

nnos = nel + 1;                 % nº NOS 

gdl_no = 6;                     % nº DE GDL POR NO 

gdls_global = nnos * gdl_no;    % nº DE GDL TOTAIS 

gdls_livre = gdls_global - 6;   % nº DE GDL LIVRES 

n_mode = 6;                     % nº de modos a serem determinados (6gdl) 

h = c;                          % thikcness [m] 

e = 0;                          % 

b = a;                          % base 4.45 [m] 

poi = 0.34;                      % poison 

A = b * h;                      % area of cross section [m^2] 

% E = E;                          % Youngs modulus [Pa] 

G = E / (2 * (1 + poi));        % shear modulus 

% Iy = 4.33*10^(-7);              % blade cross section moment of inertia about y-axis [m^4] 

% Iz = 1.455*10^(-7);             % blade across section moment of inertia about z-axis [m^4] 

J = Iy + Iz;                    % St Venants torsional stiffness constant ou (momento de 

inercia a torcao) 

l = 1.3208;                     % element length [m] 

m = rho * b * h;               % mass/length 7860 * b * h [kg/m] 

XL = 1.3208;                    % Radius of the hub disk (parte rigida) [m] 

R = nel*l;                      % radius of rotor [m] 

km = sqrt(J / A);               % mass radius of gyration  

km1 = sqrt(Iy / A); 

km2 = sqrt(Iz / A); 

  

Theta_twist = 0.0;              % torsion angle 

  

Omega = 0;                    % Rotational velocity [rad/s] 

  

% Amortecimento proporcional 

alpha = 0.05;               % Coeficiente de amortecimento proporcional à massa 

beta = 0;                % Coeficiente de amortecimento proporcional à rigidez 

  

% Matrizes globais vazias 

M = zeros(gdls_global);  

K = M; 

C = M; 

IDENT = eye(gdls_global); 

  

% Conectividades 

matgdl = zeros(nnos, 6); 

for i = 1:nnos 

    matgdl(i,:) = [(i*6)-5, (i*6)-4, (i*6)-3, (i*6)-2, (i*6)-1, (i*6)]; 

end 

  

conect = zeros(nel, 12);  

for i = 1:nel 

    conect(i,:) = [(i*6)-5, (i*6)-4, (i*6)-3, (i*6)-2, (i*6)-1, (i*6), (i*6)+1, (i*6)+2, 

(i*6)+3, (i*6)+4, (i*6)+5, (i*6)+6]; 

end 

  

% Montagem das matrizes globais 

for i = 1:nel 

    xxi = XL + l * i; 

  

    Me =    [-(l*m)/3,               0,               0,                                            

0,              0,               0, -(l*m)/6,               0,               0,                                            

0,               0,              0 

                   0,    -(13*l*m)/35,               0,                                            

0,              0, -(11*l^2*m)/210,        0,     -(9*l*m)/70,               0,                                            

0,               0, (13*l^2*m)/420 
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                   0,               0,    -(13*l*m)/35,                                            

0, (11*l^2*m)/210,               0,        0,               0,     -(9*l*m)/70,                                            

0, -(13*l^2*m)/420,              0 

                   0,               0,               0,  -

(6230579964479501*l*m)/6917529027641081856,              0,               0,        0,               

0,               0, -(6230579964479501*l*m)/13835058055282163712,               0,              

0 

                   0,               0,  (11*l^2*m)/210,                                            

0,   -(l^3*m)/105,               0,        0,               0,  (13*l^2*m)/420,                                            

0,     (l^3*m)/140,              0 

                   0, -(11*l^2*m)/210,               0,                                            

0,              0,    -(l^3*m)/105,        0, -(13*l^2*m)/420,               0,                                            

0,               0,    (l^3*m)/140 

            -(l*m)/6,               0,               0,                                            

0,              0,               0, -(l*m)/3,               0,               0,                                            

0,               0,              0 

                   0,     -(9*l*m)/70,               0,                                            

0,              0, -(13*l^2*m)/420,        0,    -(13*l*m)/35,               0,                                            

0,               0, (11*l^2*m)/210 

                   0,               0,     -(9*l*m)/70,                                            

0, (13*l^2*m)/420,               0,        0,               0,    -(13*l*m)/35,                                            

0, -(11*l^2*m)/210,              0 

                   0,               0,               0, -

(6230579964479501*l*m)/13835058055282163712,              0,               0,        0,               

0,               0,  -(6230579964479501*l*m)/6917529027641081856,               0,              

0 

                   0,               0, -(13*l^2*m)/420,                                            

0,    (l^3*m)/140,               0,        0,               0, -(11*l^2*m)/210,                                            

0,    -(l^3*m)/105,              0 

                   0,  (13*l^2*m)/420,               0,                                            

0,              0,     (l^3*m)/140,        0,  (11*l^2*m)/210,               0,                                            

0,               0,   -(l^3*m)/105]; 

  

    Ke = [- (A*E)/l - (Omega^2*l*m)/3,                                                                                                               

0,                                                                                                              

0,                                                       0,                                                                                                         

0,                                                                                                           

0,   (A*E)/l - (Omega^2*l*m)/6,                                                                                                               

0,                                                                                                              

0,                                                       0,                                                                                                          

0,                                                                                                            

0 

                          0, (19*Omega^2*l*m)/35 - (12*E*Iz)/l^3 + (3*Omega^2*m*xxi)/5 + 

(3*Omega^2*m*xxi^2)/(5*l) - (3*Omega^2*R^2*m)/(5*l),                                                                                                              

0,                                                       0,                                                                                                         

0,    (37*Omega^2*l^2*m)/420 - (Omega^2*R^2*m)/20 + (Omega^2*m*xxi^2)/20 - (6*E*Iz)/l^2 + 

(Omega^2*l*m*xxi)/10,                           0,  (12*E*Iz)/l^3 - (3*Omega^2*l*m)/70 - 

(3*Omega^2*m*xxi)/5 - (3*Omega^2*m*xxi^2)/(5*l) + (3*Omega^2*R^2*m)/(5*l),                                                                                                              

0,                                                       0,                                                                                                          

0,                            (Omega^2*m*xxi^2)/20 - (19*Omega^2*l^2*m)/420 - 

(Omega^2*R^2*m)/20 - (6*E*Iz)/l^2 

                          0,                                                                                                               

0, (6*Omega^2*l*m)/35 - (12*E*Iy)/l^3 + (3*Omega^2*m*xxi)/5 + (3*Omega^2*m*xxi^2)/(5*l) - 

(3*Omega^2*R^2*m)/(5*l),                                                       0,      

(Omega^2*R^2*m)/20 - (Omega^2*l^2*m)/28 - (Omega^2*m*xxi^2)/20 + (6*E*Iy)/l^2 - 

(Omega^2*l*m*xxi)/10,                                                                                                           

0,                           0,                                                                                                               

0, (12*E*Iy)/l^3 - (6*Omega^2*l*m)/35 - (3*Omega^2*m*xxi)/5 - (3*Omega^2*m*xxi^2)/(5*l) + 

(3*Omega^2*R^2*m)/(5*l),                                                       0,                              

(Omega^2*R^2*m)/20 + (Omega^2*l^2*m)/70 - (Omega^2*m*xxi^2)/20 + (6*E*Iy)/l^2,                                                                                                            

0 

                          0,                                                                                                               

0,                                                                                                              

0, (l*m*Omega^2*km1^2)/3 - (km2^2*l*m*Omega^2)/3 - (G*J)/l,                                                                                                         

0,                                                                                                           

0,                           0,                                                                                                               

0,                                                                                                              

0, (l*m*Omega^2*km1^2)/6 - (km2^2*l*m*Omega^2)/6 + (G*J)/l,                                                                                                          

0,                                                                                                            

0 

                          0,                                                                                                               

0,           (Omega^2*R^2*m)/20 - (Omega^2*l^2*m)/28 - (Omega^2*m*xxi^2)/20 + (6*E*Iy)/l^2 - 

(Omega^2*l*m*xxi)/10,                                                       0, 

(Omega^2*l^3*m)/105 - (4*E*Iy)/l - (Omega^2*R^2*l*m)/15 + (Omega^2*l*m*xxi^2)/15 + 

(Omega^2*l^2*m*xxi)/30,                                                                                                           

0,                           0,                                                                                                               

0,           (Omega^2*l^2*m)/28 - (Omega^2*R^2*m)/20 + (Omega^2*m*xxi^2)/20 - (6*E*Iy)/l^2 + 
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(Omega^2*l*m*xxi)/10,                                                       0,  

(Omega^2*R^2*l*m)/60 - (2*E*Iy)/l - (Omega^2*l^3*m)/140 - (Omega^2*l*m*xxi^2)/60 - 

(Omega^2*l^2*m*xxi)/60,                                                                                                            

0 

                          0,        (37*Omega^2*l^2*m)/420 - (Omega^2*R^2*m)/20 + 

(Omega^2*m*xxi^2)/20 - (6*E*Iz)/l^2 + (Omega^2*l*m*xxi)/10,                                                                                                              

0,                                                       0,                                                                                                         

0, (2*Omega^2*l^3*m)/105 - (4*E*Iz)/l - (Omega^2*R^2*l*m)/15 + (Omega^2*l*m*xxi^2)/15 + 

(Omega^2*l^2*m*xxi)/30,                           0,           (Omega^2*R^2*m)/20 - 

(Omega^2*l^2*m)/210 - (Omega^2*m*xxi^2)/20 + (6*E*Iz)/l^2 - (Omega^2*l*m*xxi)/10,                                                                                                              

0,                                                       0,                                                                                                          

0,     (Omega^2*R^2*l*m)/60 - (2*E*Iz)/l - (Omega^2*l^3*m)/70 - (Omega^2*l*m*xxi^2)/60 - 

(Omega^2*l^2*m*xxi)/60 

  (A*E)/l - (Omega^2*l*m)/6,                                                                                                               

0,                                                                                                              

0,                                                       0,                                                                                                         

0,                                                                                                           

0, - (A*E)/l - (Omega^2*l*m)/3,                                                                                                               

0,                                                                                                              

0,                                                       0,                                                                                                          

0,                                                                                                            

0 

                          0,  (12*E*Iz)/l^3 - (3*Omega^2*l*m)/70 - (3*Omega^2*m*xxi)/5 - 

(3*Omega^2*m*xxi^2)/(5*l) + (3*Omega^2*R^2*m)/(5*l),                                                                                                              

0,                                                       0,                                                                                                         

0,       (Omega^2*R^2*m)/20 - (Omega^2*l^2*m)/210 - (Omega^2*m*xxi^2)/20 + (6*E*Iz)/l^2 - 

(Omega^2*l*m*xxi)/10,                           0, (19*Omega^2*l*m)/35 - (12*E*Iz)/l^3 + 

(3*Omega^2*m*xxi)/5 + (3*Omega^2*m*xxi^2)/(5*l) - (3*Omega^2*R^2*m)/(5*l),                                                                                                              

0,                                                       0,                                                                                                          

0,                             (Omega^2*R^2*m)/20 - (4*Omega^2*l^2*m)/105 - 

(Omega^2*m*xxi^2)/20 + (6*E*Iz)/l^2 

                          0,                                                                                                               

0, (12*E*Iy)/l^3 - (6*Omega^2*l*m)/35 - (3*Omega^2*m*xxi)/5 - (3*Omega^2*m*xxi^2)/(5*l) + 

(3*Omega^2*R^2*m)/(5*l),                                                       0,      

(Omega^2*l^2*m)/28 - (Omega^2*R^2*m)/20 + (Omega^2*m*xxi^2)/20 - (6*E*Iy)/l^2 + 

(Omega^2*l*m*xxi)/10,                                                                                                           

0,                           0,                                                                                                               

0, (6*Omega^2*l*m)/35 - (12*E*Iy)/l^3 + (3*Omega^2*m*xxi)/5 + (3*Omega^2*m*xxi^2)/(5*l) - 

(3*Omega^2*R^2*m)/(5*l),                                                       0,                              

(Omega^2*m*xxi^2)/20 - (Omega^2*l^2*m)/70 - (Omega^2*R^2*m)/20 - (6*E*Iy)/l^2,                                                                                                            

0 

                          0,                                                                                                               

0,                                                                                                              

0, (l*m*Omega^2*km1^2)/6 - (km2^2*l*m*Omega^2)/6 + (G*J)/l,                                                                                                         

0,                                                                                                           

0,                           0,                                                                                                               

0,                                                                                                              

0, (l*m*Omega^2*km1^2)/3 - (km2^2*l*m*Omega^2)/3 - (G*J)/l,                                                                                                          

0,                                                                                                            

0 

                          0,                                                                                                               

0,                                  (Omega^2*R^2*m)/20 + (Omega^2*l^2*m)/70 - 

(Omega^2*m*xxi^2)/20 + (6*E*Iy)/l^2,                                                       0, 

(Omega^2*R^2*l*m)/60 - (2*E*Iy)/l - (Omega^2*l^3*m)/140 - (Omega^2*l*m*xxi^2)/60 - 

(Omega^2*l^2*m*xxi)/60,                                                                                                           

0,                           0,                                                                                                               

0,                                  (Omega^2*m*xxi^2)/20 - (Omega^2*l^2*m)/70 - 

(Omega^2*R^2*m)/20 - (6*E*Iy)/l^2,                                                       0, 

(3*Omega^2*l^3*m)/70 - (4*E*Iy)/l - (Omega^2*R^2*l*m)/15 + (Omega^2*l*m*xxi^2)/15 + 

(Omega^2*l^2*m*xxi)/10,                                                                                                            

0 

                          0,                               (Omega^2*m*xxi^2)/20 - 

(19*Omega^2*l^2*m)/420 - (Omega^2*R^2*m)/20 - (6*E*Iz)/l^2,                                                                                                              

0,                                                       0,                                                                                                         

0,    (Omega^2*R^2*l*m)/60 - (2*E*Iz)/l - (Omega^2*l^3*m)/70 - (Omega^2*l*m*xxi^2)/60 - 

(Omega^2*l^2*m*xxi)/60,                           0,                                

(Omega^2*R^2*m)/20 - (4*Omega^2*l^2*m)/105 - (Omega^2*m*xxi^2)/20 + (6*E*Iz)/l^2,                                                                                                              

0,                                                       0,                                                                                                          

0, (11*Omega^2*l^3*m)/210 - (4*E*Iz)/l - (Omega^2*R^2*l*m)/15 + (Omega^2*l*m*xxi^2)/15 + 

(Omega^2*l^2*m*xxi)/10]; 

  

    Ce =[                0, (7*Omega*l*m)/10, 0, 0, 0, (Omega*l^2*m)/10,                 0, 

(3*Omega*l*m)/10, 0, 0, 0, -(Omega*l^2*m)/15 

-(7*Omega*l*m)/10,                0, 0, 0, 0,                0, -(3*Omega*l*m)/10,                

0, 0, 0, 0,                 0 

                0,                0, 0, 0, 0,                0,                 0,                

0, 0, 0, 0,                 0 
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                0,                0, 0, 0, 0,                0,                 0,                

0, 0, 0, 0,                 0 

                0,                0, 0, 0, 0,                0,                 0,                

0, 0, 0, 0,                 0 

-(Omega*l^2*m)/10,                0, 0, 0, 0,                0, -(Omega*l^2*m)/15,                

0, 0, 0, 0,                 0 

                0, (3*Omega*l*m)/10, 0, 0, 0, (Omega*l^2*m)/15,                 0, 

(7*Omega*l*m)/10, 0, 0, 0, -(Omega*l^2*m)/10 

-(3*Omega*l*m)/10,                0, 0, 0, 0,                0, -(7*Omega*l*m)/10,                

0, 0, 0, 0,                 0 

                0,                0, 0, 0, 0,                0,                 0,                

0, 0, 0, 0,                 0 

                0,                0, 0, 0, 0,                0,                 0,                

0, 0, 0, 0,                 0 

                0,                0, 0, 0, 0,                0,                 0,                

0, 0, 0, 0,                 0 

 (Omega*l^2*m)/15,                0, 0, 0, 0,                0,  (Omega*l^2*m)/10,                

0, 0, 0, 0,                 0]; 

  

    % Montagem das matrizes globais 

    M(conect(i,:),conect(i,:)) = M(conect(i,:),conect(i,:)) + Me; 

    K(conect(i,:),conect(i,:)) = K(conect(i,:),conect(i,:)) + Ke; 

    C(conect(i,:),conect(i,:)) = C(conect(i,:),conect(i,:)) + Ce; 

end 

  

% Adicionar a matriz de amortecimento proporcional 

%C = alpha * M + beta * K; 

  

% Condições de contorno: fixar os graus de liberdade iniciais do engaste 

% com o hub 

  

K=K(7:end,7:end) ; 

M=M(7:end,7:end) ; 

C=C(7:end,7:end) + alpha * M + beta * K; 

  

% Construir a matriz do sistema PARA VERIFICAR ESTABILIDADE\= 

A = [zeros(size(M)), eye(size(M)); -M\K, -M\C]; %  Agora a A é 2nX2n 

% Calcular os valores próprios 

[eigenvectors, eigenvalues] = eig(A); 

[FN, idx] = sort(abs(diag(eigenvalues))); 

eigenvectors = eigenvectors(:, idx); 

frequencies = FN/(2*pi);                                     % [Hz] 

damping_ratios = -real((diag(eigenvalues)))./frequencies; 

damping_ratios = damping_ratios(idx) 

  

% Simulação no tempo 

tspan = [0 10]; 

y0 = [zeros(gdls_livre,1); zeros(gdls_livre,1)]; % Condições iniciais: posição e velocidade 

y0(end/2-5) = .001; 

y0(end/2-4) = .01; 

y0(end/2-3) = .01; 

[t, Resp] = ode45(@(t,y) sys_eq(t, y, M, C, K), tspan, y0); 

  

% Gráficos 

figure; 

plot(t, Resp(:,gdls_livre-[5,4,3])); %% Resp tem ordem de 2 gdls_livre 

[delocamento;velocidade] 

xlabel('Tempo (s)'); 

ylabel('Deslocamento'); 

title('Resposta temporal dos deslocamentos'); 

grid on; 

  

% Função de equações do sistema 

function dydt = sys_eq(t, y, M, C, K) 

    %disp("Time [s]:") 

    %disp(t) 

    n = length(y)/2; 

    dydt = zeros(size(y)); 

    dydt(1:n) = y(n+1:end); 

    dydt(n+1:end) = -M\(C*y(n+1:end) + K*y(1:n)); 

end 
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APÊNDICE B 

 

CÓDIGO DE MODELAGEM DINÂMICA DAS MATRIZES 

 

clc;clear 

  

h = 1;                     % thikcness 

  e = 0; 

  b = 1;                    % base 

  poi= 0,3;                 % poison 

  A= b*h;                   % area of cross section 

  E= 2*10^(11);             % Youngs modulus 

  G= E/(2*(1+poi)) ;        % shear modulus 

  Iy= (b*(h^(3)))/12;         % blade cross section moment of inertia about y-axis 

  Iz= (h*(b^(3)))/12;         % blade across section moment of inertia about z-axis 

  J= Iy+Iz;                 % St Venant?s torsional stiffness constant 

  %l= 2;                     % element length 

  m= 7860*b*h;              % mass/length 

  R= 10,5;                  % radius of rotor 

  km= sqrt(J/A);            % mass radius of gyration  

  Theta_twist= 0;           % torsion angle 

  Nele= 100;                % Number of elements 

  XL= 0,5;                  % Radius of the hub disk 

  Omega=1;                  % Rotational velocity 

  

syms u1(t) v1(t) w1(t) Phi1(t) Thetay1(t) Thetaz1(t) u2(t) v2(t) w2(t) Phi2(t) Thetay2(t) 

Thetaz2(t) du1(t) dv1(t) dw1(t) dPhi1(t) dThetay1(t) dThetaz1(t) du2(t) dv2(t) dw2(t) dPhi2(t) 

dThetay2(t) dThetaz2(t) x Omega m xxi R Iy Iz G J E A T(x) l km2 km1 

  

%Axial stretching   

s(1)= 1-x/l; 

s(2)= x/l; 

  

%Torsion  

s(3)= 1-x/l; 

s(4)= x/l; 

  

%Chordwise bending  (v) 

s(5)= 1-3*(x^2/l^2)+2*x^3/l^3; 

s(6)= x-2*(x^2/l)+x^3/l^2; 

s(7)= 3*(x^2/l^2)-2*(x^3/l^3); 

s(8)= -x^2/l+x^3/l^2; 

  

%Flapwise bending (w) 

s(9)= 1-3*(x^2/l^2)+2*x^3/l^3; 

s(10)= -x+2*(x^2/l)-x^3/l^2; 

s(11)= 3*(x^2/l^2)-2*(x^3/l^3); 

s(12)= x^2/l-x^3/l^2; 

  

%Displacements in terms of nodal displacements and shape functions  

u(x,t)= s(1)*u1(t)+s(2)*u2(t); 

Phi(x,t)= s(3)*Phi1(t)+s(4)*Phi2(t); 

v(x,t)= s(5)*v1(t)+s(6)*Thetaz1(t)+s(7)*v2(t)+s(8)*Thetaz2(t); 

w(x,t)= s(9)*w1(t)+s(10)*Thetay1(t)+s(11)*w2(t)+s(12)*Thetay2(t); 

du(x,t)= s(1)*du1(t)+s(2)*du2(t); 

dPhi(x,t)= s(3)*dPhi1(t)+s(4)*dPhi2(t); 

dv(x,t)= s(5)*dv1(t)+s(6)*dThetaz1(t)+s(7)*dv2(t)+s(8)*dThetaz2(t); 

dw(x,t)= s(9)*dw1(t)+s(10)*dThetay1(t)+s(11)*dw2(t)+s(12)*dThetay2(t); 

  

q= 

[u1(t),v1(t),w1(t),Phi1(t),Thetay1(t),Thetaz1(t),u2(t),v2(t),w2(t),Phi2(t),Thetay2(t),Thetaz2(

t)]; 

  

dq= 

[du1(t),dv1(t),dw1(t),dPhi1(t),dThetay1(t),dThetaz1(t),du2(t),dv2(t),dw2(t),dPhi2(t),dThetay2(

t),dThetaz2(t)]; 

  

q_ponto = diff(q, t); 
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q_2ponto = diff(q_ponto, t); 

  

u_ponto=diff(u(x,t),t); 

u_2ponto=diff(u(x,t),t,t); 

u_lin=diff(u(x,t),x); 

u_2lin=diff(u(x,t),x,x); 

  

Phi_ponto=diff(Phi(x,t),t); 

Phi_2ponto=diff(Phi(x,t),t,t); 

Phi_lin=diff(Phi(x,t),x); 

Phi_2lin=diff(Phi(x,t),x,x); 

  

v_ponto=diff(v(x,t),t); 

v_2ponto=diff(v(x,t),t,t); 

v_lin=diff(v(x,t),x); 

v_2lin=diff(v(x,t),x,x); 

  

w_ponto=diff(w(x,t),t); 

w_2ponto=diff(w(x,t),t,t); 

w_lin=diff(w(x,t),x); 

w_2lin=diff(w(x,t),x,x); 

  

du_ponto=diff(du(x,t),t); 

du_2ponto=diff(du(x,t),t,t); 

du_lin=diff(du(x,t),x); 

du_2lin=diff(du(x,t),x,x); 

  

dphi_ponto=diff(dPhi(x,t),t); 

dphi_2ponto=diff(dPhi(x,t),t,t); 

dphi_lin=diff(dPhi(x,t),x); 

dphi_2lin=diff(dPhi(x,t),x,x); 

  

dv_ponto=diff(dv(x,t),t); 

dv_2ponto=diff(dv(x,t),t,t); 

dv_lin=diff(dv(x,t),x); 

dv_2lin=diff(dv(x,t),x,x); 

  

dw_ponto=diff(dw(x,t),t); 

dw_2ponto=diff(dw(x,t),t,t); 

dw_lin=diff(dw(x,t),x); 

dw_2lin=diff(dw(x,t),x,x); 

  

%For one element of the blade 

%Strain energy 

%syms x Omega m xxi R 

T(x) = int(Omega^2*m*t,xxi+1,R) + int( Omega^2*m*t,xxi+x,xxi+1); 

  

dUu = int(E*Iy*(v_2lin*sin(Theta_twist)-w_2lin*cos(Theta_twist))*(sin(Theta_twist)*dv_2lin-

cos(Theta_twist)*dw_2lin) ,,, 

    + 

E*Iz*(v_2lin*cos(Theta_twist)+w_2lin*sin(Theta_twist))*(cos(Theta_twist)*dv_2lin+sin(Theta_twi

st)*dw_2lin) ,,, 

    + G*J*Phi_lin*dphi_lin + E*A*u_lin*du_lin + T(x)*v_lin*dv_lin + T(x)*w_lin*dw_lin, x, 

[0,l]); 

                                 

%Kinetic energy 

  

dVv=int((-m*u_2ponto-Omega^2*m*(x+u(x,t))-2*Omega*m*v_ponto)*du(x,t)+(-m*(v_2ponto-

Omega^2*v(x,t))+m*e*Phi_2ponto*sin(Theta_twist)+Omega^2*m*e*(cos(Theta_twist)-

Phi(x,t)*sin(Theta_twist))+2*m*Omega*u_ponto)*dv(x,t)+(-m*w_2ponto-

m*e*Phi_2ponto*cos(Theta_twist))*dw(x,t)+(-

Omega^2*m*e*v(x,t)*sin(Theta_twist)+m*e*(v_2ponto*sin(Theta_twist)-w_2ponto*cos(Theta_twist))-

Omega^2*m*(km2^2-km1^2)*(cos(Theta_twist)*sin(Theta_twist)+Phi(x,t)*cos(2*Theta_twist))-

m*km^2*Phi_2ponto-Omega^2*m*e*x*(-v_lin*sin(Theta_twist)+w_lin*cos(Theta_twist)))*dPhi(x,t)+(-

Omega^2*m*e*x*(cos(Theta_twist)-sin(Theta_twist)*Phi(x,t)))*dv_lin+(-

Omega^2*m*e*x*(sin(Theta_twist)+cos(Theta_twist)*Phi(x,t)))*dw_lin,x, [0,l]); 

  

% Hamiltonian 

dH = simplify(-dUu + dVv); 

  

M_ele=sym(zeros(12,12)); 

K_ele=sym(zeros(12,12)); 

C_ele=sym(zeros(12,12)); 

syms VAR1 VAR2 

for j = 1:12 

    for k = 1:12 
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        M_ele(j, k) = 

subs(diff(subs(subs(diff(subs(dH,q_2ponto(j),VAR1),VAR1),VAR1,q_2ponto(j)),dq(k),VAR2),VAR2),V

AR2,dq(k)); 

    end 

end 

  

for j = 1:12 

    for k = 1:12 

        K_ele(j, k) = 

subs(diff(subs(subs(diff(subs(dH,q(j),VAR1),VAR1),VAR1,q(j)),dq(k),VAR2), VAR2),VAR2,dq(k));             

%subs(VAR2, dq(k), diff(subs(dq(k), VAR1, q(j)), VAR2)); 

    end 

end 

  

for j = 1:12 

    for k = 1:12 

        C_ele(j, k) = 

subs(diff(subs(subs(diff(subs(dH,q_ponto(j),VAR1),VAR1),VAR1,q_ponto(j)),dq(k),VAR2),VAR2),VAR

2,dq(k));  %subs(VAR2, dq(k), diff(subs(dq(k), VAR1, q_ponto(j)), VAR2)); 

    end 

end 

  

  

for j = 1:12 

    for k = 1:12 

        disp([j,k, M_ele(j,k)]); 

    end 

end 

  

for j = 1:12 

    for k = 1:12 

       

  

        %fprintf('(%d,%d) = %f\n', j, k, K_ele(j,k)); 

        disp([j,k, K_ele(j,k)]); 

    end 

end 

for j = 1:12 

    for k = 1:12 

        %fprintf('(%d,%d) = %f\n', j, k, C_ele(j,k)); 

        disp([j,k, C_ele(j,k)]); 

    end 

End 
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APÊNDICE C 

 

FUNÇÃO PARA ENCONTRAR GEOMETRIA DA PÁ 

 

 

 

function [a, c, E, rho, Iy, Iz, Fn] = Geo_Blade() 

clc; clear; 

  

    % Imperial System 

    Fw_i = 0.2977e8;                % Flapwise (E.Iy) [lbf-in^2] 

    Cw_i = 10e8;                    % Chordwise (E.Iz) [lbf-in^2] 

    As_i = 10e11;                   % Axial Stiffness (E.A) [lbf] 

    Ml_i = 0.0015;                  % Mass per unit length [lbf-sec^2/in^2] 

  

    % System International (SI) 

    Fw_si = Fw_i*4.45*6.45e-4;      % Flapwise (E.Iy) [N-m^2] 

    Cw_si = Cw_i*4.45*6.45e-4;      % Chordwise (E.Iz) [N-m^2] 

    As_si = As_i*4.45;              % Axial Stiffness (E.A) [N] 

    Ml_si = Ml_i*6894.76;           % Mass per unit length [kg/m] 

  

    E = 2.1e11;                     % Modulo Young Aco [N/m^2] 

    rho = 4850;                     % Massa especifica Aco [kg/m^3] 

  

    % Momento de Inercia 

    Iy = Fw_si/E; 

    Iz = Cw_si/E; 

  

    % Encontrando geometria da secao transversal 

    % Definir as variáveis simbólicas 

    syms a c 

  

    % Definir as equações 

    eq1 = (a * c^2) / 12 == Iy; 

    eq2 = (c * a^2) / 12 == Iz; 

  

    % Resolver o sistema de equações 

    sol = solve([eq1, eq2], [a, c]); 

  

    % Exibir as soluções 

    a_sol = double(sol.a(1)); 

    c_sol = double(sol.c(1)); 

  

    a = a_sol(1); 

    c = c_sol(1); 

  

    % 1º FREQ por Viga de Euler-Bernoulli 

    Bn = 1.875; 

    A = a*c; 

    L = 6.604 - 1.3208; 

    Fn = (Bn^2/(2*pi))*sqrt((E*Iy)/(rho*A*L^4)); 

     

end 

 


