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GONTIJO, F. A. S. . ANALISANDO CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE EM DIFERENTES BASES NU-
MERICAS. 2025. 106p. Dissertacdao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia,
Uberlandia-MG.

Resumo

Este trabalho propde uma investigacdo tedrica e didatica sobre os critérios de divi-
sibilidade em diferentes sistemas de numeracao, com énfase nos decimal, binario e
hexadecimal. Partindo de uma contextualizacao histérica dos sistemas de numeracao
utilizados por diversas civilizagdes. Este estudo estabelece uma base conceitual sélida
para a compreensao das estruturas posicionais e nao posicionais. Serao desenvolvi-
dos formalmente os principais algoritmos das operacdes aritméticas e os critérios de
divisibilidade em cada base numérica estudada. O capitulo final apresenta uma abor-
dagem generalizada para os critérios de divisibilidade em qualquer base numérica k,
propondo uma estrutura que pode ser utilizada tanto para fins de pesquisa quanto para
aplicacbes pedagdgicas.

Palavras-chave: Critérios de divisibilidade; Sistemas de numeracdo; Base decimal;

Base binaria; Base hexadecimal; Educacao matematica.



GONTIJO, F. A. S. .Analyzing Divisibility Criteria in Different Numeral Bases. 2025. 106p.

M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

This work proposes a theoretical and didactic investigation into the criteria of divisi-
bility across different numeral systems, with an emphasis on the decimal, binary, and
hexadecimal systems. Beginning with a historical contextualization of numeral systems
used by various civilizations, the study establishes a solid conceptual foundation for un-
derstanding positional and non-positional structures. The main algorithms of arithmetic
operations and the divisibility criteria in each studied numeral base will be formally de-
veloped. The final chapter presents a generalized approach to divisibility criteria in any
numeral base k, proposing a framework that can be used for both research purposes
and pedagogical applications.

Keywords: Divisibility criteria; Numeral systems; Decimal base; Binary base; Hexade-

cimal base; Mathematics education.
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Introducao

A humanidade, desde seus primérdios, estabelecia metodologias de contagem, dada a necessi-
dade de determinar medidas de tempo e espaco para um melhor atendimento as questdes basicas
de sobrevivéncia e, é possivel, tal necessidade continua atual. Tanto o labor quanto o écio no que

tange a humanidade estao atrelados a contagem.

De acordo com a professora de matematica, Tatiana Roque, em conjunto com o professor emérito,
Joao Bosco Pitombeira [8], associa-se a histéria dos nUmeros a necessidade de contagem, relacionada
a problemas de subsisténcia. Dessa forma, as primeiras civilizacdes comecaram a desenvolver bases

numéricas para uma melhor representacdo de tais quantidades.

Na antiguidade, temos como exemplo mais conhecido o sistema sexagesimal (base 60) posicional
na antiga Babil6nia, associado a escrita cuneiforme. Tal sistema ainda é utilizado nos nossos célculos
de horas, minutos e segundos, além das medidas dos angulos na geometria. Além deste sistema,
temos o sistema duodecimal (base 12), originario do nimero de falanges dos dedos da mao, o sistema
quinario (base 5) originario de algumas tribos africanas, provavelmente baseado na quantidade de

dedos em uma mao, o sistema vigesimal (base 20), usado por maias, astecas e celtas, entre outros.

Na nossa civilizagao contemporanea, utilizamos o sistema numérico hindu-arabico, nas mais diver-
sas situacdes, em uma base numeérica 10 e, portanto, utilizamos as operacdes basicas mais conhe-
cidas (soma, subtracdo, multiplicacdo, divisdo, potenciacao e radiciacao) tendo como referéncia tal

base numérica.

Ja na idade moderna, surgiram os sistemas de numeracdao binario e hexadecimal, ambos vinculados
a informéatica e a computacao, visto que, como visto na apostila do CEFET-SC [10], os computadores
digitais trabalham internamente com dois niveis de tensao, pelo que o seu sistema de numeracao
natural é o sistema binario (ligado, desligado). Além disso, os computadores costumam utilizar o byte
como unidade béasica da memdéria. Um byte possui a informacao de 8 bits e, entdo, um byte pode ser

representado por 8 algarismos do sistema binario ou por dois algarismos do sistema hexadecimal.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 1l



A proposta deste trabalho surge da observacao dos conteldos presentes no 62 ano do Ensino
Fundamental, em especial os que tratam da Histdéria dos Sistemas de Numeracao e dos Critérios
de Divisibilidade. Esses dois temas sao tradicionalmente abordados de forma separada, muitas
vezes de maneira descontextualizada ou superficial, o que pode dificultar a compreensao de sua

importancia e das conexdes existentes entre eles.

A motivacao principal, portanto, é oferecer uma abordagem mais significativa e interdisciplinar
dos conteldos curriculares, contribuindo para o desenvolvimento do raciocinio légico, da alfabetiza-
cdao matemadtica e da valorizacao cultural da disciplina. Ao apresentar as bases numéricas de forma
interligada com os critérios de divisibilidade e aplica-las em um minicurso pratico, espera-se ampliar o
repertdrio didatico de professores e despertar maior interesse dos alunos por temas tradicionalmente

considerados abstratos.

Também apresentaremos um minicurso sobre as bases numéricas discutidas, onde trabalharemos
a aritmética, com foco nas quatro operacdes basicas, nas diferentes bases numéricas vistas neste

trabalho e com exercicios de fixacdo para os estudantes.

Dessa forma, o Ultimo capitulo deste texto se refere a um minicurso com imagens registrando sua
aplicacdo e uma estrutura didatica baseada em [7], de forma a facilitar a compreensao dos estudantes

de Ensino Médio ou iniciantes na graduacao.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 2



CAPITULO 1

Historia dos Sistemas de Numeracao

A necessidade de contar, registrar e comunicar quantidades levou diferentes civilizacbes a de-
senvolverem seus préprios sistemas de numeragdo. Ao longo da histéria, esses sistemas variaram
bastante em estrutura e simbolos, mas dois aspectos principais os diferenciam: serem ou nao posici-

onais, e a base numérica utilizada, como base decimal, base duodecimal, entre outras.

Neste trabalho a sequir, entenderemos o que sao sistemas posicionais e nao posicionais e veremos
exemplos histéricos notaveis: os sistemas egipcio, maia, babilénico, romano e grego. Para tal, utiliza-
remos como fontes principais o livro de Tatiana Rogue e Joao Bosco Pitombeira [8] e a monografia de

Wagner Yuwamamoto Miyaschita [6].

1.1Sistema Posicional e Sistema Nao Posicional

Os sistemas de numeracao podem ser classificados, principalmente, em duas categorias: posicio-
nais e nao posicionais. Essa diferenca diz respeito ao fato de que, nos sistemas posicionais, o valor
de um simbolo depende da posicao em gue ele aparece no nimero. J& nos sistemas ndo posicionais,

cada simbolo possui sempre o mesmo valor, independentemente de sua posigao..

1.1.1Sistema Posicional

Em um sistema posicional, o valor de cada simbolo depende da posicdo em que ele se encontra
no numero. Ou seja, o0 mesmo algarismo pode representar quantidades diferentes, conforme a sua

ordem (veremos mais detalhadamente a seguir). Por exemplo, na nossa base decimal, considere o

& UFU-FAMAT-PROFMAT 3



Historia dos Sistemas de Numeracao Sistema Posicional e Sistema Nao Posicional

numero 343. Da esquerda para a direita, o primeiro 3 representa trezentos, o 4 representa quarenta,
e o Ultimo 3 representa trés. Isso ocorre porque cada posicao representa uma poténcia da base do
sistema:

343=300+40+3=3x100+4x10+3x1

Esse tipo de sistema permite representar grandes quantidades usando poucos simbolos. E o caso do
sistema indo-ardbico, usado atualmente, que utiliza apenas os algarismos de 0 a 9 e permite escrever

qualguer nimero, por maior que seja, com uma sequéncia organizada de digitos.

Sistemas como o babilénico, de base 60, o bindrio, de base 2, e o decimal de base 10, sdo alguns
exemplos. Por serem posicionais, se provaram mais eficientes para célculos e permitiram avancos

importantes na ciéncia e na tecnologia.

1.1.2Sistema Nao Posicional

J& em um sistema ndo posicional, a posicdo dos simbolos ndo altera seu valor. Cada simbolo
representa uma quantidade fixa, e os nUmeros sdo formados pela combinacao ou repeticao desses
simbolos. Um exemplo bem conhecido é o sistema romano, um sistema que nao possui simbolo para
o0 zero, e realizar operacdes matemdticas um pouco mais elaboradas, como multiplicacdo ou divisao,

é bem mais complexo.

Segundo Miyaschita [6], sistemas ndo posicionais atendiam bem as necessidades administrativas
e religiosas, mas com o tempo mostraram limitacdes para o desenvolvimento de uma matematica

mais abstrata.

A distincdo entre sistemas posicionais e nao posicionais é fundamental para entender a evolucao
histérica dos nimeros. Os sistemas ndo posicionais foram os primeiros a surgir, mas com o tempo, os
sistemas posicionais se mostraram mais eficazes para representar quantidades e realizar operacdes.

Veja a operacao de adicdo entre 1432 e 2468 utilizando nUmeros hindu-ardbicos e nimeros romanos:

Adicao dos numeros hindu-arabicos

1 4 3 2
+ 2 4 6 8
3900
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Adicao dos numeros romanos (criado por analogia para fins de comparacao)

M C D X X X I 1
+ M M C D L X V I TI

M MM CM

Como todos os simbolos | estdo ao final, podemos juntar cinco simbolos I, obtendo um simbolo V que,
por sua vez, ao juntar com outro simbolo V, obtemos X. Em seguida juntamos cinco simbolos X para
formar um simbolo L, que ao juntar com outro L, chegamos a um novo C. Por fim, ao unirmos CD com
CD e C, obtemos CM (400+400+100=900) e isto junto aos trés M's nos dé o resultado MMMCM. Mais
a frente, explicaremos o porque da utilizacao de apenas sistemas posicionais ao realizar o algoritmo

da adicao.

A mudanca do sistema posicional para o ndo posicional foi um dos grandes avancos da histéria da

matematica e abriu caminho para os sistemas que usamos atualmente.

1.20 Sistema Egipcio

O sistema de numeracdo desenvolvido pelos egipcios na Antiguidade é um dos mais antigos de
que se tem registro, de acordo com Roque e Pitombeira [8]. Ele surgiu por volta de 3000 a.C. e
foi utilizado ao longo de mais de dois mil anos. Esse sistema foi essencial para o funcionamento da
sociedade egipcia, especialmente para registros administrativos, tributarios e religiosos. As inscricoes

com nUmeros eram comuns em papiros, monumentos, timulos e templos.

Simbolo egipcio  descricie  nosso nimerc

| bastdo 1

calcanhar 10
rolo de corda 100

Z flor de lotus 1000
I dedo apontando 10000
o

peixe 100000

% homem 1000000

Figura 1.1: Simbolos Egipcios

Para escrever um nimero, bastava repetir o simbolo correspondente tantas vezes quantas fossem

necessarias. Por exemplo, o nimero 243 era representado com:

Apesar de funcionar bem para registros simples e contagens, o sistema egipcio ndo era pratico
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??7NnnNnnNnnNil

Figura 1.2: 243 no sistema egipcio

para operacdes matematicas mais complexas. Por isso, os egipcios desenvolveram métodos préprios

para adicao, subtracao e multiplicacao, usando tabelas e dobramentos.

Ainda assim, Roque e Pitombeira [8] explicam que, mesmo com essas limitacdes, o sistema egipcio
foi eficaz para a sua época e serviu como base para registros contdbeis e arquitetébnicos que eram

essenciais para a construcao de templos, piramides e sistemas de irrigacao.

1.30 Sistema Romano

O sistema de numeracao romano foi criado na Roma Antiga e se tornou amplamente utilizado em
todo o Império Romano. Sua influéncia foi tdo marcante que, ainda hoje, os nUmeros romanos con-
tinuam presentes em relégios, capitulos de livros, nomes de papas e monarcas, e em representacao
de séculos. Sua estrutura simples e visualmente distinta ajudava na leitura e escrita de nimeros em

monumentos, moedas e documentos oficiais.

O sistema romano é um sistema nao posicional, ou seja, os simbolos tém sempre o mesmo valor,
independentemente da posicdo em que aparecem. Além disso, ele é aditivo-subtrativo, o que significa
que os numeros sao formados a partir da soma ou subtracdo dos valores dos simbolos, dependendo

da ordem em que aparecem.

Simbolo Romano | Valor
1
5
10
50
100
500
1000

SO0 X< —

Tabela 1.1: Simbolos Romanos

Para formar outros nimeros, os romanos combinavam esses simbolos. Se um simbolo menor
viesse antes de um maior, ele era subtraido (por exemplo, IV = 4) e se viesse depois, era somado

(por exemplo, VI = 6).

Além disso, 0 mesmo simbolo ndo pode ser repetido mais do que trés vezes seguidas (por isso, 4
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é IV e nao llll) e apenas certos simbolos podem ser usados na subtracao (I apenas antes de V e X, X

antesdeLeC, e Cantesde D e M),

Por nao ter simbolo para o zero e por ser ndo posicional, o sistema romano nao era eficiente para
célculos matematicos. Dessa forma, ele servia mais para registro de datas e contagens simples do

que para realizar operacdes complexas.

No contexto do império, o sistema romano funcionava bem para contabilidade militar, impostos
e engenharia, especialmente porque era facil de ler e dificil de falsificar. No entanto, a falta de um
sistema posicional e de um simbolo para o zero tornava-o inadequado para o desenvolvimento da

matematica como ciéncia exata.

Assim, Miyaschita [6] aponta que o sistema romano, mesmo com suas limitacdes, teve grande
impacto cultural e permaneceu em uso por séculos, mesmo apés o surgimento de sistemas mais

eficientes.

O sistema de numeracdo romano é um exemplo de como uma civilizacdo pode criar uma forma util
de representacao numérica com base em simbolos simples. Ainda que limitado em termos matema-
ticos, seu legado permanece vivo até hoje, servindo como uma ponte entre a matematica antiga e a

simbologia moderna.

1.40 Sistema Grego

A Grécia antiga, conhecida por seus avancos em filosofia, ciéncia e matematica, também desenvol-
veu um sistema de numeracéao préprio. Apesar de sua grande contribuicao para o pensamento légico
e matematico, o sistema numérico grego era relativamente limitado e nao tao eficiente quanto os
sistemas egipcio ou babildnico. Ainda assim, ele foi amplamente utilizado e reflete a engenhosidade

e a cultura daquela civilizacao.

7

O sistema grego é um sistema ndo posicional e alfabético, também conhecido como sistema
jonico ou sistema atico (dependendo do periodo e da forma de escrita). No sistema jénico, cada
nUumero era representado por uma letra do alfabeto grego e as letras eram associadas a valores fixos,

0 que significa que, como nos sistemas egipcio e romano, a posi¢cao da letra ndo alterava o seu valor.

Os gregos usavam as 24 letras do alfabeto grego, mais 3 letras arcaicas (digamma, qoppa e sampi)

para completar os simbolos necessarios para representar unidades, dezenas e centenas:

Quando um numero ultrapassava 1000 era necessario colocar um pequeno sinal, semelhante ao
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UNIDADES DEZENAS CENTENAS
A a afa 1 [ ¢ iota 10| | P P réo 100
B B beta 2 K Kk kapa 20 S o sigma 200
[ 7y oama 3 A A ltambda3o | [ T 7 tau 300
A § deta 4 M K mu 40 Y U upsilon 400
E € epsilon 5 Nvmm 3501 ¢ (i) phi 500
[ & digama 6 z & ki 60| | X X khi 600
Z [ =t 7 O o omicron 70| | \Y Y psi 700
H Mete | |]] 7o 80 () @ omega 800
G 0 teta o q‘ ? kopa 90| | /1) % san 900

Figura 1.3: Simbolos Gregos

acento agudo, abaixo ou acima, e a esquerda da sequéncia de simbolos. E as dezenas de milha-
res eram representadas de forma multiplicativa, eles usavam o M (10000) abaixo do numeral a ser
multiplicado.
B y
a B y M M M
1000 2000 3000 10000 20000 30000

Figura 1.4: Simbolos Jénicos

Como era nao posicional, esse sistema dificultava a realizacao de operacdes matematicas com-
plexas. A auséncia de um simbolo para o zero e a dependéncia de muitas letras diferentes também
tornavam o sistema pouco pratico para calculos. Por isso, os matematicos gregos, como Euclides
e Arquimedes, muitas vezes usavam letras e expressoes algébricas ao lado dos numerais em seus

tratados.

No entanto, podemos afirmar que os gregos fizeram avancos profundos na matematica tedrica.
Roque e Pitombeira [8] destacam que, apesar das limitagdes do sistema numérico, os gregos foram
os primeiros a desenvolver uma geometria sistemdatica e a formalizar os axiomas e demonstracoes,

abrindo caminho para a matematica como ciéncia légica.

1.50 Sistema Maia

O sistema de numeragao desenvolvido pela civilizagdo maia, que floresceu na Mesoamérica (entre

o sudeste do México, Guatemala e Belize) entre os séculos Ill e XV, € um dos mais sofisticados entre
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0s povos pré-colombianos. Utilizado em atividades astron6micas, registros histéricos e calculos em
calendarios, o sistema maia é um excelente exemplo de sistema posicional e vigesimal, de base 20,
além de ser um dos primeiros a utilizar um simbolo para o zero, algo bastante raro nas culturas

antigas.

Enquanto o sistema decimal utiliza como base o nimero 10, o sistema maia era baseado em
multiplos de 20. Assim, a contagem seguia as poténcias de 20 (20°, 20!, 202, e assim por diante). A
posicdo de cada numero indicava sua multiplicacdo por uma poténcia de 20, o que confere ao sistema

maia a caracteristica posicional, algo que ele compartilha com o sistema decimal.

Uma excecdo notdvel ocorre no calendario maia: em certos contextos, a segunda posicao néo
representa 20!, mas sim 18 x 20 = 360, para melhor ajustar o sistema ao ano solar. Vejamos os

simbolos utilizados no sistema maia:

01 2 3 4
Q@ o o0 000 seee
5 6 7 8 9

10 11 12 13 14

15 16 17 18 19

Figura 1.5: Simbolos Maias

O simbolo da concha, usado para indicar o zero, € um dos grandes marcos do sistema maia.
Pouquissimos povos antigos conseguiram conceber e representar o zero como valor numérico. Os
maias o faziam com clareza, usando-o tanto para representar a auséncia de quantidade quanto como

parte essencial da estrutura posicional.

Assim Roque e Pitombeira [8], ressaltam que o uso do zero pelos maias, de forma sistematica, foi
fundamental para a construcao de calendéarios e previsées astrondmicas complexas, demonstrando

um pensamento matematico altamente avancado.

Como observa Miyaschita [6], o sistema maia nao foi amplamente disseminado fora da regiao
mesoamericana, mas é um testemunho poderoso da diversidade de formas que a matematica pode
assumir em diferentes culturas. Seu uso de simbolos simples, organizacao posicional e zero mostra

uma sofisticacdo comparavel a dos sistemas mais avancados da histéria.
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1.60 Sistema Sumério-Babilonico (Duodecimal)

O sistema duodecimal, também conhecido como sistema de base 12, é uma forma alternativa
de contagem que utiliza doze unidades como base, em vez das dez do sistema decimal. Embora nao
tenha sido adotado como sistema padrao global, o duodecimal foi utilizado por diversas civilizacbes ao
longo da histéria, com destaque para os sumérios e posteriormente os babilénios, que o empregavam

em conjunto com o sistema sexagesimal, que trabalharemos a frente.

No sistema duodecimal, os nimeros sdo organizados em poténcias de 12. Assim como no sistema
decimal usamos as casas das unidades, dezenas, centenas (10}, 102, 103...), no sistema de base 12

usamos as unidades, dizias, grosas (12!, 122, 123...) e assim por diante.

Segundo Miyaschita [6], o sistema de base 12 apresenta vantagens praticas em divisibilidade,
pois o nimero 12 tem mais divisores inteiros do que o nimero 10. O numero 12 pode ser dividido
exatamente por 2, 3, 4 e 6, enquanto o 10 sé é divisivel por 2 e 5. Essa maior flexibilidade torna o
duodecimal ideal para medicdes e particdes. Nao é por acaso que muitas unidades tradicionais de

medida refletem o uso dessa base, como por exemplo:

* 12 polegadas =1 pé;
e 12 meses =1 ano;
e 2 dlzias = 24 itens;

* 1 grosa = 12 dlzias = 144 itens.

Nesse contexto, os exemplos mostram que, mesmo sem ser um sistema de numeracao oficial como

o decimal, o duodecimal esta profundamente enraizado em praticas do cotidiano.

A base 12 foi especialmente importante para os sumérios, um dos primeiros povos da Mesopota-
mia. Acredita-se que seu uso esteja relacionado a contagem com os dedos, ja que é possivel contar

até 12 nas falanges dos dedos de uma Unica mao, usando o polegar como indicador.

Portanto, o sistema duodecimal é um exemplo fascinante de como diferentes civilizacbes experi-
mentaram alternativas ao sistema decimal, buscando praticidade e eficiéncia. Embora nao tenha se
tornado o sistema predominante, seu uso em medidas, calendarios e contagens reforca sua impor-

tancia histdrica e cultural.
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Figura 1.6: Contando até 12 com as Falanges

1.70 Sistema Babilonico (Sexagesimal)

O sistema de numeracao babilénico surgiu na antiga Mesopotamia, especialmente entre os povos
sumeérios e acadianos, e foi posteriormente aperfeicoado pelos babilénios por volta de 2000 a.C. Esse
sistema é considerado um dos mais sofisticados da Antiguidade, tanto por sua estrutura quanto pela

influéncia que exerceu sobre a matemaética posterior, especialmente na astronomia.

Diferentemente dos sistemas anteriores, o sistema babilénico é posicional, ou seja, o valor de um
simbolo depende de sua posicdo no nimero. Ele também é sexagesimal, o que significa que tem
base 60. Em vez de contar de 0 a 9, como fazemos no sistema decimal, os babil6nios contavam
de 0 a 59, e depois passavam para a préxima ordem de grandeza, como fazemos ao completar uma

dezena e passar para a casa das dezenas.

O uso da base 60 provavelmente surgiu da combinacao de sistemas anteriores, como base 10 e
base 12, e por razdes praticas, ja que o nUmero 60 tem muitos divisores (2, 3, 4, 5, 6...), o que facilita

a divisdo e a medicao de tempo e angulos, praticas que os babil6nios dominavam com precisdo.

Os babil6nios utilizavam dois tipos bésicos de marcas em forma de cunha feitas com um estilete

de junco em tabuletas de arqgila:

Observe a similaridade dos simbolos para 1 e 60, isso ocorre porgue se diferenciavam pela posicao.
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Figura 1.7: Sistema Sexagesimal

Inicialmente, nao havia um simbolo para o zero, o que gerava ambiguidade em alguns casos. Mais
tarde, os babildnios passaram a usar um marcador para indicar a auséncia de valor em uma posicao

intermedidria, embora esse simbolo ndo tivesse valor numérico préprio.

Apesar disso, o sistema babilénico foi amplamente usado em astronomia, calendario, agricultura
e comércio. Muitos dos conhecimentos astron0micos dos gregos e até dos modernos se baseiam em
registros babilénicos. O uso atual de 60 minutos em uma hora e 360 graus em um circulo é uma

heranca direta desse sistema.

Segundo Rogue e Pitombeira [8], os babilénios foram capazes de resolver equacdes do segundo

grau e de elaborar tabelas trigonométricas gracas ao seu sistema numérico eficiente e a notacao

posicional.

1.80 Sistema Hindu-Arabico

O sistema hindu-arabico é o sistema de numeracdo utilizado atualmente em praticamente todo o
mundo. Sua importancia é imensa, pois ele possibilita a realizacao de célculos complexos com facili-
dade e eficiéncia. Esse sistema combina duas caracteristicas fundamentais que o tornaram superior

aos anteriores: é posicional e possui um simbolo para o zero.
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O sistema foi desenvolvido originalmente na india, entre os séculos | e IV d.C., e posteriormente
aperfeicoado por matematicos drabes durante a Idade Média. A partir dai, foi levado para a Europa
por meio de traducdes de obras arabes para o latim. Um dos responsaveis por sua disseminacao no
Ocidente foi Leonardo de Pisa, mais conhecido como Fibonacci, que em 1202 escreveu o Liber Abaci

[4], introduzindo o sistema ao publico europeu.

Vale ressaltar que o sistema hindu-ardbico também é posicional, o que permite que o mesmo
simbolo tenha significados diferentes dependendo da posicao onde aparece, algo impossivel nos sis-
temas egipcio, romano ou grego, por exemplo, que eram ndo posicionais. Além disso, a introducao
do zero (0) como numero foi uma inovacao fundamental. No sentido que o zero tem dois papéis im-
portantes: representa a auséncia de valor e ocupa lugar na estrutura posicional (por exemplo, 204 é

diferente de 24).

Dessa forma, sdo utilizados apenas dez simbolos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9. Com esses simbolos,
é possivel formar qualquer nimero e realizar operacdes com rapidez, especialmente com a ajuda das

regras da aritmética algébrica, que veremos mais adiante.

De acordo com Miyaschita [6], a combinacao de posicao e base 10 torna esse sistema extrema-
mente versatil, eficiente e adequado para o ensino, a ciéncia e o comércio. Além disso, Tatiana Roque
[8] aponta que a adocgdo do sistema hindu-ardbico foi um divisor de dguas na histéria da matema-
tica, pois permitiu o desenvolvimento da algebra e da aritmética moderna. Assim como a evolucao

mostrada na imagem abaixo:

«tc \333F £759
S V334889590
N 1TEYr9eTs s
haeOctenel ) 2 B b 46 T8I e

Europeu 9 7 2 &
séc. XVI ' b o

mad 1234567890

Figura 1.8: Evolucao do Sistema Hindu-Ardbico

Na Europa, o sistema demorou a ser aceito. Por muitos séculos, os nimeros romanos continuaram
em uso oficial, enquanto o sistema hindu-ardbico era adotado principalmente por comerciantes e

matematicos. Eventualmente, porém, sua eficiéncia prevaleceu e ele se tornou o padrao numérico
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nao apenas na Europa, mas também de maneira global.

Hoje, é o sistema universalmente utilizado em todos os campos: educacdo, ciéncia, engenharia,
economia e vida cotidiana. Nesse contexto, a sua importancia é tdo grande gue dificilmente conse-

guimos imaginar como seria viver sem ele.

Portanto, a histéria dos sistemas de numeracdo revela a diversidade e a criatividade com que dife-
rentes povos lidaram com a necessidade de contar, calcular e registrar. Dos sistemas nao posicionais
como o egipcio e o romano, aos avangados sistemas posicionais como o maia e o hindu-ardbico, cada

um reflete aspectos culturais, tecnoldgicos e praticos de sua época.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 14



CAPITULO 2

O Conjunto dos Numeros Inteiros (Z)

Trataremos, neste capitulo, do conjunto dos numeros inteiros Z dado pela unido dos nimeros
naturais, incluindo o elemento neutro (zero), N e seus opostos, utilizando como referéncia o livro de
Nazaré Bezerra [1]. Além disso, as propriedades e axiomas relacionados aos ndmeros inteiros sdo

validas, independentemente, da base numérica com a qual se esta trabalhando.

Este conjunto surge da necessidade da ampliacao do conjunto dos nlimeros naturais, pois estes

nao eram suficientes para a resolucao de situacdes cotidianas.

Como dito por Bezerra em [1], neste conjunto estao definidas duas operacdes:

(i) adicdo: que associa a todo par (a, b) de nimeros inteiros, asomaa+ b € Z;

(if) multiplicacdo: que associa a todo par (a,b) de nimeros inteiros, a produto a- b € Z. Em geral,

representamos o produto por ab.

Tais operacdes sao definidas a partir de axiomas.

2.1Axiomas da Adicao

De acordo com Bezerra [1], para que possamos definir a operacao adicao no conjunto dos nimeros

inteiros utilizamos os seguintes axiomas:
(A1) A adicao é comutativa, ou seja, para quaisquer a, b € Z:

a+b=>b+a;
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(A2) A adicao é associativa, ou seja, para quaisquer a, b, c € Z:

(a+b)+c=a+(b+c);

(A3) Existéncia e unicidade do elemento neutro da adicao, ou seja, para qualquer a € Z:

a+0=a;

(A4) Existéncia e unicidade do oposto, ou seja, para qualquer a € Z:

a+(—a)=0.

2.2Axiomas da Multiplicacao

Assim como a adicao, Bezerra [1] define bem a multiplicacdo, no conjunto dos nimeros inteiros,

utilizando os seguintes axiomas:
(M1) A multiplicacao é comutativa, ou seja, para quaisquer a,b € Z:

ab = ba;

(M2) A multiplicacao é associativa, ou seja, para quaisquer a, b, c € Z:

(ab)c = a(bc);

(M3) Existéncia e unicidade do elemento neutro da multiplicacao, ou seja, para qualquer a € Z:

a-1=a;

(M4) Existéncia e unicidade do elemento nulo, ou seja, para quaisquer a,b € Z se ab = 0, entao

a=0oub=0

(M5) Distributividade da multiplicacdo com relacao a adicdo, ou seja, para quaisquer a, b, c € Z:

a(b+c)=ab+ac.
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2.3Divisor de um Inteiro e Divisibilidade

O conceito de divisor serd um dos mais explorados neste trabalho e, portanto, devemos definir tal

conceito muito bem. Portanto, de acordo com Bezerra [1], diremos que um nUmero inteiro b divide

outro inteiro a, se existe c € Z, tais que:

a = bc

Além disso, utilizaremos b | a para simbolizar que b divide a e b { a para indicar que b nao divide

a. Se b divide a dizemos que b é um divisor de a ou que a é multiplo de b.

A proposicdo a seguir é uma importante propriedade da divisibilidade.

Proposicao 2.1

Sejama,b,c€Z.Sea|bealc,entdoa|(bm+cn), comm,n€Z.

Demonstracdo. Comoa | b e a|c, existem p,q € Z, tais que:

Multiplicando a primeira por m e a segunda por n, obtemos:

bm = a(pm)

cn = a(gn)

Somando ambas igualdades, temos:

bm+cn=a(pm+qn)

Portanto, a | bm + cn, pois pm +qn € Z.

A préoxima proposicao fornece o intervalo no qual estdo os possiveis divisores positivos de um

ndmero inteiro.
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Proposicao 2.2

Sejam a e b inteiros, com a # 0. Se b | a, entéo |b| < |a|.

Demonstracdo. Suponha que b | a. Entdo existe ¢ # 0 e ¢ € Z, tal que a = bc. Aplicando o médulo

em ambos os lados da igualdade, obtemos:

lal =1bc| =1b|-|c| = |b] -1 = b

Pois, como ¢ € Z e ¢ # 0 sabemos que |c| > 1 e, portanto, |b| < |a]. O

2.4Aritmética Modular

Existe uma area da matematica que trabalha com restos das divisdes, chamada Aritmética Modu-
lar. Utilizaremos nesse trabalho, com o objetivo de demonstrar alguns critérios de divisibilidade. Para

isso, é necessario definir seus conceitos fundamentais, baseando-nos na obra de Bezerra [1].

Definicao 2.1

Sejam a, b,m € Z com m > 0. Dizemos que:

a=b (modm)

Se, e somente se,a—b =k-m, k €Z, ou seja, a e b deixam o mesmo resto na divisdo por m.

Para operacdes com aritmética modular, devemos aplicar oito propriedades que veremos a seguir.

(P1) Reflexividade:

a=a (mod m);

(P2) Simetria:

Se a = b (mod m), entdo:

b=a (mod m);

(P3) Transitividade:

Sea=b (mod m) e b =c¢ (mod m), entdo:

a=c (mod m);
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O Conjunto dos Numeros Inteiros (Z)

Aritmética Modular

(P4) Adicao:

Sea=b (mod m)ec=d (mod m), entdo:

a+c=b+d (mod m);

(P5) Subtracdo:

Se a = b (mod m), entdo:

a—c=b—c (mod m);

(P6) Multiplicacao:
Se a = b (mod m), entdo:
a-c=b-c (mod m);
(P7) Potenciacao:
Se a = b (mod m), entdo:
a"=b" (modm), VneZ,;
(P8) Cancelamento (se ¢ e m forem coprimos):

Sea-c=b-c (mod m)emdc(c,m)=1, entéo:

a=b (mod m).

Agora, poderemos comecar a explorar os sistemas numéricos e seus critérios de divisibilidade.

& UFU-FAMAT-PROFMAT

19



CAPITULO 3

Sistema de Numeracao Decimal

O nosso atual sistema de numeracao decimal serd estudado neste capitulo, com o objetivo de en-
tender os critérios de divisibilidade aplicados na base numérica usual, além de algumas propriedades

das operacdes bésicas. Para tal, utilizamos o livro de Algebra Moderna [5].

3.10 Sistema de Numeracao Decimal

O sistema decimal é composto pelos algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9, em ordem crescente.
Dessa forma, como a nomenclatura de cada sistema é dada pela quantidade de algarismos utilizados,
este sistema é chamado de decimal por possuir dez algarismos. Além disso, como todos os sistemas
que serdo estudados posteriormente neste trabalho, este é chamado sistema posicional, em que a

posicao do algarismo determina sua grandeza.

Vale mencionar, assim como foi lembrado por Rodrigues [7], que cada terna de ordens, da esquerda

para a direita, compde uma classe, de acordo com a seguinte tabela:
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Sistema de Numeracao Decimal Algoritmo da Adicao no Sistema Decimal

Classe Ordem Nome
12 ordem Unidades
Classe das unidades | 22 ordem Dezenas
32 ordem Centenas

42 ordem | Unidades de milhar

Classe do Milhar 52 ordem | Dezenas de milhar

62 ordem | Centenas de milhar

72 ordem | Unidades de milhao

Classe do Milhao 82 ordem | Dezenas de milhao

92 ordem | Centenas de milhao

Representaremos um numero na base 10 por a(10), €M que:

Qo) =+ 10° +a; - 10" +ay - 10>+ +a, - 10", comn € Z

Por exemplo, o nimero 15087 tem a seguinte representacdo decimal:

1508719y =7-10°+8-10"'+0-10°+5-10°+1-10*

Note que, como este sistema é posicional, a posicdo ocupada por cada algarismo interfere no
seu valor numérico. Por exemplo, 0s nimeros 87,5 = 810" +7-10° e 7815 = 7- 10" + 8- 10° séo

diferentes.

Assim, chegamos a notagao utilizada hoje, em que o nimero ag, pode ser representado apenas
pelos seus coeficientes:

a(lo) - anan_l an_z voe a2a1a0
Apds entendermos a notacao que é utilizada na nossa base numérica, resta entender os métodos

de resolucao das quatro operacdes basicas: adicdo, subtracdo, multiplicacao e divisao.

3.2Algoritmo da Adicao no Sistema Decimal

O algoritmo da adicao é um método sequencial de resolucdo da operacao, baseado no sistema de

classes e ordens, citado anteriormente. Ele foi desenvolvido com o objetivo de organizar e facilitar o
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Sistema de Numeracao Decimal Algoritmo da Adicao no Sistema Decimal

processo de resolucdo, especialmente em calculos com nimeros maiores.

Para aplicar este algoritmo, o primeiro passo é alinhar os algarismos que compdem cada nimero
de acordo com as respectivas ordens. Em seguida realizamos a operacao entre ordens, da direita

para a esquerda, iniciando pelas unidades.

Vale a observacdo que a adicdo com reagrupamento se faz necesséria quando a soma obtida
em determinada ordem excede 9. Dessa forma, o valor que representaria uma ordem superior a

trabalhada é adicionado a préxima casa.

Exemplo 3.1

Por exemplo, vamos realizar a soma 145 + 273, utilizando o algoritmo:
1
145
+ 273
418

Demonstracdo. Para verificar a funcionalidade do método utilizaremos o método de inducdo. Inici-
almente, tomemos dois nimeros inteiros quaisquer na base decimal A e B de trés algarismos. Ou

seja:

A=ay+a,; 10" +a,-10°

B=by+b,-10' +b,-10?

Ao somarmos ambos 0s numeros obtemos:

Por exemplo, se a soma a, + b, = 10, teremos que (a, + b,) = 10' + ¢, e, portanto:

A+B=cy,+10*(a, + b, + 1)+ 10*(a, + b,)

De forma anéloga e geral, para qualquer parcela 10" - (a;+b;),icZe0<i<n, sea;+b; >10, ou

seja, a; + b; = 10 +¢; teremos:

1Oi . (ai + bl) = 101 . (101 + ci) — 10i+1 + 101 ¢
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Sistema de Numeracao Decimal Algoritmo da Subtracao no Sistema Decimal

Portanto, o algoritmo funciona para a adicao de quaisquer dois nimeros inteiros. O

3.3Algoritmo da Subtracao no Sistema Decimal

O algoritmo da subtracdo, assim como o anterior, ¢ um método sequencial, baseado no sistema de
classes e ordens e em alguns axiomas da adicao. Também foi desenvolvido com o objetivo de auxiliar

na resolucao da operacao.

Ao aplicar esse algoritmo, devemos alinhar os algarismos que fazem parte da composicao do nu-
mero respeitando as respectivas ordens. Em seguida realizamos a operacao entre ordens, da direita

para a esquerda, iniciando pelas unidades, assim como na adicao.

Vale ressaltar que, ao subtrair os algarismos, quando uma dessas operacdes ndo é possivel de se
realizar em N, é necessario “pegar emprestado” um da ordem seguinte, aumentando o valor em 10

e diminuindo o digito da coluna da esquerda em 1.

Exemplo 3.2

Por exemplo, vamos realizar a subtracdo 732 —561, utilizando o algoritmo, alinhando o niimero

de maior médulo por cima daquele que possui menor médulo:

613

752

—561

171

Para verificar a funcionalidade do método utilizaremos o método de inducao. Inicialmente, tome-

mos dois nimeros inteiros quaisquer na base decimal A e B de trés algarismos. Ou seja:

A=ay,+a;-10' +a,-10?

B=by+b,-10' +b,-10?

Ao subtrairmos A por B, obtemos:

A_B - (ao_ b0)+ 101 . (al - b1)+ 102 . (az_ bz)

Por exemplo, se b, > a,, entdo (a, — b,) ¢ N e, dai, devemos "pegar emprestado" 1 de a;. Isso

transforma a, em a,+10 e, como 0 < b, < 9 entdo a,+10 > b, e, agora temos (a,+10—b,) € N. Por
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Sistema de Numeracao Decimal Algoritmo da Multiplicacao no Sistema Decimal

outro lado, agora também temos a parcela 101(a1—1—b1), de forma a nao alterar A—B. Generalizando,
para qualquer parcela 10' - (a;+b;),i€Ze0<i<nseb; > a; devemos “pegar emprestado” 1 de

a;,1, OU seja, teremos:
10°(a; — b;) + 10 (azyy — byyy) = 10°(q; — b; +10) + 107 (@4 — by — 1)

Portanto, o algoritmo funciona na subtracdo de quaisquer dois nimeros inteiros.

3.4Algoritmo da Multiplicacao no Sistema Decimal

Este algoritmo, assim como os demais j& vistos, também é um método sequencial baseado no sis-
tema de classes e ordens, com a diferenga de que este tem referéncias nos axiomas da multiplicagao.
Para realizar o algoritmo, alinhamos ambos os numeros e multiplicamos os digitos individualmente,

considerando a ordem, de um dos numeros pelo outro. Em seguida, somamos os resultados obtidos.

No caso deste algoritmo, assim como na adicdo, o reagrupamento se faz necessario quando o
produto obtido em determinada ordem excede 9. Dessa forma, o valor que representaria uma ordem

superior a trabalhada é adicionado a préxima casa.

Exemplo 3.3

Por exemplo, vamos realizar a multiplicacao 123 x 45, utilizando o algoritmo:

1

11
123
X 45
615

1

+492

5535

Para verificar a funcionalidade do método, tomemos um numero inteiro A de trés algarismos e

outro numero inteiro B de dois algarismos. Ou seja:
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Sistema de Numeracao Decimal Algoritmo da Divisao no Sistema Decimal

Ao multiplicar os dois nimeros obtemos:

A-B = ayb,+ 10 (a, b, + agb,) + 10*(a,b, + a; b;) + 10°(a, b, )
Por exemplo, se ayb, > 10 entdo ayb, = 10c; + ¢, com ¢; > 0, dai:

AB = ¢, +10%(a, by + ayb; +¢;) +10%*(a,by +a; by) + 10%(a,b;)

Entdo, generalizando, para qualquer parcela 10° - (a; +b;),i€Ze0<i<n,sea;b; =10, ou seja,

a;b; =10c¢;,, + ¢;, com ¢;; > 0, teremos:
10" - (a;b;) = 10" - (10;,1¢;41 + ¢;) = 107 ¢, + 10'c;

Portanto, o algoritmo funciona na multiplicacdo de quaisquer dois nimeros inteiros.

3.5Algoritmo da Divisao no Sistema Decimal

O algoritmo da divisao ensinado na maioria das instituicoes de ensino no Brasil possui referéncia no
Algoritmo da Divisdo de Euclides, porém possui uma prépria estrutura sistematica do que chamamos

de “divisao longa”.

Definimos que, em uma divisdo de inteiros A= B = Q + R, em que A é chamado dividendo, B é

chamado divisor, Q o quociente e R o resto. Para realizar a divisao longa de A por B:

I.Primeiro alinhamos o dividendo e o divisor. O divisor é colocado dentro de uma "casinha"e o

dividendo fica do lado de fora;

II.LEm seguida, realizamos a divisao de cada digito de A, da esquerda para a direita (e utilizando

mais de um digito se necessario), por B;

llI.Na sequéncia multiplicamos o divisor pelo quociente encontrado e escrevemos o resultado

abaixo da parte do dividendo que utilizamos;
IV.Subtraimos o resultado da multiplicacao do dividendo, determinando, assim, um resto;
V.Trazemos o préximo digito do dividendo para baixo, ao lado do restante;

VI.Repetimos os passos Il a V até que todos os digitos do dividendo tenham sido utilizados;
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Sistema de Numeracao Decimal Critérios de Divisibilidade na Base Decimal

VII.O quociente ou resultado é o nimero formado abaixo da “casinha”.

Exemplo 3.4
Como exemplo, vamos realizar a divisdo 569 + 3:
569 | 3
(3x100) —300 | 189 (100+80+9)
269
(3x80) —240
29
3x9) =27
2

Vamos considerar este exemplo como o caso geral. Para entender o motivo da exatiddao deste

método, devemos associar a divisdo como uma operacao da multiplicacao “invertida”.

3.6Critérios de Divisibilidade na Base Decimal

Agora que ja temos as quatro operacoes basicas bem definidas, bem como seus métodos de aplica-
cdo e algoritmos de resolucado, podemos falar sobre alguns critérios de divisibilidade na base decimal.
Esses critérios funcionam como regras praticas para decidir se um certo nimero é multiplo, ou néo,

de um outro escolhido previamente.

Trataremos, neste capitulo, dos critérios de divisibilidade na base decimal mais conhecidos e uti-
lizados: Divisibilidade por 2, 3, 5, 9 e 10. Além disso, trataremos o curioso caso de divisibilidade
por 7 e 11, dois critérios pouco estudados nas escolas brasileiras e, para demonstrar estes critérios,

utilizaremos o texto de Talysson Paulo da Silva [9] e o artigo de Ana Paula Chaves e Thiago Porto [3].

3.6.1Divisibilidade por 2 na Base Decimal

Teorema 3.1 |

Um ndmero é divisivel por 2 se, e somente se, o digito das unidades (a,) for 0, 2, 4, 6 ou 8, ou

seja, se 0 numero terminar com algarismo par.
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Sistema de Numeracao Decimal Critérios de Divisibilidade na Base Decimal

Demonstracdo. (=) Tomemos um ndmero inteiro ag0, tal que:
Aoy =ao-10°+a; - 10" +a,-10*+--- +a,- 10", comn €N
Podemos escrever a;, da seguinte forma, colocando 10 em evidéncia:
Aoy =ao+10-(a; +a,-10" +---+a,-10""), comneN
Tomaremos k = (a; +a,-10' +---+a, - 10"1), dai:
a0y =ao+10-k

Dessa forma, a parcela 10 - k é divisivel por 2, pois 2| 10 e, portanto, a1y € divisivel por 2 se a, o for.

(<) Agora, nos resta mostrar a reciproca, ou seja, que se um nimero tem como algarismo das

unidades 0, 2, 4, 6 ou 8, entao este nimero é divisivel por 2.

De fato, vamos escrever:

a(lo) B ao + ].O ° l,

onde q, € {0,2,4,6,8}, ou seja, a, =2 b,. Dessa forma:
a(lo) =2- (bo + 51)

Portanto, 2 | agg). O

3.6.2Divisibilidade por 5 na Base Decimal

Teorema 3.2 |

Um ndmero é divisivel por 5 se, e somente se, o digito das unidades (a,) for 0 ou 5, ou seja se

terminar com 0 ou 5.

Demonstracdo. (=) Da mesma forma da demonstracdo do Teorema anterior, tomemos um ndmero

inteiro a,(), tal que:

Qo) = Go-10°+a; - 10" +a, - 10+ -+ +a, - 10", comn €N

& UFU-FAMAT-PROFMAT 27



Sistema de Numeracao Decimal Critérios de Divisibilidade na Base Decimal

Podemos escrever a;, da seguinte forma, colocando 10 em evidéncia:
Aoy =ao+10-(a; +a,-10" +---+a,-10""), comneN
Tomaremos k = (a; +a, - 10" +--- +a, - 10"1), dai:
a0y =ao+10-k

Dai, sabemos que a parcela 10 - k é divisivel por 5, pois 5 | 10 e, portanto, ag1p € divisivel por 5 se

a,=0o0ua,=>5.

(<) Reciprocamente,tomemos:

Se a, = 5 ou a, = 0 teremos a0y = 5+ (1 +2l) ou ago) = 5- (21). Portanto, 5 | (). O

3.6.3Divisibilidade por 10 na Base Decimal

Teorema 3.3 |

Um namero é divisivel por 10 se, e somente se, o digito das unidades (a,) for 0.

Demonstracdo. (=) Assim como as outras demonstracdes anteriores, tomemos um numero inteiro
ag0), tal que:

Aaoy =ao-10°+a; - 10" +a, - 10 +---+a, - 10", comn €N

Podemos escrever a;, da seguinte forma, colocando 10 em evidéncia:
anoy =ao+10-(a; +a,-10" ++--+a,-10""), comneN
Tomaremos k = (a; +a,-10' +--- +a,-10"1), daf:
a0y =ao+10-k

Portanto, a, € divisivel por 10 se a, = 0.

(<) Reciprocamente, tomemos:

Se a, = 0 teremos ag,q) = 10 - I. Portanto, 10 | a(y). -

& UFU-FAMAT-PROFMAT 28



Sistema de Numeracao Decimal Critérios de Divisibilidade na Base Decimal

3.6.4Divisibilidade por 3 e 9 na Base Decimal

Teorema 3.4 |

Um numero natural n é divisivel por 3 ou por 9 se, e somente se, a soma dos seus digitos for

divisivel por 3 ou por 9.

Demonstracdo. (=) De inicio, vamos observar, na base decimal, que:

10-1=9=1x9
10°—1=99=11x%x9
10°—1=999=111%x9

10*—1=9=1111%x9

Generalizando, temos paran € N,

10"—=1=11...1x9
——

nvezes

Ou seja, os numeros da forma 10" — 1 sao divisiveis por 9 (donde também sao divisiveis por 3).

Agora, tomemos um numero inteiro a,, tal que:
Aoy = do-10°+a; - 10" +a,-10*+ - +a,- 10", comn €N
Subtraindo de a5y a soma de seus algarismos, temos:

Aoy —(ap+ -+ +a,) =a,10° +a,10" + a,10* + -+ - +a,10" — (ap + - - - + a,)

=a,—ay+a,(10' = 1)+ a,(10*—1) +--- +a,(10" — 1)

Pela nossa observacao inicial, sabemos que o lado direito da igualdade é sempre divisivel por 9 (e

também por 3), ou seja, é da forma 9k com k € Z. Dai:

a(lo)_(a0+"'+an):9k

a(lo):9k+(a0+"'+an)

Portanto, agq sera divisivel por 9 (e consequentemente por 3), quando (ap+:--+a,) o for.

(<) Reciprocamente, suponhamos que ac10y Seja divisivel por 9 e por 3. Dessa forma, temos que
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a0y = 9q com g € Z. Dai:

a(lo)_(a0+"'+an):9k

(ag+---+a,) =9(qg—k)

Logo, se agy) € divisivel por 9 e por 3, a soma (a, + - +a,) também o é. O

3.6.5Divisibilidade por 7 na Base Decimal

Teorema 3.5 |

Um numero natural n é divisivel por 7 se, ao considerar o ultimo digito, multiplica-lo por 2 e

subtrai-lo do nimero que restou, também seja divisivel por 7.

Demonstragdo. Tomemos um numero inteiro ag g, tal que:
Aoy =ao+10-(a; +a,-10" +---+a,-10""), comneN
Tomaremos k = (a; +a,-10' +---+a,-10"1), daf:
a0y = ao + 10k
Note que 10 pode ser escrito como 7 + 3. Substituindo isso em qa(;):
apo) =7k + 3k +aq

Dessa forma:

a0y = 10k + ay = 3k + ay = 3k —6a, = k—2a, mod 7

Portanto, a(q) € divisivel por 7 quando k —2a, também o for. O

A Descoberta de Chika Ofili

Em 2019, Chika Ofili, um jovem estudante de 12 anos da Nigéria, fez uma descoberta surpreen-
dente ao encontrar um novo critério de divisibilidade por 7. Sua descoberta ocorreu enquanto ele

estudava um livro de matematica e percebeu um padrdo diferente para testar a divisibilidade por 7.
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Teorema 3.6: Teorema de Chika Ofili |

Um nUumero natural n é divisivel por 7 se, e somente se, ao multiplicarmos o algarismo das

unidades por 5 e somarmos ao restante do numero, o resultado for divisivel por 7.

Demonstragdo. Tomemos um numero inteiro agq divisivel por 7, tal que:
anoy =ao+10-(a; +a,-10" ++--+a,-10""), comneN
Tomaremos k = (a; + a, - 10 +---+a, - 10"1), dai:
ag0) = ao + 10k.

Sabemos, pela demonstracao anterior que:

a0y =3k +a, (mod 7)
Multiplicando ambos os lados por 5, obtemos:

5ag,0) = 15k + 5a, (mod 7)

Temos ainda que 15 =1 (mod 7) e, portanto, segue:

5ag0) =k +5a, (mod 7).
Como 5a19y = d(10y = 0 (mod 7), entéo:

k+5a,=0 (mod 7).

Ou seja, chegamos a conclusado que ag g divisivel por 7 se, e somente se entao k +5a, também. O

Exemplo 3.5

Por exemplo, vamos utilizar o critério para verificar que 4788 é divisivel por 7. Temos entdo
que 5a,+ k = 5-8+ 478 = 40+ 478 = 518. Por outro lado, aplicando o critério em 518,
teremos 5a, + k =5-8+4+51 =91 e, em seguida, aplicando o mesmo critério em 91, teremos
5a,+k=5-1+9=14. Como 7| 14, concluimos que 7 | 91, 7 | 518 e, portanto, 4788 ¢é divisivel

por 7.
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Exemplo 3.6

Agora, também como exemplo, vamos utilizar o critério para verificar que 6080 nao é divisivel
por 7. Temos entdo que 5a,+ k = 5-0+4 608 = 608. Por outro lado, aplicando o critério em 608,
teremos 5a,+k =5-8+60 =100 e, em seguida, aplicando o mesmo critério em 100, teremos
5a,+k=5-0+10=10. Como 7410, concluimos que 74100, 7 } 608 e, portanto, 6080 nao é

divisivel por 7.

O critério de divisibilidade por 7 surgiu como parte dos esforcos dos matematicos ao longo

da

histéria para simplificar célculos. Sua formalizacdo ocorreu na era moderna, impulsionada pelo de-

senvolvimento da teoria dos numeros. A descoberta recente de Chika Ofili demonstrou que ainda

espaco para inovacdes matematicas, mesmo em conceitos aparentemente bem estabelecidos.

3.6.6Divisibilidade por 11 na Base Decimal

—| Teorema 3.7 |

ha

Um nUmero natural n é divisivel por 11 se , e somente se, a diferenca entre a soma dos seus
algarismos de posicdo impar (unidades, centenas, etc.) e a soma dos algarismos de posicao

par (dezenas, milhares, etc.) for divisivel por 11.

Demonstracdo. (=) Tomemos um ndmero inteiro ag0, tal que:

Aoy =0ao+10-(a; +a,-10" +---+a,-10""), comneN

Suponhamos que ag € divisivel por 11 e, dessa forma, a5 =0 (mod 11). Podemos perceber um

padrdo nos restos das divisdes das poténcias de 10 por 11:

10° = 1 (mod 11),

10! = 10=—1 (mod 11),
10> = 100=1 (mod 11),
10° = 1000=—1 (mod 11),
10° = 10000=1 (mod 11),

Logo, as poténcias de 10 com expoente par sdo congruentes a 1 (mod 11) e as de expoente impar
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sdo congruentes a —1 (mod 11). Dai:

a(lo)an'1_a1'1+a2'1_a3'1"'+a2k'1_a2k+1'1 (Il’lod ].1)

Tomando Sy, = ap+a, +a,+---+ay e também Sy, =a; +a; +as + -+ + dyyq, temos:

A(10) = Sok — Sy (mod 11)

Pela hipétese, chegamos a:

Logo, se aq € divisivel por 11, a diferenca entre a soma dos seus algarismos de posi¢ao impar e a

soma dos algarismos de posicao par é divisivel por 11.
(&) Agora, tomemos um nimero a0y €M que a diferenga entre a soma dos seus algarismos de
posicao impar e a soma dos algarismos de posicao par for divisivel por 11. Ou seja:
Ou, como visto acima:
a(lo) = Szk _82k+1 = O (mOd 11).

Portanto, se a diferenca entre a soma dos seus algarismos de posicdo impar e a soma dos algarismos

de posicao par for divisivel por 11, o nimero a5y também o é. O
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CAPITULO 4

Sistema de Numeracao Binario

Nesse capitulo, serd abordado o sistema de numeracao binario e alguns critérios de divisibilidade
e, para introduzir a aritmética bindria, utilizamos a apostila do CEFET-SC [10] por apresentar uma
abordagem didatica, clara e acessivel sobre o sistema bindrio, especialmente voltada para estudantes
do ensino técnico e médio. Estes nimeros sao, atualmente, a base de sistemas computacionais que
trabalham internamente com dois niveis de tensdo, razao pela qual o seu sistema de numeracao
natural é o sistema bindrio (aceso, apagado). Com efeito, num sistema simples como este é possivel
simplificar o cédlculo, com o auxilio da légica booleana, que abordaremos a seguir. Em computacao,
chama-se um digito binario (0 ou 1) de bit, que vem do inglés Binary Digit. Um agrupamento de 8 bits

corresponde a um byte (Binary Term).

4.10 Sistema de Numeracao Binario

O sistema binario é base para a algebra booleana (de George Boole - matematico inglés), que
permite fazer operacdes ldgicas e aritméticas usando-se apenas dois digitos ou dois estados (sim e
ndo, falso e verdadeiro, tudo ou nada, 1 ou 0, ligado e desligado). Ela lida com varidveis que assu-
mem apenas dois valores, geralmente representados como 0 ou 1, e define trés operacdes principais
geralmente denotadas como “E” (A) e “OU” (V), uma operacdo unaria “NAO” (—). Toda a eletrénica
digital e computacdo estd baseada no sistema binario e na légica de Boole, que permite representar
por circuitos eletrénicos digitais (portas légicas) os niumeros, caracteres, realizar operacdes ldgicas e
aritméticas. Os programas de computadores sdo codificados sob forma bindria e armazenados nas

midias (memborias, discos, etc.) sob esse formato.
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Representaremos um nimero na base 2 por b,), em que:

by =Dbo-2°+by-2"+by-2°+---+b,-2" comneN

Exemplo 4.1

Por exemplo, o nimero 751y tem a seguinte representagao binaria:

7500 =1-2°40-2°4+0-2*+1-2°+0-2+1-2' +1-2°=64+8+2+1=1001011,,

Dessa forma, a notagdo utilizada, também posicional, com b; € {0, 1}, é a seguinte:

b(z) B bnbn—l bn_2 c o b2b1 bO

Note que numeros com os algarismos nas mesmas posicées, mas em bases diferentes, nao pos-

suem necessariamente o mesmo valor. Por exemplo 101, #+ 1015y = 5(10)-

4.2Conversao da Base Decimal para Base Binaria

A conversao da Base Decimal para a Base Binaria pode ser feita utilizando o método das divisdes
sucessivas por 2. Este consiste em realizar a divisao inteira por 2, registrando o resto obtido (serd
0 ou 1). Em seqguida, aplicamos o mesmo processo com os quocientes obtidos sucessivamente, até
obter quociente zero. O ndmero binario correspondente é formado pelos restos, escritos na ordem

inversa em que foram obtidos (de baixo para cima).

Primeiramente faremos um exemplo, vamos converter o nimero 45,4, para a Base Binaria. Vamos

escrever, com simplicidade, x = d = q resto r para representar
x=qd+r (4.1)

Logo:
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Conversao da Base Decimal para Base Binaria

452
222
11+-2
5+2
2+2
1+-2

22 resto: 1,
11 resto: O,
5 resto: 1,
2 resto: 1,
1 resto: O,

0 resto: 1.

Dessa forma, os restos obtidos (de baixo para cima)sao 1,0, 1, 1, O, 1. Logo, obtemos:

Este método funciona, porque ele se baseia na representacdo posicional dos nimeros em binario.

Generalizando, tomemos a;q) um nimero escrito na Base Decimal e a(,) na Base Binaria. Dai:

d(2)

Q
Qs
Qs

Qi

2:Qq+ry;
2:Qy+ry;
2:Q3+r1y;

2:Q4trs;

2- Qk+1 + Tis

ou seja, teremos agy = ag +2a; +4a, + -+ 25 a, = ay-2° + @, - 2" + a, - 22+ --- + q; - 2. Observe

gue a primeira divisao nos da o coeficiente a,, a segunda divisao nos da a,, e assim por diante, até

determinarmos a;.

Para facilitar as préximas secdes deste capitulo, vamos utilizar a seguinte tabela:
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Tabela 4.1: Tabela de Nimeros de 0 a 63 em Decimal e Binario

Decimal | Binario | Decimal | Binario | Decimal | Binario | Decimal | Binario
0 000000 16 010000 32 100000 48 110000
1 000001 17 010001 33 100001 49 110001
2 000010 18 010010 34 100010 50 110010
3 000011 19 010011 35 100011 51 110011
4 000100 20 010100 36 100100 52 110100
5 000101 21 010101 37 100101 53 110101
6 000110 22 010110 38 100110 54 110110
7 000111 23 010111 39 100111 55 110111
8 001000 24 011000 40 101000 56 111000
9 001001 25 011001 41 101001 57 111001
10 001010 26 011010 42 101010 58 111010
11 001011 27 011011 43 101011 59 111011
12 001100 28 011100 44 101100 60 111100
13 001101 29 011101 45 101101 61 111101
14 001110 30 011110 46 101110 62 111110
15 001111 31 011111 47 101111 63 111111

4.3Algoritmo da Adicao no Sistema Binario

A adicdo no sistema binario segue principios semelhantes a adicao no sistema decimal, mas com
base 2, onde os Unicos digitos possiveis sao 0 e 1. O método se reduz a regras simples para combinar
estes dois valores, considerando que 0+0=0,1+0=1,0+1=1e 1+ 1 = 10x,) = 2. Assim,
quando somamos 1 + 1, o digito O é escrito na posicao atual, e o 1 é transportado para a coluna

seguinte. Este “vai 1” é o equivalente bindrio ao transporte usado na adicao decimal.

Exemplo 4.2

Como exemplo, vamos somar 1011, e 1101, (equivalentes a 11 e 13, respectivamente, na

base decimal):

111
1011

+ 1101
11000

Observe que:
110005 =1-2*+1-2°40-2°+0-2"'+0-2°=16+8 =24

Portanto, temos em binario 1011, + 1101,y = 11000,y (em decimal seria 11 + 13 = 24).
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Para verificar a funcionalidade do método, tomemos dois nimeros inteiros quaisquer A e B na base

bindria que contenham quatro algarismos. Ou seja:

A:a0+a1‘21+a2'22+a3'23

B=by+b;-2'+by-2>+by-2°
Ao somarmos ambos os nimeros obtemos:
A+B = (ay+ by) +2'(a; + by) + 2%(a, + b,) + 23(az + bs).
Por exemplo, se a soma a, + b, = 2, teremos que (a, + b,) = 2' + ¢, e, portanto:
A+B=cy+2%a, + b, +1)+2%*(a, + b,) +23(a; + by).

Generalizando, para qualquer parcela 2i-(ai+bi),i €eNeO<i<n,sea;+b; >2,0useja, a,+b;, = 2+c;
teremos:

2" (a;+b;)=2"-(2+¢)=2""+2"- ¢,

Portanto, o algoritmo funciona para a adicao de quaisquer dois nimeros inteiros escritos na Base
Binaria.
E importante mencionar que o método da adicdo binaria é fundamental para sistemas digitais e

computacao, sendo uma adaptacao direta da adicao posicional para a base. Sua simplicidade e efici-

éncia tornam possivel o funcionamento de computadores modernos e outros dispositivos eletrénicos.

4.4Algoritmo da Subtracao no Sistema Binario

A subtracdo de nUmeros binarios é semelhante a do sistema decimal, mas seqgue as regras da
aritmética binaria. O processo é feito ordem por ordem, comparando os digitos de cima com os de
baixo. Quando o digito de cima é menor que o digito correspondente de baixo, é necessario fazer um

"empréstimo"da préxima ordem a esquerda, assim como ocorre na subtracdo decimal.

Exemplo 4.3

Por exemplo, vamos subtrair 10110,y de 11101,y (equivalentes a 22 e 29, respectivamente,

na base decimal):
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0 1010

11761

—-10110

00111

Observe que:

1115 =1-2+1-2"+1-2°=4+2+1=7.

Portanto, temos em binario que 11101,y — 10110, = 111,y (em decimal seria 29 —22 =7).

Para verificar a funcionalidade do método, tomemos dois nimeros inteiros A e B quaisquer na base

bindria que contenham quatro algarismos. Ou seja:

A:a0+a1'21+a2'22+a3‘23

B:b0+b1'21+b2'22+b3‘23.
Ao subtrairmos A por B, obtemos:

Por exemplo, se b, > a, (ou seja, by = 1 e a, = 0), entdo (a, — b,) ¢ N e, dai, devemos "pegar
emprestado” de a;. Feito isso, teremos a, = 10, = 2oy € a; = 0, de forma a nao alterar A— B.

Generalizando, para qualquer parcela 2! - (a; +b;),i e Ne0 <i < nseb; > a; devemos “pegar

emprestado” 1 de a;,;, ou seja, teremos:
2'(a; — b;) + 2" (a1 — byyy) = 2'(aq; — b; +2) + 27 (a; — byyy — 1)

Portanto, o algoritmo funciona na subtracdo de quaisquer dois nimeros inteiros na Base Binaria.

4.5Algoritmo da Multiplicacao no Sistema Binario

Assim como as demais operacdes vistas anteriormente, a multiplicacdo de nimeros binarios é
um processo simples baseado em regras fundamentais semelhantes as da multiplicacdo no sistema
decimal, utilizando as propriedades de adicao e deslocamento para calcular o produto. No entanto,

as operacdes sdo realizadas apenas com os digitos 0 e 1, tornando o método direto e eficiente, pois
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0x0=0,0x1=0,1x0=0e1lx1=1. Dessa forma, o produto pela multiplicacdo de dois digitos

é sempre menor ou igual a 1 e ndo se faz necesséria a adicao de valores em ordens posteriores.

Exemplo 4.4

Por exemplo, vamos realizar a multiplicagao 10101,y com 101, (equivalentes a 21 e 5 respec-

tivamente na base decimal):
10101
X 101
1(1)101
(1)0000
+10101
1101001

Observe que:
11010015 =1-2°+1-2°+0-2*+1-2°+0-22+0-2'+1-2°=64+32+8+1=105

Portanto, temos em binario que 101015 X 101,y = 1101001,y (em decimal seria 21 x5 = 105).

Para verificar a funcionalidade do método, tomemos um nUmero inteiro na base binaria A de trés

algarismos e outro numero inteiro B de dois algarismos. Ou seja:

B:b0+b1'21.

Ao multiplicar os dois nUmeros obtemos:

A' B == aobo + 21(611 bo + aobl) + 22(a2b0 + Cll bl) + 23(a2b1).
Por exemplo, se a; b, = ayb; =1 entdo temos que a, b, + ayb; =2 > 1. Neste caso, teremos:

AB = ayb, + 2'(0) + 2%(ayb, + a; by + 1) + 23(a,b,).

. n—1 m—1 . . . .
Generalizando, teremos AB = Zi:o ijo a;b; -2k com k =i + j. Portanto, o algoritmo funciona na

multiplicacdo de quaisquer dois nimeros inteiros.
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Observe que, diferentemente do sistema decimal (em que existia a possibilidade de a,b, > 10),
no sistema binario temos que ayb, < 2. Isto ocorre, pois a, = 1oua, =0, by =1 o0u by, =0 e,
como0x0=0,0x1=0,1x0=0e1x1=1, temos que qualquer produto a;b; < 2, com

a;bjeZe0<Li<n.

4.6Algoritmo da Divisao no Sistema Binario

A divisao de numeros no sistema binario segue um processo semelhante ao da divisao no sistema
decimal, utilizando o método da "divisdo longa" baseando em subtracées sucessivas e deslocamen-

tos.

Exemplo 4.5

Como exemplo, vamos realizar a divisao de 111010, por 101, (equivalentes a 58 e 5 respec-

tivamente na base decimal):

111010 | 101
—101 1011
1001
—101

1000
—101
11

Apesar da execucdo deste método ser semelhante a do sistema decimal, vamos determinar

alguns passos a seguir para resolver esta divisao.

I.Primeiro alinhamos 111010 (dividendo) e 101 (divisor) de forma que o divisor é colocado

dentro de uma "casinha"e o dividendo fica do lado de fora;

II.LEm seguida, verificamos que 111 > 101 (equivalentes respectivamente a 7 e 5 na base
decimal), logo subtraimos 101 de 111 obtendo 10 e colocamos o digito 1 no quociente

(abaixo do divisor);
[lI.Na sequéncia acrescentamos o préximo digito de 111010 de forma que 10 se torne 100;

IV.Como 100 < 101, acrescentamos 0 ao quociente e utilizamos o préximo digito de 111010

e, entdo, 100 se torna 1001;
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V.Agora, temos que 1001 > 101 (equivalentes respectivamente a 9 e 5 na base decimal),

logo subtraimos 101 de 1001 obtendo 100 e colocamos o digito 1 no quociente;
VI.Na sequéncia acrescentamos o préximo digitode 111010 de forma que 100 se torne 1000;

VII.Por fim, como 1000 > 101 (equivalentes respectivamente a 8 e 5 na base decimal), sub-

traimos 101 de 1000 obtendo 11 e colocamos o digito 1 no quociente;

IX.0 quociente, ou resultado da divisao é¢ 1011.

Logo, como escrito em4.1temos que 111010y +101(y) = 1011, resto 11,y (em decimal seria

58 -+ 5=11 resto 3 como em4.1).

Vamos considerar este exemplo como o caso geral. Para entender o motivo da exatiddao deste

método, devemos associar a divisdo como uma operacdo da multiplicacao “invertida”.

4.7Critérios de Divisibilidade na Base Bindria

Apés definir bem os métodos de aplicacdo de cada uma das quatro operacdes neste sistema,
vamos analisar os critérios de divisibilidade. No sistema binario, esses critérios sao particularmente
importantes devido a sua aplicacao em computacao e eletrénica digital, onde operacdes binarias sao

fundamentais.

Neste capitulo trataremos dos critérios de divisibilidade por 2, 3, 5 e 7 na Base Binaria. Em cada
uma destas passagens, para uma melhor compreensdo dos critérios de divisibilidade, utilizaremos a
palavra "bit"ao invés de "digito". Além disso, para verificar mais precisamente a funcionalidade de

cada critério, aplicaremos em exemplos numéricos na base binaria e verificaremos na base decimal.

4.7.1Divisibilidade por 2 na Base Binaria (10(,))

Teorema 4.1 |

Na base binaria, um nimero & divisivel por 2,5y = 10, se, € somente se, o digito das unidades,

a,, for 0.
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Demonstracdo. (=) Tomemos um numero inteiro na base binaria a(z), expresso na forma:
Aoy =ao-2°+a;-2" +a,-2°+---+a,-2", comneN,q; €{0,1}.
Podemos escrever a(,) da seguinte forma, colocando 2 em evidéncia:
Aoy =ay+2-(a;+ay-2'+---+a,-2""), comneN,q €{0,1}.
Tomaremos k = (a; + a, -2 +--- +a, -2"1), dat:
Aoy =ag+2-k.

Como 2-k é divisivel por 2, e a, s6 pode ser igual a 1 ou 0, temos que a,) sera divisivel por 2 somente

sea,=0.

(&) Agora, nos resta mostrar a reciproca, ou seja, que se um ndmero tem como Ultimo bit 0, entdo

este numero é divisivel por 2.

De fato, vamos escrever:

a(2)2a0+2'l,

onde a, = 0, ou seja, a;) =21 e, portanto, 2 | ag,. O

Exemplo 4.6

Por exemplo, vamos utilizar o critério para verificar a divisibilidade de 11010, por 2, na base

binaria. Neste caso, a, = 0 e, portanto, 11010, € divisivel por 2. Entretanto, sabemos que:
110105 =1-2*+1-2°+0-2*+1-2"'+0-2° =16+ 8 + 2 = 264,.

E, de fato, 2 | 26.

Exemplo 4.7

Agora, também como exemplo, vamos utilizar o critério para verificar que 10011,) nao é di-

visivel por 2, na base binaria. Neste caso, a, # 0 e, portanto, 10011,y nao é divisivel por 2.
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Entretanto, sabemos que:
100115 =1-2*+0-2°+0-2*+1-2"+1-2°=16+2+1 =19,

E, de fato, 2+ 19.

4.7.2Divisibilidade por 3 na Base Binaria (11(,))

—| Teorema 4.2 |

Na base binaria, um nimero € divisivel por 3(;5) = 11, se, e somente se, a diferenca entre a

soma de seus bits nas posicdes pares e a soma de seus bits nas posicdes impares for divisivel

por 3.

Demonstracdo. (=) Da mesma forma da demonstracdo do teorema anterior, tomemos um ndmero

inteiro na base binaria a,), escrito na forma:
Ay =ao-2°+a;-2' +a,-2°+---+a,-2", comneN,q; €{0,1}

Suponhamos que a, € divisivel por 3 e, dessa forma, a,) =0 (mod 3).

Podemos perceber um padrao nos restos das divisdes das poténcias de 2 por 3:

2° = 1 (mod 3),

2! = 2 (mod 3),

22 = 4=1 (mod3),
23 = 8=2(mod3),
2% = 16=1 (mod 3),

Logo, as poténcias de 2 com expoente par sdo congruentes a 1 (mod 3) e as de expoente impar sdo

congruentes a 2 (mod 3). Dai:

a(2)5a0‘1+a1'2+a2‘1+a3‘2"'+a2k'1+a2k+1'2 (mOd?)).
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Colocando 1 e 2 em evidéncia:

agp =1-(ap+ay+a,+---+ay)+2-(a;+az+as+---+ay,;) (mod3).

Tomando Sy, = ap+a, +a,+---+ay etambém Sy, =a; +a; +as +--- + dyyq, temos:

476) = S2k +2- 82k+1 (mOd 3)

Como a(y =0 (mod 3) ent&o:

Sok+2:Sy4:1 =0 (mod 3);
Sok =—2-Sp4q  (mod 3);
Sox =1-Spqp (mod 3);

Szk _S2k+1 = O (mOd 3).

Logo, se q(y) € divisivel por 3, entdo a diferenca entre a soma dos bits nas posi¢des pares e a soma

dos bits nas posicdes impares deve ser divisivel por 3.

(<) Agora, tomemos um namero binario em que a diferenca entre a soma dos bits nas posicdes

pares e a soma dos bits nas posicdes impares é divisivel por 3. Ou seja:
Sok —Sakr1 =0 (mod 3)

Ou, como visto acima:

SZk + 2 * SZk-l—l = O (mOd 3).

Além disso, temos que a(y) = Sy, + 2+ Sy (mod 3) e, portanto, a) = 0 (mod 3). Ou seja, se a

diferenca entre a soma dos bits nas posicdes pares e a soma dos bits nas posicdes impares é divisivel
por 3, 0 numero ay) também o é. O

Exemplo 4.8

Por exemplo, vamos utilizar o critério para verificar a divisibilidade de 11011,y por 3, na base

binaria. Temos entdo que Sy, = ap+a,+a, =1+0+1=2e Sy, =a;+as; =1+1=2. Dai

Sor —Saks1 =2—2=10. Como 3 | 0, temos que 11011, é divisivel por 3. Entretanto, sabemos
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que:

110113y =1-2%4+1-2°+0-2*+1-2" +1-2°=16+8+2+1 =27,

E, de fato, 3 | 27.

Exemplo 4.9

Agora, também como exemplo, vamos utilizar o critério para verificar que 110111,) nao é
divisivel por 3, na base binaria. Temos entao que Sy, = a,+a,+a, =1+1+1=3¢, além
disso, Spps1 =a;+as+as=14+0+1=2. Dai Sy, —Syyy =3—2=1. Como 3¢ 1, temos que

110111, néo é divisivel por 3. Entretanto, sabemos que:
1101115 =1-2°4+1-2*4+0-2°+1-2°4+1-2"+1-2°=32+16+4+2+1 =55,

E, de fato, 3455.

E interessante observar que o critério de divisibilidade por 3 na base binaria é analogo ao critério

de divisibilidade por 11 na base decimal.

4.7.3Divisibilidade por 5 na Base Binaria (101,))

—| Teorema 4.3 |

Na base binaria, um ndmero é divisivel por 5 se, e somente se, diferenca entre o nimero

formado pelos seus Ultimos dois digitos e o nUmero formado pelos digitos restantes for divisivel

por 5.

Demonstracdo. (=) Assim como nas demonstracdes anteriores, tomemos um nimero binario Az,

escrito na forma:
Ay =ao-2°+a;-2"' +a,-2°+---+a,-2", comneN,q; €{0,1}

Suponhamos que a, € divisivel por 5 e, dessa forma, a,) = 0 (mod 5). Além disso, se tomarmos

b=(ay+a;-2'+a,-2*+---+a,-2"?*) ea=(ay-2°+a, - 2') temos:

ag=a+2*-b=4b+a
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Ou seja, a representa os “dois Ultimos digitos” do nimero a(, e b os “digitos restantes”. Dai:

ap =0 (mod 5);
4b+a=0 (mod 5);
—b+a=0 (mod5);

a—b=0 (mod5).

Portanto, se a(y) € divisivel por 5, entdo a diferenca entre o nimero formado pelos seus dois ultimos

digitos e o nimero formado pelos digitos restantes é divisivel por 5.

(<) Agora, tomemos ay) de forma que a diferenga entre o numero formado pelos seus dois Ultimos

digitos e o nimero formado pelos digitos restantes seja divisivel por 5. Dai, como antes, obtemos:

a—b=0 (mod5);
a+4b=0 (mod5);

az =0 (mod 5).

Logo, se a diferenca entre o numero formado pelos seus dois Ultimos digitos e o numero formado

pelos digitos restantes for divisivel por 5, temos que a,) € divisivel por 5. O

Exemplo 4.10

Por exemplo, vamos utilizar o critério para verificar a divisibilidade de 110010,y por 5, na base
binaria. Ao separar os dois ultimos digitos dos restantes teremos 1100,y —10(,) = 1010,, mas

1010,y = 10. Como 5 | 10, temos que 110010, € divisivel por 5. Entretanto, sabemos que:
1100105, =1-2°4+1-2*+0-2°+0-2°4+1-2'+0-2° =32+ 16 + 2 = 50,

E, de fato, 5| 50.

Exemplo 4.11

Agora, também como exemplo, vamos utilizar o critério para verificar que 111111,) nao é
divisivel por 5, na base bindria. Ao separar os dois Ultimos digitos dos restantes teremos

11115 —11(5) = 1100(,), mas 1100, = 12. Como 54 12, temos que 111111, néo é divisivel
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por 5. Entretanto, sabemos que:
1111115y =1-2°4+1-2%4+1-2°+1-2*+1-2" +1-2°=324+16+8+ 4+ 2+ 1 = 63

E, de fato, 54 63.

4.7.4Divisibilidade por 7 na Base Binaria (111(2))

—| Teorema 4.4 |

Um ndmero binario é divisivel por 7 se, e somente se, a soma dos nimeros formados pelos
seus bits, agrupados de trés em trés (da direita para a esquerda), for divisivel por 7 (no sistema

binario).

Demonstracdo. (=) Como nas demonstracdes dos critérios anteriores, tomemos um ndmero inteiro

na base binaria a,), escrito na forma:
A =0a9-2°+a; 2" +a,-2°+---+a,-2", comneN,q; €{0,1}

Suponhamos que a, € divisivel por 7 e, dessa forma, a;) =0 (mod 7).

Podemos perceber um padrao nos restos das divisdes das poténcias de 2 por 7:

2° = 1 (mod?7),

2! = 2 (mod?7),

22 = 4 (mod 7),

22 = 8=1 (mod7),
2% = 16=2 (mod 7),
2° = 32=4 (mod 7),

De forma geral, para considerar qualquer expoente inteiro, tomemos k € Z, dai:

23k 8¢=1 (mod 7),
2%k+1 = gk.21=2 (mod 7),
2%k+2 = gk.22=4 (mod 7).

Como agyy =dy-2°+ay - 2" + ay - 2% + -+ + gy - 2 + agp g - 2% + gy, - 2372, teremos:
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a(z) = Qg + 2a1 + 4a2 +--- 4+ aspe + 2a3k+1 + 4a3k+2 (mOd 7)

a(z) = (a0+a3+"'+a3k)+2(a1+a4+"'+a3k+1)+4(a2+a5+"‘+a3k+2) (I‘l’lOd7)

Tomando S; =(ap+az+---+as), Sy =(a; +as+---+agy1) e Sg=4a, +as+ -+ dgep):
A =S, +25,+4S;=0 (mod 7)

Portanto, se a, € divisivel por 7, entdo a soma §; + 21.5,+22-S, também o é.

(&) Agora, tomemos a,) de forma que a soma dos numeros formados pelos seus bits, agrupados

de trés em trés (da direita para a esquerda), seja divisivel por 7, ou seja:
S;+2'-5,+2%.5,=0 (mod 7).

Entretanto, ay) = §; + 25, + 4S5 e, portanto, a.,) também é divisivel por 7. 0O

Exemplo 4.12

Por exemplo, vamos utilizar o critério para verificar que 110001, é divisivel por 7, na base
binaria. Temos entdo que asa,as + a,a;a, =110+ 001 = 1115 = 719y € 7 | 7(1)-

Portanto, 110001, € divisivel por 7. Entretanto, sabemos que:
1100015y =1-2°4+1-2%40:2°+0-2*+0-2" +1-2° =324+ 16+ 1 =49 y).

E, de fato, 7 | 49.

Exemplo 4.13

Agora, também como exemplo, vamos utilizar o critério para verificar que 111101(,, ndo é
divisivel por 7, na base binaria. Temos entao que asa,a; + a,a;a, = 111 + 101 = 1100y =

1219y € 741214y Portanto, 111101, nédo é divisivel por 7. Entretanto, sabemos que:
1111015 =1-2°4+1-2%41-2°+1:2*+0-2"' +1-2°=32+16+8+4+1 =61

E, de fato, 7t 61.

Observacdo: o critério de divisibilidade por 7 na base binaria é andlogo ao critério de divisibilidade

por 111 na base decimal. Além disso, ao estudarmos os critérios de divisibilidade por 3(;p) = 11y €
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70y = 111(y), percebemos que os restos das divisdes das poténcias de 2 pelos respectivos nimeros
resultavam em 2k (mod n), onde k pode assumir como valor madximo o niimero de bits que compde n
na base binaria. Dai, percebemos uma area de estudo com todos os nimeros formados somente por
bits 1 (ou seja, na forma 2™ —1, com m € Z, ), como por exemplo 15¢;9) = 11115, 3115y = 11111y,

63(10) = 111111(2), etc.
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CAPITULO 5

Sistema de Numeracao Hexadecimal

Nesse capitulo trabalharemos o sistema de numeracao hexadecimal e alguns critérios de divisibi-
lidade e, para introduzir a aritmética hexadecimal, utilizamos a apostila do CEFET-SC [10]. O sistema
hexadecimal (base 16) é amplamente utilizado em computacdo e eletrénica digital devido a sua re-
lacao direta com o sistema bindario e a sua eficiéncia na representacao de nimeros. Isso porque ele
permite escrever valores longos usando menos digitos, o que facilita tanto o armazenamento quanto
o processamento de dados. No capitulo anterior, ao estudarmos o sistema binério, ficou evidente
que sua principal desvantagem é a grande quantidade de bits necessaria para representar mesmo
nUmeros relativamente pequenos. Nesse contexto, o estudo da base hexadecimal se torna relevante,
pois ela permite representar esses mesmos valores de forma mais enxuta e legivel, contribuindo para

a organizacado e interpretacdo de informacdes na area da computacao e da eletrénica.

5.10 Sistema de Numeracao Hexadecimal

De acordo com Scotti e Ferreira, o sistema hexadecimal estd vinculado a informatica, pois os com-
putadores costumam utilizar o byte como unidade bdsica da meméria. Sabendo que 1 byte = 8 bits,
um byte pode ser representado por 8 algarismos do sistema bindrio ou por 2 algarismos do sistema

hexadecimal.

Este sistema é essencial para a computacdo moderna, pois oferece uma maneira mais legivel e efi-
ciente de lidar com dados binarios, como enderecos de membéria, cores e codificacdo de informacdes,
ja que cada digito hexadecimal representa quatro bits, permitindo representar grandes quantidades

de dados com menos caracteres.
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Representaremos um numero inteiro positivo na base 16 por h(16), em que:

h(16)=ho'160+h1-161+h2-162+---+hn‘16”, comneN

Exemplo 5.1

Por exemplo, o nimero 600,45, tem a seguinte representagdo hexadecimal:

6000)=2-162+5-16'+8-16° =2-256+5- 16 +8- 1 = 258 .

Portanto, a notagdo utilizada, também posicional, com h; € {0,1,...,15}, é a seguinte:

h(16) == hnhn_lhn_z oo hzhlho.

No caso do sistema numérico hexadecimal, teremos bits maiores do que 9 e, se continudssemos
apenas com numeros, usariamos dois digitos para estes bits. Entdo, para evitar confusdo, foram
escolhidas as letras A,B,C, D, E e F para representar 10 a 15. Por exemplo, o nimero 1754 sera
representado por:

17540y =10-16"+15-16° = AF .

Note também que, assim como nos sistema binario, niUmeros com os algarismos nas mesmas
posicdes, mas em bases diferentes, nao possuem necessariamente o mesmo valor. Por exemplo

142(10) # 142(16) = 322(10)

5.2Conversao da Base Decimal para a Base Hexadecimal

De forma semelhante ao capitulo anterior, a conversdo da Base Decimal para a Base Hexadecimal
pode ser feita utilizando o método das divisdes sucessivas por 16, que consiste em realizar a
divisao inteira por 16, registrando o resto obtido. Aplicamos o método sucessivamente com o0s quo-
cientes obtidos até se obter zero como resultado. O nimero hexadecimal correspondente é formado

pelos restos, escritos na ordem inversa em que foram obtidos (de baixo para cima).

& UFU-FAMAT-PROFMAT 52



Sistema de Numeracao Hexadecimal

Conversao da Base Decimal para a Base Hexadecimal

Exemplo 5.2

Como exemplo, vamos converter o numero 450,y para a Base Hexadecimal:

450 dividido por 16 tem quociente 28 e resto 2,
28 dividido por 16 tem quociente 1 e resto 12,

1 dividido por 16 tem quociente O e resto 1.

Dessa forma, os restos obtidos de baixo para cima foram 1, 12 e 2.

Como o algarismo equivalente a 12 é a letra C, obtemos:

450(10) B 1C2(16)

Demonstracdo. Este método funciona, porque, assim como nos sistemas estudados anteriormente,

ele se baseia na representagdo posicional dos numeros hexadecimais. Generalizando, tomemos a; )

um ndmero escrito na Base Decimal e a(;4) na Base Binaria. Dai:

D)
Ql
Q2
Q3

Qx

16-Q +ry;
16-Q,+r1y;
16-Q5+r1y;
16-Q4+rg;

16'Qk+1 + Iy.

Ou seja, teremos agg) = 4o + 16a; +256a, +- -+ 165, = ao- 16° +a; - 16' + a,- 162 +- - -+ a; - 16™.

Observe que a primeira divisao nos da o coeficiente a,, a segunda divisdao nos da a;, e assim por

diante, até determinarmos a. O
Para facilitar as préximas secdes deste capitulo, vamos utilizar a seguinte tabela:
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Tabela 5.1: Tabela de NUmeros de 0 a 63 em Decimal e Hexadecimal

Base 10 | Base 16 | Base 10 | Base 16 | Base 10 | Base 16 | Base 10 | Base 16
0 0 16 10 32 20 48 30
1 1 17 11 33 21 49 31
2 2 18 12 34 22 50 32
3 3 19 13 35 23 51 33
4 4 20 14 36 24 52 34
5 5 21 15 37 25 53 35
6 6 22 16 38 26 54 36
7 7 23 17 39 27 55 37
8 8 24 18 40 28 56 38
9 9 25 19 41 29 57 39
10 A 26 1A 42 2A 58 3A
11 B 27 1B 43 2B 59 3B
12 C 28 1C 44 2C 60 3C
13 D 29 1D 45 2D 61l 3D
14 E 30 1E 46 2E 62 3E
15 F 31 1F 47 2F 63 3F

5.3Algoritmo da Adicao no Sistema Hexadecimal

A adicdo na base hexadecimal segue principios semelhantes aos das bases decimal e binario,
mas usa 16 simbolos (0 —9 e A— F). Como nos demais sistemas numéricos posicionais, alinha-se
os algarismos que compdéem cada numero e soma-se digito a digito, da direita para a esquerda,

transportando o valor excedente quando a soma dos digitos excede 16.

Exemplo 5.3

Como exemplo, vamos somar F3A5) = 15-16%+3-16" + 10 16° = 3840 + 48 + 10 = 3898,
e B9C5) =11-16°4+9-16" +12-16° = 2816 + 144 + 12 = 2972:
1

F3A

+ B9C

1AD6
Podemos observar que A+ C =10+ 12 = 22 = 16 + 6 e, portanto, explica o resultado 6 nas
unidades com 1 sendo transportado para a casa seguinte. Além disso, F+B=15+11=26 =

16 + 10, explicando o resultado F + B = 1A em hexadecimal. Na base decimal temos:
1AD6(14)=1-16°+10-16°+13-16" + 6 - 16° = 4096 + 2560 + 208 + 6 = 6870 ;).

Portanto, a soma hexadecimal F3A ¢ + B9C1¢) = 1AD6(;¢), em decimal seria 3898 + 2972 =
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6870.

Para verificar a funcionalidade do método, tomemos dois niumeros inteiros quaisquer na base he-

xadecimal A e B de trés algarismos. Ou seja:

A:a0+a1'161+a2'162

B=by+b,-16'+b, 16>
Ao somarmos ambos os nimeros obtemos:
A+B=(ay+by,)+16'-(a; +b;)+16%-(a, + b,).
Por exemplo, se a soma a, + b, > 16, teremos que (a, + b,) = 16! + ¢, e, portanto:
A+B=c,+16'(a; + b; + 1)+ 16*(a, + b,).

De forma anéloga e geral, para qualquer parcela 16' - (a; + b;),i € Ncom 0 <i < n, se a; + b; > 16,

ou seja, a; + b; = 16 + ¢; teremos:
16'-(a; +b,)=16"- (16" +¢;) = 16" +16' - c;.

Portanto, o algoritmo funciona para a adicao de quaisquer dois nimeros inteiros hexadecimais.

5.4Algoritmo da Subtracao no Sistema Hexadecimal

A subtracao de numeros hexadecimais é similar a aplicada no sistema decimal, e assim como o
método anterior, é sequencial, ou seja digito a digito. O método se baseia em regras especificas para
a subtracao ordem por ordem. Quando uma dessas operacdes nao é possivel de se realizarem N, é
necessario “pegar emprestado” uma unidade da ordem seguinte, e neste caso, aumentando o valor

em 16 e diminuindo o digito da coluna da esquerda em 1.
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Exemplo 5.4

Por exemplo, vamos realizar a subtracao D5A(;5) — B1C(16)(equivalentes a 3418,y e 2844 ;)

4 1A

DBA

—B1C

23E

Observe que:
23E6 =216 +3-16' +14-16° = 512 + 48 + 14 = 574,.

Portanto, temos que D5A(;4) — B1C(6) = 23E(6) (em decimal seria 3418 — 2844 = 574).

Para verificar a funcionalidade do método, tomemos dois nimeros inteiros quaisquer na base de-

cimal A e B de trés algarismos. Ou seja:

A:a0+a1'161+a2'162

Ao subtrairmos A por B, obtemos:

Por exemplo, se b, > a,, entédo (a, — by) ¢ N e, dai, devemos "pegar emprestado" 1 de a;. Isso
transforma a, em a,+16 e, como 0 < b, < 15 entdo a,+16 > b, e, agora temos (a,+16—b,) € N. Por
outro lado, agora também temos a parcela 16'(a;—1—b, ), de forma a n&o alterar A—B. Generalizando,
para qualquer parcela 16'- (a;+ b,),i € Ze 0 < i < n se b; > a, devemos “pegar emprestado” 1 de

a;,1, OuU seja, teremos:
16'(a;— b)) + 16" (a;; — byy) = 16'(q; + 16 — b)) + 167 (a4, — 1 — byyy).

Portanto, o algoritmo funciona na subtracdo de quaisquer dois nimeros inteiros hexadecimais.
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5.5Algoritmo da Multiplicacao no Sistema Hexadecimal

A multiplicacdo no sistema hexadecimal segue os mesmos principios da multiplicacao no sistema
decimal, entretanto possui diferenca no reagrupamento que se faz necessario quando o produto ob-

tido em determinada ordem excede 15.

Para realizar o algoritmo, alinhamos ambos os nimeros e multiplicamos os digitos individualmente,
considerando a ordem, de um dos numeros pelo outro. Em seguida, somamos os resultados obtidos.
Recomendamos, de inicio, que ao aplicar este algoritmo verifique a tabela de conversao de decimal

para hexadecimal.

Exemplo 5.5

Por exemplo, vamos realizar a multiplicacao 2F(;4) com 1A, (equivalentes a 47 e 26 respecti-
vamente na base decimal):
9
2F
x 1A

1
1D6
+2F

4C6

Analisando detalhadamente a multiplicacdo com alguns digitos:

F-A=15-10=150=9-16+6

2:A+9=2-10+9=29=1-16+13=1D

Agora, analisando a soma:

D+F=13+15=28=16+12=16-1+C.

Portanto, temos em hexadecimal que 2F ) X 1Ay = 4C6(14) (em decimal 47 x 26 = 1.222).

Para verificar a funcionalidade do método, tomemos um nimero hexadecimal A de dois algarismos
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e outro numero hexadecimal B de dois algarismos. Ou seja:

A:a0+a1'161+a2'162

B=by+b, 16"
Ao multiplicar os dois nUmeros obtemos:
AB = ayb, + 16'(a,; by + ayb,) + 16*(a, b, + a; b)) + 163(a,b,).
Por exemplo, se ayb, = 16 entdo a,b, = 16¢; + ¢, com ¢; > 0, dai:
AB = ¢, +16'(a; by + agb, +c;) + 16*(a,by + a, b,) + 16°(a, b,).

Entdo, generalizando, para qualquer parcela 16' - (a; - b;),i € Ze 0 < i < n, se a;b; > 16, ou seja,

a;b; =16-¢c;,; +¢c;, com ¢;,; > 0, teremos:

].6i . (aibl‘) - 16l . (16i+1ci+1 + Ci) == 16i+1 . Ci+1 + 16iCl-.
Portanto, o algoritmo funciona na multiplicacao de quaisquer dois nimeros hexadecimais e de forma
semelhante ao algoritmo na base decimal.

5.6Algoritmo da Divisao no Sistema Hexadecimal

A divisao no sistema hexadecimal segue 0s mesmos principios da divisdo no sistema decimal, mas
utilizando a base 16. Isto é, possui referéncia no Algoritmo da Divisao de Euclides, porém possui uma

prépria estrutura sistemédtica do que chamamos de “divisao longa”.

Exemplo 5.6

Como exemplo, vamos realizar a divisao de 7D24) por 1E (equivalentes a 2002 e 30, res-

pectivamente, na base decimal):
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7D2 1E
(4x16+4x14) —78 42 (4x16+2)
52

(2x16+2x14) —46
16

Apesar da execucdo deste método ser semelhante a do sistema decimal, vamos determinar

alguns passos a seguir para resolver esta divisao.

I.Primeiro alinhamos 7D2 (dividendo) e 1E (divisor) de forma que o divisor é colocado den-

tro de uma "casinha"e o dividendo fica do lado de fora;

II.LEm seguida, verificamos que 7D > 4 x 1E (equivalentes, respectivamente, a 125 e 4 x
30 na base decimal), logo subtraimos 78 de 7D obtendo 5 e colocamos o digito 4 no

quociente (abaixo do divisor);
[ll.Na sequéncia descemos o préximo digito de 7D2, de forma que 5 se torne 52;

IV.Agora, temos que 52 > 2 x 1E (equivalentes respectivamente a 82 e 2 x 30 na base

decimal), logo subtraimos 46 de 52 obtendo 16 e colocamos o digito 2 no quociente;

V.0 quociente, ou resultado da divisao é 42.

Logo, temos que 7D2 ) + 1E15) = 42(35) COM resto 16, (em decimal seria 2002 + 30 = 66

com resto 22).

5.7Critérios de Divisibilidade na Base Hexadecimal

Apds definir bem os métodos de aplicacao de cada uma das quatro operacdes neste sistema,
vamos analisar os critérios de divisibilidade. Como na computacao a base hexadecimal € amplamente
utilizada para representar grandes nimeros binarios utilizando uma quantidade menor de digitos, os
critérios de divisibilidade permitem a implementacao de algoritmos mais eficientes para verificacao

rdpida de multiplos em sistemas de criptografia e redes.

Neste capitulo trataremos, assim como no capitulo anterior, dos critérios de divisibilidade por 2,
15 (e portanto 3 e 5), 7, 11, 13 e 17 na Base Hexadecimal. Em cada uma destas passagens, para

uma melhor compreensao dos critérios de divisibilidade, utilizaremos a palavra "bit"ao invés de "di-
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gito". Além disso, para verificar mais precisamente a funcionalidade de cada critério, aplicaremos em

exemplos numéricos na base hexadecimal e verificaremos na base decimal.

5.7.1Divisibilidade por 2 na Base Hexadecimal

Teorema 5.1 |

Na base hexadecimal, um numero é divisivel por 2 se, e somente se, o Ultimo bit da esquerda

para a direita a, € {0,2,4,6,8,10,12,14}, ou seja, se o nUmero terminar com algarismo par.

Demonstracdo. (=) Tomemos um ndmero inteiro na base hexadecimal a(16), €Xpresso na forma:
due) =do-16° +a; - 16" +a, - 16* +---+qa, - 16", comneN,q; €{0,1,2,...,15}.
Podemos escrever a ;) da seguinte forma, colocando 16 em evidéncia:
auey =g+ 16-(a; +a,-16"'+---+a,-16""), comneN,q; €{0,1,2,...,15}.
Tomaremos k = (a; +a,-16' +---+a,-16"1), daf:
a6y = Ao+ 16- k.

Como 16 - k é divisivel por 2, temos que a;q sera divisivel por 2 somente se a, €

{0,2,4,6,8,10,12, 14}.

(<) Agora, nos resta mostrar a reciproca, ou seja, que se um nimero tem como ultimo bit a, €

{0,2,4,6,8,10,12,14}, entdo este nimero é divisivel por 2.

De fato, vamos escrever:

a(16) = aO + 16 . k,

onde g, € {0,2,4,6,8,10,12,14}, ou seja, a, = 2 b,. Dessa forma:
a(16) =2- (bO + 81)

Portanto, 2 | ags,). O
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Exemplo 5.7

Por exemplo, vamos utilizar o critério para verificar a divisibilidade de 1AC(¢) por 2, na base
hexadecimal. Neste caso, a, = C = 12;(), par e, portanto, 1AC(y) € divisivel por 2. Entretanto,

sabemos que:
1ACH6)=1-16+10-16" +12-16° = 256 + 160 + 12 = 428 y,.

E, de fato, 2 | 428.

Exemplo 5.8

Agora, também como exemplo, vamos utilizar o critério para verificar que 15B(;5) nao é divi-
sivel por 2, na base hexadecimal. Neste caso, a, = B = 11(;3), ndo € par e, portanto, 15B;,

nao é divisivel por 2. Entretanto, sabemos que:
15B6=1-16*+5-16"+11-16° =256+ 80 + 11 = 347 ;).

E, de fato, 2 4347.

5.7.2Divisibilidade por 3 e 5 na Base Hexadecimal

Teorema 5.2 |

Na base hexadecimal, um nimero é divisivel por 3 ou por 5 se, e somente se, a soma dos seus

digitos for divisivel por 3 ou por 5.

Demonstraremos, simultaneamente, a divisibilidade por 3 ou 5, através da divisibilidade por 15,

visto que 15=3-5.

Demonstracdo. (=) De inicio, da mesma forma da demonstracdo do teorema anterior, tomemos um

numero inteiro na base hexadecimal a4, escrito na forma:
Ae) =0y 16°+a,-16' +a,-16*+---+a,- 16", comne€N,q; €{0,1,2,...,15}.

Suponhamos, entdo, que a6 € divisivel por 15 e, portanto, a6y =0 (mod 15). Além disso, observa-
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mos que 16 =16 =1 =1 (mod 15), com i € Z. Dai:
Qne=ap-1+a;-1+ay,-1+---+a,-1 (mod 15).
Pela hipétese, teremos entao:
aQne=ap+a; +a,+---+a, =0 (mod 15)

Logo, se a4 for divisivel por 15 (e, portanto, por 3 ou 5), entdao a soma dos seus algarismos também

sera.

(&) Agora, vamos supor que a soma dos algarismos de a6 € divisivel por 15, ou seja:
a,+a,+a,+---+a, =0 (mod 15).
Por outro lado:
Auey=ao-16°+a;-16" +---+a,-16"=ay-1+a,-1+a,-1+---+a,-1 (mod 15).
E pelo que foi visto anteriormente:
ane=0ag+a; +a+---+a, =0 (mod 15).

Logo, se a soma dos algarismos de a,¢) for divisivel por 15 (e, portanto, por 3 ou 5), entao o proprio

a(16) também sera. O

Exemplo 5.9

Por exemplo, vamos utilizar o critério para verificar a divisibilidade de 24F ) por 3, na base
hexadecimal. Temos entéo que a, +a; +ay, = 2+ 4+ 15 = 21 e 3 | 21. Portanto, 24F,¢ é

divisivel por 3. Por outro lado, sabemos que:
24F (6= 216" +4-16' +15-16° = 512+ 64 + 15 = 591y

E, de fato, 3 | 591.
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Exemplo 5.10

Também como exemplo, vamos utilizar o critério para verificar a divisibilidade de 25D(;¢) por 5,
na base hexadecimal. Temos entdo que a,+a; +a, =2+5+13 = 20 e 5| 20. Portanto, 25D 3,

é divisivel por 5. Por outro lado, sabemos que:
25D =2-16°+5-16" +13-16° = 512+ 80 + 13 = 605;).

E, de fato, 5| 605.

Exemplo 5.11

Agora, também como exemplo, vamos utilizar o critério para verificar que 1E2,5) nao €é divi-
sivel por 3, na base hexadecimal. Temos entdo que a, +a; +a, =1+14+2=17e 3} 17.

Portanto, 1E2;4) nao é divisivel por 3. Por outro lado, sabemos que:
1E214)=1-16"+14-16" + 2 16° = 256 + 224 + 2 = 482.

E, de fato, 34482.

Exemplo 5.12

Por fim, como exemplo, vamos utilizar o critério para verificar que 1AA(16) né@o é divisivel por
5, na base hexadecimal. Temos entdo que a, +a; +a, =1+ 10+ 10 = 21 e 54 21. Portanto,

1AA (1) nao é divisivel por 5. Por outro lado, sabemos que:
1AA16 =1-16°4+10-16" +10-16° = 256 + 160 + 10 = 426,

E, de fato, 5}426.

5.7.3Divisibilidade por 7 na Base Hexadecimal

—| Teorema 5.3 |

Na base hexadecimal, um ndmero é divisivel por 7 se, e somente se, a soma dos ndmeros

formados pelos seus algarismos, agrupados de trés em trés, da direita para a esquerda, for

divisivel por 7 (no sistema hexadecimal).

& UFU-FAMAT-PROFMAT 63



Sistema de Numeracao Hexadecimal Critérios de Divisibilidade na Base Hexadecimal

Demonstracdo. (=) Como nas demonstracdes dos critérios anteriores, tomemos um ndmero inteiro

na base hexadecimal a¢), escrito na forma:
Ae)=ao-16°+a;-16' +a,-16*+---+a,- 16", comneN,q; €{0,1,2,...,15}.

Suponhamos que a6 € divisivel por 7 e, dessa forma, age = 0 (mod 7). Por outro lado, como
16! = 24, 162 = 28, 16% = 2!2, 16* = 2%, e assim por diante, podemos nos basear num padrdo de

restos semelhantes ao da base binaria:

2% = 1 (mod 7),

29! = 16=2 (mod 7),
(2% = 256=4 (mod 7),
(2% = 4.096=1 (mod 7),
(2H* = 65.536 =2 (mod 7),

De forma geral, para considerar qualquer expoente inteiro, tomemos k € Z, dai:

(213 = 4096 =1 (mod 7),
(2931 = 4096F-16! =2 (mod 7),
(29)%k+2 = 4096F- 162 =4 (mod 7).

Ae = Ao+ 2a; +4a;+ -+ ag +2a34, +4az,, (mod 7).

e = (aptaz+---+ay)+2(a;+a,+-+az) +4a, +as+---+as,) (mod 7).

Tomando S; = (ag+as+---+as), Sy =(a,+a,+--+as,)eS;=4(ay +as+---+as.,):
A6 =S1+25,+4S; =0 (mod 7).

Portanto, se ag,¢ ¢ divisivel por 7, entdo a soma S; +2' - S, + 2% - S; também o &,

(<) Agora, tomemos ac16) de forma que a soma dos numeros formados pelos seus bits, agrupados

de trés em trés (da direita para a esquerda), seja divisivel por 7, ou seja:
S;+2'-8,+22.5,=0 (mod 7).

Entretanto, a6 = S; + 25, + 4853 e, portanto, a6 também é divisivel por 7. O
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Exemplo 5.13

Por exemplo, vamos utilizar o critério para verificar que 12B4 ¢, € divisivel por 7, na base
hexadecimal. Temos entdo que asa,as + a,a;a, = 001 + 2B4 = 2B5(;5) € 7 | 2B5(35) = 6931,

pois 693 = 7-99. Portanto, 12B4 ;¢ € divisivel por 7. Por outro lado, sabemos que:
12B416)=1-16>+2-16"+11-16" +4-16° = 4096 + 512+ 176 + 4 = 4788 ;).

E, de fato, 7 | 4788, pois 4788 = 7 - 684 (Veja Exemplo 3.5).

Exemplo 5.14

Agora, também como exemplo, vamos utilizar o critério para verificar que 17C0(;4) nao é di-
visivel por 7, na base hexadecimal. Temos entao que asa,a; + a,a;a, = 001 + 7C0 = 7C1 4
e 7+7C116) = 198510, pois 1985 = 7 - 283 + 4. Portanto, 17C0,¢) néo é divisivel por 7. Por

outro lado, sabemos que:
17C046=1-16>+7-16>+12-16" +0-16° = 4096 + 1792 + 192 + 0 = 6080;).

E, de fato, 7 4 6080, pois 6080 = 7 - 868 + 4 (Veja Exemplo 3.6).

E importante ressaltar a semelhanca deste critério de divisibilidade do critério de divisibilidade por

7 na base binéria, visto que 16 = 2* e, dessa forma, o padrdo de repeticdo dos restos é o mesmo.

5.7.4Divisibilidade por 11 na Base Hexadecimal (B(16))

Inspirado no critério de divisibilidade por 7 na base decimal desenvolvido pelo nigeriano Chika Ofili,

desenvolvemos este critério de divisibilidade por 11 na base hexadecimal.

—| Teorema 5.4 |

Na base hexadecimal, um nimero serd divisivel por 11 se, e somente se, ao multiplicarmos o

algarismo das unidades por 9 e somarmos ao restante do nimero, o resultado for divisivel por

11.

Demonstragcdo. Tomemos um ndmero inteiro a ) divisivel por B(;6) = 11(;), na forma:

due) =ao-16° +a; - 16" +a,-16*+---+qa, - 16", comneN,q; €{0,1,2,...,15}.
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Tomaremos k = (a; +a,-16' +---+a, - 16"1), dai:

a(16) =Aay + 16k.

Além disso, como 16k = 11k + 5k:

a6 = 11k + 5k +ay =5k +a, (mod 11).

Multiplicando ambos os lados por 9, obtemos:

9a(16) = 45k +9a, (mod 11).

Temos ainda que 45 =1 (mod 11) e, portanto, segue:

9an6 =k +9a, (mod 11).

Além disso, por hipotese, temos a4 =0 (mod 11). Logo, ao multiplicar ambos os lados da equiva-
Iéncia por 9, obtemos:

9a(16) = 9 * O = O (mod 11).

Por fim, por transitividade:

k+9a,=0 (mod 11).

Ou seja, chegamos a concluséo que a(;¢) divisivel por B(;5) = 1114 se, e somente se k + 9a, também

for divisivel por B(;6) = 11(10)- O

Exemplo 5.15

Vamos utilizar o critério para verificar que 25D, € divisivel por B(;4) = 1135y, na base hexade-
cimal. Temos entdo que 9ay, +k =9 - Di36) + 25(16) = 75(16) T 25(16) = 94(16) = 154(10)-

Como B4 | 9A(16), concluimos que 25Dy, € divisivel por B(;¢. Entretanto, sabemos que:
25D =2-16°+5-16" +13-16° = 512+ 80 + 13 = 605;).

E, de fato, 11 | 605, pois 605 =11 - 55.
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Exemplo 5.16

Agora, também como exemplo, vamos utilizar o critério para verificar que 22B(,5) néo é divi-
sivel por B(;¢) = 11(1), na base hexadecimal. Temos entdo que 9a, + k = 9 - B(yg) + 22(14) =
63(16) + 22(16) - 85(16) B 133(10)

Como By 1 85(36), concluimos que 22B(;4) ndo € divisivel por B(,¢. Entretanto, sabemos que:
22B(j5 =2+ 167 +2-16" +11-16° =512+ 32+ 11 = 555,

E, de fato, 11 }555.

5.7.5Divisibilidade por 13 na Base Hexadecimal (D(16))

Apés verificar o critério de divisibilidade por 7 na base binaria, desenvolvemos este critério de

divisibilidade por 13 na base hexadecimal, utilizando uma metodologia analoga.

—| Teorema 5.5 |

Na base hexadecimal, um numero é divisivel por 13 se, e somente se, a soma dos nimeros

formados pelos seus bits, agrupados de trés em trés (da direita para a esquerda), for divisivel

por 13 (no sistema hexadecimal).

Demonstracdo. (=) Como nas demonstracdes dos critérios anteriores, tomemos um nimero inteiro

na base hexadecimal a¢), escrito na forma:
due) =do-16° +a; - 16" +a, - 16* +---+qa, - 16", comneN,q; €{0,1,2,...,15}.

Suponhamos que a4 é divisivel por D(;5) = 133, €, dessa forma, a(;) = 0 (mod 13).

Podemos perceber um padrao nos restos das divisdes das poténcias de 16 por 13:

16° = 1 (mod 13),

16! = 16=3 (mod 13),

162 = 256=9 (mod 13),

16° = 4.096=1 (mod 13),

16* = 65.536 =3 (mod 13),
16° = 1.048.576 =9 (mod 13),
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De forma geral, para considerar qualquer expoente inteiro, tomemos k € Z, dai:

16%F = 4096X =1 (mod 13)
1631 = 4096 -16' =3 (mod 13)
1632 = 4096F-16%> =9 (mod 13).

Como age) =g - 16° +a; - 16" +ay - 162 + -+ + ag, - 163 + agpy; - 165! + agy, - 1632, teremos:

a(16) = ao + 3a1 + 9a2 + et + agk + 3a3k+1 + 9a3k+2 (mod 13)

aney = (ap+az+---+agy)+3(a;+a,+--+az,)+9(a, +as+---+az,,) (mod 13).

Tomando S; =(ag+as+---+ag), S;=(a; +a,+ -+ asgq) e Ss=4(ay+as+ -+ asys):
A1) =S;+3S,+95; =0 (mod 13).

Portanto, se a¢) € divisivel por 13, entdo a soma §; + 3-S5, +9 - S; também o e.

(<) Agora, tomemos a(16) de forma que a soma dos ndmeros formados pelos seus bits, agrupados

de trés em trés (da direita para a esquerda), seja divisivel por 13, ou seja:
$;+3:5,+9:5;=0 (mod 13).

Entretanto, a6y = S; + 35, + 955 e, portanto, a6, também € divisivel por 13. O

Exemplo 5.17

Por exemplo, vamos utilizar o critério para verificar que 19A5(,¢) € divisivel por D6y = 133,
na base hexadecimal. Temos entdo que asa,a; + a,a,;ay, = 00114 + 9A5(16) = 9A6(16) = 2470(1¢)
e D(16) | 9A6(16), ou seja, 13(10) | 2470(10), pois 2470 =13-190.

Portanto, 19A5(16) é divisivel por D) = 1314). Entretanto, sabemos que:
19A545 =1-16%+9-16°+10-16" +5-16° = 4096 + 2304 + 160 + 5 = 6565 ;).

E, de fato, 13 | 6565, pois 6565 = 13 - 505.
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Exemplo 5.18

Agora, também como exemplo, vamos utilizar o critério para verificar que 22C4;4) nao é di-
visivel por 13, na base hexadecimal. Temos entdo que asa,a; + a,a;a, = 002 +2C4 = 2C6 e
D(16)12C6(14), ou seja, 13(14) t 71044y, pois 710 = 13-54+8. Portanto, 22C4;5) ndo é divisivel

por 13. Entretanto, sabemos que:
22C445=2-16>+2-16"+12-16" +4-16° = 8192 + 512+ 192 + 4 = 8900 ).

E, de fato, 1348900, pois 8900 = 13- 684 + 8.

5.7.6Divisibilidade por 17 na Base Hexadecimal (11(16))

Teorema 5.6 |

Na base hexadecimal, um ndmero é divisivel por 17 se, e somente se, a diferenca entre a soma

de seus bits nas posicbes pares e a soma de seus bits nas posicdes impares for divisivel por 17.

Demonstracdo. (=) Seja um nimero inteiro na base hexadecimal a(16), €scrito na forma:
Aney =ao-16°+a;-16' +a,-16*+---+a,- 16", comneN,q; €{0,1,...,15}.

Suponhamos que a,¢) é divisivel por 11(;5) = 1714y, ou seja, a6 = 0 (mod 17).

Podemos observar um padrao nos restos das divisdes das poténcias de 16 por 17:

16° = 1 (mod 17),
16! = —1 (mod 17),
162 = 1 (mod 17),
162 = —1 (mod 17),
16* = 1 (mod 17),

Observamos que as poténcias de 16 com expoente par sdo congruentes a 1 (mod 17), enquanto

as de expoente impar sao congruentes a —1 (mod 17). Assim, podemos escrever:
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Colocando os termos comuns em evidéncia:
ane=1-(ag+ay+as+---+ay)+(—=1)-(a; +az+as+---+ay,;) (mod17).
Definindo:
Sop=Qpt+ay+as+---+ay, Sy =a;t+aztas+-cc+ag.,

temos:

A(16) = Sor — Soxp1 (mod 17).

Como assumimos que a(;s) = 0 (mod 17), ent&o:

SZk - 82k+1 = O (mOd 17).

Ou seja, se a(;¢) € divisivel por 11,5y = 1744y, €ntao a diferenca entre a soma dos digitos hexadecimais

nas posicdes pares e a soma dos digitos nas posicdes impares deve ser divisivel por 17.

(<) Agora, suponha que a diferenca entre a soma dos digitos nas posicdes pares e a soma dos

digitos nas posicées impares seja divisivel por 17. Ou seja:

Como ja mostramos que:

A(16) = Sor — Soxp1 (mod 17).

segue-se que:

a6 =0 (mod 17)

Ou seja, se a diferenca entre a soma dos digitos nas posicdes pares e a soma dos digitos nas posicdes

impares for divisivel por 11,5y = 1744, €ntdo o nUmero a(;¢, também é divisivel por 11,5y = 17(3y. O

Exemplo 5.19

Por exemplo, vamos utilizar o critério para verificar que 1A6E 4 € divisivel por 11,5y = 1740,
na base hexadecimal. Temos entao que Sy, =a,+ay =A+E =10+14=24eS,,,, =as+a; =

146 =7. Dai, Soy —Syp11 = 24—7 = 17. Como 17 | 17, temos que 1A6E ) é divisivel por
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1146y = 17(1¢y. Por outro lado, sabemos que:
1A6E15y=1-16"+10-16" +6-16" + 14 - 16° = 4096 + 2560 + 96 + 14 = 6766;).

E, de fato, 17 | 6766, pois 6766 = 17 - 398.

Exemplo 5.20

Agora, também como exemplo, vamos utilizar o critério para verificar que 1518,5) nao é divi-
sivel por 11(;6) = 1734y, na base hexadecimal. Temos entao que Sy, =a, +a, =5+8 =13 e
82k+1 - a3 +a1 - 1 + ]. - 2 Da|,, SZk _SZk+1 == 13_2 == 1]. Como 17+ 1]., temos que 1518(16)

nao é divisivel por 11,4y = 17(,). Por outro lado, sabemos que:
151815 =1-16>+5-16°+1-16" +8-16° = 4096 + 1280 + 16 + 8 = 5400, ).

De fato, 17 4 5400, pois 5400 =17-317 +11.

Estes Ultimos critérios, por 11, por 13 e por 17, sé existem, desta forma, na base hexadecimal,

evidenciando que neste sistema de numeracao, é mais simples verificar algumas divisibilidades.
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CAPITULO 6

Critérios de Divisibilidade em Bases

Genéricas

Para complementar este trabalho, traremos alguns critérios de divisibilidade para qualguer base
numérica, visto que, assim como em Braga e Zini [2], a aritmética modular permite fazer essa analise
para qualquer par de nameros inteiros e a facilidade ou dificuldade de um critério de divisibilidade
de um ndmero por outro estd intimamente ligada a base numérica na qual esses nimeros estao

representados.

Neste capitulo, vamos verificar o que ocorre com os critérios de divisibilidade se mudarmos a
base de representacdo de um nimero e, além disso, para quais bases numéricas temos critérios de
divisibilidade mais simples de serem verificados. O objetivo é estender o raciocinio para uma base

numérica k genérica e verificar o que é de fato geral e o que é intrinseco da base numérica escolhida.
q

Utilizaremos, para um melhor desenvolvimento das demonstragdes, a notacao ag, = Zaiki para
i=0
representar um nimero inteiro qualquer na base k.

6.1Divisibilidade por uma base k

Um critério fundamental de divisibilidade em qualguer base numérica é a relacdo entre um niimero
e sua base. Nesta proposicao, analisamos a condicdo necessaria para que um ndmero escrito em uma

base k seja divisivel por k. Segue, baseado em Braga e Zini [2].
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Proposicao 6.1

q
Seja ay) = Zaikl, um ndmero inteiro escrito em uma base numérica k. Entdo ay, € divisivel
i=0
por k se, e somente se a, o for.

q

q
Demonstragdo. Como ag,) = Z aiki, podemos rescrevé-lo na forma ag,) = a0+z aiki. Evidenciando

i=0 i=1
q

o termo k, obtemos a, = a, +k (Z aiki_l). Portanto, a, sera divisivel por k somente quando a, o

i=1

for. O
Nesta proposicao, verificamos que um nimero serd divisivel pela base em que estd escrito somente

quando o algarismo das unidades também for. Entretanto, como a, < k, a Unica possibilidade em que

temos qa, divisivel por k é quando a, = 0.

6.2Divisibilidade por um divisor de k

Nesta proposicdo, exploramos a divisibilidade de um nimero escrito em uma base k por um divisor
m dessa base. Mostraremos que, se m é um fator inteiro de k, a divisibilidade de um nimero agy por

m depende exclusivamente do algarismo das unidades.

Proposicao 6.2

q
Seja agy = Zaiki, um numero inteiro escrito em uma base k. Considere m um divisor inteiro
i=0

: k . Lo
de k, ou seja, m = —, com p € Z. Entdo qy, € divisivel por m se, e somente se q, o for.
p

k 1 )
Demonstracdo. Temos que m = —, entdo k = mp e, portanto, Ay = Zai(mp)l. Assim, obtemos:
i=0

g
ag =do+ Zaimipi

i=1

q

Evidenciando m, teremos q(;y = a, + m( E aiml_lpl) e entdo, ag, sera divisivel por m se, e somente
i=1

se quando a, o for. O
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Observe que nesta proposicao generalizamos o critério de divisibilidade para os divisores de k,
visto que a escolha de p nao pode ser arbitraria, pois m é inteiro. Além disso, quando p = 1 obtemos

o critério de divisibilidade por k.

6.3Divisibilidade por um divisor do antecessor de k

A seguir, nessa proposicdo, desenvolveremos um critério de divisibilidade para quaisquer que se-
jam os divisores do antecessor de uma base k, ou seja, do nimero imediatamente anterior a k,

representado por k — 1.

Proposicao 6.3

q
Seja qqy = E a;k', um ndmero inteiro escrito em uma base k. Considere r um divisor inteiro
i=0

dek—1,ouseja, r=

q
,comn €N. Entédo r | ay, se, e somente se, r | E a;.
i=0

Demonstracdo. (=) Tomemos a;) =0 (mod r). Como r =

temos, entdo, que k = nr + 1. Logo
k=1 (mod r) e, dai:
kk=1'=1 (modr).

q
Portanto, como ag) = Zaiki, obtemos:
i=0

q
Dessa forma, se r | g, entéo r | E a;.
i=0

q
(<) Reciprocamente, se Zai =0 (modr)eki=1"=1 (mod r), entdo:
i=0

q
a(k) = Zaiki = 0 * 1 = O (mOd T).

=0

Ou seja, concluimos que r | a)- O

Note que os critérios de divisibilidade por 3 e 9 na base decimal sao analogos aos critérios por 3, 5
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e 15 na base hexadecimal, por exemplo (veja os Teoremas 3.4 e 5.2).

6.4Divisibilidade por um divisor do sucessor de k

Agora, nessa proposicao, desenvolveremos um critério de divisibilidade para quaisquer que sejam
os divisores do sucessor de uma base k, ou seja, do nimero imediatamente posterior a k, represen-

tado por k + 1.

Proposicao 6.4

q
Seja ag) = Zaiki, um nUmero inteiro escrito em uma base k. Considere t um divisor inteiro
i=0

q
1 . .
,comn €N. Entdo t | i, se, e somente se, t | E a;(—1)-.
i=0

dek+1,ouseja, t=

Demonstragdo. (=) Tomemos q;) =0 (mod t). Como t = temos, entdo, que k = tn—1. Logo

k=—1 (mod t) e, dai:
ki=(—=1)" (mod t).

q
Portanto, como ag, = Zaiki, obtemos:
i=0

q

agy = Y a,(~1)" (mod t).

i=0

q
Dessa forma, se t | ay, entéo ¢ | Zai(—l)i (mod t).
i=0
q . . .
(<) Reciprocamente, se Zai(—l '=0 (mod t), e (—1)' =k' (mod t) entdo:
i=0

q

au = Zaiki =0 (mod t).

i=0
Ou seja, concluimos que t | a,. O
Note que, por exemplo, os critérios de divisibilidade por 11 na base decimal, 3 na base binéria e

17 na base hexadecimal sao analogos, pois ambos sao sucessores de 10, 2, e 16, respectivamente.

Além disso, se observamos uma base octal por exemplo, ou seja, com k = 8, este critério se aplicaria

& UFU-FAMAT-PROFMAT 75



Critérios de Divisibilidade em Bases Genéricas Divisibilidade por um divisor de k”

ao 9 e 3.

6.5Divisibilidade por um divisor de k”

Por fim, traremos uma proposicao que trata da divisibilidade dos divisores de uma poténcia de

base k.

Proposicao 6.5

q

Seja ay, = Zaikl, um ndmero inteiro escrito em uma base k. Agora, tome u € N, tal que u | k?,
i=0

com p € N. Entdo q(y, sera divisivel por u, se u dividir o nimero formado pelos dois p ultimos

digitos de ay.

q
Demonstracdo. Tomemos u €N, tal queu | k?, comp eNeaqy) = Z a;k'. Podemos escrever ag) em

i=0
duas parcelas:

p—1 q

agy = Z ak’ + Z a;k'
i=0 i=p
——

Ultimos p algarismos  Algarismos restantes

Por outro lado, podemos colocar k? em evidéncia nos algarismos restantes:

p—1 q
ag) = Z ak' + kP (Z aiki_P) .

i=0 i=p

p—1
Como u | kP, entdo u divide a, se também dividir Zaiki. O
i=0

Observacdo: vale o destaque de que, ao trabalhar com os critérios de divisibilidade na base deci-
mal para alunos do 6° ano do Ensino Fundamental, trabalhamos os critérios de divisibilidade por 4, em
gue um numero é divisivel por 4 se, e somente se, os dois Ultimos algarismos formarem um ndamero
divisivel por 4, e por 8, em que um numero é divisivel por 8 se, e somente se, os trés ultimos algaris-
mos formarem um ndmero divisivel por 8. Agora, gracas & proposicdo acima, como 4 | 100 = 10% e

811000 = 103, entendemos estes critérios que trabalhamos na escola.

Ao final desse capitulo, observamos que a facilidade da aplicacao de um critério de divisibilidade
por um numero é maior ou menor dependendo da base escolhida. Por exemplo, na base decimal é
mais dificil utilizar um critério de divisibilidade por 7 do que na base octal. Critérios de divisibilidade,

como afirmam Braga e Zini [2], dependem essencialmente da base numérica escolhida.
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CAPITULO 7

Produto Técnico-Tecnoldgico: Minicurso

Informacoes Gerais

* Titulo do Minicurso: Decifrando os Cédigos do Mundo Digital: Aritmética nas Bases Bindria e

Hexadecimal

¢ Publico-alvo: Professores da Educacdo Basica, Licenciandos em Matematica, Graduandos da

Computacdo e Alunos do Ensino Médio
* Carga horaria: 4 horas
* Datas de realizacao: 23 e 24 de Abril de 2025
* Local: Auditéria 5R-A da Universidade Federal de Uberlandia
* Ministrante: Fidélio Augustus Souki Gontijo
* Material utilizado: Projetor, notebook, cadernos, caneta, quadro branco e pincéis

* Conhecimento prévio: As guatro operacdes no sistema decimal, decomposicao de um nu-

mero na base decimal

Descricao

Como parte da aplicacdo pratica dos resultados obtidos nesta pesquisa, foi elaborado e ministrado
um minicurso intitulado "Decifrando os Cddigos do Mundo Digital: Aritmética nas Bases Binaria e He-

xadecimal" no auditério 5R-A, no campus Santa Ménica da Universidade Federal de Uberlandia, para
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alunos no inicio do curso de Licenciatura em Matemaética, ou interessados na tematica. O minicurso
teve como objetivos:

* Introduzir conceitos fundamentais de sistemas numéricos posicionais e ndo posicionais

* Demonstrar técnicas de conversao entre bases (decimal, binaria, hexadecimal)

* Explorar operacdes aritméticas em bindrio e hexadecimal

* Apresentar aplicacbes tecnoldgicas na computacado, programacao e eletronica digital

Principais Topicos Abordados

1.Histéria e evolucao dos sistemas numéricos (egipcio, romano, maia, babilénico, hindu-arabico);
2.Diferenca entre sistemas posicionais e nao posicionais;
3.Conversao entre bases:

e Método das divisOes sucessivas;

* Tabelas comparativas (0 a 63 em decimal, bindrio e hexadecimal);
4.0peracO0es matematicas em bindrio e hexadecimal:

* Adicao, subtracao, multiplicacao e divisao;

* Atividades passadas para os presentes;
5.Aplicacdes na tecnologia:

* Armazenamento e transmissao de dados
Binario: Todo dado digital (texto, imagem, video, som) é convertido em sequéncias de
0s e 1s, porque os computadores funcionam com circuitos eletrénicos que sé reconhecem
dois estados: ligado (1) e desligado (0). Exemplo: A letra “A” - 01000001 em cédigo binério
Hexadecimal: Como as sequéncias bindrias sdo longas e dificeis de ler, os dados muitas
vezes sao representados em hexadecimal para facilitar a visualizacao. Cada digito hexa-

decimal representa 4 bits. Exemplo: o byte 11110000 = FO em hexadecimal.

* Enderecamento de memodria e depuracgao
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Binario: Os enderecos de memdéria sao representados internamente em bindrio, pois a
arquitetura do processador opera diretamente com bits. Exemplo: 0000111110101000

(endereco binario real).

Hexadecimal: Para os programadores, é muito mais facil ler e escrever os enderecos em
hexadecimal. O endereco bindrio acima pode ser representado como 0xOFA8. O prefixo 0x

indica “nUmero hexadecimal”.

* Representacao de cores em HTML/CSS;

Binario: Cada cor RGB (no inglés: vermelho, verde, azul) pode ser representada com 8

bits. Exemplo: vermelho puro: 11111111 00000000 00000000 (255, 0, 0).

Hexadecimal: Como é padrao na web, essa cor seria escrita como FF0000. Cada par
hexadecimal representa uma das cores (R, G, B). O vermelho puro representado em hexa-

decimal: FF = 255 (vermelho); 00 = 0 (verde); 00 = 0 (azul)

Materiais Disponibilizados

* Slides didaticos com exemplos e exercicios;
e Tabelas de conversao (decimal-binario-hexadecimal);

* Roteiro de atividades préaticas;

Registro da Atividade

Fotografias de atividades realizadas:
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Figura 7.1: Registro de atividades em caderno de participante 1

Figura 7.2: Registro de atividades em caderno de participante 2
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Figura 7.3: Registro de atividades em caderno de participante 3

Figura 7.4: Registro de atividades em caderno de participante 4
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Figura 7.5: Registro de atividades em caderno de participante 5
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Figura 7.6: Registro de atividades em
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Figura 7.7: Registro de atividades em caderno de participante 7
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Figura 7.8: Registro de atividades em caderno de participante 8
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Figura 7.9: Registro de atividades em caderno de participante 9
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Figura 7.10: Registro de atividades em lousa

Alguns dos principais slides:
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DECIFRANDO 0S CODIGOS DO MUNDO DIGITAL:
ARITMETICA NAS BASES BINARIA E HEXADECIMAL

Professor de Matematica
Fidélio Augustus Souki Gontijo/

NA BASE 10
Escrevemos nimeros como
produtos de poténcias de 10.

Escrevemos nimeros como
produtos de poténcias de 2.
Usamos os algarismos de O a 9. Usamos os algarismos de O e 1.

Exemplo:

357 5

Exemplo:

(300) + (50) + (7) 4 +(0) + (1)

Ax4)+0x2)+(1x1)
(3x100)+(5%x10)+(7%x1)
(Ax2) +(0x2)+(1x29

101,

(3% 10%) + (5 x 10") + (7 x 10%)

AS 4 OPERACOES NO SISTEMA BINARIO
ADICAO

MAS NA BASE BINARIA.

=
1101,
5 g
1011

+ 1101

Vamos somar, como exemplo, 11e 13.

/
1011,

11000

110005, =1 2*+1 2°+0 2°+0 2'4+0 2°=16+8=24

AS 4 OPERACOES NO SISTEMA BINARIO
MULTIPLICAGAO

Vamos multiplicar, como exemplo, 21e5...... MAS NA BASE BINARIA.
10101 10181, 101,

101
1(I)101
60000
+10101

1101001 =1-25+1-2°40-2*+1-2°+0-22+0-2'+1-2°

=64+32+8+1=105

SISTEMAS NAO
POSICIONAIS

SISTEMAS
POSICIONAIS

Facilidade ao realizar operacdes
Unico objetivo é a representacdo matemadticas
simbélica dos niimeros

Surge o conceito de BASE numérica

CONVERTER PARA A BASE BINARIA

Fazemos divisdes sucessivas por 2. Por exemplo, vamos converter o

numero 45 para a base binaria.
45+2 = 22 resto: 1,

222 11 resto: 0,

=2 5 resto:

i |
5+2 resto: 1,
: 0

252 resto

1+2 0 resto: 1.
Os restos obtidos, de baixo para cima, foram 1, O, 1,1, O, 1. Entdo:

45(,9) = 101101,
Agora é a vez de vocés!
Convertam o niumero 68 para a base bindria.

AS 4 OPERACOES NO SISTEMA BINARIO
SUBTRACAO

Vamos subtrair, como exemplo, 22 de 29. MAS NA BASE BINARIA.

/
10110, }‘101(2)

0 1010

17 da

=101 10

00111
111 =1-2"4+1-2'+1-2°=4+2+1=7

AS 4 OPERACOES NO SISTEMA BINARIO
DIVISAO

Vamos dividir, como exemplo, 58 por 5...... MAS NA BASE BINARIA.
111010 101
=101 1011
1001
—101
1000
=101

1 58+5=11 resto 3

Figura 7.11: Slide do minicurso — parte 1
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NA BASE 10

Escrevemos nimeros como
produtos de poténcias de 10.
Usamos os algarismos de Oa 9.
Exemplo:

357

(300) + (50) + (7)

(3x100)+(5x10)+(7x1)

(3 % 10%) + (5 % 101) + (7 x 10%)

NA BASE 16
Escrevemos numeros como
produtos de poténcias de 16.
Usamos os algarismos de O a 15.
Usamos A para 10, B para 11,... e,
por fim, F para 15.

175(10)

l
160 + 15

l
10-16' +15- 16°
l
AF 14

AS 4 OPERACOES NO SISTEMA HEXADECIMAL
ADICAO

Vamos somar 3898 e 2972...... MAS NA BASE HEXADECIMAL.

~

F3A4)
1

F3A

+ B9C

—
B9C )

1AD6:1-16"’+10‘162+13-16’+6‘16”

= 4096 + 2560 + 208 + 6 = 6870,

AS 4 OPERACOES NO SISTEMA HEXADECIMAL
MULTIPLICACAO

Vamos multiplicar 47 e 26...... MAS NA BASE HEXADECIMAL.

2F36) (16)

9
2F

‘A=15-10=150=9-16+6

x 1A4-A+9=2-10+9=29=1-16+13=1D

1D6

+2F —D+F=13+15=28=16+12=16-1+C

4C6 =1.222

ALGUMAS APLICACOES NA TECNOLOGIA

3. CORES EM HTML/CSS

O sistema hexadecimal é usado para
definir cores em paginas da web:
#FFOOOO (vermelho),

#OOFFOO (verde),

#OOOOFF (azul)

4. MONTAGEM E LINGUAGEM

Embora a CPU trabalhe em bindrio, o
hexadecimal & usado para escrever
instrucdes de maquina de forma mais
legivel:

- Bingrio: 1011 COO1

« Hexadecimal: Bl

Lo

Computer

CONVERTER PARA A BASE HEXADECIMAL

Fazemos divisdes sucessivas por 16. Por exemplo, vamos converter o
numero 450 para a base hexadecimal.

450 dividido por 16 tem guociente 28 e resto 2,
28 dividido por 16 tem guociente 1 e resto 12,

1 dividido por 16 tem quociente 0 e resto 1.

Os restos obtidos, de baixe para cima, foram 1, 12 e 2. Entdo:

450( 10) = 1C2(16}

Agora é a vez de vocés!
Convertam o nimero 700 para a base hexadecimal.

AS 4 OPERACOES NO SISTEMA HEXADECIMAL
SUBTRACAOQ

Vamos subtrair 2844 de 3418...... MAS NA BASE HEXADECIMAL.

~
Blﬁ D5A16)

4 1A
DEA
—B1C

23E =2-16*+3-16'+14-16°
=512+ 48 + 14 = 574,

AS 4 OPERACOES NO SISTEMA HEXADECIMAL
DIVISAO

Vamos dividir 2002 por 30...... MAS NA BASE HEXADECIMAL.
7D2 1E

(4x16+4x14) =78

52

(2x16+2x14) —46

2002 + 30 = 66
16

com resto 22

ALGUMAS APLICACOES NA TECNOLOGIA

Uso Pratico Bindrio Hexadecimal

Leitura humana ! piFier Mals FAclL

Visualizagdo detalhada

Wiz NAo TAo BOA

Enderecos e depuragdo [ MuITo UsADO

Representagao de cores MUITO COMUM

Comunicagdo com

i OTIL TAMBEM
maquinas

Figura 7.12: Slide do minicurso — parte 2
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Conexao com a Pesquisa

Este minicurso representa uma acao de extensao e validacao pratica dos conhecimentos produzi-

dos na pesquisa, destacando:

Continuidade Teodrico-Metodolagica

O minicurso opera como extensdo didatica da pesquisa, traduzindo seus fundamentos tedricos
para uma abordagem acessivel. Enquanto a dissertacdo demonstra formalmente critérios de di-
visibilidade através de Aritmética modular, Sistemas posicionais e Operacdes em diferentes bases
numeéricas, 0 minicurso introduz esses conceitos de forma intuitiva, com énfase nas bases binaria e

hexadecimal.

Aplicacao Pedagdgica

A dissertacao propde sequéncias didaticas para o ensino de divisibilidade, materializadas no mini-
curso através de:

Tabela 7.1: Correspondéncia entre dissertacdo e minicurso

Dissertacao Minicurso

Critérios formais de divisibilidade Fundamentos de sistemas posicionais
Operacdes em bases arbitrarias  Aritmética binaria e hexadecimal
Aplicacoes tedricas Exemplos tecnoldgicos praticos

Configura-se como um produto técnico-tecnolégico relevante para programas de pdés-graduacao

profissional, promovendo a integracao entre academia e educacao bésica.
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CAPITULO 8

Consideracoes Finais

Ao elaborar este trabalho, nosso objetivo principal era investigar os critérios de divisibilidade em
diferentes bases numéricas, com énfase nos sistemas decimal, binario e hexadecimal. No entanto,
ao longo da pesquisa, ficou evidente que, embora os principios fundamentais da divisibilidade sejam
universais, sua aplicagao pratica varia significativamente conforme a base adotada. Os critérios de
divisibilidade, baseados em propriedades algébricas e aritméticas, independem da representacao
numérica, mas sua formulacao e uso tornam-se mais ou menos simples dependendo da base utilizada.
Em particular, nas bases binaria e hexadecimal, alguns critérios assumem formas mais compactas e

eficientes, o que reforca sua utilidade em aplicacdes computacionais.

No ambito educacional, os critérios desenvolvidos podem ser adaptados ao ensino basico, auxi-
liando na compreensao de conceitos fundamentais da aritmética. O minicurso apresentado neste
trabalho, voltado para as quatro operagdes basicas nas bases binaria e hexadecimal, contextualiza
historicamente as bases posicionais e ndo posicionais, e proporciona a experiéncia de revisitar con-
teddos da educacao infantil sob uma nova perspectiva, mais madura e atenta aos métodos de reso-

lucdo em cada operacdo, destacando os detalhes especificos de cada base.

Em sintese, reforcamos a importancia de se estudar a teoria dos niumeros em diferentes contextos,
evidenciando como a escolha da base numérica influencia a eficiéncia e clareza dos critérios de divi-
sibilidade. Também destacamos que o tema abre caminho para novas investigacdes, tanto no campo
matematico quanto em aplicacdes tecnolégicas e pedagdgicas. Acreditamos que a abordagem pro-
posta pode servir como base para futuras pesquisas e como ferramenta de ensino, promovendo uma
compreensao mais profunda e interdisciplinar da matematica. Além disso, o minicurso permitiu aos
futuros professores revisar e compreender melhor os algoritmos ensinados nas operacdes basicas dos

anos iniciais da formacao escolar.
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