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RESUMO

O problema dos trés corpos busca resolver o movimento de trés objetos com massas pontu-
ais que interagem mutuamente por meio da forga gravitacional de Newton, dada uma condic¢ao
inicial de velocidade e posi¢ao de cada corpo. Devido a complexidade da interacao entre trés
corpos e a evolugao do sistema ser muito sensivel as condigoes iniciais, o modelo é nao linear,
sendo abordado analiticamente apenas para situacoes especificas. Para os demais casos, a tnica
alternativa é a aplicagao de métodos numéricos. Contudo, esses métodos trabalham com apro-
ximagoes, o que torna desafiadora a solugao numérica para o problema. Neste trabalho, serao
estudados e implementados métodos numéricos voltados a solugao de um sistema de equagoes
diferenciais nao lineares que modela o problema dos trés corpos, analisando a estabilidade e
precisao numeérica desses métodos e resultados da literatura.

Palavras-chave: Problema dos Trés Corpos. Métodos Numéricos. Sistema de Equacoes Di-
ferenciais Ordinarias Nao Lineares.



ABSTRACT

The three-body problem seeks to determine the motion of three point-mass objects that
interact mutually through Newton’s gravitational force, given initial conditions for the velocity
and position of each body. Due to the complexity of the interaction among the three bodies
and the system’s high sensitivity to initial conditions, the model is non-linear and can only
be approached analytically in specific cases. For all other situations, the only alternative is
the application of numerical methods. However, these methods are based on approximations,
which makes finding a numerical solution to the problem particularly challenging. In this work,
numerical methods aimed at solving a system of nonlinear differential equations that model
the three-body problem will be studied and implemented, with an analysis of the numerical
stability and accuracy of these methods and results found in the literature.

Keywords: Three-Body Problem. Numerical Methods. Nonlinear System of Ordinary Diffe-
rential Equations.



SUMARIO

Lista de Figuras 1
Lista de Tabelas II1
1 Introducao 1
2 Equagoes Diferenciais 3
2.1 Equagoes Diferenciais Ordinarias e Parciais . . . . . . . .. .. .. ... .. ... 3
2.2 Problemas de Valor Inicial (p.vi.) . . . .. .. ... 4
2.3 Equagoes Diferenciais de Ordem Superior . . . . . . . . . . ... ... ... ... 4

3 Série de Taylor 6
3.1 Polinémio de Taylor de Ordem n . . . . . . . . .. ... ... ... ... .... 6

4 Meétodos Numéricos 8
4.1 Método de Taylor de Ordem ¢q . . . . . . . . .. .. ... ... 8
4.2 Método Linear de Passo Multiplo . . . . . .. ... ... ... . 9
4.2.1 Meétodos Explicitos . . . . . . ..o 9

4.2.2 Métodos Implicitos . . . . . . . . 11

4.3 Ordemdo Erro . . . . . . . . . .. 16
4.3.1 Errono Métodode Euler . . . . . . ... ... ... oL 17

4.3.2 Erro no Método do Trapézio . . . . . . . .. ... 17

4.4 Consisténcia e Estabilidade . . . . . . . .. .. o000 18
4.5 Convergencia . . . . . . ... 19
4.6 Método Geral Explicito de 1-passo . . . . . . . .. ... oL 19
4.6.1 Métodos de Runge-Kutta . . . . . . . .. ... ... ... ... ...... 19

4.6.2 Ordem dos Métodos Gerais Explicitos de 1-passo . . . . . . .. ... .. 23

4.7 Taxa de Convergéncia Experimental . . . . . . . .. .. ... ... 24
4.71 Errono Métodode Euler . . . . . ... ... ... L. 25

4.7.2  Erro no Método de Euler Melhorado . . . . . . .. ... ... ... ... 26

4.7.3 Erro no Método do Trapézio . . . . . . . . . . ... ... ... 26

4.7.4  Erro no Método de Runge Kutta deordem 4 . . . . . . . . ... ... .. 26

4.7.5 Inclinacao das Retasde Exrro . . . . . . . . . . .. ... L. 27

4.8 Métodos Numéricos para Equagoes de Ordem Superior . . . . . .. .. ... .. 28
4.81 Euler. . . . . .. 29

4.8.2 Euler Melhorado . . . . . . . . . . ... . 29

4.8.3 Trapézio . . . . . . . L 29

4.84 Runge Kuttadeordem 4 . . . . . . ... ... .. 0L 30

BACHARELADO EM MATEMATICA



5 Problema dos Trés Corpos
5.1 Modelagem do Problema . . . . . . .. ... o

5.2 Sistema Terra-Lua-Sol
5.2.1 Comparagao entr

5.3 Sistema Terra-Marte-Sol
5.3.1 Comparacao entr

e métodos numéricos . . . . . . .. ...

e métodos . . .. L.

5.4 Exemplos do problema dos trés corpos . . . . . ... .. ... L.

5.4.1 Solucao em linha
5.4.2  Solugao em oito

6 Conclusao

Referéncias Bibliograficas

reta . . ...

31
31
34
41
44
49
o4
o4
59

62

63



LisTA DE FIGURAS

4.1

4.2

5.1
5.2

5.3

0.4

2.5

5.6

5.7

5.8

2.9
5.10

0.11

5.12

5.13

5.14

5.15

5.16

5.17

Comparagao da ordem de convergéncia dos métodos de Euler, Euler Melhorado
e Runge-Kutta de ordem 4 para o problema de valor inicial (4.9). . . . ... ..

Comparagao da ordem de convergéncia dos métodos de Euler Melhorado e Trapézio.

Trajetoria da Terra ao redor do Sol no periodo de um ano com h ~ 0.0031. . . .
Trajetoria da Terra ao redor do Sol no periodo de um ano com distancias méximas
e MINIMAS. . . . . . . o v v o e e
Trajetoria da Lua ao redor da Terra no perido de 27 dias . . . . . . . ... . ..
Trajetorias da Terra e da Lua ao redor do Sol durante um ano, obtidas com os
métodos numéricos Euler, Euler Melhorado, Trapézio e Runge-Kutta de quarta
ordem com h = 0.0031. . . . . . . . ...
Trajetoria da Terra ao redor do Sol no periodo de um ano com o método de
Fuler e tamanho do passo h ~ 0.0016.. . . . . . . . . . .. ... .. .. .....
Trajetoria da Terra ao redor do Sol no periodo de dois anos com o método de
Euler e tamanho do passo h =~ 0.0031.. . . . . . . . . ... ... .. ... ...,
Trajetoria da Terra ao redor do Sol no periodo de 8 anos com o método de
Runge-Kutta de quarta ordem e tamanho do passo h ~ 0.02511. . . . . . . . ..
Trajetoria da Terra ao redor do Sol no periodo de 8.2 anos com o método de
Runge-Kutta de quarta ordem e tamanho do passo h =~ 0.02574. . . . . . . . ..
Orbita dos corpos no intervalo ¢ de 0 a 10 anos com intervalos h = 0.005. . . . .
Orbita Terra-Marte-Sol em um periodo de 10 anos com o método de Euler com
intervalos h = 0.005. . . . . . . ..
Orbita Terra-Marte-Sol em um periodo de 10 anos com o método de Euler com
intervalos h = 0.00005. . . . . . . . L
Orbita Terra-Marte-Sol em um periodo de 10 anos com o método de Euler Me-
lhorado com intervalos h = 0.005. . . . . . . .. .. Lo
Orbita Terra-Marte-Sol em um periodo de 10 anos com o método do Trapézio
com intervalos h = 0.005. . . . . . ...
Comparagao das orbitas Terra-Marte-Sol em 10 anos utilizando dois métodos
numéricos com h = 0.05: & esquerda, método de Euler Melhorado; a direita,
método do Trapézio. . . . . . . . . . .
Comparacao das orbitas em 10 anos utilizando dois métodos numéricos com

h = 0.025: a esquerda, método de Euler Melhorado; a direita, método do Trapézio.

Comparacao das orbitas Terra-Marte-Sol em 10 anos utilizando dois métodos
numéricos com h = 0.0125: a esquerda, método de Euler Melhorado; a direita,
método do Trapézio. . . . . . . . . .
Comparagao das orbitas Terra-Marte-Sol em 10 anos utilizando dois métodos
numeéricos com h = 0.00625: a esquerda, método de Euler Melhorado; a direita,
método do Trapézio. . . . . . . . . . .

27
28

40

44

44

52

BACHARELADO EM MATEMATICA



5.18

5.19

5.20

5.21
5.22
5.23
5.24
0.25
5.26
0.27
5.28
5.29
5.30
5.31

Orbita Terra-Marte-Sol em um periodo de 10 anos com o método de Runge-Kutta

de ordem 4 com intervalos h = 0.025. . . . . . .. ..o 53
Orbita Terra-Marte-Sol em um periodo de 10 anos com o método de Runge-Kutta

de ordem 4 com intervalos h = 0.0125. . . . . . .. ... oo 53
Orbita Terra-Marte-Sol em um periodo de 1000 anos com o método de Runge-

Kutta de ordem 4 com intervalos h = 0.005. . . . . . .. ... ... .. ..... 54
Instantes iniciais do movimento . . . . . . . ... ..o 56
Uma revolugao completa que os trés corpos completam simultaneamente. . . . . 56
Interagao dos corpos em um intervalo t de 0 a 97 com h =0.001. . . . . . . . .. o7
Interagao dos corpos em um intervalo ¢t de 0 a 97 com h = 0.0001. . . . . . . .. o7
Interagao dos corpos com perturbagao em um intervalo ¢t de 0 a 80 com h = 0.001. 58
Independéncia de malha paraocorpo 1 . . . . . . . . ... ... ... .. .. .. 58
Independéncia de malha paraocorpo 2 . . . . . . . . ... ... ... ... 59
Independéncia de malha paraocorpo3 . . . . . . . . ... ... ... ... 59
Trajetoria inicial dos corpos em um intervalotdeOa 1.. . . . . . . .. ... .. 60
Trajetoria do movimento dos corpos em um intervalo ¢ de 0 a 6.325. . . . . . . . 61

Trajetoria do movimento dos corpos com perturbacao em um intervalo ¢ de 0 a
6.325. . . e e 61



ITI

LisTA DE TABELAS

4.1
4.2

4.3

4.4

4.5
4.6

4.7
4.8

4.9

4.10
4.11
4.12

5.1

5.2

Valores aproximados e exatos para o p.v.i. (4.9) no Método de Euler para h = 0.1.

Valores aproximados pelo Método do Trapézio Implicito e exatos para o p.v.i.

(4.9), com erros absolutos e relativos (h =0.1). . . ... ... ... ... ....

Valores aproximados e exatos para o p.v.i. (4.9) no Método de Euler Melhorado

(para h =0.1). . . . .

Valores aproximados e exatos para o p.v.i. (4.9) no Método de Runge-Kutta de
ordem 4 (para h =0.1). . . . .. .. L
Calculo da Ordem de Convergéncia Experimental para o Método de Euler.
Calculo da Ordem de Convergéncia Experimental para o Método de Euler Me-
lhorado. . . . . . . . e
Calculo da Ordem de Convergéncia Experimental para o Método do Trapézio.
Célculo da Ordem de Convergéncia Experimental para o Método de Runge Kutta
deordem 4 . . . . ..
Método de Euler aplicado ao problema (4.32), com h=0.1.. . . . .. ... ...
Método de Euler Melhorado aplicado ao problema (4.32), com h =0.1. . . . ..
Método do Trapézio aplicado ao problema (4.32), com h=0.1. . . . . . ... ..
Método de Runge Kutta de ordem 4 aplicado ao problema (4.32), com h = 0.1. .

Distancia final da Terra em relagao a solucao analitica para diferentes valores de

15

21

23
25

26
26

27
29
29
30
30

BACHARELADO EM MATEMATICA



INTRODUGAO 1

1. INTRODUCAO

Por milénios, a humanidade busca compreender o cosmos. Observar o luminoso céu noturno
tem sido de grande fascinio para os humanos, e poder prever a posi¢ao de cada ponto de luz
no decorrer dos anos revelou-se um problema desafiador. Com isso, surgiu a necessidade de
formular calculos para prever os eventos celestes com exatidao.

No entanto, essa busca revelou algo ainda mais fundamental: os corpos celestes nao se
movem isoladamente. Eles se atraem mutuamente devido a gravitagao, observada por Isaac
Newton, que propds uma lei para essa forca: a lei da Gravitacao Universal. Esta lei afirma que
toda particula do universo atrai todas as outras particulas com uma forca que é diretamente
proporcional ao produto de suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia
entre elas [5]. Logo, o estudo dessa for¢a deve ser analisado para cada corpo de um sistema.

A partir disso, tornou-se necesséario encontrar uma maneira de resolver uma interagao gra-
vitacional com varios objetos, surgindo o problema de trés corpos e, de maneira geral, um
problema de n-corpos.

Ao contrario do problema de dois corpos, a interacao gravitacional entre trés ou mais corpos
nao fornece uma solugao geral analitica. Existem casos especificos em que, ao restringir as
hipoteses das condigoes iniciais de velocidade e posigao, conseguimos soluges analiticas [6].
Porém, de forma geral, é necessaria a aplicacao de métodos de aproximagao numérica para
resolver o sistema de equagoes que modela o problema, pois ele sera formado por equagoes nao
lineares |2]. Embora o processo numeérico para resolver o problema seja complexo, é possivel
obter uma solugao com a precisao desejada. A forte dependéncia entre os corpos cria um modelo
nao linear que traz desafios teéricos e numéricos na solucao.

Ao modelar o problema dos trés corpos, encontram-se equagoes diferenciais nao lineares,
desenvolvidas a partir da segunda Lei de Newton e da lei da Gravitagao Universal. O sistema
resultante apresenta seis equagoes por corpo, sendo trés para a posicao e trés para a velocidade,
no caso dos corpos no espago [6], ou um sistema com quatro equagoes para cada corpo, no caso
do plano. Neste trabalho, foca-se no estudo planar do problema. Assim, obtém-se um sistema
de doze equacoes diferenciais nao lineares e acopladas, das quais seis correspondem as posicoes
de cada corpo e as demais a velocidade.

A principal finalidade deste trabalho é a implementacao de métodos numéricos para resolu-
gao de sistemas de equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) nao lineares, com foco na aplicagao
ao problema dos trés corpos.

Para isso, inicia-se com uma breve teoria sobre equagoes diferenciais e, na sequéncia, estuda-
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2 INTRODUGAO

se diferentes métodos numéricos para resolucao de equacgoes diferenciais, tais como o método
de Euler e os métodos de Runge-Kutta, que sao explicitos, e o método de Crank-Nicolson, que
é implicito.

Posteriormente, modela-se o problema dos trés corpos considerando as interagoes gravita-
cionais entre eles e, a partir do modelo planar, sao desenvolvidas simula¢oes numéricas com o
objetivo de analisar qualitativamente e quantitativamente o comportamento dindmico do sis-
tema, observar as trajetorias resultantes e comparar a eficiéncia e precisao de diferentes métodos

numéricos na resolucao dessas equagoes.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA



EQUAGOES DIFERENCIAIS 3

2. EQUACOES DIFERENCIAIS

2.1 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS E PARCIAIS

Equagoes diferenciais sao equacoes que contém as derivadas de uma ou mais funcoes nao
conhecidas, em relagao a uma ou mais variaveis independentes [10].

Elas podem ser classificadas quanto a tipo, ordem e linearidade.

Uma equagao diferencial derivada de uma ou mais fung¢oes incoégnitas em relagao a uma tnica
variavel independente é chamada de equagao diferencial ordinaria (EDO). Quando a equagao
envolve derivadas de uma ou varias funcoes de duas ou mais variaveis independentes, ¢ chamada
de equagao diferencial parcial (EDP) [10].

Exemplos de EDO:

dy dy _ d’y dy
YWooy=er, W2 YV L,y
dx tay=c A dx
Exemplos de EDP:
Pu ,0%u  Ou  Ou Pu  O*u

o2 o ot TVar " ¢ o Tap V)

A ordem de uma EDO ou EDP é a ordem da maior derivada, por exemplo,

é uma equacao diferencial ordinéria de segunda ordem.

Quanto a linearidade, uma equacao diferencial ordinaria é dita linear quando nao hé potén-
cias ou produtos entre a fung¢ao incognita e/ou suas derivadas. Isto é, a equagao diferencial de
ordem n é da forma

dny dnfly

an(x)— + an_l(x)m

" +~-'+a1(x)@+ao(x)y:g(x). (2.1)

dx

Se na equacao a funcao incognita aparece de forma nao linear, classifica-se como equacao
diferencial ordinaria nao linear.

Por exemplo, as equagoes
d’y  ,dy

Woyoy=er o T4 3% 190
d:v+y © ¢ dx? dx+y

BACHARELADO EM MATEMATICA



4 EQUAGOES DIFERENCIAIS

sao equacgoes diferenciais ordinarias lineares e as equacgoes

dy d*y  dy
= = Sy =0
dx tooe dx? + ydx

sao equacoes diferenciais ordinarias nao lineares.

2.2 PROBLEMAS DE VALOR INICIAL (P.V.1.)

De acordo com [2]|, um problema da forma

d
d_zt/ = f(t,y), paraa<t<b,

sujeito a uma condi¢ao inicial y(a) = o é denominado problema de valor inicial (p.v.i.).
Este problema pode ser expresso por um sistema, com uma equacao diferencial de primeira

ordem e o valor da solucao desta equagao em determinado ponto:

{ y, = f(tvy)’ (2.2)

y(a) = yo.

Ele ainda pode se estender para um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem da

forma ‘d
i
Y ),
dt fl( » Y1, Y2, Y )
dyo
0 = t7 ) s In)y
at Ja(t,y1, 92 Yn)
dyn
Y, = nta y Y25 -5 Yn ),
0t Ju(t,y1, 42 Yn)

para a < t < b, sujeito as condigoes iniciais

yl(a) = Oy, yQ(a) = (o, ceey yn<a) = Qp.

2.3 EQUACGOES DIFERENCIAIS DE ORDEM SUPERIOR

Considerando uma equagao diferencial de segunda ordem

y' = f(z,y,y)
y(iﬂo) =% (2-3)
y'(z0) = Yo

é possivel resolve-la reduzindo-a a um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem, por
meio de uma mudanga de variavel [3].

Isto ¢, definindo y' = z, tem-se 3’ = 2’ = f(z,v, 2).

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA



EQUAGOES DIFERENCIAIS 5

Portanto, o problema de valor inicial se reduz a

Z = f($,y,2),
Y =z,

2.4
y(xo) = Yo, 24)
2(xo) = 20

De forma geral, pode ser feita esta mudanca de variavel para resolver uma equacao diferencial

de ordem n:
y" = flz,y,y, ..y Y), (2.5)

em que as condicoes iniciais sao

y(z0) = vo, ¥ (%0) = Yy -+, y" "V (zo) = y(()n_l)~ (2.6)

O Teorema 1 garante a existéncia e unicidade da solugao para problemas de valor inicial.
Teorema 1 (Existéncia e Unicidade). Seja f(z,y) definida e continua em
D={(r,y) eR*|a<z<b —oc0<y< oo},

em que a e b sao numeros reais finitos.

Suponha que exista uma constante L > 0 tal que

|f(z,y) = flz,y")| < Lly —y*|, Y(x,y), (x,y") € D. (2.7)

Entao, se yo € um nimero dado, existe uma unica solugao y(x) do problema de valor inicial

(p.v.i.) dado por 2.2, em que y(z) € continua e diferencidvel para todo (x,y) € D.

A demonstragao pode ser encontrada em Birkhoff e Rota [1], a partir da pagina 170.

BACHARELADO EM MATEMATICA



6 SERIE DE TAYLOR

3. SERIE DE TAYLOR

3.1 PoOLINOMIO DE TAYLOR DE ORDEM n

Definicao 1. O polinémio de Taylor de ordem n da func¢ao f no ponto a é dado por:

) = £(@) + e+ L 4y L
e permite aproximar func¢oes a um polinémio.
Por exemplo, as derivadas da fungao e* sao:
(e =€, (9" =¢*, (5B =€, .o, (5™ =e¢2,

As derivadas de e* seguem um padrao constante: todas sao iguais a e*.

Logo, para x = 0, as derivadas de e serao:
=1, (0)=1, ()'0)=1, (HDO)=1, -, (H"(0) =1

Portanto, o polinomio de Taylor de ordem n da fungao e* em torno do ponto a =0 é

e " JZQ s (n) "
p(:c) =0t (ef’f)/<0)x + % et ()%

Substituindo os valores das derivadas em x = 0, tém-se:

(1)2?  (1)a® (1)z"
p(r) =1+ 1)z + oy T bt
Simplificando:
_ r? 23 "
p(z) = +$+§+§+"'+m.

Essa é a expansao em série de Taylor de e”.

Conclui-se que a funcao e* pode ser aproximada ao redor de a = 0 pelo polinémio:

T r? 28 "
e’ = +x+§+§+---+m.

Quanto mais termos sao calculados no polinémio de Taylor, maior sera a precisao entre este

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA



SERIE DE TAYLOR 7

polindémio e a fungao e”.
Por exemplo, ao truncar o polinébmio em n = 2 e avalid-lo no ponto z = 1, bem como a
funcao e”, obtém-se

1
e ~2.718281 e p(l)=1+1+ 5 =25

Porém, para o mesmo valor de x = 1, caso o polindmio seja truncado em n = 4, entao

, 1 1 1
¢!~ 2718281 e p(1) =1+ 1+ + ¢+ 5 = 2708333,

Entao, ha um erro entre o valor da func¢ao e sua expansao em polinémio de Taylor. Este
erro ¢ uma funcao que depende do valor x e do grau do polinémio.
Define-se erro ou residuo a diferenga entre o valor exato da funcao e o valor do polindémio

de Taylor em um ponto . Denotando esse erro por r(z), tem-se:

r(z) = fla+z) —pla), (3:2)

em que p(z) é o polinémio de Taylor centrado em a. Assim, pode-se escrever:

fla+z) =p(x)+r(z).
Substituindo a expressao de p(x) dada pela expansao de Taylor, obtém-se:

" ) (q
fla+ ) :f(a)—l—f’(a):c—l—f2—(!)x2+~~—|—fn—!<)x”—|—r(:c). (3.3)

O objetivo da aproximagao por polindémios de Taylor é que o residuo r(z) tenda a zero a
medida que se adicionam mais termos a expansao, isto é, quanto maior a ordem do polinémio,
melhor a aproximagao da fungao f.

No entanto, conforme destacado por [3|, exceto em casos em que a fungao f(z) é muito
simples, o céalculo das derivadas de ordem elevada pode ser bastante trabalhoso. Por isso, na

pratica, a expansao de Taylor costuma ser truncada, limitando-se a um ntmero finito de termos.

BACHARELADO EM MATEMATICA
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4. METODOS NUMERICOS

4.1 METODO DE TAYLOR DE ORDEM ¢

Apesar de ndo ser exatamente um método numeérico, de acordo com [3], o Método de Taylor é
usado em combinag¢ao com esquemas numéricos e tém vérias aplicacgoes, servindo para introduzir
outras técnicas de resolucao numérica.

Seja uma func¢do f continua e suficientemente derivavel em relacdo a x e y. E seja y(z) a

solucdo exata do problema de valor inicial (p.v.i.)

y/ - f(l‘, y),
{ y(z0) = Y. 4

Entao, a expansao em série de Taylor de f para y(z, + h) em torno do ponto z,, é

2 hi q+1

Y(@n +h) = ylan) + hy'(en) + 579" () + -+ ay(q)(ﬂcn) + Y, (42)

(g + 1)!

com x, <&, < x, + h.
As derivadas da expansao (4.2) podem ser obtidas considerando-se a derivada total ¢y =

T em relacao a z, com f uma funcao implicita de y. Entao, as derivadas de ¢’ em relacao
f(z,y) G , G p Y : Y G

a x serao
y' = flz,y),
d
V= =g e = f b,
no__ //_8fl‘ afx@ % %d_y
y_f_8 +8yd93+[8x 0yd:1:]f
of  0f dy (4.3)
+fy{ 8ydw}

= fmz + fzyf + fyacf + fyyf2 + fyfx + fny
= foo + 2foyf + fyuf* + fofy + £ .

Substituindo em (4.2) e truncando a expansao apos (¢ + 1) termos, tém-se:

y(en +h) = y(n) + hf (@n, y(2n)) + - + gf(q‘”(xm y(@n)), (4.4)
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que é uma relagdo aproximada dos valores de (4.1).

Ao substituir y(x,) por y, e f(z,,y(z,)) por f,, entdo obtém-se

h? he
yn+1:yn+hfn+§frlz"'+?fr(zq 1)’ (45)

chamado de Método de Taylor de Ordem gq.

4.2 METODO LINEAR DE PASsO MULTIPLO

Definicao 2. Um método linear de passo miltiplo ou método de k-passos € definido pela sequinte

relacao:
k k
> tnii =0 Bifuis, (4.6)
§=0 §=0

em que o e [3; sao constantes arbitrdrias que nao dependem de n, com ay # 0 e o e By nao

ambos nulos. Serd considerado oy, = 1.

O método (4.6) é explicito se 5 = 0 e implicito se By # 0.
Métodos de passo miultiplo podem ser obtidos do desenvolvimento da série de Taylor, inte-
gragao numérica ou ainda, interpolacao polinomial.

A seguir, serao apresentados alguns exemplos de métodos implicitos e explicitos.

4.2.1 METODOS EXPLICITOS

METODO DE EULER

Ao fazer ¢ = 1 no método de Taylor de ordem ¢ (4.5), obtém-se o método expicito de

1-passo, o método linear de passo miltiplo mais simples

Yn+1l = Yn + hfm (47)

chamado Método de Euler.

Rearranjando, obtém-se
Yni1 = Yn = Wf (tns Yn)- (4.8)

Comparando a formula (4.8) com a equagao geral dos métodos lineares de passo multiplo

(4.6), entd@o os coeficientes «; e ; do método de Euler serao

Qpy = —1, 1 = ]_,

Contudo, as aproximacoes dependem do tamanho do passo h, como serd visto no exemplo

a seguir.

BACHARELADO EM MATEMATICA
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Exemplo: Seja o problema de valor inicial

y(0)=2 0<z<05 h=0.1,
e a solucao analitica da equagao diferencial ordinéria 3’ = y — x dada por
y(r) =€ +x+ 1.
Substituindo f(z,,yn) = Yn — T, € tomando A = 0.1 como o tamanho do passo em (4.7),

entao yo = 2, dado que y(0) = 2. Agora, aplicando o Método de Euler para calcular os valores

aproximados de y para x = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 ¢ 0.5.

Para xq = 0:

I
o

Yo

Para x; = 0.1:
y1 = yo + h(f(z0,90)) =2+0.1-(2—0) =2.2.
Para x5 = 0.2:
yo =y1 + h(f(z1,11)) =2.2+0.1-(2.2—-0.1) = 2.41.
Para z3 = 0.3:
ys = Yo + h(f(z2,42)) =241 +0.1-(2.41 — 0.2) = 2.631.
Para z, = 0.4:

Por fim, x5 = 0.5:
ys = ya + h(f (24, y1)) = 2.8641 + 0.1 - (2.8641 — 0.4) = 3.11051.
Agrupando na Tabela (4.1) os valores exatos y(x) para cada valor de x, dado que a solugao

exata é y(x) = e + x + 1, e comparando os valores obtidos com o método de Euler, nota-se

que os valores exatos da funcdo tem um erro absoluto na ordem de 1072
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Tn  Yn (aproximado) y(x)=e"+ x+ 1 (exato) FErro absoluto Erro relativo (%)

0.1 2.20 2.205171 5.171 x 1073 2.3 x 1071
0.2 241 2.421403 1.1403 x 1072 4.7 x 1071
0.3 2.631 2.649859 1.8859 x 1072 7.1 x 1071
0.4 2.8641 2.891825 2.7725 x 1072 9.6 x 107!
0.5 3.11051 3.148721 3.8211 x 1072 1.21

Tabela 4.1: Valores aproximados e exatos para o p.v.i. (4.9) no Método de Euler para h = 0.1.

Segundo [3], este método tem mais importancia na teoria do que na pratica, o que se faz

necessario estabelecer métodos mais precisos.

REGRA DO PoNTO MEDIO

Um método explicito de 2-passos é o chamado Regra do Ponto Médio. Considerando o

desenvolvimento de y(z, + h) e y(x, — h) em torno do ponto x,,, obtem-se

h? h3
y(xn +h) =y(zn) + hy/(xn) + gy”(mﬂ) + ?y(g) (Tn) +-- -,

h2 o
y(xn - h) - y(xn) - hy,(xn) + ay”('xn) - gy( )(xn> + e

Agora, calculando y(x,, + h) — y(z, — h),

3

() =yl = h) = 2hy/(2.) + Ty (@) + -

Considerando apenas o primeiro termo do lado direito da expansao acima, substituindo

Y(n + ) POT Y1, Y(wn — h) PO o1 € §'() pOT [, entiio
Yn+1 — Yn—1 = thn
Substituindo em (4.6) e trocando n por n + 1, obtém-se a Regra do Ponto Médio:

Yn+2 = Yn + 20 fria. (4.10)

4.2.2 METODOS IMPLICITOS

METODO DE CRANK-NICOLSON

Integrando a equagao diferencial de primeira ordem do problema de valor inicial (4.1) de =,

até r, 1k, tem-se

/;Hk Y (x)dx = /xjwk f(z,y(x)) d. (4.11)
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Desde que f;:*k y'(z) dr possa ser integrado exatamente, entao

ylnes) i) = | " fay(a)) d, (412)

n

para quaisquer dois pontos z, e T, em |[a, b].
Para diferentes valores de k, obtém-se diferentes métodos lineares de passo multiplo através
de integragao numeérica.

Escolhendo k =1 em (4.12), tem-se
Tn+1
Yanss) = vl = [ Flay(@)do. (1.13)

Sendo a integral [T f(x,y(x)) dz avaliada entre dois pontos consecutivos, ¢ possivel apli-

car a formula do trapézio para calcula-la.

Y(Tni1) = ylzn) + h% Lf (@, y(zn)) + f(Tng1, y(Tns1))] - (4.14)

Ao substituir, respectivamente, y(z,) € y(2pt1) POr Yn € Yni1, €0tA0

h
Yn+1 :yn+§(fn+fn+1)7 (415)

que é um método implicito de 1-passo chamado método de Crank-Nicolson ou método do
Trapézio.

Como (4.15) é uma equagao implicita para y,1, se f(x,y) for uma fungdo néo linear, em
geral, ndao ha como resolver (4.15) de forma exata em relagao a i, 1.

Para resolver esta equagao implicita, recorre-se a seguinte equagao nao linear e usa-se algum
método para encontrar aproximagoes de raizes de uma funcao, por exemplo, o método de

Newton, para resolver ¢(y,+1) = 0:

O(Ynt1) = Unt1 — Yn — g (f(@n, Yn) + f(Tni1, Ynt1)) = 0. (4.16)

Exemplo: Utilizando o Método do Trapézio para resolver o problema de valor inicial:

y(0)=2, 0<x<0.5, h=0.1.

Como a féormula envolve y,.; de forma implicita, em cada passo de integragao utiliza-se
o Método de Newton para resolver a equacao nao linear. Considerando a tolerancia como
€ = 107% e como critério de parada a iteracao de Newton ser interrompida quando a diferenca

entre aproximacoes sucessivas satisfaz

"D — W] < e
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Dado que a fungao f(z,y) =y — z, entao

h
Qp(yn—i-l) = Un+1 — Yn — E (yn — Tp + Ynt1 — In-i-l)

Derivando em relacao a y,41:
O (Ynp1)=1—==1- 7 =0.95. (4.17)
Como o método de Newton é iterativo:

(k) k
(k1) _ (k) 90<y”+1> (k) QO(%(H)Q

Ynt1 = YUnt1 L =Ynr1 ™ "har - (418)
¢’ <y£+)1> 095
Utilizando o método de Euler como aproximagao inicial:
0 _ 0) _ _0) —
Ypir =Un+hfa=>y =2+01(2-0)=22. (4.19)

Para xq = 0:
9 =2401(2-0) =22

o(y1) = 0.95y; — 2.095.

e Primeira iteragao:

©(2.2) = 0.95 x 2.2 — 2.095 = —0.005.
—0.005

W
_ 29
i 0.95

~ 2.20526316.

e Segunda iteracao:

©(2.20526316) ~ 0.95 x 2.20526316 — 2.095 ~ —1.38 x 1077

—1.38 x 1077
y§2) ~ 2.20526316 — # ~ 2.20526330.

Como y£2) — y§1) = 2.20526330 — 2.20526316 = 1.4 x 1077 < ¢, entdo o critério de parada

foi atingido. Assim, pode-se prosseguir para o proximo valor de x.

Para z; = 0.1:
ys = 2.20526330 + 0.1(2.20526330 — 0.1) ~ 2.41578963.

©(y2) = 0.95y, — 2.30052632.
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14 METODOS NUMERICOS

e Primeira iteragao:

©(2.41578963) ~ 0.95 x 2.41578963 — 2.30052632 ~ —0.00552632.

—0.00552632
y$V & 241578963 — —oos ¥ 242160632

e Segunda iteracao:

©(2.42160632) ~ 0.95 x 2.42160632 — 2.30052632 ~ —1.45 x 10~".

(2) —1.45 x 10_7
Yy~ 242160632 — BT ~ 2.42160646.

Como 3 — i = 2.42160646 — 2.42160632 = 1.4 x 10~7 < ¢, entdo o critério de parada

foi atingido. Prosseguindo para o proximo valor de x.

Para zo = 0.2:
ygo) = 2.42160646 + 0.1(2.42160646 — 0.2) ~ 2.64376711.

©(y3) = 0.95y3 — 2.51768632.

e Primeira iteragao:

©(2.64376711) ~ 0.95 x 2.64376711 — 2.51768632 ~ —0.00610757.

—0.00610757
iV & 2.64376711 — — o5~ 265019613,

e Segunda iteragao:

0(2.65019613) ~ 0.95 x 2.65019613 — 2.51768632 ~ 3.5 x 107°
P ~ 2.65019613.

Como 32 — y{" = 2.65019613 — 2.65019613 = 0 < ¢, entdo o critério de parada foi

atingido. Segue-se para o proximo valor de x.

Para x5 = 0.3:
yflo) = 2.65019647 + 0.1(2.65019647 — 0.3) ~ 2.88521612.
©(ys) = 0.95y, — 2.74770432.
e Primeira iteragao:

©(2.88521612) ~ 0.95 x 2.88521612 — 2.74770432 ~ —0.00674989.

—0.00674989
y{" A 2.88521612 — —oon 289232032
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e Segunda iteracao:

©(2.89232032) ~ 0.95 x 2.89232032 — 2.74770432 ~ —1.71 x 1077,

-1.71 x 1077
o2 ~ 2.89232032 — # ~ 2.89232049,

Como 3 — y{" = 2.89232049 — 2.89232032 = 1.7 x 10~7 < ¢, entdo o critério de parada
foi atingido. Assim, segue-se para o proximo valor de x.

Para 4, = 0.4:
i = 2.89232049 + 0.1(2.89232049 — 0.4) ~ 3.14155254.

©(ys) = 0.95y5 — 2.99193632.

e Primeira iteragao:

©(3.14155254) ~ 0.95 x 3.14155254 — 2.99193632 ~ —0.00746289.

—0.00746289
yi) ~ 3.14155254 — — s~ 314940732

e Segunda iteracao:

©(3.14940732) ~ 0.95 x 3.14940732 — 2.99193632 ~ —1.84 x 10~".

—1.84% 1077
y? ~ 314940732 — # ~ 314940751

Como y — yt = 3.14940751 — 3.14940732 = 1.9 x 10~7 < ¢, entdo o critério de parada

foi atingido.

A Tabela 4.2 apresenta os valores aproximados obtidos:

T, Y, (aproximado) y(x)=e"+ x+ 1 (exato) FErro absoluto Erro relativo (%)

0.1 2.205263 2.205171 9.2 x 107° 4.172 x 1073
0.2 2.421606 2.421403 2.03 x 1074 8.383 x 1073
0.3 2.650196 2.649859 3.37 x 1074 1.272 x 1072
0.4 2.892321 2.891825 4.96 x 1074 1.715 x 1072
0.5 3.149408 3.148721 6.87 x 1074 2.182 x 1072

Tabela 4.2: Valores aproximados pelo Método do Trapézio Implicito e exatos para o p.v.i. (4.9),

com erros absolutos e relativos (h = 0.1).

METODO DE SIMPSON

Fazendo k = 2 em (4.12), entdo

Vlans) — ylaa) = [ " fay(a)) de, (4.20)
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1
Assim, aplicando a regra 3 de Simpson, dada por

[ ey de xS 170 + 45 w) + s

para calcular a integral (4.20), desde que ela esteja sendo avaliada entre trés pontos consecutivos,

segue que
Y(Tny2) = y(zn) + g (@0, y(20)) + 4f (001, Y(@ni1)) + f(Tnp2, Y(Tng2))] -

Logo, obtém-se
h
Yn+2 = Un + g [fn + 4fn+1 + fn+2} ) (421>

que é um método implicito de 2-passos chamado Método de Simpson.

4.3 ORDEM DO ERRO

Definigao 3. O operador diferenca linear L, associado ao método linear de passo maltiplo (4.6)

¢ definido por:

k
Z ajy(x + jh) — hBy' (x + jh)], (4.22)
7=0

em que y(x) € uma fungao arbitrdria continuamente diferencidvel em [a,b].

Ao expandir y(z + jh) e y'(z + jh) em série de Taylor em torno do ponto z, entao

e+ 3) = y(w) + 0y @)+ Ly ) 4 Uy o
V30 = /(@) + (@) + gy o U oy o

Ao substituir as expansoes no operador L:

B k X (jh)? " @”’x
_JZ[J< o)+ ihy'(x) + 25y (@) + 2y (@) + > (4.93)

s () + i)+ Gl )]
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17
Agrupando e nomeando cada termo semelhante, tem-se que
k
COZZajy(:B) =aptag+ -+ .
=0
k
Gy = Z(%‘jh—hﬁj)y/(@ = a1+ 202+ + kag — (Bo+ B+ -+ B).
=0
[ (Gh) L
Cr=) (O‘J’ 2 hﬁjjh) y'(@) = Slon + 2%z + -+ Fag) = (B + 20 + -+ + k).
Jj=0 '
1 1 (a-1) (a-1)
Cq:a<a1+2q062+"‘+kq04k>—W(ﬁl—i‘Qq ,82+"‘+]€q Bk)
Portanto,
Lly(z); h] = Coy(x) + Cyhy/ (x) + - - - + Coh%y' D (z) + - - - . (4.24)

Cada termo da expansao corresponde a um coeficiente que depende de «;, f3;, j, e poténcias

de h.

Definigao 4. O operador diferenca linear (4.22) e o método linear de passo miltiplo associado

(4.6) tém ordem q se, em (4.24), Co =Cy = -+ =Cy =0 e Cpyqg # 0. Cpyq €

constante do erro.

4.3.1 ERRO NO METODO DE EULER

Do método de Euler (4.7), tem-se que

Qp = —1, ap = 1,

Portanto,

Co=ap+a;=—-1+1=0,

C1:Oé1—<60+61):1—(1+0):0,

1 1 1
G = 5lan) = (B) = 5(1) = (0) = 5.

Como Cy = C; =0 e Cy # 0, entao a ordem do método de Euler é ¢ = 1 e Cy =

constante do erro.

4.3.2 ERRO NO METODO DO TRAPEZIO

Para o método do trapézio (4.15), tem-se que

Qp = —1, 1 = ]_,

chamada de

4

N | —

BACHARELADO EM MATEMATICA



18 METODOS NUMERICOS

N | —

60:_7 61:

Logo,

COZOZO—I—Oq:—l—f-l:O,

1 1
C1=Oé1—(50+51)=1—(§+§)=0,
1 1 1
Cy = 5(041) —(B1) = 5(1) - (5) =0.
1 1 1 1,1 1
Cs = 6(@1) - 5(51) = 6(1) - 5(5) =Tz
Como Cy = C; = Cy = 0 e C3 # 0, entao a ordem do método do trapézio é ¢ = 2 e
1
Cy = _E é a constante do erro.

4.4 CONSISTENCIA E ESTABILIDADE

Defini¢ao 5. Dado o método linear de passo maltiplo (4.6), define-se:
k

p(&) = Z e e (&) =) B¢, (4.25)

J=0

como sendo o primeiro e sequndo polindémio caracteristico, respectivamente.

Definigao 6. Um método linear de passo multiplo é estdvel se nenhuma raiz de p(§) tem maédulo

mator do que 1 e toda raiz com mddulo 1 € simples.

Por exemplo, o método de Euler é estavel, pois, para este método, tem-se
Qo = —1, ) = 1,

entao

p(&) =’ + & =1-¢.

Logo, a raiz de p(§) =1 — ¢ é:
£=1.

O modulo da raiz é || = 1, e sua multiplicidade é 1 (simples). Portanto, nenhuma raiz tem

modulo maior que 1 e toda raiz com modulo 1 é simples.
Definicao 7. Um método linear de passo muiltiplo é consistente se tem ordem q > 1.
Assim, como o método de Euler possui ordem ¢ = 1, entao ele é consistente.

Definigao 8. Se o erro de truncamento local de um método de k-passos é Cyy hit1ylat D (n,,),

entao dizemos que o método € consistente de ordem q.
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4.5 CONVERGENCIA

Definigao 9. Seja f(x,y) satisfazendo as condi¢ées do Teorema 1. Um método linear de passo

multiplo é convergente quando satisfaz que se y(x) € solug¢ao do problema de valor inicial, entdo
li =
lim g, = y(n),

vale para todo x € [a,b] e todas as solugoes y, do método de passo muiltiplo, tendo valores

iniciais y,, satisfazendo

li - =0.1,....k—1.
lim y,, = 4o, p 0,1,...,k

Definicao 10. Um método linear de passo multiplo é convergente de ordem q se
y(xn) — yn = O(R7)

quando h — 0, com x,, fixo, em que O(h?) indica que existe uma constante positiva C' tal que
y(zn) =yl < CRY,

para h suficientemente pequeno.

Teorema 2. Um método linear de passo mailtiplo é convergente de ordem q se, e somente se,

€ estdvel e consistente de ordem q.

A demonstragao pode ser encontrada em Siili e Mayers [9] a partir da pagina 321.

4.6 METODO GERAL EXPLICITO DE 1-PASSO
Definicao 11. Um método geral explicito de 1-passo € definido pela relacao

Yn+1 — Yn = h¢($m?/m h)7 (426)

em que ¢ € uma funcao que depende de x,, y, e h.

4.6.1 METODOS DE RUNGE-KUTTA

Definicao 12. O método geral de Runge-Kutta de R estdgios é definido por:

yn+1 — Yn = hﬁb(xm Yn, h) (427>
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em que

R
S,y h) =Y cokr,
r=1
kl = f($7y)7

r—1
kr:f<x+arhay+h2bmks>, 7’:2,3,...,R,

s=1

METODOS DE RUNGE-KUTTA DE ORDEM 2

Considerando R = 2 no método geral de Runge-Kutta, tem-se

(b(x)ya h) = Clkl + CZkQ )
az = by ,

kl:f(‘ray)7
ky = f(x 4+ ash , y+ hbork1) = ke = f(x + ash , y + hasky).

(4.28)

1
Ao definir ¢; = 3 =y = g ea= 1, obtém-se um método de Runge-Kutta de 2-estagios e
ordem 2, conhecido como Método de Euler Melhorado [3]:

h
Ynt+1 = Yn + §(k31 + ]{32), em que

ki = f(l’n,yn>, (4'29)
]{ZQ = f(l'n + h,yn + hl{fl)

Exemplo: Dado o problema de valor inicial (4.9):

y(0)=2, 0<x<0.5, h=0.1.

a solucao numérica, utilizando o Método de Euler Melhorado, é feita a seguir:
Para Ty — O, Yo = 2:
ki = f(xo,%0) =y —20=2—-0=2.

ky = f(xo+ hyyo + hky) = £(0.1,2+0.1 x 2) = £(0.1,2.2) =2.2 — 0.1 = 2.1.
h 0.1
Y1 ="1Yo+ §(k:1 + ko) =2+ 7(2 +2.1) =2+ 0.1 x 2.05 = 2.205.

Para x; = 0.1, y; = 2.205:

ki = f(z1,11) = y1 — 21 = 2.205 — 0.1 = 2.105.
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ko = f(x1+ h,y1 + hky) = f(0.2,2.4155) = 2.4155 — 0.2 = 2.2155.
Yo =y1 + g(/ﬁ + ko) = 2.205 + %(2.105 + 2.2155) = 2.421025.
Para x5 = 0.2, y, = 2.421025:
k1 = f(z2,y2) = ya — xo = 2.421025 — 0.2 = 2.221025.

ks = f(za+ hyys + hky) = £(0.3,2.643128) = 2.643128 — 0.3 = 2.343128.

h 0.1
ys = Y2+ o (b + k) = 2421025 + <~ (2.221025 + 2.343128) = 2.649233.

Para x3 = 0.3, y3 = 2.649233:
ki = f(x3,y3) = y3 — 13 = 2.649233 — 0.3 = 2.349233.

ky = fzs+ h,ys + hiky) = f(0.4,2.884156) = 2.884156 — 0.4 = 2.484156.

h 0.1
Yy = Y3 + §(k1 + k) = 2.649233 + 7(2.349233 + 2.484156) = 2.890902.
Para x4 = 0.4, y4 = 2.890902:
ki = f(24,ys4) = ys — 24 = 2.890902 — 0.4 = 2.490902.

ky = f(za + h,ys+ hki) = £(0.5,3.139992) = 3.139992 — 0.5 = 2.639992.

h 0.1
U5 = ya + 5 (k1 + k2) = 2.800002 + —~(2.490902 + 2.639992) = 3.147447.

A Tabela 4.3 compara os valores exatos com os valores aproximados ao utilizar o método

de Euler melhorado.

T, Y, (aproximado) y(x)=e"+x+1 (exato) Erro absoluto Erro relativo (%)

0.1 2.205 2.205171 1.71 x10~* 1.0 x1072
0.2 2.421025 2.421403 3.78 x10~* 2.0 x1072
0.3 2.649233 2.649859 6.26 x10~* 2.0 x1072
0.4 2.890902 2.891825 9.23 x10~* 3.0 x1072
0.5 3.147447 3.148721 1.274 x1073 4.0 x1072

Tabela 4.3: Valores aproximados e exatos para o p.v.i. (4.9) no Método de Euler Melhorado
(para h = 0.1).
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METODO DE RUNGE-KUTTA DE ORDEM 4

Considerando R = 4, obtem-se um Método de Runge-Kutta de ordem 4:

h
+ — (k1 + 2(ko + k3) + k4), em que

Ynt+1 = Yn 6
kl (xn7yn)
1 1
ky = f(xn + 2h Yn + Qhkl)
1 1
k3 = f(mn + _h7 Yn + h/{?2>

9 9
ki = f(xy + h,y, + hks).

Exemplo: Resolvendo o problema de valor inicial (4.9) utilizando o Método de Runge-Kutta
de ordem 4, tem-se:
Para xog =0, yg = 2:

(0,2)=2-0=2,

(0.05,2 + 0.05 - 2) = £(0.05,2.1) = 2.1 — 0.05 = 2.05,
(

(

0.05,2 4 0.05 - 2.05) = f(0.05,2.1025) = 2.1025 — 0.05 = 2.0525,
0.1,2+0.1-2.0525) = f(0.1,2.20525) = 2.20525 — 0.1 = 2.10525,

f
f
f
f

0.1
v =2+ (24 2(2.05 + 2.0525) + 2.10525) = 2.20517.

Para x1 = 0.1, y; = 2.20517:

(0.1,2.20517) = 2.20517 — 0.1 = 2.10517,
(0.15,2.20517 + 0.05 - 2.10517) = £(0.15,2.21042) = 2.06042,
(0.15,2.20517 + 0.05 - 2.06042) = f(0.15,2.20819) = 2.05819),
= £(0.2,2.20517 + 0.1 - 2.05819) = f(0.2,2.41199) = 2.21199,

f

f

f
0.1

yo = 2.20517 + —=(2.10517 + 2(2.06042 + 2.05819) + 2.21199) = 2.42140.

Para 75 = 0.2, yo = 2.42140:

£(0.2,2.42140) = 2.42140 — 0.2 = 2.22140,
£(0.25,2.42140 + 0.05 - 2.22140) = £(0.25,2.53247) = 2.28247,
£(0.25,2.42140 + 0.05 - 2.28247) = £(0.25,2.53552) = 2.28552,
£(0.3,2.42140 4 0.1 - 2.28552) = £(0.3,2.64995) = 2.34995,

0.1
ys = 2.42140 + ?(2.22140 + 2(2.28247 + 2.28552) + 2.34995) = 2.64986.
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Para x3 = 0.3, y3 = 2.64986:

ki
ks
ks
ka

£(0.3,2.64986) = 2.64986 — 0.3 = 2.34986,
£(0.35,2.64986 + 0.05 - 2.34986) = f(0.35,2.76736) = 2.41736,
£(0.35,2.64986 + 0.05 - 2.41736) = £(0.35,2.77073) = 2.42073,
£(0.4,2.64986 + 0.1 - 2.42073) = £(0.4,2.89194) = 2.49194,

0.1
ys = 2.64986 + ?(2.34986 +2(2.41736 + 2.42073) + 2.49194) = 2.89182.

Para x4, = 0.4, y, = 2.89182:

ki
ks
ks = f
ka

£(0.4,2.89182) = 2.89182 — 0.4 = 2.49182,

£(0.45,2.89182 + 0.05 - 2.49182) = £(0.45,3.01641) = 2.56641,
(
(

0.45,2.89182 + 0.05 - 2.56641) = f(0.45,3.02014) = 2.57014,
£(0.5,2.89182 + 0.1 - 2.57014) = £(0.5,3.14884) = 2.64884,

0.1
ys = 2.89182 + ?(2.49182 +2(2.56641 + 2.57014) + 2.64884) = 3.14872.

A tabela 4.4 compara os valores exatos da equagao com o valor obtido com o método de

Runge-Kutta de ordem 4.

T,  Yn (aproximado) y(x) =e*+x+ 1 (exato) FErro absoluto Erro relativo (%)
0.1 2.205171 2.205171 8.47 x1078 3.84 x1076
0.2 2.421403 2.421403 1.87 x1077 7.73 x1076
0.3 2.649858 2.649859 3.10 x1077 1.17 x1075
0.4 2.891824 2.891825 4.58 x1077 1.58 x107°
0.5 3.148721 3.148721 6.32 x10~7 2.01 x107°

Tabela 4.4: Valores aproximados e exatos para o p.v.i. (4.9) no Método de Runge-Kutta de
ordem 4 (para h = 0.1).

4.6.2 ORDEM DOS METODOS GERAIS EXPLICITOS DE 1-PASSO

ORDEM DO METODO DE EULER MELHORADO

Expandindo os termos k; do método de Euler Melhorado em série de Taylor em torno de

(T, Yn), entao

kl :f(xnayn):Lﬂ
k2:f(xn+hayn+hkl)

h? h?
= f+hfx+hfyk1+5fm+h2fzyk1 +3fyyk:f+~~

2
PR A B e+ 2 i f) 4
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Substituindo no método de Euler Melhorado,

h
Yn+1 = Yn + §(k1 + k?)

2
:yn+g |:f+ (f+hfx+hfyf+%(fxw+2fmyf+fyyf2)'”):|
2
:yn“‘g |:2f+h(f:c+fyf)+%(fxx+2fxyf+fyyf2)“':|

h? h3
:yn+hf+?(fa:"’fyf)+Z(fxz+2f:cyf+fyyf2>+"' :

Como a expansao em Taylor é

2 3

h h
Y(@ns1) = Yo+ Ry + Sy oy

h? h3
:yn+hf+?(fa:"‘fyf)—l'E(fx:c+2facyf+fyyf2+fyfx+fy2f)+"' 3

entao, comparando o método de Euler melhorado com os termos da expansao de Taylor, conclui-
se que o método de Euler Melhorado é equivalente ao método de Taylor de segunda ordem, mas
nao exige o calculo explicito de derivadas superiores. Logo, o Euler Melhorado possui precisao

de segunda ordem, isto &, erro O(h?).

ORDEM DO METODO DE RUNGE-KUTTA DE ORDEM 4

De forma anéloga & anélise feita para o método de Euler Melhorado, é possivel determinar
a ordem do método de Runge-Kutta de quarta ordem ao considerar a expansao em série de
Taylor da solugao exata.

Embora as expressoes completas dos termos intermediérios ki, ko, k3 e k4 sejam bastante

extensas, ao substituir estas expansoes em série de Taylor na férmula do método de RK4

h
Ynt1 = Yn + 6<k1 + 2]€2 + 2k'3 + k4)

entao sua expansao coincide com a expansao de Taylor da solugao exata até termos de ordem
h*. Isso implica que o erro global do método é da ordem O(h?). Dessa forma, o método RK4

é um método de quarta ordem.

4.7 TAXA DE CONVERGENCIA EXPERIMENTAL

A taxa de convergéncia experimental p é determinada calculando o erro numérico para

diferentes valores de h e ajustando a uma relacao de poténcia do tipo:

le(h)]| = C - h*
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em que e(h) é o erro cometido pelo método, geralmente a diferenga entre a solugdo aproximada
e a solucao exata, C' é uma constante de proporcionalidade, h é o passo do método numérico e

p € a taxa de convergéncia experimental.

A taxa de convergéncia pode ser estimada a partir de uma série de erros

e(hy),e(hs),...,e(h,) para diferentes valores de hy, ho, ..., h,. Para isso, usa-se a relagao loga-

||6(h2)||> ha
log <— =plog|—|.
le(ha)]l hy
Ou seja, para dois valores de h, hy e ho, a taxa p pode ser estimada como
lle(ha)
log <||e<h1)||)
p=—"7 "

s ()

Essa formula permite calcular a taxa de convergéncia experimental a partir de dois pontos

ritmica

de erro e suas respectivas discretizagoes.

A seguir, verifica-se experimentalmente a ordem dos métodos de Euler, Euler Melhorado,

Trapézio e Runge-Kutta de quarta ordem utilizando o problema de valor inicial (4.9):

(4.30)

4.7.1 ERRO NO METODO DE EULER

Iniciando com o niimero de passos em 5, ou seja, h = 0.1, entao a Tabela 4.5 verifica o erro
absoluto no método, conforme o niimero de passos dobra, e a relagao entre o erro seguinte e o

anterior.

h Erro P
0.1 3.82x 1072 -
0.05 1.98 x 1072 0.95

0.025 1.01 x 1072 0.97
0.0125 5.10 x 1072 0.99
0.00625 2.56 x 1072 0.99
0.00313 1.28 x 10~% 1.00

Tabela 4.5: Calculo da Ordem de Convergéncia Experimental para o Método de Euler.

Nota-se que, conforme o ntimero de passos aumenta, a relagao entre o erro seguinte e o

anterior tende a 1, a ordem do método de Euler.
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4.7.2 ERRO NO METODO DE EULER MELHORADO

Anélogo ao Método de Euler, pode-se verificar o que ocorre com o método de Euler Melho-
rado. Logo, a Tabela 4.6 indica o erro absoluto no método conforme o ntimero de passos dobra

e a relagao entre o erro seguinte e o anterior.

h Erro P
0.1 127 x 1073 —
0.05 331x107* 1.95

0.025 843 x107° 1.97
0.0125 2.13x107° 1.99
0.00625 5.34 x 1076 1.99
0.00313 1.34 x 1079 2.00

Tabela 4.6: Célculo da Ordem de Convergéncia Experimental para o Método de Euler Melho-

rado.

Neste caso, conforme o niimero de passos dobra, a relagao entre o erro seguinte e o anterior

tende a 2, a ordem do método de Euler Melhorado.

4.7.3 ERRO NO METODO DO TRAPEZIO

Para o método do Trapézio utilizando o método de FEuler para estimativa inicial de ¥, 1 e o
método de Newton para resolver a equagao nao linear, entao a convergéncia experimental deste

método é verificado em 4.7. Nela, é possivel verificar que a ordem do método converge para 2.

h Erro P
0.1 6.86 x 107 —
0.05 1.72 x 107*  2.00
0.02  4.29 x 107> 2.00

0.0125 1.07 x 107° 2.00
0.00625 2.68 x 107 2.00
0.00313 6.71 x 10=7  2.00

Tabela 4.7: Céalculo da Ordem de Convergéncia Experimental para o Método do Trapézio.

4.7.4 ERRO NO METODO DE RUNGE KUTTA DE ORDEM 4

Analisando o método de Runge Kutta de ordem 4 de maneira analoga, entao
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h Erro D
0.1 6.32 x 1077 -
0.05 412 x 1078 3.94

0.025 2.63 x 107 3.97
0.0125 1.66 x 1071 3.98
0.00625 1.04 x 10~'* 3.99
0.00313 6.51 x 10713 4.00

Tabela 4.8: Célculo da Ordem de Convergéncia Experimental para o Método de Runge Kutta

de ordem 4

A relagao entre o erro seguinte e o anterior também aumenta, tendendo a 4, a ordem deste

método de Runge-Kutta, conforme dobra-se o niimero de passos.

4.7.5 INCLINAGAO DAS RETAS DE ERRO

Comparando a ordem dos métodos numéricos, o grafico apresentado na Figura 4.1, gerado
com a fungdo log-log no software GNU Octave, verifica-se que a inclinagao de cada reta, que
se refere ao comportamento do erro, condiz com a ordem tedrica de cada método. O método de
Euler, por exemplo, apresenta uma inclinagao aproximada de 1, compativel com sua ordem. Ja
os métodos de Euler Melhorado e Runge-Kutta de quarta ordem mostram inclinagoes proximas
de 2 e 4, respectivamente, indicando que o erro diminui mais rapidamente & medida que se

reduz h.

Ordem de convergéncia do erro (escala logaritmica)

102 F  Euler e

Euler M elhOrade

10°® £ Runge-Kutta de orderfi 4 ]

107 107!
Tamanho do passo (h)

Figura 4.1: Comparacao da ordem de convergéncia dos métodos de FEuler, Euler Melhorado e

Runge-Kutta de ordem 4 para o problema de valor inicial (4.9).

Tanto o método do Trapézio quanto o de Euler Melhorado sao de ordem 2, por esta razao as
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inclinacoes de suas retas sao semelhantes no grafico da Figura 4.2. Contudo, a reta do método
do Trapézio esta abaixo da do método de Euler Melhorado, o que indica que, para os mesmos
valores de h, o erro do método do Trapézio ¢ menor.

Embora ambos os métodos tenham a mesma ordem de convergéncia, isso sugere que o
método do Trapézio apresenta uma constante de erro mais baixa e, por ser um método im-
plicito, ¢ também mais robusto, especialmente em problemas rigidos. Isto é, para problemas
que envolvem solugoes que variam em escalas de tempo muito diferentes, exigindo métodos

numericamente estéveis para sua resolugao ou valores de h suficientemente pequenos.

Ordem de convergéncia do erro (escala logaritmica)

10° g
Erro e

Euler Melhqrﬂdéﬁ

104 o

Trapézio

1072 107
Tamanho do passo (h)

Figura 4.2: Comparagao da ordem de convergéncia dos métodos de Euler Melhorado e Trapézio.

4.8 METODOS NUMERICOS PARA EQUACOES DE ORDEM
SUPERIOR

Considerando um problema de valor inicial de segunda ordem, por exemplo,

y// . y/ -7
y(0) =1 (4.31)
y'(0) =1

e convertendo-o para um sistema de EDO de primeira ordem introduzindo uma nova variavel,

fazendo a relacao y' = z, tem-se

SIS
Il
8w

= =t

(4.32)

IS N
~~
oS O
~— ~—
I
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A solugao analitica de (4.31) é y = -1 — 2z — % + 2e*. E possivel obter os valores aproxi-

mados para a solugao deste PVI utilizando os métodos numéricos. A seguir serd comparado os

resultados obtidos com o método de Euler, Euler Melhorado e Runge Kutta de quarta ordem.

4.8.

1 EULER

Aplicando o Método de Euler para resolver o sistema do problema de valor inicial (4.32),

obtem-se os valores aproximados, com A = 0.1, na Tabela 4.9.

T, Y, (aproximado) y=-1—2— % + 2e” (exato) Erro absoluto Erro relativo (%)
0.1 1.1 1.105342 5.34 x1073 4.80 x1071
0.2 1.21 1.222805 1.28 x1072 1.05 x10~*
0.3 1.332 1.354718 2.27 x1072 1.68 x107!
0.4 1.46824 1.503649 3.54 x1072 2.35 x107!
0.5 1.62102 1.672442 5.14 x1072 3.08 x1071

Tabela 4.9: Método de Euler aplicado ao problema (4.32), com h = 0.1.

4.8.2 FEULER MELHORADO

De forma similar ao que ocorre com o erro no Método de Euler, pode-se analisar o com-

portamento do Método de Euler Melhorado. A Tabela 4.10 compara o valor exato com o valor

aproximado.
T, Y, (aproximado) y=-1—2z— % + 2e” (exato) Erro absoluto Erro relativo (%)
0.1 1.105 1.105342 3.42 x1074 3.10 x1072
0.2 1.22205 1.222805 7.55 x1074 6.17 x1072
0.3 1.353465 1.354718 1.25 x1073 9.22 x1072
0.4 1.501804 1.503649 1.84 x1073 1.22 x107¢
0.5 1.669894 1.672442 2.55 x1073 1.53 x107*

Tabela 4.10: Método de Euler Melhorado aplicado ao problema (4.32), com h = 0.1.

4.8.3 TRAPEZIO

Utilizando o método do Trapézio, obtem-se os valores aproximados verificado na Tabela

4.11.
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T, Y, (aproximado) y=-1—2z— % + 2e” (exato) Erro absoluto Erro relativo (%)
0.1 1.105526 1.105342 1.84 x10* 1.67 x1072
0.2 1.223213 1.222805 4.08 x1074 3.34 x1072
0.3 1.355394 1.354718 6.76 x10~* 4.99 x1072
0.4 1.504647 1.503649 9.96 x10~* 6.63 x1072
0.5 1.673819 1.672442 1.38 x1073 8.23 x1072

4.8.4 RUNGE KUTTA DE ORDEM 4

Tabela 4.11: Método do Trapézio aplicado ao problema (4.32), com h = 0.1.

Ao resolver o problema de valor inicial (4.32) usando o Método de Runge-Kutta de 4* ordem,

obtem-se a tabela (4.12) que compara os valores exatos da equacao com os valores aproximados

obtidos pelo método.

T, Y, (aproximado) y=-1—2— % + 2e” (exato) Erro absoluto Erro relativo (%)
0.1 1.105342 1.105342 0 0

0.2 1.222805 1.222805 0 0

0.3 1.354717 1.354718 1.00 x107° 7.38 x107°
0.4 1.503648 1.503649 1.00 x107° 6.65 x107°
0.5 1.672441 1.672442 1.00 x1076 5.98 x107°

Tabela 4.12: Método de Runge Kutta de ordem 4 aplicado ao problema (4.32), com h = 0.1.
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5. PROBLEMA DOS TRES CORPOS

Observacoes do Sol, da Lua e da Terra para a previsao de eclipses e fenémenos astronémicos
constituiram a base para o estudo do problema dos trés corpos. Por estes corpos celestes terem
massa, eles interagem entre si, atraindo-se gravitacionalmente.

Disto, tornou-se necessario encontrar uma maneira de resolver a interacao gravitacional
entre trés corpos, cada um com uma massa e posi¢ao inicial, enquanto se movem com certa
velocidade no espago ou no plano. Entao, surgiu o problema dos trés corpos, ou em um caso
mais geral, o problema de n-corpos.

[saac Newton, no século XVII, como um dos resultados no seu livro Principia, solucionou o
caso em que apenas dois corpos interagem entre si, o problema de dois corpos. Posteriormente,
o problema foi extendido para trés corpos e, segundo [7], estudado por célebres matematicos,
entre eles Lagrange no século XVIII, Poincaré no final do século XIX e Levi-Civita no século
XX.

Entretanto, percebeu-se que o sistema que modela o problema de trés corpos nao se conhece
solugao geral analitica [7]. Logo, fez-se necessario o uso de métodos numéricos para encontrar
solucoes aproximadas para o problema.

O problema dos trés corpos é um exemplo cléssico de sistema dindmico rigido, ou seja, um
sistema cuja solugao é sensivel a pequenas variagoes nas condicoes iniciais e pode apresentar
rapidas mudancgas em diferentes escalas de tempo. Por isso, sua resolucao numérica exige
métodos adequados, como os de ordem elevada ou métodos implicitos, que garantem maior
estabilidade e precisao.

A seguir sera mostrado que, de fato, os métodos numéricos utilizados precisam adotar passos
de tempo pequenos ou recorrer a esquemas implicitos, especialmente para evitar instabilidades
numéricas e preservar propriedades qualitativas do sistema, como a conservagao de energia ou

momento.

5.1 MODELAGEM DO PROBLEMA

O sistema que modela o problema dos trés corpos segue diretamente da lei da Gravitacao
Universal e da segunda lei de movimento.

A lei da Gravitacao afirma que toda particula do universo atrai todas as outras particulas
com uma forca que é diretamente proporcional ao produto de suas massas e inversamente

proporcional ao quadrado da distancia entre elas. Isto ¢, para o caso da interagao gravitacional
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entre dois corpos,
(5.1)

em que m; e ms sao a massa de dois corpos, r a distancia que separa-os, Fio a forca que o
corpo 2 atua no centro de massa do corpo 1 e G a constante da gravitagao universal [5].

A posicao dos corpos 1 e 2 podem ser representadas por vetores 7 e 75. Logo, a distancia
entre eles € o moédulo do vetor 715 = 77 — 5. Como o vetor forca ﬁlg esta na direcao oposta ao

vetor posicao, entao a lei da gravitagao pode ser reescrita como

— Gm1m2 Flg 7:»12
. |7’12|2 |7’12| s 7"12’3

Se o sistema tiver mais corpos, a equagao (5.1) pode ser generalizada. A forga resultante

sobre o corpo i é a soma das forcas de interagao com os outros corpos

F_i' = — Z Gmimj il (52)

T |7i5]*
A posicao de cada corpo, em coordenadas cartesianas é dada por
T
Zi
Considerando que os corpos estao em um mesmo plano, entao z; = 0, logo

X

Yi

r; =

Portanto, a distancia entre dois corpos é dada pelo vetor

F . ZT; LEj . Xr; — $j
ij — - -
Yi Yj Yi — Yj

que tem modulo

7] = (@i — ) + (i — yj)Q]%.

A segunda lei de Newton afirma que a aceleracao de um corpo é diretamente proporcional
a forga resultante que atua nele, sua diregao e seu sentido sao os mesmos que os da forca e que

ela é inversamente proporcional a massa do corpo [4]. Ou seja,
F. =mr, (5.3)

em que F,. é a forca resultante, m a massa do corpo e 7 a aceleracao do corpo, dada pela segunda
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derivada 7 em relagao ao tempo.

Em coordenadas cartesianas, a segunda lei ¢ dada por

F, Z
= m ..
F, i
Ou ainda,
F, Uy
= m .
F, Uy,

em que v, e v, representam a velocidade em relacao ao eixo x e y, respectivamente.

Substituindo na lei da gravitagao universal, tem-se o sistema de equacoes diferenciais ordi-

narias de segunda ordem

. Gmj(z;—x
T = — Zz;ﬁ] Trzg|3 J)a (5 4)

s Gm;(yi—y;)
yZ - Zz;ﬁ] ‘7«”|3 .

Para a redugdo de ordem do sistema (5.4) para um sistema de equagoes diferenciais de

primeira ordem, faz-se a relagao 2; = vy, € y; = vy,.

Logo, ap6s a substituicao, tém-se o seguinte sistema:

;

iz‘ = Vg,
Yi = Uy,
9.5
9 V. — Z Gmj(z;—x;) ( )
x; i#] ERE 5
o Gm;(yl Yj)
(Vi = = i e

Para o problema dos trés corpos, entao ¢ = 1,2,3. Portanto, o sistema que modela este
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problema contém 12 equagoes diferenciais ordinérias de primeira ordem:

T1 = Ugy,
N = Uyw
To = U127
Y2 = Uy,,
X3 = Vg,
Ys = Uy37
o Ty —xp x1—x3
Vg = Gmy R Gmg EHEE
(5.6)
- Yi—yz _ Y1—y3
Uy, = Gmey EHE Gmg EHER
T X2—x1 X2—T3
Vgy = —Gmy P Gmg ENEE
- Y2—=Y1 __ Y2—Y3
Vyy = Gmy ERE Gmg ERER
T r3—x1 L3 —T2
Vgyg = _Gml Iral® GmS [r3a] *
T Y3s—yir Ys—y2
| Uy = —Gmy e Gms ol

5.2 SISTEMA TERRA-LUA-SOL

Um classico problema de trés corpos é a interagao mitua entre Terra, Lua e Sol. Entretanto,
a massa da Terra e da Lua representam uma parcela minina da massa total deste sistema. Por
isso, este sistema normalmente é estudado como um problema de dois corpos, que tém solugao
analitica desde que seja solucionado com métodos diferentes ao de solugao de sistema de EDO,
segundo |[8].

Para modelar o sistema Terra-Lua-Sol, foram utilizadas as informagoes de massas e distan-
cias extraidas de [8] para cada astro. Define-se as massas, em quilogramas, de cada objeto

como
Massa da Terra : M, = 5,972 x 10** kg,

Massa do Sol : M, = 1,989 x 10** kg,
Massa da Lua : M; = 7,349 x 10*kg.

Como a oOrbita da Terra ao redor do Sol segue uma trajetéria eliptica, entao havera um
instante em que a Terra estard mais proxima ao Sol, chamado periélio, e outro momento que
estard mais distante, denominado afélio. No periélio, a distancia da Terra ao Sol é de 147, 1
milhoes de quilometros e no afélio, 152, 1 milhoes de quilémetros, em valores aproximados.

Devido a grandeza das distancias envolvidas, ¢ adotada a unidade astronémica (UA), em
que 1 UA é a distancia média da Terra ao Sol, que equivale a 149, 6 milhoes de quilémetros,
aproximadamente. Essa distancia também é conhecida como o semi-eixo maior da érbita da

Terra em torno do Sol. Com isso, a distancia entre a Terra e o Sol é de, aproximadamente,
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0.983 UA no periélio e 1.017 UA no afélio.
A distancia da Terra ao Sol no periélio serd denotada por R;, enquanto que a disténcia

média Terra ao Sol de Ry,,. O comprimento de cada, em metros, é

Periélio : R; = 1.4709 x 10" m
Distancia média : Ry, = 1.496 x 10" m

O mesmo principio ocorre com a distancia entre Terra e Lua. Neste caso, a distancia
mais proxima é de aproximadamente 363.300 quilémetros, chamada perigeu. Jé& a distancia
mais longa, conhecido como apogeu, é de aproximados 405.500 quilémetros. Considerando o
comprimento minimo Lua-Sol como sendo a soma da distancia do perigeu com o periélio, e

denotando por R;, entao

Perigeu : R; = (0.3633 x 10° 4 1.4709 x 10'")m
Disténcia média : R}, = 1.496 x 10'' m

A velocidade dos corpos em relagao ao Sol, considerando-o fixo em (0,0), sao dadas pela
velocidade maxima v; da Terra em sua Orbita ao redor do Sol, que ocorre no periélio, e vy, a

sua velocidade média, sendo aproximadamente
v, =30.29 x 10°m/s e wy, =29.78 x 10°m/s.

J& a velocidade v; da Lua em relagao ao Sol durante o perigeu e a velocidade média vy, em

sua trajetoria é, aproximadamente
v = (1.076 x 10* +30.29 x 10 )m/s e vy, = 1.022 x 10°m/s.

Designando F; como a forga total exercida sobre a Terra e aplicando a lei da gravitacao

universal (5.1), entdo

. R Ri—R
Fy = Fiy + Fu = Myfty = —GMM, oty ~ GMMy——— =
= Uy = — M, il GM—Rt_RZ |
TR T R R

em que Fj, representa a forca do Sol aplicada a Terra, Fy; a forca da Lua aplicada a Terra e o
Sol fixo no plano na posigao (0,0) e F; a forga total exercida sobre a Lua.

Para a forca total F} exercida sobre a Lua

. R R, — R
F=F.+ Fy= MR, = —GMl 3 GMtMll—t?’ =
= v, = —GM,—L_ Ry —GM R - Ry .
T RE T R = R

tem-se também o Sol fixo em (0, 0), Fj, a for¢a que o Sol exerce na Lua e Fy, a forga que a Terra
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exerce na Lua.

Para evitar trabalhar com ntimeros muito grandes, serao adimensionalizados e normalizados
as equacgoes em relagao a distancia média entre Terra a Sol, velocidade média da Terra na

trajetoria, e em relagao a massa do Sol. Portanto, as novas massas, distancias e velocidades

serao M M
t l
My==—t e M =-'
M, M,
* Rt * Rl
Rt — R Rl — _R 5
tm tm
Ut U
vy=— e u = —.
Vtm Um

Na equagao (5.1), a constante gravitacional é dada por

G =6,67430 x 107" m3kg s

Entretanto, foi adimensionalizado o tempo T" afim de tornar a constante gravitacional G = 1:

o (Rtm)3
T = —GMS .

Normalizando e adimensionalizando (5.8) e (5.7), entao

It At - I - By LAY - 1

— ML e = — - My =Lt 5.9
IR;? 'R — R;? : IRiP 'Ry - Ri|? (5.9

’l}t* -

Considerando o caso planar, a posicao dos corpos em funcao das coordenadas do plano seré

Ry = (x7,y;) e R; = (a],y]).

*

Designando a velocidade da Terra no eixo x por v;, € no eixo y por v, , assim como a

velocidade da Lua em x por vy, e no eixo y como v, , tem-se

(

Zi't* = ’U;t,
yt* = ,U;,p
[L"l* = U;l,
\y'l* = U;l'

Com o Sol fixo no plano na posi¢ao (0,0), entao o sistema que modela o movimento Terra
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e Lua em relacao ao Sol terd 8 equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem:

;

ok ok
Tt _Umt’
sk ok
Yo = Uyt7
5k *
T = le,
k%
o =Yy
* = * Tt —m”
Yo, = |R*|3 — M —m
g (5.10)
. * *
E J— t —Yi
v, = T — M
¥ o o mtoagx it —wme
U = e~ MR
1 1 t
¥ * Yty
Uy, = |R*|3 — M; TRF—R:P
\

O codigo que modela o sistema (5.10) no software GNU Octave utilizando os dados de cada

corpo obtidos em [8] é dado abaixo. A Figura 5.1 foi gerada através deste codigo, utilizando a

fungao plot.
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’MarkerEdgeColor’, ’red’, ’DisplayName’, ’0Origem (Sol)’);

title (’Runge-Kutta de ordem 47);

xlabel (’x (UA)’);

ylabel (’y (UA)°’, ’Rotation’, 0);

legend (’Terra’, ’Lua’, ’Sol’, ’Location’, ’southeast’);
grid on;

axis equal;

hold off;

Na Figura 5.1, é possivel verificar a 6rbita da Terra em conjunto com a Lua em um periodo
de um ano que, nesta adimensionalizacao, corresponde a um tempo final de 6.2788. Para
uma maior precisao deste movimento, utilizou-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem,

discretizando o periodo em 2000 subintervalos, logo h ~ 0.0031.

Runge-Kutta de ordem 4

1r e ——

05t | / / \

y(UA), | I i |

05 \\ /

Figura 5.1: Trajetoria da Terra ao redor do Sol no periodo de um ano com h ~ 0.0031.

Embora a 6rbita parega circular, trata-se, na verdade, de um movimento eliptico. Isso pode
ser observado na Figura 5.2, que destaca os pontos de maior e menor distancia entre os corpos.
O periélio ocorre a 0.98322 UA, enquanto o afélio chega a 1.01952 UA. Comparando com os

valores tedricos de 0.983 UA no periélio e 1.017 UA no afélio, observa-se a precisao do modelo.

Agora, para a distancia do semi-eixo maior da 6rbita, o valor é de aproximadamente 1.00103
UA. Considerando que a distancia real do semi eixo maior é de 1 UA, entao a simulacao da

orbita na Figura 5.2 para a distancia real possui um erro da casa decimal de 1073,
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Orbita da Terra

05

y(UA), L . 1.01952 0.98322

-05r

x (UA)

Figura 5.2: Trajetoria da Terra ao redor do Sol no periodo de um ano com distancias méaximas

e minimas.

Para a trajetoria da Lua ao redor da Terra durante 27 dias, o movimento completa uma
rotagao com a Terra no centro, e estima-se o apogeu e perigeu, o instante mais proximo e mais
distante da Lua a Terra, em, respectivamente, 0.00243 UA e 0.00258 UA. Ja o comprimento do
semi-eixo maior é de 0.00253 UA.

Orbita da Lua

1

1

0.002 - ,

I

[0.00253

I

0.001 - y I

I

~ 0.00258 |

S ! 0.00243
y (UA) 0r S~ S |
-0.001 -
-0.002 -
-0.003  -0.002  -0.001 0 0.001 0.002 0.003
x (UA)

Figura 5.3: Trajetoria da Lua ao redor da Terra no perido de 27 dias

5.2.1 COMPARAGAO ENTRE METODOS NUMERICOS

Utilizando o software GNU Octave e implementando os métodos explicitos de FEuler, Euler
Melhorado e Runge-Kutta de quarta ordem, e também o método implitico do Trapézio, o

grafico gerado pelo sistema Terra e Lua ao redor do Sol é representado pela Figura 5.4. Para
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esta primeira simulagdo e para comparacdo com a simulacdo de [8], o intervalo total de tempo

de um ano foi dividido em 2000 subintervalos para aplicagao dos métodos numeéricos.

Euler Euler Melhorado

05 05t

y (UA) | y(UA) |
05 -05
= Terra = Terra
=== Lua === Lua
Sal Sal
-1t . 1 . . .
0 i -1 -05 0 05 1
x (UA) x (UA)
Trapézio Runge-Kutta de ordem 4
1r Ty
05 05
y(UA), | y(UA), L
-05 [ -05
= Terra = Terra
=== Lua === Lua
Sol Sol
-1 . - - -1 : :
-1 -05 0 05 1 -1 -05 0 05 1
x (UA) x (UA)

Figura 5.4: Trajetorias da Terra e da Lua ao redor do Sol durante um ano, obtidas com os
métodos numéricos Euler, Euler Melhorado, Trapézio e Runge-Kutta de quarta ordem com
h ~ 0.0031.

Tanto os métodos do Trapézio e Euler Melhorado, ambos de segunda ordem, quanto o
método de Runge-Kutta de quarta ordem, apresentam uma simula¢ao do movimento similar.
Isto ocorre pois o intervalo total de tempo foi dividido em niimero de passos suficientes para
que o acimulo de erro numérico nao influenciasse significamente nas orbitas.

O mesmo ja nao ocorre com o método de Euler. Por ser um método de primeira ordem,
foi necessario que o intervalo de tempo fosse divido em um niimero maior de passos para que a
orbita se mantivesse estdvel. Na Figura 5.5, o intervalo de 1 ano foi dividido em 4000 passos,
isto é, h &~ 0.0016, para que o movimento dos corpos seja o mais proximo possivel ao verificado
com os métodos de segunda e quarta ordem.

Entretanto, para simulacoes maiores de tempo, a 6rbita dos corpos ja nao se mantém estéavel,
sendo necessario reduzir h. Esta instabilidade é verificado na Figura 5.6, em que a simulagao

foi realizada para um tempo final de dois anos.
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Euler

05

y(UA), |

-05

= Terra
= Lua
Sol

x (UA)

Figura 5.5: Trajetoria da Terra ao redor do Sol no periodo de um ano com o método de Euler
e tamanho do passo h =~ 0.0016.

Euler

05

y(UA)y L

-05r

Figura 5.6: Trajetoria da Terra ao redor do Sol no periodo de dois anos com o método de Euler
e tamanho do passo h ~ 0.0031.

Isto ja nao ocorre com métodos de ordem maior, por exemplo, o de Runge-Kutta de quarta
ordem. Mesmo com intervalos de tempo maiores e mantendo o mesmo nimero de passos de

2000, ou seja, aumentando o tamanho do passo h, a 6rbita dos corpos se mantém estavel.

Na Figura 5.7, a simulagao foi realizada com um tempo final de 8 anos e h ~ 0.02511.
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Runge-Kutta de ordem 4

0.5
y (UA), L -
-05
= Terra
Lua
#® Sol
1 L I = . = 1 I
1 0.5 0 0.5 1
x (UA)

Figura 5.7: Trajetoria da Terra ao redor do Sol no periodo de 8 anos com o método de Runge-

Kutta de quarta ordem e tamanho do passo h =~ 0.02511.

Porém, ao aumentar o tempo final para 8.2 anos e manter o nimero de passos em 2000,
logo, considerar h ~ 0.02574, o sistema perde a estabilidade, ejetando um dos corpos, conforme

a Figura 5.8. Para se manter a 6rbita, seria preciso reduzir o valor de h.

Runge-Kutta de ordem 4

05
UA
y (UA) ol .
-0.5
— Terra
Lua
® Sol
-1 L L : == L L
-1 0.5 0 0.5 1
x (UA)

Figura 5.8: Trajetoria da Terra ao redor do Sol no periodo de 8.2 anos com o método de Runge-

Kutta de quarta ordem e tamanho do passo h ~ 0.02574.

5.3 SISTEMA TERRA-MARTE-SOL

Para modelar o sistema Terra-Marte-Sol de acordo com |[7], sera adimensionalizado e nor-
malizado o sistema de equagoes diferenciais considerando a Terceira Lei de Kepler. Segundo

[5], esta lei, também conhecida como lei dos periodos, afirma que o quadrado do periodo de
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qualquer planeta é proporcional ao cubo do semi-eixo maior de sua 6rbita. Isto significa que,

considerando 1" o periodo da 6rbita de um planeta e r o semi-eixo maior de sua orbita, tem-se
T? o r3.

De acordo com [5], assumindo que um dos corpos com massa my orbita em torno de outro
com massa m, em uma oOrbita circular de raio r, temos que a forca centripeta é fornecida pela

forca gravitacional. Como a forca centripeta é dada por

2

v
Fcentripeta = Mo—
T
e a forca gravitacional entre os corpos por
mims
Fgrav =G rz

entao, igualando as expressoes, obtem-se

Considerando a velocidade orbital em movimento circular, que é dada por

27r
v=—
T )
assim,
my  4mr? 4?r? o  Am??
r 12 =T G M, (5.11)

A equagao (5.11) também é valida para orbitas elipticas, desde que r seja substituido pelo
semi-eixo maior da elipse, que serda denominado por a [5]. Portanto, a equacao (5.11) torna-se
_An*d®

2
TR (5.12)

Agora, considerando os dados dos corpos de acordo com [7], designa-se por M, a massa do
Sol, por M; a da Terra e por M,, a de Marte. Como a massa do Sol é cerca de 330.000 vezes
a da Terra e a massa de Marte cerca de um décimo da massa da Terra, o centro de gravidade
dos trés corpos pode ser considerado como, aproximadamente, o centro do Sol. Fixando o Sol
no centro e considerando que a Terra e Marte possuem suas 6rbitas no mesmo plano, entao, a

forca total exercida sobre a Terra sera

E = Es""ﬂm - Mtftv

em que 1, = (x4,y;) € o vetor posicdo da Terra e que Fy; e Fy, sdo as forcas exercidas sobre a

Terra pelo Sol e por Marte, respectivamente. Aplicando a lei da gravitacao universal (5.1), e
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considerando r,, o vetor posicao de Marte, entao

Mt'i;t - _GMtMsi "‘ GMtMmM

|ref? |7 — 74
Assim, dividindo ambos os lados por M;

Tt

Tm — Tt
7o

|7 — 1|3

Agora, fazendo a mudanca de variaveis para variaveis adimensionais, onde a é o semi-eixo

maior da 6rbita da terra, tem-se

re=ary, rm=ar,, t=Tt"
Logo, derivando em relagao a t, entao
. dry  dryodtt 1., . L.,
"Ta T de e T T
Substituindo na equagao (5.13),
0l = =M+ G

3

Cancelando o fator a nos numeradores e a¢° nos denominadores:

* * *
a T r., —T
" ¢ m t
L = —GMy— 4+ GMy
™ @y, =P

2
Multiplicando ambos os lados por —:
a

T2 * * ok
i G (Jﬂn_w4lﬂlL)

@ \RE T T =P

Agora, da terceira lei de Kepler dada pela equagao (5.12), tem-se que

T2 B 4723 N GT? . 472
~ GM, ab M,
Substituindo: y Y . .
r rt o —r
i g2 [t m _'m t . 5.14
" ”(|mﬁvmlm—m0 o

Portanto, esta é a equagao na forma adimensionalizada para a interacao gravitacional sofrida
pela Terra tanto pelo Sol quanto por Marte.

Procedendo de modo analogo para Marte, obtém-se:

*

Mm *_ *
%;:4#( m %~ Tm ) (5.15)

P My =B

Substituindo estas equagoes em (5.6) e considerando o Sol fixo na posi¢ao (0,0), entéo o
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sistema que modela o problema dos trés corpos Terra-Marte-Sol possui 8 equagoes diferenciais

ordinarias de primeira ordem:

xt_vxt7
ko ok
yt_vytﬂ
% %
Ty = Vg s
E — *
ym_vym7
* * *
. X xr,,K6 —T
2 t * m t
vt =Adr (— + M —)
xt %3 m 13 |
| By | | Ry, — Ryl

(5.16)

: (A Ym — YUt
e (g Y,
v | Ry |3 "Ry, — RE?

. xr T —xk
v* =4 2| _ m +M*$
o W( R, P TR - RLP)

: Yn Yi — Y
vy :47r2<— T My — )
ym |R: [P Y Ry — Ry P

\

O sistema (5.16) foi resolvido com o método de Runge-Kutta de quarta ordem, imple-
mentado no software GNU Octave em um intervalo ¢ de 10 anos, com tamanho de passos de
h = 0.005. O c6digo que modela este sistema nesta normalizacao e adimensionalizacao segue

do mesmo codigo que modela a érbita de Terra e Lua ao redor do Sol, sendo alterado apenas

a adimensionalizacao e as condigdes iniciais:

BACHARELADO EM MATEMATICA



10

11

12

13

14

48 PROBLEMA DOS TRES CORPOS

Utilizando a funcao plot, obtem-se o movimento esperado da oérbita da Terra e de Marte

conforme verifica-se na Figura 5.9.

05

y(UA), |

-05 1

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5
x (UA)

Figura 5.9: Orbita dos corpos no intervalo ¢ de 0 a 10 anos com intervalos h = 0.005.

A anélise de independéncia de malha para a Terra e Marte sao apresentadas nas Tabelas

5.1 e 5.2, respectivamente, em um intervalo de tempo de 0 a 10 anos.

Realizou-se esta analise considerando o tamanho de passo A = 0.0001 com o método de
Runge-Kutta de quarta ordem, para a solu¢ao do sistema (5.16) ser mais precisa possivel, e

supos-se que esta era a solugao analitica.

Ao resolver o sistema (5.16) para diferentes tamanhos de passos h e comparar a posi¢ao final
da Terra e de Marte com aquela considerada como solu¢ao analitica, observa-se que, a medida
que h diminui, as diferencas entre as posi¢oes finais com a posicao final analitica também se

reduzem.
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h Distancia
0.1 7.551076 x 10*
0.05  2.757941 x 10!
0.02 7.398847 x 107!
0.01 2.776063 x 102
0.005 8.730378 x 1074
0.002 8.973752 x 1076

Tabela 5.1: Distancia final da Terra em relagao a solugao analitica para diferentes valores de h.

h Distancia final
0.1 1.731229 x 10°
0.05 5.853246 x 1072
0.02  6.848765 x 1074
0.01 2.674379 x 107

0.005 1.176566 x 106
0.002 2.25166 x 1078

Tabela 5.2: Distancia final de Marte em relacao a solugao analitica para diferentes valores de
h.

5.3.1 COMPARAGAO ENTRE METODOS

Ao resolver o sistema utilizando um método numeérico de menor ordem, por exemplo, o
método de Euler de ordem 1, a orbita entre Terra e Marte ao redor do Sol nao se mantém

estével se utilizado A = 0.005. Este movimento ¢é representado na Figura 5.11.

2r ///_..—._
y (Uﬁ:) 7 )
° \.___,/ —

2r Marte
® Sol

x (UA)

Figura 5.10: Orbita Terra-Marte-Sol em um periodo de 10 anos com o método de Euler com
intervalos h = 0.005.

Entretanto, ao diminuir o tamanho de cada passo, por exemplo, considerando A = 0.00005,

o erro no movimento entre os corpos diminui.
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Euler

05

y(UA) |

-05 1

-1 -05 0 05 1 15
x (UA)

Figura 5.11: Orbita Terra-Marte-Sol em um periodo de 10 anos com o método de Euler com
intervalos h = 0.00005.

J& com o método de Euler Melhorado, por ser de segunda ordem, apresenta uma oOrbita
estavel. Na Figura 5.12 foi utilizado também A = 0.005.

05 r

y(UA) |

-05

= Terra
=== Marte
® Sol

-1 -0.5 0 0.5 1 15
x (UA)

Figura 5.12: Orbita Terra-Marte-Sol em um periodo de 10 anos com o método de Euler Me-
lhorado com intervalos h = 0.005.

Agora, com o método do Trapézio, um método implicito também de segunda ordem, consi-

derando h = 0.005, a 6rbita da Terra se aproxima da sua érbita esperada.
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05

y(UA), L

-05

= Terra
=== Marte
® Sol

-1 -05 0 05 1 15
x (UA)

Figura 5.13: Orbita Terra-Marte-Sol em um periodo de 10 anos com o método do Trapézio com
intervalos h = 0.005.

Apesar dos métodos do Trapézio e Euler Melhorado serem de ordem 2, o método do Trapézio
¢é implicito, o que faz com que ele controle melhor a propagacao do erro ao longo do tempo em
comparagao com o método explicito de Euler Melhorado, conforme ¢é verificado nas simulacoes

a seguir, em que o numero de passos foram dobrados a cada simulagao:

y (UA) y (UA)
-2
o b
4}
0 — Terra — Terra
=== Marte === Marte
@ Sol ® Sol
L _6 L L L L L L L
-6 -4 -2 0 2 4 -10 -8 -6 -4 -2 0
x (UA) x (UA)

Figura 5.14: Comparagao das orbitas Terra-Marte-Sol em 10 anos utilizando dois métodos nu-

méricos com h = 0.05: & esquerda, método de Euler Melhorado; a direita, método do Trapézio.
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y (UA) -

05

y (UA)o +

05

Figura 5.15: Comparacao das ¢rbitas em 10 anos utilizando dois métodos numéricos com

h = 0.025: a esquerda, método de Euler Melhorado; a direita, método do Trapézio.

05r

y (UA)
ol

-05

-1 -0.5 0 05 1 15
x (UA)

05

y(UA), |

-05

-1 -0.5 0 0.5 1 15
x (UA)

Figura 5.16: Comparacao das orbitas Terra-Marte-Sol em 10 anos utilizando dois métodos
numéricos com h = 0.0125: a esquerda, método de Euler Melhorado; a direita, método do

Trapézio.

05

y(UA) |

-05

= Terra
= Marte
®* Sol

-1 -05 0 0.5 1 1.5
x (UA)

0.5

y(UA) L

051

= Terra
= Marte
® Sol

-1 -0.5 0 05 1 15
x (UA)

Figura 5.17: Comparacao das orbitas Terra-Marte-Sol em 10 anos utilizando dois métodos

numeéricos com h = 0.00625: a esquerda, método de Euler Melhorado; & direita, método do

Trapézio.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA



PROBLEMA DOSs TRES CORPOS 53

De fato, todas as trajetorias sao dependentes do passo de tempo. Como o problema é rigido,

entao pequenas variagoes numéricas levam a comportamentos fisicos distintos.

Para o método de Runge-Kutta de quarta ordem, considerando h = 0.025, a 6rbita da Terra
tende a orbita esperada, como verificado na Figura 5.19.

Quanto mais se diminui o valor de h, a 6rbita da Terra tende a se estabilizar.

05

y(UA), L

-05

= Terra
-1 r Marte
@ Sol

-1 -05 0 05
x (UA)

- |

1.5

Figura 5.18: Orbita Terra-Marte-Sol em um periodo de 10 anos com o método de Runge-Kutta
de ordem 4 com intervalos h = 0.025.

05

y(UA), |

-0.5

= Terra
-1r Marte
® Sol

-1 -0.5 0 05
x (UA)

- L

1.5

Figura 5.19: Orbita Terra-Marte-Sol em um periodo de 10 anos com o método de Runge-Kutta
de ordem 4 com intervalos h = 0.0125.

A fim de verificar a precisao do método de RK4 nesta simulacao, considerou-se um intervalo

de 1000 anos, com passos h = 0.005. A oérbita tanto de Marte quanto da Terra se mantém

estavel, como é visto na Figura 5.20.
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Runge Kutta de quarta ordem

05

y(UA), L

-05

= Terra
-1 r Marte
® Sol

-1 -05 0 05 1 15
x (UA)

Figura 5.20: Orbita Terra-Marte-Sol em um perfodo de 1000 anos com o método de Runge-
Kutta de ordem 4 com intervalos h = 0.005.

5.4 EXEMPLOS DO PROBLEMA DOS TRES CORPOS

Dois exemplos que auxiliam a notar o quanto o problema dos trés corpos pode ser sensivel
as condicoes iniciais ¢ a solugao em linha reta, obtida por Leonhard Euler, em 1763, e a solucao

em oito, obtida numericamente por Cristopher Moore, em 1993.

Ambas podem ser obtidas com valores especificos para as condig¢oes iniciais e foram nome-
adas devido a trajetoria que os corpos realizam ao serem analisadas no plano. Estas solucgoes
passaram a ser denominadas coreografias e também foram identificadas para sistemas com mais

corpos [6].

5.4.1 SOLUGAO EM LINHA RETA

Para obter esta solucao, foram utilizados os mesmos valores especificos de condig¢oes iniciais
de [6].

As massas de cada corpos serao denominadas m; = 2, ms = 0.5 e m3 = 0.5. Para a constante

gravitacional é considerado G = 1.

As condigoes iniciais de posicao e velocidade de cada corpo foram dispostos no sistema a
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seguir:
L1y =
Yo =
J/’QO =
Y20 =
X3, =
Y3o

Ufﬂlo

’Ux20
Uyzo

UZESO

L Yo

/Uylo =

1
0,
1.254953728,
0,
2.745046272,

Y

=0,

=0,
—0.3660350371,
=0,
= 0.4593570344,
=0,
= 1.004783114.

(5.17)

Substituindo os dados no sistema (5.6), entao o sistema que modela a solugao em linha reta

é dado pelo problema de valor inicial

(

com as condigoes iniciais sendo (5.17).

X1 :Uﬂvlu
Y1 = Uy,
Ty = Ugy,
Y2 :Uyzv
€3 :Umga
Y3 = Uy,
VUgy = —1-05- 2= —1.0.5 - 2=
Ir12]2 7132
- Y1—y2 Y1—u3 (5~18>
vy, = —1-0.5- =% — -
7122 |r13]2
v, = —1.2.%278 _].(5.22=%
2 3 . 3
r21]2 7232
- y2—u1 y2—u3
Uy, = —1-2- 2= —1.0.5- 23,
[r21]2 |r23|2
v, = —1.2.%a=8 _ 1.9, 2=z
T3 5
Ir31]2 7322
Oy, = —1-2. 8L 1.9, vz
\ |r31]2 |r32]2

Utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem implementado no software GNU

Octave, com parametro t de 0 a 1.5 e passos de tamanho h = 0.01, tém-se os instantes iniciais

do movimento dos trés corpos na Figura 5.21, que seguem suas trajetorias estando colineares.
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Trajetéria dos corpos no plano XY

Figura 5.21: Instantes iniciais do movimento

Com as mesmas condigoOes iniciais, mas com parametro ¢t de 0 a 17.1655, tém-se um periodo
completo desta solugao com os corpos em trajetoria circular e alinhados sendo demonstrado na
Figura 5.22.

Trajetoria dos corpos no plano XY

5 1
G

= Corpo 1
Corpo 2
= Corpo 3

IS
n
x o
n
~

Figura 5.22: Uma revolucao completa que os trés corpos completam simultaneamente.

Entretanto, considerando um intervalo maior ¢ de 0 a 97, com passos de tamanho h = 0.001,

pode ser visto em 5.23 que o sistema ¢ instavel e bastante sensivel & sua precisao.
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Trajetéria dos corpos no plano XY

Figura 5.23: Interagao dos corpos em um intervalo ¢t de 0 a 97 com h = 0.001.

Ainda que o tamanho de passo h seja diminuido, por exemplo, h = 0.0001, o sistema nao
se mantém estavel, conforme é observado a Figura 5.24. Logo, é da natureza deste problema,

dada as condigbes iniciais (5.17), ndo se manter estével para valores maiores de tempo.

Trajetoria dos corpos no plano XY

Figura 5.24: Interacao dos corpos em um intervalo ¢ de 0 a 97 com h = 0.0001.

A instabilidade deste sistema também pode ser observada ao adicionar uma pequena per-
turbacao na condicao inicial, por exemplo, uma perturbacao numérica na ordem de 10~ em
Uy, » O que implicaria no novo valor de vy, = 1.004783124.

Apesar desse valor ser numericamente pequeno, na nova trajetoria considerando t de 0 a 80
e passos de tamanho h = 0.001, o movimento dos corpos altera-se drasticamente em relagao ao

grafico anterior, conforme verificado em 5.25.
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Trajetéria dos corpos no plano XY

-10 -5 0 5 10

Figura 5.25: Interacao dos corpos com perturbac¢ao em um intervalo ¢ de 0 a 80 com h = 0.001.

Com a finalidade de verificar se a solu¢ao numérica obtida é sensivel ao tamanho do passo h,
analisa-se a independéncia de malha para verificar se os resultados obtidos nao sofrem variacoes

significativas com a escolha do tamanho do passo.

A anélise de independéncia de malha para os corpos 1, 2 e 3 sao apresentadas nas Figuras
5.26, 5.27 e 5.28, respectivamente, em um intervalo de tempo de 0 a 100. Nelas, é possivel

notar que, & medida que o passo diminui, as solugoes convergem entre si, se sobrepondo.

Independéncia de Malha - Trajetéria do Corpo 1

Figura 5.26: Independéncia de malha para o corpo 1
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Independéncia de Malha - Trajetéria do Corpo 2
4

n
T

Figura 5.27: Independéncia de malha para o corpo 2

Independéncia de Malha - Trajetéria do Corpo 3
4

Figura 5.28: Independéncia de malha para o corpo 3

5.4.2 SOLUCAO EM OITO

De acordo com [6], a solugao periddica em forma de oito foi obtida numericamente em 1993
por Cristopher Moore, com o uso de métodos computacionais, e posteriormente demonstrada
de forma rigorosa por Alain Chenciner e Richard Montgomery. Trata-se da primeira solucao
periddica estavel conhecida para o problema, na qual os trés corpos seguem uma trajetoria

comum de maneira simétrica e estavel.
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Esta solugao é obtida considerando G = m; = mo = mg = 1 e com os valores iniciais:

¢

x1, = —1,

Y1, =0,

Toy =1,

Yo, = 0,

x3, =0,

Yo =0, (5.19)

Ugy, = 0.3471128135672417,

Uy, = 0.532726851767674,

Uz, = 0.3471128135672417,

Vy,, = 0.532726851767674,

Uy = —2 % 0.3471128135672417,
Uy, = —2 % 0.532726851767674.

Considerando o parametro ¢t de 0 a 1 e tamanho do passo A = 0.001, pelo método de Runge

Kutta de quarta ordem, os instantes iniciais desta solugao é dado pela Figura 5.29.

Trajetoria dos corpos no plano XY

05

051
— Corpo 1

Corpo 2
= Corpo 3
!

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figura 5.29: Trajetoria inicial dos corpos em um intervalo ¢ de 0 a 1.

Para completar o periodo da solugao, considera-se ¢ de 0 a 6.3250, obtendo o grafico 5.30.
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Trajetoria dos corpos no plano XY

05 r

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figura 5.30: Trajetéria do movimento dos corpos em um intervalo ¢ de 0 a 6.325.

Esta é uma solucao periddica estavel para o problema dos trés corpos, sendo a primeira
solugao deste tipo [6]. Ela ¢ dita estavel pois é preciso perturbagdes consideraveis nos valores
iniciais para que o sistema se desfaca ou altere-se o movimento.

Considerando uma perturbacao da ordem de 1072 em Ugg,» POI exemplo, vy, = —2 X
0.3371128135672417, mas mantendo as mesmas condi¢coes para os outros valores iniciais, a

Figura 5.31 representa este novo movimento.

Trajetoria dos corpos no plano XY

-05r

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figura 5.31: Trajetoria do movimento dos corpos com perturbagao em um intervalo ¢ de 0 a
6.325.

Portanto, mesmo com uma perturbacao da ordem de 1072, a 6rbita entre estes corpos tende

a ser estavel.

BACHARELADO EM MATEMATICA



62 CONCLUSAO

6. CONCLUSAO

Este trabalho teve como objetivo o estudo e a aplicagao de métodos numéricos para a
resolucao de sistemas de equacoes diferenciais ordinarias aplicadas ao problema dos trés corpos.

Para contextualizar fisicamente o problema, foram analisados o sistema Terra-Lua-Sol e
o sistema Terra-Marte-Sol, realizando uma normalizagao das variaveis de massa, distancia e
tempo. Assim, obteve-se equagoes adimensionais e numericamente estaveis, para lidar com as
grandes escalas entre os corpos.

A analise dos métodos numéricos aplicados a ambos os sistemas mostra que o problema
depende fortemente do tamanho do passo para garantir resultados precisos, fiéis as trajetorias
de cada planeta.

Posteriormente, analisou-se dois problemas classicos do trés corpos, a solu¢ao em linha
reta e a solugao em oito. No primeiro, observou-se a forte dependéncia das condigoes iniciais,
sendo extremamente sensiveis a pequenas perturbagoes — o que leva a trajetorias instaveis
e imprevisiveis ao longo do tempo. Ja o segundo, verificou-se que as trajetorias demonstram
maior estabilidade, mantendo um comportamento regular mesmo com maiores perturbacoes

nas condigoes iniciais.
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