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Resumo

As caminhadas quanticas em tempo continuo sdo dindmicas de particulas em redes, com
diversas aplicagdes que envolvem transporte, dessa forma, desempenhando funcionalidades
na computagao quantica e contando com implementacoes experimentais. A partir do
estudo de um fenémeno fisico, Juan M. R. Parrondo elaborou um mecanismo que apresenta
um resultado paradoxal: a alternancia entre dois jogos perdedores pode gerar resultados
positivos. Dessa forma, este mecanismo tem sido amplamente aplicado em diversas areas do
conhecimento, incluindo as caminhadas quanticas. Porém, este efeito havia sido registrado
na literatura apenas para caminhadas quanticas em tempo discreto. Neste trabalho,
apresenta-se, pela primeira vez, a deteccdo desse paradoxo em caminhadas quanticas em
tempo continuo que, diferentemente da outra dinamica, nao utilizam operadores para
atuar nos estados de moeda. Além disso, o protocolo empregado teve como finalidade
aprimorar a propagacao da particula, diferentemente do estado da arte, que apresenta
combinagoes entre jogos desfavoraveis para obter resultados positivos ou arranjos que
resultam na manipulacio da assimetria da distribuicdo de probabilidade. Com isso, esta
tese apresenta uma introducao as caminhadas quanticas; as consequéncias da adicao de
defeito, que posteriormente foram utilizadas para analise do mecanismo de Parrondo nesta
dindmica; o paradoxo de Parrondo e o contexto historico e de aplicacao em que é utilizado;
o0 mecanismo que gera o efeito Parrondo na dindmica em questdo, o qual transforma o
cenario de propagacao prejudicada por defeitos em um que supere a evolucao temporal
sem defeitos; com andlise tanto em relagdo aos casos com a presenca do efeito quanto aos
que nao apresentaram o fenémeno. Portanto, constata-se que o mecanismo apresentou
resultados positivos quanto a sua proposta; ficando claro o comportamento apresentado
pelas distribuigoes de probabilidade das dinamicas com efeito. Uma vez apresentadas as
discussoes relacionadas ao caso de alternancias periddicas, estende-se o trabalho com o
estudo de alternancias aperiddicas, ampliando, assim, a possibilidade de novos métodos

relacionados ao controle da propagacao das caminhadas em tempo continuo.

Palavras-chave: Caminhadas quanticas em tempo continuo; paradoxo de Parrondo;

defeitos.






Abstract

The continuous-time quantum walks are dynamics of particles in networks, with various
applications that involve transport. From the studies of physical phenomena, Juan M.
R. Parrondo elaborated a mechanism that presents a paradoxical result: the alternation
between two losing games might yield positive results. This mechanism has been widely
applied in diverse areas of knowledge, including quantum walks. However, this effect
had been documented in the literature only for discrete-time quantum walks. This work
presents, for the first time, the detection of this paradox in continuous-time quantum
walks, which, unlike other dynamics, do not use operators on coin states. Furthermore, the
protocol aims to improve particle propagation, in contrast to recent developments that
present a combination of unfavorable setups for achieving positive results or arrangements
that manipulate probability distribution asymmetry. Therefore, this thesis presents an
introduction to quantum walks; the consequences of the addition of defects, which were
later used for the analysis of Parrondo’s mechanism in this dynamic; Parrondo’s paradox,
and the historical context and application in which it was utilized; the mechanism of
the Parrondo effect in the present dynamic, which transforms the scenario of impaired
propagation by defects into one that surpasses the defect-free case; with an analysis for
both the presence and absence of the effect. It turns out that the mechanism presented
positive results regarding its proposal, clearly demonstrating the behavior presented in a
probability distribution of dynamics with the effect. Once the discussions were presented
related to periodic alternation cases were presented, the work was extended with studies
of aperiodic alternations, thus expanding the possibility of new methods related to the

control of propagations in continuous-time quantum walks.

Keywords: Continuous-time quantum walks; Parrondo’s paradox; defects.
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1 INTRODUCAO

Como proposto por Feynman (1), o desenvolvimento de computadores quanticos
possibilita avangos em computagao, tornando possivel a substituicao de computadores clas-
sicos em certas tarefas, como a simulagao de moléculas e criptografia (2). Essas aplicagdes
tem impulsionado o investimento em programas de desenvolvimento de tecnologias quanti-
cas por empresas como a Alibaba (chinesa), Google, IBM e Amazon (note-americanas),
D-wave (canadense) e Fujitsu (japonesa). Um tipo de dindmica que vem sendo considerada
para aplicagoes em tecnologias quanticas é a caminhada quantica (CQ), cuja as aplicagdes

se distribuem nas diversas funcionalidades a serem desenvolvidas na computagdo quantica.

Diversas propostas relacionadas a utilizacao de computadores quanticos foram
desenvolvidas apés a discussao de Feynman. David Deutsch em 1985 apresenta um modelo
de computagao quantica universal, com a preocupagao de ser capaz de simular um sistema
fisico arbitrario (3, 4, 5). Juntamente com Jozsa, eles determinaram um problema e um
algoritmo para resolvé-lo, conhecido por algoritmo Deutsch-Jozsa, cuja execucao é mais
rapida que realizada por algoritmos classicos (6, 7, 8). Outro trabalho de destaque nesta
area foi apresentado por Peter Shor, que desenvolveu algoritmos para determinar logaritmos
discretos e fatoracao de niimeros inteiros, cujos problemas sao dificeis de serem tratados em
computadores classicos e servem de base para sistemas de criptografia (9, 10, 11). Outra
contribui¢cdo importante para construgao de algoritmos foi apresentada por Lov Grover,
que construiu um algoritmo quantico de busca com velocidade quadratica, portanto para
a mesma tarefa realizada, esse algoritmo necessita de menos passos que o utilizado por

computadores classicos (12, 3).

A execugao desses algoritmos necessita de dispositivos fisicos capazes de controlar
estados quanticos (13). Com isso, diversos aparatos experimentais tém sido propostos
para essas implementagoes, os quais sao candidatos para tornarem-se estruturas fisicas de
computadores quanticos. Um trabalho importante, apresentado em 1995 por Cirac e Zoller,
utiliza de ions armadilhados interagindo com feixes de laser para execuc¢ao de operagoes
de portas logicas elementares (14, 15). A eletrodindmica quantica de cavidades também
tem sido amplamente trabalhada para o desenvolvimentos desses dispositivos (16, 17).
Os spins de niicleos atomicos também sao utilizados por meio da técnica da ressonancia
magnética nuclear, conforme proposto por Gershenfeld e Chuang (18, 19, 20). Outros tipos
de dispositivos ja bastante desenvolvidos sdo os circuitos supercondutores (21). Esse tipo de
circuito é composto por jungoes Josephson, que foram inicialmente propostos teoricamente
com a possibilidade de implementacao de multiplos qubits (22, 23) e experimentalmente
realizado em 1999 (21, 24). Outras plataformas para o desenvolvimento de computacao

quéntica sdo atomos de Rydberg e computagao com fétons (25, 26, 27).
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Apods diversos avangos na construcao desses dispositivos, atualmente é possivel
executar algoritmos em processadores com uma quantidade de qubits ainda distante da
desejada, de um milhdo de qubits (28, 29). No entanto, ao mesmo tempo em que esse
desenvolvimento ocorre, também se realiza a producao de algoritmos quanticos para a
execugao de tarefas nesses computadores (30, 31). Nesse sentido, as caminhadas quanticas
também tem sido consideradas para a construcao desses algoritmos, que em relagao aos

seus equivalentes cldssicos, tem se mostrado mais eficiente (32).

A denominacao de caminhadas quanticas deriva das chamadas caminhadas classicas,
que correspondem a propagacao de objetos cuja dindmica pode ser descrita pelas Leis
de Newton, mas em que a orientacao escolhida para cada intervalo de deslocamento
subsequente ¢ aleatéria. Por exemplo, o caminhar de uma pessoa, cuja orientagao de cada
passo esteja condicionada ao resultado de langcamentos de moedas. Diversos problemas
podem ser descritos como caminhadas aleatoérias, como mostram alguns exemplos historicos,
apesar de nao terem sido referidos com esta denominagao (33), como a aplicacao feita
por Bachelier em especulagdes no mercado de agoes em 1900 (34) e a realizada por Lord

Rayleigh em 1880 em teoria de propagacao do som (33).

O Major Ronald Ross, laureado com prémio Nobel de Medicina em 1902 pelo seu
trabalho sobre malaria, induziu Karl Pearson a trabalhar na modelagem da propagacao
de mosquitos (33). A prépria denominagao "caminhadas aleatérias'vem da carta enviada
por Karl Pearson aos leitores da revista Nature em 1905, intitulada "The Problem of the
Random Walk" (35). Nesta carta, Pearson desejava saber a probabilidade de um homem
realizar um pequeno deslocamento apods repetir o seguinte processo n vezes: partindo
de uma certa origem, um homem caminha [ jardas em linha reta em uma direcao e, a
partir desta posicao, realiza outras [ jardas em outra direcdo, formando um certo angulo
com a direcao anterior. Dentre as respostas a sua carta, esta a solucao de Lord Rayleigh
para valores de n muito grandes, cujo resultado gerou a comica conclusao de que o lugar
mais provavel de encontrar um homem bébado caminhando é préximo do seu ponto de
partida (36).

Em 1993, Aharonov, Davidovich e Zagury definiram o que chamaram de caminhada
aleatéria quantica, na qual é introduzido um grau de liberdade com dois possiveis estados
que desempenham o papel de uma "moeda quantica" (37). Nesse trabalho observou-se
que, devido a interferéncia causada pelo comportamento ondulatério da particula, torna-se
possivel obter resultados diferentes das caminhadas classicas. A partir deste modelo, é
definido a chamada caminhada quantica em tempo discreto (CQTD) (38), cuja evolugao
do sistema ocorre em evolugoes discretas no tempo. Outro tipo de caminhada, que nao
utiliza estados de moedas para sua evolucao, sao as caminhadas quanticas em tempo
continuo (CQTC), inicialmente desenvolvidas por Farhi e Gutmann (39, 40). Os autores

verificaram que algoritmos baseados nesta dinamica, que depois veria ser denominado
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de CQTC, requer quantidade de tempo exponencialmente mais rapida que algoritmos
baseados em caminhadas classicas em uma classe de arvores de decisao (40); apesar
disso ser contornado pela implementacao de diferentes algoritmos classicos. Diferente da
distribuicao de probabilidade de uma caminhada classica, a caminhada quantica pode
ser configurada para apresentar maior probabilidade de estar mais afastada do ponto de
partida da particula, contrastando com a conclusao apresentada na pitoresca imagem de

um homem bébado caminhando.

Caminhadas quanticas tém sido utilizadas para modelar dindmicas de transferéncia
de energia em sistemas moleculares (41), mercado financeiro (42) e transferéncia de
informagao quantica (42). Dentre as aplicagoes, tem-se dado énfase no desenvolvimento de
computagao quantica, como computagao universal (43, 44, 45, 46), algoritmos de busca (47,
48,49, 50, 51), rede neural quéantica (52, 53) e protocolos de criptografia (54, 55, 56). Alguns
hardwares que vém sendo desenvolvidos para implementacao de computagao quantica
servem de estrutura para implementagao experimental de CQTC, como a utilizagdo de
qubits supercondutores (57, 58), ressonancia magnética nuclear (59), pontos quanticos

semicondutores (60), chip quantico fotonico (61) e fons armadilhados (62).

No trabalho de Zhiguang Yan et al (57), é apresentada uma configura¢ao experi-
mental de uma rede de doze qubits supercondutores que permite a propagacao de fétons
de micro-ondas. Para a propagacao de um tnico féton, esse sistema, inicialmente descrito
como uma rede de spins por meio de um modelo XX, pode, através da transformacao
de Jordan-Wigner, ser simplificado para um modelo de rede tight-binding. Dessa forma,
pode-se analisar a propagacao em redes com numeros de sitios cada vez maiores, sem a

necessidade de um grande custo computacional.

Estudos sobre as implementagoes fisicas de caminhadas quénticas (CQ) trazem
consigo a necessidade de tratar ruidos devido a desordem (63). No modelo da rede tight-
binding, essa desordem ¢é tratada como diferentes valores associados a parametros que
descrevem o Hamiltoniano do sistema. Este problema é inicialmente tratado com um
tnido defeito em um caso unidimensional (63, 64). A adi¢ao deste tipo de defeito tem
sido realizada em CQTC. Yue et al. (65) levaram em conta defeitos que variam no tempo
durante a dindmica. Considerando outros defeitos em uma rede unidimendional Li et
al. (66) conseguiram controlar as propriedades de espalhamento dos caminhantes quanticos
na rede. Com objetivos semelhantes, Izaac et al. (63) derivaram expressoes analiticas
para um Uunico defeito e o resultado de multiplos defeitos de posi¢ao. Li e Wang (67)
estenderam a analise analitica para incorporar defeitos nos termos de hopping do modelo.
As consequéncias dos defeitos em algoritmos baseados em CQTC sao tratadas por Keating
et al. (68).

Em 1996, com o objetivo didatico de apresentar o problema da catraca browniana,

Juan M. R. Parrondo desenvolveu um cenéario em que dois jogos que estatisticamente
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tendem a gerar resultados negativos, quando combinados por meio de alternancias, geram o
resultado oposto (69, 70). A aplicagao deste paradoxo, visando a construcao de estratégias,
tem despertado o interesse em diversas areas (71, 72, 73). Como consequéncia, este
paradoxo é estudado também dentro da Mecanica Quantica, com sua aplicacdo em
evolugoes temporais de sistemas quanticos (74, 75). A forma como ocorre a alterndncia
¢ uma variante explorada em cada uma das suas aplicagoes. Usualmente estudam-se
alternancias periddicas e aleatoérias, porém, outras formas podem ser exploradas como as
alternancias que obedecem a sequéncias aperiodicas deterministicas, construidas seguindo

regras especificas (76).

Dado este contexto, este trabalho apresenta uma deteccao do paradoxo de Parrondo
em CQTC (77). A observagao deste efeito neste tipo de dinamica difere da literatura
existente, que tem apresentado extensivamente resultados em caminhadas quanticas de
tempo discreto (CQTD). Além disso, a aplicagao deste paradoxo foi feita com o intuito
de melhorar a propagacao do pacote de onda, o oposto da abrangente esquematizacao
de estratégias que visam a utilizacao de alternancia de jogos perdedores gere retornos

positivos (77).

Os calculos numéricos computacionais foram implementados em softwares de codigo
aberto. Utilizou-se a linguagem Python, empregando o pacote QuTip (Quantum Toolbox
in Python) para o desenvolvimento das evoluges temporais do sistema (78), juntamente
com as bibliotecas habituais para computagdo cientifica, NumPy (79) e SciPy (80). Para a
criacao de figuras dos dados gerados, utilizou-se o pacote PyX. Além disso, a linguagem
Julia também foi utilizada para o célculo de evolugoes temporais, por meio da componente
OrdinaryDiffEq (81) do pacote SciML (Differentiable Modeling and Simulation Combined
with Machine Learning). Para a criagao de ilustragoes desta tese, foi utilizado o pacote
TikZ em LaTeX.

Para apresentar a dinamica abordada neste trabalho, no capitulo 2, sao introduzidos
os conceitos fundamentais necessarios para a compreensao dos resultados. Assim, sao
descritos os tipos de caminhadas quanticas, incluindo tanto as dindmicas CQTD quanto
as CQTC (foco deste estudo). Apés a defini¢ao da dindmica, considera-se a presenca de
defeitos na rede e como esses influenciam a distribuicado do pacote de onda. O paradoxo
de Parrondo também é apresentado por meio de um exemplo amplamente discutido
na literatura sobre o tema. Apods a introducao tedrica, no capitulo 3, é discutida a
manifestagdo do paradoxo de Parrondo em CQTC (77). Além de analisar as evolugdes
temporais das distribui¢oes das fungoes de onda nos casos em que o paradoxo é observado,
sao examinados também cendarios em que o efeito nao é detectado, complementando a
analise do mecanismo empregado. Seguindo o estudo com alternancias periddicas, sao
investigados os casos opostos, envolvendo alternancias aperidédicas, tanto em contextos

deterministicos quanto aleatoérios. Por fim, as conclusoes sao apresentadas no capitulo 4.
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O trabalho inclui dois apéndices que abordam os conceitos de desvio padrao, desvio

quadréatico relativo, entropia de Shannon e inverso da razao de participagao.
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2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

2.1 Caminhadas quanticas

As caminhadas quénticas sdo tratadas como versdes quanticas (37, 40) dos cami-
nhantes aleatorios, também chamados, em contraposicao a referida dinamica quéantica, de
caminhantes classicos. O exemplo mais simples desse caminhante é um objeto cuja dinamica
pode ser descrita pelas leis de Newton, movendo-se ao longo de uma linha unidimensional,
onde, a cada deslocamento de um certo comprimento, o sentido do préximo movimento
¢é escolhido aleatoriamente. Essa aleatoriedade pode ser representada pelo resultado do
lancamento de uma moeda: dependendo se é cara ou coroa, a particula se desloca para a
esquerda ou para a direita. As caminhadas quanticas apresentam algumas diferencas em
relacdo a esse caminhante, desde o fato de utilizarem objetos cuja dinamica é descrita pelos
postulados da mecanica quantica. Assim, este capitulo apresenta dois tipos de caminhadas
quanticas extensivamente estudados na literatura, apontando as diferencas em relacao as

caminhadas classicas.

2.1.1 Caminhada quantica em tempo discreto

Nesta dinamica, a amplitude de probabilidade da particula migrar de um sitio para
outro em uma rede é condicionada aos estados de um segundo espaco de Hilbert. Exempli-

ficamos esta dinamica com a propagacao de uma particula em uma rede unidimensional.

=3) [=2) [=1) [0) 1) [2) [3)
e o o o o o o

Figura 1 — Rede unidimensional. Os vértices representam os sitios de uma rede, tal que,
cada um possuindo um estado associado. As arestas indicam os sitios para
os quais uma particula pode migrar durante sua propagacao. Os pontilhados
representam a continuidade da rede.

Dado os estados da posigao da particula {|7)}, defini-se o outro espago {|+),|—)},
chamado de espago de moeda. Este espaco consiste em um sistema de dois niveis, que
na pratica pode representar, por exemplo, o estado de polarizagdo de um féton (82).
A dindmica pode ser descrita em duas etapas. Primeiramente, dada a amplitude de
probabilidade da particula estar em um determinado sitio com um estado de moeda em
um tempo, a partir deste estado, superpoe-se 0 mesmo como uma combinacao linear dos
estados dessa base. Este processo é descrito pela aplicacao de um operador C , que nesta

base tem uma determinada representacao matricial:

O — 011 C(12 . (2‘1)
021 022
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Portanto, dado um estado de moeda, ao aplicar um operador C:

{é|+> = Cul+) 4 Cra|—) (2.2)

C|=) = Cot|+) + Cao|—)

Note que esta etapa da dinamica é similar ao caso classico em que a aleatoriedade
pode ser modelada pelo lancamento de uma moeda. A segunda etapa consiste em realizar a

translacao da particula, que depende do estado da moeda. Para isso, é definido o operador:
=3 (N @G+ DG+ =)= @i = 1)), (2.3)
J

onde,
Sl = 1)l +1),
S|=)i) = 1= = 1),

Portanto, dado os operadores de moeda de translacao, defini-se o operador unitario

(2.4)

de evolucao temporal, U:
U=2S8e(C®Iy). (2.5)

Dessa forma, dado o estado inicial da particula, [¢(0)), o estado em um tempo

posterior, t > 0, é dado por:

(1)) = U[1(0)). (2.6)

Portanto, dada a fungdao de onda para a particula em um tempo t,

() = > 2 uslidli), (2.7)

7;:+7_ .7

a probabilidade de encontrar a particula em um determinado sitio j é dado por (83, 5):

Py = o ;|* + o1 51*. (2.8)

A partir das defini¢oes dos operadores e seguindo a equagao 2.6, algumas evolugoes
temporais sdo geradas para diferentes condi¢oes inciais de estado de moeda, onde as
distribuicoes de probabilidade para t = 100 sao apresentadas na Figura 2, para o operador

Hadamard no espaco de moeda, C = f[d, cuja representagao matricial é dada por

. 1 (1 1
Hy = 7 (1 _1) : (2.9)

Na Figura 2(a), observa-se que para o estado de moeda com a superposi¢ao apresentada,
a distribuicao exibe uma forma simétrica. Na mesma figura, é mostrado que este tipo de
distribuicao de probabilidade contrasta com dinamicas classicas, onde a distribuigao se
comporta, com o nimero de caminhadas muito grande, como uma distribuicao gaussiana.

O oposto da distribui¢ao simétrica, é apresentado na Figura 2(b), onde para o estado
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(a) 0.15 — (b)o.15 —
. — Caminhada cldssica i — |¥(0)) = |+)|0) ]
011 —O) =500 +i-N0) | o1l [¥(0)) = 1=)10) f
i AU M»M AMA A AL Mﬁ h
00  —50 0 50 100

Figura 2 — Distribuigdes de probabilidade das CQTD e da caminhada classica. Distribuigdes
de probabilidade para t = 100. (a) Caminhada quéntica com superposi¢ao no
estado inicial da moeda, e caminhada cldssica com probabilidade de 50% do
caminhante ir para esquerda (direita). (b) Caso sem superposicao do estado

inicial.

inicial de moeda com |+), a distribuicao de probabilidade se concentra a direita da origem;
de modo contrario ocorre para |—). Dependendo do estado inicial de moeda, a particula

tende a seguir uma direcao ou outra.

Para examinar a rapidez com que uma particula se propaga em uma rede, calcula-se
o desvio padrao da distribuigdo (ver Apéndice A). Ao analisar essa medida ao longo
do tempo, observa-se que a difusao de caminhantes quanticos ¢é diferente daquela das
caminhadas classicas, como ilustrado na Figura 3. Em geral, os caminhantes quanticos
apresentam uma difusao balistica, o ~ t, diferente dos caminhantes classicos que sao
difusivos, o ~ t'/2. Apesar disso, em ambos os casos é possivel estabelecer dindmicas que

apresentam diferentes formas de difusao.

60 —
— Caminhada quantica
— Caminhada cléssica
40 + -
Sy
20 + -
0 N ! N ! N ! N !

0 20 40 60 80 100
t

Figura 3 — Desvio padrao das evolugoes em CQTD e classica. A evolugao da dindmica
quantica corresponde ao estado incial de moeda s (|+) +i|-)).

Existe outra forma de realizar caminhadas quanticas sem a utilizagdo de um
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espaco de moeda. Nesse caso a evolugao é continua no tempo, mas apresenta as mesmas

propriedades das caminhadas tratadas nessa sec¢ao.

2.1.2 Caminhada quantica em tempo continuo

As caminhadas quanticas em tempo continuo (CQTC) sdo dindmicas de particulas
quénticas em redes discretas (39). Dada uma rede cujo os vértices sdo rotulados por j, os
estados relacionados a particula que ocupa cada um desses vértices sdo dados pelo espacgo
de Hilbert {|7)}; tais que, esses estados sdo autovetores do operador posi¢ao 7. Portanto,
basta o Hamiltoniano H do sistema para que, utilizando a equagdo de Schrodinger, possa

ser obtida a evolucao temporal dessa dinamica.

Uma forma de descrever esta dinamica ¢ definindo a matriz laplaciana ou adjacente
do correspondente grafo da rede (84) (conjunto de vértices ligados por arestas que represen-
tam a rede em questao (85)). No entanto, nesta tese sera utilizado o modelo tight-binding,
equivalente a construgdo das matrizes citadas, para construir o Hamiltoniano que descreve
o sistema (86, 65, 67, 63).

Uma particula propagando-se em uma rede unidimensional que migra apenas entre

os primeiros vizinhos (os mais préximos) de cada sitio tem o Hamiltoniano do sistema

dado por:
H =3¢l (Gl = 27 (1 + DG+ 1= DG, (2.10)
onde
¢; = (ilH5), (2.11)
v = (j + 1|H]3), (2.12)

tal que, o termo €; € a energia on-site, correspondente a energia da particula estar em um
determinado estado |j). O outro termo, 7;, corresponde ao hopping, tal que os projetores

associados a este parametro descrevem a migracao da particula de um sitio para outro.

A partir da descricao de H, por meio da equagao de Schrodinger,

0 -
i 0(0) = H0 (), (213)

onde considera-se i = 1, e uma condigao inicial do sistema, [¢)(0)), obtém-se a evolugao

para um tempo t > 0. Dado o estado do sistema,

[(6)) = >_ 5l (2.14)

a probabilidade de encontrar a particula em um determinado sitio é dado por (83, 5)

Py = |, (2.15)
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Para exemplificar a dindmica, considera-se uma particula que se propaga em uma
rede cujos valores dos pardmetros do Hamiltoniano (2.10) sejam os mesmos para todos
os sitios da rede, conforme representado na Figura 1. Para as simulac¢oes das dinamicas,
os valores dos parametros e do tempo sdo dados em funcao de v, onde é configurado
v = 1. Partindo de |[¢(0)) = |0) e fixando € = 0, a distribui¢do de probabilidade para o
tempo t = 100 é apresentada na Figura 4. A distribuicao exibe o mesmo comportamento
apresentado na CQTD para um caminhante que inicia sua dindmica com estado da moeda

em uma determinada superposicao de estados.

0015 T T T T T

—200 0 200
J
Figura 4 — Distribuicao de probabilidade da CQTC. As distribui¢oes sao para e = 0 da
funcao de onda para t = 100, com a particula partindo do sitio 7 = 0.

Nao apenas a distribuicado de probabilidades da funcao de onda se assemelha a
dindmica apresentada na secao anterior, como também o comportamento balistico do
espalhamento da particula na rede. Este ponto sera explorado com mais detalhes no
préximo capitulo, onde a adigao de defeitos na rede mostrara a capacidade de alternar o
comportamento do desvio padrao, bem como a capacidade de privilegiar uma direcao de
propagacao, de forma semelhante ao que é feito com uma escolha adequada da condigao

inicial do estado da moeda.

2.2 Caminhadas quanticas em tempo continuo com defeitos

A propagacao de uma particula quantica na CQTC pode ser tratada em situagoes
onde os valores da energia de hopping na rede, assim como da energia on-site, podem variar
de um sitio para outro. Alteracoes desse tipo em uma rede, cujos valores majoritariamente
a0 os mesmos, sao chamadas de defeitos. E importante descrever o sistema diante deste
tipo de variacao, que pode surgir em situagoes praticas de implementagoes experimentais,

ou até mesmo ser utilizada para controle da propagacao da particula.

Como os defeitos podem ocorrer tanto na energia on-site quanto no hopping,
seguindo o modelo apresentado em (67, 77), esses defeitos sdo descritos como a adi¢ao de

projetores a um Hamiltoniano sem defeitos nos correspondentes termos do Hamiltoniano.
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|d—1) |d) |d+1)

o o o O -0 o @
B a p

Figura 5 — Rede unidimensional com defeitos. O vértice em branco representa um defeito
na energia on-site do sitio d, cuja intensidade da diferenca é . As arestas
tracejadas simbolizam defeitos no hopping entre os sitios d e d + 1, cuja
intensidade da diferenca corresponde a f5.

Portanto, dado um defeito no sitio j = d em relagdo a energia on-site, temos o defeito de

posicao onde se utiliza o operador
Hy, = [d){d|. (2.16)

Se o defeito esta presente na energia de hopping entre os primeiros vizinhos do sitio d,

d + 1, adiciona-se o operador
Hy = — (|d){d + 1] + |d + 1){d| + |d){d — 1| + |d — 1)(d]). (2.17)

Dessa forma, o Hamiltoniano de uma dinamica sujeita a ambos os defeitos, ﬁdef, ¢é dado
por:
Hyee = H + oH, + BH,, (2.18)

onde a e [ sao as quantidades a serem adicionadas as energias on-site e de hopping,

respectivamente.

A modificacdo causada pelos defeitos depende da sua intensidade e onde sao
posicionados. Isto pode ser observado nas figuras 6, que apresentam duas distribui¢oes
de probabilidade de um caminhante se propagando em uma rede que, entre os primeiros
vizinhos do sitio d = —1, apresenta defeitos no hopping, como esquematizado na Figura 5,
onde neste caso o = 0. Em ambos os casos a particula parte do sitio j = 0, a direita do
sitio cercado por defeitos. Dessa forma, para a intensidade § = —0.5, a propagagao tende
a privilegiar esse sentido, como mostrado na Figura 6(a). Por outro lado, ao modificar a

intensidade para § = 0.5 a particula tende a ficar localizada em torno de d = —1.

Uma vez que a distribuicdo da particula na rede é afetada pelos defeitos, a rapidez
da particula na rede também ¢ impactada. Na Figura 6, para o mesmo tempo ¢t = 100, a
particula tem maior probabilidade de estar mais afastada (para § = —0.5) ou mais préxima
do sitio de origem (para 8 = 0.5). Como comentado no capitulo anterior, utiliza-se o célculo
do desvio padrao para realizar este tipo andalise. A Figura 7 apresenta os desvios padroes
relativos para o tempo t = 100 para cada combinacao dos valores dos defeitos, a e 5.
Dependendo da combinagao, a propagagao pode ser aprimorada (o/0¢ > 1), quando o valor
do desvio padrao é maior que o caso sem adigao de defeito (0y), ou enfraquecida (o/0¢ < 1).
Os pontos aprimorados sao representados por tonalidades de azul correspondentes na

barra de cores ao intervalo maior que um.
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Figura 6 — Distribui¢oes de probabilidade em redes com defeitos. Distribuicoes de pro-
babilidades das evolugoes temporais das particulas inciando em j = 0, com
defeito no hopping dos primeiros vizinhos do sitio d = —1, para ¢ = 0, no
tempo ¢ = 100. A intensidade do defeito na distribui¢ao da Figura 6(a) possui
sinal contrério a da Figura 6(b).
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Figura 7 — Desvio padréo relativo o/o¢ em func¢ao de « e . Desvios padrdes relativos das
funcoes de onda para o tempo ¢t = 100 de cada evolugao temporal sujeita aos
defeitos. Para cada evolucao d = 0 e a particula parte do sitio 7 = 0, onde
e=0.

Para a = 0, temos a Figura 8, que apresenta uma transicao nao mondtona de uma
regido com propagagao enfraquecida para uma propagagao aprimorada (77). Melhoria
na propagacao ja havia sido observada no trabalho de (67) para o valor = 3, = —0.5,
conforme marcado na Figura 8. O oposto também pode ocorrer; observe que para § = —1,
o desvio padrao o = 0. Isso se deve ao fato de v — § = 0 na equacao 3.2, resultando no
aprisionamento da particula no sitio 7 = 0, pois o termo do hopping é nulo entre todos os

vizinhos da rede deste sitio.

A Figura 8 destaca outros dois valores, 8; e (5, que dificultam a propagacao.
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Figura 8 — Desvio padrao relativo o/0p em funcido de 5. Os desvios padroes relativos
correspondem a dindmica no tempo t = 2000 para « = 0. A linha tracejada
separa as regioes com a propagagao melhorada (acima) da enfraquecida (abaixo)
pela adi¢ao do defeito. Os valores dos pontos marcados sao 31 = —2.5, 5 = —3
e 5, = —0.5, para € = 0.

Estes pontos serao utilizados no mecanismo apresentado do capitulo 3, onde se verifica a
possibilidade de utiliza-los para, contraintuitivamente, melhorar a propagacao da particula.
Esse mecanismo é baseado no paradoxo de Parrondo, apresentado no capitulo a seguir, cujos
resultados, presentes no contexto de apostas, apresentam aplicabilidades em caminhadas

quanticas.

2.3 Paradoxo de Parrondo

O mecanismo do Paradoxo de Parrondo foi desenvolvido por Juan M. R. Parrondo
para ilustrar o problema da catraca browniana (87), que posteriormente despertou interesse
em outras dreas (88). Esse paradoxo refere-se ao resultado da combinagao de dois jogos,
que individualmente acumulam perdas ao apostador, mas, por meio de uma alternancia
entre eles, conduzem a ganhos (89, 90). Para exemplificar, utilizam-se os jogos e estratégias
apresentados em (89), onde sao definidos dois jogos, A e B. Cada jogada vale uma unidade
de dinheiro, que ¢é adicionada ou retirada em caso de ganho ou perda, respectivamente. A

quantidade total de dinheiro acumulada com os ganhos e perdas é dada pelo capital, C'.

Em conformidade com o artigo (89), o jogo A consiste no lancamento de uma moeda
enviesada para perder, onde a probabilidade de ganhar é p; = 1/2 — ¢, para € = 0.005,
conforme mostrado na Figura 9. Dessa forma, dado que inicialmente C' = 0, a quantidade
de capital acumulada jogando somente com esta moeda, em média, é negativa, como
ilustrado na Figura 10. No jogo B, utilizam-se duas moedas: uma enviesada para vencer e
outra para perder. A escolha das moedas depende do valor do capital: se for multiplo de 3

escolhe-se a moeda enviesada para perder, cuja probabilidade de ganho é p, = 1/10 — €;
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Jogo Jogo
A B
Se C é Se C' nao
multiplo de 3 ' ‘ é multiplo de 3
Moeda Moeda Moeda
1 Probabilidade de: 2 3

B ganhar
B perder

Figura 9 — Representacao dos jogos utilizados na exemplificacdo do paradoxo. O jogo A
consiste no langamento da moeda 1. No jogo B, ha uma condicao para a escolha
da moeda a ser lancada em cada jogada: moeda 2 ou moeda 3. Cada moeda é
enviesada para ganhar ou perder, com as probabilidades representadas pelas
barras verdes (probabilidade de ganhar) e pretas (probabilidade de perder).

caso contrario, lanca-se a moeda com maior probabilidade ganho, p3 = 3/4 — €, como
apresentado na Figura 9. Apesar de uma das duas moedas possuir maior chance de vitéria,

se jogadas isoladamente, o saldo também tende a ser negativo, conforme a Figura 10.

2 I — Alternancia AABB™ = = |
Alternancia aleatéria

0 20 40 60 80 100
Jogadas

Figura 10 — Resultado médio dos jogos apresentados na Figura 9 e das alternancias entre
eles. A média é realizada sobre um conjunto de 50000 execucoes dos jogos e
estratégias.

Dados esses dois jogos que geram perdas, definem-se estratégias de jogadas onde é
possivel trocar o jogo. E natural esperar que, independentemente da forma como a troca é
feita, alternar entre dois jogos que geram perdas continuard a produzir resultados negativos.
Assim, duas estratégias sao realizadas. Uma consiste em efetuar permutagoes periddicas
entre esses dois jogos, de modo que se jogue duas vezes no jogo A e, em seguida, duas

vezes no jogo B (AABB), repetindo essa sequéncia até o ultimo jogo. A outra estratégia
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é realizar essas trocas de forma aleatéria. Na Figura 10, verifica-se que, contrariando o

esperado, as estratégias adotadas produzem resultados positivos.

Esse mecanismo tem sido aplicado em diversas areas do conhecimento. Em biologia
tem sido indicada para abordagens de problemas presentes em estudo do cancer (91),
em genética, evolugdo e ecologia (92, 93). Como esperado, alguns trabalhos discutem a
possibilidade de aplicar este paradoxo na economia, destacando que esse fendmeno esta
condicionado a situagoes especificas e sujeitas a resultados positivos transientes, ou seja,

ganhos apenas em um intervalo de tempo e niimero de jogadas (94, 95, 96).

Na area de CQ, tem sido estudada a observacao deste tipo de paradoxo. Alguns
trabalhos demonstraram a manifestacao deste efeito de forma nao duradoura (77, 97,
98, 99, 100, 101). Varios mecanismos foram elaborados para gerar o efeito Parrondo em
CQTD (102, 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111, 112, 113, 114). Destaca-se ainda
outros trabalhos nesse sentido, onde ocorreu o aprimoramento do emaranhamento entre o
spin e o espago de posi¢do do caminhante (115, 116, 117), além de uma implementagao
experimental do efeito (118). Outros modelos envolvendo dindmicas quanticas também
foram desenvolvidos (88, 119, 120, 121). Todos os trabalhos citados referentes a CQ
consistem em aplicagdes no caso com evolucao de tempo discreto. No entanto, diferente
destes, o trabalho (77) apresenta este efeito em CQTC, como uma forma de aprimorar o

espalhamento da particula na rede.
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3 EFEITO PARRONDO EM CAMINHADAS QUANTICAS EM TEMPO CONTi-
NUO

Neste capitulo, apresenta-se o mecanismo de alternancia de dindmicas, seguido dos
resultados que demostram o efeito Parrondo em CQTC (77). Para anélise das dindmicas,
utilizam-se medidas sobre as distribui¢oes de probabilidade das evolugoes temporais.

Através dessas medidas, é possivel caracterizar as evolugdes que apresentam este efeito.

3.1 Protocolo de alternancia

As estratégias que apresentam o paradoxo de Parrondo s@o mecanismos de alternan-
cia entre jogos que geram perdas. No caso da movimentacao das particulas, a alternancia
ocorre entre defeitos na rede, que prejudicam o espalhamento devido a adi¢ao de defeitos.

Dessa forma, explora-se a alterndncia das intensidades dos defeitos de transicao.

Primeiramente é analisado o efeito de alternancias periddicas, e portanto, define-se
uma funcao periédica de periodo T', f(t +T) = f(t), tal que, para 0 <t < T,

B,
B,

()

set <

set >

N Nl

Y

(3.1)

Y

onde os pardmetros 31 e [ sao as duas intensidades do defeito que sdo alternadas durante
a evolugao do sistema, conforme indicado a Figura 11 (a). A forma da fungdo é apresentada

na Figura 11 (b). Dessa forma, o Hamiltoniano para esta dinémica,f]alt, ¢é dado por
Hu = H+ f(t)H,. (3.2)

Portanto, em certos intervalos, o Hamiltoniano acima tem a forma da equagao (2.18) para

a=0.

(a) (b) f(t),
o
b1 B 51. f_f E_
O s s s
- — e 0 -0 - —0 — 5 5 :
|[d—1) |d) |d+1) 62.—' - =

Figura 11 — Representacao das redes com defeitos e da funcao que descreve a alternancia.
(a) A alternincia das intensidades dos defeitos no hopping entre os primeiros
vizinhos do sitio j = d. (b) Funcao periédica que realiza a alternincia entre
os defeitos.
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Tratando-se de funcgao peridédica no tempo é definida uma frequéncia angular

w = 27 /T associada a mesma.

Para o caso de alterndncias aperiddicas a fungao aplicada a equagao (3.2) nao sera
a periddica definida na equagao (3.1). Porém, como no caso anterior, define-se um intervalo
de tempo 7 o qual o sistema evolui com a influéncia de uma intensidade de defeito. Dessa
forma, o sistema evolui em intervalos de tempo, em que a troca da intensidade do defeito
em cada intervalo nao obedece a uma sequéncia periédica. Estas sequéncias podem ser

determinadas (aperiédicas deterministicas) ou nao (aperiddicas aleatorias).

3.2 Distribuicao espacial dos pacotes de onda e efeito Parrondo

Conforme o modelo descrito acima, analisa-se agora o comportamento das evolugoes
temporais sujeitas a alterndncias de defeitos. Para esta andlise, utilizam-se os valores de

defeitos B; = —2.5 e B, = —3, conforme mostrado na Figura 8.

Analisa-se o desvio padrao relativo o /oy para um intervalo de valores de frequéncia
de alternancia dos valores dos defeitos, w, conforme definido na se¢ao 3.1, mostrado na
Figura 12. Dessa forma, valores o/0y < 1 representam um espalhamento enfraquecido,
como nas proprias dindmicas sujeitas unicamente a um dos defeitos 5, e (5. Por outro lado,
a regido onde o /0y > 1 consiste no aparecimento do paradoxo de Parrondo. Portanto, a
alternancia entre os dois defeitos, que limitam a propagacao, pode produzir um aperfeicoa-
mento na propagagao. Verifica-se que existe um valor de frequéncia, de aproximadamente

W = Wy, = 2.71, que produz um desvio padrao maximo.

1.4 —
1.2 Efeito .
] I Parrondo ]
S A2
\ |
© 0.8 } | -
0.6 ¢ T
04 , | , | , | , | ,
0 1 2 3 4 5)
w

Figura 12 — Desvio padrao relativo /0y em fungdo de w. Acima da linha tracejada,
estd destacada a regiao com propagacao aprimorada pela alternéncia, que
corresponde ao efeito Parrondo para t = 2000. A frequéncia que produz um
valor maximo do desvio padrao é de aproximadamente w = w,, = 2.71.

A evolucao temporal do desvio padrao para uma das frequéncias que apresentam

o efeito Parrondo, w,,, é comparada com os casos com defeitos (31, B2 e sem defeito, na
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Figura 13 (a). Observa-se que a curva do caso Parrondo ultrapassa os casos com defeitos.
Da mesma forma, ela ultrapassa o caso sem defeito nos tempos inciais. Na Figura 13 (b),
observa-se que as dindmicas que apresentam o efeito Parrondo indicam um espalhamento

129 que decresce para, t+%

transiente hiperbalistico, com uma transiente dependéncia de
no decorrer da propagacao. Logo, é necessario expandir o tempo de propagacgao para definir
qual tipo de espalhamento prevalece nessas evolugoes. Embora em nosso atual modelo o
comportamento hiperbalistico seja apenas um transiente, ¢ possivel encontrar dinamicas

hyperbalisticas, de fato, em passeios quanticos em tempo discreto como em (122).

(2) 8000 — (b)) 10! T
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Figura 13 — Comparagao das evolugoes temporais dos desvios padroes (o) com o caso
Parrondo. (a) Comparacao do espalhamento aprimorado com os casos sem
defeito e os defeitos 51 e f#5. O espalhamento é mais rapido para o caso Parrondo
com wy, = 2.71. (b) Comparagido em escala logaritmica entre as frequéncias
que geram o efeito Parrondo e o caso sem defeito. A partir da linearizacao
da curva da frequéncia w,, determina-se a poténcia com que o desvio padrao
varia no tempo, tal que, o coeficiente de determinacio R? = 99.9%.

Analisa-se agora a distribuicao espacial dos pacotes de onda ao longo da rede. Dessa
forma, realizam-se duas medidas, as quais, assim como no célculo do desvio padrao, sao
determinadas por meio da distribuicao de probabilidade obtida a partir desses pacotes:
entropia de Shannon e inverso da razao de participacao, discutidos no Apéndice B. A
partir dos resultados da entropia de Shannon na Figura 14(a), observa-se que, no caso
Parrondo, o pacote estda mais distribuido do que os espalhamentos enfraquecidos pelos
defeitos. Por outro lado, o caso sem defeito apresenta maior espalhamento do que o caso
Parrondo, sendo, portanto, mais deslocalizado. A Figura 14(b) mostra que a evolugao
temporal dessa medida para outras frequéncias que apresentam o efeito Parrondo esta
préxima da correspondente a frequéncia w,,. Isso indica que, em relagao a distribuicao
do pacote na rede, as dinamicas que apresentam o efeito Parrondo possuem o mesmo

comportamento.

As medidas de IRP reforcam o comportamento intermediario da distribuigao do
pacote de onda para o caso que apresenta o efeito Parrondo, como mostrado na Figura 15(a).

Os espalhamentos enfraquecidos mostram-se quase localizados, diferentemente do caso sem
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Figura 14 — Comparagao das entropias de Shannon. (a) Comparagao da entropia do
espalhamento aprimorado com os casos sem defeito e os defeitos 3; e B2. (b)
Comparagao entre as entropias de Shannon para as frequéncias que geram o
efeito Parrondo.

defeito, que se apresenta bem distribuido ao longo da rede. Na Figura 15(b), observa-se
que a evolugao temporal dessa medida para outras frequéncias que apresentam o efeito
Parrondo é préxima da correspondente a frequéncia w,,. Esse comportamento corrobora
o apontamento feito em relacao a distribuicao do pacote nos casos do efeito Parrondo,

indicando que seguem um padrao de evolugao.

(2) 6000 : : (b) : e
600 |
4000 A '
A, A 400
jaet
= - -w=15 - Win
2000 r I Sem defeito ....... 52 b 200 | W= 21 i
o 51 """ Wm L
0 e : \ 0 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
t t

Figura 15 — Comparagao das medidas de IRP. (a) Comparagao do IPR do espalhamento
aprimorado com os casos sem defeito e os defeitos 51 e 55. (b) Comparacao
entre os IPRs para frequéncias que geram o efeito Parrondo e o caso sem
defeito.

Ambas as medidas estao em concordancia quanto a distribuicao do pacote de onda
durante sua evolugao temporal. Os pacotes de onda do caso Parrondo nao se distribuem
mais do que o caso sem defeito, mas estao mais deslocalizados do que as evolugoes sujeitas

a defeitos.

Verifica-se agora a distribuicao de probabilidades das fun¢des de onda ao longo da
rede, com o objetivo de entender como a alternancia sob determinada frequéncia modificou

as distribuig¢oes, impulsionando a propagacao. A Figura 16(a) apresenta a distribuigao
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de probabilidade para o tempo t = 4000, correspondente ao ultimo ponto das evolugoes
temporais das dinamicas estudadas. Nessa figura, observa-se que a regiao central para w,,
¢ pouco populada em relagao ao caso sem defeito. No entanto, os picos da distribuicao
sdo maiores no caso Parrondo. Dessa forma, essas distribuicoes estao de acordo com os

resultados das medidas da entropia de Shannon e do IRP.

Na Figura 16(b), apresentam-se as medidas do desvio quadréatico relativo (DQR),
discutido no Apéndice A. Verifica-se que as principais contribui¢oes para o desvio padrao
vem dos pontos que possuem os picos das distribui¢oes de probabilidade. Também se
nota que o maximo do DQR do caso Parrondo, DQR,,,, quando comparado com o caso
sem defeito, DQR,,4, ou seja, DQR,,,/DQR,,; ~ 4.44, estd de acordo com a razao dos
respectivos maximos de probabilidades das distribuicoes, P,/ Pa ~ 4.47.

(a) 0.006 — (b) 4 . . .
_ 3t :
0.004 } i
= | — Sem defeito | = 9 | — Sem defeito |
Q—1 — wm g) T wm
0.002 t 1 A Ll |
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—10000 —5000 0 5000 10000 —10000 —5000 0 5000 10000

] J
Figura 16 — Distribui¢oes de probabilidade e do DQR entre o caso sem defeito e o Parrondo.
Distribuig¢oes para t = 4000.

Dessa forma, as medidas estdo em concordancia, indicando que o aprimoramento
do espalhamento ocorre pela reducao da probabilidade da particula ocupar a regiao central,

compensando com o aumento das probabilidades nas bordas da distribuicao.
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Figura 17 — Distribuicoes de probabilidade e de DQR das frequéncias que produzem efeito
Parrondo. Distribuig¢oes para ¢t = 4000.
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A Figura 17(a) apresenta a distribui¢ao de probabilidade das demais frequéncias
que apresentam o efeito Parrondo. Observa-se que, para a frequéncia w = 1.5, os picos
nao se concentram na extremidade, como no caso de wy,. A Figura 17(b) mostra o desvio
quadratico relativo para essas frequéncias. Como esperado, a frequéncia w = 1.5 contribui

pouco para o desvio padrao.

Portanto, as dinamicas que apresentam o efeito Parrondo sao caracterizadas pela
concentracao das distribui¢des de probabilidades nas bordas, com uma menor distribuicao
das probabilidades ao longo da rede. Para aprofundar o estudo, é relevante analisar a

dindmica de frequéncias que nao apresentam esse efeito.

3.3 Alternincias que nao produzem efeito Parrondo

Na se¢do anterior, foi observado o efeito Parrondo e analisado a dindmica de
algumas frequéncias cujo efeito foi observado. Como mostrado na Figura 12, existem outras
duas regioes em que a alternancia nao produziu aprimoramento da propagacgao. Dessa

forma, analisam-se algumas dinamicas para frequéncias que nao apresentam esse efeito.

A partir dos intervalos de frequéncias que nao produzem o efeito Parrondo (con-
forme a Figura 12, regido abaixo da linha tracejada), sdo escolhidos alguns valores para
analisar suas correspondentes evolugoes temporais. Na Figura 18 (a), observa-se que os
espalhamentos permanecem abaixo da propagacao sem defeito durante toda a evolucao,
com constante aumento das diferencas. Assim como nas alternancias em que se observa
o efeito Parrondo, essas frequéncias podem conduzir a evolucao temporal dependente
de diferentes graus de poténcia do tempo (ver Figura 18 (b)). Essas evolugoes revelam
diferentes graus de hiperdifusao. A evolucao que se mantém com a propagac¢ao no regime

difusivo corresponde a w = 5.

Os espalhamentos das distribui¢oes de probabilidades ao longo da rede podem nao
seguir um comportamento unico durante a propagacao. A entropia de Shannon, Figura 19,
e o IRP, Figura 20, mostram que, para a frequéncia w = 0.1, ocorre uma transi¢cao no
comportamento da distribuicdo do pacote de onda. A evolucao do sistema parte de uma
condicao mais localizada, como verifica-se na medida do IRP até o tempo aproximado de
t = 1000, para um estagio de maior espalhamento, confirmado pela medida da entropia
de Shannon. Essa resposta a alternéncia é observada nas figuras das distribuicoes de
probabilidades. Na Figura 21(a), a distribuigao de probabilidade concentra-se préxima
a regiao de origem da propagacao para o tempo ¢t = 1000, enquanto a distribui¢cao para
t = 4000 apresenta uma configuracao mais espalhada, Figura 21(c).

Para a frequéncia w = 1.1, a evolucao da distribuicao apresenta um comportamento

préoximo ao das caminhadas com efeito Parrondo para as frequéncias w = 1.5 e w = 2.1,

como mostrado na Figura 17. No entanto, as medidas de IRP e de Shannon indicam que a
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Figura 18 — Evolugoes temporais dos desvios padroes (o) das alternéncias sem efeito
Parrondo. (a) Evolugao dos desvios padrao para trés frequéncias de alternancia
que nao produzem o efeito Parrondo. (b) As evolugoes estao representadas em
escala logaritmica. A partir da linearizacao da curva das frequéncias w = 1.1
e w = 5 determina-se a poténcia com que o desvio padrao varia no tempo, tal
que, o coeficiente de determinacao R? = 99.9%.
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Figura 19 — Entropia de Shannon cada frequéncia de alternadncia que nao aprimora a
propagacao.

distribuicao ao longo da rede é maior para a frequéncia que nao gera efeito Parrondo. Este
comportamento deve-se ao fato de que os picos da distribuicao para w = 1.1, localizados
em torno dos sitios j = 5000, estao mais proximo do centro em comparacao com as outras
frequéncias, criando uma regido mais populada entre o pico e as bordas. Além disso, a
contribuicao desses picos para o desvio padrao sera menor quanto mais préoximos estiverem
da origem; pois, de acordo com a equagao (A.5) do DQR, esses picos tém sua amplitude
reduzida pelo produto com uma parabola, como pode ser visualizado na comparacao
entre as distribui¢oes de probabilidade e das medidas de DQR na Figura 21. A evolugao
temporal dos desvios padroes que nao exibem o efeito Parrondo se assemelham as que o
manifestam nos instantes iniciais da dinamica, apresentando graficamente uma func¢ao nao
linear do tempo, como pode ser observado nas figuras em escala logaritmica. A curvatura

dessas dependéncias temporais varia em funcao da frequéncia, de tal forma que, apds
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Figura 20 — Evolugao temporal das medidas de IRP das correspondentes frequéncias que
nao produzem efeito Parrondo.
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Figura 21 — Distribuigoes de probabilidade e de DQR das alternancias que nao produzem

efeito Parrondo. As distribui¢oes de probabilidades para uma mesma frequéncia
se modificam com a evolucao temporal do sistema para t = 4000.

esse intervalo de tempo inicial as dinamicas com o efeito apresentam maior inclinagdo na
regiao de comportamento linear. A evolugao temporal do espalhamento das dinamicas com
efeito comportam-se de forma muito préxima entre si, diferentemente do caso analisado
nesta secao. As dindmicas que nao apresentam o efeito exibem formas de espalhamento
que dependem da frequéncia; podendo ser parecidas com as do caso Parrondo (w = 1.1),
mais localizadas (w = 5) ou sair de um estado mais localizado para um mais espalhado

(w=0.1).
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3.4 Alternancias nao periodicas

Apods explorar os resultados das sequéncias de alternancias periddicas que pro-
duzem ou nao o efeito Parrondo, analisa-se agora alternancias regidas por sequéncias
nao periddicas. Essas alternancias podem ser nao periddicas deterministicas, aplicadas
no estudo deste paradoxo em CQTD (123), e nao periédicas aleatérias. Os resultados
desse procedimento correspondem a uma extensao do protocolo de alternancia apresentado
neste trabalho, mas nao exposta em (77), solidificando a presenca desse paradoxo em
CQTC e fornecendo novas estratégias de alternagao. Protocolos aperiédicos deterministicos
tém apresentado propriedades singulares que podem levar a novos trabalhos (124). As
sequéncias deterministicas sao construidas por meio de regras, enquanto as sequéncias
aleatorias sao construidas por sorteios. As propriedades relacionadas a autocorrelagdo das

sequéncias estao disponiveis no Apéndice C.

Assim como no caso periédico, em cada intervalo de tempo, 7 = T/2 = 7/w, a
dindmica evolui sob influéncia de um valor de defeito. Porém, como comentado no final da
secao 3.1, ha uma diferenca na mudanca das intensidades do defeito apds cada intervalo,
em que as alternancias nao ocorrem mais de forma peridédica. A Figura 22(a) ilustra essa
diferenca em relac¢ao aos valores que a funcao f(t) pode assumir na Equagdo 3.2: no caso
periodico, em um periodo de tempo T, o defeito inicialmente assume o valor 55 e, apds
um intervalo 7, muda para f;; enquanto, no caso aperiédico, em cada intervalo de tempo

7, o valor do defeito pode permanecer o mesmo ou assumir um valor diferente do anterior.

As sequéncias aperiodicas deterministicas a serem aplicadas em cada dindmica sao
Fibonacci, Thue-Morse e Rudin-Shapiro. Essas sequéncias sao construidas por meio de
regras de substituigao, utilizando as regras apresentadas em (125, 126, 76). Na sequéncia a
de Fibonacci, substitui-se 5 por 821 e 31 por B5. Na sequéncia de Thue-Morse, substituim-
se (s por (231 e B1 por [B132. No caso da sequéncia Rudin-Shapiro, primeiramente, gera-se
uma sequéncia com quatro letras, seguindo a prescrigao de substituir A por AB, B por
AC, C por CB e D por DC'; em seguida, substitui-se A e B por 5 e C' e D por ;. A

Figura 22(b) apresenta as sequéncias apds aplicar as regras descritas.

Quanto as sequéncias aperiddicas nao deterministicas, estas consistem em uma
sequéncia em que cada elemento é escolhido aleatoriamente. Neste caso, existe 50% de

chance de o elemento ser 5; e 50% de ser 35 em cada escolha para a sequéncia.

Definindo o intervalo de tempo 7 = 7/3, sdo obtidas evolugbes temporais para as
alternancias nao peridédicas com os mesmos valores de 5 e (5 aplicados anteriormente.
Na Figura 23(a), a evolugao temporal dos desvios padrao mostra que o efeito Parrondo
também se manifesta nas alterndncias nao periédicas. Na Figura 23(b), indica-se também
a presenca de um espalhamento transiente hiperbalistico com dependéncia t*!8, decaindo

para t!:04,
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(a) (b)

Fibonacci
Aperiédico B281 825251828182 8231 828281 8281 8232 132 81 B2 B2 1 B2 B2
[ ou By B2 ou By
ft) = Periédico Thue—Morse
B2 51 28181821 82/3281 8152 82 81 B2 61 81 8281 232 81 B2 81 B1 B2 B2
T T ¢ Rudin—Shapiro

2828281823281 B2 8282 B2 81 8161 B2 61 B2 2 B2 1 B2 B2 61 B2 1

Figura 22 — Diferenciacao da fungao f(t) para os casos periédico e aperiddico, e sequéncias
aperiddicas deterministicas utilizadas. (a) A fungdo f(¢) alterna periodica-
mente entre fs e f; a cada intervalo de tempo 7, ao seguir uma sequéncia
periddica, ou pode assumir qualquer valor entre esses intervalos sem neces-
sariamente obedecer a uma regularidade de troca, ao seguir uma sequéncia
aperiddica.(b) Sequéncias aperiddicas deterministicas de alternincias entre
intensidades de defeitos.

— Sem defeito

(a) — )

I — Sem defeito

7500 t ---- Periodico A 10% Eirmdlco
| - Thue-morse g C ue-morse $1.04 3
< 5000 | - Fibonacci o o F1bqnacc1 ‘
| --- Rudin-shapiro _ , | iildln—shaplro
————— 5rio .- 10° t —- Aleatdrio 1
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t

Figura 23 — Evolugoes temporais dos desvios padrao (o) das alternancias aperiddicas. (a)
Evolucao dos desvios padrao para cada sequéncia. (b) As evolugoes estao
representadas em escala logaritmica. A partir da linearizacdo da curva de
alternancia Rudin-Shapiro determina-se a poténcia com que o desvio padrao
varia no tempo, com coeficiente de determinacao R? = 99.9%.

As sequéncias aperiodicas aleatorias oferecem varias possibilidades de sequéncias.
Dessa forma, sdo geradas diversas sequéncias, e o desvio padrao do tempo final da evolugao
temporal correspondente a cada uma é calculada. A Figura 24 mostra que a maioria
das ocorréncias apresenta o efeito Parrondo. Mesmo quando esse efeito nao é observado,
verifica-se que o valor alcancado é préximo de 1, ou seja, o espalhamento atinge valores

proximos aos de uma dinamica sem defeito.

A Figura 25 mostra que a distribuicao das probabilidades ao longo da rede no
tempo ocorre em conformidade com o discutido nas se¢oes anteriores. Quanto maior o
desvio padrao, menos distribuidas sao as probabilidades ao longo da rede. A Figura 26

confirma esse comportamento e exibe a distribuigdo ao longo do tempo para cada sequéncia,
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Figura 24 — Histograma de valores do desvio padrao relativo para ¢t = 2000 de evolucoes
temporais com alternancias nao peridédicas aleatoérias. Ao todo foram geradas
41 evolugoes com 7 = /3. As ocorréncias com valores o/0y > 1 representam
casos com efeito Parrondo.

distintas entre si.
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Figura 25 — Entropia de Shannon para cada sequéncia aperidédica

O estudo do desvio padrao para varios intervalos 7, correspondente a cada sequéncia
aperiodica, é apresentado na Figura 27. As sequéncias relacionadas a cada ponto possuem
comprimentos diferentes, de acordo com o valor do intervalo. Quanto menor o valor de 7,
maior o numero de elementos necessarios para a sequéncia. Todas as dindmicas aleatérias
deste grafico estao condicionadas a mesma sequéncia. No entanto, esta sequéncia difere da
utilizada nas figuras anteriores, que exploram a evolucao temporal para um tnico intervalo

de tempo.

A curva correspondente a sequéncia periddica, na Figura 27, apresenta uma elevacao
maxima maior que nos casos aperiodicos. Por outro lado, a aperiodicidade apresenta o efeito
Parrondo em valores de 7 que a periodicidade nao alcanga. Portanto, pode-se condicionar

o uso de alternancias aperiddicas ou nao, conforme o intervalo utilizado.
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Figura 26 — IRP para as correspondentes sequéncias aperiddicas.

_ — Periédico Flibon;a(;cij
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Figura 27 — Desvio padrao relativo o/og em fungdo de 7. Cada curva corresponde a
evolugoes relacionadas a sequéncias aperiodicas. Acima da linha tracejada,
estd destacada a regiao com propagacao aprimorada pela alternéncia, que
corresponde ao efeito Parrondo para ¢t = 2000.

Portanto, mesmo alternancias que nao seguem uma sequéncia periédica podem
apresentar o efeito Parrondo. Nesses casos, o comportamento relacionado a distribuicao de
probabilidade é o mesmo dos casos apresentados. Assim, para que ocorra o efeito Parrondo,

é necessario que a distribuicao de probabilidade nao se comporte de maneira uniforme.



49

4 CONCLUSOES

Este trabalho foi iniciado com um capitulo dedicado aos conceitos fundamentais,
no qual foi apresentada uma breve introducao aos tipos de caminhadas quanticas, seguida
de uma discussao sobre o efeito dos defeitos na propagacao das particulas em CQTC.
Uma vez estabelecida a dinamica a ser trabalhada, apresentou-se o paradoxo de Parrondo.
Com a ideia do mecanismo apresentado neste paradoxo, mostrou-se como utilizar defeitos
prejudiciais a propagacao para gerar um aprimoramento, ao apresentar pela primeira vez
a deteccao do paradoxo de Parrondo em CQTC. A partir da andlise do espalhamento da
particula na rede para os casos que manifestam o efeito, analisaram-se também os casos
onde o mecanismo empregado nao apresenta este efeito, complementando a andlise deste

tipo de dinamica.

O mecanismo de alternancia apresentado, baseado no paradoxo de Parrondo,
mostrou resultados positivos com o aprimoramento da propagacao para um certo intervalo
de frequéncias. Tanto para alternancias peridédicas quanto aperiédicas o aprimoramento
foi observado. Da anélise das distribui¢oes de probabilidade sobre a rede, observou-se que
o aumento da velocidade de propagacgao ocorre devido ao aumento da concentracao das
probabilidades nas bordas da distribuicao. Isso se deve ao fato de que as oscilagoes, para
essas frequéncias, das intensidades dos defeitos, diminuem a probabilidade da particula se

encontrar préoximo a regiao central.

A evolucao temporal desses espalhamentos mostra que, para o caso Parrondo, a
uniformidade da distribui¢do ndo se aproxima do caso sem defeito, nem ¢ demasiadamente
localizada quanto na dinamica das particulas sujeitas a defeitos. Quanto as distribui¢oes
dos casos que nao manifestam o efeito, elas apresentam comportamentos variados, com a

possibilidade de transi¢ao desses comportamentos na mesma dinamica.

Por meio da analise do desvio padrao em escala logaritmica, foram observados
outros tipos de difusao durante a propagacao da particula nas alternancias de intensidades
de defeitos estudadas. Isso difere do caso sem defeito, que apresenta difusao balistica.
Embora a evolucao temporal apresente um comportamento inicial semelhante na variacao
dessa medida, independentemente da frequéncia, a inclinacao do desvio padrao se modifica
ao longo do tempo. Essa modificagao pode resultar na conversao da dinadmica para um

caso com efeito Parrondo ou nao.

Assim como em outros estudos sobre a observacao desse paradoxo em alternancias
aperiddicas, sua comprovacao amplia as possibilidades de aplicacao do mecanismo utilizado
em computagao quantica. No entanto, ainda é necessario expandir a analise para outros

intervalos além do definido no estudo e aumentar a complexidade das sequéncias aleatérias,
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levando em consideragao correlagoes temporais.

Os resultados mostram a possibilidade do uso de defeitos, geralmente indesejados,
para o aprimoramento do transporte quantico. Além dos resultados apresentados, observa-
se a possibilidade de expandir o trabalho como verificar o uso de correlagoes temporais
negativas na producao de resultados nao triviais (127) e analisar o efeito de alternancias
cadticas (128, 129). Também é possivel explorar a aplicabilidade desse mecanismo no
contexto de algoritmos quanticos, seguindo trabalhos que abordam a alternancia de CQTC

em algoritmos (130, 131).
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APENDICE A - DESVIO PADRAO E DESVIO QUADRATICO RELATIVO

A partir da funcao de onda de uma particula em um determinado instante, é possivel
obter uma distribui¢do de probabilidade correspondente a esse momento, relacionada a
posicao da particula. Essa distribuigao fornece a probabilidade P; de a particula estar em
um sitio j (132). Com base nessa distribuigao, pode-se calcular o valor médio do sitio em

que a particula pode estar:

=P (A.1)
J
Da mesma forma, calcula-se o valor médio de j:
P =2_7"F; (A-2)
J

Com isso, é possivel determinar o desvio padrao, o, definido como:

o=1j;2-7F. (A.3)

Por meio do desvio padrao, caracteriza-se a largura de uma dada distribui¢ao, indicando

se esta estd mais centrada ou espalhada em torno do valor médio (133).

Em relacao a propagacao de uma particula, se, em uma situacao, a distribuicao
estd mais espalhada do que em outra, em um determinado instante, isso significa que a
probabilidade de a particula estar mais afastada do sitio de origem é maior. Portanto, no
contexto de caminhadas quanticas, a situacao com desvio padrao maior é definida como a

dindmica com propagac¢ao mais rapida.

Essa medida também permite classificar o tipo de espalhamento da particula na
rede com base em seu comportamento durante a evolucao temporal. Assim, dada a relacao
geral o ~ t* (134): a particula estd localizada se p = 0; em subdifusdo se 0 < p < 1/2; em
difusdo se p = 1/2; em superdifusao se 1/2 < u < 1; em difusdo balistica se p = 1; e em

hiperbalistica se 1 > 1.

E possivel, ainda, identificar quais sitios mais contribuem para o calculo do desvio
padrao, permitindo analisar com mais detalhes a propagacao de uma particula. Reescre-

vendo a equagao (A.3) de outra forma, tem-se:

. JZ (-3 % (A4

J

Como o desvio padrao cresce monotonicamente com a soma na equacao (A.4), os sitios
correspondentes as parcelas de maior intensidade na soma sdo os que mais contribuem.
Com isso, define-se o desvio quadrético relativo (DQR) (122, 127):

DQR() = (j=7) P> (A5)
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Observe que o DQR corresponde ao produto dos valores da distribui¢ao de probabilidade
com uma parabola. Portanto, a regiao central de uma dada distribuicao pouco contribuira
para o desvio padrao. Dessa forma, as regioes mais afastadas do ponto médio, 7, sdo as de

maior interesse para a andlise.
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APENDICE B - ENTROPIA DE SHANNON E IPR

Para analisar a distribuicao espacial dos pacotes de onda ao longo da rede, realizam-

se as medidas da entropia de Shannon e do inverso da razao de participagao (IRP).

Em um dado instante de tempo, considerando cada probabilidade P; de encontrar

a particula em um determinado sitio j, a entropia de Shannon (135) é definida como:

S:_ZPJ'IO&OPJ'- (B.1)
J
Por outro lado, o inverso da razao de participagao (IRP) é definido como:

-1
IRP = (Z Pf) : (B.2)
J
Essas duas medidas possuem uma propriedade monotona em relacao ao grau de distribuicao
do pacote de onda, ou seja, quanto maior for a distribui¢ao, maior serd o valor da entropia
de Shannon e do IRP. Assim, considerando que o pacote de onda ocupe N sitios de uma
rede, os valores extremos que essas medidas podem assumir sdo: S =0 e IRP = 1, para
um pacote de onda completamente localizado; e S' = log,, N e IRP = N, para um pacote

de onda com distribuicao uniforme, ou seja, perfeitamente distribuido.
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APENDICE C - AUTOCORRELACAO DAS SEQUENCIAS

Ao utilizar diversos tipos de sequéncias, é importante explorar as propriedades
relacionadas por meio de medidas adequadas. Dessa forma, seguindo o método apresentado
em (76), determina-se, nesta se¢ao, a fungdo de autocorrelagao para cada sequéncia de

alternancia.

Dada uma sequéncia yi, s, ..., yn, com valor médio y, determina-se o nivel de

autocorrelagao dessa sequéncia com uma defasagem £k por meio da equagao:

SNt Wik — 9) (v — )
O, = , .1
TS i -y

onde (', = 0 significa que as sequéncias defasadas nao estao correlacionadas, enquanto Cj, =

1 e Cy = —1 indicam que as sequéncias estao, respectivamente, fortemente correlacionadas
e anticorrelacionadas. A analise do nivel de autocorrelacao é feita observando como a

correlacao varia em funcao das defasagens.

(a) Periédico (b) Fibonacci (c) Thue-Morse (d) Rudin-Shapiro (e) Aleatério

vy

FAC

5 10 15 20 5 10 15 20
Defasagem Defasagem Defasagem Defasagem Defasagem

Figura 28 — Funcao de autocorrelagao de cada sequéncia para 20 defasagens, considerando
uma sequéncia com tamanho de 10000 elementos.

A Figura 28 apresenta a funcao de autocorrelacao em funcao de 20 defasagens.
A Figura 28 (a) mostra que a sequéncia periddica apresenta o comportamento mais
autocorrelacionado entre todas as alternancias geradas. Diferentemente, a Figura 28 (b)
indica que a sequéncia de Fibonacci possui uma autocorrelacgdo menor em comparagao com
a periodica, que, por sua vez, € maior que a da alternancia de Thue-Morse, representada na
Figura 28 (c¢). Ao comparar a Figura 28 (d) com a Figura 28 (e), constata-se que a sequéncia
de Rudin-Shapiro apresenta o mesmo nivel de autocorrelacao que as alternancias aleatorias.
Essas duas sequéncias nao sao autocorrelacionadas. Mas a sequéncia de Rudin-Shapiro

possui dependéncias nao-lineares como mostrado em (76) e trabalhos correlatos.

A partir dos resultados das andlises de autocorrelacao, pode-se estabelecer uma
relagdo com o comportamento da variagao do desvio padrao em func¢ao do intervalo de

tempo para cada sequéncia de alternancia. O ordenamento decrescente do valor maximo
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atingido por cada curva na Figura 27 segue a mesma ordem da Figura 28. Neste caso, seria
esperado que o comportamento das alternancias de Rudin-Shapiro fosse semelhante ao do
caso aleatorio. No entanto, torna-se necessario um tratamento adequado para a geracao de
dados no caso aleatério, considerando um conjunto de sequéncias que podem ser gerados

por esse método.
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