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Resumo

Neste trabalho, exploramos uma nova abordagem para a espacabilidade em conjuntos de
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Introducao

A estrutura mais importante da Analise Funcional é a de espaco vetorial, em particular os
de dimensao infinita que, munidos de uma topologia, tornam continuas as operagoes de soma e
produto por escalar. Os exemplos classicos dessas estruturas sao os espacos vetoriais normados.

No inicio dos anos 2000, varios pesquisadores se interessaram pelo estudo da linearidade em
ambientes a priori nao lineares, ou seja, a busca por estruturas lineares em objetos matematicos
que satisfazem certas propriedades especiais. Essa abordagem originou uma area de intensa
pesquisa em matematica chamada lineabilidade, termo introduzido pelo matematico V.I. Gu-
rariy. Mais precisamente, um subconjunto A de um espaco normado F de dimensao infinita
é dito linedvel (espagdvel) se A contém, exceto possivelmente pelo vetor nulo, um subespago
(subespaco fechado) de E de dimensdo infinita.

Considerando-se a vasta lista de referéncias do livro Lineability: The Search for Linea-
rity in Mathematics [4], podemos observar que os resultados positivos sobre lineabilidade e
espacabilidade sao bastante comuns, e que os espacos de sequéncias e os espacos de funcoes sao
ambientes muito favoraveis para o seu estudo.

Em contrapartida, Gonzalez e Cabrera (2014) [7] afirmam que, no caso da espagabilidade,
nao existem muitos critérios gerais explicitos de existéncia de grandes subespagos fechados
em um subconjunto de um espacgo vetorial topolégico. Na verdade, a maioria das provas de
espagabilidade em configuragoes especificas sao feitas de forma direta e construtiva [1, 3, 15, 18].

Uma técnica que tem se mostrado bastante eficaz na abordagem classica para explorar pro-
blemas de espacabilidade em conjuntos de sequéncias e funcoes, e que utilizamos em algumas
das principais demonstracoes deste trabalho, é a técnica do “vetor mae” [12]. De forma sim-
plificada, essa técnica consiste em manipular convenientemente um vetor (que pode ou nao
pertencer ao subconjunto A do espago normado de dimensao infinita F) e, a partir dele, cons-
truir um subespago de dimensao infinita (fechado, no caso da espagabilidade).

Recentemente, em [19], as nogoes de (a, §)-lineabilidade e («, 3)-espagabilidade foram in-
troduzidas como uma tentativa de explorar até que ponto os resultados positivos de lineabili-
dade/espacabilidade permanecem véalidos sob condi¢oes mais restritas.

Assim, motivados pelos resultados apresentados em [19], nesta dissertacdo vamos explorar
essa nova abordagem de espagabilidade em trés tépicos distintos. No primeiro topico, dados
os nimeros cardinais « e 3, com « < 3, vamos investigar a («, [3)-espagabilidade no conjunto

das sequéncias absolutamente p-soméveis. No segundo, motivados pelos artigos [3, 15], vamos

Xiv



estudar a espacabilidade de conjuntos de operadores entre espacos de sequéncias e enunciar
algumas de suas consequéncias. E, por fim, no terceiro topico, vamos analisar as condicoes da
(e, B)-espagabilidade no conjunto das fungoes mensurdveis p-integraveis de [0, 1] em R, cujas
principais referéncias sao [2, 10, 19, 29].

Esses topicos serao discutidos respectivamente nos Capitulos 2, 3 e 4 deste trabalho, onde,
além dos resultados principais, serao apresentadas propriedades que nos auxiliam no seu en-
tendimento. O objetivo do Capitulo 1, por sua vez, é fornecer a base tedrica necessaria para
a compreensao dos capitulos subsequentes, abordando propriedades relacionadas aos conjuntos
dos nimeros naturais e cardinais, resultados sobre sequéncias e séries de niimeros reais, além

de topicos da Algebra Linear e da teoria dos Espacos Normados e Operadores.

Monica Madeira dos Santos
Uberlandia-MG, 26 de marco de 2025.



Capitulo

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados sobre os niimeros naturais, os cardinais,
espacos vetoriais, espacos normados que serao importantes para o desenvolvimento dessa dis-

sertacao.

1.1 Numeros Naturais

Além de ser um conjunto infinito e nos permitir contar objetos, inclusive subconjuntos do
préprio conjunto, os numeros naturais possuem propriedades que nos possibilita opera-los ou
dividi-los para um entendimento maior de sua estrutura. Nesta secao, apresentaremos algumas

dessas propriedades que serao fundamentais ao longo do nosso trabalho.

Definicao 1.1. Um numero natural diferente de 0 e 1 e que é apenas um miiltiplo de 1 e si
préprio é chamado de numero primo. Um ntimero natural diferente de 0 e 1 que nao é primo é

chamado composto.

Teorema 1.2 (Teorema Fundamental da Aritmética). Dado um nimero natural n > 2, existem
um numero r > 0, nimeros primos p1 < ps < --- < p, € nimeros naturais nao nulos ny,...,n,
tais que

o n
n_pl ..'pT'T7

além disso esta escrita € unica.
Para mais detalhes, veja [23, p. 72].
Proposicao 1.3. Sejam

Ny := {1} U{p: p € primo}

N; :={pip2---pi : p1,...,p; sG0 primos} ,

para todo i > 2. Entao, cada N; é subconjunto infinito de N, satisfazendo N;\N; =0, se i # j
e N= U;.il Nz



Demonstracao. Como existem infinitos primos, segue que o conjunto N; C N € infinito. Assim,
N; é infinito para cada i € N. Logo, pelo Teorema Fundamental da Aritmética (Teorema 1.2)
segue que N; NN; =), se i # j e também que N = JZ| N;. O

Teorema 1.4 (Principio de Dirichlet). Queremos guardar m objetos em n gavetas. Se m > n,

entdo alguma gaveta deverd conter mais de um objeto.

Demonstracao. Veja [24, Teorema 3.4.1, p. 69]. ]

1.2 Numeros Cardinais

Segundo os autores em [4], os nimeros cardinais sdo, de certa forma, uma extensao dos
nimeros naturais e a aritmética cardinal é a extensao da aritmética basica dos naturais para os
numeros cardinais. Embora nao definiremos de forma rigorosa o que sao os nimeros cardinais,
adotaremos a convencao que cada conjunto A estd associado a um numero cardinal denotado
por card(A), que mede a quantidade de elementos do conjunto A. Em seguida, traremos

resultados que nos permitirao trabalhar com nimeros cardinais.
Definicao 1.5. Sejam A, B dois conjuntos. Dizemos que:
i) card(A) < card(B) se existe uma aplicacao f : A — B injetora.
i1) card(A) > card(B) se existe uma aplicacdo f : A — B sobrejetora.
i1i) card(A) = card(B) se existe uma aplicagao f : A — B bijetora.
iv) card(A) < card(B) se card(A) < card(B) e ndo existe uma aplica¢do f : A — B bijetora.
v) card(A) > card(B) se card(A) > card(B) e nao existe uma aplicacao f : A — B bijetora.

Além disso, observamos claramente que se card(A) < card(B) e card(B) < card(C), entao
card(A) < card(C).

Observagao. Dizemos que um nimero cardinal card(A) é:
i) finito se A € um conjunto finito, caso contrdrio, dizemos que € infinito.
i1) enumerdvel se A € finito ou card(A) = card(N).

Escrevemos que a card(A) = n para denotar o cardinal de um conjunto A finito com n

elementos. E ainda, denotamos por
card(N) = Xg e card(R) = ¢.
Agora, enunciaremos alguns resultados importantes referentes a ordem dos ntimeros cardinais.

Teorema 1.6 (Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder). Se card(A) < card(B) e card(A) >
card(B), entao card(A) = card(B).

Demonstragao. Veja [4, Theorem 1.3, p. 2]. ]



Teorema 1.7. Se o, 3 sao niumeros cardinais, entdo o < 8 ou < .

Demonstracao. Veja [4, Theorem 1.5, p. 3]. O]
Proposicao 1.8 (Teorema de Cantor). Para qualquer conjunto A, tem-se card(A) < card(P(A)).
Demonstragao. Veja [4, Proposition 1.6, p. 4]. ]
Proposicao 1.9. Se a é um numero cardinal infinito, entao o > Ny.

Demonstragao. Veja [4, Proposition 1.7, p. 4]. ]

1.2.1 Aritmética dos Cardinais

Como dito anteriormente, uma vez que os cardinais podem ser vistos como uma extensao
dos naturais o proximo passo é apresentar resultados que nos permitem operar com esses mesmos

numeros.

Definigao 1.10. Sejam «, 8 ntimeros cardinais. Definimos, o := card(A?) onde o = card(A)
eB=card(l)e Al :=={f: 1 — A: féfuncio}.

Teorema 1.11. Sejam «, 3,7 > 1 numeros cardinais. Entao
i)a+pf=0+a, a-f=0
it) (a-B)" = (a7)-(57).
iii) ot = (aP) - (7).
vi) (@)Y = af = (a)P.
Demonstracao. Veja [16, Theorems 8K, 8L, 8R and 8S]. ]

Proposicao 1.12. Sejam «, 5 nimeros cardinais com 1 < [ < a e a infinito. Entao,
a+f=a e a-f=a
Demonstracao. Veja [4, Theorem I1.2; p. 6] e [4, Theorem I1.4, p. 7]. ]

Corolario 1.13. Se «, 3,7 sao numeros cardinais infinitos com  + o = v e a < 7, entdo

=

Proposigao 1.14. card(R) = card(P(N)), ou seja, 2% = c.

Demonstracao. Veja [4, Proposition I1.6, p. 9]. O]
Proposicao 1.15. ¢ = ¢,

Demonstragao. Veja [4, Proposition 11.8, p. 9]. ]



1.3 Resultados da Algebra Linear

Nesta se¢ao, revisaremos alguns resultados fundamentais sobre espagos vetoriais que serao
recorrentes ao longo desta dissertacao. Durante todo o trabalho, assumiremos que os espagos

vetoriais em questao sao definidos sobre o corpo K, onde K pode ser R ou C.

Definicao 1.16. Sejam Wi, W5 dois subespacos vetoriais de um espago vetorial V. Definimos

a soma destes subespagos por
Wi+ Wy = {w1+w2:w1 e Wi e ws €W2}.

A soma Wy + Wy é direta se Wy N W, = {0} e, neste caso, escrevemos V = W; @ Ws.

Proposicao 1.17. Sejam V um K-espago vetorial e Wy, Wy dois subespacos de V. FEntdo
V =W, ® W, se, e somente se, cada elemento v € V' se escreve de maneira unica como uma

soma v =mx1+x9 comx; € W;, 1=1,2.
Demonstracao. Veja, [13, Proposi¢ao 2.6.5, p. 72]. O]

A proposigao anterior pode ser generalizada para a soma direta de varios subespagos (veja
[13, Definigao 2.6.7, p. 73]).

Teorema 1.18. Todo espaco vetorial nao vazio possui uma base.
Demonstracao. Veja, [14, Teorema 2.6, p. 26]. ]

Teorema 1.19. Seja V' um espaco vetorial sobre K e seja C um conjunto linearmente inde-

pendente em V. Entdo existe uma base B de V' contendo C.
Demonstracao. Veja, [13, Teorema 2.8.1, p. 78]. ]

Em particular, o Teorema 1.19 nos garante que todo subespago W de V' é uma soma direta
V =W & U para algum subespaco U de V.

1.4 Sequéncias e Séries de Numeros Reais

Definimos algumas nocoes e apresentamos alguns resultados sobre sequéncias e séries em

R que serao revisitados ao longo dos resultados dessa dissertacao.

Definicao 1.20. Uma sequéncia de nimeros reais ¢ uma funcao x : N — R que associa a cada

nimero natural n um numero real x,, chamado n-ésimo termo da sequéncia.

Denotamos por (1, g, ..., &y, ... ), (2,)22, ou simplesmente por (z,)nen & sequéncia cujo

n-ésimo termo é x,,.

Definigao 1.21. Seja x = (x,)nen uma sequéncia de nimeros reais. Uma subsequéncia de = é

uma restrigdo ' de x a um subconjunto infinito N = {n; <ny < --- <ng < ...} de N.

5



Podemos escrever 2/ = () nen, (Tn, )ken OU (Tn, )72

Definigao 1.22. Dizemos que uma sequéncia (z,)2, é limitada quando o conjunto dos seus

termos ¢ limitado, ou seja, se existe M € R* tal que |z,,| < M, para todo n € N.

Definigao 1.23. Dizemos que o nimero real x é o limite da sequéncia (z,)7°; quando para

todo € > 0, existe ng € N tal que |z,, — z| < &, sempre que n > ny.

Se existe o limite x da sequéncia (x,) dizemos que a sequéncia (z,) é convergente e, neste

caso, escrevemos lim x,, = x ou x,, — x. Caso contréario, (x,) é dita divergente.

Teorema 1.24 (Unicidade do limite). Uma sequéncia nao pode convergir para dois limites

distintos.

Demonstragao. Veja [26, Teorema 1, p. 25]. ]
Teorema 1.25. Se limx,, = x, entdo toda subsequéncia de (x,) converge para x.
Demonstracao. Veja [26, Teorema 2, p. 25]. ]
Teorema 1.26. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracao. Veja [26, Teorema 3, p. 25]. O]

Definigao 1.27. Uma sequéncia (z,,)%, é chamada de mondtona quando temos z,, < Z,41
ou T,41 < z,, para todo n € N. No primeiro caso dizemos que (x,) é nao-decrescente e, no

segundo caso, nao-crescente.

Em particular, se x, < x,.1 (respect. z,;1 < x,) dizemos que a sequéncia é crescente

(respect. decrescente), para todo n € N.
Teorema 1.28. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.
Demonstragao. Veja [26, Teorema 4, p. 26]. ]

Corolario 1.29 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada de nimeros reais

possui subsequéncia convergente.
Demonstracao. Veja [26, Corolério, p. 26]. ]

Definicao 1.30. Seja (,)52; uma sequéncia de nimeros reais. A sequéncia de somas parciais

induzida por (z,)%2, é a sequéncia (s,)2>, dada por

n
Sp = E Ti=%1+ T2+ -+ Xpn.
i=1

o0

.—1 - Quando este limite existe, dizemos

O limite da sequéncia (s,)%; é denotado por >
00 , A . . - ') , , . .
(2,)22, é uma sequéncia somdvel e s = Y > | x, serd chamado de soma da série, cujo termo

[e.9] 3

geral é x,,. Caso contrario, dizemos que )~ x, é uma série divergente.

Teorema 1.31. Se uma sequéncia é somdvel, entao seu termo geral tem limite zero.



Demonstracao. Veja [26, Teorema 2, p. 40]. ]

Observagao. A reciproca do Teorema 1.31 € falsa. De fato, basta considerar a série harmonica
S L que € divergente apesar de seu termo geral, L tende a zero.

n=1n ’n
Definigao 1.32. A sequéncia (x,,)32, é dita absolutamente somdvel quando a sequéncia (|z,|)2,
é soméavel.

Teorema 1.33. Toda sequéncia absolutamente somdvel é somavel.

Demonstracao. Veja [26, Teorema 4, p. 41]. O

1.5 Espacos Normados e Operadores Lineares

Segundo Botelho et al. [11], podemos considerar a Algebra Linear como uma Anélise
Funcional em dimensao finita, enquanto a Analise Funcional pode ser vista como uma Algebra
Linear em dimensao infinita. Na Algebra Linear estamos interessados no estudo dos espacos
vetoriais e das transformagcoes lineares entre eles, enquanto que na Anélise Funcional o foco esta
no estudo dos espacos normados, especialmente os espagos de Banach de dimensao infinita, e

nos operadores lineares continuos entre eles.

Definicao 1.34. Seja M um conjunto qualquer nao vazio. Uma métrica em M é uma funcao

d: M x M — R que satisfaz as seguintes condigoes:

D1) d(z,y) > 0, para todos x,y € M e d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y;

D2) d(z,y) = d(y, z), para todos =,y € M;

D3) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z), para todos x,y, z € M (desigualdade triangular).

O par (M,d) é dito espago métrico. Por convencao, é natural escrevermos apenas M para
se referir ao espaco métrico cuja métrica d é conhecida. Um exemplo classico de espago métrico
é o conjunto dos nimeros reais cuja métrica usual é dada por d(z,y) = |r — y|, para todo
x,y € R.

Definigao 1.35. Seja M um espago métrico. Diremos que uma sequéncia (z,)5, C M con-
verge para um ponto z € M se dado € > 0 existe ny € N tal que d(z,,z) < ¢, para todo n > ny.

Neste caso, escrevemos x,, — .

Proposicao 1.36. Sejam M um espago métrico, A C M e x € M. Entio x € A se, e somente

se, existe uma sequéncia (,)5>, C A tal que z,, — .
Demonstragao. Veja [28, Proposi¢ao 12.2, p. 32]. ]

Corolario 1.37. Sejam M um espaco métrico e A C M. Entdo A € fechado se, e somente se,

para toda sequéncia (x,)3, C A tal que x, — = tem-se x € A.

Definicao 1.38. Uma sequéncia (z,)2%, C M ¢ dita de Cauchy se para todo € > 0, existe

ng € N tal que d(x,,z,,) < &, sempre que m,n > ng.
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E claro que toda sequencia convergente é de Cauchy. Além disso, um espaco métrico M
é dito espaco métrico completo ou apenas completo quando toda sequéncia de Cauchy em M

converge para um limite que também estd em M.

Definigao 1.39. Seja E um espago vetorial. Uma norma é uma funcdo ||-|| : £ — R que

associa a cada x € E um numero real ||z|| e satisfaz as seguintes condigoes:
N1) ||z|| > 0, para todo = € E e ||z|| = 0 se, e somente se, = 0.

N2) [[Az]| = |A] |||, para todo z € Ee A € K.

N3) |lz+y| < ||lz|| + |lyll, para todos z,y € E.

Um espago vetorial £ munido de uma norma é chamado de espaco vetorial normado. Sempre
que nos referirmos a um espago normado, estaremos considerando-o como espago métrico com a
métrica induzida pela norma. Portanto, todos os resultados da teoria sobre os espacos métricos

¢ valida para espacos normados.

Definicao 1.40. Seja E um espago normado. Dizemos que E é um espaco de Banach se for

completo com a métrica induzida pela norma.

Proposicao 1.41. Sejam E um espago de Banach e F um subespaco vetorial de E. Entao F

¢ um espacgo de Banach com a norma induzida de E se, e somente se, ' € fechado em FE.
Demonstragao. Veja, [11, Proposigao 1.1.1, p. 2]. O
A préxima proposicao nos permite caracterizar um espaco normado completo.

Proposicao 1.42. Um espago normado E é completo se, e somente se, cada série absoluta-

mente convergente em E é convergente.

Demonstragdo. Suponhamos que E seja completo e seja (z;) C E tal que Z(J)il ;]| < oo
Além disso, defina s, = >

j—1 Tj para cada n € N. Dado € > 0, existe ny € N tal que para

todos n > m > ny,
n

2.

j=m+1

n

< 3 il <=

j=m+1

||Sn - SmH =

Logo, (s,) é uma sequéncia de Cauchy em E. Como, por hipétese, E é completo, segue que
, . n .

(sn) é convergente em E, ou seja, » j—1 ¢j converge. Reciprocamente, suponhamos que cada

série absolutamente convergente em F seja convergente. Para provarmos que E é completo, seja

(x,) uma sequéncia de Cauchy em E. Entao, conseguimos construir uma sequéncia estritamente

crescente (n;) C N tal que
1
|n — | < > para todo n,m > n;.

Em particular,

oo [o.¢] 1
Zl Hx”j-&-l - anH < Z 2% L.
j=

J=1

8



o s ) o0 2’
Portanto » .-, |@n,41 — @n,|| € convergente e, portanto, a série > o1 (Tnyyy — ;) € convergente

em F. Como

k
Ty + § (xnj+1 - 'rnj) = xnk+1’
j=1

concluimos que a sequéncia (z,,) converge em E. Como (z,) é uma sequéncia de Cauchy em
E que possui uma subsequéncia convergente, segue que (x,) é convergente em E. Portanto, F

¢é completo. n

Na Analise Funcional, as bases algébricas dos espagos de Banach nao sao muito favoraveis
para se trabalhar (veja Proposigao 1.58) portanto, como estamos interessados em espagos de

Banach de dimensao infinita, precisaremos dos resultados que se seguem.

Teorema 1.43. Seja E um espago de Banach sobre K com dim(E) = co. Entao toda base de

E tem dimensado igual a cardinalidade de E, isto €, dim(F) = card(FE).
Demonstracao. Veja [22, Theorem 3.5, p. 5. O]

Teorema 1.44. Todo espaco normado de dimensao finita € um espaco de Banach. Consequen-

temente, todo subespaco de dimensdao finita de um espaco normado E € fechado em E.
Demonstragao. Veja [11, Teorema 1.1.6, p. 5]. O

Defini¢ao 1.45. Uma sequéncia (z,,)%° ; no espaco de Banach E é chamada base de Schauder

de E se cada z € E tem uma representacao tinica sob a forma

o0

T = § An Ty,

n=1

onde cada a, € K, para todo n € N. A unicidade da representacao permite considerar os

funcionais lineares

x: E—=K

o0

E ajT; =2 Qp,

j=1

que sao chamados de funcionais coeficientes (ou funcionais coordenadas ou ainda funcionais

biortogonais associados).

A unicidade da representacao garante que os vetores de uma base de Schauder sao linear-
mente independentes. Além disso, por simplicidade, bases algébricas de espacos de dimensao

finita também sao ditas bases de Schauder.

Teorema 1.46 (Teorema Banach-Mazur, Bessaga-Peleczynski,Gelbaum). Todo espago de Ba-

nach de dimensdo infinita contém um subespaco de dimensao infinita com base de Schauder.

Demonstragao. Veja [11, Teorema 10.4.10, p. 295]. ]
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[e.e]

Definigao 1.47. Uma sequéncia (e,)>

em um espaco de Banach F é uma sequéncia bdsica

se for uma base de Schauder para span {e, : n € N}. Além disso, uma sequéncia bdsica é dita
reqular se estiver limitada a zero, isto é, se estiver inteiramente fora de alguma vizinhanca de

zZero.

Teorema 1.48 (Critério de Banach-Grumblum). Uma sequéncia (x,,)22, de vetores nao nulos

de um espaco de Banach E ¢ uma sequéncia bdsica se, e somente se, existe uma constante

o0

M > 1 tal que, para toda sequéncia de escalares (a,)>2{,

m n
E a;T; E Q;T;

i=1 i=1

<M sempre quen > m.

Demonstragao. Veja, [11, Teorema 10.3.13, p. 284]. O
A constante M é denominada constante bdsica.

Definicao 1.49. Dada uma aplicagao linear T': E' — F| seja ||T'|| definido por
T[] = sup {|[T'(z)|| : = € E, |[«f| < 1}.

T é dita ser limitada se ||T|| < oo.

Proposicao 1.50. Dado uma aplicagcao linear T' : E — F, as sequintes condigoes sao equiva-

lentes:
i) T € lipschitiziana.

it) T ¢é uniformemente continua.

iii) T € continua.

iv) T é continua na origem.

v) sup {|IT@)]] : 2 € B, |lal] <1} < oc.

vi) Existe uma constante C' > 0 tal que ||T(x)|| < C||x||, para todo x € E.
Demonstracao. Veja [11, Teorema 2.1.1, p. 30]. O]

Da proposicao anterior segue que os conceitos de “ser limitado”e “ser continuo”sao equiva-

lentes.

Definigao 1.51. Sejam F, I espagos normados. Denotamos por L,(E; F') o espaco vetorial de
todas as aplicagoes lineares T : E — F. Além disso, denotaremos por L(E; F') o subespaco de

todas as aplicacoes T' € L,(E; F) que sao continuas.
Os elementos de L,(E; F') sdo usualmente chamados de operadores lineares.

Proposicao 1.52. Sejam E e F' espagos normados.
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i) A expressao,
sup{[|T(z)|[ : x € E, [[z]| <1}

define uma norma no espago L(E; F).
i) ||T(z)|| < ||T| - ||z||, para todos T € L(E;F) ex € E.
iti) Se F' for Banach, entio L(E; F') também é Banach.
Demonstracao. Veja [11, Proposi¢ao 2.1.4, p. 32]. O
Defini¢do 1.53. Um subconjunto A do espaco normado E é denso em E se A= E.

Definicao 1.54. Seja ' um espaco vetorial topoldgico. Diremos que E é um espaco de Baire
se a intersecao de cada sequéncia de subconjuntos abertos e densos de F é um subconjunto

denso e aberto de F.

Definicao 1.55. Seja M um espaco métrico. Dizemos que A C M é de primeira categoria em

M se é possivel escrever
o0
U com int (A,) = () para cadan € N.

Caso contrario, dizemos que A é de seqgunda categoria.

Proposigao 1.56. Cada espago de Baire nao vazio € de sequnda categoria em si mesmo.
Demonstracao. Veja [27, Proposi¢ao 16.2, p. 54]. ]
Teorema 1.57 (Teorema de Baire). Cada espago métrico completo é um espago de Baire.
Demonstragao. Veja [27, Teorema 16.3, p. 54]. ]

Proposicao 1.58. Seja E um espaco de Banach de dimensdo infinita. Entdo E ndo possui

base algébrica enumeravel.

Demonstracao. Seja E um espago de Banach de dimensao infinita e suponhamos que F possua
uma base B = {v1,vs,...} enumerdvel. Para cada n € N, seja V,, = span{vi,va,...,v,}.
Uma vez que B é uma base, temos que todo elemento de E se escreve como uma combinacao
linear finita dos vetores de B. Assim, E = J 2, V, e ainda, como cada V,, tem dimensdo
finita, segue que V,, é fechado (vide Teorema 1.44). Além disso, como cada V,, é um subespagco
préprio de E, segue que int(V,) = 0. Logo, E é um espago de primeira categoria em si mesmo.
Absurdo, pois sendo F um espaco de Banach, segue do Teorema de Baire que F é um espaco
de Baire e, portanto, de segunda categoria em si mesmo. Portanto, E nao possui base algébrica

enumeravel. n

Proposicao 1.59. Seja E um espago de Banach sobre K com dim (F) = oco. Entdo dim (E) >
c.

Demonstragao. Veja [4, Proposition I11.5, p. 14]. ]
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Teorema 1.60 (Teorema de Banach-Steinhaus). Sejam E, F' espa¢os normados, com E com-

pleto, e {T; : i € I} familia de operadores lineares continuos tais que

sup ||T;(z)|| < oo para cada x € E.
icl

Entao,
sup ||T3]| < oo.
icl
Demonstracao. Veja [27, Teorema 16.5, p. 55]. ]

Corolario 1.61. Sejam E, F espacos normados com E completo, (T,,)32, uma sequéncia em
L(E;F) tal que (T,,(x))22, converge em F para cada x € E. Seja T : E — F definido por
T(x) = lim, 00 (T (2)) para cada x € E. Entao, T € L(E; F).

Demonstracao. Primeiramente, sejam o € K e x,y € E. Entao,

T(x 4 ay) = lim(T,(z + ay))
li

*E

li

*E

(T
(Tn(z) + Tn(ay))
(To(2) + aT(y))
(7T, (2)) + lim(aT,(y))
(Tn()

*E

li

=

T, (z )—l—ozhm( w(9))
T(x) + o1 (y).

3

Logo, T' é linear. Além disso, para cada z € E, (T,(z))5, é uma sequéncia convergente em F

e, portanto, limitada (Teorema 1.26). Assim,

sup ||T,,(z)|| < oo, para cada z € E.

Logo, pelo Teorema de Banach-Steinhaus existe k£ > 0 tal que ||T},|| < k, para todo n. Dali,

1Tl = 2up 1T (@)|| = sup [[Him T, () |

= sup lim || T, ()|
< limsup || T, ()|
<l |17, o]

= k]

Logo ||T]| < k||z||, para todo x € E e, portanto, T' é continua. O
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Capitulo
Os Espagos ¢;, e (a, 5)-Espagabilidade

Como foi dito anteriormente, a lineabilidade e a espacabilidade sao conceitos importantes
na teoria dos espacos vetoriais e tém ganhado destaque nas tultimas décadas. A lineabilidade
refere-se a existéncia de subespagos vetoriais de dimensao infinita em conjuntos que nao sao
espacos vetoriais, enquanto a espacabilidade acrescenta um ingrediente topoldgico, de conter

subespagos de dimensao infinita fechados.

No presente capitulo vamos introduzir e explorar uma nocao mais restritiva de espagabilidade

em conjuntos das sequéncias absolutamente p-somaveis.

2.1 Os Espacos ¢,

Nesta secao, iremos definir os espacos ¢, e enunciar algumas propriedades envolvendo-os.

Definicao 2.1. Seja p > 1. Definimos o espaco ¢, como sendo o conjunto de todas as sequéncias

em K que sao absolutamente p-somaveis, ou seja,
o
ty = {93 =) CK: DY gl < 00}7
j=1

o qual é um espago de Banach com a norma

]l = (ZI&A”) :
j=1

A demonstragdo de que o espago £, é um espaco de Banach pode ser encontrada em [27,
Exemplo 3.3]. Agora, vamos relembrar duas desigualdades utilizadas para provar que ¢, é
um espaco vetorial normado, pois elas serao necessarias em outros resultados ao longo deste
trabalho.

Teorema 2.2 (Desigualdade de Holder para séries). Sejam 1 < p,q < oo com %D + é =1le
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(&5)521, (0j)52, € €. Entdo, (&n;) € 6 e

> lgmil < <Z|§j|p> <Z|m’|q> :
=1 j=1 j=1

Demonstragao. Veja [27, Corolario 2.5, p. 6]. O

Teorema 2.3 (Desigualdade de Minkowski para séries). Sejam 1 < p < oo e &j,n; € {,. Entdo,

(& +m) €ty e 1 1 1
(Z\fj +’fb'|p> < <Z |§j|p> + (Z|77j|p> :
j=1 j=1 j=1

Demonstracao. Veja [27, Corolario 2.8, p. 7]. ]

Proposicao 2.4. Sejam p,q mimeros reais tais que p > q > 1. Entao £, C £, e ||, < [|-[],-

Além disso, tal inclusao € estrita.

Demonstragdo. Seja x = (§;)32; € £, com [[z||, = 1. Vamos mostrar que = € £, e [|z][, <
|z, = 1. Como |[|z]|, = 1, segue que [|z]|7 = 1, ou seja, > 2 [§;|? = 1 e, assim, [¢;| < 1, para

todo j € N. Sendo p > ¢ segue que,

oo o0
lzlly = D161 < D 1617 = lally = 1.
j=1 j=1

x

lllly

Logo, [|z||, < [[zl,. Agora, seja x € £y, x # 0. Entao, para y =

T
lyll, =

T, ||

Assim, pelo caso anterior, y € £, e

1
= = llzll, < 1= [z, <l

T, =7 T,
Por fim, se ¢ < r < p, entao <ni%> € {, — ,. De fato, como £ < 1 e 2 > 1, observamos que
Yo (%)% diverge e Y 7, (%)5 converge. Portanto, segue o resultado. O]

O resultado a seguir caracteriza o dual dos espacos ¢,, para p > 1.

Teorema 2.5 (Teorema da Representacao de Riesz). Se 1 < p < oo, entdo o dual de ¢, €

isometricamente isomorfo a £y, onde 1 < g < oo e % + % = 1.

Demonstragao. Seja y = (1;)32, € £, e definamos ¢, : £, — K por

Gy(x) =Y &y para cada x = (§;)32, € 4,
j=1

14



Segue da Desigualdade de Holder que

LA

o0

Z &in;

J=1

|6y ()] =

<) lgmgl < <Z !§j|p> (ZVUV) < lzfl, lvll, -
j=1 j=1

J=1

Logo, ¢, € (¢,) uma vez que ¢, é linear e
|0y ()| = [l¢y ()] < ll] - C,
onde C' = ||yl|,. Logo, ¢, é continua e ||¢,|| < ||y||, pois
||py|| = inf {C > 0: ||¢,(2)|| < C||z|| para todo x € £,}.

Reciprocamente, provaremos que dado ¢ € ({,)’, existe y € £, tal que ¢, = ¢ e ||y|| < ||9||-
Assim, seja e, = (0,...,0,1,0,0,...) onde 1 aparece na n-ésima coordenada de ¢,. Note que

en € £y e que ||e,||, = 1 para cada n € N. Se x = (§;)52, € ¢, entdo,

Tim [z — Zlfjeij = lim ( > |§j|p> =0.
]:

Jj=n+1

Portanto,
oo
r=) e,
j=1

para todo x = (§;)52, € €. Assim,
P(x) = ¢ (1131 Zfﬁ) = lim ¢ (Z fjea)
j=1 j=1

= 7}5&2 o(&ie5) = JLHC}OZ@(?(@) = Z§j¢(ej)’
j=1 j=1 J=1

para todo = = (§;)52, € £,. Agora, seja y = (4(e;))52,. Provaremos que y € £, e ||y[l, < [|]].
Fixemos n € N e definamos = = (;)32, por

5' _ {|¢(ej)]q_lsz'nal (M)7 Sej <n

0, sej>n

onde sinal(X) é definido por

Entao,

£50(e5) = |o(ey)|"  sinal(4(e;)) = [é(e;)| b (e;)dle;) = |0(e;)*2lo(es)]” = |o(e))|,
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para cada j < n. Agora, vejamos que
€517 = 1(10(es)[*20(e)) P = (1o(es)[*2|o(es))” = (1o(es) 2o (es)])?

= (8(epl") = [o(e)] 7.

Por fim, notemos que |&;|P = |p(e;)| VP = |¢(e;)|?, para cada j < n. De fato, como %—F% =1,

gtp _ ,
segue que o= = 1. Dal,
pta=pg=p+q—pi=0=—plg—1)+q¢=0= —plg—1)=—q=pl¢—1) =q.
Além disso, como = = 2?21 §je;, segue que
dlx) =D &ole) =D |ole)1 =D 1&F = [|=[[2.
j=1 j=1 j=1

Logo,

3=

S [6(epl” < 1ol fall, = [l (Z |¢<ej>|q)

Sendo, 1 — % = %, temos

(Zwmq)q < ol

Uma vez que n € N é qualquer, concluimos que y € ¢, e ||y||, < ||¢||. Agora, se definirmos o
operador T': y € £, — ¢, € (£,)', observamos que T ¢ linear, sobrejetor e ||T'(y)|| = ||y||, para
cada y € {,. Portanto, segue o resultado. O]

A definicao do espago ¢, faz sentido para 0 < p < 1, entretanto, em termos topolégicos,

acontecem algumas mudancas importantes, por exemplo,

2, = (Z I&-Ip>
i=1

nao define uma norma. Assim, precisamos introduzir o conceito de p-norma.

Definicao 2.6. Sejam E um espaco vetorial e 0 < p < 1. Uma aplicagao
[l : £ — [0, 00)

é uma p-norma se satisfaz as condigoes N1) e N2) da Definigao 1.39 e a condicao N3') a seguir,

que corresponde a desigualdade triangular:
N3) |z +y|lP < [[z][” + |[yl|", para todos x,y € E.

Assim, o espaco vetorial F munido de uma p-norma é chamado de espaco p-normado.

Segue da definicao de p-norma que ela induz uma métrica no espaco vetorial E, a saber,
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d(z,y) = ||lr — y||?, para z,y € E. Dizemos que E é p-Banach se for completo em relac¢ao a
métrica induzida pela p-norma.

A seguir, apresentamos algumas propriedades referentes a p-norma.
Proposicao 2.7. Seja E um espago p-normado. Entdo,
D) 1D mell” < S0 Nk, para quaisquer a4, . .., x, € E;
i) [lzl” = lyll”| < llz = yll”, para quaisquer x,y € E;
iii) Fssa p-norma € continua.

Demonstracao. i) Fagamos a demonstragao por indugao sobre n. O caso n = 1 é trivial. O
caso n = 2 é a propriedade N3') da definicdo de p-norma. Agora, suponhamos que a

desigualdade é valida para n € N, n > 2 fixo, ou seja,

n p n
dowk| <D el
k=1 k=1

Vamos provar que vale para n + 1, ou seja,

p n+1

<D Nl
k=1

n+1

Do
k=1

Com efeito,

) p

<

n+1 p

D>
k=1

n n+1
o I” <Y Nzl P+ ngal P =) el P,
k=1 k=1

<Z xk) + Tpy1 Zl"k
k=1 k=1

onde a primeira desigualdade segue da propriedade N3') e a segunda desigualdade segue

da hipétese de inducao.
it) Da propriedade N3') temos
2|l = |z =y +yllP =[x —y) + yll < [lz =yl + [[y]"-

Assim,
[|[” = [lyl[” < [lz = y[]".

Por outro lado, temos que
" =lly =z + [l = [[(y = 2) + [|” < |ly — 2[|” + [[«]|” = [lz = y|[” + ||z
Assim, [|y[[” — [[][” < |l — yl[". Logo,
(2|l = [lyll") < [l = yll”.

Portanto,
2 ][P = Iyl P] < [l —yl]".
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i7i) Do item anterior segue que a fun¢ao p-norma é uniformemente continua, em particular,
continua.

[]

A proposicao a seguir nos permite caracterizar um espago p-Banach.

Proposicao 2.8. Sejam 0 < p < 1 e E um espagco p-normado. FEntao E é p-Banach se, e
somente se, uma sequéncia (r,)5°, de elementos de E € somdvel sempre que é absolutamente

p-somavel.

Demonstragao. Supondo que E seja p-Banach, sejam (s5)52 e (tx)52; as sequéncias das somas
o« . /. o0 ) o0 lp : A o P

parciais das séries > 7 x; e 37, ||| [P, respectivamente. Como, por hipétese, > 7, [|z;[[P <

00, segue que (t)52; é uma sequéncia de Cauchy em R. Assim, para todo € > 0 existe ng € N

tal que

k T
Z ||z5]|P — ZHQJJ-HP = |ty — t,| < e sempre que k > r > ny.

Jj=1 Jj=1

k
D gl =

Jj=r+1

Além disso, segue da Proposicao 2.7 que

k P k
d(sk, sr) = |Isk — s-||” = Z x| < Z |lz;]|” < e sempre que k > 1 > ny.
Jj=r+1 j=r+1

Decorre daqui, que (sx)52; é uma sequéncia de Cauchy em E. Como E é completo, (sg)72,

converge em F| isto é, existe s € F tal que

p

lim d(sp,s) = lim = 0.
n—o0

n—oo

n
E $j——8
Jj=1

Portanto, Y | x, é convergente em E. Agora, suponhamos que toda sequéncia absolutamente
p-soméavel seja somavel em F. Vamos mostrar que F é p-Banach. Assim, seja (z,)%2, uma
sequéncia de Cauchy em E. Basta mostrarmos que (z,)%; possui subsequéncia convergente

em F. Notemos que
1 1
para € = 5,3 ny € N tal que ||z, — x,]]P < 5 sempre que m, n > ny. (2.1)
1 | -
Para ¢ = 5 d 7y € Ntal que ||z, — z,||” < o2 Sempre que m,n > ny. (2.2)
Seja ny > max {ng,ny}. Segue de (2.1), que

me - mep < 5

1 _ 1 ~
Para ¢ = 55 dn3 € Ntal que ||z, — 2,||" < 53 Sempre que m, n > ngs. (2.3)
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Para ng > max {ns, na} , segue de (2.2), que

Hxns - l'nsz <

22
Repetindo o processo recursivamente, obtemos uma sequéncia crescente (n;) de inteiros positivos
tal que
1
_ p
Hxnz xni—l” < 21'_1

para todo i > 2. Como Y ;2 i1 < 00 segue que > oy |[Tn, — Zn, ,||P < co. Logo, segue da
hipétese que > ., (xn, — T, ,) converge, digamos para s € E e, portanto, a sequéncia das

somas parciais (s)52, converge para s € E, onde sy = Y 7 o (Tn, — Tn, ;) = T, — T,y Assim,

s = lim sx = lim (x,, — zp,) = lim z,,, — lim x,,
k—o0 k—o0 k—o0 k—o0

Assim (z,, )72, converge para s + x,, e, portanto, a sequéncia (x,);>; também converge para

s + x,,. Logo E é completo. O

Agora, com o que foi visto até aqui, estamos aptos a definir os espagos £, para o caso
0<p<l.

Definicao 2.9. Se 0 < p < 1, definimos o espago £, como sendo o conjunto de todas as

sequéncias em K que sao absolutamente p-soméveis, ou seja,

gp: {l': (5]);”;1 CcK: Z|£j‘p<00},

j=1

o qual é p-Banach com a p-norma dada por

2, = (Z!@\p> :
j=1

A demonstracao de que ¢, é p-Banach é analoga ao caso p > 1, bastando na demonstracao

considerar || - ||? no lugar de || - ||.

Proposicao 2.10. Seja 0 < p < oco. Entao,
dim(¢,) = card(K) = c.

Demonstragao. A aplicacio a € R — (a,0,0,...) € ¢, é claramente injetora. Logo, ¢ <
card(l,). Além disso, como £, C KN, segue que card(¢,) < card(K") = ¢. Logo pelo Teorema
1.6, temos card(¢,) = ¢. Portanto, pelo Teorema 1.43 dim(¢,) = c. O
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2.2 (a,f)-Espagabilidade: uma nova abordagem
de espacabilidade

Em 2020, os autores Favaro, Pellegrino e Tomaz [19] introduzem uma nova abordagem
para o estudo dos conceitos de lineabilidade e espacabilidade. Em 2024, Favaro et. al. [1§]
exploram as nogoes introduzidas em [19] e outras correlatas, estabelecendo critérios detalhados
de lineabilidade no ambito destas nocoes mais restritivas. Nesta secao, vamos definir esses

conceitos e enunciar os resultados relativos aos espacos £,.

Definigao 2.11. Sejam E um espago vetorial munido de uma topologia (no nosso trabalho
estamos interessados em espagos normados ou p-normados), A um subconjunto nao vazio de £

e o um numero cardinal.
i) A é dito a-linedvel se AU {0} contém um subespago vetorial de dimensao «;
it) A é dito a-espagdvel se AU {0} contém um subespago vetorial fechado de dimensao a.

Relembre que um conjunto A é linedvel (resp. espagdvel) se ele contém, exceto possivelmente
pelo vetor nulo, um subespago vetorial (resp. subespaco fechado) de E' de dimensao infinita.

Além disso, é importante notar que, se estivermos trabalhando em um espaco vetorial F sem
nenhuma topologia definida, a nogao de lineabilidade ainda permanece valida. Vale também
destacar que, por definicao, espacabilidade implica em lineabilidade, ou seja, se um conjunto A
é espacavel, ele é também linedvel.

Pela Proposigao 2.4 é possivel concluir que o conjunto ¢, \ ¢, # 0. Dessa forma, surge a
questao: este conjunto ¢ lineavel? E espacavel? Responderemos a essa indagacao ao apresentar,
a seguir, o caso mais geral do conjunto £, \ |, <q<p ¢4, conforme discutido pelos autores Botelho
et. al [10], em 2011.

Proposigao 2.12. Se p > 0, entao o conjunto £, \ Uy, ¢q € nio vazio.

Demonstracdo. Primeiro fagamos o caso p = 2. E evidente que ¢, C f1s¢ 0 < p < 1. Da-

qui e da Proposigao 2.4, temos (Jy. oy = U 4<p fg- Além disso, sabemos que (\%) ¢
n=1

o0
0y e <\/Lﬁ>n—1 € {,, para todo r > 2. De fato, Y £+ = o0 e Y > | =7 < 00, respectivamente.

Além disso, para cada (Yn)22y € €,,1 < q < 2, segue da Desigualdade de Holder (Teorema 2.2)

que
Pl <H(1)w 1)l < o0 (2.4)
Y "Yn| > e n)n=1 ) .
n=1 \/ﬁ \/ﬁ n=1llqg !

onde ¢’ é o expoente conjugado de ¢, ou seja, % + i = 1. Agora, suponhamos por absurdo que
ly =, y<n g Entéo por (2.4), temos

[e%S)
n=1

1
n

yn <007

B
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para todo (y,,)22, € fly. Assim, >~ \/iﬁ -y, converge para todo (y,)5; € f3. Com isso,

n=1

garantimos que a sequéncia de funcionais lineares

T 262-——%E§

Te((yn)nzr) = “Un

i
I

M-
S

estd bem definida. A linearidade de Ty é clara e novamente por (2.4) segue que,

sup T3] = e 3 % "

keN keN

NI

< %yn
n=1

< N 1
sup —
ket = |v/n7"

< Q.

para todo ()5, € 5. Logo, pelo Teorema de Banach-Steinhaus (Corolario 1.61) concluimos

que
To((yn)nZe) = Eim T3 ((yn)nzs)
2

define um funcional linear continuo em /5. Logo, pelo Teorema da Representacao de Riesz

(Teorema 2.5), segue que <\/Lﬁ) € (. Contradigao, pois y f = o0. Logo, existe z =

%\

(Tn)nz1 € L2\ Uiy by € assim, 62 \ Uicgeaty # 0. Agora, para o caso geral, considere a

sequéncia © = (z,)5% € lo \ U, o {y € vejamos que

y= (‘wn‘%)jzl €\ U ly.

1<g<p
De fato,
o] 2\ P o] )
it =3 (leal?) " = 3 faf? < o0,
n=1 n=1
pois x € Uy e
[e%¢) 2\ 4 o] 29
Iyllg =" (Jaal?)" = 3 ] ¥ = o,
n=1 n=1
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. 2 ’
pois 0 < <1 <2 edaf, x & Uy, ., {r- Logo,

yeb\ | b

0<g<p

ey \ Upeyep la # 0. E assim, concluimos a demonstragio. O
Teorema 2.13. Para todo p > 0, £, \ U0<q<p l, € espagavel.

Demonstragdo. Seja x = (z,)521 € £y \ Upeye, o © (N;)$2; uma colegao de conjuntos infinitos

N:OM,
=1

para todo i € N (por exemplo a decomposigao apresentada na Proposicao 1.3). Para cada

e dois a dois disjuntos de modo que

i € N, denotemos N; = {i; < iy <i3 < ...} esejam (e,)5°, os vetores unitarios canonicos do
espago de sequéncias. Por abuso de notagao (mas que no caso £, fard sentido por ser base de
Schauder), denote

(e o]
yU) = ijeij e KN,
j=1
isto é,

, 0,...,0 =z ,0,...,0, =« ,0,...,0, x;  ,0,...
yw:( — -~ NG ) (2.5)

Como ||yD||, = ||z, para todo r > 0 segue que yV) € £, \ Uo<qep lar Para todo j € N. Assim,
defina p=1parap>1ep=pse0 <p <1 Assim, para (a;)32, € {3, temos

o0 o0 [e.9] _
D Magy DN => " lagPllellh = [l Y lagl” = llel[B]](a;)524][5 < oo
j=1 j=1 j=1

: o0 ) ||P ' srie S ayU
Assim, > -7, ||a;y P[P < oo e com isso, a série pOpas a;y) converge em ¢,. Portanto, o operador

Ti&;-)gp

T ((aj);?;) => a;y"
j=1

estd bem definido. Além disso, sejam (a;)%2,, (b;)72, € {5 e A € K. Entao,

=1
T ((%‘ + )\bj);il) = (a; + by
j=1

— Z a;y¥) + Z Ay
j=1 j=1

=S 0y + A by =T ((0)2,) + T (1))
j=1 j=1
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Portanto, T' é linear. Agora, seja T'((a;)32,) = 0. Entao )77, a;y¥) = 0, para todo j € N.
Como os vetores y\) = Z;’il rje;; tem suportes disjuntos (ou seja, onde a coordenada de um
deles é nao nula, a de todos os demais é nula), segue que necessariamente a; = 0 para todo
J € N. Logo T ¢ injetora. Dali, concluimos que dim(7'(¢;)) = dim(¢;). Segue da Proposicao 2.10

que dim(7'(¢5)) = ¢. Agora, precisamos mostrar que

T\ {0y c 6\ U ¢

0<g<p

)

Assim, sejam z = (2,)22, € T(¢;) \ {0} . Entdo existem sequéncias (a(k)> € (5 k € N, tais
i=1
que
T ((agk)> ) — 2z € {p, quando k — oo.

i=1

Note que, para cada k € N,

T (()) = Sl = e = 3 e,

i=1 j=1

Seja r € N fixo, tal que z. # 0. Entao, existem tnicos s,t € N tais que e;, = e,. Logo, para

)

g ()7 -
k—o00 i=1

. , . , . k . .
em particular, se a r-ésima coordenada de z é z,, temos limy_,, ag )xt = z,, 0 que implica que

xy # 0. Logo, limy_, agk) = jﬁ—’; £ 0. Seja a, = ;—’; Entao, z, = a,x; e limg_, o agk) = a,. Agora,

o
para cada j € N, a s;-ésima coordenada de T <<a§k)> ) para cada k € N, é o nimero agk)xj.
i=1

cada k£ € N a r-ésima coordenada de T’ ((a(k)> > ¢ o0 numero agk)xt. Como
i=1

=0,

p

Como,
lim o = o
k—o00
segue que,
lim a(k)xj = Q.
k—o00
Novamente

I ((«).2) -

Portanto, zs, = a,z;, para cada j € N. Entao,

2115 = Z|Zn|q>2|zs]|q Zla 5] = les||2]I§ = o0

— 0 implica que agk)xj — zs,| — 0.
p

para todo 0 < ¢ < p e entao, concluimos que z € fp\U0<q<p ¢,. Portanto, segue o resultado. [

Agora, para fins didaticos, ilustraremos a demonstracao acima utilizando a decomposicao
do conjunto dos niimeros naturais dada pela Proposi¢cao 1.3. Essa ilustracao foi feita, no caso,
p > 1, por Bonfim [§].
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Seja x = ()52 € £y \ Upoyep lg tal que x; # 0, para todo j. Entdo, temos

Fg = (: ) 2 ) 3 Y 5 ) 7 ) ] .. i>
1= | == S

1 1o 13 14 15 16 17
N_(4, 6, 9,10, 14, 15,
2 = | = = N =
21 29 23 24 25 26
N_(8,12,20,27,28,
3 = | = ) )
31 32 33 34 35

e assim por diante. E ainda, temos

y(l) = ($1,$2,$3, O7$4’0 T )’
y® =(0,0,0,21,0,25,0,...),
y® =(0,0,0,0,0,21,...),

Para z = (2,)52, € T'({;), 2z # 0, considerando <a£k))il € {5, k € N, tais que

T ((agk)>oo ) — 2z € {p, quando k — oo,

=1

T ((CLEI))) ) (agl)xl, agl)xg, (lg ).Tg, (lé ).Tl, CLg )l’ CLg )I CLg )1’5, aél)xl, aél)xg )

T ((a?))) ) (ag )xl, ag )ZEQ, ag ).CE3, aéQ)xl, ag ):U4, ag ):UQ, ag ):1:5, aé )xl, aé )xg J)

T <<ai )) ‘ (agk)xl, agk)mg, agk)xg, ag)xl, agk):m, agk)a:Q, agk)x5, a:(,)k):zcl, agk)atg o)

Z = Bl 5, R2 5 Z3 5, 24 5, R5 5, Z6 5 AT 5 28 5, R9 5.
o S
ANxy Azxze Azxz UOxr; Azxzy Uz Azy Oz Ozs

Como a convergéncia em ¢, implica em convergeéncia coordenada a coordenada, obtemos

k k k k
(lg )£C1 — zl,ag )33'2 — 22,(15 )£C3 — Zg,ag )ZCl — 24, ...

Para exemplificar, se z; # 0, entao agk) — A # 0. Dessa forma, em cada uma das demais

coordenadas indexadas por Ny, obterfamos uma convergéncia para Az;, com j variando em N.
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Assim, a subsequéncia de z formada por esses termos indexadas por N; é tal que

o0 o0
1] 4 [zl + [28]7 + [25]7 + el T - D |A]7 = A7 Y || = oo,
=1 j=1
pois = = (7;)32, & {4 Mas,
oo [e.e]
D lzle =) At = oo
j=1 j=1

e, portanto, z ¢ U0<q<p ¢,. Analogamente, se fosse outro z; # 0 ao invés de z;. O

Observa-se que a estrutura dos espacos de sequéncia viabiliza a decomposicao dos niimeros
naturais em subconjuntos disjuntos dois a dois e consequentemente, nos permite a escolha
de um vetor fixo no espaco original. A partir da técnica do vetor mae, é possivel construir
vetores linearmente independentes (com suportes dois a dois disjuntos), obtendo assim, o espago
desejado.

Com base no que foi discutido anteriormente, o objetivo dessa nova abordagem de
espacgabilidade é explorar propriedades mais restritivas dos espagos de sequeéncias ¢,. Para

tanto, sao necessdarias as seguintes defini¢oes:

Definicao 2.14. Sejam «, 3, A nimeros cardinais, £ um espaco vetorial com uma topologia,
comdim F=Xea<f <A Un conjunto A C E é:

i) («, B)-linedvel se é a-linedvel e para todo subespaco W, € E com W, C AU {0} e
dim W, = a, existe um subespago Wy C E com dimWsz = e W, C Wz C AU{0}.

i1) (a, B)-espagdvel se é a-linedvel e para todo subespaco W, € E com W, C AU {0} e
dim W, = «, existe um subespago fechado Wz C E com dimWs = e W, C W3 C
AU{0}.

Observagao. i) Notemos que a nogao classica de lineabilidade € exatamente o caso o = 0,

ou seja, o caso (0, )-linedvel é o caso B-linedvel;

i1) Dados oy e ag niumeros cardinais com oy < ag < 3, de um modo geral, (o, B)-espagabilidade

nao implica em (g, 5)-espagabilidade e vice-versa.
Exemplo 2.15. Seja n € N e considere o seguinte subconjunto de /,, :
A= spanfer, .,en U {(z;)2, € a1 =+ =2, =0},
E possivel provar que A é (n + 1, ¢)-linedvel mas nao é (n, c)-linesvel (veja [19, Example 1.2]).
Antes de apresentarmos o préximo exemplo, precisaremos do resultado a seguir.

Lema 2.16. Sejam A um conjunto com cardinalidade infinita Ry e I um conjunto com cardi-
nalidade infinita Ry, com X; < No. Entao existem subconjuntos dois a dois disjuntos A; de A,

com 1 € I, cada um deles com cardinalidade Ny de modo que

A:U&.

icl
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Demonstracao. Notemos que card(A x I) = card(A). Logo, existe uma bijecao f: A x [ — A.
Assim, para cada i € I o conjunto f(A x {i}) é um subconjunto de A com cardinalidade Ns.
Além disso, f(Ax{i})Nf(Ax{j}) =0, paratodoi # j. Assim, basta considerar A; = f(Ax{i})

que obtemos
A=A

iel
De fato, se @ € A, entdo existe a € A e ip € I tal que f(a,ig) = «. Isso implica que,
a € f(Ax{i}) = A,,. Portanto, segue o resultado. O

O exemplo a seguir ilustra um conjunto que nao ¢ (2,2%)-linedvel mas é (1, 2% )-linedvel.
Antes vejamos uma defini¢ao:

Sejam p € [1,00) e I' um conjunto abstrato ndo vazio. Denotamos por £,(I') o espaco
vetorial de todas as fungbes f : I' — K tais que > |f(7)[P < o0, o qual é um espago de
Banach com a norma )

P
WMZ@]ﬂWﬁ,
~vel

onde o somatoério é definido por

Z |f(7)]? := sup {Z |f(7)]? : F é um subconjunto finito de F} :

yerl’ YEF

E claro que, quando I' = N, temos que ¢,(N) = ¢,,. Além disso, denotamos os elementos da base

canonica generalizada de Schauder de £,(I") por e;,i € I'. Para mais detalhes, veja [17].

Exemplo 2.17. Seja B = {e¢; : i € '} a base canonica generalizada de Schauder em ¢,(I") com
card(I') = 2%t com N; cardinal transfinito. Sejam ig,i; € I' com iy # i;. Note que, como
2% = ¢, segue que, para o cardinal transfinito Ry, temos 2% > ¢ = card(R?). Assim, pelo Lema

2.16 podemos escrever

B \ {eiov eil} = U ‘A(Avﬂ)

(A ) ER?

como uniao de conjuntos dois a dois disjuntos, com
card(Ap ) = 2™
para todo (A, 1) € R% Seja

A= U span({e;, + pei b U An).

(A,p)€ER?

Note que ndo existe um espago vetorial W C £,(T") com dim W = 2%t e span {e;,, e;,} C W C A.

Suponha que exista tal W. Neste caso, temos

W C U span ({eio} U A(,\p)) U span{e;,, e} (2.6)

AER, AA£0
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De fato, se a equagao (2.6) for falsa, entao existe w € W tal que

w §é U span ({eio} U A()\,O)) U span {6i07 eil} )

AER, AA0

ou seja,

(UNS U span({Ae;, + pe;, b U An ) e w ¢ span {e;, e},
(L) ERZ\A

onde A = {(A,0) : A # 0}. Assim, podemos escrever w como sendo
w = r(Ne;, + pe;, ) + v,

com v € span(Ap ), v #0er € R, onde pp # 0 ou (A, i) = (0,0). Primeiro, suponhamos que

i # 0. Sendo W um espaco vetorial contendo e;, e e;,, temos
WA+ (=rA+ Ney, + (—rp+p+s)e;, € W,
isto é,
Neiy + (n+ s)e;, +veW
para qualquer s € R. Agora, seja u # —s. Entao,
Aeiy + (1 + s)ei, # 0

e, como v € span(A ), segue que

v ¢ U span(Aa,p))-
(e, B)#(Am)

Agora segue da definicao de A que
Neiy + (L4 s)e;, +v ¢ A,
o que é uma contradigdo. Agora consideremos o caso (A, i) = (0,0). Neste caso,

w € span(Apo) ew & | span(Awg)-
(0 8)4(0.0)

Como e;,, e;, € W, para qualquer escolha de («, 5) # (0,0), obtemos
ae;, +ﬁ€z’1 +weW.

Pela definicao de A segue que
Qae;, + 567& +w g A7
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uma contradicao. Analogamente, concluimos que
W C U span ({e;} U Awop) U span{e,, e, } . (2.7)
HER\{0}

Portanto, de (2.6) e (2.7),

W cC ( U span ({%} U A(A,O))) ﬂ U span ({eil} U «4(0,“)) U span {e,, €, }

AER, A£0 HER\{0}

= span {e;,, €, },

uma contradigdo. E assim, A nao é (2,2 )-linedvel porém A é (1, 2%1)-linedvel, pois span {e;, } C
W Cc Au{0} e span{e;;} CW C AU{0}.

A partir de agora, vamos caracterizar («, ¢)-espagabilidade no contexto visto no Teorema
2.13, exibindo os aspectos técnicos desta nova abordagem. Apesar de ja termos apresentado
uma demonstracao existencial de que ¢, \ |J, - o<p ¢, # (), apresentaremos um exemplo explicito

de elemento em ¢, \ U, ., {4, que ndo ¢ comum na literatura.

Exemplo 2.18. Considere [x] o menor inteiro maior ou igual a z e seja N = [J72| N; com
N; NN; =0, para i # j e card(Ny) = Ry, para todo k € ([1/p], 00) . Denotemos

Nk == {kl,kg,...},
com k, < kg sempre que r < s e definamos

0, se j & Ng
ﬁil)’ Sej:kTENk

Note que 7 el,\l para todo k. De fato, como -2+ > 1,
I )iy S

p—%’ p—%
. P
o |? 1 1
SR - S ] -E <
=1 j=kreNy, | (P~ %) r (k)
Em contrapartida,
(o] 1 p_%
(k) p_E_ 1 . 1 . 1_
N T e R R DL
j=1 i=krery, | (1) R ==y

Agora, para cada j € N, existe um k tal que j € N e, assim, defina a sequéncia (yj);?’;l €como
sendo

o

J
Y; = 00
2| (+17)
=1

p
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Vejamos que (y;)52; € £ \ Upcyep g Com efeito,

Sl = D0 >yl
j=1

k=[1/p] jeN

e

" \#);

k=[1/p] jENg

‘ p

I=1llp

*)|P
xj

= - (xl(k)>oo P Z

p

k=[1/p]
De forma analoga, para 0 < g =p — % < p, temos

Z ly;|* = Z Z |y;1*
J=1 k=[1/p] j€N)
q

- )
% o)

k=[1/p] j€Ng

1=1llp

o0

= Z (xl(k)>00 ‘12

k=[1/p] 2FP JENR

k) |1

J

X

o)

1

(k)™
(ml )l:l

7

k=T1/p 217 ;

= OQ.

Agora, para apresentarmos um dos resultados principais deste trabalho, precisaremos do

lema a seguir que se faz necessario na sua demonstracao.

Lema 2.19. Sejam p > 0 e x1, ..., x, vetores linearmente independentes de £,. Ezxiste ng € N
tal que as primeiras ng coordenadas de x1,...,x, formam um conjunto linearmente indepen-
dente de K™,

Demonstragao. Suponha que para cada j € N, existam ay;,...,a,; € K, nao todos iguais a
zero, tais que

a1;T1 + -+ Apjln = (0, ce 70, )‘j+17 /\j+27 ce ) . (28)
Podemos supor que [|a;[|; = 1, onde a; = (ayj, - . ., a,;) € K", para todo j € N. Como (a;)32, é

uma sequéncia limitada em K, segue do Teorema de Bolzano-Weierstress (Corolario 1.29), que

()32, possui subsequéncia convergente. Digamos, (a;r)p2, em que, aj, — a = (ay,...,a,) €
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K™. Da continuidade da norma temos

Jall, = | fim asel| = Jim flasel, =1
ou seja, a # 0. Entao,
a1jk%1 + Q2jkT2 + « -+ Qpjk®y, — G121 + -+ - + ATy, quando k — oo. (2.9)
Por outro lado, seja 7, : {, — K a m-ésima projecdo canoénica. Entao, por (2.8) temos
Tm Q161 + ok + - - - + Anjrxn) — 0, quando k — oo, para todo m € N.
Como a convergéncia em (2.9) é coordenada a coordenada, segue que

a1r1 + -+ apw, = 0.

Por fim, sendo z1, ..., x, vetores linearmente independentes, temos a1 = --- =a, =0, o que é

um absurdo pois, por hipétese, o # 0. Portanto, existe ng € N tal que

DNE
L) ()

é um conjunto linearmente independente em K. ]

Considerando a Hipodtese do Continuum e o lema anterior estamos aptos a caracterizar a

(cv, ¢)-espagabilidade do conjunto ¢, \ Uy, {4 Para a < c.

Teorema 2.20. Para todo p >0 o conjunto £, \ Uy.,, lq € (a, ¢)-espagduel se, e somente se,
a < NQ.

Demonstracao. O caso a = Xy, advém do seguinte exemplo: Escreva

N - []NJ
j=1

como no Exemplo 2.18 e seja
W = span {w(j) 1J € N}

xg-l) =0, sej ¢N;
1
(@) jemi1) € €\ Upeyep la

com

(") ;
X —
7] jeN(>1) 2
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i) 22 = (1, (xf)) ) onde
j>2

:135-2) =0, sej ¢ Ny
2
($§ ))j€N2(j>2) € gp \ U0<q<p Kq

1

Cco1m

(«?)
I ) jeNa(>1) 22

p

continuando indutivamente temos z*) = (1, <x§k)> ) onde
>k

Y x§~k) =0, sek ¢ Ny
(:Uj )jENk(j>k‘) S gp \ U0<q<p £q
()
JENg(>1)

Agora, note que (W \ {0}) C £, \ U, o, lq € dim W = R,. Além disso, nao existe subespago
fechado Wi de £, de modo que W C Wy e (Wi \ {0}) C €, \ Uy, - De fato, observe que

©)
(Jb jen €1

Ou seja, e; € W mas e; € £,, para todo q > 0. Logo, e; ¢ €, \ Uocqep lo- Assim,

com

p

k—o0

lim ’ — lim H(o,xg.’“))
» k—o00 jENL(5>1) P

Wcewaewi g6\ | 4

0<g<p

Portanto, nao ocorre (N, ¢)-espagabilidade. Agora, provaremos o caso « = 3, uma vez que,
o caso geral de a € N segue de forma andloga. Sejam r = (7;)32,,y = (y;)32; e 2 = (2;)52;

sequéncias linearmente independentes tais que

W := span{x,y,z} C <€p\ U €q> u {0}

0<g<p

Entao, pelo Lema 2.19, existe ny € N tal que as primeiras ng coordenadas de z,y, z for-
mam um conjunto linearmente independente em K", Sabemos que o termo geral de uma série
convergente tem limite igual a zero (vide Teorema 1.31), dessa forma, conseguimos obter um

conjunto infinito Ny = {a; < s < a3 < ...} de inteiros positivos tal que

Zj¢N1 zje; € by \ U0<q<p ly
Zj¢N1 yje; € by \ U0<q<p ly
ngéNl zjej € by \ U0<q<p ly
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1
max {|xaz‘7 |yaz‘7 |zaz‘} < i (2'1())

para todo [ € N. Além disso, N\N; também é um conjunto infinito. Assim, considere o conjunto

O := Nl\{l,...,no} (211)
em que
0=|Jo,
=1

onde @; N Q; = 0 para todo i # j, e O; = {i; <iy < ---}. Note que,

ngz@ zje; € by \ U0<q<p t
ng@ yjej € Ly \ U0<q<p ly (2.12)
20 %i€5 € Uy \ Up<gep la

Obviamente N\ O é infinito. Seja f uma enumeracao de N\ O, isto é,
NANO:={f(1), f(2),...}
e defina para todo 7 o vetor

()
E; 1= Z.Tf(j)@ij S KN.
j=1

Note que ¢; € ¢,, para todo i. Agora, definap =1,sep > 1lep =p,se 0 < p < 1. Para

(a;)2, € {5 temos

[e.e] _ [e.e] ~ _ o0 _ _ _
D lasilly = > lailP lleally < llzlly Y lail” = lellp ll(as)32 [l < oo
=1 i=1 i=1

Portanto, a série » 72, [|a;g||; é convergente. E ainda, como (7 é Banach, caso p > 1 ou
p-Banach, caso 0 < p < 1, segue pela Proposicao 2.8 que a série > .~ a;&; converge em 0.

Consequentemente, o operador

T: fﬁ — ﬁp
T((a:)2) = aox + a1y + asz + Y oo s G

estd bem definido. E claro que T é linear e injetivo. De fato, se

T((a:)i2y) =0,

entao
(o.9]
apx + a1y + asz + Z a;e; = 0.
=3
Em particular, desde que {1,...,n0} € N\ O, as ny primeiras coordenadas de &; sdo zero.
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Assim,
ao(%) -1 &1(1/3) -1t ag(z]) -1 =0.

Como {(J,‘j)}ﬁl, (y5)721, (zj)?il} é linearmente independente em K" segue que
apg = a1 = Q9 = 0. (213)

Dai,

E a;&; = 0.
=3

Pela equagao (2.13) e o fato de que os suportes dos vetores ¢; sao disjuntos, concluimos que
a; = 0 para todo i. E ainda, T'((a;)2,) ¢ ¢,, para todo 0 < ¢ < p e (a;)72, # 0. De fato, seja g

tal que a;, # 0. Se ap = a1 = az = 0, temos

1T ((a:)iZo) > Jaio| llew ll, =

Se a; # 0, para algum i = 0,1,2, como as coordenadas de ¢; pertencentes a N\ O sao zero,

temos
o) q
IT((a:)Zo)ll, = ||aox + ary + azz + Z agi|| > |[(aox; + ary; + G/QZj)jeN\@Hq .
i=3 ‘
Como,
W = span{z,y,z} C <€p\ U €q> u{0},
0<g<p
segue que
00 = [[(aox; + ary; + asz;)jenlly = ll(aoz; + ary; + aszj)jeolly + [[(a0z; + ary; + azz;)jemol; -

Assim, por (2.10) e (2.11) temos
[(aor; + ary; + a22;)je0ll; < oo

Logo,
||(a0:cj + a1Y; + a2zj>j€N\@HZ = OQ. (214)
Assim, T'((a;)2,) ¢ {,, para todo 0 < p < g, ou seja,
W c T()\ {0} C (z Y e) U {0}.
0<g<p

E com isso, provamos a (3, ¢)-lineabilidade e de forma andloga, obtemos a («, ¢)-lineabilidade

para todo a € N. Por fim, provaremos a espacabilidade. Note que T'(¢5) é um subespaco vetorial
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fechado c¢-dimensional de ¢,. Precisamos mostrar que

m\m}c(m U eq).

0<g<p

Com efeito, seja w = (w,)22; € T({5), w # 0. Entao, existem sequéncias <a§k)> - el;(keN)

tais que w = limy_,oo T' ((a(k)> ) em /,. Além disso, para cada k € N,
i=0

)

00 oo
T <<a§k)> ' ) = a(()k)x + agk)y + agk)z + Z agk)ei
=3

=afr+ay+ a2 +> 0> wpe;,
i=3 j=1

= a(()k):v + agk)y + agk)z + Z Z agk)xf(j)eij.
i=3 j=1

- k
Como as coordenadas de ¢; € N\ O séo zero, segue que as coordenadas de Y >°, ag ), perten-

centes a N\ O também sao zero. Logo, as coordenadas de T ((a(k)) } ) pertencentes em N\ O

! =0
sao exatamente as coordenadas de a(()k)x + agk)y + aék)z para todo k. Consequentemente, existe

em /, o limite
(k) (k)

i ((k) ' . '
Jm { ag Ty ay Yy ay

) JEN\O
Como, {1,...,n0} C N\ O, segue que {(z;)jemo, (¥;)jemos (27)jemo} ¢ um conjunto linear-
mente independente. Logo, esse limite pode ser reescrito de forma tinica como
(az;j + by; + cz;) jemo-
Agora, consideremos um funcional linear continuo
R
tal que
() jemo = 1 e 0u(y;)jemo = ©x(2)jemo = 0.

Entao,

lim (a(()k)) = khm P (a(()k)Ij +al® 4 ol z
—00

Jim = ¢ (ax; + bx; + ngj)jeN\@ =a

) FEN\O

Analogamente temos,

lim a(k) =be lim a(k) =c.
k—o0 1 k—o0 2

w; = lim (a(()k)> xj + khlEO (agk)) y; + lim <a§k)> 2

k—o0 k—o0

Assim,
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para todo inteiro positivo j € N\ Q. Agora, para finalizarmos a demonstragao analisaremos os

(k)

casos que se seguem. Primeiro, suponhamos que limy_, ;"' = a; # 0, para algum ¢ = 0, 1, 2.

Entao, pela equacao 2.14, temos

[wlf > > laoz; + ay; + azz|" = oo
JEN\O

e dai segue o resultado. Agora, suponhamos que limy_, al(k) = a; = 0, para todo @ = 0,1, 2.

Nesse caso, w; = 0, para todo j € N\ O. Como w # 0, existe algum r € O tal que w, # 0.

Além disso, sendo @ = |J;2; O, existem unicos m,¢ € N tais que e, = e,,,. Logo, para cada

k € N a r-ésima coordenada de T <(a(-k)> > ¢ o numero aék):cr + ag )yr + a(k)zr + agf)xf(t).
i=0

(2

Logo,
0 # w, = llm (a(()k)xr + ag )yr + ag )zr + a(k)xf(t))

= lim a[

=z lim afp).

wr|

Tyl # 0. Agora, para j, k € N

Dai, segue que ) # 0 e, consequentemente, limj,_, ‘agﬁf ‘ =

a m;-ésima coordenada de T' <<a£k)> ) é
i=0

k k k
CLE) )xmj =+ ag )ym] + Oé )ij + agrlf)xf(ﬂ)

| , temos
£()

Definindo «,,, = |

khm a(()k)xm + ag )ym] + aé )zmj + alk )a:f( )
—00

\“ xf()\

k%oo
~ Joa] - im [a¥s] = an z56]

para j € N. Por outro lado, pela convergéncia coordenada a coordenada garantimos que

) (k)

ay T, + A1 Y, +a()

lim
k—oo

+ a(k)xf(j) = ‘wmj} s

entao pela unicidade do limite ‘wmj‘ = ‘xf(j)| , para cada j € N. Aplicando (2.12), obtemos

lollg = Z\wn|q>2|wm \q—zaq 251" = o | (2760)

q
af, ||(z5)jemol[; = .

Logo, w & Uy <, lq- Portanto,

T(6) \ {0} <€p\ U €q>

0<g<p

como querfamos. A (a, ¢)-espagabilidade segue de forma andloga. O]
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Capitulo

Espacabilidade de Conjuntos de Operadores

entre Espacos de Sequéncias

Em 2020, Diniz et.al em [15] investigam propriedades de lineabilidade e espagabilidade de
conjuntos de operadores lineares continuos injetores e sobrejetores entre espacos de sequéncias
motivados pelos resultados [3, Theorem 4.1, p. 198] e [3, Corollary 3.4, p. 198] compilados a

seguir:
Teorema 3.1. O conjunto
S={T:0,—{,: T élinear, continuo e sobrejetivo} (3.1)
¢ espagavel em L({y;0,), para todo 1 < p < oo e o conjunto
Z=A{T:co— co: T € linear, continuo e injetivo} (3.2)
¢ espagdvel em L(co; co). Em particular, o conjunto é c-linedvel.

Neste capitulo, vamos analisar os resultados apresentados pelos autores em [15] e revisar a
nova abordagem de (a, ¢)-espagabilidade no contexto de operadores lineares continuos. Além
disso, serd possivel perceber como os principais resultados deste capitulo podem ser ampli-
ados utilizando diferentes técnicas, abrangendo uma ampla classe de espagos de sequéncias,

apresentadas em [4].

3.1 Espacos de Sequéncias

Exibiremos nesta secao, alguns espacos de Banach de sequéncias cléssicos que serao de

grande valia ao longo deste capitulo.

Definicao 3.2. Definimos o espaco das sequéncias limitadas por
Uy = {(ﬁj);”;l C K:supl¢] < oo} ,
jEN
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o qual é um espaco de Banach com a norma
[1(€5)721]loc = sup [&;].
jeN

O subespaco fechado de ¢, formado pelas sequéncias que convergem para 0 é denotado por cg,
isto é,
co={()2, CK:& —0}.
E ainda, o subespaco de ¢y formado pelas sequéncias eventualmente nulas denotado por cyg, ou
seja,
Cop = {(aj)‘;';l € ¢ : existe ng € N tal quea; =0,V j > no} .
As demonstragoes de que o espaco ¢, é um espaco normado completo e que o subespaco

o é fechado em /., (consequentemente Banach) podem ser encontradas em livros introdutdérios
de Analise Funcional.

Proposicao 3.3. O subespaco cog € denso em cg, isto €, Cog = Co.

Demonstragdo. Dado x = (a;)52, € o, considere
1 = (al,O,O,...),xQ = (al,a2,0,0,...),x3 = (al,ag,ag,0,0,0,...)....

Note que ()52, C coo. Seja ¢ > 0. Como a, — 0, segue que, existe ny € N tal que |a,| < §

para todo n > ng. Isso implica que,
€
|z —z,|l = 11(0,...,0,an41, Gpya, ... )|, =supla;| < < <e.
ji>n 2

Logo, x,, — x em cq e, assim, todo elemento de ¢y é o limite de uma sequéncia em cyy. Portanto,
pela Proposicao 1.36, ¢og = ¢o. Sendo ¢y subespaco fechado de /., em particular, ¢y é Banach

e, uma vez que,coo € claramente um subespaco préprio de ¢y, temos
oo & Coo = Co,

isto é, cop € incompleto. O

Observacao. Dado um espaco de Banach X, podemos introduzir os espacos de sequéncias da
Definicao 3.2 e da Definicao 2.1 tomando valores em X ao invés de K, bastando nas respec-
tivas defini¢oes trocar o médulo | - | pela norma || - ||x. Nestes casos, denotamos os espagos
por Lp(X), loo(X), co(X) € coo(X). As demonstracoes de que os 3 primeiros espagos sdo com-
pletos, sao andlogas ao caso escalar, utilizando a completude de X no lugar de K. Os espacos

apresentados nas Definicoes 2.1 e 3.2 correspondem exatamente ao caso X = K.

3.2 Espacabilidade em Operadores Sobrejetivos

Iniciamos esta secao apresentando a definicao de Espaco de Banach de sequéncias padrao

(usual) e, em seguida, apresentamos o Teorema 3.1 no contexto geral dos operadores sobreje-
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tivos. Na demonstracdo do caso dos operadores sobrejetivos de [3], os autores utilizam alguns

argumentos matriciais, bastante distintos dos que serao apresentados aqui.

Defini¢ao 3.4. Seja X # {0} um espago de Banach. Dizemos que um espago de Banach de
dimensao infinita F de sequéncias a valores em X é um espaco de Banach de sequéncias padrao

(usual) sobre X se satisfaz as seguintes condigdes:
i) Existe C' > 0 tal que ||z;||x < C||z||g, para todo x = ()52, € E e todo j € N;

ii) Se v = ()52, € E e (v,,)72, ¢ uma subsequéncia de , entdo (v,,) € E e
[(@n )i lle < |25

iii) Se (7;);2, € E e {n; <ny < ...} é um subconjunto infinito de N, entdo a sequéncia

(y;)32, com valores em X definida como

o Tiy S€ 7 = Ny,
Yj = -
0, caso contrario,

pertence a E e |[(y;)52]|p < [|(z;)5 ][5
Para ilustrar o item 4ii), considere a sequéncia ()32, = (21, T2, T3, T4, T5,T6, ... ) € E € 0
subconjunto infinito de N:
{ni,na,n3,ny,...} =41,2,3,5,7,11,... }

Entao a sequéncia (y;) definida por

Ty, sej=mn
Y; = .
0, caso contrario

terd a forma

(y]) = ($1,l’2,x3, 0733470’1;5707070’1;67 cee )7

ou seja, os elementos de (z;) aparecem nas posigoes indicadas pelo subconjunto {n;}, e os
demais termos sao zero.

De agora em diante, chamaremos de espaco de Banach sequéncias usual o espaco de Banach
de sequéncias usual sobre algum espago de Banach X e quando ¢oo(X) é denso em E, dizemos
que F é espaco de Banach de sequéncias usual cgg-denso.

Agora, notemos que i) garante que a m-ésima projecao sobre X,
Tt B — X

(xj);‘il = T

¢ um operador linear continuo para todo m. Portanto, a convergéncia implica em convergéncia

coordenada a coordenada. Além disso, de i7), se € F entao cada subsequéncia de x pertence
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a I, Assim, se N é um subconjunto de inteiros positivos, entao o operador linear
T: F— FE
o
(xj)j:1 = () per

estd bem definido e é continuo. Por fim, de i) temos que se N = {n; <ny <---} é um

subconjunto infinito de inteiros positivos, entao o operador linear

S:E—F

(373‘);0:1 = (yj);il

em que,
x;se, ] =n; € N,

Yj = -
0, caso contrario

¢ continuo e estd bem definido, ou seja, S mapeia a sequéncia (7;)?2, para uma sequéncia
(yj)‘j?‘;l que ¢ composta pelos elementos x; nas posigoes j = n; e coloca 0 nas demais posigoes.
Em particular, se
F" B — B, (2;)72, = (0,..,0, 21,72, 73, ...) (3.3)
——
n

é n-deslocamento pra frente, entao F™ é continuo e estd bem definido.

Teorema 3.5. Seja E um espago de Banach de sequéncias usual cop-denso. Entao, o conjunto
S={T:FE— E :T € linear, continuo e sobrejetivo}
¢ espagdvel em L(F; E).

Demonstracao. Primeiramente, decomponha o conjunto dos niimeros naturais em subconjuntos

infinitos e dois a dois disjuntos
[e.e]
N =[N
k=1
Denotando os elementos de N por

N; = {nk,b N2, N3, - - }
vamos definir, para todo k, os operadores

SkE—>E

(a;)521 = (a;)jen, -

Por i) para todo k, temos

ISkl = sup  ||Sk(ay)i]|, <1

[1(a;)52,[1E<1

39



onde S}, é sobrejetiva, para todo k. De fato, dado ¢ = (¢;)%2, € E, segue que por iii) a = (a;)52,

definido por
B Ci, se J = ny,; € N,
aj = -
0, caso contrario

pertence a E e Si(a) = c¢. Além disso, conseguimos verificar que uma combinacao linear nao

trivial de S também é sobrejetiva. Com efeito, seja

S = i: b:S;
i=1

uma combinagao linear nao trivial de Si,...,.5, e seja k um indice tal que by # 0. Note que,

e . TP .
dado ¢ = (¢j)52, € E, se considerarmos a sequéncia a = (a;)32; definida por

b,;lci, se j = ng; € N,
a; =
! 0, se j ¢ Ng

entao S;(a) =0,sei #k e
S(a) = bpSk(a) = c.

Consequentemente, {Sy : k € N} é um conjunto linearmente independente de L(E; F), uma vez
que qualquer combinagdo linear nao trivial de elementos de {S : k € N} é sobrejetiva e, em

particular, diferente de 0. Agora, consideremos o operador linear

U:l — L(EE)

(be)pey — Y bSk
k=1

Note que uma vez que ||Sk|| < 1, segue que

> llokSkll <) Jb] < o0
k=1 k=1

e, como L(E; E) é completo por hipétese, segue que >~ S, € L(E; E). Logo, ¥ estd bem

definida. Por fim, provemos a espacabilidade de S. Denotemos por I'm(¥) a imagem de ¥ e

Im(V) seu fecho em L(E;E). Se 0 # S € Im(V), entao basta provarmos que S ¢ sobrejetiva.

Considere a sequéncia de elementos
Gn = Z b,(cn)Sk € Im(¥) tal que g, — S.
k=1

Portanto, para cada a = (a;)52, € E, temos

S(a) = lim Y b Su(a)

k=1
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e, sendo T, continua para todo m € N,

lim (Z b\ S ( )) = mn(S(a)).

k=1
Entao
S(a) = <hm ™ (Z b\ S ( )) , lim (Z b,g")Sk(a)) , lim 7y (Z b,ﬁ"’Sk(a)) )
k=1 k=1 k=1

(3.4)
para todo a = (a;)32,. Uma vez que,

" (Z bl(fn)sk’(a)> - bgn)anm + bgn)anm + bi(%n)ans,l +oe= Z bl(fn)ankﬁl
k= k=1

" (Z bl(CN)S(a)> b( )anl , + b anz,z + bi(’)n)anag t+o= Z b](‘fn)ankﬂ
k k=1

3 Z bl(en)S(a)> = bgn)am,s + bgn)anz,s + bi(’;n)ans,s t-e= Z bl(fn)ank,s

de (3.4) concluimos que

= (lim > 0 an,,, lim >0V ay, ,, lim Y b;")ank:;,...), (3.5)
n—o0 7 n—oo ¥ n—oo ’
k=1 k=1 k=1

para todo a = (a;)%2, € E. Agora, denote por we; a sequéncia que possui x na i-ésima coorde-
nada e zero nas demais. Assim, para todo ¢ € N, existem k,m € N tais que i = ng,, € Ny e
portanto,
S(ze;) = (0,...,0,z lim b,0,0,...,),
o T

para todo z € X. Isso implica que os limites lim,, b( n) existem, para todo j € N. Como S # 0
é continuo e coo(X) é denso em FE, podemos concluu" que hmnﬁoo 7£ 0, para algum jy. Por
fim, sem perda de generalidade, suponhamos jo =1 e Ny = {1,2,3, 5, 7,11,13,...}. Dado

c= (CJ)]O.;l S E7

por iii) a sequéncia d = (d;)32; definida por

-1
d C;i <hmn%oo bgn)> y Sej = nl’j,
j pu—
0, sej ¢ Ny
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pertence a I e, relembrando (3.5), para todo a = (a;)52, € E, temos

S(d) = <lim b dy, Tim b{"dy, Tim b"ds, Tim 5(Vds, lim b dr, .. ) —ec.

n—o0

Portanto, segue o resultado. O

3.3 Espacabilidade em Operadores Injetivos

Para o caso dos operadores injetivos, o argumento utilizado pelos autores em [3] na prova
do Teorema 3.1, esta fortemente relacionado com a norma do sup de ¢y e nao possui adaptacao

imediata aos espagos /.

Teorema 3.6. Seja X um espago vetorial de dimensao infinita sobre K que admite base de

Schauder {e,}. -, para o qual o operador deslocamento pra frente

F:X—=X
oo oo
Z ApCn Z Ap—1€n
n=1 n=1

estd bem definido. Entdo o conjunto
{A e L(X;X): A éinjetivo}

¢ linedvel.
Demonstracao. Veja [3, Theorem 3.1, p. 195]. O]

Teorema 3.7. Sejam V um espaco de Banach de dimensao infinita e E um espaco de Banach

de sequéncias usual. O conjunto,
IZ=A{T:V — E:T ¢ linear, continuo e injetivo}

ou € vazio ou € espagdvel em L(V; E).

Demonstrag¢ao. Suponhamos que Z seja nao vazio e fixemos T° € Z. Para todo n € N, seja
F": E — E a funcao definida em (3.3). Definindo 77 = T e T,,41 = F" o T, sendo F™ um

operador linear continuo, observamos que
i) T, € Z, para todo n € N;
it) | Toqall < [[F"[] [|T]], para todo n € N.

Por simplicidade, vamos escrever T'(z) = ((T(x))n)5, em que, (T(z)), = m,(T(z)). Aqui, T,
pela definicao da T e pela equagao (3.3) pode ser entendido como uma sequéncia de vetores

que sao descritos por componentes da forma

0,...,0,m (T (x)), m(T(x)), m3(T(x)),...).
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Agora, sejam ay, ..., aj escalares nao nulos, j; < ... < ji nimeros naturais e vamos considerar

o operador linear continuo
A= Ty + Ty, + - + g T, .

Vamos mostrar que A é injetivo. De fato, seja x € V'\ {0} . Nesse caso, T'(x) # 0 e, consequen-

temente, se ng ¢ o menor inteiro positivo tal que (T'(x)),, # 0, entao

(TJ ('r))jl-l-no—l = (T(I))no

é a primeira coordenada nao nula de 7}, (z). Uma vez que j; < j;, para todo i = 2,...,k
concluimos que (7},(2))j,+no—1 = 0, para cada i = 2,...,k e, portanto, somando coordenada a

coordenada, podemos concluir que

a1 (T, (%)) j14no—1 = a1 (T())ng

é a primeira coordenada nao nula de A(x). Em particular, A(z) # 0 e, portanto, A(z) é injetivo.
Assim, podemos concluir que toda combinagao linear finita nao trivial de T}, gera um operador
linear injetivo e, em particular, também gera um operador linear nao nulo e, consequentemente

o conjunto {7, : n € N} é linearmente independente.

Note que, até o momento foi estabelecido que sempre que E for um espaco de Banach
de sequéncias usual, o operador n-deslocamento para frente F™ esta bem definido e é continuo,

segue que Z é 1(, Ny)-lineavel.
Agora, por hipotese, ¥ é um espaco de Banach de sequéncias usual sobre um espago

de Banach X. Além disso, pela condicao iii) da Defini¢ao 3.4, ||F"|| < 1, para todo n. Seja,
x e Ve (M), €. Uma vez que,

> AT ()

<Y T @)llg
E n=1

< Pl 1Tl 2y
n=1

<|ITI Izl Y 1Al
n=1

segue que o operador linear
b0 — LIV, E)

()‘k)iozl = Z )‘nTn

n=1
estd bem definido e é continuo. Note que, o0 mesmo argumento que usamos para provar que o

operador A acima ¢ injetivo mostra que, se (A\;)p2; € 41\ {0}, entdo >~ A\, T, é injetivo e,
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portanto, ® é também injetivo. Assim,

Im(®) = {3, \To - (s €6} CTU{0)

dim(Im(®)) = dim(4;) = c.

Logo, Z é (1, ¢)-lineavel. Por fim, pela arbitrariedade de 7' € Z concluimos a prova de que Z é

(1, ¢)-espagavel se mostrarmos que

Tm(®) = {z;; AT, 0 (V)2 € el} cTU{0}.

Dessa forma, se S € Im(®), entao existem sequéncias ()x%k))f;;l € (; tais que

o0

S=1lim > T,
k—o0 —

Uma vez que E é um espaco de Banach de sequéncias usual e S é continuo, temos que

o)

S(z) = klg& MO (2)
n=1

Assim, podemos reescrever o somatério da seguinte forma

00 n—1

S(z) = khﬁ\rgo AR D, .., 0,m(T(x)), m(T(2)), m3(T(2)), . ...

Dai,

S(z) = lim [ AW ((T(2)), 7o(T (1)), m3(T (), ...

k—o0

W 0, 1 (T (), ma(T()), 75 (T(2)), ... ) + .. }

Agora, reagrupando por componente de 7;(T(z)), temos

k—o0

S(x) = lim [(Agk)m(T(x)),)\gk)ﬂz(T(x)) A 1 (T(2), \F s (T (2)) +] .

Por fim, a expressao pode ser colocada sob a forma

S(x) = (nm NI m (T (), Tim [Aﬁ%(T(gx)) v )\gk)m(T(x))] ) . (3.6)

k—o0

Agora, mostraremos que S é identicamente nula ou injetiva. Suponhamos que S nao seja

injetiva, isto é, que exista wy € V \ {0} tal que S(wy) = 0. Como T ¢ injetiva, segue que
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T'(wp) # 0. Seja, ng o menor inteiro positivo tal que 7, (T (wy)) # 0. Note que,

n

0 = mn(S(wn)) = Jim > N jiami (T (w)),

para todo n € N. Agora, vamos prosseguir por indugao sobre m para mostrarmos que limy_, )\ffi) =

0, para todo m € N. Notemos que

0 = 7 (S(wo)) = lim S AN 7y (T(w))

k—o0 4
7=1

= lim A" 7, (T(wp)) = <hm A\ ’“>> Ty (T(w0)).

k—o0 k—o0

Logo, limy_, )\gk) = 0. Assumindo por hipétese de inducao que

lim AP = 1im AP =... = 1im AP, =0
k—o0 k—o0 k—o00
para algum m € N, é claro que para todon =1,...,m — 1 segue que

0= lim A\Fm;(T(wp)),

k—o0

para todo 7 € N. Entao, desde que

0 :7Tn0+m—1( = lim Z)‘( Tno+m— n ( ))7

k—o0

obtemos

k—00 k—o00

m m—1
lim )‘ 7Tn0 (T'(wp)) = lim Z )‘nk)ﬂno-i-m—n(T(wO)) - Z )‘7(zk)7rno+m—n(T(w0))

= lim AT, (T (w0)) = lim AT g (T (o))

n

= Tpptm—1(S(wo)) — klggo Agzk)ﬁno-&-m—n(T(wO))

Logo limy_, AR — para todo m € N. Consequentemente, para todo j € N e z € V. o limite

limy_, o0 /\,(ylf)ﬂj(T(x)) existe e é zero. Assim, pela equagao (3.6), temos

S(z) = (hm AP 2 (T(2)), lim [)\gk)WQ(T(x)) + /\ék)m(T(x))] ,>

k—o00 k—o0

_ (nm NI (T(@)), lim Ama(T(2)) + A m(T()), .. )

k—o00

0
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para todo x € V. Portanto,
Im(®) Cc ZU{0}

concluindo assim, a demonstracgao. ]

Corolario 3.8. Sejam V um espaco de Banach de dimensao infinita e E um espaco de sequéncias

de Banach usual de dimensao infinita no qual a funcdo deslocamento pra frente F = F' 1 E — FE
¢ bem definida e continua. Entao o conjunto

Z=A{T:V — E:T é linear, continuo e injetivo}

ou € vazio ou € (1,Ng)-linedvel.
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Capitulo I

Espacabilidade em Ly|0, 1]

Neste capitulo estamos interessados em investigar a lineabilidade e espacabilidade em um
subconjunto dos espacos da fungdes mensuraveis p-integraveis, para 1 < p < oo. Primeiramente
definimos quem sao esses espacos em um contexto mais geral apresentando algumas de suas
propriedades. Em seguida, investigamos o caso dos espagos classicos L,[0, 1] onde aqui, a o-

algebra é a o-algebra de Borel dos subconjuntos de [0, 1] com a medida de Lebesgue.

4.1 Conceitos Basicos dos Espacos L,(2, M, u)

Definigao 4.1. Sejam (2, M, p1) um espago de medida e 1 < p < oo. O conjunto de todas as

funcoes mensurdveis de 2 em K tais que

T ( / If\pdu>p < oo

sera denotado por £,(2, M, u).

Teorema 4.2 (Desigualdade de Hélder para integrais). Sejam p,q > 1 tais que % + % =
L e (2, M,u) um espago de medida. Se f € L,(QM,u) e g € Ly(Q,M,pn), entio fg €
Li(Q M, ) e

1 glly < ILFIL, gl -

Demonstracao. Veja, [11, Teorema 1.2.1, p. 7). O

Quando % + é = 1, dizemos que p e ¢ sao conjugados de Lesbegue ¢é usual também denotar

q por p*.

Teorema 4.3 (Desigualdade de Minkowski para integrais). Sejam 1 < p < oo e (2, M, ) um
espaco de medida. Se f,g € L,(Q, M, ), entao f+g € L,(Q, M, pu) e

1f +all, < 11, + llgll,-
Demonstragao. Veja, [11, Teorema 1.2.2) p. 8]. ]
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Sabemos que, de um modo geral, [|-[|, ndo é uma norma em £, (€2, M, 1), uma vez que pode
ocorrer ||f||, = 0 para f ndo identicamente nula. Dessa forma, sendo (€2, M, 1) um espaco de

medida, introduzimos a relagao de equivaléncia a seguir.

Definicao 4.4. Dizemos que as fungoes f, g : Q — K sdo equivalentes se f = g p-quase sempre
(p-q.8), isto é, se existe N € M tal que u(N) =0, e f(z) = g(z), para todo = ¢ N.

Se denotarmos a classe de equivaléncia de uma func¢ao f por [f], é claro que no conjunto

quociente

LP(Q>M7HJ) = {[f] : f € ‘CP(QvMaﬂ)}a

as operagcoes

[f1+ 9] = [f + gl e ALf] = [Af]

estdo bem definidas e tornam o conjunto L, (2, M, 1) um espago vetorial. Assim, definindo

1AM, = 111

conseguimos obter uma norma. Portanto, (L,(£2, M, u), || ||zp) ¢ um espago vetorial normado.
Por convengao, escrevemos os vetores de L, (€2, M, ) como f no lugar de [f], uma vez que os

vetores em L, (€2, M, 1) sdo classes de equivaléncia.

Teorema 4.5. Se 1 < p < oo entao L,(Q2, M, 1) € um espago de Banach com a norma

i, = (/) flpdu);.

Demonstracao. Veja, [11, Teorema 1.2.3, p. 9]. O
De forma andloga, podemos definir para 0 < p < 1, L,(£2, M, ;1) como um espago p-Banach.
Proposicao 4.6. Se u(2) < oo entdo Ly(Q2, M, p) C L,(Q, M, 1), para todo p > gq.

Demonstragao. De fato, temos pela Desigualdade de Holder para integrais (Teorema 4.2) que

1

(/|f|qdu>é B (/|f|q 1'd“>é < ((/(|f|q)5du>® : (/ 1(5)*du>(5)*)
- (/'f‘qd“y = (/|f|pdu>gu(9)<2’>l*q.

4.1.1 Modos de Convergéncia

Agora vamos relembrar alguns fatos sobre convergéncia de Medida e Integragao que serao

luteis para a prova do nosso resultado.
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Definigao 4.7. Sejam (2, M, ) um espago de medida, f, : © — R para todo n € N uma

sequencia de fungoes mensuraveis e f : {2 — R uma funcao mensuravel. Entao,

i) A sequéncia (f,,), converge uniformemente para f, denotamos esse fato simbolicamente
por f, = f, se para todo £ > 0, existe ng = ng(¢) € N tal que |f,(z) — f(x)| < &, para
todo n > ng e todo x € Q).

i1) A sequéncia (f,)r, converge para f em Ly(4), denotamos esse fato simbolicamente por
L
fo =2 f, se [ fo = fllp = 0.

i17) A sequéncia (f,,)22, converge para f pi-quase sempre, denotamos esse fato simbolicamente
por f, — f u-q.s, se existe N € M tal que u(N) =0 e f,(z) — f(z), para todox ¢ N.

Proposigao 4.8. Sejam f,, € L,(2, M, n), com f,, convergindo uniformemente para f sobre )
e () < oco. Entao, f € L,(Q, M, pu) e f, Lo, f

Demonstracao. Veja [20, Proposi¢ao 4.2.5, p. 83]. ]

Proposigao 4.9. Sejam f,, ,g € L,(2, M, p), tais que | f,,| < g para todon € N. Se f: Q2 =R
€ mensurdvel e f, — f p-q.s., entdo, f € L,(Q, M, pu) e fy Lo, f.

Demonstracao. Veja [20, Proposi¢ao 4.2.6, p. 84]. O

Definicao 4.10. Sejam f,, f : @ — R, n € N fungdes mensuraveis. Dizemos que a sequéncia

(fn)o2, converge em medida para f se para todo o > 0,

plfz € Q- [fule) = f(2)] > a}) = 0.

Definicao 4.11. Sejam f,, f : 2 — R, n € N fungdes mensuraveis. Dizemos que a sequéncia

(fn)22, é Cauchy em medida se para todo a > 0,

p{z € Q- [fu(r) = fm(2)] > a}) = 0.

Para mais resultados e consequéncias sobre os modos de convergéncia sugerimos [6, 18].

4.2 (a, f)-Espacabilidade em L,[0, 1]

Em 2023, o artigo de Aratjo et al. [2] analisa a estrutura topoldgica e as propriedades
das funges em L,[0,1] que ndo pertecem a L,[0, 1], além de condigdes para a existéncia de
espagos vetoriais de funcoes com essas caracteristicas. Comegamos esta secao definindo esse
espago e apresentando resultados sobre sua espacabilidade. Em seguida, discutimos o principal
resultado sobre a (o, §)-espagabilidade em L,[0, 1], apresentado por Favaro et al. em [19] e

investigado por Araijo et al. em [2].
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Da defini¢ao 4.1, seja Q = [0,1], com M sendo a o-dlgebra de Borel e pu a medida de

Lebesgue. Para p > 1, definimos o espaco L,[0, 1] no qual é Banach com a norma

1 1/p
T ( / mp) |

Para0 <p <1, | |, é uma p-norma, e L,[0, 1] é um espago p-Banach.
Proposicao 4.12. Se f, — f € L1]0,1], entao f, — f em medida.
Demonstracao. Veja [21, Proposition 2.29, p. 61]. O

Teorema 4.13. Suponha que {f,} seja de Cauchy em medida. Entdao existe uma fungao
mensurdvel f tal que f, — f em medida e existe uma subsequéncia {fny} que converge para f

quase sempre. Além disso, se f, — g em medida, entdo g = f quase sempre.
Demonstragao. Veja, [21, Theorem 2.30, p. 61]. O

Coroldrio 4.14. Se f, — f em L1[0, 1], entdo existe uma subsequéncia (fn;)52, tal que f,, — f
q.s.

Demonstracao. Basta combinar a Proposicao 4.12 e o Teorema 4.13. O

A partir da Proposigao 4.6, podemos concluir que, se p > ¢, entao L,[0,1] C L,[0, 1], onde
a inclusao é continua e prépria. Com isso, surge a questdao: serd que o conjunto L,[0,1] \

Ugsp Lal0, 1] é ndo vazio? Na sequéncia, vamos demonstrar que Ly [0, 1]\ U5, Lq[0, 1] # 0, e,

q>p
além disso, provaremos que esse conjunto ¢ espacavel.

Proposicao 4.15. O congunto L,[0,1]\ |, -, Lg[0, 1] € ndo vazio, para todo p > 0.

q>p

Demonstragdo. Primeiramente, note que {J ., Ly[0,1] = U, oy L,41[0,1]. De fato, esta igual-
dade segue quase imediatamente da Proposi¢ao 4.6. Agora, decomponha [0,1) = J)~, I,, em

que
L= lan,b,) = [1— 5,1 — 5).

Note que I, N I,,, = () sempre que n # m. Além disso, para cada n € N e cada z € I, existe um
tinico t,, € [0,1) tal que
r=(1—"tyn)an+ Tpby.

Como L, 1 [0,1] & L,[0,1], para cada n € N, podemos escolher h,, € L,|[0, 1\ L, 1(0,1]. Assim,

definamos a seguinte sequéncia de fungoes:

) halten), sexely
ful) = { 0, sex ¢ I,

Dessa forma, a ideia geométrica da construcao de cada f,, é reproduzir a funcao h,,, que esta

definida em [0, 1], no intervalo I,,. Assim, seja

f=2
=1

20

| —

\)

fi
HIilly



Entao,
oo

Z2’Hf!|p

=1

[e.e]

1| =1
ZQ_ !pr 212_

1 £1lp =

Logo, f € L,[0,1]. Por fim, note que f ¢ Lp+; [0, 1], para cada n € N pois, caso contrario, para

algum n € N, terfamos

L e
2% || fullp

em que fxr, ¢ a funcdo caracteristica do conjunto I,,. Sendo, L, 1 [0,1] um espago vetorial,

fxI, = € Ly 1[0,1],

inferimos que f, € L,, 1[0, 1], contradizendo o fato de que
1
||f”||p+% = (b, — an)p+”thHp+% = 0Q.

Logo, [ ¢ U,.en LH%[O, 1] e, portanto, L,[0,1]\ U, Lq[0, 1] # 0. O

Teorema 4.16. O conjunto L,[0,1]\ U, . L,[0,1] é espagdvel para todo p > 0.

q>p

Demonstragao. Assim como na demonstragao anterior, notemos que [0,1) = Uzozl I,,, onde

1 1
]n = [an,bn) = |:1—F,1—2—n) .

Além disso, para cada n € N e cada = € I,,, existe um unico ¢, € [0,1) tal que
r=(1—1t,n)an + tynbn.

Agora, considere f € L,[0,1]\ U > L,[0,1], onde f serd o vetor mae, para construirmos uma

sequéncia de fungoes (f,)52, com f, : [0,1] — R tal que

) f(ten), sexel,
fn(x)—{ 0, sex ¢ I,

Como a ideia geométrica da construcao de cada f, é reproduzir o grafico de f no intervalo I,,,

temos
[ full, = (bn — an)? || fllp < ||f]|, para cadan € N,
De fato,
1 1
v bn »
1l = ([ 18P+ [ @) = ([ inar)
Como o= = lun, SEgUE que

[ Gm)l) ==t ([ ) =i

Note que as funcoes f,, sao linearmente independentes uma vez que elas possuem suportes
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disjuntos. Com efeito, seja

Z a; fi =0 p-q.s. (4.1)
i=1

Escolha z, € I, tal que f,.(z,) # 0. Avaliando em (4.1) temos

ay fr(z,) = (Z%ﬁ) ;) =0,

e consequentemente «,, = 0. Analogamente, o; = 0, para todo i = 1,...,r. Além disso, o fato

dos suportes serem disjuntos também garante que

span{f, :n € N} C L,[0,1] \ U L,[0,1],

q>p

e com isso concluimos que L, [0, 1]\, L4[0, 1] é Xy-linedvel. Agora, no caso da espagabilidade,

q>p
vamos construir um operador linear continuo e injetivo 7" : F' — L,[0, 1], onde F' serd um espaco

de Banach de dimensao ¢ conveniente e tal que

T(F) c (Lp[o, 1\ U Lo, 1]) U {0}.

q>p

Com efeito, se ()52, € £;(R) onde s =1,se p>1es=p, se0<p<1,entdo

00 00 00
D Mandally = el llfally <D lanl* 111
n=1 n=1 n=1

= [[F1I5I1()7ZalI5 < oo

Como para p > 1 L,[0,1] é um espago de Banach (p-Banach para 0 < p < 1), segue pela
Proposigao 1.42 (resp. Proposicao 2.8) que Y~ @, fn € Ly[0,1]. Assim, o operador

T 0,(R) — L,[0, 1]
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estd bem definido. Além disso, dados ()52, (y;)52; € €s(R) e A € R, temos

oo

T((27)52 + My)i2n) = D (@5 + M) f

Jj=1

= wifi+ Y Ml
j=1 j=1

=Y nfi+ Ayl
j=1 J=1

=T((z)721) + AT ((y5)521)-

Logo, T ¢ linear. Agora, se Y .~ o, fn, = 0 p-q.s, entao dado qualquer k& € N e tomando zj, € I
tal que fr(xk) #,0 obtemos

ag fr(zg) = Zanfn(xk> = 0.

Logo, ay = 0 para todo k € N e, portanto, T' é injetivo. Assim, T'({4(R)) é um subespaco de
L,[0, 1] com dimensio igual & de £,(R), isto ¢, ¢. Assim, T(¢,(R)) é um subespaco de dimensio
infinita e fechado de L,[0,1]. Seja g € T(¢,(R)) \ {0} . Entdo, g # 0 p-q.s, isto é, o conjunto
A={z€0,1] : g(x) # 0} tem medida positiva de Lebesgue. Além disso, sendo g € T(£,(R)),

[o.¢]
segue que existem sequéncias (agk)> € l,(R), k € N tais que
i=1

g=lim T ((agk)):) em L,[0,1],

k—o0
isto é,

— 0, quando k — oc.

p

i aq(zk)fn -9
n=1

Segue doo Corolario 4.14, que existe uma subsequéncia (szl a;kj ) fn> 4

tal que
7=1

o0

Za%kj)fn(x) — g(z) p-q.s., quando j — oo.

n=1

Seja B o conjunto dos = € [0, 1] para os quais o limite acima existe. Entao, Bt = 0,1] — B
tem medida de Lebesgue nula. Uma vez que, A= (BN A)U (BN A) e (B*NA) ¢ B, segue
que BN A tem medida nula. Além disso, como m(A) = m(B N A) + m(B® N A) segue que,
m(B N A) =m(A) > 0. Logo, existe um o € BN A, xy # 1, tal que g(z9) #0 e

o0

Zagﬂj)fn(xo) — g(zp) em R, quando j — oo.

n=1
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J& que, zo € [0,1) = J 7, I, existe um tnico r € N tal que z¢ € I,. Assim,

ki) £, (0) Za ki) f.(20) — g(0) quando j — oo. (4.2)

n=1

Note que poderfamos ter escolhido f tal que f(x) # 0, para todo x € [0, 1]. Consequentemente,
fr(z) # 0 para todo z € I,. Dai, por (4.2),

im q) = g(o) _
jlﬁooa = (o) n#0 (4.3)

e assim, fr(a:)afj — g(x)p-.q.s em I, quando j — oco. Portanto,

frlz )Jlggo alki) = ]li)nolo fr(z)al®) = g(z) p-q.s em I, (4.4)

e de, (4.3) e (4.4),
g(x) =nf-(z) p-qs,z € I.

Logo, [lgllg = lInfrllg = [nlllf+]lg = oo e, portanto, g & Ly[0, 1]. O

Com esta nocao mais atual de (o, 3)-espagabilidade, surge a questao natural se L,[0, 1] \
Uqgsp Lal0s 1] € (e, B)-espagdvel para certos cardinais v e 3. Alguns matemadticos exploraram

esta questao. Veremos a seguir um desses resultados, o qual foi obtido em [19].

Teorema 4.17. L,[0,1]\ U, Lq[0,1] € (1, ¢)-espagcdvel em L,[0,1], para todo p > 0.

Demonstragao. Seja f € Ly[0,1]\ U, ., L4[0,1] e defina f = fx[ e ]7:: fX[lJ]: isto é,

Fi) = f(x), sex e [0,%]
/(@) { 0, sex¢ [O,%]
’ A:/x _ f(x), sex e {%,1]

/(@) { 0, sex¢ [%,1]

Assim, f ou f € Ly[0,1]\ U,>, Lg[0,1]. Sem perda de generalidade, assumiremos que fe

Lp[0, 1]\ U,sp Lgl0, 1]. Escreva [1,1) como uma sequéncia infinita de intervalos disjuntos I,, =

lan, by,). Note que, para todo n € N e z € [,,, existe um tnico ¢,,, € [0,1) tal que
r=(1—1t,n)an + tynby.

Agora, defina uma sequéncia de fungées f, : [0,1] — R dada por

fn<x> =

flton), z€l,
0, x ¢,

e note que, f, € L, pois para todo n € N, || f, ]|, < ||f|]p < |[[fl, - De fato, a conta da primeira
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desigualdade é analoga a feita na demonstracao do Teorema 4.16. Para a segunda desigualdade,

]
]

co1mo

N N

= ) fl), sexE[O,
f(x)—{ 0, sex¢ [0,

segue que

17 = ([ 17 |pdx) |
( o+ /;Od‘”)
(/ e !pda:)

Defina, p=1,se p>1lep=p,se 0 <p <1 Para (a;);%, € {5, temos
o (o]
S laifille = laPlAIE
i=1 i=1
. oo
<[ABD lail?
i=1

= 1 FIBII(a:)i24 5 < 0.

RS

IN

Logo, a série Y., ||a; fi|[E < oo. Como L,[0,1] é Banach (p-Banach, se 0 < p < 1), segue que

a série Y ° | a; f; converge em L,[0,1]. Dai, o operador

T Eﬁ — Lp[O, 1]

T((ai)i2y) = aof + Z a;fi
i=1
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estd bem definido. Além disso, dados (a;)2, (b))%, € 5 e A € K, temos

T((@; + Abi)i2g) = (ao + Abo) f + Y (as + Abi) fi

=1

i—1
i—1 i—1
=aof + Abof + iaifz‘ + )\i bifi = (aof + iaifi> + (Ab()f + )‘i bifi)
i=1 i=1 i=1 i=1
=aof + iaifi + A <bof + f:bifi)
i—1 i=1

= T'((ai)iZo) + AT ((b:)iZo)-

Logo, T ¢ linear. E ainda, se T((a;)2,) = 0, entdo aof + > .-, a;fi = 0. Em particular,
escolhendo z € [O, %} , segue que agf(x) = 0 quase sempre. Sendo f nao nula em [O, %} ,
podemos escolher x de modo que f(z) # 0. Assim, ag = 0 e, portanto, Y .o, a;f; = 0. Pela
definigao das f;’s (relembre que elas possuem suportes disjuntos), escolhendo y; € I; tal que
fi(y:) # 0, segue que a; = 0, para cada ¢ € N. Logo, T' ¢é injetivo. Observe que T'((a;)32,) ¢

L,[0,1] para todo g > p > 0 e (a;)52, # 0.

De fato, seja ig tal que a;, # 0. Se ap = 0, temos

IT(@)Zl, = [ ahif| = laal lfill, = oo
i=1 q
Se ag # 0, temos
IT((@)Zo)l, = ||a0f + D aii]| > laol | x|, = oo
=1 q

Assim, T'(£5) \ {0} C Ly[0, 1]\U,>, Lq[0, 1]. Logo, temos a (1, ¢)-lineabilidade e, portanto, T'(¢5)

¢ um subespago fechado c¢-dimensional de L,[0, 1]. Por fim, mostraremos que

T(6) \ {0} € L,y[0, 1]\ | Ly[0,1].

De fato, seja g € T'(¢;3) \ {0} . Entdo, g # 0 quase sempre, ou seja, o conjunto

A={zrel0,1]:g(z)# 0}

o0

€l; (keN)talque g=Ilimy T ((agk)fo >

tem medida positiva. Consideremos (al(»k)>
i=0

=0
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em L,[0,1]. Pela defini¢do do operador T', temos

T ((agk))oo ) = aék)f + E agk)fi — g em L,[0, 1], quando k — oo.
i=0
i=1

Em particular,
T <<a§k)>oo ) Xj0,1] — 9X[0,3] em Ly[0, 1] quando k — oo.
i=0 2 2

1

Sendo f; nula em [0, 5], para todo 7, temos

P f=T ((az(k)>00 ) Xj0,4] — 9X[o,] em L0, 1] quando k — oco. (4.5)
i=0/ "2 2

Por outro lado, a convergéncia em L,[0,1] dada em (4.5) nos garante que existe uma sub-

sequéncia (aékj ) f) tal que
j=1

k) T .
a(() J)f(x) — QX[O,%](fB) q.s quando j — oo.

De fato, como convergéncia em L, implica em convergéncia em medida, basta aplicarmos o
Teorema 4.13. Além disso, sendo f nao nula quase sempre, existe 2o em [0, 3] tal que f(zo) # 0
e

k. -~ .
a((] ’)f(xg) — gx[oé](xo) quase sempre quando j — oo.
Dai, lim;_, a(()kj ) existe uma vez que

. X710, 11(x
oy Pt
f(zo)

quando j — oo.

Pelas propriedades do limite, asseguramos que
al? [ —s af em L0, 1] (4.6)
em que o = lim;_,, aékj). De (4.5) e (4.6) e pelo Teorema 4.13 temos,
IXp.y = 04]7 quase sempre.
Se o # 0, entao

q

1
2
oo,

0

1
loll? = / g(0)|dt > / (0 |1dt = o
0

provando que g ¢ Ly[0,1]. Se a = 0, entdo gx, 1= 0 quase sempre. Assim, defina

fX[o,%] . =
A={ze[}1]:g(x)#0}.

Como A possui medida positiva e IXp.L) = 0, entao A tem medida positiva. Além disso, como

g =limy_,oo T ((agk)>i:0> em L,, entao
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— 0 quando j — oo.

’ (aék)f +Y aPf, - g) X[31]

Em particular, pelo Corolario 4.14, existe uma subsequéncia

(7S]

( )+ Za ) fo(x > X[11 ]( x) — g(x)x[%,l](x) q.s., quando j — oo.

p

tal que

Dessa forma o conjunto BE, em que Bé o conjunto dos x € [1/2, 1] para os quais o limite acima
existe , possui medida nula. Note que A = (BN A)U (BN A). Como Bt N A tem, medida
nula e A tem medida positiva, garantimos que B N A tem medida positiva. Agora, seja C' =
{z €10,3]: f(z) =0}. Como fo= X1y € Lp[0,1]\ Uysp Lgl0, 1], segue que C' tem medida
nula. Sendo cada f,, uma reprodugao da f no intervalo I,,, temos que C,, = {x € [, : f,(z) = 0}

tem medida nula para todo n € N. Além disso,
BNA=(BNANC,)U(BNAN(L,\C,)).

Uma vez que BN ANC,, tem medida nula, tem-se que BN AN (I, \ Cy) possui medida positiva
para cada n € N. Portanto, fixado r € N, podemos escolher 7y € BN A N (I, \ C,) tal que

g(wo) # 0, f(x0) #0 e

ag?) f(wo) + al™) fo(z0) = i f(z0) + > als) fu(wo) — g(x0) quando j — oo.

n=1
Como lim;_, a(()kj) = a = 0, obtemos
lim a(k ) = 9(zo) = 0.
J—roo fr(xﬂ) 7 ?é

E ainda, como f,x;,.(z)ar (k3) gx1,(z) quase sempre, quando j — oo, pela unicidade do limite,
garantimos que gx; = 71fr-x1. ¢.S., 0 que implica que gx;, ¢ L,[0,1] e, consequentemente,

g ¢ L,[0, 1] para todo g > p, pois

1 1
loll® = / lg(t) odt > / 9(t)odt = / Inf(B)dt = ] / )1t = 0] | foxn | = oo,

Portanto, T'(¢5) \ {0} C L,[0,1] \ Uysp Lal0, 1] €, assim, segue o resultado. O

Em [19], os autores deixaram em aberto o problema abordado no Teorema 4.17, quando

a > 1. Este problema foi resolvido em [2] e apresentaremos sua prova agora.
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Teorema 4.18. Para todo 0 < p < o0 e a € N, o conjunto Ly[0,1] \ U, Lg[0,1] € (v, ¢)-

espacadvel.
Demonstragdo. Sejam gy, ..., g, € Ly[0, 1] vetores linearmente independentes tais que [|g;[|, = 1
paratodoi=1,...,ne

span {gr,..., g} \ {0} € Ly[0, 1]\ | L,[0.1].

q>p

Vamos considerar a representacao do intervalo semi aberto (0, 1] como a seguinte uniao disjunta

mu:G@

R 1 1
onde ]k = (m,z

e Uy Lolli] tem codimensdo infinita (veja [7, Theorem 4.4]), pelo Teorema 1.19 podemos

| e fixemos k € N. Como Ugsp Lallk] é um subespago vetorial de Ly|[Ix]

considerar um subespago Vj de L,[I;] de dimensao infinita tal que

LylIx) = Vi ® | Ly[Ii)-

q>p

Agora, consideremos a projecao canonica Py : L,[Ix] — Vi e seja

fk € ‘/k \ Pk (SpCLTL {gl‘fka s >9n’1k})
com HﬁHp = 1. Vamos provar que, para todo aq,...,a, € K,
fr+ Z a9, ¢ U L,[I]. (4.7)
=1 q>p

De fato, se existem aq,...,a, € K tais que ]?k + > aigiln, € Uq>p L,[Iy], como

. n . n n n

fr+ Za’igi‘lk = fu+ DBy (Z ai!]i’@) + <_Pk <Z a’igilflg) + Z aiQiM) ;

i=1 i=1 i=1 i=1

poderiamos concluir que ﬁ—i—Pk (=%, aigi|r,) = 0 e, portanto, ﬁ € Py (span{gi|r,---:9nl1.})
que nés sabemos que nao acontece. Definap=1sep>1lep=pse0 < p < 1. Além disso,

considere f, € L,[0,1]\ U, Lg[0, 1], onde
0, em|0,1]\ I
fk) €m Ik
Para (a;)°, € {5, temos
largall?+ - + llangally + D Nlasfinlly =Y lail” < 0o
i=n+1 i=1
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Como L,[0,1] é um espaco de Banach para p > 1 ou quasi-Banach quando 0 < p < 1, segue
que
aigi + -+ QnGn + Z a’ifi—n € Lp[[)) 1]
i=n+1

Portanto, podemos definir o operador

T : 05— L,[0,1]

o0
T((a:)2y) = a1g1 + -+ + angn + Z a; fien-
i=n+1

Calculos similares aos ja feitos anteriormente, garantem que 7" é linear. Denotando por supp(f;) =
{x € X : fy(z) # 0}, como supp(f;) Nsupp(f;) =0, para i # j, concluimos (também similar ao
que ja foi feito anteriormente) que T" é injetora e, portanto, T'(¢;) possui dimensdo infinita. A

seguir, mostraremos que existe um inteiro positivo mg tal que o conjunto

{91

é linearmente independente em L[ J", I;] para todo m > my, onde

Ui Zio- -2 9n Uzllli’fl Uzllli""’fm U;Zl]i}

m
my = min {m : {91|U§11 iy - 7g"|U:-111i} é linearmente independente em L, [U ]k] } )
i=1

Por simplicidade, defina

Assim, dado m > my, sejam by, ..., b, 011, ..., bpem € K tais que

bigils, + + bugnlsn + bns1filg, + 0 F bpsm Sl s, =0,

isto é,
blgl\Jm + -+ bngn‘Jm = _bn+1f1‘Jm - bn+mfm’Jm' (48)

Restringindo a igualdade em (4.8) para I; C J,,, j =1,...,m, temos
blglllj + -+ bngn|lj = _bn-i-jfjv

isto é, —bny;f; = Pj(b1g1|lj + e+ bn9n|1j) € b (317@” {91|Ij, e >gn|1j}) .

Como fJ ¢ P; (span{gi|1,,- -, gnls, }) , concluimos que b,4; = 0. De (4.8) temos
blgl|Jm +--+ bngnlJm = 07

e pelo Lema 4.19 (que serd demonstrado a seguir), obtemos by = - -- = b, = 0. Agora, vejamos
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que

T(6) \ {0} € Ly[0, 1]\ | Ly[0,1].

Para concluirmos o argumento, considere h € T'(¢3) \ {0} e seja (az(k)> € U5 (k € N) tal que

T ((al(-k)>oo ) — hem L,0, 1] quando k — oo.

=1

Assim, observe que T’ ((af—k)> ) |r — h|r em L,(I) quando k — oo para qualquer subinter-
i=1

valo I de [0, 1]. Indo mais além, a estratégia serd provar que existe uma sequéncia de escalares
(a;)ien tais que
[o¢]
a1g1 + -+ angn + ZanJrifi = h.
i=1

De fato, para um m > my fixado, note que

(

a1k)91\Jm + e+ aff)gn\Jm + a;k-gﬂfl A @ﬁmfmbm

(o) )b

1=

quando, k — oo e que

spa'n{gllJm7 s ’gTL|Jm’fl|Jm7 .- 'afm|Jm}

é um subespago de dimensao finita em L,[J,,]. Como todo subespago de dimensao finita de um

espago vetorial topoldgico é fechado (veja Teorema 1.44), existem escalares a;(m), . . ., apim(m)
tais que
hls, = ax(m)gils, + - - + an(m)gnl s, + ania(m) fils, + -+ Gngm(m) frnl s, (4.9)

De forma andaloga, para m > m, segue que
My = ar(m)gils, + - 4 an(M)gnl sy + a1 (M) frlsg + -+ + anam (M) fia] gy, - (4.10)
Restringindo (4.10) a J,,, e comparando com (4.9) obtemos
ar(m)gils, + - 4 an(M)gnl sy + ansa (M) fil sy + -+ + g (M) fil 1,

= h|s, = a1(m)gils,, + -+ an(M)gn| s, + Gng1(Mm) fils, + - + G (M) firu 7,0

Como o conjunto

J"L? fl J’VV‘L}

é linearmente independente, obtemos aj(m) = a;(m) para todo j = 1,...,n + m. Assim,

{gl|Jm7"'7gn Jma"'7fm
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podemos concluir que existe uma sequéncia de escalares (a;)°; tal que para todo m > my,

<a191 o g+ ) a’n-‘rifi) g = (@191 + -+ + angn) |1, + (Z a”“fi) |72
i=1

=1

= hls,

e entao, finalmente temos
o
argy+ -+ Angn + Y Gnsifi = h.
i=1

Uma vez que h # 0, segue que (a;):2, # 0. Portanto, se a,.; = 0 para todo i € N, temos

h=ayg + -+ angn € span{gi, ..., g} \ {0} C L,[0, 1]\ ] L, [0, 1].

q>p

Em contrapartida, se a,; # 0 para algum i € N, de (4.7) obtemos

1 ~
hlr, = fi+
An4ig Ap4i

(algl ot angn>|fi ¢ U LQ[IZ]

q>p

Consequentemente, h ¢ |J . L,[0,1] e o resultado segue. O

q>p

Lema 4.19. Euxiste um inteiro positivo my tal que o conjunto

{91|UZZ11 Iiy- - 7gn|U:.';11 Il-}

¢ linearmente independente em Ly, [ ;" L] -

Demonstracao. Fixe j € {1,...,n} e defina

" 1
IJn=\L=—-,1).
zL_Jl (m +1 )
Como g;|;,, — g; em Ly[0,1] quando m — oo segue que g;|;,, # 0 para todo m sufici-
entemente grande. Para fins de contradi¢ao, suponha que nao exista um inteiro m; posi-
tivo tal que {gl\Jml, o ,gn\Jml} seja linearmente independente em L, [J,,,,]. Entao, o con-
junto {gils,.s---+Gnls, } ¢é linearmente dependente em L, [J,,,] , para todo m € N. Assim, para

cada m € N, seja {91(m)| Tms s Gr(m)| Jm} um menor subconjunto linearmente dependente de
{ g1 Jm} e defina

J7n17“'7g7l

¢o:N—=PH1,...,n})
90<m) - {1(m)v ’r(m)}

em que P({1,...,n}) é o conjunto de todos os subconjuntos de {1,...,n}. Dado que o con-
tradominio de ¢ é finito e o dominio é infinito, pelo Principio de Dirichlet (Teorema 1.4),

podemos garantir que existem infinitos elementos de N mapeados para um mesmo subconjunto
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de P({1,...,n}). Mais precisamente, existe {ji, ..., j»} € p(N) tal que card(p="({j1, ..., Jr})) =
Ng. Agora, defina N’ := o1 ({4, ....,5-}) C N e note que

{9100 Grem) g } = LG - 9501}

Dessa forma, se m,m € N’ sdo tais que m < m, entao existem by, ...,b._1,b1,...,b._1 € K tais
que

gj7'|Jm = blgjl |Jm + b2.gj2|=]m + e + b”"—lgjrfl |Jm
gjr|JﬁL = blgj1 |Jm + b2gj2|Jm +-eot b”’_lgj'rfl |Jm' (4'11)
Restringindo (4.11) a J,, temos

g]r‘Jm = blgjl |Jm + b2g]2|']m + e + b'r*lgjr—l ’Jm
= blgjl |Jm + b2.gj2|Jm oot br—lgjr—l |JﬁL

e consequentemente, (b;—by)g1| s, + -+ (br—1—br_1)gr_1],, = 0. Como o conjunto {93 g - Gl o }
é um menor subconjunto linearmente independente de {g11,,., -, gnls,, } , podemos concluir que
b, = by, para cada k =1,...,r — 1. Sendo m € N’ arbitrario, obtemos

Gjol g = 01951 | 50 + 029550 + -+ br195, 4 1

para todo m € N'. Assim,

g_]'r mlé%, g]'r|Jm
- rlniergf (b19j1 | g + 0295 lma, + -+ br210j, 4 ‘Jm)
= blgj1+7 ey —|—be1ng_1

o que contradiz o fato de {gi, . .., gn } ser linearmente independente. Portanto, segue o resultado.
m
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