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Agradeço aos professores da graduação Vińıcius Almeida pelo apoio e incentivo para seguir

na Análise Funcional e o meu eterno orientador e amigo Edney pelo apoio, conselhos, fofocas

e confiança desde quando decidi ir para Uberlândia. A todos os professores do mestrado que
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Resumo

Neste trabalho, exploramos uma nova abordagem para a espaçabilidade em conjuntos de

sequências e funções. Investigamos essa noção mais restritiva em certos conjuntos de sequências
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ix



SANTOS, M. M. A new approach to spaceability in sequence and function sets 2025. (80 pages)

p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlândia, Uberlândia-MG.

Abstract
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de espaçabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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3.1 Espaços de Sequências . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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Introdução

A estrutura mais importante da Análise Funcional é a de espaço vetorial, em particular os

de dimensão infinita que, munidos de uma topologia, tornam cont́ınuas as operações de soma e

produto por escalar. Os exemplos clássicos dessas estruturas são os espaços vetoriais normados.

No ińıcio dos anos 2000, vários pesquisadores se interessaram pelo estudo da linearidade em

ambientes a priori não lineares, ou seja, a busca por estruturas lineares em objetos matemáticos

que satisfazem certas propriedades especiais. Essa abordagem originou uma área de intensa

pesquisa em matemática chamada lineabilidade, termo introduzido pelo matemático V.I. Gu-

rariy. Mais precisamente, um subconjunto A de um espaço normado E de dimensão infinita

é dito lineável (espaçável) se A contém, exceto possivelmente pelo vetor nulo, um subespaço

(subespaço fechado) de E de dimensão infinita.

Considerando-se a vasta lista de referências do livro Lineability: The Search for Linea-

rity in Mathematics [4], podemos observar que os resultados positivos sobre lineabilidade e

espaçabilidade são bastante comuns, e que os espaços de sequências e os espaços de funções são

ambientes muito favoráveis para o seu estudo.

Em contrapartida, González e Cabrera (2014) [7] afirmam que, no caso da espaçabilidade,

não existem muitos critérios gerais expĺıcitos de existência de grandes subespaços fechados

em um subconjunto de um espaço vetorial topológico. Na verdade, a maioria das provas de

espaçabilidade em configurações espećıficas são feitas de forma direta e construtiva [1, 3, 15, 18].

Uma técnica que tem se mostrado bastante eficaz na abordagem clássica para explorar pro-

blemas de espaçabilidade em conjuntos de sequências e funções, e que utilizamos em algumas

das principais demonstrações deste trabalho, é a técnica do “vetor mãe” [12]. De forma sim-

plificada, essa técnica consiste em manipular convenientemente um vetor (que pode ou não

pertencer ao subconjunto A do espaço normado de dimensão infinita E) e, a partir dele, cons-

truir um subespaço de dimensão infinita (fechado, no caso da espaçabilidade).

Recentemente, em [19], as noções de (α, β)-lineabilidade e (α, β)-espaçabilidade foram in-

troduzidas como uma tentativa de explorar até que ponto os resultados positivos de lineabili-

dade/espaçabilidade permanecem válidos sob condições mais restritas.

Assim, motivados pelos resultados apresentados em [19], nesta dissertação vamos explorar

essa nova abordagem de espaçabilidade em três tópicos distintos. No primeiro tópico, dados

os números cardinais α e β, com α ≤ β, vamos investigar a (α, β)-espaçabilidade no conjunto

das sequências absolutamente p-somáveis. No segundo, motivados pelos artigos [3, 15], vamos

xiv



estudar a espaçabilidade de conjuntos de operadores entre espaços de sequências e enunciar

algumas de suas consequências. E, por fim, no terceiro tópico, vamos analisar as condições da

(α, β)-espaçabilidade no conjunto das funções mensuráveis p-integráveis de [0, 1] em R, cujas
principais referências são [2, 10, 19, 29].

Esses tópicos serão discutidos respectivamente nos Caṕıtulos 2, 3 e 4 deste trabalho, onde,

além dos resultados principais, serão apresentadas propriedades que nos auxiliam no seu en-

tendimento. O objetivo do Caṕıtulo 1, por sua vez, é fornecer a base teórica necessária para

a compreensão dos caṕıtulos subsequentes, abordando propriedades relacionadas aos conjuntos

dos números naturais e cardinais, resultados sobre sequências e séries de números reais, além

de tópicos da Álgebra Linear e da teoria dos Espaços Normados e Operadores.

Mônica Madeira dos Santos

Uberlândia-MG, 26 de março de 2025.
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Capı́tulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos alguns resultados sobre os números naturais, os cardinais,

espaços vetoriais, espaços normados que serão importantes para o desenvolvimento dessa dis-

sertação.

1.1 Números Naturais

Além de ser um conjunto infinito e nos permitir contar objetos, inclusive subconjuntos do

próprio conjunto, os números naturais possuem propriedades que nos possibilita operá-los ou

dividi-los para um entendimento maior de sua estrutura. Nesta seção, apresentaremos algumas

dessas propriedades que serão fundamentais ao longo do nosso trabalho.

Definição 1.1. Um número natural diferente de 0 e 1 e que é apenas um múltiplo de 1 e si

próprio é chamado de número primo. Um número natural diferente de 0 e 1 que não é primo é

chamado composto.

Teorema 1.2 (Teorema Fundamental da Aritmética). Dado um número natural n ≥ 2, existem

um número r > 0, números primos p1 < p2 < · · · < pr e números naturais não nulos n1, . . . , nr

tais que

n = pn1
1 · · · pnr

r ,

além disso esta escrita é única.

Para mais detalhes, veja [23, p. 72].

Proposição 1.3. Sejam

N1 := {1} ∪ {p : p é primo}

e

Ni := {p1p2 · · · pi : p1, . . . , pi são primos} ,

para todo i ≥ 2. Então, cada Ni é subconjunto infinito de N, satisfazendo Ni ∩Nj = ∅, se i ̸= j

e N =
⋃∞

i=1 Ni.

2



Demonstração. Como existem infinitos primos, segue que o conjunto N1 ⊆ N é infinito. Assim,

Ni é infinito para cada i ∈ N. Logo, pelo Teorema Fundamental da Aritmética (Teorema 1.2)

segue que Ni ∩ Nj = ∅, se i ̸= j e também que N =
⋃∞

i=1 Ni.

Teorema 1.4 (Prinćıpio de Dirichlet). Queremos guardar m objetos em n gavetas. Se m > n,

então alguma gaveta deverá conter mais de um objeto.

Demonstração. Veja [24, Teorema 3.4.1, p. 69].

1.2 Números Cardinais

Segundo os autores em [4], os números cardinais são, de certa forma, uma extensão dos

números naturais e a aritmética cardinal é a extensão da aritmética básica dos naturais para os

números cardinais. Embora não definiremos de forma rigorosa o que são os números cardinais,

adotaremos a convenção que cada conjunto A está associado a um número cardinal denotado

por card(A), que mede a quantidade de elementos do conjunto A. Em seguida, traremos

resultados que nos permitirão trabalhar com números cardinais.

Definição 1.5. Sejam A, B dois conjuntos. Dizemos que:

i) card(A) ≤ card(B) se existe uma aplicação f : A → B injetora.

ii) card(A) ≥ card(B) se existe uma aplicação f : A → B sobrejetora.

iii) card(A) = card(B) se existe uma aplicação f : A → B bijetora.

iv) card(A) < card(B) se card(A) ≤ card(B) e não existe uma aplicação f : A → B bijetora.

v) card(A) > card(B) se card(A) ≥ card(B) e não existe uma aplicação f : A → B bijetora.

Além disso, observamos claramente que se card(A) ≤ card(B) e card(B) ≤ card(C), então

card(A) ≤ card(C).

Observação. Dizemos que um número cardinal card(A) é:

i) finito se A é um conjunto finito, caso contrário, dizemos que é infinito.

ii) enumerável se A é finito ou card(A) = card(N).

Escrevemos que a card(A) = n para denotar o cardinal de um conjunto A finito com n

elementos. E ainda, denotamos por

card(N) = ℵ0 e card(R) = c.

Agora, enunciaremos alguns resultados importantes referentes a ordem dos números cardinais.

Teorema 1.6 (Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder). Se card(A) ≤ card(B) e card(A) ≥
card(B), então card(A) = card(B).

Demonstração. Veja [4, Theorem I.3, p. 2].
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Teorema 1.7. Se α, β são números cardinais, então α ≤ β ou β ≤ α.

Demonstração. Veja [4, Theorem I.5, p. 3].

Proposição 1.8 (Teorema de Cantor). Para qualquer conjunto A, tem-se card(A) < card(P(A)).

Demonstração. Veja [4, Proposition I.6, p. 4].

Proposição 1.9. Se α é um número cardinal infinito, então α ≥ ℵ0.

Demonstração. Veja [4, Proposition I.7, p. 4].

1.2.1 Aritmética dos Cardinais

Como dito anteriormente, uma vez que os cardinais podem ser vistos como uma extensão

dos naturais o próximo passo é apresentar resultados que nos permitem operar com esses mesmos

números.

Definição 1.10. Sejam α, β números cardinais. Definimos, αβ := card(AI) onde α = card(A)

e β = card(I) e AI := {f : I → A : f é função} .

Teorema 1.11. Sejam α, β, γ ≥ 1 números cardinais. Então

i) α + β = β + α, α · β = β · α.

ii) (α · β)γ = (αγ) · (βγ).

iii) αβ+γ = (αβ) · (αγ).

vi) (αβ)γ = αβ·γ = (αγ)β.

Demonstração. Veja [16, Theorems 8K, 8L, 8R and 8S].

Proposição 1.12. Sejam α, β números cardinais com 1 ≤ β ≤ α e α infinito. Então,

α + β = α e α · β = α.

Demonstração. Veja [4, Theorem II.2, p. 6] e [4, Theorem II.4, p. 7].

Corolário 1.13. Se α, β, γ são números cardinais infinitos com β + α = γ e α < γ, então

β = γ.

Proposição 1.14. card(R) = card(P(N)), ou seja, 2ℵ0 = c.

Demonstração. Veja [4, Proposition II.6, p. 9].

Proposição 1.15. cℵ0 = c.

Demonstração. Veja [4, Proposition II.8, p. 9].
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1.3 Resultados da Álgebra Linear

Nesta seção, revisaremos alguns resultados fundamentais sobre espaços vetoriais que serão

recorrentes ao longo desta dissertação. Durante todo o trabalho, assumiremos que os espaços

vetoriais em questão são definidos sobre o corpo K, onde K pode ser R ou C.

Definição 1.16. Sejam W1,W2 dois subespaços vetoriais de um espaço vetorial V. Definimos

a soma destes subespaços por

W1 +W2 := {w1 + w2 : w1 ∈ W1 e w2 ∈ W2} .

A soma W1 +W2 é direta se W1 ∩W2 = {0} e, neste caso, escrevemos V = W1 ⊕W2.

Proposição 1.17. Sejam V um K-espaço vetorial e W1,W2 dois subespaços de V . Então

V = W1 ⊕W2 se, e somente se, cada elemento v ∈ V se escreve de maneira única como uma

soma v = x1 + x2 com xi ∈ Wi, i = 1, 2.

Demonstração. Veja, [13, Proposição 2.6.5, p. 72].

A proposição anterior pode ser generalizada para a soma direta de vários subespaços (veja

[13, Definição 2.6.7, p. 73]).

Teorema 1.18. Todo espaço vetorial não vazio possui uma base.

Demonstração. Veja, [14, Teorema 2.6, p. 26].

Teorema 1.19. Seja V um espaço vetorial sobre K e seja C um conjunto linearmente inde-

pendente em V . Então existe uma base B de V contendo C.

Demonstração. Veja, [13, Teorema 2.8.1, p. 78].

Em particular, o Teorema 1.19 nos garante que todo subespaço W de V é uma soma direta

V = W ⊕ U para algum subespaço U de V.

1.4 Sequências e Séries de Números Reais

Definimos algumas noções e apresentamos alguns resultados sobre sequências e séries em

R que serão revisitados ao longo dos resultados dessa dissertação.

Definição 1.20. Uma sequência de números reais é uma função x : N → R que associa a cada

número natural n um número real xn, chamado n-ésimo termo da sequência.

Denotamos por (x1, x2, . . . , xn, . . . ), (xn)
∞
n=1 ou simplesmente por (xn)n∈N a sequência cujo

n-ésimo termo é xn.

Definição 1.21. Seja x = (xn)n∈N uma sequência de números reais. Uma subsequência de x é

uma restrição x′ de x a um subconjunto infinito N′ = {n1 < n2 < · · · < nk < . . . } de N.
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Podemos escrever x′ = (xn)n∈N′ , (xnk
)k∈N ou (xnk

)∞k=1.

Definição 1.22. Dizemos que uma sequência (xn)
∞
n=1 é limitada quando o conjunto dos seus

termos é limitado, ou seja, se existe M ∈ R∗
+ tal que |xn| ≤ M, para todo n ∈ N.

Definição 1.23. Dizemos que o número real x é o limite da sequência (xn)
∞
n=1 quando para

todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que |xn − x| < ε, sempre que n > n0.

Se existe o limite x da sequência (xn) dizemos que a sequência (xn) é convergente e, neste

caso, escrevemos lim xn = x ou xn → x. Caso contrário, (xn) é dita divergente.

Teorema 1.24 (Unicidade do limite). Uma sequência não pode convergir para dois limites

distintos.

Demonstração. Veja [26, Teorema 1, p. 25].

Teorema 1.25. Se lim xn = x, então toda subsequência de (xn) converge para x.

Demonstração. Veja [26, Teorema 2, p. 25].

Teorema 1.26. Toda sequência convergente é limitada.

Demonstração. Veja [26, Teorema 3, p. 25].

Definição 1.27. Uma sequência (xn)
∞
n=1 é chamada de monótona quando temos xn ≤ xn+1

ou xn+1 ≤ xn, para todo n ∈ N. No primeiro caso dizemos que (xn) é não-decrescente e, no

segundo caso, não-crescente.

Em particular, se xn < xn+1 (respect. xn+1 < xn) dizemos que a sequência é crescente

(respect. decrescente), para todo n ∈ N.

Teorema 1.28. Toda sequência monótona limitada é convergente.

Demonstração. Veja [26, Teorema 4, p. 26].

Corolário 1.29 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequência limitada de números reais

possui subsequência convergente.

Demonstração. Veja [26, Corolário, p. 26].

Definição 1.30. Seja (xn)
∞
n=1 uma sequência de números reais. A sequência de somas parciais

induzida por (xn)
∞
n=1 é a sequência (sn)

∞
n=1 dada por

sn =
n∑

i=1

xi = x1 + x2 + · · ·+ xn.

O limite da sequência (sn)
∞
n=1 é denotado por

∑∞
n=1 . Quando este limite existe, dizemos

(xn)
∞
n=1 é uma sequência somável e s =

∑∞
n=1 xn será chamado de soma da série, cujo termo

geral é xn. Caso contrário, dizemos que
∑∞

n=1 xn é uma série divergente.

Teorema 1.31. Se uma sequência é somável, então seu termo geral tem limite zero.
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Demonstração. Veja [26, Teorema 2, p. 40].

Observação. A rećıproca do Teorema 1.31 é falsa. De fato, basta considerar a série harmônica∑∞
n=1

1
n
que é divergente apesar de seu termo geral, 1

n
tende a zero.

Definição 1.32. A sequência (xn)
∞
n=1 é dita absolutamente somável quando a sequência (|xn|)∞n=1

é somável.

Teorema 1.33. Toda sequência absolutamente somável é somável.

Demonstração. Veja [26, Teorema 4, p. 41].

1.5 Espaços Normados e Operadores Lineares

Segundo Botelho et al. [11], podemos considerar a Álgebra Linear como uma Análise

Funcional em dimensão finita, enquanto a Análise Funcional pode ser vista como uma Álgebra

Linear em dimensão infinita. Na Álgebra Linear estamos interessados no estudo dos espaços

vetoriais e das transformações lineares entre eles, enquanto que na Análise Funcional o foco está

no estudo dos espaços normados, especialmente os espaços de Banach de dimensão infinita, e

nos operadores lineares cont́ınuos entre eles.

Definição 1.34. Seja M um conjunto qualquer não vazio. Uma métrica em M é uma função

d : M ×M → R que satisfaz as seguintes condições:

D1) d(x, y) ≥ 0, para todos x, y ∈ M e d(x, y) = 0 se, e somente se, x = y;

D2) d(x, y) = d(y, x), para todos x, y ∈ M ;

D3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), para todos x, y, z ∈ M (desigualdade triangular).

O par (M, d) é dito espaço métrico. Por convenção, é natural escrevermos apenas M para

se referir ao espaço métrico cuja métrica d é conhecida. Um exemplo clássico de espaço métrico

é o conjunto dos números reais cuja métrica usual é dada por d(x, y) = |x − y|, para todo

x, y ∈ R.

Definição 1.35. Seja M um espaço métrico. Diremos que uma sequência (xn)
∞
n=1 ⊂ M con-

verge para um ponto x ∈ M se dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que d(xn, x) < ε, para todo n ≥ n0.

Neste caso, escrevemos xn → x.

Proposição 1.36. Sejam M um espaço métrico, A ⊂ M e x ∈ M. Então x ∈ A se, e somente

se, existe uma sequência (xn)
∞
n=1 ⊂ A tal que xn → x.

Demonstração. Veja [28, Proposição 12.2, p. 32].

Corolário 1.37. Sejam M um espaço métrico e A ⊆ M. Então A é fechado se, e somente se,

para toda sequência (xn)
∞
n=1 ⊆ A tal que xn → x tem-se x ∈ A.

Definição 1.38. Uma sequência (xn)
∞
n=1 ⊂ M é dita de Cauchy se para todo ε > 0, existe

n0 ∈ N tal que d(xn, xm) < ε, sempre que m,n > n0.
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É claro que toda sequência convergente é de Cauchy. Além disso, um espaço métrico M

é dito espaço métrico completo ou apenas completo quando toda sequência de Cauchy em M

converge para um limite que também está em M .

Definição 1.39. Seja E um espaço vetorial. Uma norma é uma função ∥·∥ : E → R que

associa a cada x ∈ E um número real ∥x∥ e satisfaz as seguintes condições:

N1) ∥x∥ ≥ 0, para todo x ∈ E e ∥x∥ = 0 se, e somente se, x = 0.

N2) ∥λx∥ = |λ| ∥x∥ , para todo x ∈ E e λ ∈ K.

N3) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ , para todos x, y ∈ E.

Um espaço vetorial E munido de uma norma é chamado de espaço vetorial normado. Sempre

que nos referirmos a um espaço normado, estaremos considerando-o como espaço métrico com a

métrica induzida pela norma. Portanto, todos os resultados da teoria sobre os espaços métricos

é válida para espaços normados.

Definição 1.40. Seja E um espaço normado. Dizemos que E é um espaço de Banach se for

completo com a métrica induzida pela norma.

Proposição 1.41. Sejam E um espaço de Banach e F um subespaço vetorial de E. Então F

é um espaço de Banach com a norma induzida de E se, e somente se, F é fechado em E.

Demonstração. Veja, [11, Proposição 1.1.1, p. 2].

A próxima proposição nos permite caracterizar um espaço normado completo.

Proposição 1.42. Um espaço normado E é completo se, e somente se, cada série absoluta-

mente convergente em E é convergente.

Demonstração. Suponhamos que E seja completo e seja (xj) ⊂ E tal que
∑∞

j=1 ∥xj∥ < ∞.

Além disso, defina sn =
∑n

j=1 xj para cada n ∈ N. Dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que para

todos n > m > n0,

∥sn − sm∥ =

∥∥∥∥∥

n∑

j=m+1

xj

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

j=m+1

∥xj∥ < ε.

Logo, (sn) é uma sequência de Cauchy em E. Como, por hipótese, E é completo, segue que

(sn) é convergente em E, ou seja,
∑n

j=1 xj converge. Reciprocamente, suponhamos que cada

série absolutamente convergente em E seja convergente. Para provarmos que E é completo, seja

(xn) uma sequência de Cauchy em E. Então, conseguimos construir uma sequência estritamente

crescente (nj) ⊂ N tal que

∥xn − xm∥ ≤ 1

2j
para todo n,m ≥ nj.

Em particular,
∞∑

j=1

∥∥xnj+1
− xnj

∥∥ ≤
∞∑

j=1

1

2j
= 1.
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Portanto
∑∞

j=1

∥∥xnj+1
− xnj

∥∥ é convergente e, portanto, a série
∑∞

j=1(xnj+1
−xnj

) é convergente

em E. Como

xn1 +
k∑

j=1

(xnj+1
− xnj

) = xnk+1
,

conclúımos que a sequência (xnk
) converge em E. Como (xn) é uma sequência de Cauchy em

E que possui uma subsequência convergente, segue que (xn) é convergente em E. Portanto, E

é completo.

Na Análise Funcional, as bases algébricas dos espaços de Banach não são muito favoráveis

para se trabalhar (veja Proposição 1.58) portanto, como estamos interessados em espaços de

Banach de dimensão infinita, precisaremos dos resultados que se seguem.

Teorema 1.43. Seja E um espaço de Banach sobre K com dim(E) = ∞. Então toda base de

E tem dimensão igual a cardinalidade de E, isto é, dim(E) = card(E).

Demonstração. Veja [22, Theorem 3.5, p. 5].

Teorema 1.44. Todo espaço normado de dimensão finita é um espaço de Banach. Consequen-

temente, todo subespaço de dimensão finita de um espaço normado E é fechado em E.

Demonstração. Veja [11, Teorema 1.1.6, p. 5].

Definição 1.45. Uma sequência (xn)
∞
n=1 no espaço de Banach E é chamada base de Schauder

de E se cada x ∈ E tem uma representação única sob a forma

x =
∞∑

n=1

anxn,

onde cada an ∈ K, para todo n ∈ N. A unicidade da representação permite considerar os

funcionais lineares

x∗
n : E → K

∞∑

j=1

ajxj 7→ an,

que são chamados de funcionais coeficientes (ou funcionais coordenadas ou ainda funcionais

biortogonais associados).

A unicidade da representação garante que os vetores de uma base de Schauder são linear-

mente independentes. Além disso, por simplicidade, bases algébricas de espaços de dimensão

finita também são ditas bases de Schauder.

Teorema 1.46 (Teorema Banach-Mazur, Bessaga-Peleczýnski,Gelbaum). Todo espaço de Ba-

nach de dimensão infinita contém um subespaço de dimensão infinita com base de Schauder.

Demonstração. Veja [11, Teorema 10.4.10, p. 295].
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Definição 1.47. Uma sequência (en)
∞
n=1 em um espaço de Banach E é uma sequência básica

se for uma base de Schauder para span {en : n ∈ N}. Além disso, uma sequência básica é dita

regular se estiver limitada a zero, isto é, se estiver inteiramente fora de alguma vizinhança de

zero.

Teorema 1.48 (Critério de Banach-Grumblum). Uma sequência (xn)
∞
n=1 de vetores não nulos

de um espaço de Banach E é uma sequência básica se, e somente se, existe uma constante

M ≥ 1 tal que, para toda sequência de escalares (an)
∞
n=1,

∥∥∥∥∥

m∑

i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤ M

∥∥∥∥∥

n∑

i=1

aixi

∥∥∥∥∥ sempre que n ≥ m.

Demonstração. Veja, [11, Teorema 10.3.13, p. 284].

A constante M é denominada constante básica.

Definição 1.49. Dada uma aplicação linear T : E → F, seja ||T || definido por

||T || = sup {||T (x)|| : x ∈ E, ||x|| ≤ 1} .

T é dita ser limitada se ||T || < ∞.

Proposição 1.50. Dado uma aplicação linear T : E → F, as seguintes condições são equiva-

lentes:

i) T é lipschitiziana.

ii) T é uniformemente cont́ınua.

iii) T é cont́ınua.

iv) T é cont́ınua na origem.

v) sup {||T (x)|| : x ∈ E, ||x|| ≤ 1} < ∞.

vi) Existe uma constante C > 0 tal que ||T (x)|| ≤ C||x||, para todo x ∈ E.

Demonstração. Veja [11, Teorema 2.1.1, p. 30].

Da proposição anterior segue que os conceitos de “ser limitado”e “ser cont́ınuo”são equiva-

lentes.

Definição 1.51. Sejam E,F espaços normados. Denotamos por La(E;F ) o espaço vetorial de

todas as aplicações lineares T : E → F . Além disso, denotaremos por L(E;F ) o subespaço de

todas as aplicações T ∈ La(E;F ) que são cont́ınuas.

Os elementos de La(E;F ) são usualmente chamados de operadores lineares.

Proposição 1.52. Sejam E e F espaços normados.
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i) A expressão,

sup {||T (x)|| : x ∈ E, ||x|| ≤ 1}

define uma norma no espaço L(E;F ).

ii) ||T (x)|| ≤ ||T || · ||x||, para todos T ∈ L(E;F ) e x ∈ E.

iii) Se F for Banach, então L(E;F ) também é Banach.

Demonstração. Veja [11, Proposição 2.1.4, p. 32].

Definição 1.53. Um subconjunto A do espaço normado E é denso em E se A = E.

Definição 1.54. Seja E um espaço vetorial topológico. Diremos que E é um espaço de Baire

se a interseção de cada sequência de subconjuntos abertos e densos de E é um subconjunto

denso e aberto de E.

Definição 1.55. Seja M um espaço métrico. Dizemos que A ⊂ M é de primeira categoria em

M se é posśıvel escrever

A =
∞⋃

n=1

An com int
(
An

)
= ∅ para cada n ∈ N.

Caso contrário, dizemos que A é de segunda categoria.

Proposição 1.56. Cada espaço de Baire não vazio é de segunda categoria em si mesmo.

Demonstração. Veja [27, Proposição 16.2, p. 54].

Teorema 1.57 (Teorema de Baire). Cada espaço métrico completo é um espaço de Baire.

Demonstração. Veja [27, Teorema 16.3, p. 54].

Proposição 1.58. Seja E um espaço de Banach de dimensão infinita. Então E não possui

base algébrica enumerável.

Demonstração. Seja E um espaço de Banach de dimensão infinita e suponhamos que E possua

uma base B = {v1, v2, . . . } enumerável. Para cada n ∈ N, seja Vn = span {v1, v2, . . . , vn} .
Uma vez que B é uma base, temos que todo elemento de E se escreve como uma combinação

linear finita dos vetores de B. Assim, E =
⋃∞

n=1 Vn e ainda, como cada Vn tem dimensão

finita, segue que Vn é fechado (vide Teorema 1.44). Além disso, como cada Vn é um subespaço

próprio de E, segue que int(Vn) = ∅. Logo, E é um espaço de primeira categoria em si mesmo.

Absurdo, pois sendo E um espaço de Banach, segue do Teorema de Baire que E é um espaço

de Baire e, portanto, de segunda categoria em si mesmo. Portanto, E não possui base algébrica

enumerável.

Proposição 1.59. Seja E um espaço de Banach sobre K com dim (E) = ∞. Então dim (E) ≥
c.

Demonstração. Veja [4, Proposition III.5, p. 14].
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Teorema 1.60 (Teorema de Banach-Steinhaus). Sejam E,F espaços normados, com E com-

pleto, e {Ti : i ∈ I} famı́lia de operadores lineares cont́ınuos tais que

sup
i∈I

||Ti(x)|| < ∞ para cada x ∈ E.

Então,

sup
i∈I

||Ti|| < ∞.

Demonstração. Veja [27, Teorema 16.5, p. 55].

Corolário 1.61. Sejam E,F espaços normados com E completo, (Tn)
∞
n=1 uma sequência em

L(E;F ) tal que (Tn(x))
∞
n=1 converge em F para cada x ∈ E. Seja T : E → F definido por

T (x) = limn→∞(Tn(x)) para cada x ∈ E. Então, T ∈ L(E;F ).

Demonstração. Primeiramente, sejam α ∈ K e x, y ∈ E. Então,

T (x+ αy) = lim
n
(Tn(x+ αy))

= lim
n
(Tn(x) + Tn(αy))

= lim
n
(Tn(x) + αTn(y))

= lim
n
(Tn(x)) + lim

n
(αTn(y))

= lim
n
(Tn(x)) + α lim

n
(Tn(y))

= T (x) + αT (y).

Logo, T é linear. Além disso, para cada x ∈ E, (Tn(x))
∞
n=1 é uma sequência convergente em F

e, portanto, limitada (Teorema 1.26). Assim,

sup
n

||Tn(x)|| < ∞, para cada x ∈ E.

Logo, pelo Teorema de Banach-Steinhaus existe k > 0 tal que ||Tn|| < k, para todo n. Dáı,

||T || = sup
||x||≤1

||T (x)|| = sup || lim
n

Tn(x)||

= sup lim
n

||Tn(x)||

≤ lim
n

sup ||Tn(x)||

≤ lim
n

||Tn|| · ||x||

= k||x||

Logo ∥T∥ ≤ k ∥x∥ , para todo x ∈ E e, portanto, T é cont́ınua.
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Capı́tulo 2

Os Espaços ℓp e (α, β)-Espaçabilidade

Como foi dito anteriormente, a lineabilidade e a espaçabilidade são conceitos importantes

na teoria dos espaços vetoriais e têm ganhado destaque nas últimas décadas. A lineabilidade

refere-se à existência de subespaços vetoriais de dimensão infinita em conjuntos que não são

espaços vetoriais, enquanto a espaçabilidade acrescenta um ingrediente topológico, de conter

subespaços de dimensão infinita fechados.

No presente caṕıtulo vamos introduzir e explorar uma noção mais restritiva de espaçabilidade

em conjuntos das sequências absolutamente p-somáveis.

2.1 Os Espaços ℓp

Nesta seção, iremos definir os espaços ℓp e enunciar algumas propriedades envolvendo-os.

Definição 2.1. Seja p ≥ 1. Definimos o espaço ℓp como sendo o conjunto de todas as sequências

em K que são absolutamente p-somáveis, ou seja,

ℓp =

{
x = (ξj)

∞
j=1 ⊂ K :

∞∑

j=1

|ξj|p < ∞
}
,

o qual é um espaço de Banach com a norma

∥x∥p =
( ∞∑

j=1

|ξj|p
) 1

p

.

A demonstração de que o espaço ℓp é um espaço de Banach pode ser encontrada em [27,

Exemplo 3.3]. Agora, vamos relembrar duas desigualdades utilizadas para provar que ℓp é

um espaço vetorial normado, pois elas serão necessárias em outros resultados ao longo deste

trabalho.

Teorema 2.2 (Desigualdade de Hölder para séries). Sejam 1 < p, q < ∞ com 1
p
+ 1

q
= 1 e
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(ξj)
∞
j=1, (ηj)

∞
j=1 ∈ ℓp. Então, (ξjηj) ∈ ℓ1 e

∞∑

j=1

|ξjηj| ≤
( ∞∑

j=1

|ξj|p
) 1

p
( ∞∑

j=1

|ηj|q
) 1

q

.

Demonstração. Veja [27, Corolário 2.5, p. 6].

Teorema 2.3 (Desigualdade de Minkowski para séries). Sejam 1 ≤ p < ∞ e ξj, ηj ∈ ℓp. Então,

(ξj + ηj) ∈ ℓp e
( ∞∑

j=1

|ξj + ηj|p
) 1

p

≤
( ∞∑

j=1

|ξj|p
) 1

p

+

( ∞∑

j=1

|ηj|p
) 1

p

.

Demonstração. Veja [27, Corolário 2.8, p. 7].

Proposição 2.4. Sejam p, q números reais tais que p > q ≥ 1. Então ℓq ⊂ ℓp e ∥·∥p ≤ ∥·∥q .
Além disso, tal inclusão é estrita.

Demonstração. Seja x = (ξj)
∞
j=1 ∈ ℓq com ∥x∥q = 1. Vamos mostrar que x ∈ ℓp e ∥x∥p ≤

∥x∥q = 1. Como ∥x∥q = 1, segue que ∥x∥qq = 1, ou seja,
∑∞

j=1 |ξj|q = 1 e, assim, |ξj| ≤ 1, para

todo j ∈ N. Sendo p > q segue que,

∥x∥pp =
∞∑

j=1

|ξj|p ≤
∞∑

j=1

|ξj|q = ∥x∥qq = 1.

Logo, ∥x∥p ≤ ∥x∥q . Agora, seja x ∈ ℓq, x ̸= 0. Então, para y = x
∥x∥q

,

∥y∥q =
∥∥∥∥∥

x

∥x∥q

∥∥∥∥∥
p

=
1

∥x∥q
· ∥x∥q = 1.

Assim, pelo caso anterior, y ∈ ℓp e

∥∥∥∥∥
x

∥x∥q

∥∥∥∥∥
p

≤ 1 ⇒ 1

∥x∥q
· ∥x∥p ≤ 1 ⇒ ∥x∥p ≤ ∥x∥q .

Por fim, se q < r < p, então
(

1

n
1
r

)
∈ ℓp − ℓq. De fato, como q

r
< 1 e p

r
> 1, observamos que

∑∞
n=1

(
1
n

) q
r diverge e

∑∞
n=1

(
1
n

) p
r converge. Portanto, segue o resultado.

O resultado a seguir caracteriza o dual dos espaços ℓp, para p > 1.

Teorema 2.5 (Teorema da Representação de Riesz). Se 1 < p < ∞, então o dual de ℓp é

isometricamente isomorfo a ℓq, onde 1 < q < ∞ e 1
p
+ 1

q
= 1.

Demonstração. Seja y = (ηj)
∞
j=1 ∈ ℓq e definamos ϕy : ℓp → K por

ϕy(x) =
∞∑

j=1

ξjηj para cada x = (ξj)
∞
j=1 ∈ ℓp.
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Segue da Desigualdade de Hölder que

|ϕy(x)| =
∣∣∣∣∣

∞∑

j=1

ξjηj

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

j=1

|ξjηj| ≤
( ∞∑

j=1

|ξj|p
) 1

p
( ∞∑

j=1

|ηj|q
) 1

q

≤ ∥x∥p ∥y∥q .

Logo, ϕy ∈ (ℓp)
′ uma vez que ϕy é linear e

|ϕy(x)| = ||ϕy(x)|| ≤ ||x||p · C,

onde C = ||y||q. Logo, ϕy é cont́ınua e ||ϕy|| ≤ ||y||q pois

||ϕy|| = inf {C > 0 : ||ϕy(x)|| ≤ C||x|| para todo x ∈ ℓp} .

Reciprocamente, provaremos que dado ϕ ∈ (ℓp)
′, existe y ∈ ℓq tal que ϕy = ϕ e ||y|| ≤ ||ϕ||.

Assim, seja en = (0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . . ) onde 1 aparece na n-ésima coordenada de en. Note que

en ∈ ℓp e que ||en||p = 1 para cada n ∈ N. Se x = (ξj)
∞
j=1 ∈ ℓp então,

lim
n→∞

||x−
n∑

j=1

ξjej||p = lim
n→∞

( ∞∑

j=n+1

|ξj|p
) 1

p

= 0.

Portanto,

x =
∞∑

j=1

ξjej,

para todo x = (ξj)
∞
j=1 ∈ ℓp. Assim,

ϕ(x) = ϕ

(
lim
n→∞

n∑

j=1

ξjej

)
= lim

n→∞
ϕ

(
n∑

j=1

ξjej

)

= lim
n→∞

n∑

j=1

ϕ(ξjej) = lim
n→∞

n∑

j=1

ξjϕ(ej) =
∞∑

j=1

ξjϕ(ej),

para todo x = (ξj)
∞
j=1 ∈ ℓp. Agora, seja y = (ϕ(ej))

∞
j=1. Provaremos que y ∈ ℓq e ||y||q ≤ ||ϕ||.

Fixemos n ∈ N e definamos x = (ξj)
∞
j=1 por

ξj =

{
|ϕ(ej)|q−1sinal (ϕ(ej)), se j ≤ n

0, se j > n

onde sinal(λ) é definido por

sinal(λ) =

{
λ
|λ| se λ ̸= 0

0, se λ = 0
.

Então,

ξjϕ(ej) = |ϕ(ej)|q−1sinal(ϕ(ej)) = |ϕ(ej)|q−2ϕ(ej)ϕ(ej) = |ϕ(ej)|q−2|ϕ(ej)|2 = |ϕ(ej)|q,
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para cada j ≤ n. Agora, vejamos que

|ξj|p = |(|ϕ(ej)|q−2ϕ(ej))|p = (|ϕ(ej)|q−2|ϕ(ej)|)p = (|ϕ(ej)|q−2|ϕ(ej)|)p

= (|ϕ(ej)|q−1)p = |ϕ(ej)|(q−1)p.

Por fim, notemos que |ξj|p = |ϕ(ej)|(q−1)p = |ϕ(ej)|q, para cada j ≤ n. De fato, como 1
p
+ 1

q
= 1,

segue que q+p
pq

= 1. Dáı,

p+ q = pq ⇒ p+ q − pq = 0 ⇒ −p(q − 1) + q = 0 ⇒ −p(q − 1) = −q ⇒ p(q − 1) = q.

Além disso, como x =
∑n

j=1 ξjej, segue que

ϕ(x) =
n∑

j=1

ξjϕ(ej) =
n∑

j=1

|ϕ(ej)|q =
n∑

j=1

|ξj|p = ||x||pp.

Logo,
n∑

j=1

|ϕ(ej)|q ≤ ||ϕ|| · ||x||p = ||ϕ||
(

n∑

j=1

|ϕ(ej)|q
) 1

p

.

Sendo, 1− 1
p
= 1

q
, temos

(
n∑

j=1

|ϕ(ej)|q
) 1

q

≤ ||ϕ||.

Uma vez que n ∈ N é qualquer, conclúımos que y ∈ ℓq e ||y||q ≤ ||ϕ||. Agora, se definirmos o

operador T : y ∈ ℓq → ϕy ∈ (ℓp)
′, observamos que T é linear, sobrejetor e ||T (y)|| = ||y||q para

cada y ∈ ℓq. Portanto, segue o resultado.

A definição do espaço ℓp faz sentido para 0 < p < 1, entretanto, em termos topológicos,

acontecem algumas mudanças importantes, por exemplo,

∥x∥p =
( ∞∑

i=1

|ξi|p
) 1

p

não define uma norma. Assim, precisamos introduzir o conceito de p-norma.

Definição 2.6. Sejam E um espaço vetorial e 0 < p < 1. Uma aplicação

∥·∥ : E → [0,∞)

é uma p-norma se satisfaz as condições N1) e N2) da Definição 1.39 e a condicão N3′) a seguir,

que corresponde à desigualdade triangular:

N3′) ||x+ y||p ≤ ||x||p + ||y||p, para todos x, y ∈ E.

Assim, o espaço vetorial E munido de uma p-norma é chamado de espaço p-normado.

Segue da definição de p-norma que ela induz uma métrica no espaço vetorial E, a saber,
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d(x, y) = ||x − y||p, para x, y ∈ E. Dizemos que E é p-Banach se for completo em relação a

métrica induzida pela p-norma.

A seguir, apresentamos algumas propriedades referentes à p-norma.

Proposição 2.7. Seja E um espaço p-normado. Então,

i) ∥∑n
k=1 xk∥p ≤

∑n
k=1 ∥xk∥p, para quaisquer x1, . . . , xn ∈ E;

ii) | ∥x∥p − ∥y∥p | ≤ ∥x− y∥p , para quaisquer x, y ∈ E;

iii) Essa p-norma é cont́ınua.

Demonstração. i) Façamos a demonstração por indução sobre n. O caso n = 1 é trivial. O

caso n = 2 é a propriedade N3′) da definição de p-norma. Agora, suponhamos que a

desigualdade é válida para n ∈ N, n > 2 fixo, ou seja,

∥∥∥∥∥

n∑

k=1

xk

∥∥∥∥∥

p

≤
n∑

k=1

∥xk∥p .

Vamos provar que vale para n+ 1, ou seja,

∥∥∥∥∥

n+1∑

k=1

xk

∥∥∥∥∥

p

≤
n+1∑

k=1

∥xk∥p .

Com efeito,

∥∥∥∥∥

n+1∑

k=1

xk

∥∥∥∥∥

p

=

∥∥∥∥∥

(
n∑

k=1

xk

)
+ xn+1

∥∥∥∥∥

p

≤
∥∥∥∥∥

n∑

k=1

xk

∥∥∥∥∥

p

+∥xn+1∥p ≤
n∑

k=1

||xk||p+||xn+1||p =
n+1∑

k=1

||xk||p,

onde a primeira desigualdade segue da propriedade N3′) e a segunda desigualdade segue

da hipótese de indução.

ii) Da propriedade N3′) temos

||x||p = ||x− y + y||p = ||(x− y) + y||p ≤ ||x− y||p + ||y||p.

Assim,

||x||p − ||y||p ≤ ||x− y||p.

Por outro lado, temos que

||y||p = ||y − x+ x||p = ||(y − x) + x||p ≤ ||y − x||p + ||x||p = ||x− y||p + ||x||p.

Assim, ||y||p − ||x||p ≤ ||x− y||p. Logo,

±(||x||p − ||y||p) ≤ ||x− y||p.

Portanto,

|||x||p − ||y||p| ≤ ||x− y||p.
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iii) Do item anterior segue que a função p-norma é uniformemente cont́ınua, em particular,

cont́ınua.

A proposição a seguir nos permite caracterizar um espaço p-Banach.

Proposição 2.8. Sejam 0 < p < 1 e E um espaço p-normado. Então E é p-Banach se, e

somente se, uma sequência (xn)
∞
n=1 de elementos de E é somável sempre que é absolutamente

p-somável.

Demonstração. Supondo que E seja p-Banach, sejam (sk)
∞
k=1 e (tk)

∞
k=1 as sequências das somas

parciais das séries
∑∞

j=1 xj e
∑∞

j=1 ||xj||p, respectivamente. Como, por hipótese,
∑∞

j=1 ||xj||p <
∞, segue que (tk)

∞
k=1 é uma sequência de Cauchy em R. Assim, para todo ε > 0 existe n0 ∈ N

tal que

k∑

j=r+1

||xj||p =
∣∣∣∣∣

k∑

j=1

||xj||p −
r∑

j=1

||xj||p
∣∣∣∣∣ = |tk − tr| < ε sempre que k > r > n0.

Além disso, segue da Proposição 2.7 que

d(sk, sr) = ∥sk − sr∥p =
∥∥∥∥∥

k∑

j=r+1

xj

∥∥∥∥∥

p

≤
k∑

j=r+1

∥xj∥p < ε sempre que k > r > n0.

Decorre daqui, que (sk)
∞
k=1 é uma sequência de Cauchy em E. Como E é completo, (sk)

∞
k=1

converge em E, isto é, existe s ∈ E tal que

lim
n→∞

d(sn, s) = lim
n→∞

∥∥∥∥∥

n∑

j=1

xj − s

∥∥∥∥∥

p

= 0.

Portanto,
∑∞

n=1 xn é convergente em E. Agora, suponhamos que toda sequência absolutamente

p-somável seja somável em E. Vamos mostrar que E é p-Banach. Assim, seja (xn)
∞
n=1 uma

sequência de Cauchy em E. Basta mostrarmos que (xn)
∞
n=1 possui subsequência convergente

em E. Notemos que

para ε =
1

2
, ∃ n1 ∈ N tal que ||xm − xn||p ≤

1

2
sempre que m,n ≥ n1. (2.1)

Para ε =
1

22
, ∃ ñ2 ∈ N tal que ||xm − xn||p ≤

1

22
sempre que m,n ≥ ñ2. (2.2)

Seja n2 > max {ñ2, n1} . Segue de (2.1), que

||xn2 − xn1 ||p <
1

2
.

Para ε =
1

23
, ∃ ñ3 ∈ N tal que ||xm − xn||p ≤

1

23
sempre que m,n ≥ ñ3. (2.3)
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Para n3 > max {ñ3, n2} , segue de (2.2), que

||xn3 − xn2 ||p <
1

22
.

Repetindo o processo recursivamente, obtemos uma sequência crescente (ni) de inteiros positivos

tal que

||xni
− xni−1

||p < 1

2i−1

para todo i ≥ 2. Como
∑∞

i=1
1

2i−1 < ∞ segue que
∑∞

i=2 ||xni
− xni−1

||p < ∞. Logo, segue da

hipótese que
∑∞

i=2(xni
− xni−1

) converge, digamos para s ∈ E e, portanto, a sequência das

somas parciais (sk)
∞
k=2 converge para s ∈ E, onde sk =

∑k
i=2(xni

− xni−1
) = xnk

− xn1 . Assim,

s = lim
k→∞

sk = lim
k→∞

(xnk
− xn1) = lim

k→∞
xnk

− lim
k→∞

xn1

Assim (xnk
)∞k=1 converge para s + xn1 e, portanto, a sequência (xn)

∞
n=1 também converge para

s+ xn1 . Logo E é completo.

Agora, com o que foi visto até aqui, estamos aptos a definir os espaços ℓp para o caso

0 < p < 1.

Definição 2.9. Se 0 < p < 1, definimos o espaço ℓp como sendo o conjunto de todas as

sequências em K que são absolutamente p-somáveis, ou seja,

ℓp =

{
x = (ξj)

∞
j=1 ⊂ K :

∞∑

j=1

|ξj|p < ∞
}
,

o qual é p-Banach com a p-norma dada por

∥x∥p =
( ∞∑

j=1

|ξj|p
) 1

p

.

A demonstração de que ℓp é p-Banach é análoga ao caso p > 1, bastando na demonstração

considerar ∥ · ∥p no lugar de ∥ · ∥.

Proposição 2.10. Seja 0 < p ≤ ∞. Então,

dim(ℓp) = card(K) = c.

Demonstração. A aplicação a ∈ R 7→ (a, 0, 0, . . . ) ∈ ℓp é claramente injetora. Logo, c ≤
card(ℓp). Além disso, como ℓp ⊆ KN, segue que card(ℓp) ≤ card(KN) = c. Logo pelo Teorema

1.6, temos card(ℓp) = c. Portanto, pelo Teorema 1.43 dim(ℓp) = c.
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2.2 (α, β)-Espaçabilidade: uma nova abordagem

de espaçabilidade

Em 2020, os autores Fávaro, Pellegrino e Tomaz [19] introduzem uma nova abordagem

para o estudo dos conceitos de lineabilidade e espaçabilidade. Em 2024, Fávaro et. al. [18]

exploram as noções introduzidas em [19] e outras correlatas, estabelecendo critérios detalhados

de lineabilidade no âmbito destas noções mais restritivas. Nesta seção, vamos definir esses

conceitos e enunciar os resultados relativos aos espaços ℓp.

Definição 2.11. Sejam E um espaço vetorial munido de uma topologia (no nosso trabalho

estamos interessados em espaços normados ou p-normados), A um subconjunto não vazio de E

e α um número cardinal.

i) A é dito α-lineável se A ∪ {0} contém um subespaço vetorial de dimensão α;

ii) A é dito α-espaçável se A ∪ {0} contém um subespaço vetorial fechado de dimensão α.

Relembre que um conjunto A é lineável (resp. espaçável) se ele contém, exceto possivelmente

pelo vetor nulo, um subespaço vetorial (resp. subespaço fechado) de E de dimensão infinita.

Além disso, é importante notar que, se estivermos trabalhando em um espaço vetorial E sem

nenhuma topologia definida, a noção de lineabilidade ainda permanece válida. Vale também

destacar que, por definição, espaçabilidade implica em lineabilidade, ou seja, se um conjunto A

é espaçável, ele é também lineável.

Pela Proposição 2.4 é posśıvel concluir que o conjunto ℓp \ ℓq ̸= ∅. Dessa forma, surge a

questão: este conjunto é lineável? É espaçável? Responderemos a essa indagação ao apresentar,

a seguir, o caso mais geral do conjunto ℓp \
⋃

0≤q<p ℓq, conforme discutido pelos autores Botelho

et. al [10], em 2011.

Proposição 2.12. Se p > 0, então o conjunto ℓp \
⋃

0<q<p ℓq é não vazio.

Demonstração. Primeiro façamos o caso p = 2. É evidente que ℓp ⊂ ℓ1 se 0 < p < 1. Da-

qui e da Proposição 2.4, temos
⋃

0<q<2 ℓq =
⋃

1<q<p ℓq. Além disso, sabemos que
(

1√
n

)∞
n=1

/∈

ℓ2 e
(

1√
n

)∞
n=1

∈ ℓr, para todo r > 2. De fato,
∑∞

n=1
1
n
= ∞ e

∑∞
n=1

1
nr/2 < ∞, respectivamente.

Além disso, para cada (yn)
∞
n=1 ∈ ℓq, 1 < q < 2, segue da Desigualdade de Hölder (Teorema 2.2)

que
∞∑

n=1

∣∣∣∣
1√
n
· yn
∣∣∣∣ ≤

∥∥∥∥
(

1√
n

)∞

n=1

∥∥∥∥
q′

∥(yn)∞n=1∥q < ∞, (2.4)

onde q′ é o expoente conjugado de q, ou seja, 1
q
+ 1

q′
= 1. Agora, suponhamos por absurdo que

ℓ2 =
⋃

1<q<2 ℓq. Então por (2.4), temos

∞∑

n=1

∣∣∣∣
1√
n
· yn
∣∣∣∣ < ∞,
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para todo (yn)
∞
n=1 ∈ ℓ2. Assim,

∑∞
n=1

1√
n
· yn converge para todo (yn)

∞
n=1 ∈ ℓ2. Com isso,

garantimos que a sequência de funcionais lineares

Tk : ℓ2 −→ K

Tk((yn)
∞
n=1) =

k∑

n=1

1√
n
· yn

está bem definida. A linearidade de Tk é clara e novamente por (2.4) segue que,

sup
k∈N

|Tk((yn)
∞
n=1)| = sup

k∈N

∣∣∣∣∣

k∑

n=1

1√
n
· yn
∣∣∣∣∣

≤
k∑

n=1

∣∣∣∣
1√
n
· yn
∣∣∣∣

≤ sup
k∈N

∞∑

n=1

∣∣∣∣
1√
n
yn

∣∣∣∣

< ∞.

para todo (yn)
∞
n=1 ∈ ℓ2. Logo, pelo Teorema de Banach-Steinhaus (Corolário 1.61) conclúımos

que

Tk((yn)
∞
n=1) = lim

k
Tk((yn)

∞
n=1)

=
∞∑

n=1

1√
n
· yn

define um funcional linear cont́ınuo em ℓ2. Logo, pelo Teorema da Representação de Riesz

(Teorema 2.5), segue que
(

1√
n

)∞
n=1

∈ ℓ2. Contradição, pois
∑∞

n=1
1√
n
= ∞. Logo, existe x =

(xn)
∞
n=1 ∈ ℓ2 \

⋃
1<q<2 ℓq e assim, ℓ2 \

⋃
1<q<2 ℓq ̸= ∅. Agora, para o caso geral, considere a

sequência x = (xn)
∞
n=1 ∈ ℓ2 \

⋃
1<q<2 ℓq e vejamos que

y =
(
|xn|

2
p

)∞
n=1

∈ ℓp \
⋃

1<q<p

ℓq.

De fato,

∥y∥pp =
∞∑

n=1

(
|xn|

2
p

)p
=

∞∑

n=1

|xn|2 < ∞,

pois x ∈ ℓ2 e

∥y∥qq =
∞∑

n=1

(
|xn|

2
p

)q
=

∞∑

n=1

|xn|
2q
p = ∞,
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pois 0 < 2q
p
< 2 e dáı, x /∈ ⋃0<r<2 ℓr. Logo,

y ∈ ℓp \
⋃

0<q<p

ℓq,

e ℓp \
⋃

0<q<p ℓq ̸= ∅. E assim, conclúımos a demonstração.

Teorema 2.13. Para todo p > 0, ℓp \
⋃

0<q<p ℓq é espaçável.

Demonstração. Seja x = (xn)
∞
n=1 ∈ ℓp \

⋃
0<q<p ℓq e (Ni)

∞
i=1 uma coleção de conjuntos infinitos

e dois a dois disjuntos de modo que

N =
∞⋃

i=1

Ni,

para todo i ∈ N (por exemplo a decomposição apresentada na Proposição 1.3). Para cada

i ∈ N, denotemos Ni = {i1 < i2 < i3 < . . . } e sejam (en)
∞
n=1 os vetores unitários canônicos do

espaço de sequências. Por abuso de notação (mas que no caso ℓp fará sentido por ser base de

Schauder), denote

y(j) =
∞∑

j=1

xjeij ∈ KN,

isto é,

y(j) =

(
0, . . . , 0 x1︸︷︷︸

i1

, 0, . . . , 0, x2︸︷︷︸
i2

, 0, . . . , 0, xj︸︷︷︸
ij

, 0, . . .
)
. (2.5)

Como ||y(j)||r = ||x||r, para todo r > 0 segue que y(j) ∈ ℓp \
⋃

0<q<p ℓq, para todo j ∈ N. Assim,

defina p̃ = 1 para p ≥ 1 e p̃ = p se 0 < p < 1. Assim, para (aj)
∞
j=1 ∈ ℓp̃, temos

∞∑

j=1

||ajy(j)||p̃p =
∞∑

j=1

|aj|p̃||x||p̃p = ||x||p̃p
∞∑

j=1

|aj|p̃ = ||x||p̃p||(aj)∞j=1||p̃p̃ < ∞.

Assim,
∑∞

j=1 ||ajy(j)||p̃p < ∞ e com isso, a série
∑∞

j=1 ajy
(j) converge em ℓp. Portanto, o operador

T : ℓp̃ → ℓp

T
(
(aj)

∞
j=1

)
=

∞∑

j=1

ajy
(j)

está bem definido. Além disso, sejam (aj)
∞
j=1, (bj)

∞
j=1 ∈ ℓp̃ e λ ∈ K. Então,

T
(
(aj + λbj)

∞
j=1

)
=

∞∑

j=1

(aj + λbj)y
(j)

=
∞∑

j=1

ajy
(j) +

∞∑

j=1

λbjy
(j)

=
∞∑

j=1

ajy
(j) + λ

∞∑

j=1

bjy
(j) = T

(
(aj)

∞
j=1

)
+ λT

(
(bj)

∞
j=1

)
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Portanto, T é linear. Agora, seja T ((aj)
∞
j=1) = 0. Então

∑∞
j=1 ajy

(j) = 0, para todo j ∈ N.
Como os vetores y(j) =

∑∞
j=1 xjeij tem suportes disjuntos (ou seja, onde a coordenada de um

deles é não nula, a de todos os demais é nula), segue que necessariamente aj = 0 para todo

j ∈ N. Logo T é injetora. Dáı, conclúımos que dim(T (ℓp̃)) = dim(ℓp̃). Segue da Proposição 2.10

que dim(T (ℓp̃)) = c. Agora, precisamos mostrar que

T (ℓp̃) \ {0} ⊂ ℓp \
⋃

0<q<p

ℓq.

Assim, sejam z = (zn)
∞
n=1 ∈ T (ℓp̃) \ {0} . Então existem sequências

(
a
(k)
i

)∞
i=1

∈ ℓp̃, k ∈ N, tais
que

T
((

a
(k)
i

)∞
i=1

)
→ z ∈ ℓp, quando k → ∞.

Note que, para cada k ∈ N,

T
((

a
(k)
i

)∞
i=1

)
=

∞∑

i=1

a
(k)
i y(j) =

∞∑

i=1

a
(k)
i

∞∑

j=1

xjeij =
∞∑

i=1

∞∑

j=1

a
(k)
i xjeij .

Seja r ∈ N fixo, tal que zr ̸= 0. Então, existem únicos s, t ∈ N tais que est = er. Logo, para

cada k ∈ N a r-ésima coordenada de T
((

a
(k)
i

)∞
i=1

)
é o número a

(k)
s xt. Como

lim
k→∞

∥∥∥T
((

a
(k)
i

)∞
i=1

)
− z
∥∥∥
p
= 0,

em particular, se a r-ésima coordenada de z é zr, temos limk→∞ a
(k)
s xt = zr, o que implica que

xt ̸= 0. Logo, limk→∞ a
(k)
s = zr

xt
̸= 0. Seja αs =

zr
xt
. Então, zr = αsxt e limk→∞ a

(k)
s = αs. Agora,

para cada j ∈ N, a sj-ésima coordenada de T
((

a
(k)
i

)∞
i=1

)
para cada k ∈ N, é o número a

(k)
s xj.

Como,

lim
k→∞

a(k)s = αs

segue que,

lim
k→∞

a(k)s xj = αsxj.

Novamente ∥∥∥T
((

a
(k)
i

)∞
i=1

)
− z
∥∥∥
p
−→ 0 implica que

∣∣a(k)s xj − zsj
∣∣ −→ 0.

Portanto, zsj = αsxj, para cada j ∈ N. Então,

∥z∥qq =
∞∑

n=1

|zn|q ≥
∞∑

j=1

|zsj |q =
∞∑

j=1

|αsxj|q = |αs|||x||qq = ∞

para todo 0 < q < p e então, conclúımos que z ∈ ℓp\
⋃

0<q<p ℓq. Portanto, segue o resultado.

Agora, para fins didáticos, ilustraremos a demonstração acima utilizando a decomposição

do conjunto dos números naturais dada pela Proposição 1.3. Essa ilustração foi feita, no caso,

p > 1, por Bonfim [8].
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Seja x = (xj)
∞
j=1 ∈ ℓp \

⋃
0<q<p ℓq tal que xj ̸= 0, para todo j. Então, temos

N1 =

(
1︸︷︷︸
11

, 2︸︷︷︸
12

, 3︸︷︷︸
13

, 5︸︷︷︸
14

, 7︸︷︷︸
15

, 11︸︷︷︸
16

, 13︸︷︷︸
17

, . . .
)

N2 =

(
4︸︷︷︸
21

, 6︸︷︷︸
22

, 9︸︷︷︸
23

, 10︸︷︷︸
24

, 14︸︷︷︸
25

, 15︸︷︷︸
26

, . . .
)

N3 =

(
8︸︷︷︸
31

, 12︸︷︷︸
32

, 20︸︷︷︸
33

, 27︸︷︷︸
34

, 28︸︷︷︸
35

, . . .
)

...

e assim por diante. E ainda, temos

y(1) = (x1, x2, x3, 0, x4, 0 . . . ),

y(2) = (0, 0, 0, x1, 0, x2, 0, . . . ),

y(3) = (0, 0, 0, 0, 0, x1, . . . ),

...

Para z = (zn)
∞
n=1 ∈ T (ℓp̃), z ̸= 0, considerando

(
a
(k)
i

)∞
i=1

∈ ℓp̃, k ∈ N, tais que

T
((

a
(k)
i

)∞
i=1

)
→ z ∈ ℓp, quando k → ∞,

temos

T
((

a
(1)
i

))∞
i=1

= (a
(1)
1 x1, a

(1)
1 x2, a

(1)
1 x3, a

(1)
2 x1, a

(1)
1 x4, a

(1)
2 x2, a

(1)
1 x5, a

(1)
3 x1, a

(1)
2 x3 . . . )

T
((

a
(2)
i

))∞
i=1

= (a
(2)
1 x1, a

(2)
1 x2, a

(2)
1 x3, a

(2)
2 x1, a

(2)
1 x4, a

(2)
2 x2, a

(2)
1 x5, a

(2)
3 x1, a

(2)
2 x3 . . . )

...

T
((

a
(k)
i

))∞
i=1

= (a
(k)
1 x1, a

(k)
1 x2, a

(k)
1 x3, a

(1)
2 x1, a

(k)
1 x4, a

(k)
2 x2, a

(k)
1 x5, a

(k)
3 x1, a

(k)
2 x3 . . . )

↓

z =


 z1︸︷︷︸

△x1

, z2︸︷︷︸
△x2

, z3︸︷︷︸
△x3

, z4︸︷︷︸
□x1

, z5︸︷︷︸
△x4

, z6︸︷︷︸
□x2

, z7︸︷︷︸
△x5

, z8︸︷︷︸
♢x1

, z9︸︷︷︸
□x3

, . . .




Como a convergência em ℓp implica em convergência coordenada a coordenada, obtemos

a
(k)
1 x1 → z1, a

(k)
1 x2 → z2, a

(k)
1 x3 → z3, a

(k)
2 x1 → z4, . . . .

Para exemplificar, se z1 ̸= 0, então a
(k)
1 → △ ̸= 0. Dessa forma, em cada uma das demais

coordenadas indexadas por N1, obteŕıamos uma convergência para △xj, com j variando em N.
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Assim, a subsequência de z formada por esses termos indexadas por N1 é tal que

|z1|q + |z2|q + |z3|q + |z5|q + |z7|q + · · ·
∞∑

j=1

|△xj|q = |△|q
∞∑

j=1

|xj|q = ∞,

pois x = (xj)
∞
j=1 /∈ ℓq. Mas,

∞∑

j=1

|zj|q ≥
∞∑

j=1

|△xj|q = ∞

e, portanto, z /∈ ⋃0<q<p ℓq. Analogamente, se fosse outro zi ̸= 0 ao invés de z1. □

Observa-se que a estrutura dos espaços de sequência viabiliza a decomposição dos números

naturais em subconjuntos disjuntos dois a dois e consequentemente, nos permite a escolha

de um vetor fixo no espaço original. A partir da técnica do vetor mãe, é posśıvel construir

vetores linearmente independentes (com suportes dois a dois disjuntos), obtendo assim, o espaço

desejado.

Com base no que foi discutido anteriormente, o objetivo dessa nova abordagem de

espaçabilidade é explorar propriedades mais restritivas dos espaços de sequências ℓp. Para

tanto, são necessárias as seguintes definições:

Definição 2.14. Sejam α, β, λ números cardinais, E um espaço vetorial com uma topologia,

com dim E = λ e α < β ≤ λ. Um conjunto A ⊂ E é:

i) (α, β)-lineável se é α-lineável e para todo subespaço Wα ⊂ E com Wα ⊂ A ∪ {0} e

dimWα = α, existe um subespaço Wβ ⊂ E com dimWβ = β e Wα ⊂ Wβ ⊂ A ∪ {0} .

ii) (α, β)-espaçável se é α-lineável e para todo subespaço Wα ⊂ E com Wα ⊂ A ∪ {0} e

dimWα = α, existe um subespaço fechado Wβ ⊂ E com dimWβ = β e Wα ⊂ Wβ ⊂
A ∪ {0} .

Observação. i) Notemos que a noção clássica de lineabilidade é exatamente o caso α = 0,

ou seja, o caso (0, β)-lineável é o caso β-lineável;

ii) Dados α1 e α2 números cardinais com α1 < α2 ≤ β, de um modo geral, (α1, β)-espaçabilidade

não implica em (α2, β)-espaçabilidade e vice-versa.

Exemplo 2.15. Seja n ∈ N e considere o seguinte subconjunto de ℓp :

A := span {e1, .., en}
⋃{

(xj)
∞
j=1 ∈ ℓp : x1 = · · · = xn = 0

}
.

É posśıvel provar que A é (n+ 1, c)-lineável mas não é (n, c)-lineável (veja [19, Example 1.2]).

Antes de apresentarmos o próximo exemplo, precisaremos do resultado a seguir.

Lema 2.16. Sejam A um conjunto com cardinalidade infinita ℵ2 e I um conjunto com cardi-

nalidade infinita ℵ1, com ℵ1 ≤ ℵ2. Então existem subconjuntos dois a dois disjuntos Ai de A,

com i ∈ I, cada um deles com cardinalidade ℵ2 de modo que

A =
⋃

i∈I
Ai.
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Demonstração. Notemos que card(A× I) = card(A). Logo, existe uma bijeção f : A× I → A.

Assim, para cada i ∈ I o conjunto f(A × {i}) é um subconjunto de A com cardinalidade ℵ2.

Além disso, f(A×{i})∩f(A×{j}) = ∅, para todo i ̸= j. Assim, basta considerar Ai = f(A×{i})
que obtemos

A =
⋃

i∈I
Ai.

De fato, se α ∈ A, então existe a ∈ A e i0 ∈ I tal que f(a, i0) = α. Isso implica que,

α ∈ f(A× {i0}) = Ai0 . Portanto, segue o resultado.

O exemplo a seguir ilustra um conjunto que não é (2, 2ℵ1)-lineável mas é (1, 2ℵ1)-lineável.

Antes vejamos uma definição:

Sejam p ∈ [1,∞) e Γ um conjunto abstrato não vazio. Denotamos por ℓp(Γ) o espaço

vetorial de todas as funções f : Γ → K tais que
∑

γ∈Γ |f(γ)|p < ∞, o qual é um espaço de

Banach com a norma

∥f∥p =
(
∑

γ∈Γ
|f(γ)|p

) 1
p

,

onde o somatório é definido por

∑

γ∈Γ
|f(γ)|p := sup

{
∑

γ∈F
|f(γ)|p : F é um subconjunto finito de Γ

}
.

É claro que, quando Γ = N, temos que ℓp(N) = ℓp. Além disso, denotamos os elementos da base

canônica generalizada de Schauder de ℓp(Γ) por ei, i ∈ Γ. Para mais detalhes, veja [17].

Exemplo 2.17. Seja B = {ei : i ∈ Γ} a base canônica generalizada de Schauder em ℓp(Γ) com

card(Γ) = 2ℵ1 com ℵ1 cardinal transfinito. Sejam i0, i1 ∈ Γ com i0 ̸= i1. Note que, como

2ℵ0 = c, segue que, para o cardinal transfinito ℵ1, temos 2ℵ1 ≥ c = card(R2). Assim, pelo Lema

2.16 podemos escrever

B \ {ei0 , ei1} =
⋃

(λ,µ)∈R2

A(λ,µ)

como união de conjuntos dois a dois disjuntos, com

card(A(λ,µ)) = 2ℵ1

para todo (λ, µ) ∈ R2. Seja

A =
⋃

(λ,µ)∈R2

span({λei0 + µei1} ∪ A(λ,µ)).

Note que não existe um espaço vetorialW ⊂ ℓp(Γ) com dim W = 2ℵ1 e span {ei0 , ei1} ⊂ W ⊂ A.

Suponha que exista tal W. Neste caso, temos

W ⊆
⋃

λ∈R, λ ̸=0

span
(
{ei0} ∪ A(λ,0)

)⋃
span {ei0 , ei1} . (2.6)
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De fato, se a equação (2.6) for falsa, então existe w ∈ W tal que

w /∈
⋃

λ∈R, λ ̸=0

span
(
{ei0} ∪ A(λ,0)

)⋃
span {ei0 , ei1} ,

ou seja,

w ∈
⋃

(λ,µ)∈R2\Λ
span({λei0 + µei1} ∪ A(λ,µ) e w /∈ span {ei0 , ei1} ,

onde Λ = {(λ, 0) : λ ̸= 0}. Assim, podemos escrever w como sendo

w = r(λei0 + µei1) + v,

com v ∈ span(A(λ,µ)), v ̸= 0 e r ∈ R, onde µ ̸= 0 ou (λ, µ) = (0, 0). Primeiro, suponhamos que

µ ̸= 0. Sendo W um espaço vetorial contendo ei0 e ei1 , temos

w + (−rλ+ λ)ei0 + (−rµ+ µ+ s)ei1 ∈ W,

isto é,

λei0 + (µ+ s)ei1 + v ∈ W

para qualquer s ∈ R. Agora, seja µ ̸= −s. Então,

λei0 + (µ+ s)ei1 ̸= 0

e, como v ∈ span(A(λ,µ)), segue que

v /∈
⋃

(α,β) ̸=(λ,µ)

span(A(α,β)).

Agora segue da definição de A que

λei0 + (µ+ s)ei1 + v /∈ A,

o que é uma contradição. Agora consideremos o caso (λ, µ) = (0, 0). Neste caso,

w ∈ span(A(0,0)) e w /∈
⋃

(α,β) ̸=(0,0)

span(A(α,β)).

Como ei0 , ei1 ∈ W, para qualquer escolha de (α, β) ̸= (0, 0), obtemos

αei0 + βei1 + w ∈ W.

Pela definição de A segue que

αei0 + βei1 + w /∈ A,
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uma contradição. Analogamente, conclúımos que

W ⊂
⋃

µ∈R\{0}
span

(
{ei0} ∪ A(0,µ)

)⋃
span {ei0 , ei1} . (2.7)

Portanto, de (2.6) e (2.7),

W ⊂
(

⋃

λ∈R, λ ̸=0

span
(
{ei0} ∪ A(λ,0)

)
)
⋂



⋃

µ∈R\{0}
span

(
{ei1} ∪ A(0,µ)

)


⋃

span {ei0 , ei1}

= span {ei0 , ei1} ,

uma contradição. E assim, A não é (2, 2ℵ1)-lineável porémA é (1, 2ℵ1)-lineável, pois span {ei0} ⊂
W ⊂ A ∪ {0} e span {ei1} ⊂ W ⊂ A ∪ {0} .

A partir de agora, vamos caracterizar (α, c)-espaçabilidade no contexto visto no Teorema

2.13, exibindo os aspectos técnicos desta nova abordagem. Apesar de já termos apresentado

uma demonstração existencial de que ℓp \
⋃

1<q<p ℓq ̸= ∅, apresentaremos um exemplo expĺıcito

de elemento em ℓp \
⋃

1<q<p ℓq, que não é comum na literatura.

Exemplo 2.18. Considere ⌈x⌉ o menor inteiro maior ou igual a x e seja N =
⋃∞

j=1 Nj com

Ni ∩ Nj = ∅, para i ̸= j e card(Nk) = ℵ0, para todo k ∈ (⌈1/p⌉ ,∞) . Denotemos

Nk = {k1, k2, . . . } ,

com kr < ks sempre que r < s e definamos

x
(k)
j :=





0, se j /∈ Nk

−1

r
−(p− 1

k)
, se j = kr ∈ Nk

Note que
(
x
(k)
j

)∞
j=1

∈ ℓp \ ℓp− 1
k
, para todo k. De fato, como p

p− 1
k

> 1,

∞∑

j=1

∣∣∣x(k)
j

∣∣∣
p

=
∑

j=kr∈Nk

∣∣∣∣∣∣
1

r

1

(p− 1
k)

∣∣∣∣∣∣

p

=
∑

r

1

r

p

(p− 1
k)

< ∞.

Em contrapartida,

∞∑

j=1

∣∣∣x(k)
j

∣∣∣
p− 1

k
=

∑

j=kr∈Nk

∣∣∣∣∣∣
1

r

1

(p− 1
k)

∣∣∣∣∣∣

p− 1
k

=
∑

r

1

r

p− 1
k

(p− 1
k)

=
∑

r

1

r
= ∞.

Agora, para cada j ∈ N, existe um k tal que j ∈ Nk e, assim, defina a sequência (yj)
∞
j=1 como

sendo

yj =
x
(k)
j

2k
∥∥∥
(
x
(k)
l

)∞
l=1

∥∥∥
p

.
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Vejamos que (yj)
∞
j=1 ∈ ℓp \

⋃
0<q<p ℓq. Com efeito,

∞∑

j=1

|yj|p =
∞∑

k=⌈1/p⌉

∑

j∈Nk

|yj|p

=
∞∑

k=⌈1/p⌉

∑

j∈Nk




∣∣∣x(k)
j

∣∣∣

2k
∥∥∥
(
x
(k)
l

)∞
l=1

∥∥∥
p




p

=
∞∑

k=⌈1/p⌉

1

2kp
∥∥∥
(
x
(k)
l

)∞
l=1

∥∥∥
p

p

∑

j∈Nk

∣∣∣x(k)
j

∣∣∣
p

=
∞∑

k=⌈1/p⌉

1

2kp
< ∞.

De forma análoga, para 0 < q = p− 1
k
< p, temos

∞∑

j=1

|yj|q =
∞∑

k=⌈1/p⌉

∑

j∈Nk

|yj|q

=
∞∑

k=⌈1/p⌉

∑

j∈Nk




∣∣∣x(k)
j

∣∣∣

2k
∥∥∥
(
x
(k)
l

)∞
l=1

∥∥∥
p




q

=
∞∑

k=⌈1/p⌉

1

2kp
∥∥∥
(
x
(k)
l

)∞
l=1

∥∥∥
q

p

∑

j∈Nk

∣∣∣x(k)
j

∣∣∣
q

=
∞∑

k=⌈1/p⌉

1

2kp
∥∥∥
(
x
(k)
l

)∞
l=1

∥∥∥
q

p

· ∞

= ∞.

Agora, para apresentarmos um dos resultados principais deste trabalho, precisaremos do

lema a seguir que se faz necessário na sua demonstração.

Lema 2.19. Sejam p > 0 e x1, . . . , xn vetores linearmente independentes de ℓp. Existe n0 ∈ N
tal que as primeiras n0 coordenadas de x1, . . . , xn formam um conjunto linearmente indepen-

dente de Kn0 .

Demonstração. Suponha que para cada j ∈ N, existam a1j, . . . , anj ∈ K, não todos iguais a

zero, tais que

a1jx1 + · · ·+ anjxn = (0, . . . , 0, λj+1, λj+2, . . . ) . (2.8)

Podemos supor que ∥αj∥1 = 1, onde αj = (a1j, . . . , anj) ∈ Kn, para todo j ∈ N. Como (αj)
∞
j=1 é

uma sequência limitada em K, segue do Teorema de Bolzano-Weierstress (Corolário 1.29), que

(αj)
∞
j=1 possui subsequência convergente. Digamos, (αjk)

∞
k=1 em que, αjk → α = (a1, . . . , an) ∈

29



Kn. Da continuidade da norma temos

∥α∥1 =
∥∥∥ lim
k→∞

αjk

∥∥∥
1
= lim

k→∞
∥αjk∥1 = 1,

ou seja, α ̸= 0. Então,

a1jkx1 + a2jkx2 + · · ·+ anjkxn −→ a1x1 + · · ·+ anxn, quando k → ∞. (2.9)

Por outro lado, seja πm : ℓp → K a m-ésima projeção canônica. Então, por (2.8) temos

πm(a1jkx1 + a2jk + · · ·+ anjkxn) → 0, quando k → ∞, para todo m ∈ N.

Como a convergência em (2.9) é coordenada a coordenada, segue que

a1x1 + · · ·+ anxn = 0.

Por fim, sendo x1, . . . , xn vetores linearmente independentes, temos a1 = · · · = an = 0, o que é

um absurdo pois, por hipótese, α ̸= 0. Portanto, existe n0 ∈ N tal que

{(
x
(1)
j

)n0

j=1
, . . . ,

(
x
(n)
j

)n0

j=1

}

é um conjunto linearmente independente em Kn0 .

Considerando a Hipótese do Continuum e o lema anterior estamos aptos a caracterizar a

(α, c)-espaçabilidade do conjunto ℓp \
⋃

0<q<p ℓq para α < c.

Teorema 2.20. Para todo p > 0 o conjunto ℓp \
⋃

0<q<p ℓq é (α, c)-espaçável se, e somente se,

α < ℵ0.

Demonstração. O caso α = ℵ0, advém do seguinte exemplo: Escreva

N =
∞⋃

j=1

Nj

como no Exemplo 2.18 e seja

W := span
{
x(j) : j ∈ N

}

com

i) x(1) =

(
1,
(
x
(1)
j

)
j>1

)
onde

{
x
(1)
j = 0, se j /∈ N1

(x
(1)
j )j∈N1(j>1) ∈ ℓp \

⋃
0<q<p ℓq

com ∥∥∥∥
(
x
(1)
j

)
j∈N(j>1)

∥∥∥∥
p

=
1

2
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ii) x(2) =

(
1,
(
x
(2)
j

)
j>2

)
onde

{
x
(2)
j = 0, se j /∈ N2

(x
(2)
j )j∈N2(j>2) ∈ ℓp \

⋃
0<q<p ℓq

com ∥∥∥∥
(
x
(2)
j

)
j∈N2(j>1)

∥∥∥∥
p

=
1

22

continuando indutivamente temos x(k) =

(
1,
(
x
(k)
j

)
j>k

)
onde

{
x
(k)
j = 0, se k /∈ Nk

(x
(k)
j )j∈Nk(j>k) ∈ ℓp \

⋃
0<q<p ℓq

com ∥∥∥∥
(
x
(k)
j

)
j∈Nk(j>1)

∥∥∥∥
p

=
1

2k
.

Agora, note que (W \ {0}) ⊂ ℓp \
⋃

1<q<p ℓq e dim W = ℵ0. Além disso, não existe subespaço

fechado W1 de ℓp de modo que W ⊂ W1 e (W1 \ {0}) ⊂ ℓp \
⋃

0<q<p ℓq. De fato, observe que

lim
k→∞

∥∥∥∥
(
x
(k)
j

)
j∈N

− e1

∥∥∥∥
p

= lim
k→∞

∥∥∥∥
(
0, x

(k)
j

)
j∈Nk(j>1)

∥∥∥∥
p

= lim
k→∞

1

2k
= 0.

Ou seja, e1 ∈ W mas e1 ∈ ℓq, para todo q > 0. Logo, e1 /∈ ℓp \
⋃

0<q<p ℓq. Assim,

W ⊂ W ⊂ W1 ⊈ ℓp \
⋃

0<q<p

ℓq.

Portanto, não ocorre (ℵ0, c)-espaçabilidade. Agora, provaremos o caso α = 3, uma vez que,

o caso geral de α ∈ N segue de forma análoga. Sejam x = (xj)
∞
j=1, y = (yj)

∞
j=1 e z = (zj)

∞
j=1

sequências linearmente independentes tais que

W := span {x, y, z} ⊂
(
ℓp \

⋃

0<q<p

ℓq

)
∪ {0}

. Então, pelo Lema 2.19, existe n0 ∈ N tal que as primeiras n0 coordenadas de x, y, z for-

mam um conjunto linearmente independente em Kn0 . Sabemos que o termo geral de uma série

convergente tem limite igual a zero (vide Teorema 1.31), dessa forma, conseguimos obter um

conjunto infinito N1 = {α1 < α2 < α3 < . . . } de inteiros positivos tal que





∑
j /∈N1

xjej ∈ ℓp \
⋃

0<q<p ℓq∑
j /∈N1

yjej ∈ ℓp \
⋃

0<q<p ℓq∑
j /∈N1

zjej ∈ ℓp \
⋃

0<q<p ℓq
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e

max {|xαl
|, |yαl

|, |zαl
|} <

1

2l
(2.10)

para todo l ∈ N. Além disso, N\N1 também é um conjunto infinito. Assim, considere o conjunto

O := N1 \ {1, ..., n0} (2.11)

em que

O =
∞⋃

i=1

Oi,

onde Oi ∩Oj = ∅ para todo i ̸= j, e Oi = {i1 < i2 < · · · }. Note que,





∑
j /∈O xjej ∈ ℓp \

⋃
0<q<p ℓq∑

j /∈O yjej ∈ ℓp \
⋃

0<q<p ℓq∑
j /∈O zjej ∈ ℓp \

⋃
0<q<p ℓq

. (2.12)

Obviamente N \O é infinito. Seja f uma enumeração de N \O, isto é,

N \O := {f(1), f(2), . . . }

e defina para todo i o vetor

εi :=
∞∑

j=1

xf(j)eij ∈ KN.

Note que εi ∈ ℓp, para todo i. Agora, defina p̃ = 1, se p ≥ 1 e p̃ = p, se 0 < p < 1. Para

(ai)
∞
i=1 ∈ ℓp̃ temos

∞∑

i=1

∥aiεi∥p̃p =
∞∑

i=1

|ai|p̃ ∥εi∥p̃p ≤ ∥x∥p̃p
∞∑

i=1

|ai|p̃ = ∥x∥p̃p ∥(ai)∞i=1∥p̃p < ∞.

Portanto, a série
∑∞

i=1 ∥aiεi∥
p̃
p é convergente. E ainda, como ℓp̃ é Banach, caso p ≥ 1 ou

p-Banach, caso 0 < p < 1, segue pela Proposição 2.8 que a série
∑∞

i=1 aiεi converge em ℓp.

Consequentemente, o operador

{
T : ℓp̃ → ℓp

T ((ai)
∞
i=0) = a0x+ a1y + a2z +

∑∞
i=3 aiεi

está bem definido. É claro que T é linear e injetivo. De fato, se

T ((ai)
∞
i=0) = 0,

então

a0x+ a1y + a2z +
∞∑

i=3

aiεi = 0.

Em particular, desde que {1, . . . , n0} ∈ N \ O, as n0 primeiras coordenadas de εi são zero.
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Assim,

a0(xj)
∞
j=1 + a1(yj)

∞
j=1 + a2(zj)

∞
j=1 = 0.

Como
{
(xj)

n0
j=1, (yj)

n0
j=1, (zj)

n0
j=1

}
é linearmente independente em Kn0 , segue que

a0 = a1 = a2 = 0. (2.13)

Dáı, ∑

i=3

aiεi = 0.

Pela equação (2.13) e o fato de que os suportes dos vetores εi são disjuntos, conclúımos que

ai = 0 para todo i. E ainda, T ((ai)
∞
i=0) /∈ ℓq, para todo 0 < q < p e (ai)

∞
i=0 ̸= 0. De fato, seja i0

tal que ai0 ̸= 0. Se a0 = a1 = a2 = 0, temos

∥T ((ai)∞i=0)∥q =
∥∥∥∥∥

∞∑

i=3

aiεi

∥∥∥∥∥
q

≥ |ai0 | ∥εi0∥q = ∞.

Se ai ̸= 0, para algum i = 0, 1, 2, como as coordenadas de εi pertencentes a N \ O são zero,

temos

∥T ((ai)∞i=0)∥q =
∥∥∥∥∥a0x+ a1y + a2z +

∞∑

i=3

aiεi

∥∥∥∥∥
q

≥
∥∥(a0xj + a1yj + a2zj)j∈N\O

∥∥q
q
.

Como,

W := span {x, y, z} ⊂
(
ℓp \

⋃

0<q<p

ℓq

)
∪ {0} ,

segue que

∞ = ∥(a0xj + a1yj + a2zj)j∈N∥qq = ∥(a0xj + a1yj + a2zj)j∈O∥qq +
∥∥(a0xj + a1yj + a2zj)j∈N\O

∥∥q
q
.

Assim, por (2.10) e (2.11) temos

∥(a0xj + a1yj + a2zj)j∈O∥qq < ∞.

Logo, ∥∥(a0xj + a1yj + a2zj)j∈N\O
∥∥q
q
= ∞. (2.14)

Assim, T ((ai)
∞
i=0) /∈ ℓq, para todo 0 < p < q, ou seja,

W ⊂ T (ℓp̃) \ {0} ⊂
(
ℓp \

⋃

0<q<p

ℓq

)
∪ {0} .

E com isso, provamos a (3, c)-lineabilidade e de forma análoga, obtemos a (α, c)-lineabilidade

para todo α ∈ N. Por fim, provaremos a espaçabilidade. Note que T (ℓp̃) é um subespaço vetorial
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fechado c-dimensional de ℓp. Precisamos mostrar que

T (ℓp̃) \ {0} ⊂
(
ℓp \

⋃

0<q<p

ℓq

)
.

Com efeito, seja w = (wn)
∞
n=1 ∈ T (ℓp̃), w ̸= 0. Então, existem sequências

(
a
(k)
i

)∞
i=0

∈ ℓp̃ (k ∈ N)

tais que w = limk→∞ T
((

a
(k)
i

)∞
i=0

)
em ℓp. Além disso, para cada k ∈ N,

T
((

a
(k)
i

)∞
i=0

)
= a

(k)
0 x+ a

(k)
1 y + a

(k)
2 z +

∞∑

i=3

a
(k)
i εi

= a
(k)
0 x+ a

(k)
1 y + a

(k)
2 z +

∞∑

i=3

a
(k)
i

∞∑

j=1

xf(j)eij

= a
(k)
0 x+ a

(k)
1 y + a

(k)
2 z +

∞∑

i=3

∞∑

j=1

a
(k)
i xf(j)eij .

Como as coordenadas de εi ∈ N \O são zero, segue que as coordenadas de
∑∞

i=3 a
(k)
i εi perten-

centes a N\O também são zero. Logo, as coordenadas de T
((

a
(k)
i

)∞
i=0

)
pertencentes em N\O

são exatamente as coordenadas de a
(k)
0 x+ a

(k)
1 y + a

(k)
2 z para todo k. Consequentemente, existe

em ℓp o limite

lim
k→∞

(
a
(k)
0 xj + a

(k)
1 yj + a

(k)
2 zj

)
j∈N\O

.

Como, {1, . . . , n0} ⊂ N \O, segue que
{
(xj)j∈N\O, (yj)j∈N\O, (zj)j∈N\O

}
é um conjunto linear-

mente independente. Logo, esse limite pode ser reescrito de forma única como

(axj + byj + czj)j∈N\O.

Agora, consideremos um funcional linear cont́ınuo

φx : ℓp → K

tal que

φx(xj)j∈N\O = 1 e φx(yj)j∈N\O = φx(zj)j∈N\O = 0.

Então,

lim
k→∞

(
a
(k)
0

)
= lim

k→∞
φ
(
a
(k)
0 xj + a

(k)
1 + a

(k)
2 zj

)
j∈N\O

= φ (axj + bxj + cxj)j∈N\O = a

Analogamente temos,

lim
k→∞

(
a
(k)
1

)
= b e lim

k→∞

(
a
(k)
2

)
= c.

Assim,

wj = lim
k→∞

(
a
(k)
0

)
xj + lim

k→∞

(
a
(k)
1

)
yj + lim

k→∞

(
a
(k)
2

)
zj
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para todo inteiro positivo j ∈ N \O. Agora, para finalizarmos a demonstração analisaremos os

casos que se seguem. Primeiro, suponhamos que limk→∞ a
(k)
i = ai ̸= 0, para algum i = 0, 1, 2.

Então, pela equação 2.14, temos

∥w∥qq ≥
∑

j∈N\O
|a0xj + a1yj + a2zj|q = ∞

e dáı segue o resultado. Agora, suponhamos que limk→∞ a
(k)
i = ai = 0, para todo i = 0, 1, 2.

Nesse caso, wj = 0, para todo j ∈ N \ O. Como w ̸= 0, existe algum r ∈ O tal que wr ̸= 0.

Além disso, sendo O =
⋃∞

i=1 Oi, existem únicos m, t ∈ N tais que er = emt . Logo, para cada

k ∈ N a r-ésima coordenada de T
((

a
(k)
i

)∞
i=0

)
é o número a

(k)
0 xr + a

(k)
1 yr + a

(k)
2 zr + a

(k)
m xf(t).

Logo,

0 ̸= wr = lim
k→∞

(a
(k)
0 xr + a

(k)
1 yr + a

(k)
2 zr + a(k)m xf(t))

= lim
k→∞

a(k)m xf(t)

= xf(t) · lim
k→∞

a(k)m .

Dáı, segue que xf(t) ̸= 0 e, consequentemente, limk→∞

∣∣∣a(k)m

∣∣∣ = |wr|
|xf(t)| ̸= 0. Agora, para j, k ∈ N

a mj-ésima coordenada de T
((

a
(k)
i

)∞
i=0

)
é

a
(k)
0 xmj

+ a
(k)
1 ymj

+ a
(k)
2 zmj

+ a(k)m xf(j).

Definindo αm = |wr|
|xf(j)| , temos

lim
k→∞

∣∣∣a(k)0 xmj
+ a

(k)
1 ymj

+ a
(k)
2 zmj

+ a(k)m xf(j)

∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣a(k)m xf(j)

∣∣

=
∣∣xf(j)

∣∣ · lim
k→∞

∣∣a(k)m x
∣∣ = αm

∣∣xf(j)

∣∣ ,

para j ∈ N. Por outro lado, pela convergência coordenada a coordenada garantimos que

lim
k→∞

∣∣∣a(k)0 xmj
+ a

(k)
1 ymj

+ a
(k)
2 zmj

+ a(k)m xf(j)

∣∣∣ =
∣∣wmj

∣∣ ,

então pela unicidade do limite
∣∣wmj

∣∣ = αm

∣∣xf(j)

∣∣ , para cada j ∈ N. Aplicando (2.12), obtemos

∥w∥qq =
∞∑

n=1

|wn|q ≥
∞∑

j=1

|wmj
|q =

∞∑

j=1

αq
m · |xf(j)|q = αq

m

∥∥∥
(
xf(j)

)∞
j=1

∥∥∥
q

q
= αq

m

∥∥(xj)j∈N\O
∥∥q
q
= ∞.

Logo, w /∈ ⋃0<q<p ℓq. Portanto,

T (ℓp̃) \ {0} ⊂
(
ℓp \

⋃

0<q<p

ℓq

)

como queŕıamos. A (α, c)-espaçabilidade segue de forma análoga.
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Capı́tulo 3

Espaçabilidade de Conjuntos de Operadores

entre Espaços de Sequências

Em 2020, Diniz et.al em [15] investigam propriedades de lineabilidade e espaçabilidade de

conjuntos de operadores lineares cont́ınuos injetores e sobrejetores entre espaços de sequências

motivados pelos resultados [3, Theorem 4.1, p. 198] e [3, Corollary 3.4, p. 198] compilados a

seguir:

Teorema 3.1. O conjunto

S = {T : ℓp → ℓp : T é linear, cont́ınuo e sobrejetivo} (3.1)

é espaçável em L(ℓp; ℓp), para todo 1 ≤ p ≤ ∞ e o conjunto

I = {T : c0 → c0 : T é linear, cont́ınuo e injetivo} (3.2)

é espaçável em L(c0; c0). Em particular, o conjunto é c-lineável.

Neste caṕıtulo, vamos analisar os resultados apresentados pelos autores em [15] e revisar a

nova abordagem de (α, c)-espaçabilidade no contexto de operadores lineares cont́ınuos. Além

disso, será posśıvel perceber como os principais resultados deste caṕıtulo podem ser ampli-

ados utilizando diferentes técnicas, abrangendo uma ampla classe de espaços de sequências,

apresentadas em [4].

3.1 Espaços de Sequências

Exibiremos nesta seção, alguns espaços de Banach de sequências clássicos que serão de

grande valia ao longo deste caṕıtulo.

Definição 3.2. Definimos o espaço das sequências limitadas por

ℓ∞ =

{
(ξj)

∞
j=1 ⊂ K : sup

j∈N
|ξj| < ∞

}
,
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o qual é um espaço de Banach com a norma

||(ξj)∞j=1||∞ = sup
j∈N

|ξj|.

O subespaço fechado de ℓ∞ formado pelas sequências que convergem para 0 é denotado por c0,

isto é,

c0 =
{
(ξj)

∞
j=1 ⊂ K : ξj → 0

}
.

E ainda, o subespaço de c0 formado pelas sequências eventualmente nulas denotado por c00, ou

seja,

c00 =
{
(aj)

∞
j=1 ∈ c0 : existe n0 ∈ N tal que aj = 0, ∀ j ≥ n0

}
.

As demonstrações de que o espaço ℓ∞ é um espaço normado completo e que o subespaço

c0 é fechado em ℓ∞ (consequentemente Banach) podem ser encontradas em livros introdutórios

de Análise Funcional.

Proposição 3.3. O subespaço c00 é denso em c0, isto é, c00 = c0.

Demonstração. Dado x = (aj)
∞
j=1 ∈ c0, considere

x1 = (a1, 0, 0, . . . ), x2 = (a1, a2, 0, 0, . . . ), x3 = (a1, a2, a3, 0, 0, 0, . . . ) . . . .

Note que (xn)
∞
n=1 ⊆ c00. Seja ε > 0. Como an → 0, segue que, existe n0 ∈ N tal que |an| < ε

2

para todo n ≥ n0. Isso implica que,

∥x− xn∥∞ = ∥(0, . . . , 0, an+1, an+2, . . . )∥∞ = sup
j>n

|aj| ≤
ε

2
< ε.

Logo, xn → x em c0 e, assim, todo elemento de c0 é o limite de uma sequência em c00. Portanto,

pela Proposição 1.36, c00 = c0. Sendo c0 subespaço fechado de ℓ∞, em particular, c0 é Banach

e, uma vez que,c00 é claramente um subespaço próprio de c0, temos

c00 ⊊ c00 = c0,

isto é, c00 é incompleto.

Observação. Dado um espaço de Banach X, podemos introduzir os espaços de sequências da

Definição 3.2 e da Definição 2.1 tomando valores em X ao invés de K, bastando nas respec-

tivas definições trocar o módulo | · | pela norma ∥ · ∥X . Nestes casos, denotamos os espaços

por ℓp(X), ℓ∞(X), c0(X) e c00(X). As demonstrações de que os 3 primeiros espaços são com-

pletos, são análogas ao caso escalar, utilizando a completude de X no lugar de K. Os espaços

apresentados nas Definições 2.1 e 3.2 correspondem exatamente ao caso X = K.

3.2 Espaçabilidade em Operadores Sobrejetivos

Iniciamos esta seção apresentando a definição de Espaço de Banach de sequências padrão

(usual) e, em seguida, apresentamos o Teorema 3.1 no contexto geral dos operadores sobreje-

37



tivos. Na demonstração do caso dos operadores sobrejetivos de [3], os autores utilizam alguns

argumentos matriciais, bastante distintos dos que serão apresentados aqui.

Definição 3.4. Seja X ̸= {0} um espaço de Banach. Dizemos que um espaço de Banach de

dimensão infinita E de sequências a valores em X é um espaço de Banach de sequências padrão

(usual) sobre X se satisfaz as seguintes condições:

i) Existe C > 0 tal que ||xj||X ≤ C||x||E, para todo x = (xj)
∞
j=1 ∈ E e todo j ∈ N;

ii) Se x = (xj)
∞
j=1 ∈ E e (xnk

)∞k=1 é uma subsequência de x, então (xnk
) ∈ E e

||(xnk
)∞k=1||E ≤ ||x||E;

iii) Se (xj)
∞
j=1 ∈ E e {n1 < n2 < ....} é um subconjunto infinito de N, então a sequência

(yj)
∞
j=1 com valores em X definida como

yj =

{
xi, se j = ni,

0, caso contrário,

pertence a E e ||(yj)∞j=1||E ≤ ||(xj)
∞
j=1||E.

Para ilustrar o item iii), considere a sequência (xj)
∞
j=1 = (x1, x2, x3, x4, x5, x6, . . . ) ∈ E e o

subconjunto infinito de N:

{n1, n2, n3, n4, . . . } = {1, 2, 3, 5, 7, 11, . . . }

Então a sequência (yj) definida por

yj =




xi, se j = ni

0, caso contrário

terá a forma

(yj) = (x1, x2, x3, 0, x4, 0, x5, 0, 0, 0, x6, . . . ),

ou seja, os elementos de (xj) aparecem nas posições indicadas pelo subconjunto {ni}, e os

demais termos são zero.

De agora em diante, chamaremos de espaço de Banach sequências usual o espaço de Banach

de sequências usual sobre algum espaço de Banach X e quando c00(X) é denso em E, dizemos

que E é espaço de Banach de sequências usual c00-denso.

Agora, notemos que i) garante que a m-ésima projeção sobre X,

πm : E → X

(xj)
∞
j=1 7→ xm

é um operador linear cont́ınuo para todo m. Portanto, a convergência implica em convergência

coordenada a coordenada. Além disso, de ii), se x ∈ E então cada subsequência de x pertence

38



a E. Assim, se N′ é um subconjunto de inteiros positivos, então o operador linear

T : E → E

(xj)
∞
j=1 7→ (xk)k∈N′

está bem definido e é cont́ınuo. Por fim, de iii) temos que se N′ = {n1 < n2 < · · · } é um

subconjunto infinito de inteiros positivos, então o operador linear

S : E → E

(xj)
∞
j=1 7→ (yj)

∞
j=1

em que,

yj =

{
xi se, j = ni ∈ N′,

0, caso contrário

é cont́ınuo e está bem definido, ou seja, S mapeia a sequência (xj)
∞
j=1 para uma sequência

(yj)
∞
j=1 que é composta pelos elementos xi nas posições j = nj e coloca 0 nas demais posições.

Em particular, se

F n : E → E, (xj)
∞
j=1 7→ (0, .., 0︸ ︷︷ ︸

n

, x1, x2, x3, ...) (3.3)

é n-deslocamento pra frente, então F n é cont́ınuo e está bem definido.

Teorema 3.5. Seja E um espaço de Banach de sequências usual c00-denso. Então, o conjunto

S = {T : E → E : T é linear, cont́ınuo e sobrejetivo}

é espaçável em L(E;E).

Demonstração. Primeiramente, decomponha o conjunto dos números naturais em subconjuntos

infinitos e dois a dois disjuntos

N =
∞⋃

k=1

Nk.

Denotando os elementos de Nk por

Nk = {nk,1, nk,2, nk,3, . . . }

vamos definir, para todo k, os operadores

Sk : E → E

(aj)
∞
j=1 7→ (aj)j∈Nk

.

Por ii) para todo k, temos

∥Sk∥ = sup
||(aj)∞j=1||E≤1

∥∥Sk(aj)
∞
j=1

∥∥
E
≤ 1
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onde Sk é sobrejetiva, para todo k. De fato, dado c = (cj)
∞
j=1 ∈ E, segue que por iii) a = (aj)

∞
j=1

definido por

aj =

{
ci, se j = nk,i ∈ Nk,

0, caso contrário

pertence a E e Sk(a) = c. Além disso, conseguimos verificar que uma combinação linear não

trivial de Sk também é sobrejetiva. Com efeito, seja

S =
n∑

i=1

biSi

uma combinação linear não trivial de S1, . . . , Sn e seja k um ı́ndice tal que bk ̸= 0. Note que,

dado c = (cj)
∞
j=1 ∈ E, se considerarmos a sequência a = (aj)

∞
j=1 definida por

aj =

{
b−1
k ci, se j = nk,i ∈ Nk,

0, se j /∈ Nk

então Si(a) = 0, se i ̸= k e

S(a) = bkSk(a) = c.

Consequentemente, {Sk : k ∈ N} é um conjunto linearmente independente de L(E;E), uma vez

que qualquer combinação linear não trivial de elementos de {Sk : k ∈ N} é sobrejetiva e, em

particular, diferente de 0. Agora, consideremos o operador linear

Ψ : ℓ1 → L(E;E)

(bk)
∞
k=1 7→

∞∑

k=1

bkSk.

Note que uma vez que ∥Sk∥ ≤ 1, segue que

∞∑

k=1

∥bkSk∥ ≤
∞∑

k=1

|bk| < ∞

e, como L(E;E) é completo por hipótese, segue que
∑∞

k=1 bkSk ∈ L(E;E). Logo, Ψ está bem

definida. Por fim, provemos a espaçabilidade de S. Denotemos por Im(Ψ) a imagem de Ψ e

Im(Ψ) seu fecho em L(E;E). Se 0 ̸= S ∈ Im(Ψ), então basta provarmos que S é sobrejetiva.

Considere a sequência de elementos

gn =
∞∑

k=1

b
(n)
k Sk ∈ Im(Ψ) tal que gn → S.

Portanto, para cada a = (aj)
∞
j=1 ∈ E, temos

S(a) = lim
n→∞

∞∑

k=1

b
(n)
k Sk(a)
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e, sendo πm cont́ınua para todo m ∈ N,

lim
n→∞

πm

( ∞∑

k=1

b
(n)
k Sk(a)

)
= πm(S(a)).

Então

S(a) =

(
lim
n→∞

π1

( ∞∑

k=1

b
(n)
k Sk(a)

)
, lim
n→∞

π2

( ∞∑

k=1

b
(n)
k Sk(a)

)
, lim
n→∞

π3

( ∞∑

k=1

b
(n)
k Sk(a)

)
, . . .

)

(3.4)

para todo a = (aj)
∞
j=1. Uma vez que,

π1

( ∞∑

k=1

b
(n)
k Sk(a)

)
= b

(n)
1 an1,1 + b

(n)
2 an2,1 + b

(n)
3 an3,1 + · · · =

∞∑

k=1

b
(n)
k ank,1

π2

( ∞∑

k=1

b
(n)
k S(a)

)
= b

(n)
1 an1,2 + b

(n)
2 an2,2 + b

(n)
3 an3,2 + · · · =

∞∑

k=1

b
(n)
k ank,2

π3

( ∞∑

k=1

b
(n)
k S(a)

)
= b

(n)
1 an1,3 + b

(n)
2 an2,3 + b

(n)
3 an3,3 + · · · =

∞∑

k=1

b
(n)
k ank,3

...

de (3.4) conclúımos que

S(a) =

(
lim
n→∞

∞∑

k=1

b
(n)
k ank,1

, lim
n→∞

∞∑

k=1

b
(n)
k ank,2

, lim
n→∞

∞∑

k=1

b
(n)
k ank,3

, . . .

)
, (3.5)

para todo a = (aj)
∞
j=1 ∈ E. Agora, denote por xei a sequência que possui x na i-ésima coorde-

nada e zero nas demais. Assim, para todo i ∈ N, existem k,m ∈ N tais que i = nk,m ∈ Nk e

portanto,

S(xei) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−1

, x lim
k→∞

b
(n)
k , 0, 0, . . . , ),

para todo x ∈ X. Isso implica que os limites limn→∞ b
(n)
j existem, para todo j ∈ N. Como S ̸= 0

é cont́ınuo e c00(X) é denso em E, podemos concluir que limn→∞ b
(n)
j0

̸= 0, para algum j0. Por

fim, sem perda de generalidade, suponhamos j0 = 1 e N1 = {1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, . . . } . Dado

c = (cj)
∞
j=1 ∈ E,

por iii) a sequência d = (dj)
∞
j=1 definida por

dj =




ci

(
limn→∞ b

(n)
1

)−1

, se j = n1,j,

0, se j /∈ N1
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pertence a E e, relembrando (3.5), para todo a = (aj)
∞
j=1 ∈ E, temos

S(d) =
(
lim
n→∞

b
(n)
1 d1, lim

n→∞
b
(n)
1 d2, lim

n→∞
b
(n)
1 d3, lim

n→∞
b
(n)
1 d5, lim

n→∞
b
(n)
1 d7, . . .

)
= c.

Portanto, segue o resultado.

3.3 Espaçabilidade em Operadores Injetivos

Para o caso dos operadores injetivos, o argumento utilizado pelos autores em [3] na prova

do Teorema 3.1, está fortemente relacionado com a norma do sup de c0 e não possui adaptação

imediata aos espaços ℓp.

Teorema 3.6. Seja X um espaço vetorial de dimensão infinita sobre K que admite base de

Schauder {en}∞n=1 para o qual o operador deslocamento pra frente

F : X → X
∞∑

n=1

anen 7→
∞∑

n=1

an−1en

está bem definido. Então o conjunto

{A ∈ L(X;X) : A é injetivo}

é lineável.

Demonstração. Veja [3, Theorem 3.1, p. 195].

Teorema 3.7. Sejam V um espaço de Banach de dimensão infinita e E um espaço de Banach

de sequências usual. O conjunto,

I = {T : V → E : T é linear, cont́ınuo e injetivo}

ou é vazio ou é espaçável em L(V ;E).

Demonstração. Suponhamos que I seja não vazio e fixemos T ∈ I. Para todo n ∈ N, seja
F n : E → E a função definida em (3.3). Definindo T1 = T e Tn+1 = F n ◦ T, sendo F n um

operador linear cont́ınuo, observamos que

i) Tn ∈ I, para todo n ∈ N;

ii) ||Tn+1|| ≤ ||F n|| ||T ||, para todo n ∈ N.

Por simplicidade, vamos escrever T (x) = ((T (x))n)
∞
n=1 em que, (T (x))n = πn(T (x)). Aqui, Tn

pela definição da T e pela equação (3.3) pode ser entendido como uma sequência de vetores

que são descritos por componentes da forma

(0, . . . , 0, π1(T (x)), π2(T (x)), π3(T (x)), . . . ).
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Agora, sejam α1, ..., αk escalares não nulos, j1 < ... < jk números naturais e vamos considerar

o operador linear cont́ınuo

A = α1Tj1 + α2Tj2 + · · ·+ αkTjk .

Vamos mostrar que A é injetivo. De fato, seja x ∈ V \ {0} . Nesse caso, T (x) ̸= 0 e, consequen-

temente, se n0 é o menor inteiro positivo tal que (T (x))n0 ̸= 0, então

(Tj1(x))j1+n0−1 = (T (x))n0

é a primeira coordenada não nula de Tj1(x). Uma vez que j1 < ji, para todo i = 2, . . . , k

conclúımos que (Tji(x))j1+n0−1 = 0, para cada i = 2, . . . , k e, portanto, somando coordenada a

coordenada, podemos concluir que

α1(Tj1(x))j1+n0−1 = α1(T (x))n0

é a primeira coordenada não nula de A(x). Em particular, A(x) ̸= 0 e, portanto, A(x) é injetivo.

Assim, podemos concluir que toda combinação linear finita não trivial de Tn gera um operador

linear injetivo e, em particular, também gera um operador linear não nulo e, consequentemente

o conjunto {Tn : n ∈ N} é linearmente independente.

Note que, até o momento foi estabelecido que sempre que E for um espaço de Banach

de sequências usual, o operador n-deslocamento para frente F n está bem definido e é cont́ınuo,

segue que I é 1(,ℵ0)-lineável.

Agora, por hipótese, E é um espaço de Banach de sequências usual sobre um espaço

de Banach X. Além disso, pela condição iii) da Definição 3.4, ||F n|| ≤ 1, para todo n. Seja,

x ∈ V e (λk)
∞
k=1 ∈ ℓ1. Uma vez que,

∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

λnTn(x)

∥∥∥∥∥
E

≤
∞∑

n=1

|λn| ∥Tn(x)∥E

≤
∞∑

n=1

|λn| ∥Tn∥ ∥x∥V

≤ ∥T∥ ∥x∥V
∞∑

n=1

|λn|

segue que o operador linear

Φ : ℓ1 → L(V ;E)

(λk)
∞
k=1 7→

∞∑

n=1

λnTn

está bem definido e é cont́ınuo. Note que, o mesmo argumento que usamos para provar que o

operador A acima é injetivo mostra que, se (λk)
∞
k=1 ∈ ℓ1 \ {0}, então ∑∞

n=1 λnTn é injetivo e,
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portanto, Φ é também injetivo. Assim,

Im(Φ) =
{∑∞

n=1 λnTn : (λ)∞k=1 ∈ ℓ1

}
⊂ I ∪ {0}

e,

dim(Im(Φ)) = dim(ℓ1) = c.

Logo, I é (1, c)-lineável. Por fim, pela arbitrariedade de T ∈ I conclúımos a prova de que I é

(1, c)-espaçável se mostrarmos que

Im(Φ) =
{∑∞

n=1 λnTn : (λ)∞k=1 ∈ ℓ1

}
⊂ I ∪ {0} .

Dessa forma, se S ∈ Im(Φ), então existem sequências (λ
(k)
n )∞n=1 ∈ ℓ1 tais que

S = lim
k→∞

∞∑

n=1

λ(k)
n Tn.

Uma vez que E é um espaço de Banach de sequências usual e S é cont́ınuo, temos que

S(x) = lim
k→∞

∞∑

n=1

λ(k)
n Tn(x)

Assim, podemos reescrever o somatório da seguinte forma

S(x) = lim
k→∞

∞∑

n=1

λ(k)
n




n−1︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, π1(T (x)), π2(T (x)), π3(T (x)), . . .


 .

Dáı,

S(x) = lim
k→∞

[
λ
(k)
1 (π1(T (x)), π2(T (x)), π3(T (x)), . . . )

+ λ
(k)
2 (0, π1(T (x)), π2(T (x)), π3(T (x)), . . . ) + . . .

]
.

Agora, reagrupando por componente de πi(T (x)), temos

S(x) = lim
k→∞

[
(λ

(k)
1 π1(T (x)), λ

(k)
1 π2(T (x)) + λ

(k)
2 π1(T (x)), λ

(k)
1 π3(T (x)) + . . .

]
.

Por fim, a expressão pode ser colocada sob a forma

S(x) =
(
lim
k→∞

λ
(k)
1 π1(T (x)), lim

k→∞

[
λ
(k)
1 π2(T (x)) + λ

(k)
2 π1(T (x))

]
, . . .

)
. (3.6)

Agora, mostraremos que S é identicamente nula ou injetiva. Suponhamos que S não seja

injetiva, isto é, que exista w0 ∈ V \ {0} tal que S(w0) = 0. Como T é injetiva, segue que
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T (w0) ̸= 0. Seja, n0 o menor inteiro positivo tal que πn0(T (w0)) ̸= 0. Note que,

0 = πn(S(w0)) = lim
k→∞

n∑

j=1

λ
(k)
n−j+1πj(T (w0)),

para todo n ∈ N.Agora, vamos prosseguir por indução sobrem para mostrarmos que limk→∞ λ
(k)
m =

0, para todo m ∈ N. Notemos que

0 = πn0(S(w0)) = lim
k→∞

n0∑

j=1

λ
(k)
n0−j+1πj(T (w0))

= lim
k→∞

λ
(k)
1 πn0(T (w0)) =

(
lim
k→∞

λ
(k)
1

)
πn0(T (w0)).

Logo, limk→∞ λ
(k)
1 = 0. Assumindo por hipótese de indução que

lim
k→∞

λ
(k)
1 = lim

k→∞
λ
(k)
2 = · · · = lim

k→∞
λ
(k)
m−1 = 0

para algum m ∈ N, é claro que para todo n = 1, . . . ,m− 1 segue que

0 = lim
k→∞

λ(k)
n πj(T (w0)),

para todo j ∈ N. Então, desde que

0 = πn0+m−1(S(w0)) = lim
k→∞

∞∑

n=1

λ(k)
n πn0+m−n(T (w0)),

obtemos

lim
k→∞

λ(k)
m πn0(T (w0)) = lim

k→∞

[
m∑

n=1

λ(k)
n πn0+m−n(T (w0))−

m−1∑

n=1

λ(k)
n πn0+m−n(T (w0))

]

= lim
k→∞

λ(k)
n πn0+m−n(T (w0))− lim

k→∞
λ(k)
n πn0+m−n(T (w0))

= πn0+m−1(S(w0))− lim
k→∞

λ(k)
n πn0+m−n(T (w0))

= 0.

Logo limk→∞ λ
(k)
m = 0 para todo m ∈ N. Consequentemente, para todo j ∈ N e x ∈ V, o limite

limk→∞ λ
(k)
m πj(T (x)) existe e é zero. Assim, pela equação (3.6), temos

S(x) =
(
lim
k→∞

λ
(k)
1 π1(T (x)), lim

k→∞

[
λ
(k)
1 π2(T (x)) + λ

(k)
2 π1(T (x))

]
, . . .

)

=
(
lim
k→∞

λ
(k)
1 π1(T (x)), lim

k→∞
λ
(k)
1 π2(T (x)) + λ

(k)
2 π1(T (x)), . . .

)

= 0

45



para todo x ∈ V. Portanto,

Im(Φ) ⊂ I ∪ {0}

concluindo assim, a demonstração.

Corolário 3.8. Sejam V um espaço de Banach de dimensão infinita e E um espaço de sequências

de Banach usual de dimensão infinita no qual a função deslocamento pra frente F = F 1 : E → E

é bem definida e cont́ınua. Então o conjunto

I = {T : V → E : T é linear, cont́ınuo e injetivo}

ou é vazio ou é (1,ℵ0)-lineável.
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Capı́tulo 4

Espaçabilidade em Lp[0, 1]

Neste caṕıtulo estamos interessados em investigar a lineabilidade e espaçabilidade em um

subconjunto dos espaços da funções mensuráveis p-integráveis, para 1 < p < ∞. Primeiramente

definimos quem são esses espaços em um contexto mais geral apresentando algumas de suas

propriedades. Em seguida, investigamos o caso dos espaços clássicos Lp[0, 1] onde aqui, a σ-

álgebra é a σ-álgebra de Borel dos subconjuntos de [0, 1] com a medida de Lebesgue.

4.1 Conceitos Básicos dos Espaços Lp(Ω,M, µ)

Definição 4.1. Sejam (Ω,M, µ) um espaço de medida e 1 ≤ p < ∞. O conjunto de todas as

funções mensuráveis de Ω em K tais que

∥f∥p :=
(∫

Ω

|f |pdµ
) 1

p

< ∞

será denotado por Lp(Ω,M, µ).

Teorema 4.2 (Desigualdade de Hölder para integrais). Sejam p, q > 1 tais que 1
p
+ 1

q
=

1 e (Ω,M, µ) um espaço de medida. Se f ∈ Lp(Ω,M, µ) e g ∈ Lq(Ω,M, µ), então fg ∈
L1(Ω,M, µ) e

∥fg∥1 ≤ ∥f∥p ∥g∥q .

Demonstração. Veja, [11, Teorema 1.2.1, p. 7].

Quando 1
p
+ 1

q
= 1, dizemos que p e q são conjugados de Lesbegue é usual também denotar

q por p∗.

Teorema 4.3 (Desigualdade de Minkowski para integrais). Sejam 1 ≤ p < ∞ e (Ω,M, µ) um

espaço de medida. Se f, g ∈ Lp(Ω,M, µ), então f + g ∈ Lp(Ω,M, µ) e

∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p .

Demonstração. Veja, [11, Teorema 1.2.2, p. 8].
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Sabemos que, de um modo geral, ∥·∥p não é uma norma em Lp(Ω,M, µ), uma vez que pode

ocorrer ∥f∥p = 0 para f não identicamente nula. Dessa forma, sendo (Ω,M, µ) um espaço de

medida, introduzimos a relação de equivalência a seguir.

Definição 4.4. Dizemos que as funções f, g : Ω → K são equivalentes se f = g µ-quase sempre

(µ-q.s), isto é, se existe N ∈ M tal que µ(N) = 0, e f(x) = g(x), para todo x /∈ N.

Se denotarmos a classe de equivalência de uma função f por [f ], é claro que no conjunto

quociente

Lp(Ω,M, µ) := {[f ] : f ∈ Lp(Ω,M, µ)} ,

as operações

[f ] + [g] = [f + g] e λ[f ] = [λf ]

estão bem definidas e tornam o conjunto Lp(Ω,M, µ) um espaço vetorial. Assim, definindo

∥[f ]∥p := ∥f∥p ,

conseguimos obter uma norma. Portanto, (Lp(Ω,M, µ), || · ||Lp) é um espaço vetorial normado.

Por convenção, escrevemos os vetores de Lp(Ω,M, µ) como f no lugar de [f ], uma vez que os

vetores em Lp(Ω,M, µ) são classes de equivalência.

Teorema 4.5. Se 1 ≤ p < ∞ então Lp(Ω,M, µ) é um espaço de Banach com a norma

∥[f ]∥p =
(∫

Ω

|f |pdµ
) 1

p

.

Demonstração. Veja, [11, Teorema 1.2.3, p. 9].

De forma análoga, podemos definir para 0 < p < 1, Lp(Ω,M, µ) como um espaço p-Banach.

Proposição 4.6. Se µ(Ω) < ∞ então Lq(Ω,M, µ) ⊂ Lp(Ω,M, µ), para todo p > q.

Demonstração. De fato, temos pela Desigualdade de Hölder para integrais (Teorema 4.2) que

(∫
|f |qdµ

) 1
q

=

(∫
|f |q 1 · dµ

) 1
q

≤
((∫

(|f |q)
p
q dµ

) 1
(
p
q )

·
(∫

1(
p
q
)∗dµ

) 1
(
p
q )∗

)

e assim, (∫
|f |qdµ

) 1
q

≤
(∫

|f |pdµ
) q

p

µ(Ω)
1

(
p
q )∗ q .

4.1.1 Modos de Convergência

Agora vamos relembrar alguns fatos sobre convergência de Medida e Integração que serão

úteis para a prova do nosso resultado.
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Definição 4.7. Sejam (Ω,M, µ) um espaço de medida, fn : Ω → R para todo n ∈ N uma

sequência de funções mensuráveis e f : Ω → R uma função mensurável. Então,

i) A sequência (fn)
∞
n=1 converge uniformemente para f , denotamos esse fato simbolicamente

por fn
u−→ f , se para todo ε > 0, existe n0 = n0(ε) ∈ N tal que |fn(x) − f(x)| < ε, para

todo n ≥ n0 e todo x ∈ Ω.

ii) A sequência (fn)
∞
n=1 converge para f em Lp(µ), denotamos esse fato simbolicamente por

fn
Lp−→ f , se ||fn − f ||p → 0.

iii) A sequência (fn)
∞
n=1 converge para f µ-quase sempre, denotamos esse fato simbolicamente

por fn → f µ-q.s, se existe N ∈ M tal que µ(N) = 0 e fn(x) → f(x), para todo x /∈ N.

Proposição 4.8. Sejam fn ∈ Lp(Ω,M, µ), com fn convergindo uniformemente para f sobre Ω

e µ(Ω) < ∞. Então, f ∈ Lp(Ω,M, µ) e fn
Lp−→ f.

Demonstração. Veja [20, Proposição 4.2.5, p. 83].

Proposição 4.9. Sejam fn , g ∈ Lp(Ω,M, µ), tais que |fn| ≤ g para todo n ∈ N. Se f : Ω → R

é mensurável e fn → f µ-q.s., então, f ∈ Lp(Ω,M, µ) e fn
Lp−→ f.

Demonstração. Veja [20, Proposição 4.2.6, p. 84].

Definição 4.10. Sejam fn, f : Ω → R, n ∈ N funções mensuráveis. Dizemos que a sequência

(fn)
∞
n=1 converge em medida para f se para todo α > 0,

µ({x ∈ Ω : |fn(x)− f(x)| > α}) = 0.

Definição 4.11. Sejam fn, f : Ω → R, n ∈ N funções mensuráveis. Dizemos que a sequência

(fn)
∞
n=1 é Cauchy em medida se para todo α > 0,

µ({x ∈ Ω : |fn(x)− fm(x)| > α}) = 0.

Para mais resultados e consequências sobre os modos de convergência sugerimos [6, 18].

4.2 (α, β)-Espaçabilidade em Lp[0, 1]

Em 2023, o artigo de Araújo et al. [2] analisa a estrutura topológica e as propriedades

das funções em Lp[0, 1] que não pertecem a Lq[0, 1], além de condições para a existência de

espaços vetoriais de funções com essas caracteŕısticas. Começamos esta seção definindo esse

espaço e apresentando resultados sobre sua espaçabilidade. Em seguida, discutimos o principal

resultado sobre a (α, β)-espaçabilidade em Lp[0, 1], apresentado por Fávaro et al. em [19] e

investigado por Araújo et al. em [2].
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Da definição 4.1, seja Ω = [0, 1], com M sendo a σ-álgebra de Borel e µ a medida de

Lebesgue. Para p ≥ 1, definimos o espaço Lp[0, 1] no qual é Banach com a norma

∥f∥p =
(∫ 1

0

|f |p
)1/p

.

Para 0 < p < 1, ∥ · ∥p é uma p-norma, e Lp[0, 1] é um espaço p-Banach.

Proposição 4.12. Se fn → f ∈ L1[0, 1], então fn → f em medida.

Demonstração. Veja [21, Proposition 2.29, p. 61].

Teorema 4.13. Suponha que {fn} seja de Cauchy em medida. Então existe uma função

mensurável f tal que fn → f em medida e existe uma subsequência
{
fnj

}
que converge para f

quase sempre. Além disso, se fn → g em medida, então g = f quase sempre.

Demonstração. Veja, [21, Theorem 2.30, p. 61].

Corolário 4.14. Se fn → f em L1[0, 1], então existe uma subsequência (fnj
)∞j=1 tal que fnj

→ f

q.s.

Demonstração. Basta combinar a Proposição 4.12 e o Teorema 4.13.

A partir da Proposição 4.6, podemos concluir que, se p > q, então Lq[0, 1] ⊂ Lp[0, 1], onde

a inclusão é cont́ınua e própria. Com isso, surge a questão: será que o conjunto Lp[0, 1] \⋃
q>p Lq[0, 1] é não vazio? Na sequência, vamos demonstrar que Lp[0, 1] \

⋃
q>p Lq[0, 1] ̸= ∅, e,

além disso, provaremos que esse conjunto é espaçável.

Proposição 4.15. O conjunto Lp[0, 1] \
⋃

q>p Lq[0, 1] é não vazio, para todo p > 0.

Demonstração. Primeiramente, note que
⋃

q>p Lq[0, 1] =
⋃

n∈N Lp+ 1
n
[0, 1]. De fato, esta igual-

dade segue quase imediatamente da Proposição 4.6. Agora, decomponha [0, 1) =
⋃∞

n=1 In em

que

In := [an, bn) =
[
1− 1

2n−1 , 1− 1
2n

)
.

Note que In ∩ Im = ∅ sempre que n ̸= m. Além disso, para cada n ∈ N e cada x ∈ In existe um

único tx,n ∈ [0, 1) tal que

x = (1− tx,n)an + xnbn.

Como Lp+ 1
n
[0, 1] ⫋ Lp[0, 1], para cada n ∈ N, podemos escolher hn ∈ Lp[0, 1]\Lp+ 1

n
[0, 1]. Assim,

definamos a seguinte sequência de funções:

fn(x) =

{
hn(tx,n), se x ∈ In

0, se x /∈ In

Dessa forma, a ideia geométrica da construção de cada fn é reproduzir a função hn, que está

definida em [0, 1], no intervalo In. Assim, seja

f =
∞∑

i=1

1

2i
fi

||fi||p
.
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Então,

||f ||p =
∥∥∥∥∥

∞∑

i=1

1

2i
fi

||fi||p

∥∥∥∥∥
p

≤
∞∑

i=1

1

2i
||fi||p
||fi||p

=
∞∑

i=1

1

2i
< ∞.

Logo, f ∈ Lp[0, 1]. Por fim, note que f /∈ Lp+ 1
n
[0, 1], para cada n ∈ N pois, caso contrário, para

algum n ∈ N, teŕıamos

fχIn =
1

2n
fn

||fn||p
∈ Lp+ 1

n
[0, 1],

em que fχIn é a função caracteŕıstica do conjunto In. Sendo, Lp+ 1
n
[0, 1] um espaço vetorial,

inferimos que fn ∈ Lp+ 1
n
[0, 1], contradizendo o fato de que

||fn||p+ 1
n
= (bn − an)

p+ 1
n ||hn||p+ 1

n
= ∞.

Logo, f /∈ ⋃n∈N Lp+ 1
n
[0, 1] e, portanto, Lp[0, 1] \

⋃
q>p Lq[0, 1] ̸= ∅.

Teorema 4.16. O conjunto Lp[0, 1] \
⋃

q>p Lq[0, 1] é espaçável para todo p > 0.

Demonstração. Assim como na demonstração anterior, notemos que [0, 1) =
⋃∞

n=1 In, onde

In := [an, bn) =

[
1− 1

2n−1
, 1− 1

2n

)
.

Além disso, para cada n ∈ N e cada x ∈ In, existe um único tx,n ∈ [0, 1) tal que

x = (1− tx,n)an + tx,nbn.

Agora, considere f ∈ Lp[0, 1] \
⋃

q>p Lq[0, 1], onde f será o vetor mãe, para construirmos uma

sequência de funções (fn)
∞
n=1 com fn : [0, 1] → R tal que

fn(x) =

{
f(tx,n), se x ∈ In

0, se x /∈ In
.

Como a ideia geométrica da construção de cada fn é reproduzir o gráfico de f no intervalo In,

temos

∥fn∥p = (bn − an)
1
p ||f ||p < ||f ||p para cada n ∈ N.

De fato,

||fn||p =
(∫

In

|fn(x)|p +
∫

I∁n

|fn(x)|p
) 1

p

=

(∫ bn

an

|fn(tx,n)|p
) 1

p

.

Como x−an
bn−an

= tx,n, segue que

∫ bn

an

(∣∣∣∣f
(

x− an
bn − an

)∣∣∣∣
p) 1

p

= (bn − an)
1
p

(∫ 1

0

|f(y)|p
) 1

p

= (bn − an)
1
p ||f ||p.

Note que as funções fn são linearmente independentes uma vez que elas possuem suportes
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disjuntos. Com efeito, seja
n∑

i=1

αifi = 0 µ-q.s. (4.1)

Escolha xr ∈ Ir tal que fr(xr) ̸= 0. Avaliando em (4.1) temos

αrfr(xr) =

(
n∑

i=1

αifi

)
(xr) = 0,

e consequentemente αr = 0. Analogamente, αi = 0, para todo i = 1, . . . , r. Além disso, o fato

dos suportes serem disjuntos também garante que

span {fn : n ∈ N} ⊂ Lp[0, 1] \
⋃

q>p

Lq[0, 1],

e com isso conclúımos que Lp[0, 1]\
⋃

q>p Lq[0, 1] é ℵ0-lineável. Agora, no caso da espaçabilidade,

vamos construir um operador linear cont́ınuo e injetivo T : F → Lp[0, 1], onde F será um espaço

de Banach de dimensão c conveniente e tal que

T (F ) ⊂
(
Lp[0, 1] \

⋃

q>p

Lq[0, 1]

)
∪ {0} .

Com efeito, se (αj)
∞
j=1 ∈ ℓs(R) onde s = 1, se p ≥ 1 e s = p, se 0 < p < 1, então

∞∑

n=1

||αnfn||sp =
∞∑

n=1

|αn|s||fn||sp ≤
∞∑

n=1

|αn|s||f ||sp

= ||f ||sp||(αj)
∞
j=1||ss < ∞.

Como para p ≥ 1 Lp[0, 1] é um espaço de Banach (p-Banach para 0 < p < 1), segue pela

Proposição 1.42 (resp. Proposição 2.8) que
∑∞

n=1 αnfn ∈ Lp[0, 1]. Assim, o operador

T : ℓs(R) → Lp[0, 1]

T ((αn)
∞
n=1) =

∞∑

n=1

αnfn
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está bem definido. Além disso, dados (xj)
∞
j=1, (yj)

∞
j=1 ∈ ℓs(R) e λ ∈ R, temos

T ((xj)
∞
j=1 + λ(yj)

∞
j=1) =

∞∑

j=1

(xj + λyj)fj

=
∞∑

j=1

xjfj +
∞∑

j=1

λyjfj

=
∞∑

j=1

xjfj + λ
∞∑

j=1

yjfj

= T ((xj)
∞
j=1) + λT ((yj)

∞
j=1).

Logo, T é linear. Agora, se
∑∞

n=1 αnfn = 0 µ-q.s, então dado qualquer k ∈ N e tomando xk ∈ Ik

tal que fk(xk) ̸=, 0 obtemos

αkfk(xk) =
∞∑

n=1

αnfn(xk) = 0.

Logo, αk = 0 para todo k ∈ N e, portanto, T é injetivo. Assim, T (ℓs(R)) é um subespaço de

Lp[0, 1] com dimensão igual à de ℓs(R), isto é, c. Assim, T (ℓs(R)) é um subespaço de dimensão

infinita e fechado de Lp[0, 1]. Seja g ∈ T (ℓs(R)) \ {0} . Então, g ̸= 0 µ-q.s, isto é, o conjunto

A = {x ∈ [0, 1] : g(x) ̸= 0} tem medida positiva de Lebesgue. Além disso, sendo g ∈ T (ℓs(R)),
segue que existem sequências

(
a
(k)
i

)∞
i=1

∈ ℓs(R), k ∈ N tais que

g = lim
k→∞

T
((

a
(k)
i

)∞
i=1

)
em Lp[0, 1],

isto é, ∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

a(k)n fn − g

∥∥∥∥∥
p

→ 0, quando k → ∞.

Segue doo Corolário 4.14, que existe uma subsequência
(∑∞

n=1 a
(kj)
n fn

)∞
j=1

tal que

∞∑

n=1

a(kj)n fn(x) → g(x) µ-q.s., quando j → ∞.

Seja B o conjunto dos x ∈ [0, 1] para os quais o limite acima existe. Então, B∁ = [0, 1] − B

tem medida de Lebesgue nula. Uma vez que, A = (B ∩ A) ∪ (B∁ ∩ A) e (B∁ ∩ A) ⊂ B∁, segue

que B∁ ∩ A tem medida nula. Além disso, como m(A) = m(B ∩ A) + m(B∁ ∩ A) segue que,

m(B ∩ A) = m(A) > 0. Logo, existe um x0 ∈ B ∩ A, x0 ̸= 1, tal que g(x0) ̸= 0 e

∞∑

n=1

a(kj)n fn(x0) → g(x0) em R, quando j → ∞.
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Já que, x0 ∈ [0, 1) =
⋃∞

n=1 In, existe um único r ∈ N tal que x0 ∈ Ir. Assim,

a(kj)r fr(x0) =
∞∑

n=1

a(kj)n fn(x0) → g(x0) quando j → ∞. (4.2)

Note que podeŕıamos ter escolhido f tal que f(x) ̸= 0, para todo x ∈ [0, 1]. Consequentemente,

fr(x) ̸= 0 para todo x ∈ Ir. Dáı, por (4.2),

lim
j→∞

a(kj)r =
g(x0)

fr(x0)
= η ̸= 0 (4.3)

e assim, fr(x)a
kj
r → g(x)µ-.q.s em Ir quando j → ∞. Portanto,

fr(x) lim
j→∞

a(kj)r = lim
j→∞

fr(x)a
(kj)
r = g(x) µ-q.s em Ir (4.4)

e de, (4.3) e (4.4),

g(x) = ηfr(x) µ-q.s, x ∈ Ir.

Logo, ||g||q = ||ηfr||q = |η|||fr||q = ∞ e, portanto, g /∈ Lq[0, 1].

Com esta noção mais atual de (α, β)-espaçabilidade, surge a questão natural se Lp[0, 1] \⋃
q>p Lq[0, 1] é (α, β)-espaçável para certos cardinais α e β. Alguns matemáticos exploraram

esta questão. Veremos a seguir um desses resultados, o qual foi obtido em [19].

Teorema 4.17. Lp[0, 1] \
⋃

q>p Lq[0, 1] é (1, c)-espaçável em Lp[0, 1], para todo p > 0.

Demonstração. Seja f ∈ Lp[0, 1] \
⋃

q>p Lq[0, 1] e defina f̃ := fχ[0, 12 ]
e
˜̃
f := fχ[ 12 ,1]

, isto é,

f̃(x) =

{
f(x), se x ∈

[
0, 1

2

]

0, se x /∈
[
0, 1

2

]

e

˜̃
f(x) =

{
f(x), se x ∈

[
1
2
, 1
]

0, se x /∈
[
1
2
, 1
]

Assim, f̃ ou
˜̃
f ∈ Lp[0, 1] \

⋃
q>p Lq[0, 1]. Sem perda de generalidade, assumiremos que f̃ ∈

Lp[0, 1] \
⋃

q>p Lq[0, 1]. Escreva
[
1
2
, 1
)
como uma sequência infinita de intervalos disjuntos In =

[an, bn). Note que, para todo n ∈ N e x ∈ In, existe um único tx,n ∈ [0, 1) tal que

x = (1− tx,n)an + tx,nbn.

Agora, defina uma sequência de funções fn : [0, 1] → R dada por

fn(x) =

{
f̃(tx,n), x ∈ In

0, x /∈ In

e note que, fn ∈ Lp pois para todo n ∈ N, ∥fn∥p ≤ ∥f̃∥p ≤ ∥f∥p . De fato, a conta da primeira
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desigualdade é análoga à feita na demonstração do Teorema 4.16. Para a segunda desigualdade,

como

f̃(x) =

{
f(x), se x ∈

[
0, 1

2

]

0, se x /∈
[
0, 1

2

]

segue que

∥f̃∥p =
(∫ 1

0

|f̃(x)|pdx
) 1

p

=

(∫ 1
2

0

|f(x)|pdx+

∫ 1

1
2

0dx

) 1
p

≤
(∫ 1

0

|f(x)|pdx
) 1

p

= ∥f∥p .

Defina, p̃ = 1, se p ≥ 1 e p̃ = p, se 0 < p < 1. Para (ai)
∞
i=0 ∈ ℓp̃, temos

∞∑

i=1

||aifi||p̃p =
∞∑

i=1

|ai|p̃||fi||p̃p

≤ ||f̃ ||p̃p
∞∑

i=1

|ai|p̃

= ||f̃ ||p̃p||(ai)∞i=1||p̃p̃ < ∞.

Logo, a série
∑∞

i=1 ||aifi||p̃p < ∞. Como Lp[0, 1] é Banach (p-Banach, se 0 < p < 1), segue que

a série
∑∞

i=1 aifi converge em Lp[0, 1]. Dáı, o operador

T : ℓp̃ → Lp[0, 1]

T ((ai)
∞
i=0) = a0f +

∞∑

i=1

aifi
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está bem definido. Além disso, dados (ai)
∞
i=0, (bi)

∞
i=0 ∈ ℓp̃ e λ ∈ K, temos

T ((ai + λbi)
∞
i=0) = (a0 + λb0)f +

∞∑

i=1

(ai + λbi)fi

= a0f + λb0f +
∞∑

i=1

(aifi + λbifi)

= a0f + λb0f +
∞∑

i=1

aifi +
∞∑

i=1

λbifi

= a0f + λb0f +
∞∑

i=1

aifi + λ

∞∑

i=1

bifi =

(
a0f +

∞∑

i=1

aifi

)
+

(
λb0f + λ

∞∑

i=1

bifi

)

= a0f +
∞∑

i=1

aifi + λ

(
b0f +

∞∑

i=1

bifi

)

= T ((ai)
∞
i=0) + λT ((bi)

∞
i=0).

Logo, T é linear. E ainda, se T ((ai)
∞
i=0) = 0, então a0f +

∑∞
i=1 aifi = 0. Em particular,

escolhendo x ∈
[
0, 1

2

]
, segue que a0f(x) = 0 quase sempre. Sendo f não nula em

[
0, 1

2

]
,

podemos escolher x de modo que f(x) ̸= 0. Assim, a0 = 0 e, portanto,
∑∞

i=1 aifi = 0. Pela

definição das fi’s (relembre que elas possuem suportes disjuntos), escolhendo yi ∈ Ii tal que

fi(yi) ̸= 0, segue que ai = 0, para cada i ∈ N. Logo, T é injetivo. Observe que T ((ai)
∞
i=0) /∈

Lq[0, 1] para todo q > p > 0 e (ai)
∞
i=0 ̸= 0.

De fato, seja i0 tal que ai0 ̸= 0. Se a0 = 0, temos

∥T ((ai)∞i=0)∥q =
∥∥∥∥∥

∞∑

i=1

aifi

∥∥∥∥∥
q

≥ |ai0 | ∥fi0∥q = ∞.

Se a0 ̸= 0, temos

∥T ((ai)∞i=0)∥q =
∥∥∥∥∥a0f +

∞∑

i=1

aifi

∥∥∥∥∥
q

≥ |a0|
∥∥∥fχ[0, 1

2
]

∥∥∥
q
= ∞.

Assim, T (ℓp̃)\{0} ⊂ Lp[0, 1]\
⋃

q>p Lq[0, 1]. Logo, temos a (1, c)-lineabilidade e, portanto, T (ℓp̃)

é um subespaço fechado c-dimensional de Lp[0, 1]. Por fim, mostraremos que

T (ℓp̃) \ {0} ⊂ Lp[0, 1] \
⋃

q>p

Lq[0, 1].

De fato, seja g ∈ T (ℓp̃) \ {0} . Então, g ̸= 0 quase sempre, ou seja, o conjunto

A = {x ∈ [0, 1] : g(x) ̸= 0}

tem medida positiva. Consideremos
(
a
(k)
i

)∞
i=0

∈ ℓp̃ (k ∈ N) tal que g = limk→∞ T
((

a
(k)
i

)∞
i=0

)
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em Lp[0, 1]. Pela definição do operador T , temos

T
((

a
(k)
i

)∞
i=0

)
= a

(k)
0 f +

∞∑

i=1

a
(k)
i fi −→ g em Lp[0, 1], quando k → ∞.

Em particular,

T
((

a
(k)
i

)∞
i=0

)
χ[0, 1

2
] −→ gχ[0, 1

2
] em Lp[0, 1] quando k → ∞.

Sendo fi nula em [0, 1
2
], para todo i, temos

a
(k)
0 f̃ = T

((
a
(k)
i

)∞
i=0

)
χ[0, 1

2
] −→ gχ[0, 1

2
] em Lp[0, 1] quando k → ∞. (4.5)

Por outro lado, a convergência em Lp[0, 1] dada em (4.5) nos garante que existe uma sub-

sequência
(
a
(kj)
0 f̃

)∞
j=1

tal que

a
(kj)
0 f̃(x) → gχ[0, 1

2
](x) q.s quando j → ∞.

De fato, como convergência em Lp implica em convergência em medida, basta aplicarmos o

Teorema 4.13. Além disso, sendo f̃ não nula quase sempre, existe x0 em [0, 1
2
] tal que f̃(x0) ̸= 0

e

a
(kj)
0 f̃(x0) −→ gχ[0, 1

2
](x0) quase sempre quando j → ∞.

Dáı, limj→∞ a
(kj)
0 existe uma vez que

a
(kj)
0 −→

gχ[0, 1
2
](x0)

f̃(x0)
quando j → ∞.

Pelas propriedades do limite, asseguramos que

a
(kj)
0 f̃ −→ αf̃ em Lp[0, 1] (4.6)

em que α = limj→∞ a
(kj)
0 . De (4.5) e (4.6) e pelo Teorema 4.13 temos,

gχ[0, 1
2
] = αf̃ quase sempre.

Se α ̸= 0, então

∥g∥qq =
∫ 1

0

|g(t)|qdt ≥
∫ 1

2

0

|g(t)|qdt = αq
∥∥∥fχ[0, 1

2
]

∥∥∥
q

q
= ∞,

provando que g /∈ Lq[0, 1]. Se α = 0, então gχ[0, 1
2
] = 0 quase sempre. Assim, defina

Ã =
{
x ∈ [1

2
, 1] : g(x) ̸= 0

}
.

Como A possui medida positiva e gχ[0, 1
2
] = 0, então Ã tem medida positiva. Além disso, como

g = limk→∞ T
((

a
(k)
i

)∞
i=0

)
em Lp, então
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∥∥∥∥∥

(
a
(k)
0 f +

∞∑

n=1

a(k)n fn − g

)
χ[ 12 ,1]

∥∥∥∥∥
p

→ 0 quando j → ∞.

Em particular, pelo Corolário 4.14, existe uma subsequência

((
a
(kj)
0 f +

∞∑

n=1

a(kj)n fn

)
χ[ 1

2
,1]

)∞

j=1

tal que

(
a
(kj)
0 f(x) +

∞∑

n=1

a(kj)n fn(x)

)
χ[ 12 ,1]

(x) −→ g(x)χ[ 1
2
,1](x) q.s., quando j → ∞.

Dessa forma o conjunto B∁, em que Bé o conjunto dos x ∈ [1/2, 1] para os quais o limite acima

existe , possui medida nula. Note que Ã = (B ∩ Ã) ∪ (B∁ ∩ Ã). Como B∁ ∩ Ã tem, medida

nula e Ã tem medida positiva, garantimos que B ∩ Ã tem medida positiva. Agora, seja C ={
x ∈ [0, 1

2
] : f(x) = 0

}
. Como f̃ := fχ[0, 1

2
] ∈ Lp[0, 1] \

⋃
q>p Lq[0, 1], segue que C tem medida

nula. Sendo cada fn uma reprodução da f no intervalo In, temos que Cn = {x ∈ In : fn(x) = 0}
tem medida nula para todo n ∈ N. Além disso,

B ∩ Ã = (B ∩ Ã ∩ Cn) ∪ (B ∩ Ã ∩ (In \ Cn)).

Uma vez que B ∩ Ã∩Cn tem medida nula, tem-se que B ∩ Ã∩ (In \Cn) possui medida positiva

para cada n ∈ N. Portanto, fixado r ∈ N, podemos escolher x0 ∈ B ∩ Ã ∩ (In \ Cn) tal que

g(x0) ̸= 0, fr(x0) ̸= 0 e

a
(kj)
0 f(x0) + a(kj)r fr(x0) = a

(kj)
0 f(x0) +

∞∑

n=1

a(kj)n fn(x0) → g(x0) quando j → ∞.

Como limj→∞ a
(kj)
0 = α = 0, obtemos

lim
j→∞

a(kj)r =
g(x0)

fr(x0)
= η ̸= 0.

E ainda, como frχIr(x)a
(kj)
r → gχIr(x) quase sempre, quando j → ∞, pela unicidade do limite,

garantimos que gχIr = ηfrχIr q.s., o que implica que gχIr /∈ Lq[0, 1] e, consequentemente,

g /∈ Lq[0, 1] para todo q > p, pois

∥g∥qq =
∫ 1

0

|g(t)|qdt ≥
∫ 1

0

|g(t)|qdt =
∫

Ir

|ηfr(t)|qdt = |η|q
∫

Ir

|fr(t)|qdt = |η|q ∥frχIr∥qq = ∞.

Portanto, T (ℓp̃) \ {0} ⊂ Lp[0, 1] \
⋃

q>p Lq[0, 1] e, assim, segue o resultado.

Em [19], os autores deixaram em aberto o problema abordado no Teorema 4.17, quando

α > 1. Este problema foi resolvido em [2] e apresentaremos sua prova agora.
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Teorema 4.18. Para todo 0 < p < ∞ e α ∈ N, o conjunto Lp[0, 1] \
⋃

q>p Lq[0, 1] é (α, c)-

espaçável.

Demonstração. Sejam g1, . . . , gn ∈ Lp[0, 1] vetores linearmente independentes tais que ∥gi∥p = 1

para todo i = 1, . . . , n e

span {g1, . . . , gn} \ {0} ⊂ Lp[0, 1] \
⋃

q>p

Lq[0, 1].

Vamos considerar a representação do intervalo semi aberto (0, 1] como a seguinte união disjunta

(0, 1] =
∞⋃

k=1

Ik

onde Ik :=
(

1
k+1

, 1
k

]
e fixemos k ∈ N. Como

⋃
q>p Lq[Ik] é um subespaço vetorial de Lp[Ik]

e
⋃

q>p Lq[Ik] tem codimensão infinita (veja [7, Theorem 4.4]), pelo Teorema 1.19 podemos

considerar um subespaço Vk de Lp[Ik] de dimensão infinita tal que

Lp[Ik] = Vk ⊕
⋃

q>p

Lq[Ik].

Agora, consideremos a projeção canônica Pk : Lp[Ik] → Vk e seja

f̃k ∈ Vk \ Pk (span {g1|Ik , . . . , gn|Ik})

com ∥f̃k∥p = 1. Vamos provar que, para todo a1, . . . , an ∈ K,

f̃k +
n∑

i=1

aigi|Ik /∈
⋃

q>p

Lq[Ik]. (4.7)

De fato, se existem a1, . . . , an ∈ K tais que f̃k +
∑n

i=1 aigi|Ik ∈ ⋃q>p Lq[Ik], como

f̃k +
n∑

i=1

aigi|Ik = f̃k + Pk

(
n∑

i=1

aigi|Ik

)
+

(
−Pk

(
n∑

i=1

aigi|Ik

)
+

n∑

i=1

aigi|Ik

)
,

podeŕıamos concluir que f̃k+Pk (
∑n

i=1 aigi|Ik) = 0 e, portanto, f̃k ∈ Pk (span {g1|Ik , . . . , gn|Ik}) ,
que nós sabemos que não acontece. Defina p̃ = 1 se p ≥ 1 e p̃ = p se 0 < p < 1. Além disso,

considere fk ∈ Lp[0, 1] \
⋃

q>p Lq[0, 1], onde

fk :=

{
0, em [0, 1] \ Ik
f̃k, em Ik

Para (ai)
∞
i=1 ∈ ℓp̃, temos

∥a1g1∥p̃p + · · ·+ ∥angn∥p̃p +
∞∑

i=n+1

∥aifi−n∥p̃p =
∞∑

i=1

|ai|p̃ < ∞
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Como Lp[0, 1] é um espaço de Banach para p ≥ 1 ou quasi-Banach quando 0 < p < 1, segue

que

a1g1 + · · ·+ angn +
∞∑

i=n+1

aifi−n ∈ Lp[0, 1].

Portanto, podemos definir o operador

T : ℓp̃ → Lp[0, 1]

T ((ai)
∞
i=1) = a1g1 + · · ·+ angn +

∞∑

i=n+1

aifi−n.

Cálculos similares aos já feitos anteriormente, garantem que T é linear. Denotando por supp(fi) =

{x ∈ X : fi(x) ̸= 0}, como supp(fi)∩ supp(fj) = ∅, para i ̸= j, conclúımos (também similar ao

que já foi feito anteriormente) que T é injetora e, portanto, T (ℓp̃) possui dimensão infinita. A

seguir, mostraremos que existe um inteiro positivo m0 tal que o conjunto

{
g1|⋃m

i=1 Ii
, . . . , gn|⋃m

i=1 Ii
, f1|⋃m

i=1 Ii
, . . . , fm|⋃m

i=1 Ii

}

é linearmente independente em Lp[
⋃m

i=1 Ik] para todo m ≥ m0, onde

m0 = min

{
m :

{
g1|⋃m

i=1 Ii
, . . . , gn|⋃m

i=1 Ii

}
é linearmente independente em Lp

[
m⋃

i=1

Ik

]}
.

Por simplicidade, defina

Jm =
m⋃

i=1

Ii =

(
1

m+ 1
, 1

)
.

Assim, dado m ≥ m0, sejam b1, . . . , bn, bn+1, . . . , bn+m ∈ K tais que

b1g1|Jm + · · ·+ bngn|Jm + bn+1f1|Jm + · · ·+ bn+mfm|Jm = 0,

isto é,

b1g1|Jm + · · ·+ bngn|Jm = −bn+1f1|Jm − · · · − bn+mfm|Jm . (4.8)

Restringindo a igualdade em (4.8) para Ij ⊂ Jm, j = 1, . . . ,m, temos

b1g1|Ij + · · ·+ bngn|Ij = −bn+j f̃j,

isto é, −bn+j f̃j = Pj(b1g1|Ij + · · ·+ bngn|Ij) ∈ Pj

(
span

{
g1|Ij , . . . , gn|Ij

})
.

Como f̃j /∈ Pj

(
span

{
g1|Ij , . . . , gn|Ij

})
, conclúımos que bn+j = 0. De (4.8) temos

b1g1|Jm + · · ·+ bngn|Jm = 0,

e pelo Lema 4.19 (que será demonstrado a seguir), obtemos b1 = · · · = bn = 0. Agora, vejamos

60



que

T (ℓp̃) \ {0} ⊂ Lp[0, 1] \
⋃

q>p

Lq[0, 1].

Para concluirmos o argumento, considere h ∈ T (ℓp̃) \ {0} e seja
(
a
(k)
i

)∞
i=1

∈ ℓp̃ (k ∈ N) tal que

T
((

a
(k)
i

)∞
i=1

)
→ h em Lp[0, 1] quando k → ∞.

Assim, observe que T
((

a
(k)
i

)∞
i=1

)
|I −→ h|I em Lp(I) quando k → ∞ para qualquer subinter-

valo I de [0, 1]. Indo mais além, a estratégia será provar que existe uma sequência de escalares

(ai)i∈N tais que

a1g1 + · · ·+ angn +
∞∑

i=1

an+ifi = h.

De fato, para um m ≥ m0 fixado, note que

a
(k)
1 g1|Jm + · · ·+ a(k)n gn|Jm + a

(k)
n+1f1|Ji + · · ·+ a

(k)
n+mfm|Jm

= T
((

a
(k)
i

)∞
i=1

)
|Jm −→ h|Jm

quando, k → ∞ e que

span {g1|Jm , . . . , gn|Jm , f1|Jm , . . . , fm|Jm}

é um subespaço de dimensão finita em Lp[Jm]. Como todo subespaço de dimensão finita de um

espaço vetorial topológico é fechado (veja Teorema 1.44), existem escalares a1(m), . . . , an+m(m)

tais que

h|Jm = a1(m)g1|Jm + · · ·+ an(m)gn|Jm + an+1(m)f1|Jm + · · ·+ an+m(m)fm|Jm . (4.9)

De forma análoga, para m̃ > m, segue que

h|Jm̃ = a1(m̃)g1|Jm̃ + · · ·+ an(m̃)gn|Jm̃ + an+1(m̃)f1|Jm̃ + · · ·+ an+m̃(m̃)fm̃|Jm̃ . (4.10)

Restringindo (4.10) a Jm e comparando com (4.9) obtemos

a1(m̃)g1|Jm̃ + · · ·+ an(m̃)gn|Jm̃ + an+1(m̃)f1|Jm̃ + · · ·+ an+m̃(m̃)fm̃|Jm̃

= h|Jm = a1(m)g1|Jm + · · ·+ an(m)gn|Jm + an+1(m)f1|Jm + · · ·+ an+m(m)fm|Jm .

Como o conjunto

{g1|Jm , . . . , gn|Jm , f1|Jm , . . . , fm|Jm}

é linearmente independente, obtemos aj(m) = aj(m̃) para todo j = 1, . . . , n + m. Assim,
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podemos concluir que existe uma sequência de escalares (ai)
∞
i=1 tal que para todo m ≥ m0,

(
a1g1 + · · ·+ angn +

∞∑

i=1

an+ifi

)
|Jm = (a1g1 + · · ·+ angn) |Jm +

( ∞∑

i=1

an+ifi

)
|Jm

= h|Jm

e então, finalmente temos

a1g1 + · · ·+ angn +
∞∑

i=1

an+ifi = h.

Uma vez que h ̸= 0, segue que (ai)
∞
i=1 ̸= 0. Portanto, se an+i = 0 para todo i ∈ N, temos

h = a1g1 + · · ·+ angn ∈ span {g1, . . . , gn} \ {0} ⊂ Lp[0, 1] \
⋃

q>p

Lq[0, 1].

Em contrapartida, se an+i ̸= 0 para algum i ∈ N, de (4.7) obtemos

1

an+i

h|Ii = f̃i +
1

an+i

(a1g1 + · · ·+ angn)|Ii /∈
⋃

q>p

Lq[Ii].

Consequentemente, h /∈ ⋃q>p Lq[0, 1] e o resultado segue.

Lema 4.19. Existe um inteiro positivo m1 tal que o conjunto

{
g1|⋃m1

i=1 Ii
, . . . , gn|⋃m1

i=1 Ii

}

é linearmente independente em Lp [
⋃m1

i=1 Ii] .

Demonstração. Fixe j ∈ {1, ..., n} e defina

Jm =
m⋃

i=1

Ii =

(
1

m+ 1
, 1

)
.

Como gj|Jm → gj em Lp[0, 1] quando m → ∞ segue que gj|Jm ̸= 0 para todo m sufici-

entemente grande. Para fins de contradição, suponha que não exista um inteiro m1 posi-

tivo tal que
{
g1|Jm1

, . . . , gn|Jm1

}
seja linearmente independente em Lp [Jm1 ] . Então, o con-

junto {g1|Jm , . . . , gn|Jm} é linearmente dependente em Lp [Jm] , para todo m ∈ N. Assim, para

cada m ∈ N, seja
{
g1(m)|Jm , . . . , gr(m)|Jm

}
um menor subconjunto linearmente dependente de{

g1|Jm1
, . . . , gn|Jm1

}
e defina

φ : N → P({1, ..., n})

φ(m) = {1(m), ..., r(m)}

em que P({1, ..., n}) é o conjunto de todos os subconjuntos de {1, ..., n} . Dado que o con-

tradomı́nio de φ é finito e o domı́nio é infinito, pelo Prinćıpio de Dirichlet (Teorema 1.4),

podemos garantir que existem infinitos elementos de N mapeados para um mesmo subconjunto
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de P({1, . . . , n}). Mais precisamente, existe {j1, ..., jr} ∈ φ(N) tal que card(φ−1({j1, ...., jr})) =
ℵ0. Agora, defina N′ := φ−1({j1, ...., jr}) ⊂ N e note que

{
g1(m)|Jm , . . . , gr(m)|Jm

}
= {gj1 |Jm , . . . , gjr |Jm} .

Dessa forma, se m, m̃ ∈ N′ são tais que m < m̃, então existem b1, . . . , br−1, b̃1, . . . , b̃r−1 ∈ K tais

que

gjr |Jm = b1gj1 |Jm + b2gj2 |Jm + · · ·+ br−1gjr−1 |Jm
e

gjr |Jm̃ = b̃1gj1 |Jm̃ + b̃2gj2 |Jm̃ + · · ·+ b̃r−1gjr−1 |Jm̃ . (4.11)

Restringindo (4.11) a Jm temos

gjr |Jm = b1gj1 |Jm + b2gj2 |Jm + · · ·+ br−1gjr−1 |Jm
= b̃1gj1 |Jm̃ + b̃2gj2 |Jm̃ + · · ·+ b̃r−1gjr−1 |Jm̃

e consequentemente, (b̃1−b1)g1|Jm+· · ·+(̃br−1−br−1)gr−1|Jm = 0. Como o conjunto {gj1 |Jm , . . . , gjr |Jm}
é um menor subconjunto linearmente independente de {g1|Jm , . . . , gn|Jm} , podemos concluir que

b̃k = bk, para cada k = 1, . . . , r − 1. Sendo m ∈ N′ arbitrário, obtemos

gjr |Jm = b1gj1 |Jm + b2gj2 |Jm + · · ·+ br−1gjr−1 |Jm

para todo m ∈ N′. Assim,

gjr = lim
m∈N′

gjr |Jm
= lim

m∈N′

(
b1gj1 |Jm + b2gj2 |mJm + · · ·+ br−1gjr−1 |Jm

)

= b1gj1+, . . . ,+br−1gjr−1

o que contradiz o fato de {g1, . . . , gn} ser linearmente independente. Portanto, segue o resultado.
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[8] Bonfim, R. Espaçabilidade em conjuntos de sequências absolutamente p-somáveis. Mono-
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