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Resumo

A necessidade de simular com precisão uma ampla gama de fenômenos físicos em enge-
nharia impulsiona o desenvolvimento de códigos de Dinâmica dos Fluidos Computacional
(CFD) capazes de lidar com diferentes regimes de compressibilidade. Em aplicações como
turbomáquinas e queimadores industriais, regiões de baixa velocidade coexistem com áreas
de escoamento transônico exige algoritmos capazes de lidar com todos os regimes de com-
pressibilidade. Além disso, é comum ocorres outros fenômenos físicos como o transporte de
espécies químicas, combustão e turbulência. Este trabalho apresenta o desenvolvimento,
verificação e validação de um algoritmo PISO compressível acoplado a um método de fron-
teira imersa e refinamento de malha adaptativo, utilizando o método dos volumes finitos
para resolver as equações de Navier-Stokes, balanço de energia, continuidade e balanço
de espécies químicas. O acoplamento PISO foi modificado para considerar os efeitos da
compressibilidade e implementado no MFSim, que já possui modelos de turbulência LES
e URANS, além de modelos de combustão turbulenta como o EDC. A validação do código
foi realizada através da simulação de diversos casos distintos, incluindo tubo de choque,
convecção natural, escoamento em canal com corpo rombudo e escoamento supersônico
em degrau. Os resultados demonstram a capacidade do código em lidar com diferentes
regimes de compressibilidade, turbulência e combustão, demostrando a possibilidade de
ser utilizado em problemas de engenharia complexos.

Palavras-chave: Escoamentos Reativos. Escoamentos Compressíveis. Mecânica dos
Fluidos Computacional.





Abstract

The need to accurately simulate a wide range of physical phenomena in engineering dri-
ves the development of Computational Fluid Dynamics (CFD) codes capable of handling
different compressibility regimes. In applications such as turbomachinery and industrial
burners, low-velocity regions coexist with transonic flow areas, requiring algorithms capa-
ble of handling all compressibility regimes. In addition, other physical phenomena such
as chemical species transport, combustion, and turbulence are commonly encountered.
This work presents the development, verification, and validation of a compressible PISO
algorithm coupled with an immersed boundary method and adaptive mesh refinement,
using the finite-volume method to solve the Navier-Stokes equations, energy balance, con-
tinuity, and chemical species balance. The PISO coupling was modified to consider com-
pressibility effects and implemented in MFSim, which already includes LES and URANS
turbulence models, as well as turbulent combustion models such as EDC. The code va-
lidation was performed through the simulation of several distinct cases, including shock
tube, natural convection, flow in a channel with a bluff body, and supersonic flow over a
step. The results demonstrate the ability of the code to handle different compressibility
regimes, turbulence, and combustion, showing its potential for use in complex engineering
problems.

Keywords: Computational fluid dynamics. Compressible Flow. Reactive Flow .





Lista de ilustrações

Figura 1 – Representação de um experimento realizado com um queimador sônico.
Dois testes foram realizados, sendo um com combustão e outro sem
combustão. Fonte Anufriev et al. (2019) . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

Figura 2 – Fluxograma do algorítimo PISO/SIMPLE compressível. . . . . . . . . 41

Figura 3 – Solução analítica do tubo de choque, dividido em 5 regiões . . . . . . . 57

Figura 4 – Número de Mach, massa específica, pressão e componente u da veloci-
dade obtidos com diferentes malhas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

Figura 5 – Pressão, densidade, Número de Mach e velocidade ao longo do tubo de
choque para diferente valores de CFL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Figura 6 – Número de Mach, massa específica, pressão e componente u da veloci-
dade obtidos com utilizando as discretizações Euler, SBDF ou ABCN. . 63

Figura 7 – Número de Mach, massa específica, pressão e componente u da veloci-
dade para a formulação divergente e não divergente. . . . . . . . . . . . 64

Figura 8 – Perfis do Número de Mach, massa específica, pressão e componente u
da velocidade para os casos multicomponentes e mono componente. . . 65

Figura 9 – Pressão, densidade, Número de Mach e velocidade ao longo do tubo
de choque para os esquemas advectivos upwind de primeira ordem,
upwind de segunda ordem e diferenças centradas. . . . . . . . . . . . . 66

Figura 10 – Pressão, densidade, Número de Mach e velocidade ao longo do tubo
de choque obtidos utilizando as discretizações TVD MinMod, Umist e
QUICK. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

Figura 11 – Número de Mach, massa específica, pressão e componente u da veloci-
dade obtidos com diferentes discretizações. . . . . . . . . . . . . . . . . 68

Figura 12 – Massa específica, componente u da velocidade, temperatura e razão dos
calores específicos obtidos com MFSim comparados com os resultados
obtidos por Ferrer et al. (2014). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70



Figura 13 – Pressão, densidade, Mach e velocidade obtidos com MFSim compara-
dos com os resultados analíticos, de acordo com Denner, Xiao e Wa-
chem (2018). Também são apresentadas a distribuição de γ e frações
mássicas ao longo do tubo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

Figura 14 – Temperatura em função do tempo na posição x = 0, 005m. . . . . . . . 73
Figura 15 – Temperatura, densidade, γ e velocidade obtidos com MFSim compara-

dos com os resultados obtidos por (FERRER et al., 2014). . . . . . . . 74
Figura 16 – Iso-valores de temperatura considerando ϵ = 0.6. . . . . . . . . . . . . . 78
Figura 17 – Iso superfície para diferentes valores de temperatura considerando ϵ =

0.6 e propriedades variáveis. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
Figura 18 – Esboço da seção de testes utilizada no experimento. Adaptado de

(SJUNNESSON; HENRIKSON; LOFSTROM, 1992). . . . . . . . . . . 81
Figura 19 – Malha utilizada nas simulações, as linhas vermelhas indicam as posições

da sondas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
Figura 20 – Velocidade média longitudinal normalizada nas posições x/a = 0, 215,

x/a = 0, 2612 e x/a = 0, 35 , comparação entre LES, Rk-ϵ e experimento. 82
Figura 21 – Velocidade média transversal normalizada para as posições x/a = 0, 215,

x/a = 0, 2612 e x/a = 0, 35 , comparação entre LES, Rk-ϵ e experimento. 82
Figura 22 – Velocidade longitudinal RMS normalizada para as posições x/a =

0, 215, x/a = 0, 2612 e x/a = 0, 35 , comparação entre LES, Rk-ϵ e
experimento. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

Figura 23 – Velocidade transversal RMS normalizada para as posições x/a = 0, 215,
x/a = 0, 2612 e x/a = 0, 35 , comparação entre LES, Rk-ϵ e experimento. 83

Figura 24 – Componente u′v′ normalizado do Tensor de Reynolds para as posições
x/a = 0, 215, x/a = 0, 2612 e x/a = 0, 35 , comparação entre LES,
Rk-ϵ e experimento. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

Figura 25 – Velocidade média longitudinal ao longo da linha central, comparação
entre LES, Rk-ϵ e experimento. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

Figura 26 – Contornos para magnitude da velocidade instantânea acima e abaixo
contornos para magnitude da vorticidade instantânea para k−ϵ realizável. 85

Figura 27 – Contornos para magnitude da velocidade instantânea acima e abaixo
contornos para magnitude da vorticidade instantânea para LES. . . . . 85

Figura 28 – Esboço do domínio computacional utilizado. . . . . . . . . . . . . . . . 86
Figura 29 – Comparação entre o resultado obtido pelo código desenvolvido a es-

querda e o resultado apresentado por Woodward e Colella (1984) a
direta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

Figura 30 – Ilustração da malha no instante t = 2, as linhas vermelhas indicam a
fronteira imersa. O fundo é colorido pelos contornos da temperatura. . 88

Figura 31 – Pressão ao longo do eixo x para y = 0, 4 m . . . . . . . . . . . . . . . . 88



Lista de tabelas

Tabela 1 – Funções limitadoras de fluxo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
Tabela 2 – Constantes do modelo EDC utilizadas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
Tabela 3 – Condições iniciais do tubo de choque proposto por Sod (1978). . . . . . 59
Tabela 4 – Propriedades das simulações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
Tabela 5 – Tempo computacional para cada malha estudada . . . . . . . . . . . . 59
Tabela 6 – Tempo computacional para diferentes valores de CFL. . . . . . . . . . 61
Tabela 7 – Tempo computacional gasto para cada acoplamento de pressão e velo-

cidade. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
Tabela 8 – Condições iniciais do tubo de choque supersônico e parâmetros de si-

mulação. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
Tabela 9 – Condições iniciais do tubo de choque multicomponente. . . . . . . . . 69
Tabela 10 – Condições iniciais do tubo de choque multicomponente. . . . . . . . . 72
Tabela 11 – Parâmetros da simulação. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
Tabela 12 – Condições iniciais do tubo de choque reativo. . . . . . . . . . . . . . . 73
Tabela 13 – Configuração utilizada para o caso da cavidade térmica. . . . . . . . . 76
Tabela 14 – Número de Nusselt para a parede aquecida. . . . . . . . . . . . . . . . 77
Tabela 15 – Propriedades da simulação e composição química utilizada no caso do

escoamento sobre um corpo rombudo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
Tabela 16 – Condição inicial do escoamento sobre um degrau a frente. . . . . . . . 86





Lista de abreviaturas

CFD Mecânica dos fluidos computacional

CFL Estabilidade condicional de Courant–Friedrichs–Lewy

CDS Diferenças finitas centrais

DNS Simulação numérica direta

EBU Eddy Break-up

EDC Eddy Dissipation Concept

FOU Upwind de primeira ordem

IBM Método da fronteira imersa

LODI Local One-Dimensional Inviscid Relations

LES Large Eddy Simulation

MPI Message Passing Interface



NSCBC Condições de contorno características para as Equações de Navier-Stokes

NRBC Condição de contorno não reflexiva

PISO Pressure-Implicit with Splitting of Operators

PRS Reator Perfeitamente Misturado

PRIME Pressure Implicit, Momentum Explicit

QUICK Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinematics

SIMPLE Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations

SIMPLER Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations Revised

SIMPLEC Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations Consistent

SBDF Semi-Implicit Backward Differentiation Formula

SOU Upwind de segunda ordem

TVD Variação total diminuída

URANS Equações de Navier-Stokes transientes filtradas

VOF Volume de Fluido



Lista de símbolos

α Coeficiente de sub-relaxação implícita

β Expansividade térmica

∆t Passo de tempo

ω̇k Taxa de reação da espécie química k

ϵ Potência específica de transformação viscosa de energia cinética turbulenta em
energia térmica

γ Razão dos calores específicos (cp/cv)

µ Viscosidade cinemática

ωk Taxa de produção líquida de cada espécie química em um mecanismo de múltiplas
reações

Ψ(r) Função delimitadores de fluxo para esquemas TVD

ρ′ Correção da densidade

τ Pseudo tempo

τc tempo característico das reações químicas

τf tempo característico do escoamento

a Velocidade do som

cp Calor específico a pressão constante

Cs Constante de Smagorinsky

Dk Coeficiente de difusividade da espécie k na mistura



Da Número de Damköhler

Ea Energia de ativação

g Aceleração da gravidade

h0
k Entalpia de formação da espécies química k

K Condutividade térmica

k Energia cinética específica turbulenta

kf Coeficiente de taxa de reação bimolecular

Mc Número de Mach convectivo

Nu Número de Nusselt

P ′ Correção da pressão

P Pressão

P ∗ Estimativa inicial da pressão

R Constante específica dos gases

Ra Número de Rayleigh

RHS Lado direito da equação

Sij Tensor taxa de deformação

T Temperatura

t Tempo

U Velocidade do escoamento

u′
i Correção componente i da velocidade

wi Energia liberada ou consumida devido as reações químicas

Wk Massa molar da espécie química k

Xk Fração molar da espécie k

Yk Fração mássica de espécie química k



Sumário

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.1 Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.2 Metodologia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.1 Códigos para todos os regimes de velocidades . . . . . . . . . . . 25
2.2 Escoamentos Reativos Turbulentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.3 Escoamentos Reativos Compressíveis . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.4 Condição de contorno não reflexiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.5 Malha adaptativa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.6 MFSim: simulador multifísica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3 MODELAGEM DE ESCOAMENTOS COMPRESSÍVEIS . . 35
3.1 Modelo Matamético Diferencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.2 Método Numérico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.2.1 Acoplamento Pressão Velocidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.2.2 Esquemas Numéricos Para a Modelagem dos Termos Advectivos . . . . 40
3.2.3 Condição de contorno não reflexiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.2.4 Fronteira Imersa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.2.5 Pseudo transiente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.2.6 Modelagem da Turbulência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.2.7 Escoamentos reativos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.2.8 Combustão turbulenta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4 RESULTADOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.1 Tubo de Choque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.1.1 Solução Analítica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.1.2 Tubo de Choque SOD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58



4.1.3 Tubo de Choque Supersônico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.1.4 Tubo de Choque Multicomponente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
4.1.5 Tubo de Choque Contendo Dois Gases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
4.1.6 Tubo de Choque Reativo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
4.2 Convecção Natural Em Cavidade Fechada . . . . . . . . . . . . . 75
4.3 Escoamento Em Canal Sobre Um Corpo Rombudo . . . . . . . . 80
4.4 Escoamento Supersônico Sobre um Degrau a Frente . . . . . . . 86

5 CONCLUSÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91



21

Capítulo 1
Introdução

Escoamentos reativos estão presentes em várias aplicações industriais. A combustão
fornece a maior parte da energia necessária para diversas aplicações, como meios de trans-
porte, fornos industriais e também na geração de energia elétrica. Diferentes regimes de
compressibilidade podem ser encontrados em escoamentos reativos, do subsônico ao su-
persônico e em alguns casos mais de um regime pode ser encontrado em regiões próximas.
Exemplos tradicionais de casos nos quais ocorrem escoamentos compressíveis reativos são
os observados nas câmeras de combustão de ramjets e scramjets, do inglês supersonic
combustion ramjet, sendo que nos scramjets a combustão ocorre em regime supersônico.
Em muitos casos o combustível utilizado se encontra na fase líquida, que ao ser injetado
passa pelo processo de breakup e evaporação que influenciam no desempenho das câmeras
de combustão.

Tradicionalmente os códigos de CFD (Computational Fluid Dynamics) são desenvol-
vidos para resolver escoamentos somente compressíveis ou incompressíveis, o que funciona
bem para a grande maioria dos casos. No entanto, alguns casos, como escoamentos em
turbomáquinas e queimadores industriais, podem ocorrer regiões em que o escoamento
apresenta tanto regiões com baixas velocidades quanto regiões com velocidade transônica
sendo vantajoso o uso de algorítimos que permitem resolver todos os regimes de com-
pressibilidade. Outro exemplo ocorre no processo de breakup de gotas em atomizadores
supersônicos, onde ocorre a presença de gotículas incompressíveis na fase líquida com ar
em velocidade sônica escoando ao redor das gotículas. Neste caso, além da diferença dos
regimes de compressibilidade o escoamento é multifásico e ocorre a evaporação das gotas.
O uso de códigos para todos os regimes de compressibilidade, tradicionalmente chamados
na literatura de All-Mach, evita o uso de simplificações ou divisões do domínio estudado
e permite a simulação de casos mais complexos.

Os fenômenos apresentados anteriormente são ilustrados na figura 1, onde foi realizado
um experimento utilizando um queimador sônico. O queimador produz um escoamento
bifásico, onde a fase gasosa apresenta velocidades muito elevadas na região do jato e
velocidades muito baixas nas redondezas, enquanto que a fase líquida, composta por
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Figura 1 – Representação de um experimento realizado com um queimador sônico. Dois
testes foram realizados, sendo um com combustão e outro sem combustão.
Fonte Anufriev et al. (2019)

combustível, apresenta velocidades menores que a velocidade da fase gasosa. A eficiência
da combustão está diretamente relacionada ao processo de breakup e evaporação das gotas
de combustível. Ao simular este experimento e outros experimentos similares, o código
utilizado deve ser capaz de lidar com as grandes variações de velocidade, assim como
modelar o escoamento bifásico, o processo de evaporação e combustão.

A proposta desta tese é apresentar um código utilizando o acoplamento pressão velo-
cidade Pressure-Implicit with Splitting of Operators (PISO) compressível com a possibili-
dade de utilizar modelos de turbulência e combustão, combinados com malha adaptativa
e fronteira imersa. Este código poderá resolver problemas práticos de engenharia com
modelos físicos complexos, assim como geometrias complexas.

1.1 Objetivos
O presente trabalho apresenta o desenvolvimento de técnicas numéricas para a simu-

lação de escoamentos reativos em diferentes regimes de compressibilidade com o objetivo
de obter um código que resolva escoamentos reativos e turbulentos com a possibilidade
ser utilizado em aplicações industriais. Para isso será utilizado a combinação de diversos
métodos já presentes no MFSim, como a malha adaptativa, fronteira imersa e modelos de
turbulência e combustão foram combinados com o piso compressível.

Os objetivos específicos são descritos abaixo:
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1. Dedução e implementação do acoplamento pressão-velocidade PISO no MFSim;

2. Verificação dos modelos de turbulência presentes para o uso com PISO compressível;

3. Verificação do transporte de espécies químicas com propriedades variáveis e de mo-
delos de combustão em escoamentos compressíveis;

4. Conferir a eficacia da malha adaptativa e da fronteira imersa para o código com os
modelos propostos;

5. Validação do código para diversas condições de escoamentos.

1.2 Metodologia
Foi utilizado o método dos volumes finitos para resolver as equações Navier-Stokes,

assim como a equação do balanço de energia,continuidade e balanço das espécies químicas.
O acoplamento da pressão com a velocidade utilizado é o PISO modificado para levar em
consideração os efeitos da compressibilidade. As modificações foram feitas no MFSim,
que já possui as metodologias Large Eddy Simulation (LES) e Equações de Navier-Stokes
transientes filtradas (URANS) e também modelos de combustão turbulenta, como o Eddy
Dissipation Concept (EDC). A paralelização foi realizada utilizando Message Passing
Interface (MPI).

Ao todo foram utilizados 4 casos para validação e verificação. O primeiro caso estudado
investigou diversas configurações de tubo de choque anualizando o comportamento dos
esquemas advectivos na presença de condas de choque e também o modelo de combustão e
o balanço de espécies químicas. Em seguida é realizado um estudo envolvendo convecção
natural, sendo um caso subsônico e com a presença de um gradiente de densidade. Os
modelos de turbulência foram validados simulando o escoamento em um canal com corpo
rombudo. No ultimo caso é verificada a solução transiente de um escoamento supersônico
em um degrau a frente.

Esta tese é dividida em 6 capítulos. No capitulo 2 é apresentada a revisão bibliográfica
abordando trabalho relacionados ao acoplamento pressão velocidade para escoamentos
compressíveis, assim como para escoamentos turbulentos e reativos, entre outros tópicos
relacionados a tese.

O modelo numérico é apresentado no capitulo 3. Nesse capitulo são apresentadas
as equações utilizadas para resolução dos casos proposto, assim como a dedução dos
principais métodos utilizados. A seguir, no capitulo 4 os resultados da verificação e
validação são apresentados para os casos estudados. Por fim, o capitulo 5 contém as
conclusões do trabalho realizado, assim como as perspectivas.
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Capítulo 2
Revisão Bibliográfica

Diversos processos de combustão estão presentes no dia a dia como, por exemplo,
em processos industriais e em meios de transporte. A combustão é responsável por uma
grande parcela da energia consumida pela sociedade (TURNS, 2013). Muitos veículos
são movidos a combustão, especialmente na aviação, onde existe uma dificuldade em
utilizar energias renováveis. Além da preocupação com a eficiência energética e emissão
de poluentes nos motores a jato, tem crescido o interesse em desenvolver motores mais
silenciosos (IHME, 2017). Além dos motores a jato, processos de combustão em alta
velocidade estão presentes em turbomáquinas e queimadores industriais.

A Mecânica dos Fluidos Computacional (CFD) é uma ferramenta que auxilia na com-
preensão de diversos fenômenos físicos e no desenvolvimento de projetos de engenharia.
Na indústria é importante que a ferramenta CFD utilizada obtenha bons resultados em
pouco tempo. O uso de malha adaptativa e a resolução dos sistemas lineares utilizando
multigrid proporcionam um custo computacional reduzido, incentivando uso de métodos
como o acoplamento pressão-velocidade para todos os regimes de compressibilidade, com-
binado com métodos de combustão detalhada. Tal abordagem permite resolver casos com
modelos físicos complexos.

No presente capítulo, é apresentada uma revisão bibliográfica sobre os temas aborda-
dos durante a pesquisa, com o foco em trabalhos relevantes para o tema. Na primeira
parte, são abordadas as metodologias utilizadas em códigos para todos os regimes de com-
pressibilidade. Em seguida, são discutidas diferentes abordagens e as dificuldades para
modelar escoamentos reativos turbulentos e também escoamentos reativos compressíveis.
Por fim, é apresentada uma breve descrição sobre condições de contornos não reflexivas,
assim como para o uso de malhas adaptativas.

2.1 Códigos para todos os regimes de velocidades
Muitos códigos são desenvolvidos para resolver apenas escoamentos incompressíveis

ou compressíveis. A partir da década de 90, ouve o crescimento no desenvolvimento
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de códigos para resolver tanto escoamentos incompressíveis, como compressíveis, sendo
denominada esta categoria como All-Mach. Tradicionalmente os métodos de CFD para
escoamentos compressíveis são classificados em duas famílias, density-based e pressure-
based. A diferença entre os dois grupos consiste na escolha das variáveis dependentes
primitivas, sendo que os métodos baseados na pressão utilizam a pressão como variável
dependente primitiva enquanto os métodos baseados na densidade utilizam a densidade
como variável dependente primitiva.

Usualmente métodos baseados na densidade são utilizados em escoamentos transônicos
e supersônicos, onde o número de Mach é elevado e os efeitos da compressibilidade resul-
tam em gradiente de densidade nítido. Em escoamentos com baixos números de Mach os
códigos costumam ser instáveis devido ao pequeno gradiente de densidade, dificultando
a convergências destes códigos. No entanto é possível introduzir uma compressibilidade
artificial, aumentando a estabilidade dos códigos baseado na densidade em casos subsôni-
cos (CHORIN, 1997), (RIZZI; ERIKSSON, 1985). Métodos baseados na pressão como o
Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations (SIMPLE) normalmente consideram
que o escoamento é incompressível em sua dedução, levando a formulações incapazes de
modelar escoamentos compressíveis. Porém é possível deduzir estes métodos sem consi-
derar o escoamento incompressível.

Conforme as técnicas de CFD foram sendo desenvolvi dadas, o interesse em resolver
diversos regimes compressibilidade utilizando o mesmo código foi crescendo. Os primei-
ros a simularem escoamentos para todos os regimes de compressibilidade foram Harlow e
Amsden (1971) no qual foi desenvolvida a técnica ICE (Implicit Continuous-fluid Eule-
rian) com o objetivo de simular escoamentos subsônicos e supersônicos. Posteriormente
Patankar (1971) modificou este modelo alterando suas variáveis primitivas dependentes
melhorando a estabilidade do algorítimo.

Karki e Patankar (1989) realizaram uma modificação na equação da pressão para in-
cluir as variações da densidade e da velocidade no algorítimo Semi-Implicit Method for
Pressure Linked Equations Revised (SIMPLER), permitindo simular escoamentos invís-
cidos compressíveis além dos escoamentos incompressíveis. Outros pesquisadores reali-
zaram modificações para utilizar o SIMPLE em diferentes regimes de compressibilidade,
dentre os quais podemos citar Issa e Lockwood (1977), Hah (1984), Doormaal, Raithby e
McDonald (1987) e Marchi e Maliska (1994).

Códigos baseados na pressão são comumente utilizados para escoamentos a baixos nú-
meros de Mach e muitas vezes são deduzidos utilizando a hipótese de que o escoamento
seja incompressível. Apesar de inicialmente ser desenvolvido para a solução de proble-
mas com escoamentos incompressíveis, códigos baseados na pressão se mostraram mais
eficientes para a simulação com diferentes números de Mach (MANGANI; DARWISH;
MOUKALLED, 2016). Diversos pesquisadores desenvolveram algorítimos baseados na
pressão para simular casos em regimes supersônicos e transônicos (LIEN; LESCHZINER,
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1994), (POLITIS; GIANNAKOGLOU, 1997).
Nos códigos para todos os regimes de compressibilidade utilizando SIMPLE a pressão

exerce duas funções distintas. Em baixos Números de Mach o gradiente de pressão esta-
biliza o campo de velocidade através da conservação de movimento linear, não afetando
significativamente a densidade, podendo considerar o escoamento incompressível. No en-
tanto em velocidades supersônicas as variações na velocidade são relativamente menores
comparado com a magnitude da velocidade, indicando que a pressão exerce uma maior
influência na densidade. A possibilidade da pressão exercer esta duas funções resulta
em aplicações com sucesso tanto para escoamentos incompressíveis como compressíveis
(MOUKALLED et al., 2016).

Muitos pesquisadores seguiram desenvolvendo e aperfeiçoando as técnicas existentes
para a simulação de escoamentos em todos os regimes de compressibilidade. Moukalled e
Darwish (1999) estendeu o método para resolver escoamentos bifásicos. Em seu trabalho
seguinte, Moukalled e Darwish (2001) utilizou um esquema de discretização de alta ordem
em seu código para todos os regimes de compressibilidade.

Mangani (2008) desenvolveu um código utilizando SIMPLE para escoamentos reativos
em todos os regimes de compressibilidade, focado em aplicações de turbomáquinas. Pos-
teriormente Mangani, Darwish e Moukalled (2016) desenvolveram uma implementação
para OpenFOAM utilizando SIMPLE com sistema de eixos rotativos.

Moukalled e Darwish (2008) simularam a dispersão turbulenta e evaporação de gotas,
obtendo informações sobre a penetração do spray assim como a temperatura das gotas.
O código utilizado modelava escoamentos multifásicos e com múltiplas espécies em dife-
rentes regimes de compressibilidade. Miller et al. (2013) utilizou um código para todos
os regimes de compressibilidade para a resolução de problemas multifásicos com o obje-
tivo de estudar explosões submersas, onde utilizou o algorítimo PISO implementado no
OpenFoam, demostrando ser capaz de lidar com ondas de choque, descontinuidades entre
as fases e efeitos de rarefação.

Frederix et al. (2015) modelou a formação e o transporte de aerossol com o Open-
FOAM, para isto foi utilizado o algorítimo PISO compressível. Fuster e Popinet (2018)
desenvolveram um código utilizando a pressão como variável primitiva para resolver es-
coamentos bifásicos compressíveis. O código utiliza uma malha octree. Fuster e Popinet
(2018) simularam a dinâmica de bolhas utilizando um código para todos os regimes de
compressibilidade baseado no método da projeção e utilizando o conceito de Volume de
Fluido (VOF), do inglês Volume Of Fluid.

Natarajan et al. (2019) realizaram a integração do código All-Mach multifásico de-
senvolvido no AMReX utilizando VOF. O AMReX é uma interface altamente parale-
lizada para a utilização de malhas bloco-estruturadas com refinamento adaptativo. O
acoplamento da pressão e da velocidade utilizado foi uma adaptação do métodos dos
passos fracionados, para que variações de temperatura e frações mássicas fossem levadas
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em consideração nas flutuações de pressão. Outros pesquisadores propuseram versões
do algorítimo passos fracionados para todos os regimes de compressibilidade (CODINA;
VÁZQUEZ; ZIENKIEWICZ, 1998), (LIU; PLETCHER, 2007), (REICHLING; NOLL;
AIGNER, 2013).

O PISO é muito utilizado em escoamentos reativos (FREDERIX et al., 2015) (ISSA et
al., 1991). e costuma apresentar bons resultados em regimes transientes (BRESSLOFF,
2001). Apesar ter uma ou mais etapas de correção, o que eleva o custo computacio-
nal de cada iteração, o PISO de uma quantidade menor de iterações em comparação
com SIMPLE e SIMPLEC. Portanto o PISO apresenta vantagens em casos onde muitas
equações extras são resolvidas em cada iteração, por exemplo, o transporte das espécies
químicas.

2.2 Escoamentos Reativos Turbulentos
Escoamentos reativos turbulentos estão presentes em muitas aplicações industriais,

como turbinas a gás e caldeiras industriais. Também são encontrados em sistemas pro-
pulsivos, como jatos, ramjets e scramjets e assim como motores a combustão interna
(POPE, 1991). Sendo uma importante área de estudo para contribuir com o desenvolvi-
mento de equipamentos mais eficientes e reduzir a emissão de poluentes. A turbulência
provavelmente é o fenômeno mais complexo em escoamento não reativos, enquanto que
a combustão apresenta dificuldades relacionada ao tempo característico das reações e a
complexidade de modelos detalhados de cinética química. Também ocorre a iteração com-
bustão e turbulência e fenômenos devido presença de ondas de choque e instabilidades
termo-acústicas (GONZALEZ-JUEZ et al., 2017).

Em um processo de combustão turbulenta ocorre tanto a interação das reações quí-
micas com os efeitos da turbulência, assim como a interação do escoamento turbulento
com a reação química. O escoamento turbulento altera a estrutura da chama podendo
aumentar a taxa de reação química ou inibir as reações extinguindo a chama. Enquanto
as reações químicas liberam energia térmica, alterando a densidade e viscosidade do fluido
acelerando o fluido devida a expansão ocasionada pela liberação de energia térmica. Es-
tes fenômenos físicos podem tanto aumentar a intensidade da turbulência como amortecer
seus efeitos (POINSOT; VEYNANTE, 2005) .

Do ponto de vista numérico, escoamentos reativos apresentam um grau de comple-
xidade elevado quando comparados com escoamentos inertes. Desta forma, a Simulação
numérica direta (DNS) do inglês Direct numerical simulation e cinética química deta-
lhada são inviáveis para muitos casos devido ao elevado custo computacional. O tempo
característico das reação químicas quase sempre é muito inferior ao tempo característico
das menores estruturas turbilhonares. Outra possível dificuldade é a utilização de mo-
delos detalhados para a cinética química, o que pode resultar em milhares de reações
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químicas no transporte de centenas de espécies químicas, elevando drasticamente o custo
computacional.

É possível adotar algumas simplificações e métodos numéricos com o objetivo de facili-
tar a simulação de escoamentos reativos turbulentos. Entre as possíveis simplificações está
a adoção de um modelo de cinética química reduzido e modelos de combustão turbulenta.
A modelagem da combustão turbulenta pode ser feita utilizando o Eddy Break-up (EBU)
proposto por (SPALDING, 1971), que considera que as taxas de reação química dependem
apenas da fluidodinâmica. Esta hipótese é valida para números de Dankohler elevados.

Outro modelo comum é o Eddy Dissipation Concept proposto por (MAGNUSSEN;
HJERTAGER, 1977) baseado no EBU. Este modelo mescla os efeitos da turbulência
na reação química com os efeitos da cinética química permitindo o uso de mecanismos
detalhados ou reduzidos. O modelo EDC parte do princípio que as reações ocorrem nas
menores estruturas turbilhonares e propõe correlações entre os efeitos da turbulência e as
reações químicas. Tanto o modelo EBU como o EDC estão presentes em diversos códigos
comerciais, possibilitando a solução de vários problemas práticos.

Com o passar do tempo várias modificações foram propostas para o modelo EDC, como
a versão apresentada por Magnussen (1981) que permite o uso de mecanismos detalhados
de cinética química. A versão seguinte, desenvolvida por Gran e Magnussen (1996) inclui
os efeitos da mistura dos gases frios com as menores estruturas. Posteriormente, o modelo
foi estendido considerando a reação química fora das menores estruturas turbilhonares
(MAGNUSSEN, 2005). As versões mais recentes propostas por Parente et al. (2016) e
Bao (2017) modificaram as constantes do modelo com o objetivo de simular combustão
com pouca ou moderada diluição de oxigênio.

Em escoamentos compressíveis e principalmente em escoamentos reativos ocorrem uma
grande variação da temperatura, resultando em variações das propriedades termodinâmi-
cas dos fluidos, como o calor específico e a viscosidade. Para obter valores precisos a
biblioteca Cantera é utilizada para calcular as propriedades termodinâmicas de acordo
com a temperatura e concentração das espécies químicas ao longo do domínio estudado.

2.3 Escoamentos Reativos Compressíveis
As aplicações mais comuns envolvendo escoamentos reativos em velocidade elevadas é

o desenvolvimento de motores ramjet e scramjets. Estes motores não possuem partes mó-
veis e o ar é comprimido após passar por uma onda de choque. A queima do combustível
ocorre na câmera de combustão, que no caso dos ramjets ocorre em regime subsônico e
nos scramjets a combustão ocorre em regimes supersônicos. Por fim os gases queimados
passam por um bocal convergente e divergente gerando o empuxo necessário para mover
o veículo. Para projetos mais eficientes e com performance mais elevadas as ferramentas
computacionais se tornam muito importantes. Para isto é preciso que o código simule
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escoamentos turbulentos, compressíveis e reativos. Caso o interesse seja estudar moto-
res com combustível líquido, pode ser preciso modelar um escoamento bifásico com o
transporte e evaporação das gotas de combustível (REN et al., 2019).

Escoamentos supersônicos são caracterizados pela forte compressibilidade do escoa-
mento, o que dificulta a formação de estruturas turbilhonares grandes e reduz a inten-
sidade turbulenta. Ao estudar escoamentos canônicos compressíveis como camada de
mistura ou jatos, é muito utilizado o Número de Mach convectivo (Mc) para caracterizar
o escoamento, sendo definido na eq. 1. Onde U1 representa a velocidade do jato ou de
uma das camadas da mistura, e U2 representa a velocidade do escoamento complementar
ou da outra camada. a1 e a2 representam a velocidade do som para o jato ou camada de
mistura. Vreman, Sandham e Luo (1996) considerou estudos realizados para camada de
mistura utilizando DNS e com o Número de Mach convectivo entre 0,2 e 1,2. Foi possível
constatar que conforme o Número de Mach convectivo cresce a taxa de crescimentos das
perturbações na pressão é reduzida. Em escoamentos reativos é preferível ter uma taxa
de mistura elevada, o que ocorre em escoamentos com intensidade turbulenta mais ele-
vada. Por outro lado, enquanto a compressibilidade do escoamento reduz a intensidade da
turbulência desfavorecendo as reações químicas, a compressibilidade pode proporcionar
temperatura e pressão mais elevada, que favorecem a reação química, (FREUND; LELE;
MOIN, 2000), (O’BRIEN et al., 2014).

Mc = U1 − U2

a1 + a2
(1)

O efeito da liberação de calor devido as reações químicas em escoamentos supersô-
nicos é similar ao efeito da compressibilidade, o que pode inibir a turbulência. Estudos
utilizando DNS mostram que a taxa de crescimento da camada de mistura é menor para
os casos reativos (CALHOON, 2003) (MAHLE et al., 2007). Ferrer, Lehnasch e Mura
(2017) realizaram simulações tridimensionais utilizando DNS para 3 diferentes Números
de Mach convectivos, indicando que para os menores valores do Número de Mach convec-
tivo a temperatura na região de auto-ignição é mais elevada.

No caso dos scramjets, a presença da onda de choque na câmera de combustão pode
acelerar a mistura entre os componentes químicos e promover a combustão (YANG; KU-
BOTA; ZUKOSKI, 1993) (RUBINS; BAUER, 1994). Isto ocorre devido a rápida com-
pressão causada pela onda de choque, elevando a temperatura do gás após a onda de
choque. No estudo da combustão induzida por ondas de choque predomina o foco em
características como zonas de recirculação e eficiência da combustão (REN et al., 2019).

2.4 Condição de contorno não reflexiva
Em muitos casos, principalmente em escoamentos compressíveis, impor valores cons-

tantes ou a derivada nula para a velocidade e pressão nas fronteiras do escoamento resulta
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em resultados não físicos. A condição de saída tradicional em escoamentos subsônicos,
onde é utilizado a condição de contorno do tipo Dirichlet para pressão e Neumann para as
velocidade resulta na reflexão de ondas acústicas na fronteira para escoamentos compres-
síveis. Para evitar estes fenômenos puramente numéricos é preciso utilizar Condição de
contorno não reflexiva (NRBC) do inglês Non-reflecting boundary conditions. As NRBC
devem antecipar o comportamento do escoamentos nas fronteiras. As propriedades de-
vem ser derivadas das informações no interior do domínio computacional e acopladas
com aproximações de condições do escoamento fora do domínio (LODATO; DOMINGO;
VERVISCH, 2008).

É comum encontrar códigos compressíveis utilizando regiões com estiramento de ma-
lha combinado com filtro de alta frequência para eliminar as perturbações de origem
numéricas (COLONIUS; LELE; MOIN, 1993). Esta abordagem tem a desvantagem de
precisar estender o domínio muito além da região de interesse, dificultando a simulação
de escoamentos internos.

A necessidade de utilizar condições de contorno mais precisas e próximas da região
de interesse motivou vários estudos e propostas para condições de contornos. Entre os
trabalhos desenvolvidos, Hu (1996) adaptou a condição de contorno Perfect Matched
Layer (PML), originalmente desenvolvida para as Equações de Maxwell, para as Equações
de Euler. Neste método, as ondas acústicas são absorvidas em um região próxima ao
contorno do domínio, não refletindo para o interior do escoamento. Manco e Mendonca
(2019) compararam 3 diferentes abordagem para condições de contorno não reflexivas,
indicando que a condição de contorno NRBC apresenta uma boa robustez e um baixo custo
computacional, enquanto que a PML apesar de muito efetiva tem um custo computacional
elevado.

Outra abordagem muito utilizada em volumes finitos consiste em derivar condições
de contorno com base nas Local One-Dimensional Inviscid Relations (LODI), resultando
nas Condições de contorno características para as Equações de Navier-Stokes (NSCBC).
Este método foi originalmente desenvolvido para as Equações de Euler e estendido para
escoamentos viscosos. Esta abordagem decompõe o escoamento em ondas características
que viajam na direção normal a fronteira, as condições de contorno são obtidas impondo
valores para as ondas características, anulando as ondas que estão entrando no domínio
(THOMPSON, 1990). Poinsot e Lele (1992) propôs uma extensão do método considerando
os termos viscosos na formulação das condições de contorno. O método foi aplicado
para escoamentos subsônicos e supersônicos, indicando uma melhora significativa nos
resultados obtidos.

Posteriormente o método foi estendido para escoamentos reativos incluindo o termo
fonte referente as reações químicas (BAUM; POINSOT; THéVENIN, 1995) , (OKONG’O;
BELLAN, 2002), (SUTHERLAND; KENNEDY, 2003). A inclusão deste termo preveniu
oscilações não físicas no campo de pressão e velocidade, assim como evitou escoamento
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reverso na saída do escoamento. As NSCBC geralmente assumem que a velocidade é
normal à fronteira. Lodato, Domingo e Vervisch (2008) estenderam as condições de
contorno incorporando os efeitos da convecção e do gradiente de pressão nas fronteiras.
Testes realizados utilizando DNS e LES indicaram uma menor distorção do escoamento
simulado quando comparado com o NRBC sem as modificações.

2.5 Malha adaptativa
O método da malha adaptativa reside na otimização do uso de recursos computacionais

em simulações, aumentando a resolução da malha automaticamente em regiões de interesse
e reduzindo-a em outras regiões. Por exemplo, é possível utilizar uma malha mais fina
ao redor de uma chama obtendo mais detalhes de sua estrutura ou então em regiões
com intensidade turbulenta elevada (BELL; DAY, 2011). Outra possibilidade é utilizar
uma malha mais fina acompanhando uma onda de choque em escoamentos compressíveis,
enquanto que nas demais regiões pode utilizar uma malha mais grossa. Diversos critérios
de remalhagem podem ser utilizados, como por exemplo a presença de fronteiras imersas, o
gradiente de vorticidade, temperatura , densidade ou concentração das espécies químicas.
Deste modo a malha terá uma resolução maior nas regiões com maiores gradientes.

Em diversos estudos utilizaram-se malhas adaptativas para reduzir o custo computa-
cional de simulações complexas. Becker, Braack e Rannacher (1999) adaptou um modelo
de malha adaptativa para resolver escoamentos laminares reativos. Bell (2005) apresentou
um algorítimo para escoamentos reativos utilizando uma abordagem para baixos Números
de Mach e malha adaptativa. O acoplamento pressão velocidade foi realizado utilizando
passos fracionados. Calegari et al. (2023) realizou simulações de chamas difusivas para ca-
sos laminares e turbulentos. As simulação foram realizadas utilizando malha adaptativa,
modelando o código como baixo Número de Mach e modelo de fração de mistura.

Villar et al. (2007) propôs em sua tese um código utilizando malha adaptativa e
multigrid para a simulação de escoamentos bifásicos. Este código foi aprimorado por
(LIMA et al., 2012) para realizar processamento paralelo utilizando a biblioteca Message
Passing Interface (MPI). Posteriormente o código foi renomeado para MFSim.

2.6 MFSim: simulador multifísica
O MFSim é um código desenvolvido no MFLab em parceria com a Petrobrás. O código

é escrito predominantemente em FORTRAN e C. A paralelização é realizada utilizando o
MPI, enquanto o balanço de carga é feito com Zoltan (BOMAN et al., 2012). Atualmente o
MFSim permite a simulação de escoamentos turbulentos, (DAMASCENO; VEDOVOTO;
SILVEIRA-NETO, 2015) (ELIAS et al., 2018), (PRETA et al., 2023), assim como escoa-
mentos multifásicos (SOUZA et al., 2022), (PIVELLO et al., 2014), (BARBI et al., 2018).
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O MFSim também foi utilizado para analise da corrosão em tubulações (MOTA et al.,
2023).

Vedovoto (2011) implementou métodos para realizar simulações reativas utilizando
uma abordagem para baixos Números de Mach. Neto et al. (2016) realizou simulações
para uma tubulação submarina, onde foi implementada uma metodologia para iterações
fluido estrutura no MFSim. Melo et al. (2017) desenvolveu condições de contorno térmicas
para a fronteira imersa. Pinheiro et al. (2022) estudou aquecimento e a evaporação do
querosene, assim como o processo de breack-up. Morales et al. (2023) utilizou o Método da
fronteira imersa (IBM) com iteração fluido estrutura e o acoplamento pressão velocidade
PISO compressível recem desenvolvido para resolver o escoamento em uma tubulação
industrial.



34 Capítulo 2. Revisão Bibliográfica



35

Capítulo 3
Modelagem de Escoamentos

Compressíveis

Neste capitulo são apresentadas es equações utilizadas para descrever o modelo físico a
ser resolvido, com uma breve descrição das equações utilizadas. Também são apresentados
os métodos numéricos utilizados para resolver as equações descritas.

3.1 Modelo Matamético Diferencial
A equação 2 representa o balanço de massa, onde ρ é a massa especifíca do fluido, t é o

tempo e u é a velocidade. O índice i varia de 1 até 3 e denota as direções nas coordenadas
cartesianas. O primeiro termo representa a variação da massa contida na partícula de
fluido enquanto o segundo termo representa o fluxo líquido advectivo especifico de massa.
Para escoamentos incompressíveis e monocomponentes, a variação da densidade é nula.

∂ρ

∂t
+ ∂(ρui)

∂xi

= 0 (2)

A equação do balanço da quantidade de movimento linear para fluido Newtoniano é
utilizada conforme a equação 3, onde P é a pressão, µ é a viscosidade dinamica e gi é
campo gravitacional.

∂ρui

∂t
+ ∂ρuiuj

∂xi

= −∂P

∂xi

+ ∂

∂xi

[
µ

(
∂ui

∂xj

+ ∂uj

∂xi

)
− 2

3µ

(
∂uk

∂xk

)]
+ ρgi (3)

A equação 4 modela o balanço da energia térmica. O primeiro termo representa a
variação da energia térmica contida na partícula de fluido, o termo seguinte é referente ao
fluxo liquido advectivo da energia térmica. O primeiro termo do lado direito da equação
modela a difusão da energia térmica, o termo seguinte modela a transformação de energia
cinética em energia térmica devido aos efeitos viscosos, este termo é detalhado na equa-
ção 5. Os termos seguintes modelam o aquecimento ou resfriamento do fluido devido à
compressão ou expansão das partículas de fluido (SILVEIRA-NETO, 2020). Por fim, o
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termo wi representa a quantidade de energia química transformada em energia térmica
pelo processo de combustão. Nestas equações K é a condutividade termica do fluido, Cp

é a condutividade termica a pressão constante e Dk é a difusividade da espécie quimica k
no fluido.

∂ρcpT

∂t
+ ∂uiρcpT

∂xi

= ∂

∂xi

(
K

∂T

∂xi

)
+ Φ + ∂P

∂t
+ ui

∂P

∂xi

− wi (4)

Φ = µ

(∂uj

∂xj

+ ∂ui

∂xi

)2

+
(

∂ui

∂xk

+ ∂uk

∂xi

)2

+
(

∂uj

∂xk

+ ∂uk

∂xj

)2

+ 2
(

∂uj

∂xi

)2

− 2
3µ

(
∂uj

∂xi

)2

(5)

As frações mássicas são obtidas resolvendo as equações para a balanço das espécies
químicas (equação 6). Ao todo é necessário resolver n − 1 equações, onde n é o número
de espécies químicas presentes enquanto a concentração da espécie química (Yn) que não
será resolvida é obtida pela equação 7.

∂

∂t
(ρYk) + ∂

∂xi

(ρuiYk) = ∂

∂xi

[
ρDk

∂Yk

∂xi

]
+ ω̇k (6)

Yn = 1 −
n−1∑
k=1

Yk (7)

O termo ωi, definido na equação 8, representa a conversão de energia potencial química
em energia térmica devida as reações químicas. Nesta equação, h0

k é a entalpia de formação
da espécie química k.

wi =
ns∑

k=1
ω̇kh0

k (8)

Além das equações apresentadas anteriormente é utilizada a equação 9 que é a equação
do estado do gás ideal. Esta equação é utilizada para obter a massa específica em função
da pressão, temperatura, constante específica dos gases e composição química da mistura,
onde Wk representa a massa molar da espécie química k.

P = ρRT
n∑

k=1

Yk

Wk

(9)

Em escoamentos compressíveis ou reativos, podem ocorrer grandes gradientes de tem-
peratura, que por sua vez alteram as propriedades termodinâmicas do fluido como o calor
específico, a condutividade térmica e a viscosidade do fluido. Além disto, no caso de
escoamentos multicomponentes, ocorre a variação das propriedades termodinâmicas con-
forme a mistura das espécies químicas. As variação destas propriedades termodinâmicas
ao longo do domínio de interesse são consideradas e a pressão, temperatura e composi-
ção do fluido são utilizadas para calcular as propriedades utilizando a biblioteca Cantera
(GOODWIN et al., 2023).
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3.2 Método Numérico
No código utiliza-se o método dos volumes finitos sendo a pressão uma das variáveis

primitivas. São utilizadas malhas bloco estruturadas descentralizadas com refinamento
adaptativo. Diferentes esquemas de discretização espacial e temporais foram testados e
seus resultados apresentados no capitulo 4. O modelo numérico é obtido sem desconsiderar
os efeitos da compressibilidade no escoamento.

3.2.1 Acoplamento Pressão Velocidade

O acoplamento pressão velocidade é feito através de algoritimos baseados na família
SIMPLE. A seguir é apresentada a dedução do SIMPLE para escoamentos compressíveis.
A pressão, velocidade e densidade podem ser decompostas em duas parcelas de acordo
com a linearização proposta por (PATANKAR, 1971) e (HARLOW; AMSDEN, 1971),
apresentadas nas equações 10, 11 e 12. As variáveis u′

i, P ′ e ρ′ são as correções da
velocidade, pressão e massa específica respectivamente. O superscrito ∗ representa a
estimativa inicial da variável e ∆Xi é o comprimento do volume na direçaõ i.

P = P ∗ + P ′ (10)

ui = u∗
i + u′

i = u∗
i − 1

Api

(
∆P ′

∆Xi

)
(11)

ρ = ρ∗ + ρ′ = ρ ∗ + P ′

RT
(12)

Na equação 11, Api é um coeficiente resultante da discretização da equação 3. Subs-
tituindo as equações 11 e 12 na equação 2 é possível obter a equação semi-discretizada
abaixo:

(ρ∗ + ρ′ − ρ0)
∆t

+ ∂(u∗
i + u′

i)(ρ∗ + ρ′)
∂xi

= 0. (13)

O termo que contém u′ρ′ pode ser desprezado por ser resultado da multiplicação de
duas correções, resultando em um valor muito inferior em relação ao restante dos termos.
ρ0 é a densidade calculada no passo de tempo anterior. A equação do estado 9 é utilizada
para reescrever a equação anterior em função da correção da pressão. A correção da
velocidade também é substituída pela definição anterior resultando na equação 14.

∂(ρ∗ + P ′

RT
− ρ0)

∆t
+

∂u∗
i (ρ∗ + P ′

RT
)

∂xi

+ ∂

∂xi

(
− ρ∗

Api

∂P ′

∂xi

)
= 0 (14)

Reorganizando os termos obtemos a equação 15.

∂ P ′

RT

∆t
+

∂u∗
i

P ′

RT

∂xi

+ ∂

∂xi

(
− ρ∗

Api

∂P ′

∂xi

)
= ∂(ρ0 − ρ∗)

∆t
− ∂u∗

i (ρ∗)
∂xi

(15)
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Note que os termos presentes do lado direito da equação 15 são equivalentes ao fluxo
mássico na célula computacional. As variáveis primitivas são as componentes da velo-
cidade, a correção da pressão (P ′), a temperatura e as concentrações de cada espécie
química. A massa específica é obtida utilizando a equação 9 para os casos monocompo-
nente ou através da biblioteca Cantera nos casos com múltiplas espécies químicas.

O algorítimo SIMPLE compressível para escoamentos reativos é apresentado a seguir.

1. Defina as condições iniciais para os campos de P , ui, ρ, T e Yk;

2. Resolva a equação 4, obtendo o campo de temperatura;

3. ρ é atualizado utilizando o Cantera, assim como k, µ, γ entre outras propriedades
do escoamento;

4. A equação 3 é resolvida obtendo u∗
i ;

5. A correção da pressão é obtida pela equação 15;

6. O campo de velocidade, pressão e densidade atualizados utilizando as equações 11,
10 e 12;

7. A solução é definida como condição inicial e as etapas 2 até 8 são repetidas até
a convergência ou atingir o número máximo de iterações definido para o loop do
SIMPLE;

8. O campo de concentrações é calculado com a equação 6;

9. É avançado um passo no tempo retornando para a etapa 2 até alcançar o tempo
final da simulação.

Outros algorítimos da família SIMPLE podem ser utilizados para o acoplamento pres-
são velocidade, como o algorítimo SIMPLEC, PISO ou PRIME (QIN et al., 2021), (MOU-
KALLED; DARWISH, 2001). O Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations
Consistent (SIMPLEC) é muito semelhante ao SIMPLE, porém com uma modificação
na correção da pressão evitando variações bruscas no campo de velocidade, permitindo
coeficientes de sub-relaxação maiores para a pressão. Outra possibilidade consiste em
resolver as Equações de Navier-Stokes de forma explicita, resultando em um algorítimo
chamado Pressure Implicit, Momentum Explicit (PRIME) .

O algorítimo PISO é bastante utilizado em códigos voltados para escoamentos reativos.
Este algorítimo consiste em utilizar um loop SIMPLE e uma ou mais etapas de correção
explicita. A equação utilizada para a segunda correção da pressão (P ∗∗) presente no PISO
pode ser obtida a partir da equação do balanço de massa substituindo as equações 16, 17
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e 18 obtendo a equação 19, onde cp representa o calor específica a pressão constante do
fluido. As variáveis referentes a segunda correção são descritas com o superscrito ∗∗.

ρ∗∗ = ρ∗ + ρ′ = ρ∗ + P ′

RT
= ρ∗ + CP P ′ (16)

u∗∗
i = u∗

i + u′
i = u∗

i + (P ′)
Api

(17)

P ∗∗ = P ∗ + P ′ (18)

∂ρ∗

∂t
+ ∂

∂xi

((ρ∗ + ρ′)(u∗
i + u′

i)) = 0 (19)

∂ρ

∂t
+ ∂

∂xi

(ρ∗u∗
i + ρ∗u′

i + ρ′u∗
i + ρ′u′

i) = 0 (20)

Analogamente ao que foi assumido para obter a equação 15, a multiplicação da correção
da densidade com a correção da velocidade (ρ′u′

i) resulta em um valor muito menor que os
termos restantes da equação 20, portanto pode ser desprezado. Reescrevendo a equação
20 e substituindo p′ = CpP ′ obtemos a equação abaixo,

∂ρ

∂t
+ ∂

∂xi

(ρ∗u∗
i + ρ∗D(P ′) + CP P ′u∗

i ) = 0. (21)

Segunda correção da velocidade pode ser feita de forma explicita pela equação:

u∗∗∗
i = u∗∗

i +
∑

A(u∗∗
i − u∗

i )/A + D(P ′′) (22)

∂ρ∗∗∗

∂t
+ ∂

∂xi

(
(ρ∗∗ + ρ′′)(u∗∗

i +
∑

A(u∗∗
i − u∗

i )/A + u′′
i )
)

= 0. (23)

∂ρ∗∗∗

∂t
+ ∂

∂xi

(
ρ∗∗u∗∗

i + ρ∗∗∑ An(u∗∗
i − u∗

i )
Ap

+ ρ∗∗u′′
i + ρ′′u∗∗

i + ρ′′∑ An(u∗∗
i − u∗

i )
Ap

)
= 0

(24)
Os termos ρ′′u′′

i e ρ′′∑A(u∗∗
i − u∗

i )/A são desprezados, resultando na segunda equação
da correção da pressão para o algorítimo PISO, apresentada na equação 25:

∂ρ∗∗∗

∂t
+ ∂

∂xi

(
ρ∗∗u∗∗

i + ρ∗∗∑A(u∗∗
i − u∗

i )/A + ρ∗∗D(P ′′) + CP P ′′u∗∗
i

)
= 0 (25)

P ′′ pode ser obtido pela seguinte equação:

∂

∂xi

(+ρ∗∗D(P ′′) + CP P ′′u∗∗
i ) = − ∂

∂xi

(
ρ∗∗u∗∗

i + ρ∗∗∑A(u∗∗
i − u∗

i )/A
)

− ∂ρ∗∗∗

∂t
(26)
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Outras correções podem ser realizadas utilizando as equações deduzidas acima. De-
vido as correções adicionais para pressão, velocidade e densidade o PISO apresenta um
custo computacional por iteração maior que o SIMPLE e SIMPLEC. No entanto em casos
complexos, como em escoamentos reativos, o PISO pode resultar em um tempo compu-
tacional menor em comparação ao SIMPLE pois necessita de uma quantidade menor de
iterações para convergir.

A Figura 2 apresenta o fluxograma do código utilizado. Este mesmo algorítimo apre-
sentado é utilizado para os acoplamentos de pressão e velocidade SIMPLE, SIMPLEC
e PISO, sendo que o PISO apresenta um segundo loop interno referente ao número de
correções utilizadas.

O MFSim contem os esquemas implícitos de Euler, e Semi-Implicit Backward Dif-
ferentiation Formula (SBDF) para integração temporal. O passo de tempo (∆t) é cal-
culado a cada iteração de acordo com o critério de Estabilidade condicional de Cou-
rant–Friedrichs–Lewy (CFL):

∆t = CFL min
(∑ ∆xi

ui

, ∆xi

)
(27)

Em casos transônicos ou supersônicos é interessante adicionar a velocidade do som (c)
na velocidade do escoamento, resultando na equação 28. Desta forma é possível garantir
a estabilidade em escoamentos compressíveis.

∆t = CFL min
(∑ ∆xi

|ui| + c
, ∆xi

)
(28)

3.2.2 Esquemas Numéricos Para a Modelagem dos Termos Ad-
vectivos

Alguns esquemas tradicionais como Diferenças finitas centrais (CDS) ,do ingles Cen-
tral Difference Scheme e Upwind de primeira ordem (FOU), do ingles First Order Upwind,
costumam apresentar uma difusão numérica elevada, apesar de serem estáveis. Esquemas
de ordem superiores podem apresentar oscilações numéricas, especialmente próximos a
grandes gradientes. Diferentes esquemas para modelar os termos advectivos são apresen-
tados a seguir. As equações a seguir utilizam a nomenclatura I para indicar propriedades
referentes ao volume vizinho e P para indicar as propriedades referentes ao centro do
volume de controle.

O FOU considera a velocidade na face igual a velocidade na direção do escoamento,
podendo esta ser a mesma velocidade do volume vizinho (I) ou do volumes central (P).
Desta forma a interpolação da propriedade ϕ na face i é realizada pela equação

ϕi = max(ρui, 0)ϕP + min(ρui, o)ϕI . (29)
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Start

t = t + dt

Resolve a equação do balanço de energia (eq.4)

Resolve a equação do balanço de espécies químicas (eq. 6)

Resolve as equações adicionais dos modelos URANS (eq. 70 and 71)

Atualiza as propriedades utilizando o Cantera

Resolve as equações para o balanço da quantidade de movimento linear (eq. 3)

Calcula o termo fonte referente a fronteira imersa.

Resolve a equação da correção da pressão ( eq. 15 ou 25 )

Corrige P , ui e ρ utilizando as equações 10 até 11 Piso Loop

Err < tol

t >= tf

Stop

No

Yes

Yes

Yes

No

No

Figura 2 – Fluxograma do algorítimo PISO/SIMPLE compressível.
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Este esquema de discretização é dito delimitado pois apresenta todos os coeficientes po-
sitivos quando o escoamento satisfaz a equação da continuidade (DAMASCENO et al.,
2018). Este esquema, apesar de muito estável apresenta uma grande difusão numérica.

O CDS define a velocidade na face como uma média das velocidades nos volumes P
e I, conforme a equação 30. Apesar de apresentar pouca difusão numérica este esquema
costuma apresentar grandes oscilações na presença de gradientes elevados.

ϕf = ϕI + ϕP

2 (30)

A precisão numérica do FOU pode ser melhorada resultando no Upwind de segunda
ordem (SOU). O SOU também apresenta difusão numérica, apesar de ser menor que o
FOU. A discretização do termo advectivo pelo SOU é dada por:

ϕf = 3
2ϕP − 1

2ϕF . (31)

Variação total diminuída (TVD) é uma propriedade de esquemas advectivos, onde o
fluxo entre os volumes é limitado. Os esquemas TVD são muito utilizados em escoamentos
com a presença de ondas de choque pois costumam apresentar uma baixa oscilação na
presença de grandes gradientes, permitindo o uso de malhas mais grossas reduzindo o
custo computacional.

Os esquemas apresentados anteriormente podem ser implementados por meio da equa-
ção 32, onde ϕf é a variável a ser calculada na face f , enquanto ϕP representa o valor no
centro do volume e ϕF no volume vizinho. Ψ(r) é a função delimitadora de fluxo. Cada
esquema de discretização utiliza uma função delimitadora diferente. O primeiro termo do
lado direito da equação 32 pode ser interpretado como um esquema upwind enquanto o
termo seguinte (1

2Ψ(r)(ϕF −ϕP )) a um fluxo anti-difusivo. Este termo preserva a precisão
de segunda ordem sem criar oscilações não físicas (MOUKALLED et al., 2016).

ϕf = ϕp + 1
2Ψ(r)(ϕF − ϕP ) (32)

Para o upwind de primeira ordem Ψ(r) = 0, enquanto que para o upwind de segunda
ordem Ψ(r) = r. A discretização CDS pode ser obtida utilizando Ψ(r) = 1 e a Quadratic
Upstream Interpolation for Convective Kinematics (QUICK) com Ψ(r) = 3+r

4 . Os esque-
mas TVD utilizam uma função limitadora de fluxo, resultando em esquemas delimitados.
Esquemas baseados no TVD costumam apresentar um bom comportamento próximos a
grandes gradientes. Para um esquema ser considerado TVD Ψ(r) deve atender os seguin-
tes critérios (SWEBY, 1984):

❏ Para 0 < r < 1, Ψ(r) ≤ 2r;

❏ Para r ≥ 1, Ψ(r) ≤ 2.
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Esquema Ψ(r)
MinMod r = Ψ(r) = max[0, min(1, r)]
QUICK Ψ(r) = max[0, min(2r, (3 + r)/4, 2)]

SUPERBEE Ψ(r) = max[0, min(2r, 1), min(r, 2)]
UMIST Ψ(r) = max[0, min(2r, (1 + 3r)/4, (3 + r)/4, 2)]

Tabela 1 – Funções limitadoras de fluxo.

Dos esquemas apresentados anteriormente apenas o upwind de primeira ordem atende
aos critérios para ser considerado TVD. Ao aplicar diferentes funções limitadoras (Ψ(r))
que satisfaçam as condições anteriores na equação 32 é possível obter diferentes esquemas
TVD. Os esquemas TVD mais comuns são apresentados na tabela 1. No caso do QUICK,
eu posso obter um esquema TVD QUICK utilizando a função limitadora apresentada na
tabela.

3.2.3 Condição de contorno não reflexiva

Em muitos casos, especialmente nos casos com a presença de ondas de choque pró-
ximas a saída do domínio, pode ocorrer a reflexão de ondas acústicas para o interior do
domínio. Essas ondas refletidas afetam o escoamento no interior do domínio e são de
origem numérica devido as condições de contorno impostas, não tendo relação física com
o problema estudado. Para inibir a reflexão das ondas é possível utilizar a Condição de
contorno não reflexiva (NRBC), baseada na condição de contorno advectiva conhecida
como wave transmissive. A condição de contorno NRBC é uma condição de contorno
artificial que costuma ser simples e eficaz, inclusive quando ocorre a presença de ondas
de choque próximo a saída do domínio (COLONIUS, 2004).

A Condição de contorno não reflexiva (NRBC) é formulada a partir das Local One-
Dimensional Inviscid Relations. As equações LODI permitem encontrar um conjunto de
ondas saindo do domínio e uma única onda entrando no domínio. As amplitudes das
ondas são denotadas por L . Para que não haja reflexão para o interior do domínio, a
amplitude da onda que está entrando no domínio deve ser nula. As relações resultantes
são apresentadas nas equações abaixo em função das variáveis primitivas.

∂ρ

∂t
+ 1

a2

[
L2 + 1

2(L5 + L1)
]

= 0 (33)

∂P

∂t
+ 1

2(L5 + L1) = 0 (34)

∂u

∂t
+ 1

2ρa
(L5 − L1) = 0 (35)

∂v

∂t
+ L3 = 0 (36)
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∂w

∂t
+ L4 = 0 (37)

As equações podem ser escritas em termos dos gradientes normais à fronteira do do-
mínio conforme as equações a seguir:

∂ρ

∂x
= 1

a2

[
L2

u
+ 1

2( L5

u + a
+ L1)

u − a

]
(38)

∂P

∂x
= 1

2

[
L5

u + a
+ L1

u − a

]
(39)

∂u

∂x
= 1

2ρa

[
L5

u + a
− L1

u − a

]
(40)

∂T

∂x
= T

ρa2

[
−L2

u
+ 1

2(γ − 1)
(

L5

u + a
+ L1

u − a

)]
(41)

Nas equações anteriores, a velocidade do som é representada por a. As condições de
contorno podem ser obtidas calculando os valores de L , utilizando as informações no
interior do domínio ou estimando valores para L . No caso da condição de contorno não
reflexiva temos que L1 = 0. Substituindo L1 nas equações 34 e 35 obtemos as equações
42 e 43.

∂P

∂t
+ 1

2(L5) = 0 (42)

∂u

∂t
+ 1

2ρa
(L5) = 0 (43)

Combinando as equações 42 e 43 com as equações 39 e 40 obtemos as seguintes con-
dições de contorno para a pressão e velocidade:

∂P

∂t
+ (u1 + a)∂P

∂x
= 0 (44)

∂u

∂t
+ (u1 + a)∂u1

∂x
= 0 (45)

Usar condições de contorno perfeitamente reflexivas podem levar a problemas mal im-
postos podendo levar a variações não físicas na pressão ao longo da fronteira do domínio.
(RUDY; STRIKWERDA, 1980) e (POINSOT; LELE, 1992). Como exemplo um fluxo
mássico é imposto na entrada e na saída uma condição de contorno perfeitamente não
reflexiva. Desta forma não existem maneiras de determinar a pressão e como resultado, a
pressão se afastará do valor previamente estipulado. Uma possibilidade para evitar este
problema é adicionar a informação da pressão estática na condição de contorno parcial-
mente não-reflexiva, definida nas equações 46 e 47 (RUDY; STRIKWERDA, 1981). Isto
é equivalente a imaginar uma saída a uma certa distância de uma região com pressão
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P∞, resultando nas equações abaixo. Para a condição de contorno parcialmente não-
reflexiva, K é um coeficiente entre 0 e 1, normalmente definido como 0,25. Resultando em
uma condição de contorno parcialmente não reflexiva sem grandes variações na pressão
imposta.

L1 = K(p − p∞) (46)

∂P

∂t
+ (u1 + a)∂P

∂x
+ K(P − P∞) = 0 (47)

3.2.4 Fronteira Imersa

O método da fronteira imersa, do inglês, Immersed Boundary Method IBM possibi-
lita realizar simulações com escoamentos externos ou internos em diversas geometrias.
O método IBM utiliza duas ou mais malhas em conjunto, sendo uma malha cartesiana
utilizada para representar o fluido, denominado de lagrangiana e uma ou mais malhas
para representar estruturas sólidas no interior do domínio computacional definido pela
malha euleriana. As as estruturas representadas no interior do domínio pelas malhas
eulerianas podem se mover ou deformar ao longo da simulação. Desta forma é possível
realizar a simulação de escoamentos com geometrias complexas utilizando um malha car-
tesiana. Outra vantagem da Fronteira imersa é a possibilidade de mover a geometria sem
a necessidade de refazer a malha lagranjeana.

A metodologia utilizada é a forçagem direta, do inglês Direct-forcing, onde são impos-
tas forças no domínio lagrangeano de acordo com a presença da fronteira imersa, definindo
a sua interface (WANG; FAN; LUO, 2008). Uma descrição mais detalhada do método
pode ser encontrada em Vedovoto, Serfaty e Neto (2015) e Melo et al. (2017). O termo
de força Fi da balanço da quantidade de movimento linear é apresentado na equação 48.

Fi(X⃗, t) = α2U
t+∆t
i − α1U

t
i + α0U

t−∆t
i

∆t
+ RHS, (48)

onde
RHS = ∂ρuiuj

∂xi

+ ∂P

∂xi

+ ∂

∂xi

[
µ

(
∂ui

∂xj

+ ∂uj

∂xi

)
− 2

3µ

(
∂uk

∂xk

)]
(49)

e α0 , α1 e α2 são os coeficientes da discretização temporal.
A equação 48 é resolvida em duas partes, equação 50 e 51, onde U t−∆t

i é a velocidade
desejada na fronteira, As euqações são resolvidas de forma iterativa, sendo necessário
algumas iterações para atingir a tolerância desejada.

U∗
i − α1U

t
i + α0U

t−∆t
i

∆t
+ RHS = 0 (50)

Fi(X⃗, t) = α2U
t+∆t
i − U∗

i

∆t
(51)
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A velocidade Lagrangeana (U∗) é obtida interpolando as componentes da velocidade
u∗

i nas células eulerianas próximas de cada ponto lagrangiano utilizando a equação 52,
onde Dh é uma função de interpolação, u∗ é a velocidade na face do volume euleriano e
h3 é o volume lagrangiano.

U∗
i =

∑
ω

u∗
i Dh(xi − xk)h3 (52)

A fronteira imersa para a equação da energia foi estudada por Melo et al. (2017),
no qual foram implementadas as condições de contorno Dirichlet, Neumann e robim no
MFSim para energia e demais escalares. Neste trabalho são utilizadas as duas primeiras
condições de contorno.

Para a condição de contorno de Dirichlet na fronteira imersa para energia adota-
se uma abordagem similar a apresentada para a equação da quantidade de movimento
linear. Primeiro é calculado a temperatura na célula lagrangiana (T ∗

L) através da equação
53. Em seguida a força no ponto lagrangiano (Ft) é calculada pela equação 54.

T ∗
L =

∑
ω

T ∗Dh(xI − xk)h3 (53)

Ft(X⃗, t) = ρCp
α2T

t+∆t − T ∗
L

∆t
(54)

Para a condição de contorno de Neumann, FT é calculado utilizando a equação 55,
onde qn” é fluxo imposto na fronteira e −k ∂T ∗

∂n
é o fluxo normal a fronteira.

Ft(X⃗, t) =
(

qn −
(

−k
∂T ∗

∂n

))
(55)

Os demais escalares transportados, como por exemplo as frações mássicas das espécies
químicas, são modelados de forma análoga a energia.

3.2.5 Pseudo transiente

Em algumas situações, o regime transiente não é de interesse, sendo necessário obter
apenas o regime estacionário. Sendo assim é possível utilizar um método pseudo transiente
para avançar no tempo de forma mais rápida do que resolvendo todo o regime transiente.
Desta forma informações obtidas durante o regime transiente são perdidas.

Uma possível abordagem é substituir o tempo físico por um pseudo tempo, conforme
a equação 56, onde τ é o pseudo tempo e θτ é um coeficiente que não está relacionado
com os fenômenos físicos a serem resolvidos. Neste trabalho foi adotado θτ = θ/α, onde
α é um coeficiente de sub-relaxação. A equação 56, é uma equação de balanço genérica,
onde ϕ é alguma propriedade transportada, D é o coeficiente de difusão e S é o termo
fonte.
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∂θτ

∂τ
= ∂θ

∂αt
= −∂ρuiϕ

∂xi

+ ∂

∂xi

D
∂ρϕ

∂xi

+ S (56)

Outra abordagem consiste em utilizar subrelaxação implícita nas equações a serem
resolvidas. Neste método as equações para o regime transiente são discretizadas e a
diagonal principal do sistema de equações resultante(Ap ) , assim como o RHS são modi-
ficados garantindo que a diagonal principal do sistema linear a ser resolvido se mantenha
com valores mais elevados, consequentemente resultando em um sistema mais estável.

Seja e equação 57 um sistema linear a ser resolvido, onde x pode ser qualquer pro-
priedade transportada, como velocidade, energia ou concentração das espécies químicas.
É possível aumentar os valores da diagonal principal, mantendo a igualdade do sistema
linear em ambos os lados conforme a equação 58, onde I é a matriz identidade e α é um
coeficiente de subrelaxação implícita. Desta forma é possível utilizar passos de tempo
mais elevados garantindo a estabilidade do sistema linear reduzindo a precisão no regime
transiente.

Ax = RHS (57)

Ax + αIAx = RHS + αIAxn−1 (58)

3.2.6 Modelagem da Turbulência

Em muitos casos, uma simulação direta de escoamentos turbulentos é inviável devido
ao elevado custo computacional, pois é preciso uma malha muito fina para modelar bem
as pequenas estruturas turbilhonares, assim como passos de tempo pequenos. Uma solu-
ção adotada para reduzir significativamente o custo computacional para a realização de
simulações mais complexas mantendo a fidelidade com a física envolvida é utilizar as equa-
ções de Navier-Stokes filtradas. Desta forma, é preciso modelar as menores frequências
as estruturas turbilhonares. Ao aplicar a Filtragem de Frave nas equações 2,3, 4 e 6 são
obtidas as equações 59, 60, 61 e 64 (SILVEIRA-NETO, 2020). Nas euqações seguintes, o
sobreescrito (̃) representa as variaveis filtradas.

∂ρ̄

∂t
+ ∂ρ̄ũi

∂xi

= 0 (59)

∂ρ̄ũi

∂t
+ ∂ρũiũj

∂xi

= −∂P̄

∂xi

+ ∂

∂xi

[
(µ̃ + µt)

(
∂ũi

∂xj

+ ∂ũj

∂xi

− 2
3δij

∂ũk

∂xk

)]
+ ρg + fi (60)

∂ρ̄cpT

∂t
+ ∂ρ̄cpũiT̃

∂xi

= ∂

∂xi

[(
k + µt

Prt

)
∂ρ̄cpT̃

∂xi

]
+ Φ + ∂P̄

∂t
+ ui

∂P̄

∂xi

(61)
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Φ = 2µ
(

SijSij − 1
3S2

kk

)
(62)

Sij = 1
2

(
∂ūi

∂xj

+ ∂ūj

∂xi

)
(63)

∂ρ̄Ỹk

∂t
+ ∂ρ̄ũiỸk

∂xi

= ∂Ỹk

∂xi

[(
ρ̄Dk + µt

Stt

)
∂Ỹk

∂xi

]
+ ω̇k (64)

Nas equações acima é introduzido o conceito de viscosidade efetiva(µe) , onde µe =
µ + µt, sendo µt a viscosidade turbulenta. Desta forma os efeitos das menores estruturas
turbilhonares são introduzidos no modelo matemático através da viscosidade turbulenta.

3.2.6.1 LES Utilizando o Modelo Sub-malha de Smagorinsky

No modelo sub-malha de Smagorinsky, a viscosidade turbulenta é obtida com a equa-
ção 65 (SMAGORINSKY, 1963), onde Cs é a Constante de Smagorinsky, ∆m é o compri-
mento característico do volume da malha computacional. A Constante de Smagorinsky
possui valores típicos entre 0, 1 < Cs < 0, 2 e Sij é o tensor taxa de deformação.

µt = Cs∆2
m

√
2S̄ijS̄ij (65)

3.2.6.2 LES Utilizando o Modelo Sub-malha de Vreman

O modelo sub-malha de Vreman é formulado com o objetivo de ter uma baixa dis-
sipação da quantidade de movimento linear (VREMAN, 2004). Este modelo costuma
apresentar bons resultados em escoamentos rotativos e boa predição da viscosidade tur-
bulenta em regiões próximas a parede. No modelo sub-malha de Vreman, a viscosidade
turbulenta é obtida com a equação 66 , onde α corresponde as derivadas da velocidade
filtrada.

µt = ρCv

√√√√ Bβ̄

ᾱijᾱij

(66)

O coeficiente Cv é derivado a partir da Constante de Smagorinsky pela relação Cv =
2.5C2

s . ᾱij e Bβ̄ são definidos pelas equações 67 e 68 respectivamente, onde β̄ij é obtido
pela equação 69.

ᾱij = ∂ūj

∂xi

(67)

Bβ̄ = β̄11β̄22 + β̄22β̄33 + β̄33β̄11 − β̄2
12 − β̄2

23 − β̄2
31 (68)

β̄ij = ∆2
mᾱkiᾱkj (69)
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3.2.6.3 k-epsilon Realizável

O k-ϵ realizável é um modelo URANS de duas equações, o que significa que é necessário
resolver duas equações de balanço extras, sendo uma para energia cinética turbulenta
específica (k) e outra para a potência específica de transformação viscosa (ϵ). A equação do
balanço da energia cinética turbulenta é apresentado na equação 70, enquanto a equação
71 representa de ϵ (SHIH et al., 1995).

∂ρk

∂t
+ ∂ρkui

∂xi

= ∂

∂xi

(
(µ + µt)

∂k

∂xi

)
+ 2SijSijµt − ρϵ (70)

∂ρϵ

∂t
+ ∂ρϵui

∂xi

= ∂

∂xi

[(
µ + µt

1, 2

)
∂ϵ

∂xi

]
+ ρϵC1

√
2SijSij − ρC2

ϵ2

k +
√

νϵ
(71)

Diferente do LES, a viscosidade turbulenta para os modelos URANS não é avaliada
em função da malha. A viscosidade turbulenta é calculada utilizando a equação 72, sendo
que as constantes Cµ, C1 e C2 são definidas nas equações 73 até 76.

νt = ρCµ
k2

ϵ
(72)

Cµ =
A0 + As

k
√

SijSij + Ω̃ijΩ̃ij

ϵ

−1

(73)

C1 = max

[
0, 43; η

η + 5

]
(74)

η = k

ϵ

√
2SijSij (75)

C2 = 1, 9 (76)

3.2.7 Escoamentos reativos

A solução de escoamentos reativos pode ser obtida resolvendo a equação do balanço
de espécies químicas (equação 6 ). O termo fonte (ω̇k) presente na equação representa a
taxa de produção ou consumo da espécie k devido as reações químicas.

Para um reação bimolecular é possível estimar o coeficiente de taxa de reação, Kf , de
forma empírica, utilizando a lei de Arrhenius descrita na equação 77. Af é a constante
pré-exponencial da reação química, T é a temperatura e β é o coeficiente exponencial da
temperatura. Por fim, R é a constante universal dos gases e Ea representa a energia de
ativação (TURNS, 2013).

Kf = AfT β exp − Ea

RT
, (77)
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Para múltiplas reações químicas é possível descrever conforme a equação 78 as reações
químicas para N espécies químicas e M reações. ν ′

kj e ν”kj representam os coeficientes
estequiométricos da espécie k na reação j. A fração molar, [xk], é descrita na equação 79
onde Wk é a massa molar da espécie química k.

N∑
kj

ν ′
kj[Xk] ⇐⇒

N∑
kj

ν”kj[Xk], paraj = 1, M (78)

[Xk] = ρYk

Wk

(79)

Por fim a ω̇k é obtido pela equação 80, onde qj é descrito na equação 81. Nesta equação
nuki representa os coeficientes estequiométricos da espécie k na reação i.

ω̇k =
l∑

i=1
νkiqi (80)

qj = kfi

N∏
k=1

[xk]ν′
kj − kri

N∏
k=1

[xk]ν”kj (81)

Em mecanismos detalhados, algumas espécies químicas apresentam um tempo carac-
terístico muito inferior ao tempo fluidodinâmico. Com o objetivos de permitir passos de
tempo maiores que o tempo característico das reações químicas é utilizada a segregação
de operadores. Desta forma às equações 4 e 6 são divididas em duas parcelas referentes
ao transporte e as reações químicas, de acordo com a equação 82. Nesta equação, ϕ é a
propriedade calculada (Yk ou T ) e R representa os termos referentes as reações químicas
e T representa os termos referentes ao transporte, incluindo difusão a advecção (ZHOU;
ZHANG; YANG, 2022).

A segregação de operadores de primeira ordem é obtida separando a equação 6 em
duas partes, T e R. Onde T representa os termos relacionados ao transporte da espécie
química k e R os termos relacionados as reações química, sendo R = ω̇:

dϕ

dt
= T + R. (82)

A equação 82 é resolvida em dois passos. Primeiro é integrado R de t até t + ∆t.

ϕn − ϕ∗

∆T
= R (83)

Em seguida ϕn+1 é obtido resolvendo a equação 84.

dϕ

dt
= T + ϕ ∗ +ϕn

∆t
(84)

Esta segregação de operadores possui uma precisão de primeira ordem. No presente
trabalho, a integração das taxas de reações das espécies químicas é realizado utilizando
o CVODE (HINDMARSH et al., 2005). O CVODE é um solucionador de equações
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diferenciais ordinárias desenvolvido pela Sundials e está presente na biblioteca Cantera.
Nesta etapa é possível subdividir o intervalo de tempo ∆t em vários intervalos menores
para realizar a integração, neste caso, ω̇ pode ser estimado pela equação 85.

ω̇ = ϕ ∗ +ϕn

∆t
(85)

3.2.8 Combustão turbulenta

A interação entre o processo de combustão e a turbulência eleva significativamente
a dificuldade de resolver as equações diretamente. A necessidade de obter resultados
precisos e rápidos levou ao desenvolvimento de diversos modelos de combustão turbulenta,
como exemplo o EBC, abordado nesta tese.

O Número de Damköhler (Da) é um número adimensional que relaciona o tempo
característico do escoamento (τf ) com o tempo característico das reações químicas (τc),
equação 86. Para Da = 1, o tempo característico das reações químicas é igual o tempo
característico do escoamento. Caso Da << 1, as reações químicas acontecem lentamente
quando comparadas ao tempo característico do escocamento, indicando que o fluido pode
deixar o domínio de controle sem completar a reação química. Em casos com Da >> 1
as reações químicas são significativamente mais rápidas que o tempo característico do
escoamento. Alguns modelos de combustão turbulenta, como o EBU ou EDC, assumem
que para valores elevados do Número de Damköhler a taxa de reação química depende
apenas da taxa de mistura entre os reagentes.

Da = τf

τc

(86)

O EDC é um modelo de iteração entre a turbulência e a combustão proposto por
Magnussen e Hjertager (1977) baseado no EBU permitindo a resolução de problemas
com chamas não misturadas, assim como pré misturadas. O EDC, diferente do EBU,
permite o uso de mecanismos de cinéticas química detalhados e considera tanto os efeitos
da turbulência como os da cinética química.

O principio do EDC consiste em separar o volume do fluido em uma parte reativa e
outra não reativa, onde a parte reativa pode ser resolvida utilizando um Reator Perfeita-
mente Misturado (PRS). Sendo que as reações químicas ocorrem nas menores estruturas
turbilhonares, que possuem o Comprimento Característico de Kolmogorov. A fração de
volume em que ocorrerá a reação química é proporcional ao volume das menores estruturas
turbilhonares.

O tempo de residência nas menores estruturas turbilhonares τ ∗ é calculado com a
equação 87 em função das propriedades fluidodinâmicas, onde Cτ é uma constante do
modelo. Cτ pode ser interpretado como a razão do tempo característico da reação (τ ∗)
e do tempo característico de Kolmogorov. χ∗ representa a fração de reagentes que é
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consumida no volume, sendo calculado com a equação 88, onde Cχ é uma constante do
modelo.

τ ∗ = Cτ

(
νt

ρϵ

)0.5

(87)

χ∗ = Cχ

(
νtϵ

ρk2

)0.25

(88)

A taxa de reação do modelo EDC é definida pela equação 89, onde κ é calculado de
acordo com a versão do EDC utilizada e Y ∗

k é obtido utilizando um reator PRS.

ω̇ = (ρ̄χ∗2)
τ ∗(1 − χ∗3)(Y ∗

K − Ȳk) (89)

A equação 89 pode ser escrita da forma 90. Sendo que k é modelado de acordo com a
versão do modelo EDC utilizado, e deve apresentar valores entre 0 e 1. Caso k = 0 não
ocorrerá reações no volume de controle enquanto para k = 1 a reação irá ocorrer em todo
o volume. A equação 91 apresenta a formulação proposta em (MAGNUSSEN, 1981).

ω̇ = ρ̄k

τ ∗ (Y ∗ − Yk) (90)

κ = χ∗3

1 − χ∗3 (91)

Posteriormente Gran e Magnussen (1996) propuseram uma modificação para incluir os
efeitos da mistura dos reagentes e produtos nas menores estruturas turbilhonares. Desta
forma o transporte de massa das menores estruturas turbilhonares com a redondeza é
modificado, resultando na equação 92.

κ = χ∗2

1 − χ∗3 (92)

Outra modificação proposta por Magnussen (2005) incorpora o fato que a reação pode
ser estendida para fora das menores estruturas turbilhonares, resultando na equação 93.

κ = χ∗2

1 − χ∗2 (93)

O tempo de residencia no reator não deve ultrapassar o passo de tempo do modelo
numérico, assim como Cχ maior que 1. As eqs. 87 e 88 não apresentam as restrições
descritas de forma implícita, sendo necessário implementa-las no código com o objetivos
de evitar fenômenos não físicos. Similar ao EBU, o EDC foi proposto originalmente para
ser utilizado em conjunto com modelos RANS. No entanto o LES estimando valores da k
e ϵ baseados no modelo de submalha. For fim as constantes do modelo são apresentadas
na tabela 2.
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Cτ 0,4082
Cχ 2,1377
Cµ 0,01

Tabela 2 – Constantes do modelo EDC utilizadas.

Caso τ ∗ = ∆t e κ = 1 a equação 90 assume a forma da equação 85. Portanto a
combustão ocorre em todo o volume de controle, assim como durante todo o passo de
tempo, indicando que passo de tempo é inferior ao tempo característico das estruturas
turbilhonares, assim como o volume é menor que o comprimento característico das me-
nores estruturas turbilhonares. Neste caso específico o processo de combustão no volume
computacional não é influenciado pela turbulência do escoamento, ainda a interação entre
a combustão e a turbulência esteja presente em outras regiões do escoamento. Para Núme-
ros de Reynolds elevados a taxa de combustão é limitada pela taxa de mistura τ ∗ << ∆t,
se aproximando o modelo EBU.
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Capítulo 4
Resultados

Neste capitulo são apresentados os resultados obtidos utilizando o código para escoa-
mentos compressíveis transportando múltiplas espécies químicas para escoamentos inertes
e reativos. Os casos foram escolhidos com o objetivo de validar o código em diferentes
cenários. Os primeiros resultados apresentados são referentes ao tubo de choque, em que
os casos monocomponentes e multicomponentes são comparados com a solução analítica.
Também são comparados diversos modelos de discretização utilizando este mesmo caso.
Neste caso também é testado o transporte das espécies químicas. Em casos que utilizam
ar no experimento as simulações foram realizadas utilizando um mistura de nitrogênio e
oxigênio. Em todos os casos multicomponentes as propriedades dos gases, como ρ, cp, γ,
k e µ, são obtidas através da biblioteca Cantera.

Foi realizada uma simulação de um gás contido em uma cavidade cúbica com paredes
a diferentes temperaturas. Neste caso, o movimento do fluido ocorre devido a convecção
natural e o escoamento é subsônico. A formulação compressível baseada na pressão apre-
senta uma alternativa aos métodos tradicionalmente utilizados para modelar convecção
natural. Também foi realizada simulação do escoamento sobre um corpo rombudo em
um canal. Neste caso foi utilizada a metodologia da fronteira imersa e comparada as
abordagens LES e URANS para modelar os efeitos da turbulência. Por fim foi estudado o
escoamento supersônico sobre um degrau a frente, onde foi utilizada a malha adaptativa
bloco estruturada, sendo que as regiões com a presença de onda de choque foram refinadas
automaticamente.

4.1 Tubo de Choque
O tubo de choque é um instrumento amplamente utilizado em diversas áreas da física

e engenharia para estudos de escoamentos em velocidades e temperaturas elevadas, como
por exemplo escoamentos hipersônicos e o estudo da dinâmica dos gases em altas tem-
peraturas. O tubo de choque consiste em um canal com duas regiões separadas por um
diafragma. Cada região contém um gás com condições distintas da outra região, sendo que
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em uma região a pressão é mais elevada do que na outra região. Ao romper o diafragma
o gás contido na região de alta pressão escoa para a região de baixa pressão, alcançando
velocidades supersônicas e resultando em uma onda de choque dentro do tubo. Do ponto
de vista matemático, o tubo de choque é um caso particular do Problema de Riemann
unidimensional.

O código foi verificado simulando tubos de choque em cinco casos distintos. O primeiro,
apresentado por Sod (1978), utiliza propriedades constantes. Este caso foi simulado com
uma composição de YO2 = 0, 21 e YN2 = 0, 79. O segundo caso é um tubo de choque com
velocidade mais elevada, alcançando M = 3 ao longo do tubo.

O terceiro caso apresentado por Fedkiw, Merriman e Osher (1997) consiste em um
tubo de choque com um mistura composta por YO2 = 0, 1013, YAr = 0, 886 e YH2 = 0, 127.
Apesar de todos os casos terem a concentração de espécies constantes ao longo de todo o
domínio, as propriedades do fluido variam em função da temperatura e pressão.

Em seguida foi simulado um tubo de choque contento gases distintos em cada lado.
Este caso apresenta um gradiente de concentração das espécies químicas muito elevado,
sendo possível observar a difusão das espécies químicas. Por fim, foi estudado um tudo de
choque reativo utilizando hidrogênio como combustível. Os resultados foram comparados
com Ferrer et al. (2014).

4.1.1 Solução Analítica

O Tubo de Choque proposto por Sod (1978) é um teste muito comum para a ve-
rificação e validação em CFD para escoamentos compressíveis. A solução do problema
pode ser obtida considerando o escoamento invíscido e com propriedades constantes. Os
resultados obtidos por volumes finitos podem apresentar algumas diferenças caso sejam
considerados fluidos viscosos, de forma que algumas descontinuidades da solução analítica
são suavizadas.

O problema pode ser dividido em 5 regiões, conforme apresentado na figura 3. A
primeira região, apresenta a condição inicial do lado esquerdo e a quinta região, 5 , as
condições iniciais do lado direito. Nestas duas regiões os valores para velocidade, pressão,
temperatura e densidade são iguais aos valores definidos na condição inicial. Na região 2
ocorre as ondas de rarefação, enquanto a região 3 está localizada após a descontinuidade
de contato. A região 4 é localizada logo após a onda de choque, sendo denominada de
shock discontinuity. Com exceção da região 2, todas propriedades do escoamento tem um
valor constante ao longo da região, podendo apresentar descontinuidades entre uma região
e outra. A posição inicial e final de cada região é determinada em função da velocidade
da onda de choque.

Através da teoria de escoamentos compressíveis e ondas de choque normais é possível
calcular a pressão, densidade, temperatura e velocidade em cada região do tubo de choque.
Uma descrição detalhada das soluções analíticas dos problemas de Riemann, incluindo os
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Figura 3 – Solução analítica do tubo de choque, dividido em 5 regiões

.

tubos de choque, pode ser encontrada em Toro (2013). A velocidade nas regiões 3 e 4 são
modeladas de acordo com as equações 94 e 95. Note que as equações apresentadas nesta
seção estão corretas para o caso em que a onda de choque se move da esquerda para a
direita.

u3 = (P β
1 − P β

3 )

√√√√(1 − Γ2)P 1/γ
1

Γ2ρ1
(94)

u4 = (P3 − P5)
√

1 − Γ
ρ5(P3 + Γ2P5)

(95)

Γ e β são definidos nas equações 96 e 97 respectivamente, com o objetivo de simplificar
as equações anteriores.

Γ = γ − 1
γ + 1 (96)

β = γ − 1
2γ

(97)

Sabendo que u3 = u4 é possível encontrar a pressão na região 3 utilizando um método
iterativo. Assim como a velocidade, P3 = P4. A densidade na região 4 é obtida por:

ρ4 = ρ5
P4 + ΓP5

P5 + ΓP4
(98)

Considerando uma expansão adiabática é possível calcular ρ3 por:

ρ3 = ρ1

(
P3

P1

)1/γ

(99)
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Na região 2, ρ, P e u2 estão em função da posição x, assim como do tempo, sendo
calculados pelas equações:

u2(x, t) = 2
γ + 1 (a1 + (x − xi)/t) (100)

ρ2(x, t) = ρ1

(
1 − (γ − 1)u2(x, t)

2a1

)2/(γ−1)

(101)

P2(x, t) = P1ρ1

(
1 − (γ − 1)u2(x, t)

2a1

)2γ/(γ−1)

(102)

A velocidade do som do lado esquerdo do tubo é obtida pela equação 103. A velocidade
do som no lado direito (a5) e na região 3 (a3) podem ser obtidas de forma análoga.

a1 =
√

γ
P1

ρ1
(103)

A posição inicial da descontinuidade é representada por xi. As posições no tempo final
de cada região são obtidas pelas equações 104 a 107, onde xsh indica a posição da onda
de choque. xhd e xft são a posição inicial e final da região da onda de rarefação. xcd é a
posição da descontinuidade de contato. A velocidade do som nas regiões 3 e 5 (a3 e a5)
são obtidas de forma análoga a a1.

xhd = xi − a1t (104)

xft = xi + u3 − a3 ∗ t (105)

xcd = xi + u3t (106)

xsh = xi +
[
a5

√
1 + γ + 1

2γ

(
P4

P5
− 1

)]
t (107)

4.1.2 Tubo de Choque SOD

As condições iniciais do tubo de choque são apresentadas na tabela 3 para o caso
estudado por (SOD, 1978). Neste caso, o tubo de choque possui um comprimento de 10
m e o tempo total da simulação foi de 0,0061 s. As simulações foram realizadas utilizando
a condição de contorno de Dirichilet para u, v, w, P , T e também para Yk.

As demais propriedades como R, Cp, k , µ e γ são obtidas através da biblioteca Cantera
em função da pressão, temperatura e composição do gás. Conforme citado anteriormente,
foi utilizado uma composição de com YO2 = 0, 21 e YN2 = 0, 79.
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Tabela 3 – Condições iniciais do tubo de choque proposto por Sod (1978).

Esquerda Direita
Pressão 105 Pa 104 Pa
Densidade 1 kg/m3 0, 13 kg/m3

Temperatura 348, 43K 278, 75K
Velocidade inicial 0m/s
Tempo final 0,0061 s
Comprimento do tubo 10 m

Em todos os casos, as simulações foram realizadas com as configurações presentes na
tabela 4, exceto quando indicado. As simulações foram realizadas utilizando um proces-
sador intel I7 - 7700, com 4 núcleos e 8 threads. Todas as simulações foram realizadas com
8 processos. Nos resultados a seguir são apresentados o tempo total de casa simulação.

Tabela 4 – Propriedades das simulações

Malha: 400x1x1
Discretização temporal SBDF
Discretização espacial upwind1O
CFL 0.2
Acoplamento pressão-velocidade PISO
Formulação Divergente

A análise de independência da malha foi realizada utilizando 4 malhas com diferentes
quantidades de volumes na direção x. A Tabela 5 mostra a quantidade em volumes em
cada malha na direção x e o tempo computacional gasto em cada simulação. Por se
tratar de um caso viscoso, com propriedades variáveis os resultados não serão idênticos
aos analíticos, onde o escoamento foi considerado com propriedades constantes e invíscido.

Tabela 5 – Tempo computacional para cada malha estudada

Malha tempo
200 107,762s
400 346,179s
800 1385,747s

É esperado um custo computacional 4 vezes maior ao dobrar o número de volumes,
pois além do dobro de volumes a serem calculados é calculado o dobro de passos de tempo.
O critério de CFL é igual para todos os casos sendo o passo de tempo proporcional ao
comprimento do volume. A Figura 4 indica que todas as malhas apresentaram bons re-
sultados, obtendo os valores esperados em cada região do tubo de choque. No entanto
a malha com 200 volumes apresentou uma leve oscilação após a onda de choque e tam-
bém não capturou bem a posição da onda de choque. As malhas mais finas apresentam
resultados próximos a solução analítica, capturando com precisão a posição da onda de
choque.



60 Capítulo 4. Resultados

20

40

60

80

100

Pr
es

sã
o

[k
Pa

]

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

D
en

sid
ad

e
[k

g/
m

3̂]

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
x

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

M
ac

h

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
x

0

100

200

300
Ve

lo
ci

da
de

[m
/s

]

Analítico 200 volumes 400 volumes 800 volumes

Figura 4 – Número de Mach, massa específica, pressão e componente u da velocidade
obtidos com diferentes malhas.

Uma breve análise para diferentes valores do CFL é apresentada na tabela 6. O passo
de tempo é proporcional ao CFL utilizado. O caso com CFL = 0.4 apresentou algumas
oscilações próximo a onda de choque. Ao reduzir o CFL as oscilações também foram
reduzidas, de modo que utilizando CFL = 0.2 as oscilações são pequenas porem ainda
apresenta um desvio na velocidade e densidade na região da onda de choque. Conforme
o esperado, o caso com o menor valor para o CFL apresentou o melhor resultado, com
poucas oscilações. Todos os casos capturaram bem a posição da onda de choque, assim
como os valores ao longo das regiões.
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Figura 5 – Pressão, densidade, Número de Mach e velocidade ao longo do tubo de choque
para diferente valores de CFL.

Tabela 6 – Tempo computacional para diferentes valores de CFL.

CFL tempo
0,1 8m53.171s
0,2 5m46.179s
0,4 3m51.295s

A influência do acoplamento pressão velocidade foi analisada para os algorítimos
SIMPLE, SIMPLEC e PISO. Todos os casos utilizaram um limite de 10 iterações por
passo de tempo. Os três acoplamentos de pressão e velocidade apresentaram resultados
quase idênticos, indicando pouca influência no acoplamento pressão-velocidade. No en-
tanto, os acoplamentos devem apresentar diferentes questões relacionadas a estabilidade
do código e também referente ao tempo computacional. Todos os casos foram simula-
dos com os mesmos coeficientes de sub-relaxação para pressão, velocidade e escalares, os
algorítimos SIMPLEC e PISO podem se beneficiar de valores maiores para o coeficiente
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sub-relaxação da pressão( ωp). Foi utilizado ωp = 0.3 em todos os casos, que é o valor
recomendado para o SIMPLE.

Tabela 7 – Tempo computacional gasto para cada acoplamento de pressão e velocidade.

Acoplamento Tempo
SIMPLE 287,516 s

SIMPLEC 305,610 s
PISO 336,449 s

A Figura 6 mostra o resultado obtido com 3 diferentes discretizações temporais, sendo
elas Euler, Semi-Implicit Backward Differentiation Formula (SBDF) e Adams Bashforth
Crank Nicolson(ABCN). Os resultados foram muito próximos para todas as discretizações
utilizadas. No entanto, a Discretização de Euler foi a única das discretizações que não
apresentou oscilações próximas a onda de choque. Apesar disto apresentou um compor-
tamento mais suave próximo as regiões com grandes gradientes, se afastando ligeiramente
da solução analítica. A discretização SBDF, apesar de apresentar a maior oscilação foi a
que mais se aproximou da solução analítica na região próxima de x = 3.
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Figura 6 – Número de Mach, massa específica, pressão e componente u da velocidade
obtidos com utilizando as discretizações Euler, SBDF ou ABCN.

Também foi verificado a influência das formulações divergente e não divergente, sendo
que a formulação divergente apresenta um resultado mais preciso que a formulação não
divergente. A figura 7 mostra uma diferença significativa entre as duas formulações, onde
a formulação não divergente apresentou diferenças após a onda de choque (região 4), assim
como a posição da onda de choque diferente do lugar esperado.
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Figura 7 – Número de Mach, massa específica, pressão e componente u da velocidade para
a formulação divergente e não divergente.

A seguir é investigado a influência do escoamento com fluido monocomponente e pro-
priedades constantes para um fluido multicomponente com as propriedades variáveis cal-
culadas pelo Cantera. Conforme é possível observar na figura 8, ambos os casos apresen-
tam resultados bem próximos capturando bem a posição da onda de choque e das demais
regiões. No entanto, o caso com propriedades constantes obteve valores mais próximos da
solução analítica para o Número de Mach, assim como densidade e pressão. Esta pequena
diferença não indica que o caso com propriedades constantes seja mais preciso que o caso
com propriedades variáveis pois a solução analítica foi obtida considerando propriedades
constantes.
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Figura 8 – Perfis do Número de Mach, massa específica, pressão e componente u da velo-
cidade para os casos multicomponentes e mono componente.

Diversos esquemas de discretização dos termos advectivos presentes no MFSim foram
testados, entre eles os esquemas upwind de primeira ordem, upwind de segunda ordem,
diferenças centradas. Também foram testados esquemas TVD como superbee, quick e
Umist.

A Figura 9 apresenta os resultados para os esquemas upwind de primeira e de segunda
ordem, e Diferenças finitas centrais (CDS). Enquanto a figura 10 apresenta os resultados
obtidos com os esquemas TVD MinMod, Superbee e Umist. A escolha do esquema de
discretização dos termos advectivos pode afetar bastante o resultado final. O CDS apre-
sentou uma grande quantidade de oscilações inviabilizando o seu uso nestas simulações.
Esquemas como upwind apresentaram bons resultados com poucas oscilações, sendo o
upwind de primeira ordem apresentando um solução mais próxima da analítica em re-
lação ao upwind de segunda ordem. Os esquemas TVD investigados apresentaram bom
comportamento, capturando bem a posição da onda de choque, assim como as oscilações
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Figura 9 – Pressão, densidade, Número de Mach e velocidade ao longo do tubo de choque
para os esquemas advectivos upwind de primeira ordem, upwind de segunda
ordem e diferenças centradas.

foram baixas.
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Figura 10 – Pressão, densidade, Número de Mach e velocidade ao longo do tubo de choque
obtidos utilizando as discretizações TVD MinMod, Umist e QUICK.

4.1.3 Tubo de Choque Supersônico

No caso anterior, apesar da velocidade elevada, o escoamento não atinge velocidades
supersônicas (M > 1). O caso a seguir tem como o objetivo verificar o código para
escoamentos supersônicos. Diferente do caso anterior, o fluido no interior do tubo não
se encontra em repouso e em conjunto com a diferença de pressão em ambos os lados é
possível obter velocidades próximas a M = 3. As propriedades físicas do fluido, assim
como as condições iniciais do escoamento são apresentadas na tabela 8.

A Figura 11 apresenta os resultados para o tubo de choque supersônico, onde a ve-
locidade máxima foi de 1167,145 m/s, resultando em um Número de Mach superior a 3.
No entanto a velocidade nas regiões 3 e 4 ficou um pouco acima do valor esperado.
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Tabela 8 – Condições iniciais do tubo de choque supersônico e parâmetros de simulação.

Lado esquerdo Lado direito
Pressão 1033.3 kPa 100 [kPa]
Velocidade 290,93 m/s 1122,61 m/s
Densidade 3,857 kg/m3 1 kg/m3

Temperatura 933,45 K 348,43 K
Tempo final 0,006 s
Comprimento do tubo 20 m
Malha 800 volumes
CFL 0.1

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

N
úm

er
o

de
M

ac
h

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

D
en

sid
ad

e
[k

g
/
m

3 ]

0 5 10 15 20
x

400

600

800

1000

1200

Ve
lo

ci
da

de
[m

/s
]

0 5 10 15 20
x

200

400

600

800

1000

Pr
es

sã
o

[k
Pa

]

Analitico MFSim

Figura 11 – Número de Mach, massa específica, pressão e componente u da velocidade
obtidos com diferentes discretizações.



4.1. Tubo de Choque 69

4.1.4 Tubo de Choque Multicomponente

O próximo teste é realizado com uma quantidade constante de argônio, oxigênio e
hidrogênio ao longo do tubo de choque. A condição inicial é uma versão modificada do
tubo de choque originalmente apresentado por Sod (1978), que inicialmente foi estudado
por Fedkiw, Merriman e Osher (1997) e posteriormente por Ferrer et al. (2014). Devido
a composição e a variação de temperatura ao longo do escoamento, a razão de calores
específicos (γ) tem valores distintos em cada região do tubo de choque. As condições
iniciais do tubo de choque são apresentadas na tabela 9.

Tabela 9 – Condições iniciais do tubo de choque multicomponente.

Lado esquerdo Lado direito
Pressão 8000 Pa 80000 Pa
Temperatura 400 K 1200 K
Tempo 40µs
Comprimento do tubo 10 cm
YO2 0,1013
YAr 0,886
YH2 0,0127

Neste casos é possível observar a dependência da temperatura na razão dos calores
específicos (γ), que fica entre 1,52 e 1,55. Os resultados apresentados na figura 12 ficaram
muito próximos dos resultados obtidos pela simulação de Ferrer et al. (2014), indicando
que o código está apto a resolver problemas com variações nas propriedades termodinâ-
micas.



70 Capítulo 4. Resultados

1.520

1.525

1.530

1.535

1.540

1.545

1.550

γ

0.10

0.15

0.20

0.25

D
en

sid
ad

e
[k

g/
m

3̂]

0.000 0.025 0.050 0.075 0.100

−400

−300

−200

−100

0

Ve
lo

ci
da

de
[m

/s
]

0.000 0.025 0.050 0.075 0.100

400

600

800

1000

1200

Te
m

pe
ra

tu
ra

[k
]

Merriman e Osher (1997) MFSim

Figura 12 – Massa específica, componente u da velocidade, temperatura e razão dos
calores específicos obtidos com MFSim comparados com os resultados obtidos
por Ferrer et al. (2014).

4.1.5 Tubo de Choque Contendo Dois Gases

Neste caso é simulado um tubo de choque supersônico contendo 2 gases apresentado
por (DENNER; XIAO; WACHEM, 2018), sendo uma composição química para cada lado
do tubo. Ao decorrer do experimento ocorre a difusão dos gases, as propriedades do
fluido variam de acordo com as concentrações das espécies químicas em cada volume,
assim como a pressão e temperatura. Como nos casos anteriores, as propriedades como
γ, k, µ e ρ são obtidas através da biblioteca Cantera.

A Figura 13 apresenta os resultados da simulação, sendo possível observar os efeitos
da difusão das espécies químicas. A posição da onda de choque, assim como os valores
de pressão e velocidade ao longo do domínio foram obtidos com uma boa precisão pelo
modelo proposto. Os resultados apresentam uma leve diferença na densidade para a
região 1, sendo que o valor utilizado para a simulação foi obtido pela equação de estado
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Figura 13 – Pressão, densidade, Mach e velocidade obtidos com MFSim comparados com
os resultados analíticos, de acordo com Denner, Xiao e Wachem (2018). Tam-
bém são apresentadas a distribuição de γ e frações mássicas ao longo do tubo.
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Tabela 10 – Condições iniciais do tubo de choque multicomponente.

Lado esquerdo Lado direito
Pressão 5 × 105 Pa 1 × 105 Pa
Densidade 8, 92 kg m−3 1, 2kg m−3

Cp/Cv 1,66 1,4
Tempo 6x10−4 s
Comprimento do tubo 1 m
YO2 0,0 0,21
YN2 0,0 0,79
YAr 1,0 0,0

Tabela 11 – Parâmetros da simulação.

Malha: 400x1x1
Pressão-velocidade PISO

Discretização temporal Euler
Discretização espacial TVD UMIST

cfl 0,2

em função da pressão e temperatura. Os resultados de Denner, Xiao e Wachem (2018)
foram obtidos utilizando o método VOF, onde uma interface é definida separando os dois
gases, desconsiderando a difusão das espécies químicas.

4.1.6 Tubo de Choque Reativo

Este caso simula um tubo de choque reativo, onde o combustível é hidrogênio. Dife-
rente dos casos anteriores, a onda de choque colide com a parede sendo refletida. A região
entre a parede e a onda de choque permanece com uma temperatura e pressão eleva-
das e praticamente constante por um curto período de tempo, propiciando um ambiente
favorável para experimentos de cinética química.

Este caso foi proposto por Oran et al. (1982) e posteriormente estudado por outros
pesquisadores com o objetivo de avaliar o desempenho de métodos numéricos para escoa-
mentos compressíveis reativo (FERRER et al., 2014),(FEDKIW; MERRIMAN; OSHER,
1997) e (DEITERDING, 2009) . Este caso tem o objetivo de validar a coerência entre os
termos advectivos e de reação, assim como a robustez do código com a presença de um
grande gradiente de pressão.

O caso é inicializado já com o fluido na região direita em movimento para região
esquerda que se encontra estacionária. A composição química é constante ao longo do
tubo no início do escoamento. Todas as condições iniciais do caso são apresentadas na
tabela 12. O tubo possui um comprimento de 12 cm, discretizado em 400 volumes, com
um passo de tempo constante igual a 5 × 10−8s. Foi utilizado o mecanismo de reação
descrito por Kee et al. (1985), contendo 9 espécies químicas e 18 reações.

A Figura 14 apresenta a pressão e temperatura ao longo do tempo para a posição
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Tabela 12 – Condições iniciais do tubo de choque reativo.

Lado esquerdo Lado direito
Pressão 7173 Pa 35594 Pa
Densidade 0, 072kg m−3 0, 18075kg m−3

velocidade 0 m/s −487, 34 m/s
Passo de tempo 5x10−8 s
Comprimento do tubo 0,12 m
YO2 0,1012
YH2 0,0127
YAr 0,8861
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Figura 14 – Temperatura em função do tempo na posição x = 0, 005m.

x = 0, 005 m. A primeira mudança brusca na temperatura é referente a passagem da
onda de de choque, aproximadamente 70µs após o início da simulação. Em seguida é
possível perceber a passagem da onda de choque refletida, resultando em uma temperatura
praticamente constante próxima a 1200K. Com a temperatura elevada o processo de
ignição é iniciado, sendo possível medir o atraso na ignição. O resultado é comparado
com um código escrito em python utilizando o Cantera, que realiza a integração em um
único volume utilizando um reator a volume constante para gases ideais.

A Figura 15 apresenta a temperatura, densidade, Número de Mach e velocidade para
os instantes t = 170µs , t = 190µs e t = 230µs . Os resultados são comparados com os
resultados obtidos por Ferrer et al. (2014), utilizando diferenças finitas de sétima ordem.
Ambos os resultados apresentam o mesmo comportamento. Apesar de uma pequena dife-
rença nos valores máximos de temperatura, as posições da onda de choque está coerente
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Figura 15 – Temperatura, densidade, γ e velocidade obtidos com MFSim comparados
com os resultados obtidos por (FERRER et al., 2014).

com a referência, inclusive apresentando a descontinuidade proveniente da onda de choque
refletida e da onda de choque reativa no instante t = 170µs, sendo que a onda reativa
ainda não alcançou a onda refletida.



4.2. Convecção Natural Em Cavidade Fechada 75

4.2 Convecção Natural Em Cavidade Fechada
A convecção natural é um mecanismo de transferência de calor onde o movimento do

fluido ocorre exclusivamente devido as forças de empuxo. Os casos envolvendo convecção
natural apresentam um gradiente de densidade como consequência da presença de um
gradiente de temperatura. Apesar da variação da densidade, o escoamento gerado não
apresenta efeitos de compressibilidade ocasionado por velocidades elevadas próximas a
velocidade do som, sendo que o Número de Mach é muito baixo, no caso estudado da
ordem de 10−3.

A aproximação de Oberbeck-Boussinesq (OB) é muito utilizada em problemas envol-
vendo convecção natural. Esta aproximação considera o escoamento incompressível, sem
variações na densidade ao longo de todo o domínio, considerando o efeito da variação de
densidade apenas nos termos referentes as forças de campo (SILVEIRA-NETO, 2020).

Devido as simplificações do modelo, a capacidade da aproximação Oberbeck-Bous-
sinesq de obter resultados precisos é restrita a pequenas variações de temperatura, de
modo que outras abordagens são utilizadas para modelar casos com convecção natural
(MAYELI; SHEARD, 2021). Uma alternativa à aproximação de Oberbeck-Boussinesq
é a utilização de um modelo completamente compressível. Devido ao baixo Número de
Mach deste caso, os códigos baseados na densidade costumam apresentar dificuldades
para resolver o escoamento, o que não ocorre nos códigos baseados na pressão. Algumas
considerações da aproximação de Oberbeck-Boussinesq são:

❏ Pequenas diferenças na temperatura;

❏ Transformadação da energia cinética em energia térmica negligenciável;

❏ Propriedades térmicas constantes;

❏ Equação de estado linear.

Ao utilizar um código compressível é possível ter grandes variações na temperatura,
assim como na densidade e pressão estática. Também é considerada a transformação
da energia cinética em energia térmica, mesmo em baixos Números de Mach. Caso o
escoamento seja multi-componente, as propriedades térmicas são obtidas em cada volume
do domínio.

Três casos foram estudados utilizando o MFSim, sendo o primeiro incompressível uti-
lizando a aproximação Oberbeck-Boussinesq já implementada no MFSim. O segundo e
o terceiro caso utilizam a formulação compressível implementada nesta tese, sendo con-
siderado as propriedades térmicas constantes ou multi-componente com propriedades va-
riáveis. O parâmetro ϵ é definido na eq. 108 de acordo com a diferença de temperatura
entre a parede quente e fria da cavidade. Tq representa a temperatura na parede aquecida
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de Tf representa a temperatura na parede fria. Para valores pequenos de ϵ os efeitos da
compressibilidade são baixos e a Aproximação de Oberbeck-Boussinesq é válida.

ϵ = Tq − Tf

Tq + Tf

(108)

O escoamento pode ser caracterizado pelo número adimensional de Rayleigh, definido
na eq. 109, onde β é a expansividade do volume, L é o comprimento da cavidade cúbica,
Pr é o Número de Prandtl e ρref é densidade na temperatura de referência.

Ra = Pr g(Tq − Tf )L3β

(µ/ρref )2 (109)

O número de Nusselt representa a razão entre a energia térmica transportada por
convecção e a energia térmica transportada por condução. O Número de Nusselt local
(Nu) é calculado de acordo com a eq. 110 para a face leste, enquanto o número de Nusselt
médio é obtido pela equação 111. K representa a condutividade térmica e Kref representa
a condutividade térmica na temperatura de referência.

Nu = L

Kref (Tq − Tf ) K
∂T

∂x

∣∣∣∣∣
e

(110)

Nu = 1
L2

∫ z=L

z=0

∫ y=L

y=0
Nu dy dz (111)

Foi simulado uma cavidade térmica, com uma face fria e outra quente, permitindo
verificar e validar a capacidade do código de resolver escoamentos com baixo número de
Mach e densidade variável. A tabela 13 apresenta as condições iniciais da cavidade, sendo
a temperatura de referência Tref = 600 K e as temperaturas da parede quente e fria
obtidas de acordo com ϵ desejado. Neste caso foi adotado Ra = 105.

Propriedade valor
L 0.04 m

Ra 105

Pressão 101325 Pa
Tref 600 K
R 287

Tabela 13 – Configuração utilizada para o caso da cavidade térmica.

A Tabela 14 apresenta uma comparação entre os resultados obtidos pelo MFSim e
os resultados obtidos por outros pesquisadores. Nos casos com ϵ = 0.01 a diferença de
temperatura entre a parede fria e quente é de 12 K, enquanto que para ϵ = 0.6 a diferença
é de 720 K. Os valores obtidos por Paillere et al. (2000) modelam o escoamento como baixo
Número de Mach , enquanto Mazumder (2007) considera o escoamento completamente
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ϵ = 0.01 ϵ = 0.6 Outros
Oberbeck—Boussinesq (MFSim) 3d 4,38257 4.38258 -

Compressível propriedades constantes (MFSim) 3d 4,38189 4,54624 -
Compressível propriedades variáveis (MFSim) 3d 4,36129 4,54334 -

Paillere et al. (2000) 2d 4,5277 4,5631 -
Mazumder (2007) 2d - - 4,57

Padilla, Lourenço e Silveira-Neto (2013) 3d - - 4,427

Tabela 14 – Número de Nusselt para a parede aquecida.

compressível, ambos simularam escoamentos bidimensionais. Padilla, Lourenço e Silveira-
Neto (2013) obtiveram os resultados utilizando a aproximação Oberbeck-Boussinesq para
uma cavidade tridimensional.

Os resultados compressíveis apresentam uma pequena diferença no Número de Nusselt
entre o caso com propriedades constantes e com propriedades variáveis. No entanto o caso
que utiliza a aproximação Oberbeck—Boussinesq mostrou uma diferença no Número de
Nusselt mais significativa em comparação com os casos compressíveis e valores próximos
para ϵ = 0, 6 e ϵ = 0, 1. Nos casos compressíveis houve um aumento do Número de
Nusselt nos casos com ϵ mais elevado. A figura 16 mostra contornos de iso-temperatura
no plano xy para 4 casos distintos considerando ϵ = 0, 6. Todos os casos apresentam
comportamentos similares com pequenas diferenças nas paredes superior e inferior.

A Figura 17 mostra iso-superfícies para temperatura no interior do domínio compu-
tacional. Devido as condições de contornos, os resultados apresentaram poucas variações
na direção z. Nos casos utilizando propriedades variáveis o número de Mach máximo foi
0,000263 com ϵ = 0, 01 enquanto para ϵ = 0, 6 o maior número de Mach foi 0,000319.

Os resultados obtidos pelos três métodos utilizados apresentaram valores próximos
aos valores encontrados na literatura. Conforme o esperado, os modelos compressíveis
apresentaram bons resultados para gradientes de temperatura mais elevados. Entre todos
os modelos, a formulação compressível com propriedades variáveis é a mais completa, uti-
lizando um número inferior de simplificações em relação aos outros modelos apresentados
anteriormente. A aproximação de Oberbeck—Boussinesq não é recomendada para grandes
gradientes de temperatura, apesar de apresentar um resultado satisfatório para o caso com
um gradiente de temperatura igual a 720 K. Códigos compressíveis baseados na pressão
são alternativas viáveis a aproximação de Oberbeck—Boussinesq, podendo ser utilizado
para casos mais complicados onde existem limitações para Oberbeck—Boussinesq.
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Figura 16 – Iso-valores de temperatura considerando ϵ = 0.6. Da esquerda para a di-
reita e de cima para baixo, os resultado obtidos utilizando aproximação de
Oberbeck—Boussinesq, o código compressível e o código compressível com
propriedades variáveis e o resultado obtido por Paillere et al. (2000) conside-
rando o código com baixo número de Mach.
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Figura 17 – Iso superfície para diferentes valores de temperatura considerando ϵ = 0.6 e
propriedades variáveis.
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4.3 Escoamento Em Canal Sobre Um Corpo Rom-
budo

Este caso consiste no escoamento interno em um duto com um obstáculo rombudo,
conforme apresentado no experimento de Sjunnesson, Henrikson e Lofstrom (1992). Fo-
ram realizadas medições para o escoamento inerte, assim como reativo. Com este caso
é possível investigar os modelos de turbulência em um escoamento interno assim como
testar os modelos de combustão turbulenta presentes no MFSim. Diversos autores inves-
tigaram este caso utilizando diversos modelos numéricos (SANKARAN; GALLAGHER,
2017)(POTTURI; PATTON; EDWARDS, 2017)(WEST; GROTH, 2017)(ELIAS et al.,
2018)(WU et al., 2017).

As dimensões e características do experimento são apresentadas na figura 18. O com-
bustor é formado por um duto com seção de 0, 120 m por 0, 24 m e comprimento de 1, 0
m, contendo um prisma triangular em seu interior. Este prisma encontra-se a 0, 319m da
entrada do domínio computacional. O combustível utilizado é propano e a composição
do gás na entrada do queimador é apresentada na tabela 15. Nesta tabela também são
apresentadas informações referentes a simulação. Neste caso foi utilizado uma malha fixa
com 4 níveis, onde as regiões de interesse são refinadas, resultando nos menores volumes
com 1, 875 mm. As condições de contorno nas faces y são definidas como paredes com
condição de não deslizamento, enquanto uma condição de contorno periódica foi adotada
nas faces na direção z. Na saída do domínio foi adotada uma condição de contorno advec-
tiva não reflexiva. Na entrada foi utilizado um perfil de velocidade conforme a equação
112, onde umax = 17, 3 m/s e b é a altura da seção. Foram introduzidas sondas em pontos
específicos para armazenar informações a cada passo de tempo. A malha e a posição das
sondas são ilustradas na figura 19. Os dados coletados pelas sondas são utilizados para
as análises estatísticas.

u(y) = umax

1 −
(

y − 0, 5b

0, 5b

)6
 (112)

Tabela 15 – Propriedades da simulação e composição química utilizada no caso do esco-
amento sobre um corpo rombudo.

Malha base 64 x 8 x 4
Níveis da malha 4

Pressão/velocidade Piso compressível
Termos advectivos TVD QUICK

CFL 0,2
Composição do fluido YC3H8 = 0, 04 YO2 = 0, 224 YN2 = 0, 736

O experimento realizado por Sjunnesson, Henrikson e Lofstrom (1992) apresenta re-
sultados para velocidade média e as flutuações da velocidade nas posições indicadas pelas
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Figura 18 – Esboço da seção de testes utilizada no experimento. Adaptado de (SJUN-
NESSON; HENRIKSON; LOFSTROM, 1992).

Figura 19 – Malha utilizada nas simulações, as linhas vermelhas indicam as posições da
sondas.

linhas vermelhas na figura 19. As linhas verticais correspondem as posições x/a = 0, 215,
x/a = 0, 2612 e x/a = 0, 35, enquanto a linha horizontal está posicionada no centro do
domínio computacional.

Os valores de velocidade média para o escoamento estatisticamente permanente são
apresentando na figura 20 para a componente u da velocidade e na figura 21 para a
componente v da velocidade. Ambos os modelos de turbulência apresentaram velocidades
médias próximas as medidas no experimento material. No entanto o modelo k−ϵ realizável
apresentou um resultado melhor na região próxima a linha central (y = 0, 06 m), o que
pode ser observado na figura 20 para a posição x/a = 0, 2612. Ao utilizar LES os valores
médios da componente u da velocidade foram ligeiramente superestimados.

Ambos os modelos apresentaram dificuldade em estimar os valores de uRMS e vRMS.
Na figura 22 observar que na região central do escoamentos os valores obtidos se distan-
ciam do valores experimentais. A jusante do escoamento os valores obtidos pela simulação
se aproximam do resultado experimental, para x/a = 0, 2612 a metodologia LES obteve
bons resultados próximos a parede. Ao analisar os resultados obtidos para vRMS é pos-
sível observar que ambos os métodos se aproximam dos dados obtidos pelo experimento
material, enquanto na região após o obstáculo(x/a = 0, 215) os valores são subestimados.

Tanto o LES quanto k − ϵ realizável apresentaram comportamentos similares para a
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Figura 20 – Velocidade média longitudinal normalizada nas posições x/a = 0, 215, x/a =
0, 2612 e x/a = 0, 35 , comparação entre LES, Rk-ϵ e experimento.
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Figura 21 – Velocidade média transversal normalizada para as posições x/a = 0, 215,
x/a = 0, 2612 e x/a = 0, 35 , comparação entre LES, Rk-ϵ e experimento.

flutuação da componente v da velocidade, sendo que o k − ϵ realizável apresentou valores
maiores que o LES. Conforme pode ser observado na figura 23 os resultados obtidos se
aproximam dos resultados experimentais na posição x/a = 0, 2612 e se afastam próximo
ao prisma.

Ambos os modelos apresentaram o mesmo comportamento obtidos pelos experimentos
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Figura 22 – Velocidade longitudinal RMS normalizada para as posições x/a = 0, 215,
x/a = 0, 2612 e x/a = 0, 35 , comparação entre LES, Rk-ϵ e experimento.
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Figura 23 – Velocidade transversal RMS normalizada para as posições x/a = 0, 215,
x/a = 0, 2612 e x/a = 0, 35 , comparação entre LES, Rk-ϵ e experimento.

materiais para a componente u′v′ do Tensor de Reynolds, conforme pode ser visto na figura
24. O k − ϵ realizável apresentou resultados mais próximos do experimento que o LES.
Ao observar a velocidade média na linha central, figura 25 superior, o modelo k − epsilon

realizável apresentou resultados muito próximos aos experimentos. O LES apresentou o
mesmo comportamento do experimento, porém com valores ligeiramente diferentes.
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Figura 24 – Componente u′v′ normalizado do Tensor de Reynolds para as posições x/a =
0, 215, x/a = 0, 2612 e x/a = 0, 35 , comparação entre LES, Rk-ϵ e experi-
mento.
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Figura 25 – Velocidade média longitudinal ao longo da linha central, comparação entre
LES, Rk-ϵ e experimento.

As Figuras 26 e 27 apresentam contornos instantâneos da magnitude da velocidade e
da vorticidade para o k − ϵ realizável e o LES, respectivamente. Ao utilizar k − ϵ reali-
zável, observa-se nitidamente que a formação de estruturas turbilhonares após o prisma
apresenta um comportamento de instabilidade sinuosa apesar do elevado Número de Rey-
nolds. O mesmo comportamento é observado utilizando LES, porém capturando mais
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Figura 26 – Contornos para magnitude da velocidade instantânea acima e abaixo contor-
nos para magnitude da vorticidade instantânea para k − ϵ realizável.

Figura 27 – Contornos para magnitude da velocidade instantânea acima e abaixo contor-
nos para magnitude da vorticidade instantânea para LES.

estruturas turbilhonares menores, que dificulta a visualização das maiores estruturas. As
menores estruturas presentes no LES são filtradas pelo k − ϵ realizável. Em ambas as
figuras, o tamanho dos volumes da malha afeta os resultados. Na região próxima à saída
do domínio, onde a malha é mais grossa, as estruturas turbilhonares não se formam.
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4.4 Escoamento Supersônico Sobre um Degrau a Frente
Neste caso de verificação é simulado o escoamento supersônico sobre um degrau a

frente, sendo um caso comum para verificar códigos compressíveis. Este caso foi original-
mente proposto por Emery (1968) e adotado por Woodward e Colella (1984) e consiste no
escoamento do ar em um canal contendo um degrau a frente. Devido a presença do degrau
é formada uma onda de choque oblíqua que é refletida nas paredes do canal. Também
é possível observar ondas de expansão. Entre os desafios deste caso está a presença de
ondas de choque, grandes gradientes de pressão e regiões com velocidades baixas.

O Número de Mach na entrada é igual a 3, as demais propriedades do escoamento são
apresentadas na Tabela 16. O domínio computacional se estende por 3 m de comprimento
e 1 m de altura, sendo a profundidade igual ao comprimento do maior volume da malha.
O degrau é modelado utilizando o método da fronteira imersa e está localizado 0, 6 m após
o início do domínio e possui um altura de 0, 2 m. Um esboço do domínio computacional
é apresentado na Figura 28. Ao longo da face oeste é utilizado condições de contorno
Dirichilet para pressão, velocidade e temperatura. Na face leste são aplicadas condições
de contorno advectivas para velocidade e Neumann para as demais propriedades. Na face
norte é modelado uma parede permitindo o deslizamento da componente x da velocidade,
enquanto na superfície do degrau é considerado uma parede sem deslizamento. Por fim a
face sul é modelada considerando o escoamento simétrico.

O tempo adimensional, definido na equação 113, é utilizando como parâmetro para
comparar com os resultados presentes na literatura. O comprimento de referência utilizado

3 m

1 m

0.6 m 0.2 m
Figura 28 – Esboço do domínio computacional utilizado.

Tabela 16 – Condição inicial do escoamento sobre um degrau a frente.

M∞ 3
T∞ 300 K
P∞ 105325 Pa
YN2 0,79
Y02 0,21
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τ = 0.5, 30 contornos de densidade entre ρ = 0, 2365 kg/m3 e ρ = 6, 647 kg/m3.

τ = 1, 30 contornos de densidade entre ρ = 0, 2628 kg/m3 e ρ = 7, 564 kg/m3.

τ = 2, 30 contornos de densidade entre ρ = 0, 2669 kg/m3 e ρ = 6, 65 kg/m3.

Figura 29 – Comparação entre o resultado obtido pelo código desenvolvido a esquerda e
o resultado apresentado por Woodward e Colella (1984) a direta.

é L = 1 m. A simulação foi realizada utilizando uma malha, que refinada equivale a uma
malha com 240x80 volumes, conforme a malha utilizada por Woodward e Colella (1984).

τ = ut

L
(113)

O resultado na simulação é apresentado na figura 29, os gráficos ao lado esquerdo
mostram o resultado obtido pelo no presente trabalho, enquanto os gráficos ao lado direito
apresentam os contornos de densidade obtidos por Woodward e Colella (1984). O código
desenvolvido conseguiu capturar bem a posição das primeiras ondas de choque, no entanto
as ondas de expansão ficaram ligeiramente diferentes do resultado comparado.

A malha foi refinada em função do gradientes de vorticidade e temperatura. A figura
30 apresenta a malha ao final da simulação, indicando que os critérios escolhidos foram
os suficientes para refinar a malha nas regiões das ondas de choque.

Foi investigada a influência das propriedades variáveis no escoamentos. A figura 31
mostra a pressão ao londo da linha y = 0.4 m, onde é possível perceber que a posição da
onda de choque refletida ficou ligeiramente diferente para os casos. Apesar das diferenças
dos métodos numéricos, os contornos de densidade ficaram similares aos resultados apre-
sentados na literatura, demostrando que o MFSim é uma boa ferramenta para resolver
escoamentos supersônicos transientes.
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Figura 30 – Ilustração da malha no instante t = 2, as linhas vermelhas indicam a fronteira
imersa. O fundo é colorido pelos contornos da temperatura.
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Figura 31 – Pressão ao longo do eixo x para y = 0, 4 m .
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Capítulo 5
Conclusões

Os acoplamentos pressão-velocidade estudados nesta tese demostraram uma capaci-
dade de resolver problemas em uma ampla faixa de Números de Mach. Resolvendo escoa-
mentos subsônicos com Mach = 3×10−4 até escoamentos com Mach = 3. O código modela
o transporte de espécies químicas com propriedades variáveis em função da concentração
das espécies químicas, pressão e temperatura, o que reduz o números de simplificações nos
modelos matemáticos. Códigos compressíveis baseados na pressão são uma alternativa a
Aproximação de Oberbeck—Boussinesq, indicados para casos com grandes variações de
temperatura.

Foi possível resolver diversas configurações de tubo de choque, indicando que o código
está resolvendo as equações corretamente. O transporte de espécies químicas em um
escoamento compressível foi resolvido corretamente. No caso do tubo de choque reativo, o
modelo numérico foi verificado para escoamentos compressíveis com integração direta das
taxas de reação química. O método da fronteira imersa, assim como a malha adaptativa
demostraram funcionar bem com o PISO compressível e outros métodos numéricos para
os casos estudados. Os modelos de turbulência apresentaram resultados próximos os
experimentos.

Ao final dos experimentos numéricos, o código demostrou muita versatilidade, sendo
possível resolver problemas com fenômenos físicos bem distintos. Como por exemplo,
convecção natural e escoamentos reativos. Também é um indicativo que é possível resolver
problemas mais complexos envolvendo escoamentos transônicos ou supersônicos.

Esta pesquisa pode prosseguir por dois caminhos distintos. A primeira possibilidade é
validar o código para escoamentos reativos com integração direta ou EDC para casos 2d e
3d. Nesta mesma linha é possível implementar outros modelos com combustão turbulenta
e métodos para acelerar a convergência. Outra possibilidade consiste em expandir o código
para modelar escoamentos bifásicos com uma fase compressível. Neste caso será possível
investigar o breakup e evaporação de gotas em escoamentos transônicos ou supersônicos.
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