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Resumo

O objetivo deste trabalho é resolver numericamente o Modelo de Montroll com retardo, consi-
derado como numero real e fuzzy, cujos parametros sao obtidos por meio de dados da populacao
brasileira entre os anos de 1991 e 2022. Além disso, busca-se analisar a estabilidade do Modelo
de Montroll com retardo fuzzy. O retardo é incorporado ao Modelo de Montroll classico, permi-
tindo inserir efeitos temporais que impactam a dinamica populacional de forma mais préxima
da realidade. A solugao numérica desse modelo é obtida utilizando o Método dos Passos, que é
combinado com o Método de Runge-Kutta de quarta ordem. Esse processo é implementado por
meio de um programa computacional préprio, desenvolvido especificamente para essa finalidade.
Os estudos de estabilidade dos pontos de equilibrio dos Modelos de Montroll sao realizados em
trés casos: sem retardo, com retardo deterministico e utilizando um ntmero fuzzy triangular.
Estas andlises sao desenvolvidas para parametros gerais e especificos, considerando os dados
da populacao brasileira, resultando na convergéncia para a populacao maxima do modelo. As
incertezas do retardo fuzzy sao incorporadas na solucao do modelo por meio do Principio da
Extensao de Zadeh. O método do centro de gravidade é empregado para a defuzzificagao da
solucao em cada instante. A média aritmética dos erros relativos entre a solucao defuzzificada
com retardo fuzzy e os dados da populacao brasileira ¢ menor do que a mesma métrica apli-
cada ao modelo sem retardo. Assim, a defuzzificagdo da solucdo do modelo em cada instante
estd mais proxima dos dados da populagao brasileira, divulgados pelo Instituto Brasileiro de
Geografia e Estatistica.

Palavras-chave: Conjuntos Fuzzy; Equagoes Diferenciais com Retardo; Populagao Brasileira;
Método dos Passos; Estabilidade.
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Abstract

The aim of this work is to numerically solve the Montroll Model with delay, considered as a real
and fuzzy number, whose parameters are obtained through data from the Brazilian population
between the years 1991 and 2022. In addition, we seek to analyze the stability of the Montroll
Model with fuzzy delay. The delay is incorporated into the classic Montroll Model, allowing
the insertion of temporal effects that impact the population dynamics in a way that is closer
to reality. The numerical solution of this model is obtained using the Step Method, which is
combined with the fourth-order Runge-Kutta Method. This process is implemented through
a proprietary computer program, developed specifically for this purpose. The stability studies
of the equilibrium points of the Montroll Models are carried out in three cases: without delay,
with deterministic delay and using a triangular fuzzy number. These analyses are developed for
general and specific parameters, considering the data from the Brazilian population, resulting
in convergence to the maximum population of the model. The uncertainties of the fuzzy delay
are incorporated into the model solution through the Zadeh Extension Principle. The center
of gravity method is used to defuzzify the solution at each instant. The arithmetic mean of the
relative errors between the defuzzified solution with fuzzy delay and the Brazilian population
data is lower than the same metric applied to the model without delay. Thus, the defuzzification
of the model solution at each instant is closer to the Brazilian population data, published by
the Brazilian Institute of Geography and Statistics.

Keywords: Fuzzy Sets; Delayed Differential Equations; Brazilian Population; Step Method;
Stability.
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Introducao

A pesquisa sobre o crescimento populacional tem sido um tema recorrente nas ciéncias
sociais e matematicas devido a sua relevancia na compreensao das dinamicas globais e locais.
Esse interesse pode ser investigado em artigos como “Death Squared: The Explosive Growth
and Demise of a Mouse Population” de John B. Calhoun em 1973 (CALHOUN, 1973), em que
se analisa como uma sociedade com recursos ilimitados, mas espaco limitado, pode chegar ao
colapso e ao caos. Esse pensamento provocou reflexdes sobre a capacidade da humanidade em
sustentar seu crescimento populacional, mesmo sob condigoes aparentemente ideais.

No entanto, a evolugao de uma populacao no contexto atual apresenta desafios diferentes.
Apesar dos avancos tecnolégicos e do acesso a recursos, problemas como as mudancas climaticas,
a desigualdade social e a perda de biodiversidade continuam a impactar a sustentabilidade
das populagoes. Paradoxalmente, em diversos paises desenvolvidos, como Japao, Alemanha e
Coreia do Sul, a taxa de natalidade diminuiu significativamente nas tltimas décadas. Segundo
relatorios da ONU, em 2023, mais de 25 paises tiveram taxas de fecundidade abaixo do nivel
de reposicao populacional (2,1 filhos por mulher), o que apresenta um desafio demografico
sem precedentes (ONU, 2023). Essa queda pode ser influenciada por diversos fatores, como
mudancas nas dinamicas de trabalho, acesso a educacao e transformacoes nas ideologias de
género e estruturas familiares. Por exemplo, obras como “The Gendered Brain” de Gina Rippon
(RIPPON, 2019) e “Invisible Women” de Caroline Criado-Pérez (PEREZ, 2019) discutem
causas que afetam decisoes relacionadas a procriagao e ao papel das mulheres na sociedade.
Outros estudos apontam o impacto de politicas de planejamento familiar, aumento do custo de
vida e movimentos sociais nas decisoes sobre maternidade e paternidade.

Nesse contexto, o Brasil apresenta-se como um caso de estudo interessante. Com uma
populagao estimada em mais de 214 milhoes de habitantes em 2022 e uma area de aproxi-
madamente 8,5 milhoes de quilometros quadrados, o pais enfrenta desafios proprios de sua
complexidade demogréfica. Segundo dados do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica
(IBGE), a taxa de fecundidade caiu de 6,3 filhos por mulher em 1960 para menos de 1,7 em
2020. Essa mudanca levanta questoes sobre a relacao entre as dinamicas demograficas e os
fatores socioeconomicos e culturais que as determinam (IBGE, 2022).

Os modelos populacionais permitem explicar matematicamente o comportamento do cres-
cimento ou decrescimento das populacoes, fornecendo ferramentas essenciais para analisar
fenomenos demograficos. Desde seus primérdios com o Modelo de Malthus (MALTHUS, 1798),
baseado no crescimento exponencial, passando pelo Modelo de Verhulst (VERHULST, 1838),
que introduz o conceito de capacidade suporte da populagao, até o Modelo de Montroll (MON-
TROLL, 1978), esses enfoques evoluiram para capturar melhor as complexidades dos sistemas
populacionais.

Contudo, apesar de suas contribuicoes, esses modelos nem sempre refletem a realidade de
forma precisa, pois nao consideram fatores como os processos de fecundacao, o tempo necessario
para atingir a maturidade sexual ou o impacto de eventos temporais especificos na dinamica
populacional. Nesse contexto, os modelos populacionais com retardo temporal surgem como
uma extensao necessaria. Esses modelos sao encontrados dentro da teoria de Equagoes Dife-
renciais com Retardo (EDR) que incorporam efeitos de retardo nas respostas da populagao a
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fatores ambientais ou internos, permitindo uma andlise mais préxima da realidade (AMSTER,
2017). Uma das formas de resolver estas equagoes é a utilizagdo do Método dos Passos (ou
Method of Steps) (HALE; LUNEL, 1993).

Alguns trabalhos foram inspiradores para a escolha do tema desta dissertacao, como: Jafe-
lice (1992) que estuda a existéncia de uma solucdo periédica de uma equagao integro-diferencial,
na qual o retardo aparece no integrando; também, Cushing (1977) que apresenta modelos de
dinamica populacional com retardo. Notando que o retardo é frequentemente um parametro
incerto, Mittler et al. (1998) sugerem que esse pode ser descrito por uma distribuicao de pro-
babilidade, abordando essas incertezas com métodos estatisticos.

Nas ultimas décadas, a teoria de conjuntos fuzzy emergiu como uma ferramenta poderosa
para modelar fenémenos incertos. Esta teoria foi proposta por Lotfi Zadeh em 1965 (ZADEH,
1965), que visa lidar com a imprecisao e a incerteza presentes no raciocinio humano, permitindo
que elementos pertencam parcialmente a um conjunto. A Biomatemaética tem utilizado essa
abordagem em muitos estudos, oferecendo solucoes para modelar fenomenos incertos e pro-
porcionando respostas consistentes, especialmente em diagnodsticos médicos e analise de dados
imprecisos. Essa teoria nao apenas facilita o trabalho de modeladores e especialistas, como
também permite a incorporacao de novas informacoes relevantes. Desta forma, enriquece a
analise e amplia a compreensao de situacoes reais de maneira interdisciplinar, promovendo uma
abordagem mais abrangente e integrada. Em 1975, Zadeh introduziu o “Principio de Extensao”,
que permite gerar novos conjuntos fuzzy a partir de um conjunto inicial e uma funcao entre seus
universos, ampliando a aplicabilidade da teoria em diversas dreas e mantendo a consisténcia dos
modelos (ZADEH, 1975). Muitas pesquisas tem sido realizadas tratando parametros e variaveis
fuzzy em equacgoes diferenciais ordinarias, com retardo e parciais.

Dentre varios trabalhos desenvolvidos na dinamica do Human Immunodeficiency Virus
(HIV) destacam-se alguns que tratam o retardo como um nimero fuzzy triangular: Jafelice,
Barros e Bassanezi (2014) descrevem a dinamica de decaimento do HIV no plasma sanguineo
apos a terapia antirretroviral, em que o retardo representa o tempo entre a infeccao celular e a
producao de novos virus; Alfaro, Jafelice e Bertone (2018) e Alfaro (2019) exploram a aplicagao
do Principio de Extensao de Zadeh de duas variaveis para modelar a dinamica do HIV com
retardo sob terapia antirretroviral, integrando incertezas de forma inovadora; um estudo similar
do ponto de vista de distribui¢ao de possibilidades é encontrado em Prata et al. (2021).

Alguns artigos sobre o estudo da estabilidade em modelos de dindmica populacional com
retardo fuzzy sdo evidenciados: em Jafelice, Barros e Bassanezi (2010) considera o retardo fuzzy
no modelo de Verhulst; em Jafelice, Barros e Bassanezi (2019) estuda o modelo presa-predador,
considerando um retardo na populacao de presas que beneficia a biomassa do predador. Nas
metodologias matematicas utilizadas, destaca-se o Principio da Extensao de Zadeh.

Este estudo também teve como base motivadora o trabalho de Cabrera (2014), que es-
tuda o modelo de Montroll sem retardo, considerando a taxa de crescimento da populacao
um parametro fuzzy tipo 1 e tipo 2 intervalar (JAFELICE; BERTONE, 2021), para dados da
populagao do Perti de 1961 a 2013, com resultados promissores. Inclusive, uma das técnicas
matematicas utilizada é o Principio da Extensao de Zadeh.

Neste contexto, o objetivo deste trabalho é obter uma solugao numérica e estudar a estabi-
lidade do Modelo de Montroll com retardo fuzzy, utilizando os dados da populagao brasileira
entre os anos 1991 e 2022. Essa abordagem de incorporar no Modelo de Montroll classico,
o retardo, é 1til para representar situacoes em que o efeito de uma varidvel sobre outra nao
¢ imediato, mas ocorre com um certo retardo temporal. Este tipo de modelo é importante
em fenomenos bioldgicos, onde os efeitos de interacao ou mudancas demograficas, como nas-
cimentos, mortes ou migracoes, levam tempo para impactar a populagao, capturando melhor
os comportamentos observados na natureza. A solugao numérica do modelo é obtida por meio
de um algoritmo préprio, que combina o Método dos Passos com o Método de Runge-Kutta



de 4* ordem, permitindo lidar eficientemente com essas equagoes. Também, o estudo da esta-
bilidade é realizado para autovalores reais e complexos para a equacao linearizada do modelo.
Além disso, realiza-se o processo de defuzzificacao em cada instante ¢, que converte as solucoes
fuzzy em valores determinados, conseguindo avaliar a aproximacao da solugao defuzzificada
com os dados da populagao obtidas no IBGE. Este estudo pode contribuir para a confirmacao
da eficiéncia dos métodos que aplicam a teoria dos conjuntos fuzzy em fenomenos que envolvem
incertezas. A apresentacao do Método dos Passos teve como intencao detalhar um tema que,
em geral, nao aparece na literatura de forma acessivel e didatica. Além disso, a utilizacao de
programas computacionais proprios no aspecto numérico permite uma independéncia na inves-
tigacao, ampliando a exploracao de abordagens reais, como a dinamica populacional.

Com relagao a organizagao deste trabalho, no Capitulo 1 sao apresentados conceitos de
modelos populacionais sem retardo, como os de Malthus, Verhulst e Montroll. Em particular,
¢é realizado o ajuste dos dados da populacao brasileira ao modelo de Montroll, determinando os
parametros que serao uteis nos capitulos seguintes.

No Capitulo 2 sao estudadas as equacoes diferenciais com retardo, com énfase nos modelos
populacionais com retardo, em particular o modelo de Montroll, aplicado aos dados da po-
pulacao brasileira.

No Capitulo 3 sao exibidos os conceitos principais da teoria de conjuntos fuzzy.

No Capitulo 4 ¢ estudada a equagao diferencial com retardo fuzzy, em particular o Modelo
de Montroll com retardo fuzzy. Neste capitulo, o método do centro de gravidade é empregado
para a defuzzificacao da solucao do modelo em cada instante.

No Capitulo 5, sao apresentadas as consideragoes finais do trabalho.

Ao final da dissertagao, encontra-se o Apéndice A que descreve os Métodos de Runge-Kutta.



Capitulo 1

Modelos Populacionais sem Retardo

“O alimento € necessdario para a subsisténcia do homem”

“A paizao entre os sexos € mecessdria e deverd permanecer
aproximadamente em seu estado permanente.”

Dois postulados do Modelo de Montroll (An Essay on the
Principle of Population,1798)

1.1 Introducao

Ao longo dos anos, os modelos populacionais foram evoluindo, desde um método de estudo
baseado na observagao de John Graunt em 1662 titulado “Natural and Political Observations
Mentioned in a Following Index and Made Upon the Bills of Mortality”, que trata da coleta
de varios dados relacionados as taxas de mortalidade e natalidade (MESQUITA, 2022) até
o estudo mais importante sobre modelos populacionais, o qual foi apresentado por Thomas
Robert Malthus em 1798 em seu livro “An FEssay on the Principle of Population”. Malthus
propos que a populacao cresce exponencialmente, enquanto os recursos aumentam de forma
linear. Esse desequilibrio levaria a uma inevitavel escassez de recursos. O estudo serviu como
um alerta para as autoridades sobre o risco de guerra, fome e miséria se as taxas de natalidade
nao fossem controladas, ja que nao haveria alimentos suficientes para todos (PINHEIRO, 2022).

Anos mais tarde, o matematico e estatistico belga Pierre Francois Verhulst estudou a li-
mitagao dos recursos a pedido de autoridades da Bélgica, que estavam preocupadas com o
crescimento populacional (CABRERA, 2014), e publicou um artigo em 1838 intitulado “Notice
sur la loi que la population poursuit dans son accroissement”, um modelo alternativo ao modelo
de Malthus, em que considerou que a populacao cresce até um limite maximo sustentavel, ou
seja, a populacao tende a se estabilizar. Essa estabilidade da populacao esta relacionada com
a capacidade de sustento do meio em que esta populacao vive. Esse modelo ficou conhecido
como o modelo logistico.

Nos anos seguintes, o interesse dos cientistas em continuar investigando os modelos popula-
cionais foi significativo. Entre eles, destacam-se o quimico Alfred James Lotka e o matematico
Vito Volterra, que se concentraram na intersecao entre duas espécies em um modelo que é
chamado de “Lotka-Volterra”, apresentando suas equagoes de forma independente: Lotka em
1925 e Volterra em 1926, aprimorado por Gause, Holling, Rosenzweig, MacArthur, entre outros.
Com o passar do tempo, um grande nimero de modelos populacionais foram sendo aplicado
em biologia, engenharia biomédica e outras areas.

Entre os modelos populacionais mais importantes pela sua contribuicao histérica, destaca-se
o de Elliott Waters Montroll, proposto em 1971. Montroll apresentou um modelo geral para



traduzir o crescimento assintético de uma variavel, levando em consideracao que o ponto de
variacao maxima pode ser qualquer valor entre o valor da populagao inicial e o valor limite
finito dessa populagao (BASSANEZI, 2002).

Neste capitulo, apresenta-se o estudo de trés modelos populacionais ja conhecidos: o Modelo
de Malthus, o Modelo de Verhulst e o Modelo de Montroll. Discutem-se suas principais carac-
teristicas, andlises graficas e o estudo da estabilidade associado a cada modelo. Além disso,
aplica-se o Modelo de Montroll aos dados da populacao brasileira, considerando o periodo de
1991 a 2022, com o objetivo de avaliar sua adequacao para descrever o crescimento populacional
nesse intervalo de tempo.

1.2 Modelo de Malthus

O Modelo de Malthus ou modelo exponencial, descreve que a taxa de crescimento de uma
populagao P = P(t) é proporcional & prépria populacao em cada periodo de tempo t através
de uma equacao diferencial ordinaria, dada por:

— =rP, (1.1)

em que r ¢é a diferenca entre a taxa de natalidade e a taxa de mortalidade.
Considerando a populagao inicial por Fy, o Modelo Malthusiano continuo, portanto, é dado
pelo seguinte Problema de Valor Inicial (PVI):

dP
- (1.2)

Observagao 1.1. Pode-se observar que P(t) = 0 € uma solucio da EDO P' =P e assumindo
que P € outra solugao desta EDO em que P(to) = 0 para algum ty, > 0, tem-se P e P sdo
solugoes do PVI cuja condig¢ao inicial é P(ty) = 0. Entdo, pelo teorema de Eristéncia e
Unicidade de Equacgoes Diferenciais, P =P Assim, as solucoes P nao identicamente nulas
da EDO P’ = rP satisfazem P(t) # 0, Vt > 0. Uma vez que as solugoes devem ser continuas,
deve acontecer P(t) > 0, para todo t > 0 ou P(t) < 0, para todo t > 0. Em particular, se
Py > 0, entdo ocorrerd P(t) > 0, para todo t >0 (DENTAMARO, 2019).

Resolvendo este PVI (1.2) por separacao de varidveis tem-se

drP dpP
pral = iz rdt = In rt+C
Assim,
Se P(0) = Py entao
P(t) = Pye™. (1.3)

Dependendo do valor de 7:
e Para r > (0 a populagao cresce de forma exponencial.
e Para r < 0 a populacao tende a se extinguir.
e Para r = 0 a populacao inicial nao se altera.

Assim, a populacao tem comportamento conforme a Figura 1.1.
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Figura 1.1: Solu¢ao do Modelo de Malthus para os diferentes valores de r com o valor da
populagao inicial Fy = 20.

Logo, quando r > 0 a populacao cresce exponencialmente para todo tempo ¢ > 0, mas este
modelo nao considera alguns fatores limitantes (espago, alimento e outros) o que ocasiona a
diminuicao da taxa de crescimento de P, fazendo com que este modelo nao seja mais adequado
para continuar descrevendo tal crescimento. Andalogo para r < 0.

1.3 Modelo de Verhulst

O Modelo de Verhulst é o Modelo de Malthus modificado também conhecido como modelo
logistico, ¢ um modelo matemético que descreve como as populagoes crescem até atingirem li-
mites naturais devido a disponibilidade de recursos (BASSANEZI, 2002). A equacao diferencial

do modelo logistico é:
dP Po—P
—=rP|{——— 1.4

a ( P ) (1.4)

em que P = P(t) é a quantidade da populagao no tempo ¢, r é a taxa de crescimento intrinseca
da populacao (r > 0) e Py, é a capacidade de suporte do ambiente, ou seja, o nimero maximo
de individuos que o ambiente pode sustentar.

Assim, se a populagao P se aproxima ao valor P, , isto é, se P — P, tem-se

lim 7 (M> = 0. (1.5)

P—Pos P

Entao, quando a populagdo P estd proxima de P, a diferenca (Py, — P) é muito pequena,
indicando que nao ha muito espago para a populacao continuar crescendo. Esse comportamento
¢é esperado em modelos logisticos, em que o crescimento populacional desacelera a medida que
0S recursos se tornam escassos.

Logo na equagao (1.4) supondo que P(0) = Fy tem-se o Modelo de Verhulst dado pelo PVTI:

dP P
%:Tp(l—Fm), T>0‘

P(0) = P,

(1.6)



Observacao 1.2. Para a solu¢io do PVI (1.6) note que P(t) = 0 e P(t) = Py sao solugoes
do PVI (1.6) com as respectivas condigoes inicias Py = 0 e Py = Py,. Entao pela Observagdo
1.1, tem-se para encontrar as solugées pode-se supor que 0 < P(t) < Py, ou Py, < P(t) Vt > 0.

Integrando a equagao do PVI (1.6), tem-se

/ﬁ/mt.

1 -
Py
. . P dP
Fazendo a mudanca de varidvel a seguir: u = e tal que du = N <= dP = Pydu.
Obtém-se: ~ ~
/ P du ‘4
——— =71t+c
uPs (1 — u) b

/—du =rt+c
u(l —u) -

Pelo método de fracoes parciais tem-se:

1 1
/(——i— )du:rt—i-cl,
u u-—1

In|u| —In|u—1]+c =1t + ¢,

In =rt+ C.

P - P,

Usando a condigao inicial P(0) = Py, determina-se o valor da constante de integragao C', sendo

P
C:lnpo_—opoo . Assim,
1 =rt+In|—"0—|.
nP—POO‘ T+nP0—POO‘
Logo,
P(Py — Pp) P P .
1 —:t = r
"Rre—p)| """ T Po-P P.-B°

Portanto, a curva denominada logistica P(t) é dada por:

PooPO

P(t) = . 1.7
(> (POO—PQ)Q_”—{—PQ ( )
A solugao do PVI (1.6) esta representada na Figura 1.3.
1. Da equagao (1.6) tem-se
dP P rP?
— =Pl —-—— ) =rP — —. 1.
a ( POO) TP (18

Como g é fungao de P e é uma parabola com concavidade voltada para baixo (Figura

1.2) e cujas raizes s@o 0 e Py, (s6 igualando a zero a equagao (1.8)). Logo, a abscissa do

vértice desta parabola é ?’O Pelo fato da parabola ter concavidade voltada para baixo,
segue que:



P, dP P, .
— , — >0 e — é crescente em relacao a P.
2 dt dt >

Py apP dpP .
Para -5 < P(t) < P, > (0 — é decrescente em relacao a P.
dP dpP

dt dt
Para P > P, , g <0e ’ é decrescente em relacao a P.

Para 0 < P(t) <

P,
O valor méaximo de —, relativamente a P, é atingido quando P = ?’O, ou seja,

quando a populagao for igual a metade da populacao limite.

dP
dt

0 P P, P
2

Figura 1.2: Variagao do P(t).

P
2. Considerando na equacao (1.6) a populacao P(t) = ?’O, pode-se obter o instante t,, em

que a populacao atinge a variagao maxima, isto é:

PyPs P,

(Po—Pye i+ Py 2
Logo,
P, — P,
(P — P)e ™+ Py=2P = t=-2_"0
R
Portanto,
1 P — F,

em que Py, — Py > 0, ou seja, Py, > F.

Py
Considerando Py < > et =ty

Py
P(t,) = —.
.« Plty) =5
Py
e Pela equacao diferencial do PVI (1.6) e observando que P(t,,) = -
dp P, T\
dt|,_, ~ 2 ( POO> 1
Portanto,
dpP
— 0. 1.10
il # (1.10)




e E derivando novamente a equagao (1.6) e avaliando no ponto t,,:

d*pP dP  2rPdP d*P

a2 aw P a O ae

t=tm

Ou seja;
d*P

t=tm

P\ | . < ~ : :
Por (1.10) e (1.11), (tm, 7) ¢ um ponto de inflexdo da fungao (1.7)(veja a Fi-

gura 1.3).
Px < P()
—— (Px/2) < Py < Py
. Py < (Pw/2)
& S
28 Poo
O
=
=
2.
o
~
L °
T
Tempo (t)

Figura 1.3: Solucao do Modelo de Verhulst para os diferentes valores da populacao inicial F.

Assim, o ponto de inflexao ocorre quando a populagao atinge exatamente a metade
da capacidade de suporte P,..

Observe que:
— Antes do ponto de inflexao, a populagao esta crescendo em um ritmo acelerado
(concavidade para cima).

— Apods o ponto de inflexao, a populacao continua crescendo, mas em um ritmo
desacelerado (concavidade para baixo), pois estd se aproximando do valor limite
Py,

— Significa que o ponto de inflexao indica o instante em que o crescimento popu-
lacional deixa de acelerar e comeca a desacelerar.

Py - 1
— Se Py = - entdo t,, = —.In(1) = 0.
r

P
— Se —= < Py < P, entdo a curva nio tem ponto de inflexdo (Figura 1.3).



1.4 Modelo de Montroll

O Modelo de Montroll é dado pelo seguinte PVI:

dP P\
E:rP[l—(g) } coma>0er >0,

P(0) = P,

(1.12)

em que P(t) é a populacao no tempo ¢, r é a taxa de crescimento relativa quando P é pequeno,
P, ¢é a capacidade de suporte ou a populacao maxima e a é um parametro que ¢ o indicador
da posigao do ponto de inflexdo da curva. Assim, quando o = 1, a equacao (1.12) é o Modelo
de Verhulst.

Observacao 1.3. O parametro o € essencial no Modelo de Montroll, pois ajusta a rapidez
com que a populacao se aproxima de P.,. No caso do modelo logistico classico, « = 1, o que
implica uma forma simétrica da curva de crescimento. No Modelo de Montroll, valores de
a # 1 permitem maior flexibilidade, fazendo com que o crescimento seja mais rapido ou mais
lento em diferentes estdgios.

Observagao 1.4. Para encontrar a solu¢ao do PVI (1.12) pode-se supor 0 < P(t) < P ou
P, < P(t) para todo t > 0 andlogo ao Observagao 1.2.

Assim, é encontrada a solugao para o PVI (1.12) quando P # 0 e P # Py,

w-rrli- ()] (113)

A equagao (1.13) pode ser escrita da seguinte forma:

dP rpot!
a P2
Sejaa+1=mne Pr—a = m e substituindo em (1.13):
dP
r =rP —mP". (1.14)
Considerando
w(t) = PY"(t) = P~*(t) (1.15)
e derivando em relagao ao tempo
dw(t) a1 AP (119) —a-1
— = =-—aP™ — =" —aP " (rP —mP");

= —arP™® + ampP~ "1t

=—arP ™ “+am ecomo w=P %

tem-se
dw
dt
Logo, resolvendo (1.16) usando o método de fator de integragao (ZILL, 2016) na equagao:

= —arw + am. (1.16)

dw
— 4+ arw = am.

dt



Calculando o fator integrante u(t) = e/ ¥ = ¢ Como w(t) = we(t) + w,(t) em que w,(t) é
a solugao da equac@o homogénea associado e w,(t) é a solugdo da equacdo nao homogénea:

wc(t) _ Ce—fardt _ Ce—ow“t;
1 1 et am m
wy(t) = e“famdt = am = = —,
eart eart ar ar r

w(t) = wc<t) + wp(t) = ce Y %

O valor de ¢ quando t = 0 é dado por w(0) = A+ e pela equagao (1.15), w(0) = P(0)~* = By “.
r
Assim,
C+@:P0_a<:>C:PO_a_T
r

r
Logo,
m m
t _ (Pfa o _) —art i
w(t) A ~)e + "
Pela equagao (1.15) e substituindo o valor de 2 = =P,
r
w(t) = P(t) = (Fy " = e ™" + P
Assim,

_ —ocrt_f_i
a(t) PaPa pa’

Pocu)e—art+pa 1/a
P(t) PP '
Portanto, a solugao do PVI é:
PyP,
P(t) = 0 (1.17)

a\ ,—aort all/e
(P — P e o + By
Para determinar a posicao do ponto P,,, em que o crescimento ¢ maximo, ¢é suficiente considerar

d*P

dP
e = 0, uma vez que s > (0 pois 0 < P < P, isto é,

i) ]

a equacao ——

Assim,

Logo,

d2P (P)a 1 P ( 1 )1/"‘
— =0 <= — ] = = == .

dt?
1 1/a
P, = Py ( ) . (1.18)

Entao, o ponto de inflexao é:
1+«

Portanto, dado P, o valor de P,, depende somente do parametro . Os valores de P,, com
diferentes valores do a sao apresentados na Tabela 1.1.
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Tabela 1.1: Valores de P,, para os diferentes valores de a.

« P,
30,6299 P,
2 05773 Py
1,5 0,5428 Py
1 0,5 Py

0,25 0,4096 Py

O objetivo principal deste modelo geral é propor diferentes formas possiveis de decrescimento
das taxas de variagao como apresentado na Observacao 1.3. Pode-se considerar estas taxas como

sendo dadas pela expressao
P (0%

e Quando a > 0 decresce em (1.18), o ponto de inflexdao P,, também decresce e tende a um

P,
valor positivo igual a —= = (), 3678 Ps,. Tomando o — 07, por valores positivos, ou seja,

e
tomando « tendendo a zero pela direita,

1 1/a
lim P,, = P, lim ( > )

a—0+ a—0t \ 1+ «

Calculando o limite:

' 1 1/a ' 1 1/a ' 1
In alg& <1 n a) = c}ﬂ%ﬂ In <1 n a) = QILI& {a(ln(l) —In(1+ oz))]

—  lim In(1+ «) (LHopital) 1. 1 iy
a—0+ « a—0t 1 4+ «
Entao,
1 1/a 1 1/a
In | lim ( ) =—l<=e!= lim ( > .
a—0+ \ 1+ « a—0+ \ 1+ «
Logo,
1/a P
lim P, = P, lim ( ) =P e ==
a—0+ a—0t \ 1+ « e
Portanto,

lim P, = 0,3678P,.

a—0t

A Figura 1.4 representa a taxa do Modelo de Montroll com « fixo.

e Quando « cresce, o valor de P,, em (1.18) tende ao préprio P, isto é, tomando o — 400,

tem-se
1 1/a
lim P, =P, lim ( ) ,

a——+00 a—+oo \ 1 + «

logo,
1 1/a 1 1/a 1
In LEIEOO <1 - a) ] = al_lﬁloo [ln (1 n a> ] = al_lﬂo {a(ln(l) —In(1+ «))
— lim In(1+ «) (L' Hopital) . (. 0
a—+00 o a—+oo 1 + «
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—a>1
—a<l1
—a=1

0 P

Figura 1.4: Taxa do Modelo de Montroll com « fixo.

Entao,
1 1/ 1 %
In | lim =0« ¢ = lim

a—+oo \ 1 4+ « a—+oo \ 1 +

Logo,
1 1/a
lim P, =Py lim < ) =P’ =P,.

a——+00 a—+oo \ 1 + «

Portanto,
lim P,, = P..
a——+00

Na Figura 1.5, é possivel observar o comportamento das solugoes (1.17), conforme «
assume os diferentes valores da Tabela 1.1.
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Figura 1.5: Solucao do Modelo de Montroll para os diferentes valores de a.
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1.5 Estudo da Estabilidade para os Modelos Populacio-
nais sem Retardo

Nesta secao, é estudada a teoria de estabilidade de equacoes diferenciais autonomas de
primeira ordem para aplica-las aos modelos populacionais sem retardo.

1.5.1 Estabilidade de Equagoes Diferenciais Autonomas de Primeira
Ordem

A definicao de estabilidade para equacoes diferenciais é dada de maneira geral para um
sistema de equacoes diferenciais, o qual pode ser linear, nao linear, autonomo ou nao autoénomo
(alguns desses conceitos estao dados em (PINZON, 2023)). O estudo da estabilidade é realizado
para equagoes diferenciais auténomas de primeira ordem baseados nos conceitos de (HALE;
KOCAK, 2012), (ZILL, 2016) e (ZILL; CULLEN, 2013).

Defini¢ao 1.1 (Equagao diferencial autonoma de primeira ordem). Uma equagdo diferencial
autonoma de primeira ordem € uma equac¢ao da forma

y' = F(y) (1.20)
em que y =y(x) ER e FF: R — R € uma func¢dao dada continua.

Exemplo 1.1. A equacio y' = y* — 1 € uma equacao diferencial auténoma de primeira ordem.
Outro exemplo €y = \/y. A equagio y' = ysen(x) é uma equagdo diferencial de primeira
ordem nao autonoma.

Definig¢ao 1.2 (Pontos de equilibrio). Os pontos de equilibrio ou solugées estaciondrias de uma
equagao diferencial auténoma de primeira ordem y' = F(y) sdo todas as fungdes constantes, da
forma y(x) = a, com a € R para todo z, tais que satisfazem F(a) = 0.

Exemplo 1.2. Na equagdo diferencial y' = y* — 1, os pontos de equilibrio sao dois: y(z) = 1

Vr € R e y(x) = —1 Vo € R porque sio as unicas raizes da equagio y* —1 = 0.
Considere o PVI y
Y
- _F
= TW (1.21)
y(0) = yo

em que ¢y = F(y) é uma equagao diferencial autéonoma de primeira ordem e ¢(x, yo) é a solucao
do PVI (1.21).

Definigao 1.3 (Estabilidade de ponto de equilibrio de equagao diferencial autonoma de pri-
meira ordem). Um ponto de equilibrio § da equagdo (1.20) € dito estdvel se, para qualquer € > 0
existe § > 0 (dependendo de €), tal que, para qualquer yo para o qual |yo — 3| < 9, a solugdo
oé(x,y0) do PVI (1.21) satisfaz a desigualdade |p(x,yo) — §| < e, Vo > 0 (HALE; KOCAK,
2012).

Na Figura 1.6 o ponto de equilibrio 3 é estavel, isto é, para ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que os
graficos para o tempo x > 0 de todas as solugoes que no instante inicial x = 0 assumem um
valor y(0) no vizinhanca verde com centro ¢ e raio ¢, estao contidos na faixa vermelha (centrada

em § com raio €) (CATSIGERAS, 2013).

Definicao 1.4 (Instabilidade de ponto de equilibrio de uma equagao diferencial auténoma de
primeira ordem). Se diz que um ponto de equilibrio € instdvel se nao € estdvel.
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Figura 1.6: Representagao da estabilidade para ponto de equilibrio § de uma equacao diferencial

de primeira ordem (CATSIGERAS, 2013).
Defini¢ao 1.5 (Estabilidade Assintética). Um ponto de equilibrio § da equagdo (1.20) é dito
assintoticamente estdvel, se:

e i ¢ um ponto de equilibrio estdvel, de acordo com a Definicao 1.3 e

e lim ¢(x,y0) = 7.

T—r00

O seguinte lema é 1itil para determinar a estabilidade de um ponto de equilibrio da equacgao (1.20)

dada a fungao F(y).

Lema 1.1. Um ponto de equilibrio § da equagdo (1.20) é estavel se ezistir 6 > 0 tal que
(y —9)F(y) < 0 para |y —yo| < 0. Da mesma forma, § é assintoticamente estdavel se, e

somente, se existir § > 0 tal que (y—9)F(y) <0 para 0 < |y —g| < § (HALE; KOCAK, 2012).

E evidente nas Definigoes 1.3 e 1.5 que a estabilidade de um ponto de equilibrio § de
y' = F(y) é uma propriedade local do fluxo préximo ao equilibrio. Portanto, espera-se que,
sob certas condigoes, as propriedades de estabilidade de § possam ser determinadas por meio
de uma aproximagao linear.

1.5.2 Linearizacao de uma Equacao Diferencial Auténoma nao li-
near de Primeira Ordem

A linearizacao é uma técnica que permite aproximar o comportamento de uma equagao di-
ferencial nao linear perto de um ponto de equilibrio. Esta abordagem baseia-se na aproximacao
da func¢ao nao linear usando uma expansao de Taylor e no estudo do sistema resultante, que é
mais simples.

Considere a equagao (1.20) e um ponto de equilibrio §. A fungdo F(y) pode ser expressa
por uma série de Taylor em torno do ponto g, ou seja,

F(y) = F(y)+ F'(9)(y — 9) + Fi(y)

em que F(g) =0e

Entao,



Assim, a solugao é:
y(z) =+ ce™

com A\ = F'(g). Portanto, se F'(g) < 0 entao y(t) se aproxima a §. Deste resultado, tem-se o
seguinte teorema.

Teorema 1.1. Suponha que F seja uma funcao da classe C' e § seja um ponto de equilibrio
de y' = F(y). Suponha ainda que F'(y) # 0. Entdo o ponto de equilibrio é assintoticamente
estavel se F'(§) < 0, e instdvel se F'(y) >0 (HALE; KOCAK, 2012).

O Teorema 1.1 afirma que quando F'(g) # 0, o tipo de estabilidade do ponto de equilibrio
g da equagao (1.20) é o mesmo que o tipo de estabilidade do ponto de equilibrio na origem de
seu campo vetorial linearizado.

Além dos critérios de estabilidade, é utilizado o Diagrama de Fase, que estuda graficamente
o comportamento dos pontos de equilibrio de uma equacao diferencial autonoma de primeira
ordem.

1.5.3 Diagrama de Fase e Estabilidade

O diagrama de fase é uma ferramenta grafica que descreve o comportamento dinamico
das solucoes de uma equacao diferencial autonoma de primeira ordem. Esse método baseia-
se na andlise qualitativa do campo de coeficientes angulares associado a equacao e permite
compreender a evolugao das solugoes sem a necessidade de resolver explicitamente a equacao

(HALE; KOCAK, 2012).
Seja o PVI (1.21) tem-se:

1. Construgao do Diagrama de Fase

O diagrama de fase é construido em duas dimensoes, o eixo horizontal corresponde ao
espago de estados (y), enquanto o eixo vertical indica a diregdo e a magnitude de y' =

Fy).
2. Analise Qualitativa

Para construir o diagrama de fase, os seguintes passos sao realizados:

(a) Identificagao dos pontos de equilibrio § da equagao (1.20).

(b) Estudo da derivada F'(y)
Para cada ponto de equilibrio g, é avaliada F'(7), que fornece informacoes sobre a
estabilidade (Teorema 1.1).

e Se F'(y) < 0, g ¢ assintoticamente estével (as solugdes proximas tendem para
9)-
e Se F'(y) > 0, y é instavel (as solugoes proximas afastam-se de 7).
(c) Diregao do Fluxo
Para y # ¢, o sinal de F(y) determina se y aumenta (F'(y) > 0) ou diminui
(F(y) <0).
(d) Desenho das Trajetorias

No eixo y estao marcadas as setas que representam a direcao do fluxo.

e Setas para a direita se F'(y) > 0.
e Setas para a esquerda se F'(y) < 0.
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3. Interpretacao do Diagrama de Fase

O diagrama de fase é uma representacao compacta que encapsula a dindmica do sistema:

(a) Os pontos de equilibrio indicam-se como pontos no eixo y.
(b) As setas mostram para onde o sistema se move em cada regiao do espago de estados.
(c¢) O diagrama permite inferir o comportamento qualitativo das solugdes para qualquer

condicao inicial.

A estabilidade dos Modelos de Malthus, Verhulst e Montroll sao estudadas na proxima
subsecao.

1.5.4 Estabilidade do Modelo de Malthus sem Retardo

Seja o PVI (1.2) e o ponto de equilibrio P = 0 obtido da equagao (1.1). A solugao ¢ dada
pela equagao (1.3). Assim, para t — oo tem-se que:

e se r > 0 entdo tlim Pye™ = oo. Portanto, o ponto 0 ¢ instdvel (veja a Figura 1.7(a)),
—00

e se r < (0 entao tlim Pye™ = 0. Portanto, o ponto 0 é assintoticamente estével (veja a
—00
Figura 1.7(b)).

A Figura 1.7 representa o diagrama de fase do Modelo de Malthus.

4
A
A

~

dP

<€

rP —rP

(a) Diagrama de fase do Modelo de Matlhus (b) Diagrama de fase do Modelo de Matlhus
para r < 0. para r > 0.

Figura 1.7: Diagrama de fase do Modelo de Malthus.

1.5.5 Estabilidade do Modelo de Verhulst sem Retardo
Para o PVI (1.6) tem-se que:

dP P
E:TP<].—K), T>O.

Os pontos de equilibrio ou solugbes estacionarias da equagao (1.4) sao dados por:
P
rP(l—P—> =0« P=0 ou P=P,.
Considere
F(P)=rP - —— (1.22)



e pelo Teorema 1.1 tem-se

2P
F'(P)=r— PL. (1.23)

Avaliando os pontos de equilibrio na equagao (1.23) s@o obtidos os seguintes resultados:
e Quando F'(0) =r, tem-se F'(0) > 0 pois > 0. Assim, o ponto P = 0 é instavel.

e Quando F'(P,) = —r, tem-se F'(0) < 0 pois r > 0. Assim, o ponto P = P, é assintoti-
camente estavel.

A Figura 1.8 representa o diagrama de fase do Modelo de Verhulst.

Figura 1.8: Diagrama de Fase do Modelo de Verhulst.

Se deseja realizar um processo mais rigoroso e verificar o Teorema 1.1 considerando a ex-
pansao de Taylor para a equagao (1.22) em cada ponto de equilibrio.

e Para P=0
dP ,
W~ F(P)= FO) + (P~ 0)F(0) + Fi(P);
= PF(0)+ F(P);
dpP -
Logo, F1(P) = i Pr e pela equagao (1.4)
P P?
F(P)=rP(1— =) —Pr=—r——.
(P)=r ( Poo) r rPOO
Assim,
—rP?
F(P) . P . —rP? . —rP

11312% (p_o)QZPIL% (P_O)QZiPHOP-POO P—0 P

Portanto, a equacao linearizada é:



que é a mesma equacao do modelo de Malthus quando r > 0. Assim, a solucao e a analise
do ponto de equilibrio é anédlogo, isto é, para t — co o limite é dado por

lim Pye™ = oo,
t—00

entao P = 0 é um ponto instavel.

e Para P = P,
P ,
= = F(P) = F(Py) + (P — Py)F'(Py) + F5(P);
= (P_POO)F/(POO)+F2(P)7
dpP .
Logo, F»(P) = r + (P — Py )r e pela equacgao (1.4)
P P
FQ(P)er(1—E> +(P—Py)r=(P—Py) <T_;:)'
Assim,
rP
By (P) (P ) (T B E) . rP
m-————=—— = lim =+ lim (r—— | =0.
P—0 (p _ poo)2 P—Py (p _ poo)2 P—Py P,

Portanto, a equacao linearizada é:

dP
_:POO_P 5
il )r

com solugao: P(t) = Py, — e " e condicio inicial P(0) = Py, obtendo

P(t) = Py — e (P — Py). (1.24)
Fazendo t — oo na equagao (1.24)

lim (Py — e "™ (Psy — Pp)) = Pso.

t—o00

Assim, o ponto de equilibrio P = P,, é assintoticamente estavel.

1.5.6 Estabilidade do Modelo de Montroll sem Retardo

A equagao (1.13) tem os pontos de equilibrio P =0 e P = P, isto é,

rP{l—(i) 1:0<:>P:0 ou P=PFP,.

Ps
Considere po pacti
G(P)=rP [1 - (PZ) } —rP— Tng (1.25)
e derivado a equagao (1.25)
1)rpP*
G'(P) =1 — %. (1.26)
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Pelo Teorema 1.1, avaliando os pontos de equilibrio na equagao (1.26) sdo obtidos os se-
guintes resultados:

e Quando G'(0) =r, G'(0) > 0 pois r > 0. Assim, o ponto P = 0 é instével.
e Quando G'(Py) = —ar, G'(Pyx) < 0 pois a > 0 e r > 0. Assim, o ponto P = Py, é
assintoticamente estavel.

A Figura 1.9 representa o diagrama de fase do Modelo de Montroll.

A
dP

dt

Figura 1.9: Diagrama de Fase do Modelo de Montroll para distintos valores de .

Anélogo ao processo rigoroso do estudo da estabilidade do Modelo de Verhulst, considere a
expansao de Taylor para o Modelo de Montroll (na equagdo (1.25)) em cada ponto de equilibrio.

e Para P=0

U~ GP) = G0) + (P 0)C(0) + Gu(P);
= PG'(0)+Gi(P);
= Pr+Gy(P).
Logo, G1(P) = % — Pr e pela equacao (1.13) tem-se
G1(P)=rP {1— (%) } —rP=rP—rP (P—];> —rP=—rP <%) :

Assim,

P 6
—rP | =
ey (Poo> | P\°
lim ——~——=1lim ————~— =+ lim |—r | — =0.
P—>01/(P_0)2 P—0 q/(P_(])2 P—0
Portanto, a equacao linearizada é:
dP
dt
que é a mesma equagao do modelo de Verhulst linearizado para o ponto de equilibrio
P =0 e o modelo de Malthus quando r > 0. Assim, a solugao e a andlise do ponto de
equilibrio é andlogo, isto é, para t — oo o limite é

=rP,

lim Pye™ = oo.
t—o0

Portanto, P = 0 é instavel.
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e Para P = P

O = G(P)=G(Pa) + (P~ P)G(Px) + Ga(P);
= (P — Py)G'(Px) + Go(P);
—(P — Py)ar + Gy(P).
Logo, Go(P) = % + (P — Py )ar e pela equagao (1.13)

Go(P) =P [1 - (P—i>a] +(P— Pyar = (P — Py) [P iPPoo <1 - <£)a) —l—roz} .

Assim,
rP P\
P-P 11— —=—
GZ(P) ( OO) {P_POO( (POO) )+7“04}
lim = lim ;
_ o4 rP . P\ N
- TR | PPy P el
rP P\
=i [ (- () )] oo
=)
em que

(x) (WH2itaD Jim [r (1 = (P—];> a) +rP (;—z) (P—JZ)&] — (1.28)

Portanto, a equacao linearizada é:

P
Cil_t = —(P — Py)ar,

com solugao: P(t) = Py, — e “"e“ e condigao inicial P(0) = P, obtendo
P(t) = Py — e (Py — Py). (1.29)
Fazendo t — oo na equagao (1.29)
: _ —art o —
}E?O(POO e " (Py — Ry)) = Px.

Assim, o ponto de equilibrio P = P,, é assintoticamente estavel.
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1.6 Modelo de Montroll para os Dados do Brasil

Para realizar uma anélise de crescimento populacional sao utilizados os dados da populagao
do Brasil publicados no IBGE. Na Tabela 1.2 sao apresentados os dados distribuidos nos anos
de 1991, 2000, 2010 e 2022.

Tabela 1.2: Dados da populagao brasileira.

Ano  Populacdao Brasileira

1991 146.917.459
2000 169.590.693
2010 190.755.799
2022 203.080.756

Do PVI (1.12) tem-se a equagao diferencial do Modelo de Montroll

R S L

Considerando c =r e a = —% na equagao (1.30) tem-se
dP 1
—_— = Pe. 1.31
Tpocta (1.31)

Assim, para realizar a andlise com os dados disponiveis na Tabela (1.2), utiliza-se apro-
ximagao por valores discretos. Logo, a equagao (1.31) pode ser expressa da seguinte forma

AP 1
— P 1.32
AP . . )
em que AL representa a variacao da populacao ao longo de um intervalo de tempo At e o termo

2 corresponde a taxa de crescimento relativa da populacao em relagao ao tamanho atual.

Considere a populagao P = { Py, Py, ..., P, }, otempo t = {t1,ta, ..., t,}, e M = {M;, My, ..., M, }

sendo
AP 1 (Py—-P\ 1
P == = —_— C T, Z:1,..,TL—1
At P tiv1 — P
P,—P, 4\ 1
eparai:nMn:(tn_—tn_ll) Fn

Logo, para os dados da populagao brasileira, tem-se n = 4 e os resultados dos calculos estao
dados na Tabela 1.3.

Tabela 1.3: Resultado dos calculos para n = 4 da populacao brasileira.

AP 1
Ano  Populacao Brasileira ~ P
1991 146.917.459 0,01714737131
2000 169.590.693 0,01248011057
2010 190.755.799 0,00558426488
2022 203.080.756 0,00505749422

Assim, com os valores da Tabela 1.3, realiza-se uma aproximacao pela curva (1.32) utilizando
a ferramenta cftool (Curve Fitting Tool) do MATLAB, que permite ajustar curvas e superficies
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aos dados através de diversas funcoes. Em particular, emprega-se o método dos minimos
quadrados (RUGGIERO; LOPES, 1988). Para valores de a no intervalo 0,01 < o < 2,08,
com espacamento de 0,01 obtém-se a Tabela 1.4, que contém os dados mais relevantes. Para
0,008 < a < 0,012 com espagamento 0,001 o coeficiente de determinagao (R?) ¢ 0,9658, desta
forma ¢é considerado o = 0, 01.

Tabela 1.4: Valores de a com seu respectivo coeficiente de determinacao (R?).

o (R?)
0,01 0,9658
0,08 0,9657

0,1 0,9657

0.3 0,9655

0,4 0,9654

0,5 0,9652

0,8 0,9642

10,963

Observagao 1.5. Para a = 1 é o Modelo de Verhulst com um coeficiente de determinagao (R?)
igual a 0,9634. Para maiores detalhes sobre o método, consulta-se a defini¢ao em (MORETTIN
et al., 2017).

Na Tabela 1.4 o maior coeficiente de determinaciao (R?) ¢é igual a 0,9658 quando a = 0, 01,
Assim, os valores correspondentes sao ¢ =r = 4,05 e a = —3, 341, entao:

AP 1 r —4,05
O —3,341) P00t Pp=— =2 ~997.957.958.
A5 405+ (=3,341) POV, em que Po = —— 5301 7.957.958

Portanto, substituindo os valores encontrados na solu¢ao do Modelo de Montroll (1.17), tem-se:

146.917.459 x 227.957.958
P(t) = oo (1.33)
[(227.957.958001 — 146.917.4500.01)0.01x405t 1 146.917.4500.01] '/

A Figura 1.10 representa a solugao do Modelo de Montroll para os dados da populacao brasileira.

8

PRl — . . ,
= 7
Q
wS
& 1.8F
=
& * Dados reais do Brasil
A 1.6 Solu¢do do Modelo de Montroll

L
1 4 1 1 1 1
1991 2000 2010 2022 2030
Tempo (t)

Figura 1.10: Solucao do Modelo de Montroll para os dados da populacao brasileira em que
a=0,01,r=4,05 e P, = 227.957.958.
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1.7 Conclusoes

Apobs o estudo dos modelos populacionais de Malthus, Verhulst e Montroll, bem como sua
aplicacao aos dados da populacao brasileira, tem-se as seguintes conclusoes:

e No Modelo de Malthus, o ponto P = 0 apresenta estabilidade quando r < 0, tornando-
se instavel para r > 0. Assim, a estabilidade depende diretamente do parametro r,
evidenciando sua sensibilidade as condicoes de crescimento populacional.

e O ponto de inflexao no Modelo de Montroll é influenciado pelos valores da capacidade

de suporte P, e do parametro a. Para o = 1, o ponto de inflexdo —= coincide com o

do Modelo de Verhulst. Essa caracteristica confere ao Modelo de Montroll uma maior
adaptabilidade as diferentes dinamicas populacionais.

e A aplicacao da ferramenta cftool do MATLAB mostrou que o Modelo de Montroll
pode ser ajustado com precisao aos dados da populagao brasileira, demonstrando sua
capacidade de representar padroes variados de crescimento populacional. Assim, para
a = 0,01 apresentou o melhor ajuste aos dados da populagao brasileira em comparacao
ao valores de 0,01 < a < 2,08 com espacamento de 0,01, em particular, para o Modelo de
Verhulst com o« = 1. Como a = 0,01 e r = 4,05 na equagao (1.29), o ponto de equilibrio
P = P ¢é assintoticamente estavel.

O Modelo de Montroll se destaca pela flexibilidade e capacidade de generalizacao em relagao
aos modelos cléssicos, como os de Malthus e Verhulst. Contudo, o modelo apresenta limitacoes.
Por exemplo, nao incorpora retardos temporais no crescimento populacional nem considera in-
certezas associadas aos parametros, aspectos que sao frequentemente presentes em dinamicas
bioldgicas. Para superar essas limitagoes, no proximo capitulo é abordado o estudo de equagoes
diferenciais com retardo proporcionando uma analise mais detalhada e realista do comporta-
mento da populagao brasileira ao longo do tempo.
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Capitulo 2

Equacoes Diferenciais com Retardo

“Tentar compreender o inicio do universo em termos cientificos
pode parecer um pouco como estudar um modelo em que o tempo
nao tenha existido antes de um certo ponto. Contudo, isso nos
permite compreender como o presente € moldado pelo passado.”
Stephen Hawking (A Brief History of Time,1998)

2.1 Introducao

As equagoes diferenciais se dividem em dois tipos principais: equacoes diferenciais ordinarias
(EDO) e equagoes diferenciais parciais (EDP). Uma equagao diferencial com retardo expressa
a derivada de uma funcao em um dado instante de tempo, com base nos valores dessa funcao
em tempos anteriores (EVELYN, 1948).

As EDR sao essenciais em muitos modelos fisicos e biolégicos, em que o comportamento
atual de uma variavel depende nao apenas de seu estado presente, mas também de sua historia.
Esse tipo de equacao reflete de forma mais préxima de realidade a evolucao de certos sistemas,
em geral, os processos naturais geralmente nao respondem de forma instantanea. Um exemplo
disso é a dinamica dos recursos consumidos pelos animais, que demoram um certo tempo para
se regenerar (URGILES et al., 2022).

Dessa forma, a inclusao de retardos em uma equacgao diferencial é conveniente ao modelar
certos problemas. No entanto, sua resolucao resulta, em geral, em um problema matematico
mais complicado do que no caso das equagoes diferenciais ordindrias (PRESMANES et al.,
2024).

Neste capitulo, é apresentado um breve resumo sobre as equacgoes diferenciais com retardo,
sua aplicagao em modelos populacionais que incorporam o parametro de retardo para estudar
a solucao de forma analitica e numérica por meio do Método dos Passos juntamente com o
Método de Runge-Kutta de 4* ordem. A solu¢ao numérica é aplicada ao modelo populacional
de Montroll com retardo para analisar a proximidade dos pontos da curva em relagao aos dados
reais da populacao brasileira e, por fim, estudar a estabilidade do modelo.

2.2 Equacgoes Diferenciais com Retardo

Uma equagao diferencial com retardo pode ser escrita da seguinte forma
()= ft,x(@t),z(t — 1), ..., x(t — 7))
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em que 7; = T7;(t) é denominada retardo para j = 1,..,m. Assim, é uma equagdo na qual
a derivada de uma fun¢ao desconhecida em cada instante ¢ depende da proépria funcao em
instantes anteriores 7; (em que 7; > 0, V i € N) é denominada EDR.

Observacao 2.1. Tem-se algumas observagoes:

e No caso que 7j(t) = ¢;, ¢; uma constante positiva é denominada tal equagdao de EDR com
retardos discretos.

e No caso de retardos discretos, a presenca dos termos x(t — 7;) indica que o estado do
sistema, x(t), no tempo t, depende desse estado em alguns momentos anteriores t — ;.

Uma das aplicagoes das equagoes com retardo pode ser encontrada em modelos populacio-
nais, alguns exemplos sao apresentados a seguir.

2.3 Modelos Populacionais com Retardo

Uma das deficiéncias de modelos de populagao simples como o= f(P), em que P = P(t)

é a populagao da espécie no instante t e f(P) é uma funcao de P, e que a taxa de nascimento,
por exemplo, é considerada funcionando instantaneamente. No entanto, o tempo para alcancar
a maturidade e o periodo de gestacao finito deve ser considerado. Uma maneira de incorporar
um retardo em um modelo populacional mencionado poderia ser da forma:

dP

— = f(P.P(t—7)) (2.1)

em que 7 > 0 é o retardo.

Nesta secao, sao estudados os modelos populacionais de Malthus com Retardo e de Montroll
com Retardo.

O Modelo de Malthus é explorado em maior profundidade, destacando o impacto da in-
troducao do retardo na equacao. Além disso, é apresentada a solugao analitica obtida por meio
do Método dos Passos. Este estudo contribui significativamente para a compreensao do Modelo
de Montroll com Retardo. A solucao numérica é abordada utilizando o Método dos Passos
em conjunto com o Método de Runge-Kutta de 4* ordem, com parametros obtidos através dos
dados reais da populacao brasileira. Essa abordagem permite uma comparacao entre o Modelo
de Montroll com e sem retardo.

Por fim, é realizada uma andlise da estabilidade do Modelo de Montroll com Retardo,
empregando a linearizacao de duas variaveis nos pontos de equilibrio, considerando diferentes
cenarios.

2.3.1 Modelo de Malthus com Retardo

Seja 0 Modelo de Malthus com retardo (ou também o modelo populacional com retardo
discreto), dado por:

dP
E:TP(t—T), r>0, 7>0 (2.2)

em que P(t — 7) representa o tamanho da populagdo P no momento anterior ¢ — 7.
Neste contexto, o retardo discreto considera o tempo que leva para causar mudancas na
populagao de forma de afetar o seu crescimento presente e futuro.
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Entao, para saber qual seria um Problema de Valor Inicial (PVI) adequado, associado a
equacgao (2.2), é saber primeiramente que conhecer o valor de P em t = ¢y nao é suficiente para
calcular os valores de P(t) para t > .

Logo, pelo Teorema Fundamental do Célculo (TFC) aplicado em ¢ € [to, 7]

t
C;f P(t—r) <:>/ P'dm = / m — T7)dm <= P(t) — P(to):/ rP(m — 7)dm
to

< P(t) = P(ty) + /t rP(m — 1)dm

to

e aplicando a mudanca de variavel m — 7 = s

t—1

P(t) = P(to) + 7"/ P(s)ds. (2.3)

to—T

A equacao (2.3) permite afirmar que, além de P(ty), também devem ser conhecidos os
valores de P(6) para 0 € [—7,to], de forma a encontrar o valores P(t) para todo ¢t > t.

O exemplo a seguir ilustra esta afirmagao e o método para encontrar a solugao com retardo
discreto.

Exemplo 2.1. Para a equagdo (2.3), suponha que to = 0 (assumindo por simplicidade) e que
¢ € uma funcao dada tal que P(0) = ¢(0) para 6 € [—7,0], entdo,

Assim, como P(0) = ¢(0), obtém-se
a qual denomina-se Py(t), isto é,

Substituindo t por T na equagao (2.4),

Pi(7) = P(0) + T/O P(s)ds parat e [0,7]. (2.5)

-7

Repetindo o procedimento anterior em (2.3) para t € [1,27],

T t
P(t) = P(0) + / rP(m — 7)dm +/ rP(m — 1)dm,
0 T
como P(6) = ¢(0) para 6 € [—7,0], entao
T t
P(t) = ¢(0) + / rP(m — 7)dm +/ rP(m — 7)dm
0 T
e aplicando a mudanca de varidavel m — 1 = s,
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P(t) = ¢(0) —|—/ rP(s)ds+ /OtT rP(s)ds

-7
N

~
igual & equagdo (2.5)

P(t) = Pi(r) + 7 /0 7 P(s)ds,

a qual denomina-se por Py(t), isto é:

t—1
Py(t) = Pi(1) + 7”/ P(s)ds. (2.6)
0
Substituindo t por 2T em (2.6),

Py(27) = P (1) + T/OT P(s)ds parat € [r,27]. (2.7)

As equagoes (2.5) e (2.7) induzem a seguinte proposicao.
Proposicao 2.1. A sequinte igualdade
(E=1)T
Pi(kt) = Po1((E—1)7) + / rP(s)ds (2.8)
(k—2)7

¢ verdadeira para todo k € N.

Demonstracao. Por inducao em k € N, k > 1.
Para k = 1, estd demonstrado em (2.5).
Para demonstrar o teorema indutivo, assume-se como hipotese que

G=Dr

PGT) = PG = 1n)+ [ rPs

(J=2)7

é verdadeira para todo j € 1,...,k — 1 e prova-se que (2.8) é verdadeira. De fato, pelo TFC
decorre

Pi(t) = P(0) + /t rP(m —7)dm,

para t € [(k — 1)7, k7] e aplicando a mudanga de varidvel m — 7 = s obtém-se

k-1 (i—1)7 t—1
P(t) = P0)+ ) / rP(s)ds+ / rP(s)ds. (2.9)
i=1 Y (=2)T (k—2)T
(D)

Pela hipétese de inducao e seguindo as notagoes supracitadas, resulta em

(k—2)7
Pe1((k—=1)71) = Peo((k —2)7) + 7’/ P(s)ds
(k=3)T
(k=3)7 (k—2)T
= P_3((k=3)71) + 7“/ P(s)ds + r/ P(s)ds
(k—4) (k—3)r
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e assim, sucessivamente, até chegar a

k=1 n(i-1)r
Pea((k—1)7) = P(0) + > / rP(s)ds = (D). (2.10)

Finalmente, para t = 7k na equacao (2.9) obtém-se

Pu(rk) = Poy((k — 1)7) + /( ::)UT rP(s)ds (2.11)

verifica-se o resultado indutivo. O
Como consequéncia, origina-se a afirmacao da Proposigao 2.2.

Proposigao 2.2. A expressao

t—1

Pu(t) = Py ((k — 1)1) + 7 /(H) P (s)ds (2.12)

¢ verdadeira para todo t € [(k — 1)7, k7], k € N.

Demonstracdo. Por inducao em k € N, k > 1.
Para k = 1, estd demonstrado em (2.4).
Para demonstrar o teorema indutivo, assume-se que

t—1

PO =Pl =) 47 [ Pas (213)
(3-2)r
é verdadeiro para todo j =1,...,k—1et € [(j — 1)1, j7].
Logo, para j = k com t € [(j — 1)7, j7] e pelo TFC resulta que

P;(t) = P(0) + ]i /W rP;(m — 7)dm + /t rP;_1(m — 1)dm. (2.14)

i=1 Y (@=1r (-7

Assim, pela mudanca de varidvel m—7 = s na equagao (2.14) se origina a seguinte expressao:

P;(t) = P(0) + ]2: /(i_l)T rP;(s)ds + /t_T rP;_1(s)ds. (2.15)

i=1 Y (=2)T (j—2)7
Fazendo t = (j — 1)7 na equagao (2.13)

G-2)r

Pi_1((j —1)7) =Pj—2((j —2)7) + 7’/ P;_s(s)ds.

(=3)T
Pela equacao (2.10) apresentada na demonstracao da Proposigao 2.1,

-l -7

P 1((j— D7) =P(0) + Z/ rPi(s)ds. (2.16)

Substituindo a equagao (2.16) na equagao (2.15) a demostragdo do teorema indutivo estd
finalizada, portanto,

t—1

Py(t) = Pra((j — 1)) + 7 / Py_y(s)ds

(G=2)7

parat € [(j —1),j7] com j = k.
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A seguir alguns calculos sao feitos a partir da suposigao que tg = 0 (assumido por simplici-
dade) e que ¢ é uma fungao dada tal que P(6) = ¢(f) = 1 para 0 € [—7,0].

De fato, decorre das suposicoes sobreditas:

Para t € [0, 7] tem-se

t—1

Pi(t) = ¢(0) + / ro(s)ds =1 +/ rds =1+ rt. (2.17)

Para t € [, 27] tem-se

t—T1 t—T1
Py(t) = Pi(r)+ 7’/ Pi(s)ds=1+rT+ r/ (1+rs)ds
0 0

2

t—1
= 1—|—7‘7’—|—r(s+r%) =1+rr+rt—1)+r*t—1)?
0
2
= 1+7"T+7“t—7"7+7“2(75—7)2:1+7“t+%(t_7)2- (2.18)

Para t € [27, 37| tem-se
t—1 T2 t—7
P(t) = Py(27)+ 7"/ Py(s)ds =1+7r7 + 57'2 + 7“/ Py(s)ds

2 2 206 _
= 1+2TT—|—%T2+T<S+%—|——T (s T))

t—1

6

= 1+2TT+%72+T<(t—7’—7’)+g((t—7>2—7'2)+%((t—7'—7')3—(t—T)3))

r? T r?
= 1—1—27"7'—1—57' + 7 t—27‘—|—§(t —2t7‘)+g(t—27)3
2 2 3
= 1—1—27"7'—1—57'2—%7“25—27“7'—1—5(t2—2t7)—|—€(t—27)3
2 3
— LHT+E@—TV+EﬁFQﬂ; (2.19)

Os calculos inspiram a afirmagao da Proposicao 2.3

Proposicao 2.3. Parat € [(m — 1)1, m7| se verifica:

it — (i —1)7)
P(t)=Y_ ( (i! ) (2.20)
i=0
Demonstragao. Por indugao, nota-se que para m = 1 a equagao (2.20) é verdadeira de (2.17).
Prosseguindo para demonstrar o teorema. Suponha que é verdadeiro para t € [(m — 1)1, m7],
emquem=1,...,k.
Com efeito, para t € [m, (m + 1)7], da igualdade (2.9) decorre:

Poii(t) = Pu(mr)+r /(  Po(s)ds

m—1)T
" ri(mT — (i — 1))’ o &R ri(s — (1 — 1)7)!
B AL LY gl JATET RN
P ? (m-1)1 ;2 ¢
m —(i—1 i moi -7
P 3 I e R LN
— 2! — v J(m-1)r
=0 i=0 -~
T
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sendo I definido como o
[— / (s — (i — 1)r)ds.
(m—-1)T

Pela mudanga de varidvel s — (i — 7) = a deriva-se:

=i 1 (T + i)t _aoyitl
I= / aida = — _ (i)™ = (e — i)™ (2.22)
o —ir v+ Llmr—ir 1+ 1
Assim, partindo de (2.22) aplicada em (2.21), conclue-se:
" ri(mr — (i — 1)7)° ot ((t—iT)* (T —ir) !
P, t) = — — . 2.23
m+1(¢) E; il +T;¢! i1 i1 (223)
(S1) (52)
em que,
S r(mT — (i — 1)7) riti(m — (i — 1))
Si= 2 i =142 il ¢
=0 \z:l J
(4)
ot ((t—aT)T (mr —dr)]
Sy = — —
2 : ZO il ( i+ 1 i+1
mo it , ' '
= > (t+7— (i + D)) =7 (m+1— (4 1))
— (i+1)!
m+41 T’i
= E((t+T—iT)i—Ti(m+1—i)i)
i=1
n rt . ) ) m+1
— Z,—((t%—T—iT)Z—T’(m+1—i)’)+ (t —m7)™th
= +1
(B)
Assim,
Tm-l—l
Poii(t) = (51)+(52) =1+ (4) + (B) + (t —mr)™*!
m+ 1
LS Dt —ir) L=y
= — T —iT —mT
— 7! m+1
m—+1 i
= ) (= (- 1)7), (2.24)
i=0
o que conclue o teorema indutivo. O

Portanto, a solucao do Modelo de Malthus com retardo, considerando 7 = 1, a populagao
no tempo anterior ou histérico P(6) = ¢(0) = 1 para 6 € [—1,0] e to = 0, entao é:

P(t) = Z rit+ ET — ) para te€ [(m—1),m].

Assim, para m = 3
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Pi(t)y=1+rt para te€]0,1],
r2(t —1)?
2!

2 2 3 3
t—1 ro(t —2
(-1, -2
2! 3!

Na Figura 2.1 sao apresentadas as solugoes dos Modelos de Malthus com retardo e sem
Retardo (P(t) = Pye™) para m = 3 com r = 0,2. Nesta figura observa-se como, a partir
de t = 0, o grafico comecga a crescer a medida que o tempo avanga, significa que a densidade
populacional segue um ritmo crescente. Porém, ao comparar uma solucao com a outra, no
Modelo de Malthus sem retardo a curva da densidade populacional cresce mais rapidamente
que o Modelo de Malthus com retardo. Este fato ocorre porque no modelo com retardo, a
densidade populacional é considerada em um instante anterior (t — 7), isto é, P(t) é crescente,
logo, t — 7 < t para cada t, entao P(t — 1) < P(t) para 7 > 0.

P(t) = Py(t)y=1+rt+ para t€[l,2],

Pg(t):1+rt+r

para t € [2,3].

45 T T T
4t 1
— (1)
&35 Pi(t) |
zg 3+ PQ(t)
§ — P3(t)
%2-5 - Solugdo do Modelo de Malthus ’
[l 2t i
1.5¢ .
1 ' :
-1 0 1 2 3
Tempo (t)

Figura 2.1: Solu¢ao do Modelo de Malthus com retardo e sem retardo.
dPx _ dPs
dat — dt

dP
Malthus com retardo e d_tS é o0 Modelo de Malthus sem retardo.

Como r > 0 tem-se rP(t — 7) < rP(t), assim, em que d_tR é o Modelo de

Esse processo iterativo de encontrar a solugcao do modelo de Malthus com retardo é de-
nominado de Método dos Passos (Method of Steps em inglés) (BASHIER, 2009), o qual é
apresentado de forma geral a seguir.

2.3.2 Meétodo dos Passos
Seja o Problema de Valor Inicial com retardo (PVIR) dado por

y'(t) = ft,yt),y(t—71)), t€[to,T], T=to+mr,meN (2.25)
y(0) = do(0) , 0 € -7, 1], (2.26)

em que ¢ ¢ uma funcao diferenciavel, denominada histérico do modelo e 7 é um nimero real
positivo que representa o retardo discreto.
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A ideia bésica do método dos passos para a resolugao de (2.25)-(2.26) é transformar o
PVIR em uma sequéncia finita de PVI sem retardo através da divisao do dominio [0,7] em
subdominios, em que a PVIR é transformado em um modelo de uma EDO com dado inicial
especifico.

De fato, supondo que T' =ty + k7, sendo k um inteiro positivo, pode-se escrever

[to, T] = U [to + (m — 1)7,to + m7].

m=1

Entao, o primeiro passo é resolver no subdominio [tg, ¢y + 7], usando a funcao histérico ¢
definido em (2.26), o PVI dado por

y'(t) = f(t,y(t), ¢o(t — 7)), t € [to, to + 7]
y(to) = ¢olto)-

Seja ¢1(t) a solugao deste PVI do primeiro passo.
O segundo passo é resolver o PVI dado por

y'(t) = f(t,y(t),o1(t — 7)), t € [to+ T, to + 27]
y(1) = ¢ (to + 7).

De maneira analoga, se definem os préximos passos para cada m = 1,...,k , conhecendo a
solucao do passo anterior, ¢,,_1, com o PVI da forma:

y'(t) = f(t,y(t), dm_1(t — 7)), t € [to+ (m — 1)7,to + m7]

2.27

Vit (m = )7) = Gy0ca g+ (m — 1)7) 220
Finalmente, a solugao do PVIR (2.25)-(2.26) é dada por

y(t) = om(t) , tefto+ (m— 11 to+mr], m=1,... k. (2.28)

2.3.3 Existéncia e Unicidade do Método dos Passos

A existéncia e unicidade da solugao (2.28) estd baseada nos mesmos teoremas da EDO sem
retardo e no uso do método dos passos.

De fato, considerando a EDR dada por (2.25)-(2.26), suponha f = f(xy, 22, x3) continua
em um dominio de R3, f,.,, derivada parcial de f com respeito & segunda coordenada continua,
e ¢[to — 7,to] — R continua.

Assim, definindo g(t,y) = f(t,y,y(t — 7)), tem-se que ¢(t,y) e g,(t,y) sdo continuas.

Como consequéncia, existe o tal que se:

e 0 > ( para o qual pode-se afirmar existéncia e unicidade local da solugao em [tg, o + o).

e 0 >ty + 7, basta estender a solugao no intervalo [tg, o + 7] para o préximo intervalo da
subdivisao, garantindo a unicidade a cada passo.

e 0 < ty+ 7, o teorema de extensao da solugao de uma EDO permite construir a tnica
solugdo no intervalo [tg,ty + 7| e continuando o processo de construgao da extensdo da
solugao até completar os passos.

Em alguns casos, a sequéncia finita de PVI nao pode ser resolvida da mesma forma que o
modelo de Malthus com retardo. Entao, utilizou-se o método numérico de Runge-Kutta de 4*
ordem para resolver os PVI (BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2019).
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2.3.4 Metodo de Runge-Kutta de 4® ordem

Seja o PVI
y(x0) = yo

e um incremento de passo h > 0. Entao o Método de Runge Kutta de 4* ordem calcula y,, ;1 a
partir de ¥, como:

1
Ynt1 = Yn + E(Kl + 2K, + 2K5 + Ky) (2.30)

em que,

Ky = hf(Tn, Yn)

KQ = hf(x +h/2,y, + K1/2)
hf(z,+ h/2,y, + K2/2)

K4 = hf(:vn + h,y, + K3)

Finalmente, y,,11 é o valor aproximado da solugao da solucao em x,,.1 = x, +h. Os métodos
de Runge-Kutta de menores ordens sao expostos no Apéndice A.
Com essas definicoes, é possivel explicar a solucao do Modelo de Montroll com retardo.

2.3.5 Modelo de Montroll com Retardo

O Modelo de Montroll com retardo é uma extensao do Modelo de Montroll sem retardo (1.13),
cuja equagao diferencial com retardo é:

dP Pt —1)\*

" pfi (P -
em que P = P(t) e as constantes r, P, e 7 sao positivas. A interpretacao bioldgica deste
modelo é que o efeito regulador no tempo ¢ depende da populagao no tempo anterior (t — 7),
ao invés de t (MURRAY, 2002).

Resolver o Modelo de Montroll com retardo de forma analitica, pode ser extremamente
complexo devido & presenga do termo de retardo P(t — 7), que introduz uma dependéncia
no tempo passado. Essa caracteristica acarreta dificuldades adicionais em comparagao com
as equacgoes diferenciais ordindrias, especialmente quando o retardo é significativo ou quando
o modelo inclui parametros nao lineares. Por essas razoes, neste trabalho é adotada uma
abordagem numérica para obter solucoes aproximadas, permitindo a analise do comportamento
da populacao sob diferentes condigoes iniciais e parametros do modelo. Assim, foi desenvolvido
um Algoritmo no software MATLAB que encontra uma solu¢ao numérica Modelo de Montroll
com retardo por meio do método dos passos, juntamente com o método de Runge-Kutta de 4*
ordem que ¢é apresentado no Algoritmo 1.

Na Figura 2.2 é apresentado o esquema quando o intervalo [0, 7] é dividido em sete passos.
Note que a discretizacao no tempo nao é necessariamente igual a discretizacao do retardo 7.
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Malha fizado tempo = [0 T| (T fixzo)
Primeiro Passo (steps)

Sétimo Passo

0

@

T
T 120 a0 1s. 18 3 22 © 24 © 26 © 28 3 32 34 ~as 38 F 42 44 46 48 = 5 = &2 = &4

”\y

InT, = {0,0.1,0.2,...,0.9}
intervalo discreto
dos pontos da malha do tempo
que pertencem ao passo T

Figura 2.2: Divisao do intervalo para sete passos.

Algoritmo 1: Solucao Numérica de uma Equacao Diferencial Ordinaria com
Retardo - Modelo de Montroll

Entrada: F, =valor inicial, P,, =capacidade suporte, a, r
Entrada: 7, retardo, ¢ historico do retardo

Entrada: ¢ty = 0 tempo inicial, T" = tempo final

Entrada: N = # de pontos da malha do tempo

Entrada: tempo(i) = (i —1)*xh,i=1...N, h=T/N
Entrada: steps = inteiro menor ou igual a (7'/7)

Entrada: I’ = expressao da funcao de Montroll

Saida: Y (tempo) = ;™" Yi.(Int,), Int,=intervalo no step k

1 inicio

2 para cada j = 1...steps faga

3 para cada i =2...N faga

4 | Se(j—l)*7'<tempo()<j*7'<—[nt()—tempo(i)
5 fim

6 fim

7 fim

8 Defina M = min;(comprimento Int;) e Yi(1) = R

9 para cada i =1... M — 1 faga

10 K1 =hx(F(Y1(2),p(Int1(i) — 7))

11 K2=hx(F(Y1(i)+ 0.5 K1,¢(Int1(i) + 0.5 % h —7)+ 0.5 x K1))
12 | K3=hx(F(Y1(i)+0.5% K2, ¢(Int1(i) + 0.5 h —7) + 0.5 % K2))
13 | Kd=hx(F(Y1(d) + K3,¢(Int1(i) + h — 7)) + K3)

14| e Vili+ 1) =Y16) + (K1 +2% K2+ 2% K3+ K4)/6

15 fim

16 Defina Yy (kx7) = Yi_1(k*7)

17 para cada k =2 ... steps faga

==

18 para cadat=1... M — 1 faca

o || K1 =h (FOYG(), (i)

20 K2 =hx(F(Ye(7) +0.5% K1,0.5 % (Yi_1(7)

21 +Y,1(i+ 1)) +0.5% K1)))

22 K3 =hx(F(Yi(i)+0.5% K2,0.5 % (Yy_1(7)

23 +Y,1(i+1)) + 0.5 % K2))

24 K4 =hx(F(Y,(1)+ K3,Y,_1(1 + 1) + K3))

25 — Y+ 1) =Ye(t) + (K1 +2x K2+2x K3+ K4)/6
26 fim

27 fim
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2.3.6 Solugao do Modelo de Montroll com Retardo para os dados
da Populacao Brasileira

Por meio da Algoritmo 1 tem-se uma solu¢ao numérica do Modelo de Montroll com re-
tardo para os dados da populagao brasileira considerando o valor inicial Fy = 146.917.459, a
capacidade de suporte P, = 227.957.958, a = 0,01, r = 4,05, o histérico ¢(t) = 146.917.459
(conforme a Tabela 1.2), com o valor do retardo 7 = 1, N = 313 e T" = 32. Esses parametros
foram obtidos a partir do programa MATLAB cftool com os dados da Tabela 1.2, usados no
Modelo de Montroll sem Retardo, apresentando R? = 0, 9658.

Na Figura 2.3 sao apresentadas a solu¢ao numérica do Modelo populacional com retardo de
Montroll (curva azul) a solugdo do Modelo de Montroll sem retardo (curva vermelha), junta-
mente com os dados reais da populagao brasileira presentes na Tabela 1.2.

x10°
2 - i
19} * 7
&
% 1.8 7
L; Histdrico
2 1.7 Solugdo com retardo | |
~ Solucdo sem retardo
1.6 * Dados reais 1
1.5¢ . . .
1991 2000 2010 2022
Tempo (t)

Figura 2.3: Solucao do Modelo de Montroll: numérica com retardo, analitica sem retardo e os
dados da populacao brasileira.

Assim, sao calculados as médias do erros relativos para comparar a aproximacao numeérica
e analiticas com os dados da populacao brasileira.

e (i é a média do erro relativo da solucao do Modelo de Montroll com retardo em relacao
aos dados da populacao brasileira:

M=

R;

P, - P,
Cr = ! ) RZ:‘ . TZ)
R " em que 7

.
Il

em que P; sao os dados reais da populagao brasileira e P,, é a solugao numérica do Modelo
de Montroll com retardo nos pontos correspondentes.

e Sk é amédia do erro relativo da solucao do Modelo de Montroll sem retardo em relacao
aos dados da populacao brasileira:

p— y .
Sgp =", 5 = PPl
R n €1 que | Z|

em que P; sao os dados reais da populagao brasileira e Ps, é a solugao analitica do Modelo
de Montroll sem retardo nos pontos correspondentes.
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Como tem-se 4 dados disponiveis, entao n = 4. Assim, os resultados obtidos sao:
Cr = 0,006406541549949 e Sk = 0,009890714919669.

Portanto, a média dos erros relativos do modelo deterministico com retardo em relagao aos
dados da populacao brasileira ¢ menor do que a do modelo sem retardo.

Analisando a eficacia do Algoritmo 1, é feita uma comparacao da solucao do Modelo de
Montroll com retardo para os dados da populacao brasileira obtida pelo comando dde23 do
MATLAB. Assim, o resultado mostra a média do erro relativo igual a 2,47-10~% com discre-
tizagdo do tempo igual a 10000 (veja a Figura 2.4). Consequentemente, o Algoritmo 1 possui
grande proximidade com a solugdo dada pelo comando dde23(!), valida computacionalmente
seu desempenho.

x10°
2 -
~ 19 B
&
o 1.8F
g
§ 1.7
~ i Solu¢do mediante o comando dde23
1.6 # Dados reais
15 Solu¢do mediante o Algoritmo |
1991 2000 2010 2022
Tempo (t)

Figura 2.4: Solucao do Modelo de Montroll com retardo para os dados da populacao brasileira
mediante o comando dde23 e o Algoritmo 1.

2.3.7 Estudo da Estabilidade para o Modelo de Montroll com Re-
tardo

O estudo da estabilidade do Modelo de Montroll com retardo é andlogo ao estudo da es-
tabilidade do Modelo de Montroll sem retardo. Aplica-se a linearizacao em duas variaveis nos
pontos de equilibrio. Para isso, considera-se a equacao geral de um modelo populacional com
retardo dada pela equagao (2.1). Supondo que F' : R? — R seja diferencidvel no ponto de
equilibrio P = p*, a equagao (2.1) pode ser escrita como:

dP oF or, ,
— =F@"p")+(Pt)—p) -0 p) + (Pt —7)—p") - (p"p") + R(P(t), P(t—7)), (2.32)
dt ox dy
em que x = P(t),y = P(t—71), F(p*,p*) =0e
@y)~@ ) [(z,9) — (% )| @2 \/(z — p*)? + (y — p*)?
Assim,
E—(P(t)—P)%(P,P)JF(P(t 7) p)a—y(p D), (2.33)

Thttps://www.mathworks.com /help//releases/R2021a/matlab/ref/dde23.html
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o que facilita o estudo da estabilidade do Modelo de Montroll com retardo (AMSTER, 2017).
Dessa forma, lineariza-se o Modelo de Montroll com retardo (2.31) em torno de cada ponto
de equilibrio P =0e P = P,,.

Considere
F(P,P(t — 7)) = rP [1 _ (P(%T)> ] , (2.34)
o oF Pt —1)\* OF  arP(P(t—r))*!
%‘“T( Pu, ) Sy P, |
e Para P =0
dpP OF OF
e P(t)%(o, 0)+ P(t — r)a—y(o, 0) + Ry(P(t), P(t — 7))
= P(t)g—};((), 0) + Ry(P(t), P(t — 7))
= P(t)r+ Ry(P,P(t—1)),
dpP .
em que Ry (P,P(t—1)) = o P(t)r e, pela equacao (2.31), tem-se:
Ry(P,P(t—71))=rP [1 - (—P(tp; T)) } —rP=—rP (—P(;; T)) :
Assim,
, P(t—1)\*
R(PPG-7) r ( P ) 05

lim im )
(P,P(t-7))—00) ||(P,P(t — 7)) — (0,0)||  (PP(t-7))—(0,0) \/p2 + P2(t— 1)

Considerando a mudanga de varidveis em coordenadas polares, em que P = o cos(f) e
P(t — 1) = osen(f), sendo ¢ a coordenada radial e 6 a coordenada angular, tem-se:

Ry(P,P(t—1)) —ro cos(f)o*sen® ()

lim

BP--00) [(P,PE— 1) — o020 oPa
— i " cos(f)o*sen®(0) o
o—0 Pgé
Portanto, a equacao linearizada é
dP p
—_— =7
dt ’

que é a mesma equagao do Modelo de Montroll linearizado no ponto de equilibrio P = 0,
equivalente ao Modelo de Malthus. Assim, a analise da solu¢ao quando t — oo é a mesma,
isto é:

lim Pye™ = oo,

t—o0

o que mostra que P = 0 é instavel.

e Para P = P
dP OF OF
i (P — POO)%(POO, Po)+ (P(t—1)— Poo)a_y(Poo’ Py)+ Ro(P,P(t — 1))
= (P(t—r1) —Poo)aa—];(Poo,Poo) + Ry (P, P(t—1))

= —(P(t—71)— P)ra+ Ry(P,P(t—1))

37



dP
em que Ry(P,P(t—17)) = s + (P(t — ) — Px)ra, pela equagao (2.31) tem-se

P(t—r

Ro(P,P(t — 7)) = rP {1 - ( B )ﬂ +(P(t —7) — Py)ar,

considere z = P(t) e y = P(t — 7) entao

|

L= lim = 1
(@)~ (Poo,Poc) || (T, y) — (POO,POO)H (@9)=(PooPoc) /(2 — Ps)?

Usando a mudanca de varidveis de coordenadas polares, para © = ocos(f) + Py e
y = osen(f) + Py, sendo o a coordenada radial e 6 a coordenada angular, tem-se:

p O ) - (%)] + (osen(0))ar
_ ;:”Z (r(acos(i) + P) {1 - (crsin(i%)“} X w)
= Ly T(UCOS(Z) SO <“S;1259) + 1)a + sen(6)ar

tal que
_ [osen() R~ osen(f)\ * "
(Sum) = ( B + 1> = o k) ( P
k=0
_ azl ! (asen )
— kl(a —
B e O'SGIl a—k+1 .
B — (k=D (a—k+1)!
osen(f) | ! osen(6)\* "
~ P = )'(a—k+) P 1
oo _kzl . M [e.e]
_osen(d) | (osen(d)\ "
= P ( P + .. t+al+1
entao
a—1
I — im (r(a cos(f) + Px) - (Jsen(é’) (asen(@)) v orala 1) N sen(9)ar>
o0 o Py Py
L —r(0 cos(0) + Pso)sen(0) | (osen(6)\ >
— cl,li% ( P P + ...+ af +sen(f)ar
= M + sen(f)ar = —sen(f)ar + sen(f)ar = 0.
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Assim,

. R2<I, y)
lim =0.
(2.9) = (Poo, Poo) [ (2, 4) — (Poo, Poo) |
Portanto, a equacao linearizada é
dP
= = —(P(t—71) — Py)ar. (2.36)

Para obter a equacao caracteristica, considere a seguinte mudanca de variavel:
x(t) = P(t) — Px. Assim, obtém-se a equagao:
dx(t)
dt

= —rax(t—1T). (2.37)

Suponha que a solugao de (2.37) é da forma
z(t) = ce™, (2.38)
em que z é uma constante em C e c € R — {0}.

Entéao, substituindo a equagao (2.38) em (2.36), obtendo

cze®t = —race”®7),

z4+rae " =0. (2.39)

Uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia de uma solucao nao trivial da
equagao (2.37), da forma x(t) = ce®, é que z seja uma solu¢ao nao nula da equagio
transcendente na varidvel complexa (2.39). Em geral, esta solugao nao pode ser determi-
nada de forma analitica, embora possa ser calculada numericamente. A equagao (2.39)
tem uma infinidade de solugoes complexas e apresenta solugoes reais se z assumir certos
valores. A seguir, estuda-se o comportamento das solucgoes.

Autovalores Reais

Seja z = a + bi. Para a primeira possibilidade de raizes reais, faz-se b = 0. Assim,
a+roae” " =0. (2.40)

A partir da andlise da fun¢ao F'(a) = a + re™", obtém-se as seguintes conclusoes:
Como r > 0, a equacao (2.40) ou ndo tém raizes reais, ou tém duas raizes negativas ou tem
uma raiz dupla negativa.

1 1
1. A raiz dupla ocorre quando — = re~ %" e neste caso, a = —— e r = ——, isto é, considere
T T eaT
fla) =ae gla) = —rae® em (2.40). Assim, as curvas f(a) e g(a) tém tangentes iguais
para 7 pequeno, ou seja
flla)=1 e ¢'(a)=Tare ™
logo,
/ / Car 1 Car 1 1
flla)=d(a) <= 1=Tare <= —=are " <—a=—— e r=—.
T T ear

Na Figura 2.5(a) estd representada a intersegao das curvas em um ponto r = —.
eat
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1
2. Parar < vt equagao (2.40) tem duas raizes negativas. Na Figura 2.5(b) representa
eq

a intersecao das curvas em dois pontos considerando r = 0, 2.

1
3. para r > ——, a equacao (2.40) nao tem raizes reais. Na Figura 2.5(c) as curvas nao se
e

intersectam, considerando r = 0, 8.

A Figura 2.5 mostra a andlise grafica das raizes da curva y(a) para 7 = 1.

0 T 0
0.5r 1
1 2
157 v —ar =-3 v —ar
—y=—rae ——y=—rae
2 al
2571 5
3 - - - .
-2 -1.5 -1 -0.5 0 35 3 25 -2 -15 -1 -05 0
a a
(a) Uma raiz dupla para a equacao (2.40) (b) Duas raizes negativas para a equagao
1
quando r = —. (2.40) quando r < —.
eat eat
0

) 1.5 -1 0.5 0
a

(c) Sem raizes reais para a equacao (2.40)

quando r > —.
eqT

Figura 2.5: Analise grafica das raizes.
Assim, quando as raizes existem sao negativas entao P = P, é assintoticamente estavel.
Autovalores Complexos

Seja z = a + bi e considere b # 0. Assim, obtém-se da equagao (2.39):

—(a +bi) = rae” @ — — g — bi = rae " (cos(br) — isen(br))

entao
a = —rae 7 cos(br), (2.41)
b =rae “"sen(br). (2.42)
Para obter estabilidade assintotica no ponto de equilibrio, a parte real do autovalor deve ser
negativa. Dividindo o valor da equacao (2.41) por o valor da equacao (2.42) tem-se a = tan_(ll;') :

70
Portanto, para a < 0 deve-se ter 0 < bt < 5
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Estabilidade para os Dados da Populacao Brasileira

Com o estudo realizado, para os dados da populagao brasileira, r = 4,05, a = 0,01, 7 =1

1 . .
se cumpre que, 7 < —, OU Seja, a equagao
eq

a+ (4,05)(0,01)e™* =0 (2.43)
tem duas raizes negativas que sao a; = —4,7689 e ay = —0,0426, determinadas computacio-
nalmente através do Método da Bisse¢ao (BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2019).

A Figura 2.6 apresenta a interse¢ao da curva y = —(4,05)(0,01)e~* em dois pontos com a
curva y = a.

—_y=a
——y = —(4,05)(0,01)e "

Figura 2.6: Duas raizes negativas para a equacao (2.43).

Estudo da Estabilidade do Equilibrio P = P,

Para autovalores reais da solugao analitica x(t) = ce™ com a < 0 tem-se que

lim ce® =0
t—o00

e, devido & mudanga de variavel z(t) = P(t) — Py, entao, P(t) — P, quando t — oo.
Assim, considerando as duas raizes negativas a; e ag da equagao (2.43) e substituindo na
solugdo linearizada da equacdo (2.36) P(t) = x(t) + Px tem-se que:

e Para a; = —4,7689, com a condi¢ao inicial P(0) = 146.917.459, é obtido:
P(t) = —81.040.499¢ 7% 4+ 227.957.958
denotada por P (t) representada graficamente na Figura 2.7(a).
e Para ay = —0,0426, com a condigao inicial P(0) = 146.917.459, é obtido:
P(t) = —81.040.499¢ 00426 4 227.957.958
denotada por Py(t) representada graficamente na Figura 2.7(b).

Na Figura 2.7, sao apresentadas graficamente as solucoes para as raizes negativas.

Observagao 2.2. Para autovalores complexos, obtém-se a solu¢ao: x(t) = cie® cos(bt) +

cee®sen(bt) com 0 < br < g Pela mudanca de varidvel x(t) = P(t) — Px, tem-se que

P(t) = cie™ cos(bt) + cae™ sen(bt) + Ps,, com ¢1,co € R. Para b= z, entio o valor de a = ——

e, com a condi¢ao inicial P(0) = 146.917.459 e P(9) = 169.590.693 (dados reais da Tabela
1.2), tem-se:

P(t) = —81.040.499¢~™/* cos (_T”t) — 74.603.302¢ ™4 sen (_Tﬂt) +227.957.958.  (2.44)

Na Figura 2.8, € apresentado o grdfico da solu¢ao (2.44).
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Figura 2.7: Solucao linearizada da equacdo (2.36) no ponto de equilibrio P = P,, para duas
raizes negativas.

—P()
- = -P,=227.957.958

Populagio (P)
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Tempo (t)

Figura 2.8: Solucao real obtida a partir de autovalores complexos.

2.4 Conclusoes

As seguintes conclusoes podem ser destacadas deste capitulo:

e O Algoritmo 1 implementado fornece uma solu¢ao numérica para o modelo de Montroll
com retardo comparavel computacionalmente com o comando dde23 do MATLAB.

O modelo de Montroll com retardo mostrou uma melhor aproximacao aos dados da po-
pulacao brasileira em comparacao com a versao sem retardo.

O ponto de equilibrio P = P, é assintoticamente estavel no modelo de Montroll com
retardo para autovalores reais e complexos.

Para os dados da populacao brasileira, obtiveram-se duas raizes reais negativas. A solugao
linearizada associada a cada autovalor confirma a estabilidade em torno do ponto de
equilibrio P,, = 227.957.958.

O trabalho realizado para 7 = 1 levanta novas questoes que podem ser exploradas nos
préximos capitulos:

e O que acontece ao considerar outros valores proximos de 77

e E possivel, considerar um conjunto fuzzy de valores de 7 com seus respectivos graus de
pertinéncia e analisar as solugoes do modelo sob essa perspectiva?

e O estudo de estabilidade para valores de 7 diferentes de 1 é andlogo ao desenvolvido para
T=17

Para abordar essas questoes, propoe-se introduzir a teoria dos conjuntos fuzzy, que fornecera
ferramentas adicionais para analisar o comportamento das equacgoes diferenciais com retardo
sob novas condigoes e sua relagao com a incerteza inerente aos sistemas dinamicos.
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Capitulo 3

Teoria dos Conjuntos Fuzzy

“Com mais frequéncia do que nao, as classes de objetos que
encontramos no mundo real nao possuem critérios de
pertencimento bem definidos.”

Lotfi A. Zadeh (Fuzzy Sets, 1965).

3.1 Introducao

A teoria dos conjuntos fuzzy, proposta por Lotfi A. Zadeh em 1965 no seu influente ar-
tigo “Fuzzy Sets”, surge como uma extensao da teoria classica de conjuntos, com a principal
intencao de dar tratamento matematico a certos termos linguisticos subjetivos, como “apro-
ximadamente”, “em torno de”, dentre outros. Esse seria seu primeiro passo no sentido de se
programar e armazenar conceitos vagos em computadores, tornando possivel a producao de
célculos com informagoes imprecisas (BARROS; BASSANEZI, 2021). No entanto, os antece-
dentes da légica fuzzy podem ser rastreados até o filésofo e 16gico polonés Jan Lukasiewicz, que
em 1930 introduziu a légica multivalorada. Lukasiewicz propos o uso do intervalo [0,1] para
representar graus de verdade, oferecendo uma alternativa a abordagem bindria tradicional. Em
1937, o filésofo Max Black deu outro passo importante ao definir o primeiro conjunto fuzzy e
descrever operagoes bésicas destes conjuntos (CABRERA, 2014).

Zadeh, por meio de sua teoria da extensao fuzzy, permitiu que operadores e conceitos
classicos como uniao, intersecao e complementagao fossem redefinidos para funcionar nesse
contexto mais amplo. Essa teoria encontrou aplicacoes em uma ampla gama de disciplinas,
desde a inteligéncia artificial e o controle fuzzy, até a tomada de decisoes e a economia. Ao
longo deste estudo, sao exploradas as bases fundamentais dos conjuntos fuzzy e o Principio de
Extensao de Zadeh que sao explanadas nas proximas secoes.

3.2 Conjuntos Fuzzy

Para obter a formalizacao matematica de um conjunto fuzzy, Zadeh baseou-se no fato de
que qualquer conjunto classico pode ser caracterizado por uma fungao caracteristica. Os con-
ceitos sao desenvolvidos basados em (BARROS; BASSANEZI, 2021) e (JAFELICE; BARROS;
BASSANEZI, 2023).

Definicao 3.1. Um subconjunto classico A em relagao a um universo U é caracterizado por
sua funcgao caracteristica, definida como:

xXa:U —{0,1}

43



em que cada elemento x do conjunto universal U recebe a imagem 1 através da funcdo xa se
pertencer a A; caso contrdrio, é considerado fora do conjunto, sendo associado ao valor 0.

Definicao 3.2. Um subconjunto fuzzy A de um universo U ¢é definido em termos de uma
fungdo de pertinéncia us que a cada elemento x de U associa um nimero ua(x) entre zero e
um, chamado de grau de pertinéncia de x a A. Assim,

ug U — [O,l].

Os wvalores us(x) = 1 e ua(xz) = 0 indicam, respetivamente, a pertinéncia plena e a nao
pertinéncia do elemento x a A. Um subconjunto fuzzy também pode ser identificado por um
conjunto classico de pares ordenados:

G = {(z,ua(x)) |z €U}

que € o grafico da funcgao de pertinéncia. E interessante notar que um subconjunto cldssico A de
U € um particular conjunto fuzzy para o qual a funcdo de pertinéncia € a fungao caracteristica
que € o conjunto 0,1, para o intervalo [0,1]. O ezemplo sequinte pode ser considerado como um
caso tipico de subconjunto fuzzy.

Exemplo 3.1. Considere o subconjunto fuzzy F' dos nimeros reais proximos de zero:
F ={n € R| n é préximo de zero} .

As perguntas mais comuns sao: O nimero 0 (zero) pertence a esse conjunto? E o nimero
10?7 Dentro do espirito da logica fuzzy, pode-se dizer que ambos pertencem a F porém com dife-
rentes graus de pertinéncia, de acordo com a propriedade que caracteriza o conjunto. Ou seja, a
funcao de pertinéncia de F deve ser “construida”de forma coerente com o termo “pequeno”que
caracteriza seus elementos no conjunto universo dos numeros naturais. Uma possibilidade para
a funcao de pertinéncia de F é:

1
= . 3.1
ur(n) = - (3.1)
Entao, se esse for o caso, pode-se dizer que o niumero 0 pertence a F com o grau de per-
tinéncia up(0) =1 e 10 pertence a F com grau de pertinéncia up(10) = 121 ~ 0.0099.

QOutra possibilidade pode ser a funcao de pertinéncia:

1
up(n)" = ST (3.2)

Qualquer uma destas duas fungoes de pertinéncia (3.1) ou (3.2) pode ser representante
do conjunto fuzzy F. Porém, o que deve ser notado é que cada uma destas fungoes produz
conjuntos fuzzy distintos. Finalmente, esta implicito que dois conjuntos fuzzy sao iguais quando
ua(z) = up(zx), para todo x € U.

Na Figura 3.1 tem-se os graficos das duas fungoes de pertinéncia (3.1) e (3.2).

3.3 Representacao de Conjuntos Fuzzy

As representacoes das fungoes de pertinéncias que definem um conjunto fuzzy facilitam a
visualizacao deste conjunto. Para universos finitos, os conjuntos fuzzy podem ser representados
por tabelas. Tais tabelas listam todos os elementos do universo com seus respetivos graus de
pertinéncia ao conjunto fuzzy. O exemplo a seguir é uma ilustracao deste caso.
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Figura 3.1: Conjunto fuzzy dos ntimeros inteiros “préximos de zero”.

Exemplo 3.2 (Conjunto Fuzzy de Pessoas Jovens). Considere o universo de discurso X re-
presentando as idades das pessoas, e o conjunto fuzzy A representando o conceito de “pessoas
jovens”. As idades pertencentes a esse universo de discurso sao: X = {20, 25,30, 35,40,45,50}.
Para cada valor de x € X, é atribuida um grau de pertinéncia ua(x) que indica o quao jovem
é considerada cada idade conforme na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Conjunto fuzzy “pessoas jovens” com graus de pertinéncia.

Idade x  Grau de Pertinéncia ua(x)

20 1
25 0,9
30 0,7
35 0,5
40 0,3
45 0,1
50 0

No conjunto fuzzy A, uma pessoa de 20 anos tem um grau de pertinéncia de 1.0, indicando
que € considerada totalmente jovem. Por outro lado, uma pessoa de 50 anos tem um grau
de pertinéncia de 0.0, o que significa que, de acordo com este conjunto fuzzy, nmao € mais
considerada jovem. Graus de pertinéncia intermedidrios refletem diferentes niveis de juventude
para idades entre esses extremos.

A representagao grafica é a mais usada na literatura fuzzy por ter interpretagdo mais intui-
tiva. No caso de se fazer em duas dimensoes, o eixo vertical representa o grau de pertinéncia
no intervalo [0, 1] e o eixo horizontal contém a informagao a ser modelada, veja a Figura 3.1.

3.4 Operacoes entre Conjuntos Fuzzy

Sejam A e B subconjuntos cldssicos de U representados pelas funcoes caracteristicas X4 e
X, respetivamente. Os conjuntos

AUB={ze€elU:x € Aoux € B},
ANB={rxelU:x € Aex € B},
A={zxelU:x ¢ A}

tém, respetivamente, as fungoes caracteristicas, Vo € U,
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Xaup(2) = max {Xa(z), Xp(z)},
Xanp(z) = min {X,(z), Xp(2)},
Xye(x) =1 — Xa(x).

Observe que para qualquer x € U,

e 1 € AUB < yaup(r) =1<= xa(z) =1ou xp(z) =1<= {x € Aouz € B}.
e tc ANB <= xanp(r)=1<= xu(z)=1lexp(x)=1<= {r € Aex € B}.

o 1 € A<= xuc(x) =1<= xu(r) =0<= 2z ¢ A

Partindo desta andlise, se A é subconjunto de B entao, xa(z) < xp(z), para todo z € U.

Paralelamente a teoria classica de conjuntos, essas operacoes também existem na teoria de
conjuntos fuzzy e sao definidas através de funcoes de pertinéncia.

Sejam A e B dois conjuntos fuzzy de U, com fungoes de pertinéncia indicada por uy e ug,
respectivamente.

Dizemos que A é subconjunto fuzzy de B e denota-se A C B, se ua(x) < ug(x) para todo
reU.

Lembrando que a fun¢ao de pertinéncia do conjunto vazio () é dada por uy(z) = 0, enquanto
que o conjunto universo U tem funcdo de pertinéncia uy(r) = 1 para todo x € U. Assim,
podendo dizer que ) C A e que A C U para todo A.

Definigao 3.3 (Unido). A uniao entre A e B € o conjunto fuzzy deU cuja fungao de pertinéncia
¢ dada por:
uaup(r) = max {us(z),up(z)}, xel.

Definicao 3.4 (Intersecdo). A intersecdo entre A e B € o conjunto fuzzy de U cuja fungao de
pertinéncia é dada por:

uang(x) = min{us(z),up(z)}, xel.

Definigao 3.5 (Complementar de conjuntos fuzzy). O complementar de conjuntos fuzzy A® de
U cuja funcao de pertinéncia € dada por:

uge(z) =1—uqs(x), ze€lU.

Exemplo 3.3. Seja o conjunto universo definido por U = [0,12] e os conjuntos fuzzy A e B,
definidos pelas funcoes de pertinéncia:

-1 —4
w3 , se 1<xr<4 L , se 4<xr<T
ua(z) = 7;$’ se 4<x<T up(r) = 103—:1:’ se 7<x<10
0, caso contrdrio 0, caso contrdrio

A Figura 3.2 mostra as operagoes dos conjuntos fuzzy A e B.
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Figura 3.2: Operacoes com conjuntos fuzzy.

3.5 Niveis de um Conjunto Fuzzy
Definigao 3.6. Seja A um conjunto fuzzy e a € (0,1]. Define-se como a-nivel de A o conjunto,
[A]*={z €U : ua(z) > a}.

Definicao 3.7. Suporte de um conjunto fuzzy A sdo todos os elementos de U que tém grau de
pertinéncia diferente de zero em A e denota-se por supp(A).

supp(A) ={z €U : pa(x) > 0}.
Assim, o nivel zero de um conjunto fuzzy A é definido da seguinte forma.

Definicao 3.8. O nivel zero de um conjunto fuzzy A do universo U, em que U € um espago
topoldgico, € o fecho topolégico do suporte de A, isto é:

[A]° = supp(A).
Denota-se por F(U) o conjunto de todos os conjuntos fuzzy de U.

Exemplo 3.4. Seja U = R o conjunto dos numeros reais, A um conjunto fuzzy de R com a
sequinte fung¢ao de pertinéncia:

r—1, se 1<x<2
ualz) =< 3—x, se 2<x<3
0, se x¢1,3)
Como, [A]* ={x €U : pa(z) > a}, entao:
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o Paral <z <2tem-se:x—1>aisto é: x> a+1.

o Para2 <x<3tem-se3 —x >« isto é: 3—a > x.

Assim,
a—1<z<3—-—a pwa 0<a<l.
Seque que,
[A]" =[a+1,3—q],
supp(A) = (1,3),
(4] = 5upp(A) = [1,3].
Portanto, para o a—nivel=0,5 tem-se: [A]”® = [1,5 , 2,5] (veja a Figura 3.3).

uA

Figura 3.3: Conjunto fuzzy com o a—nivel=0,5.

3.6 Numeros Fuzzy

Definicao 3.9. Um conjunto fuzzy N € chamado niumero fuzzy quando o conjunto universo,
em que N estd definido, € o conjunto dos numeros reais R e a func¢do de pertinéncia

uy : R — [0, 1]
¢ tal que:
1. un(z) =1 para pelo menos um valor x do supp(N),
2. [N]* € um intervalo fechado, Vo € (0, 1],

3. O suporte de N € limitado.

Observando que, com a Definicao 3.9, todo ntimero real r» é um caso particular de niimero
fuzzy cuja fungao de pertinéncia é sua fungao caracteristica:

u(a:)— 1 se xz=r
0 se w A
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Definicao 3.10. Um numero fuzzy A € dito triangular se sua func¢ao de pertinéncia € da forma:

r—a
, se a<zx<b
b—a
_Jc—x
ua(z) = , se b<x<c)
c—b
0, caso contrdrio

em que a,b,c € R. O grifico da funcdo de pertinéncia de um nimero fuzzy triangular forma
um triangulo com o eizo xz, tendo como base o intervalo [a,c| e, como unico vértice fora do eixo
x, o ponto (b,1). Um conjunto fuzzy triangular pode ser denotado pela terna ordenada (a,b,c).
Na Figura 3.4 € apresentado um niumero fuzzy triangular.

Note que um ntmero fuzzy triangular nao precisa ser simétrico. Os a niveis desses niimeros
fuzzy tém a forma simplificada

[A]* =[(b—a)a+a,(b—c)a+].

0.81

0.61

UA

0.4r

02r

o= = m e = = —— = — =

Figura 3.4: Numero fuzzy triangular.

Definicao 3.11. Um numero fuzzy A € dito trapezoidal se sua funcao de pertinéncia é da
forma:

(x —a
, se a<x<b

b—a
1, se b<z<e¢
ua(z) =9 4_ 4 :
, se c<x<d

d—c
\0’ caso contrdrio

Na Figura 3.5 é apresentado um nimero fuzzy trapezoidal.

Definicao 3.12. Um numero fuzzy A é dito gaussiano se sua fun¢ao de pertinéncia é da forma:

ua(z) =

)

_(170)2
e 22, se c—0<z<c+90
0, caso contrdrio

em que ¢,0 € R sao o centro e a largura da funcgao, respectivamente. Na Figura 3.6 € apresen-
tado um numero fuzzy gaussiano.
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Figura 3.5: Numero fuzzy trapezoidal.
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Figura 3.6: Numero fuzzy gaussiano.

3.7 Principio de Extensao de Zadeh

Essencialmente, o Principio da Extensao de Zadeh é utilizado para obter a imagem de con-

junto fuzzy através de uma funcao classica. Essa teoria foi extraida de (JAFELICE; BARROS;
BASSANEZI, 2023).

Definicao 3.13. Sejam f uwma fungdo tal que f:U — Z e A um conjunto fuzzy de U. A

extensao de Zadeh de f é a funcao f que, aplicada a A, fornece o subconjunto fuzzy f(A) de
Z, cuja funcdao de pertinéncia € dada por

sup ua(z), se fH(z) #0
ujn (@) = 7

em que f~'(2) = {z[f(z) = z}.
Na Figura 3.7, é ilustrado o processo grafico para obter f (A).

Observagao 3.1. Se A é um conjunto fuzy de U, com fungao de pertinéncia ua e se f € injetora,
entao a funcdao de pertinéncia de f(A) é dada por

uf(A)(z): sup  ua(z) = sup ua(x) =ualf(2)).
{z:f(z)==} {zef~1(2)}

Teorema 3.1. Sejam f : U <— Z uma fun¢ao continua e A um conjunto fuzzy de U, com
a-niveis compactos e nao vazios. Entao, para todo a € [0, 1] tem-se:

F]” = raar). (3:3)
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A

Figura 3.7: Principio de Extensao de Zadeh.

Este resultado indica que os a-niveis do conjunto fuzzy, obtidos pela Principio de Extensao
de Zadeh, coincidem com as imagens dos a-niveis do conjunto fuzzy.

Exemplo 3.5. Considere o conjunto fuzzy A de nimeros reais cuja funcdao de pertinéncia é
dada por:
uy(x) =22 —2* para x €[0,2].
Os a-niveis de A sdo
[A]* = {2z € [0,2],ua(z) > a}.

Logo, 2z — 2> > a <=1 -2r—a<0<= (z— (1+V1-a))(z— (1 - V1—-0a)) <0.

Como z € [0,2] tem-se x € [1—+v/1—a,1+/1—a] = [A]" que sio compactos e ndo
Va2108.

A fungdo f dada por f(x) = 23 para x > 0, € polinomial entao f € continua. Assim, pelo
Teorema 3.1, tem-se

FIAR) = [ = VI=a), F1+ VI=a)] = [(1 = VT =a)’,(1+ VI—a)'] = | f(4)]

«

Calculando [f(A)]a para « =0, « =1 e para o = 0,5 obtém-se:

10

o [f(1)] =108

11

. :f(A)_ ~1.
roa 710.5
o [F(A)] =10,025, 4,97].

A Figura 5.8 ilustra o Principio de Extensao de Zadeh para f(z), que é dado pelo conjunto
fuzzy f(A).
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Figura 3.8: Principio de Extensao de Zadeh para f(z).

O Principio de Extensao de Zadeh pode ser facilmente generalizado para fungoes de vérias
variaveis.

Definicao 3.14. Sejam U = Uy XUy X ... XU, e Z conjuntos universos. Considere 0s conjuntos
fuzzy A; em U;, 1 = 1,..,n, e uma funcao f : U — Z. Os conjunto fuzzy Ai, As, ..., A, sdo
entdo transformados pela f em f(Ay, Ag, ..., Ay) em Z, cuja fungdo de pertinéncia é dada por

sup [min(ua, (21), v, (22), ..., ua, (1,))], se f1(z)#0
u(z) = { @e2an)ef ()

em que u(z) = uf(Al,Az,...,An)(Z) e f7H2) = {(z1, 29, ..., )| f(x1, 02y ooy ) = 2}

Na proxima secao, sao apresentadas as operagoes aritméticas com nimeros fuzzy, utilizando
o Principio da Extensao de Zadeh.

3.7.1 Operacoes Aritméticas com Numeros Fuzzy

Definigao 3.15. Sejam A, B C U dois numeros fuzzy. A soma entre A e B € o numero fuzzy
A+ B, cuja funcdo de pertinéncia €

uarp(z) = sup min(ua(z),up(y)),
(z,y)€0(2)

em que ¢(2) = {(z,y)|lr +y = z}.

Para representar a soma entre dois nimeros fuzzy A e B, pode-se utilizar o sistema tridi-
mensional. Neste sistema é determinado o grau de pertinéncia de um ponto zy localizado no
eixo z. Através de zy é definido a reta x +y = 29, em que z e y € U, com U representado o
conjunto dos nimeros reais (U = R). Neste contexto, m; denota o plano definido por z = z+y,
e Ty representa o plano z = 2y, e r é a intersegao entre m; e my conforme ilustrado na Figura 3.9.
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i
l“LA-v-B :

sup{min(pa(x), pp(y));z+y = 20}

Figura 3.9: Representagao tridimensional da f(x,y) = x4y utilizando o Principio de Extensao
de Zadeh (PRUDENTE, 2024).

Note que os graus de pertinéncia de A e B estao sendo representados ao longo da parte
negativa do eixo z, enquanto o grau de pertinéncia de A + B estd sendo representado na parte
negativa do eixo y. E importante ressaltar que os graus de pertinéncia variam de 0 a 1, ou seja,
estao dentro do intervalo [0, 1] e nao sao valores negativos.

Definigao 3.16. Sejam A, B C U dois nimeros fuzzy. A diferenca entre os numeros fuzzy A
e B € o numero fuzzy A — B, cuja funcao de pertinéncia é
ua-p(z) = sup min(ua(z),up(y)),
(z,y)€d(2)
em que ¢(z) = {(z,y) | z —y = z}.

De forma analoga para o caso da diferenga, considere o espago cartesiano no qual é deter-
minado o grau de pertinéncia de um ponto zy localizado no eixo z. Através de zy é definido a
retax —y =2y, emquexz ey € U, com U =R, m denota o plano definido por z = = — y, m
representa o plano z = zy e r é a intersecao entre m; e 7y, conforme ilustrado na Figura 3.10.

sup {min(p (x), 1 () (xy) € v}

Hy He

Figura 3.10: Representacao tridimensional da f(x,y) = x—y utilizando o Principio de Extensao
de Zadeh (PRUDENTE, 2024).

Definicao 3.17. Sejam A, B C U dois numeros fuzzy. O produto entre os numeros fuzzy A e
B € o numero fuzzy A.B, cuja funcdo de pertinéncia €

usp(z) = sup min(ua(z),us(y)),
(z,y)€h(2)
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em que ¢(z) = {(z,y) | zy = 2} .

De forma similar, o produto entre dois nimeros fuzzy A e B, pode ser representado uti-
lizando o sistema tridimensional. Neste sistema é determinado o grau de pertinéncia de um
ponto zy localizado no eixo z. Através de zg é definido a reta x.y = zg, em que x e y € U,
com U representado o conjunto dos nimeros reais (U = R). Neste contexto, m; denota o plano
definido por z = x.y, e my representa o plano z = zy, e r é a intersegao entre m; e 7y conforme
ilustrado na Figura 3.11.

AeB

HAB | e

My

sup :min(;vl_*(x), Hey): (xy) € v}

Figura 3.11: Representacao tridimensional da f(x,y) = x.y utilizando o Principio de Extensao
de Zadeh (PRUDENTE, 2024).

Definicao 3.18. Sejam A, B C U dois numeros fuzzy. A divisao entre os numeros fuzzy A e
B € o numero fuzzy A/B, cuja fungao de pertinéncia é

ua/p(2) = sup min(us(z), up(y)),
(z.y)€d(2)

em que ¢(2) = {(z,y) | z/y = 2}.

A divisao entre dois numeros fuzzy A e B, pode ser representado utilizando o sistema
tridimensional. Neste sistema ¢ determinado o grau de pertinéncia de um ponto z, localizado
no eixo z. Através de zy ¢ definido a reta x/y = zp, em que x e y € U, com U representado o
conjunto dos nimeros reais (U = R). Neste contexto, m; denota o plano definido por z = z/y, e
o representa o plano z = zg, e r é a intersecao entre m; e my conforme ilustrado na Figura 3.12.

Definigcao 3.19. Seja A C U um niumero fuzzy e A € R. A multiplicagcao de um escalar X e o
numero fuzzy A € o numero fuzzy NA cuja funcdo de pertinéncia é

(2) = us(A12), se A#0
s = Xy (2), se A=0

em que Xyoy € a funcgao caracteristica de {0}.

Para representar a multiplicacao por escalar entre um nimero fuzzy A e um numero real A,
pode-se utilizar o sistema bidimensional, ilustrado na Figura 3.13.

Note que as defini¢oes das operacoes aritméticas com nimeros fuzzy sao as Extensoes de
Zadeh para funcoes de soma, subtragao, multiplicagao, divisao, multiplicacao por escalar de
nimeros fuzzy.
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sup{min(p,(x), u(y)); (x, y) € rj

Figura 3.12: Representacao tridimensional da f(z,y) = z/y utilizando o Principio de Extensao
de Zadeh (PRUDENTE, 2024).

I A

UAN

A

8y

usy A

Figura 3.13: Extensao de Zadeh para f(z) = Az.

Proposicao 3.1. Sejam U um conjunto universo, A e B numeros fuzzy com a-niveis dados,
respetivamente, por [A]” = [a$,ay] e [B]* = [b,05], com a$,a$,b8 e by € U. Entdo, valem as
sequintes propriedades:

1. A soma entre A e B ¢ o numero fuzzy A+ B cujos a-niveis sao
[A+ B]* =[A]" + [B]” = [af + b7, a3 + b5].
2. A diferenca entre A e B € o numero fuzzy A — B cujos a-niveis $ao
[A— B|* = [A]" = [B]" = [af — b5, a5 — bY].
3. A multiplicagao entre A e B € o numero fuzzy A - B cujos a-niveis sao
[A- B]* = [A]" - [B]" = [af, a3] - [}, b3] = [min P, max P],
em que P = {a{ - by, a$ - b3, as - b$,ag - b5} .

4. A divisao entre A por B, se 0 ¢ supp(B), € o nimero fuzzy A/B cujos a-niveis sao




5. A multiplicacdo de A por A € o numero fuzzy AA cujos a-niveis sao
Aaf, hag], A>0

[)\A]a:)\[A]a: [ a; CL2] se -
[Aag, Aaf], se A<0

Exemplo 3.6. Considere os numeros fuzzy A e B, cujas funcoes de pertinéncia sdo trian-
gulares, com parametros (0;2;4) e (3;4;5), respectivamente, como ilustrado na Figura 3.6.
Utilizando a Definicao 3.15 e um programa computacional desenvolvido no software MATLAB,
determinou-se o numero fuzzy A+ B. O grdfico correspondente a essa operacao, apresentado
na Figura 3.14, também foi gerado pelo mesmo programa (PRUDENTE, 2024).

Assim, para z € U tem-se todos os pares x,y € U que satisfazem x +y = 8,1 com um

espacamento de 0,01 em cada dominio de us e upg, alguns destes valores sao apresentados na
Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Soma de elementos que satisfazem z + y = §, 1.

r+y=28,1
Ty (@) uply) min(ua(@), us(y))
3,5 4,6 0,25 0,4 0,2
2 6,1 1 0 0
4,1 4 0 1 0
31 5 045 0 0
3,7 4,4 0,15 0,6 0,15

34 47 03 03 0,3

Com base no espagcamento definido, o vetor criado possui 401 elementos e o maior valor de
pertinéncia entre elementos € exatamente 0,3, ou seja, uayp(8,1) = 0,3, isto €,

uarp(8,1) =sup{minua(z),up(y);x +y=238,1} =0, 3.

Esse processo € repetido para todos os valores de z € U.

A+ B
~ 0.6
Q
+
<
S
0.3_ ........................................................................ A

Figura 3.14: Numeros fuzzy A e B e soma dos numeros fuzzy A + B.
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Anélogo sao as operacoes de diferenca, produto, divisao e multiplicacao por um escalar
mediante a definicdo de cada um deles.

Exemplo 3.7. Aplicando a Proposicio 3.1 para os numeros fuzzy A e B do Ezemplo 3.6
anterior, deve-se primeiro encontrar os a-niveis de ambos os numeros fuzzy, ou seja;

[A]*=[(2-0)a+0,(2—4)a+4] = [2a,4 — 20/,
[B]*=1[(4—-3)a+3,(4—-5)a+5]=[a+3,5—al.
Assim, os resultados para cada uma das operagoes aritméticas entre numeros fuzzy sao:
1. [A+ B]* = [A]*+ [B]* = 20,4 — 2a] + [a + 3,5 — a] = [3a + 3,9 — 3a];
2. [A—=B]* =[A]* — [B]* = 2a,4 —2a] — [a + 3,5 —a] = [3a — 5,1 — 3a];
3. [A.B]" = [A]“.[B]* = [2a,4 — 2a].[a + 3,5 — a] = [min P, max P], em que
P ={(2a)(a+3),2a)(5 — ), (a+3)(4 — 2a),(4 —2a)(5 — a)};
Entao, min P = 2a(a + 3) e max P = (4 — 2a)(5 — ). Assim,
[A.B]" = [(2a)(a + 3), (4 — 2a) (5 — a)];

Al” 1 1 20 4 — 2«
4 {E} = [20,4 = 2a] [5—a’a+3}:[5—a’a+3};
5. [—2A]" = —2[A]” = [4a — 8, —4a].

A seguir é apresentado o conceito de defuzzificacao, que é aplicado no modelo populacional
com parametro fuzzy triangular para os dados do Brasil em cada instante.

3.8 Defuzzificacao

Na teoria dos conjuntos fuzzy pode-se dizer que a defuzzificacao é um processo de se re-
presentar um conjunto fuzzy por um numero real. Em sistemas fuzzy, em geral, a saida é um
conjunto fuzzy. Assim, tem-se que escolher um método para defuzzificar a saida e obter um
nimero real que a represente. O método mais comum de defuzzificacao é o Centro de gravidade
que esta definido a seguir.

e Centro de gravidade

Este método de defuzzificagao é semelhante a média ponderada para distribuicao de dados,
com a diferenca que os pesos sao os valores uc(z;) que indicam o grau de compatibilidade
do valor z; com o conceito modelado pelo conjunto fuzzy C.

Para um dominio discreto tem-se
n
> ziue(#:)
G(C) = F—.
> uc(zi)
i=0
Para um dominio continuo tem-se

[ zuc(z)dz

Y= Tucw
R

em que R é a regiao de integracao.

No préximo capitulo, um conjunto fuzzy triangular é usado para representar a incerteza do
retardo no Modelo de Montroll.
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Capitulo 4

Equacao Diferencial com Retardo
Fuzzy

“A incorporacdo da incerteza em equacoes diferenciais com
retardo € crucial para modelar sistemas reais, onde os parametros
exatos nem sempre sao conhecidos.”

Chen G. and Ralescu D. A.(Fuzzy differential equations and
applications. Fuzzy Sets and Systems, 2004).

4.1 Introducao

No Capitulo 2, foi estudado as equagoes diferenciais com retardo, uma classe de modelos
que reflete de forma mais realista o comportamento de sistemas dinamicos do que as equagoes
sem retardo. Em particular, é analisado o modelo de Montroll com retardo, uma formulagao
amplamente reconhecida por sua aplicabilidade em diversas areas. Contudo, em muitos casos,
o retardo é um parametro incerto. Mittler et al. (1998) assume que tal incerteza pode ser
modelada por uma distribuicao de probabilidade, mas essa abordagem tradicional muitas vezes
limita a flexibilidade e interpretacao em contextos complexos.

No entanto, nas ultimas décadas, a teoria dos conjuntos fuzzy tem contribuido significati-
vamente na modelagem matematica de fenomenos incertos. Devido ao seu grande potencial de
aplicagao e carater de interdisciplinaridade, tal teoria pode facilitar o trabalho do modelador ou
de um especialista da area e possivelmente acrescentar “novas” informacgoes relevantes, facili-
tando a andlise e compreensao de algumas situagoes reais (JAFELICE; BARROS; BASSANEZI,
2010).

Assim, neste capitulo, o Modelo de Montroll com retardo é estudado sob a perspectiva
das incertezas serem representadas por um numero fuzzy, integrando o Principio de Extensao
de Zadeh para analisar a estabilidade assintotica do modelo em casos com autovalores reais e
complexos.

Por fim, o método de defuzzificagao por centro de gravidade é aplicado, permitindo a con-
versao em valores reais em cada instante t. Esse procedimento é ilustrado com dados da po-
pulagao brasileira, destacando as implicagoes praticas do uso de retardos fuzzy e evidenciando
o impacto da incerteza nos resultados dinamicos do modelo.
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4.2 Modelo de Montroll com Retardo Fuzzy

Seja o Modelo de Montroll com retardo

P Pt —1)\"

—=rP{l1—(——= 4.1

i - (5 | @
em que 7 € [T]° = supp(T) sendo T um ntimero fuzzy triangular.

A partir da solu¢ao numérica da equacao diferencial com retardo (4.1), considera-se o retardo
7 como um parametro fuzzy triangular, ilustrado na Figura 4.1.

1)\
0.8}
0.61
&~
3
04r
0.2}
0 : >
0.6 0.8 1 1.2 1.4
Retardo (1)
Figura 4.1: Parametro fuzzy T.
A fungao de pertinéncia de T'= (0,8 , 1, 1,2) é dada por:
-0,8
TO,Q’ , se 0,8<7<1
ur(r) = L2=T oy (4.2)
0,2
0, caso contrario

com suporte do nimero fuzzy 7 variando entre 0,8 e 1,2, isto é, supp(T) = (0,8 , 1,2).

O estudo de estabilidade assintética para o Modelo de Montroll com retardo fuzzy é analogo
ao modelo de Montroll com retardo, ou seja, lineariza-se a equacao com retardo no ponto de
equilibrio P = P, para analisar os autovalores reais e complexos da equacgao caracteristica
resultante desse processo. Portanto, a diferenca agora é que, ao introduzir o parametro fuzzy
triangular T, as raizes negativas e complexas para cada 7 € supp(T') geram um conjunto de
curvas para cada uma delas que é visto na préxima secao.

4.3 Estudo da Estabilidade Assintotica do Modelo de
Montroll com Retardo Fuzzy

4.3.1 Autovalores Reais

Para os autovalores reais quando o retardo é fuzzy, o comportamento das raizes da equagao (2.40)
é similar ao retardo real. Porém, a curva y = —rae " é fuzzy com supp(T) = [0,8,1,2]. Nas
proximas figuras observa-se que quando o retardo é um parametro fuzzy tem-se uma faixa com
curvas, em que cada uma delas tem um grau de pertinéncia entre 0 e 1.
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e Na Figura 4.2 as curvas interceptam a reta em um ponto que sao as raizes da equacao
a + rae . Assim, tem-se um intervalo com raizes em que cada raiz tem seu grau de
pertinéncia obtido através do Principio de Extensao de Zadeh.

1 -
Figura 4.2: Quando r = ——, a equagcao (2.40) apresenta uma raiz dupla negativa para supp(T).
et

e Na Figura 4.3 cada curva intercepta a reta em dois pontos, que sao as raizes da equagao
a + rae . Assim, tem-se um intervalo com raizes onde cada raiz tem seu grau de
pertinéncia obtido através do Principio de Extensao de Zadeh.

1 -
Figura 4.3: Quando r < —— a equacao (2.40) apresenta duas raizes negativas para supp(T).
ear

e Na Figura 4.4 a faixa de curvas esta localizada abaixo da reta, desta forma, a equagao
a + rae” ", nao tem raizes reais negativas.
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Figura 4.4: Quando r > ——, a equagao (2.40) nao apresenta raiz negativas para supp(T).
et

4.3.2 Autovalores Complexos

No estudo da estabilidade assintdtica quando o retardo é um parametro fuzzy, observa-se
: iy
0 seguinte para os autovalores complexos, tem-se que para a < 0, deve ter 0 < b1 < 5 e

com supp(t) = [0,8 , 1,2]. A Figura 4.5 apresenta o grafico do

determinando a =
tan(br)

neste caso 7 = 1,2. Quando o retardo é fuzzy
2- Tmax

obtém-se uma regiao de estabilidade e cada intervalo de convergéncia apresenta seus respectivos
graus de pertinéncia.

parametro fuzzy br, em que b € (O,

Figura 4.5: Parametro fuzzy b7.

Na proxima secao tem-se o estudo do modelo de Montroll com retardo fuzzy para os dados
da populagao brasileira.
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4.4 Modelo de Montroll com Retardo Fuzzy para os da-
dos da Populacao Brasileira

A partir da solu¢do numérica da equacao diferencial com retardo (4.1) para os dados da

populagao brasileira, considere o retardo 7 como um nimero fuzzy triangular, ilustrado na
Figura 4.6.

A
1 bassssansnnnns
0.8
0.6
~
3
0.4r
0.2r
0 : ' S
0 1 3 4 5 6 7
Retardo (1)

Figura 4.6: Parametro fuzzy T

Através de um processo empirico para os dados da Tabela 1.2 ficarem contidos no su-
porte da faixa das solugoes da equacdo (4.1), determinou-se a fungao de pertinéncia de T' =
(0,032, 1, 6,4), dada por:

7 —0,032
_ 0,032<7<1
0,968 > =7
ur(7) = 6’§;T, se 1<7<6,4 : (4.3)
0, caso contrario

O suporte do nimero fuzzy T varia entre 0,032 e 6,4, isto é, supp(T) = (0,032 , 6,4).

4.4.1 Estudo da Estabilidade do Ponto Equilibrio

1
Para cada valor do retardo 7 dentro do fecho do suporte se cumpre que r < —, ou seja,
eTa

_ 1
para T € supp(T) =[0,032 , 6,4] com r = 4,05 e a = 0,01, logo, r < 5,748 < — < 1135,43,
et

1 -
entdo r < — para cada 7 € supp(T).
eTa

Assim, considerando diferentes valores de 7 € supp(T') na Tabela 4.1 com seu respectivo
grau de pertinéncia.

Tem-se um conjunto de graficos nas Figuras 4.7(a), 4.7(b), 4.7(c), 4.7(d) e 4.7(e) para
cada 7, respectivamente. Portanto, cada 7 tem duas raizes negativas.
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Tabela 4.1: Valores de 7 com seu grau de pertinéncia ur (7).

T up(T)
0,032 0
0,32 0,2975
1 1
9.2 0,5926
6,4 0
0 0
-100 sl
200}
—y=a 10}
300 S >
———
400} B S
500 | -20
-600 : : : - : 25 : : :
300 -250 200 -150 -100 -50 0 20 -15 -10 5
a a
(a) 7 = 0,032. (b) T = 0, 32.
0
-0.5
> -1
———
—y = —rae”
-1.5f
5 3 2 -1 0 12 -1 08 06 -04 02
a a
(c)T=1 d) T =3,2.
0
-0.1
-0.2
=-03
E———
0.4 Y= —roe
-0.5
-0.6 : :
0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0
a
(e) T=6,4.

Figura 4.7: Anélise gréafica das raizes.
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4.4.2 Fuzzificagao da Solucao do Modelo de Montroll

Nesta subsecao, é apresentada a fuzzificacao da solucao do Modelo de Montroll através
do Principio de Extensao de Zadeh em cada instante ¢, resultando uma familia de solugoes
numéricas para a equagao (4.1), com os seus respectivos graus de pertinéncia.

Na Figura 4.8(a) é apresentada a solugdo numérica da equagdo (4.1) quando 7 é um
parametro fuzzy triangular com suporte no intervalo 0,032 < 7 < 6,4 para os dados da
populagao brasileira, mostrando que o grau de pertinéncia aproxima-se de 1 (cor amarela).
Assim, para os valores de 7 € supp(T) tem-se a faixa da curvas da soluc¢ao projetada no plano
2Oy com os dados da populacao brasileira na Figura 4.8(b), em particular, para os valores de
7 da Tabela 4.1 tem-se as curvas apresentadas na Figura 4.9.

x10°
8 1 zg 2
g E
© =
£ g
5 =
205 <18
3 g
w O
= =
« _—
— (=] 1.6 .
© 0 5000 1991 @
1.6 18 5 2010 : . | .
% 10% X X 2022 empo (f) 1991 2000 2010 2022
Solugdes da equagdo Tempo (t)
(a) Extensao de Zadeh com os dados da (b) Extensao de Zadeh projetada no plano zQOy.

populacao brasileira.

Figura 4.8: Fuzzificagao da solugao do Modelo de Montroll através Principio de Extensao de
Zadeh em cada instante t.

x10® | |
_c% 2
‘é *
g 7 = 0.032
S 18r 7 —0.32
3 =1
.5 T=3.2
SlL6r T =64 1
* Dados reais

1 1 1

1991 2000 2010 2022
Tempo (t)

Figura 4.9: Solucao do Modelo de Montroll para cada 7 apresentado na Tabela 4.1.

4.4.3 Defuzzificagcao da Solugcao do Modelo de Montroll

Nesta subsecao, é explanada a defuzzificagao da solugao do Modelo de Montroll com parame-
tro fuzzy triangular em cada instante t. O método do centro de gravidade é empregado para
a defuzzificacao em cada instante t. Nesse contexto, dentre as trajetérias que compoem a
familia de solugoes de (4.1), seleciona-se o valor numérico da populagdo P(t) em cada instante
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t, considerando os dados da populacao brasileira. Seja W; o conjunto fuzzy que descreve todas
as possiveis trajetérias P(t) da populagao, calculadas a partir dos dados e parametros fuzzy no
modelo, com fun¢ao de pertinéncia uyy,, definida da seguinte forma:

Pouw, (P)dP,

J
P(t) — supp(W+) ‘
( ) th (Pt)dpt

(4.4)

fsupp(Wt)

A Figura 4.10(a) apresenta o grafico da defuzzificagdo obtido através do método fuzzy da

Extensao de Zadeh e solugao do modelo de Montroll sem retardo, em particular para os quatro
dados da populagao brasileira tém-se a Figura 4.10(b).

x10° ' . x10°
2r [}
N
F *
= 1.9 & .
Q + Q L
g1 g 18
ESRL E s
£ Defuzzificagio com retardo £ 1.6 *  Dados reais
Lé6r Solugdo sem retardo o Defuzzificagio
* Dados reias
15L . , , 14 . ‘ .
1991 2000 2010 2022 1991 2000 2010 2022
Tempo (t) Tempo (t)
(a) Defuzzificacdo do modelo de Montroll (b) Pontos de defuzzificagdo nos anos corres-
com retardo. pondentes aos dados coletados com retardo

para cada T € supp(T).

Figura 4.10: Defuzzificagao da solugao do Modelo de Montroll com retardo, sendo um niimero
fuzzy triangular.

Portanto, tem-se a média aritmética do erros relativos dos dados da populacao brasileira
e com os dados da solugao do modelo de Montroll sem retardo igual a 0,0099 e
e com os dados da solugao defuzzificada com retardo igual a 0,0061.

Assim, o processo de defuzzificagao do método fuzzy em cada instante estd mais proxima
dos dados da populagao brasileira.

4.5 Conclusoes

As seguintes conclusoes podem ser destacadas deste capitulo:

e Quando o retardo é considerado fuzzy, obtém-se uma regiao de estabilidade caracterizada
por intervalos de convergéncia, cada um associado a seus respectivos graus de pertinéncia.

e O modelo de Montroll com retardo fuzzy apresenta trajetérias dinamicas que possuem
graus de pertinéncia, além de intervalos de convergéncia com diferentes niveis de confianca,
evidenciando a flexibilidade do modelo na representacao de incertezas.

e A defuzzificacao resultado do método fuzzy aplicado aos dados da populacao brasileira
resultou em uma aproximagao mais precisa quando comparada ao modelo de Montroll
com retardo sem o uso de nimeros fuzzy.

e A abordagem fuzzy permitiu representar a incerteza inerente aos dados de forma mais
realista, ampliando o potencial de andlise do modelo em cenérios onde o retardo nao é
fixo, mas variavel dentro de um intervalo de suporte.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Neste trabalho é apresentado o estudo da estabilidade do Modelo de Montroll com retardo
fuzzy, considerando que existem incertezas em um periodo de retardo em torno de um ano. Estas
incertezas podem ocorrer devido ao crescimento e a mortalidade da populagao, como também na
coleta de dados populacionais. A principal diferenca entre o modelo deterministico e o modelo
fuzzy esta no tratamento da incerteza e no momento da defuzzificacao. No modelo fuzzy, a
equagao apresenta parametros imprecisos e permite que a defuzzificagao ocorra ao longo do
tempo, adaptando-se as condigoes da equacao diferencial. O que inclui, também, a flexibilidade
em relacao a retardos ou incertezas temporais. Por outro lado, no modelo deterministico,
a defuzzificacao é realizada logo no inicio da modelagem matematica, com comportamentos e
relagoes entre os parametros definidos de forma precisa. Dados coletados da populacao brasileira
de 1991 a 2022 sao adaptados ao Modelo de Montroll mediante a um ajuste de curva, utilizando
o método dos minimos quadrados, determinando-se a taxa de crescimento da populagao (r), o
parametro indicador da posi¢ao do ponto de inflexao da curva («) e a populagao méxima (Ps).
Desta forma, ¢ iniciada a analise dos dados, incorporando-se o retardo.

A aproximagao da solu¢do numérica é obtida utilizando o Método dos Passos juntamente
com o Método de Runge-Kutta de quarta ordem, implementados por meio de um programa
computacional, detalhado em um algoritmo, que é uma contribuicao inovadora desenvolvida
neste trabalho.

Os trés casos estudados quanto a estabilidade do ponto de equilibrio (P = P.,) no Modelo
de Montroll para parametros quaisquer sao:

e Primeiro Caso: Sem retardo.
Neste caso, a solugao da equacgao linearizada do modelo quando ¢ — oo, tem-se que
P — P, assim, o ponto de equilibrio é assintoticamente estavel.

e Segundo Caso: Com retardo.
Nesta abordagem, o Modelo de Montroll com retardo linearizado tem a equacao carac-

. 1
teristica (2.39) que dependendo do valor de r em relagdo a —— que admite uma raiz real
et
negativa, duas raizes reais negativas ou complexas com parte real negativa, ou ainda nao

admite raizes. Desta forma, quando admite alguma raiz, o P, é assintoticamente estavel.

e Terceiro Caso: Com retardo fuzzy.
Nesta analise, o estudo ¢ andlogo ao modelo com retardo deterministico, porém, obtém-
se uma regiao de estabilidade caracterizada por intervalos de convergéncia, cada um
associado a seus respectivos graus de pertinéncia. Quando o modelo admite raizes reais,
estas sao negativas ou complexas com parte real negativa, logo, o P,, ¢ assintoticamente
estavel.
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Nos trés casos estudados quanto a estabilidade, o ponto de equilibrio para a aplicacao aos
dados da populacao brasileira é assintoticamente estavel, pois a equacao caracteristica possui
duas raizes reais negativas. Além disso, a solucao do Modelo de Montroll fuzzificada através
do retardo fuzzy utilizando o Principio da Extensao de Zadeh foi defuzzificada pelo método do
centro de gravidade. O calculo da média aritmética dos erros relativos entre essa solugao e os
dados da populacao brasileira é 0,0061 e a mesma métrica aplicada ao modelo sem retardo com
os dados ¢ 0,0099, mostrando a superioridade do método empregado.

Como trabalhos futuros pretende-se inserir informagoes dadas por especialistas da area de
estatistica demogréafica e de outras, para modelar matematicamente o retardo e analisar os
resultados da evolugao da populacao do Brasil e de outros paises. Outra metodologia a ser ana-
lisada é ampliar a incerteza do retardo fuzzy, utilizando conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar para
este parametro, pois acredita-se que a solucao defuzzificada pode trazer resultados promissores.
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Apeéendice A

Métodos de Runge-Kutta

Seja o PVI

y(20) = Yo
As informagoes do Método de Euler sdo baseadas em (VALLE, 2012).

A.1 Método de Euler

Considere y = y(z) a “solugao exata” do PVI (A.1). Note que y/(x¢) = f(xo, o), logo a
equagao da reta tangente a y no ponto (xg,yo) é

Y —yo =y (2o)(x — x0)

e é denotado por L(z) = yo+ f (20, y0) (z — ). Esta é uma primeira aproximacao de y quando z
estd préoximo de . Pode-se considerar L(x) como solugao aproximada de y sobre um intervalo
da forma [xg — &, 29 + €]. O objetivo do método de Euler é estender esta solu¢ao aproximada a
um intervalo maior.

Para isto, fixe um incremento h > 0, assim, denota-se:

x1 =z + h, logo, y1 = L(x1) = y(z1),
isto é
y1 = L(z1) = yo + [ (20, Y0) (21 — 20) = yo + [ (20, yo)(xo + h — z0) = yo + I f (20, yo)-
De forma andloga pode-se obter yo em funcao de y; sendo que de forma geral obtém-se

Y1 = Yk + hf(xp,yp) bk € 24

em que Yy ¢ a aproximacao da solugdo em um ponto ., f(xg,yx) representa a inclinagao da
solucdo em (xg,yx), € h é o tamanho do passo, que determina a distancia entre os pontos de
avaliacao. Essa representacao leva a generalizacao para a Série de Taylor, que amplia a ideia
de aproximar fungoes por polinomios em torno de um ponto especifico, conceitos baseados em
(RUGGIERO; LOPES, 1988).

A.2 Método da Série de Taylor

Seja o PVI (A.1) aplicando a Série de Taylor para y(z) no ponto (xy)
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_ / (x — ) (n) (x — zp)" (n+1) (x = ay)" )
y(a@) = ylze) +y'(@n) = + -+ y e ——— +y (5)—(n Y (A.2)
Logo, para o ponto = xj41 na equagao (A.2) e rpr1 — 2 = h
B p (Try1 — ) (n) (Trr1 — ox)" (n+1) (wh1 — ag) ™Y
() = y(a) + o/ @)= oy (o) = O
Assim,
h h" h{n+)
_ ! i (n) - (n+1)
y(@re) = ylee) + (o) 7y + o+ 9™ (@) 5 + 4 CFSik (A.3)

Como y'(zx) = f(xk, yx) pode-se relacionar as derivadas de ordem superior com as derivadas
da fungao f(x,y).
Como exemplo considere

d
y" (vr) = @f(fﬁk,yk) =y () = fo + foy =Y (x1) = fo + 1 f-

"

Analogo para y” tem-se

Y (xr) = fy(fo + Fuf )+ [P Loy + 2F foy + foa-

Desta forma, pode-se obter uma aproximagao para o calculo do PVI (A.1) substituindo as
relacoes anteriores na Série de Taylor.

Definicao A.1. Diz-se que um método para a solu¢ao de PVI é de ordem n se este coincide
com a Série de Taylor até o n-ésimo termo. O erro local cometido por esta aproximagao serd
da forma

yn—i-l (f)hn-i-l

CES € € [zp, Th] -

Eloc(xk+1) =

Como exemplo tem-se que o Método de Euler, ¢ um método de 1* ordem pois este coincide
com a Série de Taylor até o primeiro termo, logo o erro local é dado por

y'(©h*
2! ’

Eloe(xp41) = € € [Tp, Tpya] -

Em geral, pode-se determinar a ordem de um método pela férmula do erro. Quanto menor for
o valor de h menor serd o erro local e quanto maior seja a ordem do método melhor seréd a
aproximacao.

A.3 Métodos de Runge-Kutta

Com isso, pelos antecedentes tém os métodos de Runge-Kutta sao métodos de passo simples,
ou seja, yr41 € determinado usando apenas de xy e y, (RUGGIERO; LOPES, 1988).

Um método de Runge-Kutta de ordem n nao requer o calculo de qualquer derivada de f,
mas depende de outra funcao ¢ que é definida avaliando f em diferentes pontos.

O método de Runge-Kutta de 1* ordem é o Método de Euler, que coincide com o Método
da Série de Taylor de 1* ordem.
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O Método de 2* ordem, conhecido como Método de Euler Melhorado ou Método de Heun é
baseado na modificacao do Método de Euler de tal forma que pode-se melhorar a precisao. O
procedimento geométrico é o seguinte.

Considere a reta L; com coeficiente angular dado por y/(z,) = f(zn, yn).

Li(z) = Yo + (2 — 20)y;, = yn + (2 — ) f (T, Yn)

Para x = z,41 tem-se

Ll (xn—f—l) = Yn + (xn—I—l - xn)y; =Yn + hf(xm yn)a

que é a aproximacao do Método de Euler, e é denotado por Li(x,.1) = ye,r1 (veja a Fi-
gura A.1(a)).

Considere a reta Ly com coeficiente angular dado por f(z,11,yeni1) = f(n, yn + hy') que
passa pelo punto P (veja a Figura A.1(b) )

Ly = yeni1 + (2 — g1 f(Tng1, Yens1)-

Considere a reta Ly que passa por P que tem como coeficiente angular a média dos coe-
ficientes angular de Ly e Ly (veja a Figura A.1(c)). Finalmente a reta que passa pelo ponto
(n, yn) € é paralela a reta Lo tem a forma

L) = v+ (2 = 20) 3 (@) + S, i+ Pl

Pode-se observar que o valor de y,1 (veja a Figura A.1(d)) estd mais préximo do valor
exato que o valor de ye, .. Este esquema numérico é chamado de Método de Euler Melhorado,
em que uma estimativa do erro local é dado por

h3
|Eloc(xn>| S E max |y///<€>| .

£€[$n»wn+1]

Além disso, pode-se obter uma demostragao analitica em (BURDEN; FAIRES; BURDEN,
2019), isto é, desenvolvendo a Série de Taylor da funcao f(z,y) e calculando no ponto (z,11, yn+
hy!). A expressao encontrada deve concordar com a Série de Taylor até a 2* ordem. Em geral,
um método de Runge-Kutta de 2* ordem é dado por

Yn+1 = Un + a,lhf(l’n, yn) + a2hf(xn + b1h> Yn + thy;z)a

€m que
a1+ ay = 1
CLle = ]./2 . (A4)
a2b2 = 1/2

O Método de Euler Melhorado é obtido com a; = ay = 1/2 e by = by = 1. Métodos de
ordem superior sao obtidos seguindo o mesmo procedimento.
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Yen+1 T
yn
Tn Tn+1 gj>
(a) Aproximagao de
Yén+1 = Yn + hf($n7 yn)
y 4 P
Yen+1
Lo /
Yn
T Tn+1 .’L';

(c) Reta Lo que passa por P.

Yy A P Ll
Yen+1
Ly /
Yn
T, Tn41 x;
(b) Retas Ly e Lo.
L
y A ptt
Yen+1
Yn+1 Lg /
Un |t
T Tn+1 :L'>

(d) Aproximacao geométrica.

Figura A.1: Método de Euler Melhorado.

Os Métodos de Runge-Kutta de 3* e 4* ordem sao apresentados a seguir:

e Método de Runge-Kutta de 3* ordem

e Método de Runge Kutta de 4* ordem

2 1
yn+1:yn+§K1+_K2+_K3

Kl = hf(l'n, yn)

1
Ynt+1 = Yn + E(Kl + 2K, + 2K3 + Ky)

Kl = hf(xﬂnyn)

Ky = hf(
K3 =hf(

3

4
9
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