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Matemática da Universidade Federal de Uberlândia, como
parte dos requisitos para obtenção do t́ıtulo de MESTRE

EM MATEMÁTICA.
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famı́lias Rojas Vega e Ramı́rez Bautista, pela acolhida calorosa e pelos conselhos dados em
momentos importantes deste processo.
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Resumo

O objetivo deste trabalho é resolver numericamente o Modelo de Montroll com retardo, consi-
derado como número real e fuzzy, cujos parâmetros são obtidos por meio de dados da população
brasileira entre os anos de 1991 e 2022. Além disso, busca-se analisar a estabilidade do Modelo
de Montroll com retardo fuzzy. O retardo é incorporado ao Modelo de Montroll clássico, permi-
tindo inserir efeitos temporais que impactam a dinâmica populacional de forma mais próxima
da realidade. A solução numérica desse modelo é obtida utilizando o Método dos Passos, que é
combinado com o Método de Runge-Kutta de quarta ordem. Esse processo é implementado por
meio de um programa computacional próprio, desenvolvido especificamente para essa finalidade.
Os estudos de estabilidade dos pontos de equiĺıbrio dos Modelos de Montroll são realizados em
três casos: sem retardo, com retardo determińıstico e utilizando um número fuzzy triangular.
Estas análises são desenvolvidas para parâmetros gerais e espećıficos, considerando os dados
da população brasileira, resultando na convergência para a população máxima do modelo. As
incertezas do retardo fuzzy são incorporadas na solução do modelo por meio do Prinćıpio da
Extensão de Zadeh. O método do centro de gravidade é empregado para a defuzzificação da
solução em cada instante. A média aritmética dos erros relativos entre a solução defuzzificada
com retardo fuzzy e os dados da população brasileira é menor do que a mesma métrica apli-
cada ao modelo sem retardo. Assim, a defuzzificação da solução do modelo em cada instante
está mais próxima dos dados da população brasileira, divulgados pelo Instituto Brasileiro de
Geografia e Estat́ıstica.

Palavras-chave: Conjuntos Fuzzy; Equações Diferenciais com Retardo; População Brasileira;
Método dos Passos; Estabilidade.

viii



Abstract

The aim of this work is to numerically solve the Montroll Model with delay, considered as a real
and fuzzy number, whose parameters are obtained through data from the Brazilian population
between the years 1991 and 2022. In addition, we seek to analyze the stability of the Montroll
Model with fuzzy delay. The delay is incorporated into the classic Montroll Model, allowing
the insertion of temporal effects that impact the population dynamics in a way that is closer
to reality. The numerical solution of this model is obtained using the Step Method, which is
combined with the fourth-order Runge-Kutta Method. This process is implemented through
a proprietary computer program, developed specifically for this purpose. The stability studies
of the equilibrium points of the Montroll Models are carried out in three cases: without delay,
with deterministic delay and using a triangular fuzzy number. These analyses are developed for
general and specific parameters, considering the data from the Brazilian population, resulting
in convergence to the maximum population of the model. The uncertainties of the fuzzy delay
are incorporated into the model solution through the Zadeh Extension Principle. The center
of gravity method is used to defuzzify the solution at each instant. The arithmetic mean of the
relative errors between the defuzzified solution with fuzzy delay and the Brazilian population
data is lower than the same metric applied to the model without delay. Thus, the defuzzification
of the model solution at each instant is closer to the Brazilian population data, published by
the Brazilian Institute of Geography and Statistics.

Keywords : Fuzzy Sets; Delayed Differential Equations; Brazilian Population; Step Method;
Stability.
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Introdução

A pesquisa sobre o crescimento populacional tem sido um tema recorrente nas ciências
sociais e matemáticas devido à sua relevância na compreensão das dinâmicas globais e locais.
Esse interesse pode ser investigado em artigos como “Death Squared: The Explosive Growth
and Demise of a Mouse Population” de John B. Calhoun em 1973 (CALHOUN, 1973), em que
se analisa como uma sociedade com recursos ilimitados, mas espaço limitado, pode chegar ao
colapso e ao caos. Esse pensamento provocou reflexões sobre a capacidade da humanidade em
sustentar seu crescimento populacional, mesmo sob condições aparentemente ideais.

No entanto, a evolução de uma população no contexto atual apresenta desafios diferentes.
Apesar dos avanços tecnológicos e do acesso a recursos, problemas como as mudanças climáticas,
a desigualdade social e a perda de biodiversidade continuam a impactar a sustentabilidade
das populações. Paradoxalmente, em diversos páıses desenvolvidos, como Japão, Alemanha e
Coreia do Sul, a taxa de natalidade diminuiu significativamente nas últimas décadas. Segundo
relatórios da ONU, em 2023, mais de 25 páıses tiveram taxas de fecundidade abaixo do ńıvel
de reposição populacional (2,1 filhos por mulher), o que apresenta um desafio demográfico
sem precedentes (ONU, 2023). Essa queda pode ser influenciada por diversos fatores, como
mudanças nas dinâmicas de trabalho, acesso à educação e transformações nas ideologias de
gênero e estruturas familiares. Por exemplo, obras como “The Gendered Brain” de Gina Rippon
(RIPPON, 2019) e “Invisible Women” de Caroline Criado-Pérez (PÉREZ, 2019) discutem
causas que afetam decisões relacionadas à procriação e ao papel das mulheres na sociedade.
Outros estudos apontam o impacto de poĺıticas de planejamento familiar, aumento do custo de
vida e movimentos sociais nas decisões sobre maternidade e paternidade.

Nesse contexto, o Brasil apresenta-se como um caso de estudo interessante. Com uma
população estimada em mais de 214 milhões de habitantes em 2022 e uma área de aproxi-
madamente 8,5 milhões de quilômetros quadrados, o páıs enfrenta desafios próprios de sua
complexidade demográfica. Segundo dados do Instituto Brasileiro de Geografia e Estat́ıstica
(IBGE), a taxa de fecundidade caiu de 6,3 filhos por mulher em 1960 para menos de 1,7 em
2020. Essa mudança levanta questões sobre a relação entre as dinâmicas demográficas e os
fatores socioeconômicos e culturais que as determinam (IBGE, 2022).

Os modelos populacionais permitem explicar matematicamente o comportamento do cres-
cimento ou decrescimento das populações, fornecendo ferramentas essenciais para analisar
fenômenos demográficos. Desde seus primórdios com o Modelo de Malthus (MALTHUS, 1798),
baseado no crescimento exponencial, passando pelo Modelo de Verhulst (VERHULST, 1838),
que introduz o conceito de capacidade suporte da população, até o Modelo de Montroll (MON-
TROLL, 1978), esses enfoques evolúıram para capturar melhor as complexidades dos sistemas
populacionais.

Contudo, apesar de suas contribuições, esses modelos nem sempre refletem a realidade de
forma precisa, pois não consideram fatores como os processos de fecundação, o tempo necessário
para atingir a maturidade sexual ou o impacto de eventos temporais espećıficos na dinâmica
populacional. Nesse contexto, os modelos populacionais com retardo temporal surgem como
uma extensão necessária. Esses modelos são encontrados dentro da teoria de Equações Dife-
renciais com Retardo (EDR) que incorporam efeitos de retardo nas respostas da população a
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fatores ambientais ou internos, permitindo uma análise mais próxima da realidade (AMSTER,
2017). Uma das formas de resolver estas equações é a utilização do Método dos Passos (ou
Method of Steps) (HALE; LUNEL, 1993).

Alguns trabalhos foram inspiradores para a escolha do tema desta dissertação, como: Jafe-
lice (1992) que estuda a existência de uma solução periódica de uma equação integro-diferencial,
na qual o retardo aparece no integrando; também, Cushing (1977) que apresenta modelos de
dinâmica populacional com retardo. Notando que o retardo é frequentemente um parâmetro
incerto, Mittler et al. (1998) sugerem que esse pode ser descrito por uma distribuição de pro-
babilidade, abordando essas incertezas com métodos estat́ısticos.

Nas últimas décadas, a teoria de conjuntos fuzzy emergiu como uma ferramenta poderosa
para modelar fenômenos incertos. Esta teoria foi proposta por Lotfi Zadeh em 1965 (ZADEH,
1965), que visa lidar com a imprecisão e a incerteza presentes no racioćınio humano, permitindo
que elementos pertençam parcialmente a um conjunto. A Biomatemática tem utilizado essa
abordagem em muitos estudos, oferecendo soluções para modelar fenômenos incertos e pro-
porcionando respostas consistentes, especialmente em diagnósticos médicos e análise de dados
imprecisos. Essa teoria não apenas facilita o trabalho de modeladores e especialistas, como
também permite a incorporação de novas informações relevantes. Desta forma, enriquece a
análise e amplia a compreensão de situações reais de maneira interdisciplinar, promovendo uma
abordagem mais abrangente e integrada. Em 1975, Zadeh introduziu o “Prinćıpio de Extensão”,
que permite gerar novos conjuntos fuzzy a partir de um conjunto inicial e uma função entre seus
universos, ampliando a aplicabilidade da teoria em diversas áreas e mantendo a consistência dos
modelos (ZADEH, 1975). Muitas pesquisas tem sido realizadas tratando parâmetros e variáveis
fuzzy em equações diferenciais ordinárias, com retardo e parciais.

Dentre vários trabalhos desenvolvidos na dinâmica do Human Immunodeficiency Virus
(HIV) destacam-se alguns que tratam o retardo como um número fuzzy triangular: Jafelice,
Barros e Bassanezi (2014) descrevem a dinâmica de decaimento do HIV no plasma sangúıneo
após a terapia antirretroviral, em que o retardo representa o tempo entre a infecção celular e a
produção de novos v́ırus; Alfaro, Jafelice e Bertone (2018) e Alfaro (2019) exploram a aplicação
do Prinćıpio de Extensão de Zadeh de duas variáveis para modelar a dinâmica do HIV com
retardo sob terapia antirretroviral, integrando incertezas de forma inovadora; um estudo similar
do ponto de vista de distribuição de possibilidades é encontrado em Prata et al. (2021).

Alguns artigos sobre o estudo da estabilidade em modelos de dinâmica populacional com
retardo fuzzy são evidenciados: em Jafelice, Barros e Bassanezi (2010) considera o retardo fuzzy
no modelo de Verhulst; em Jafelice, Barros e Bassanezi (2019) estuda o modelo presa-predador,
considerando um retardo na população de presas que beneficia a biomassa do predador. Nas
metodologias matemáticas utilizadas, destaca-se o Prinćıpio da Extensão de Zadeh.

Este estudo também teve como base motivadora o trabalho de Cabrera (2014), que es-
tuda o modelo de Montroll sem retardo, considerando a taxa de crescimento da população
um parâmetro fuzzy tipo 1 e tipo 2 intervalar (JAFELICE; BERTONE, 2021), para dados da
população do Perú de 1961 a 2013, com resultados promissores. Inclusive, uma das técnicas
matemáticas utilizada é o Prinćıpio da Extensão de Zadeh.

Neste contexto, o objetivo deste trabalho é obter uma solução numérica e estudar a estabi-
lidade do Modelo de Montroll com retardo fuzzy, utilizando os dados da população brasileira
entre os anos 1991 e 2022. Essa abordagem de incorporar no Modelo de Montroll clássico,
o retardo, é útil para representar situações em que o efeito de uma variável sobre outra não
é imediato, mas ocorre com um certo retardo temporal. Este tipo de modelo é importante
em fenômenos biológicos, onde os efeitos de interação ou mudanças demográficas, como nas-
cimentos, mortes ou migrações, levam tempo para impactar a população, capturando melhor
os comportamentos observados na natureza. A solução numérica do modelo é obtida por meio
de um algoritmo próprio, que combina o Método dos Passos com o Método de Runge-Kutta
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de 4a ordem, permitindo lidar eficientemente com essas equações. Também, o estudo da esta-
bilidade é realizado para autovalores reais e complexos para a equação linearizada do modelo.
Além disso, realiza-se o processo de defuzzificação em cada instante t, que converte as soluções
fuzzy em valores determinados, conseguindo avaliar a aproximação da solução defuzzificada
com os dados da população obtidas no IBGE. Este estudo pode contribuir para a confirmação
da eficiência dos métodos que aplicam a teoria dos conjuntos fuzzy em fenômenos que envolvem
incertezas. A apresentação do Método dos Passos teve como intenção detalhar um tema que,
em geral, não aparece na literatura de forma acesśıvel e didática. Além disso, a utilização de
programas computacionais próprios no aspecto numérico permite uma independência na inves-
tigação, ampliando a exploração de abordagens reais, como a dinâmica populacional.

Com relação à organização deste trabalho, no Caṕıtulo 1 são apresentados conceitos de
modelos populacionais sem retardo, como os de Malthus, Verhulst e Montroll. Em particular,
é realizado o ajuste dos dados da população brasileira ao modelo de Montroll, determinando os
parâmetros que serão úteis nos caṕıtulos seguintes.

No Caṕıtulo 2 são estudadas as equações diferenciais com retardo, com ênfase nos modelos
populacionais com retardo, em particular o modelo de Montroll, aplicado aos dados da po-
pulação brasileira.

No Caṕıtulo 3 são exibidos os conceitos principais da teoria de conjuntos fuzzy.
No Caṕıtulo 4 é estudada a equação diferencial com retardo fuzzy, em particular o Modelo

de Montroll com retardo fuzzy. Neste caṕıtulo, o método do centro de gravidade é empregado
para a defuzzificação da solução do modelo em cada instante.

No Caṕıtulo 5, são apresentadas as considerações finais do trabalho.
Ao final da dissertação, encontra-se o Apêndice A que descreve os Métodos de Runge-Kutta.
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Caṕıtulo 1

Modelos Populacionais sem Retardo

“O alimento é necessário para a subsistência do homem”
“A paixão entre os sexos é necessária e deverá permanecer

aproximadamente em seu estado permanente.”
Dois postulados do Modelo de Montroll (An Essay on the

Principle of Population,1798)

1.1 Introdução

Ao longo dos anos, os modelos populacionais foram evoluindo, desde um método de estudo
baseado na observação de John Graunt em 1662 titulado “Natural and Political Observations
Mentioned in a Following Index and Made Upon the Bills of Mortality”, que trata da coleta
de vários dados relacionados às taxas de mortalidade e natalidade (MESQUITA, 2022) até
o estudo mais importante sobre modelos populacionais, o qual foi apresentado por Thomas
Robert Malthus em 1798 em seu livro “An Essay on the Principle of Population”. Malthus
propôs que a população cresce exponencialmente, enquanto os recursos aumentam de forma
linear. Esse desequiĺıbrio levaria a uma inevitável escassez de recursos. O estudo serviu como
um alerta para as autoridades sobre o risco de guerra, fome e miséria se as taxas de natalidade
não fossem controladas, já que não haveria alimentos suficientes para todos (PINHEIRO, 2022).

Anos mais tarde, o matemático e estat́ıstico belga Pierre François Verhulst estudou a li-
mitação dos recursos a pedido de autoridades da Bélgica, que estavam preocupadas com o
crescimento populacional (CABRERA, 2014), e publicou um artigo em 1838 intitulado “Notice
sur la loi que la population poursuit dans son accroissement”, um modelo alternativo ao modelo
de Malthus, em que considerou que a população cresce até um limite máximo sustentável, ou
seja, a população tende a se estabilizar. Essa estabilidade da população está relacionada com
a capacidade de sustento do meio em que esta população vive. Esse modelo ficou conhecido
como o modelo loǵıstico.

Nos anos seguintes, o interesse dos cientistas em continuar investigando os modelos popula-
cionais foi significativo. Entre eles, destacam-se o qúımico Alfred James Lotka e o matemático
Vito Volterra, que se concentraram na interseção entre duas espécies em um modelo que é
chamado de “Lotka-Volterra”, apresentando suas equações de forma independente: Lotka em
1925 e Volterra em 1926, aprimorado por Gause, Holling, Rosenzweig, MacArthur, entre outros.
Com o passar do tempo, um grande número de modelos populacionais foram sendo aplicado
em biologia, engenharia biomédica e outras áreas.

Entre os modelos populacionais mais importantes pela sua contribuição histórica, destaca-se
o de Elliott Waters Montroll, proposto em 1971. Montroll apresentou um modelo geral para
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traduzir o crescimento assintótico de uma variável, levando em consideração que o ponto de
variação máxima pode ser qualquer valor entre o valor da população inicial e o valor limite
finito dessa população (BASSANEZI, 2002).

Neste caṕıtulo, apresenta-se o estudo de três modelos populacionais já conhecidos: o Modelo
de Malthus, o Modelo de Verhulst e o Modelo de Montroll. Discutem-se suas principais carac-
teŕısticas, análises gráficas e o estudo da estabilidade associado a cada modelo. Além disso,
aplica-se o Modelo de Montroll aos dados da população brasileira, considerando o peŕıodo de
1991 a 2022, com o objetivo de avaliar sua adequação para descrever o crescimento populacional
nesse intervalo de tempo.

1.2 Modelo de Malthus

O Modelo de Malthus ou modelo exponencial, descreve que a taxa de crescimento de uma
população P = P (t) é proporcional à própria população em cada peŕıodo de tempo t através
de uma equação diferencial ordinária, dada por:

dP

dt
= rP, (1.1)

em que r é a diferença entre a taxa de natalidade e a taxa de mortalidade.
Considerando a população inicial por P0, o Modelo Malthusiano continuo, portanto, é dado

pelo seguinte Problema de Valor Inicial (PVI):






dP

dt
= rP

P (0) = P0

. (1.2)

Observação 1.1. Pode-se observar que P̃ (t) ≡ 0 é uma solução da EDO P ′ = rP e assumindo
que P̂ é outra solução desta EDO em que P̂ (t0) = 0 para algum t0 > 0, tem-se P̃ e P̂ são
soluções do PVI cuja condição inicial é P (t0) = 0. Então, pelo teorema de Existência e
Unicidade de Equações Diferenciais, P̃ ≡ P̂ . Assim, as soluções P não identicamente nulas
da EDO P ′ = rP satisfazem P (t) ̸= 0, ∀t > 0. Uma vez que as soluções devem ser cont́ınuas,
deve acontecer P (t) > 0, para todo t > 0 ou P (t) < 0, para todo t > 0. Em particular, se
P0 > 0, então ocorrerá P (t) > 0, para todo t > 0 (DENTAMARO, 2019).

Resolvendo este PVI (1.2) por separação de variáveis tem-se

dP

dt
= rP ⇒ dP

P
= rdt ⇒ lnP = rt + C.

Assim,

P (t) = ert+C .

Se P (0) = P0 então
P (t) = P0e

rt. (1.3)

Dependendo do valor de r:

• Para r > 0 a população cresce de forma exponencial.

• Para r < 0 a população tende a se extinguir.

• Para r = 0 a população inicial não se altera.

Assim, a população tem comportamento conforme a Figura 1.1.
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Figura 1.1: Solução do Modelo de Malthus para os diferentes valores de r com o valor da
população inicial P0 = 20.

Logo, quando r > 0 a população cresce exponencialmente para todo tempo t ≥ 0, mas este
modelo não considera alguns fatores limitantes (espaço, alimento e outros) o que ocasiona a
diminuição da taxa de crescimento de P , fazendo com que este modelo não seja mais adequado
para continuar descrevendo tal crescimento. Análogo para r < 0.

1.3 Modelo de Verhulst

O Modelo de Verhulst é o Modelo de Malthus modificado também conhecido como modelo
loǵıstico, é um modelo matemático que descreve como as populações crescem até atingirem li-
mites naturais devido à disponibilidade de recursos (BASSANEZI, 2002). A equação diferencial
do modelo loǵıstico é:

dP

dt
= rP

(
P∞ − P

P∞

)

(1.4)

em que P = P (t) é a quantidade da população no tempo t, r é a taxa de crescimento intŕınseca
da população (r > 0) e P∞ é a capacidade de suporte do ambiente, ou seja, o número máximo
de indiv́ıduos que o ambiente pode sustentar.

Assim, se a população P se aproxima ao valor P∞ , isto é, se P → P∞ tem-se

lim
P→P∞

r

(
P∞ − P

P∞

)

= 0. (1.5)

Então, quando a população P está próxima de P∞ a diferença (P∞ − P ) é muito pequena,
indicando que não há muito espaço para a população continuar crescendo. Esse comportamento
é esperado em modelos loǵısticos, em que o crescimento populacional desacelera à medida que
os recursos se tornam escassos.

Logo na equação (1.4) supondo que P (0) = P0 tem-se o Modelo de Verhulst dado pelo PVI:







dP

dt
= rP

(

1− P

P∞

)

, r > 0

P (0) = P0

. (1.6)
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Observação 1.2. Para a solução do PVI (1.6) note que P (t) = 0 e P (t) = P∞ são soluções
do PVI (1.6) com as respectivas condições inicias P0 = 0 e P0 = P∞. Então pela Observação
1.1, tem-se para encontrar as soluções pode-se supor que 0 < P (t) < P∞ ou P∞ < P (t) ∀t ≥ 0.

Integrando a equação do PVI (1.6), tem-se
∫

dP

P

(

1− P

P∞

) =

∫

rdt.

Fazendo a mudança de variável a seguir: u =
P

P∞
tal que du =

dP

P∞
⇐⇒ dP = P∞du.

Obtém-se: ∫
P∞du

uP∞(1− u)
= rt + c1,

∫
du

u(1− u)
= rt + c1.

Pelo método de frações parciais tem-se:
∫ (

1

u
+

1

u− 1

)

du = rt + c1,

ln |u| − ln |u− 1|+ c2 = rt + c1,

ln

∣
∣
∣
∣

P

P − P∞

∣
∣
∣
∣

= rt + C.

Usando a condição inicial P (0) = P0, determina-se o valor da constante de integração C, sendo

C = ln

∣
∣
∣
∣

P0

P0 − P∞

∣
∣
∣
∣
. Assim,

ln

∣
∣
∣
∣

P

P − P∞

∣
∣
∣
∣

= rt + ln

∣
∣
∣
∣

P0

P0 − P∞

∣
∣
∣
∣
.

Logo,

ln

∣
∣
∣
∣

P (P∞ − P0)

P0(P∞ − P )

∣
∣
∣
∣

= rt ⇐⇒ P

P∞ − P
=

P0

P∞ − P0

ert.

Portanto, a curva denominada loǵıstica P (t) é dada por:

P (t) =
P∞P0

(P∞ − P0)e−rt + P0

. (1.7)

A solução do PVI (1.6) está representada na Figura 1.3.

1. Da equação (1.6) tem-se

dP

dt
= rP

(

1− P

P∞

)

= rP − rP 2

P∞
. (1.8)

Como
dP

dt
é função de P e é uma parábola com concavidade voltada para baixo (Figura

1.2) e cujas ráızes são 0 e P∞ (só igualando a zero a equação (1.8)). Logo, a abscissa do

vértice desta parábola é
P∞

2
. Pelo fato da parábola ter concavidade voltada para baixo,

segue que:
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• Para 0 < P (t) <
P∞

2
,
dP

dt
> 0 e

dP

dt
é crescente em relação a P .

• Para
P∞

2
< P (t) < P∞,

dP

dt
> 0

dP

dt
é decrescente em relação a P .

• Para P > P∞ ,
dP

dt
< 0 e

dP

dt
é decrescente em relação a P .

• O valor máximo de
dP

dt
, relativamente a P , é atingido quando P =

P∞

2
, ou seja,

quando a população for igual a metade da população limite.

Figura 1.2: Variação do P (t).

2. Considerando na equação (1.6) a população P (t) =
P∞

2
, pode-se obter o instante tm em

que a população atinge a variação máxima, isto é:

P0P∞

(P∞ − P0)e−rt + P0

=
P∞

2
.

Logo,

(P∞ − P0)e
−rt + P0 = 2P0 ⇒ ert =

P∞ − P0

P0

.

Portanto,

tm =
1

r
ln

(
P∞ − P0

P0

)

, (1.9)

em que P∞ − P0 > 0, ou seja, P∞ > P0.

Considerando P0 <
P∞

2
e t = tm:

• P (tm) =
P∞

2
.

• Pela equação diferencial do PVI (1.6) e observando que P (tm) =
P∞

2
:

dP

dt

∣
∣
∣
∣
t=tm

= r
P∞

2

(

1−
P∞

2

P∞

)

=
r

4
P∞ > 0.

Portanto,
dP

dt

∣
∣
∣
∣
t=tm

̸= 0. (1.10)
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• E derivando novamente a equação (1.6) e avaliando no ponto tm:

d2P

dt2
= r

dP

dt
− 2rP

P∞

dP

dt
⇒ d2P

dt2

∣
∣
∣
∣
t=tm

= r
dP

dt

(

1− 2
(P∞

2
)

P∞

)

= 0.

Ou seja;

d2P

dt2

∣
∣
∣
∣
t=tm

= 0. (1.11)

Por (1.10) e (1.11),

(

tm,
P∞

2

)

é um ponto de inflexão da função (1.7)(veja a Fi-

gura 1.3).

Figura 1.3: Solução do Modelo de Verhulst para os diferentes valores da população inicial P0.

Assim, o ponto de inflexão ocorre quando a população atinge exatamente a metade
da capacidade de suporte P∞.

Observe que:

– Antes do ponto de inflexão, a população está crescendo em um ritmo acelerado
(concavidade para cima).

– Após o ponto de inflexão, a população cont́ınua crescendo, mas em um ritmo
desacelerado (concavidade para baixo), pois está se aproximando do valor limite
P∞,

– Significa que o ponto de inflexão indica o instante em que o crescimento popu-
lacional deixa de acelerar e começa a desacelerar.

– Se P0 =
P∞

2
então tm =

1

r
. ln(1) = 0.

– Se
P∞

2
< P0 < P∞ então a curva não tem ponto de inflexão (Figura 1.3).
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1.4 Modelo de Montroll

O Modelo de Montroll é dado pelo seguinte PVI:







dP

dt
= rP

[

1−
(

P

P∞

)α]

com α > 0 e r > 0,

P (0) = P0

(1.12)

em que P (t) é a população no tempo t, r é a taxa de crescimento relativa quando P é pequeno,
P∞ é a capacidade de suporte ou a população máxima e α é um parâmetro que é o indicador
da posição do ponto de inflexão da curva. Assim, quando α = 1, a equação (1.12) é o Modelo
de Verhulst.

Observação 1.3. O parâmetro α é essencial no Modelo de Montroll, pois ajusta a rapidez
com que a população se aproxima de P∞. No caso do modelo loǵıstico clássico, α = 1, o que
implica uma forma simétrica da curva de crescimento. No Modelo de Montroll, valores de
α ̸= 1 permitem maior flexibilidade, fazendo com que o crescimento seja mais rápido ou mais
lento em diferentes estágios.

Observação 1.4. Para encontrar a solução do PVI (1.12) pode-se supor 0 < P (t) < P∞ ou
P∞ < P (t) para todo t ≥ 0 análogo ao Observação 1.2.

Assim, é encontrada a solução para o PVI (1.12) quando P ̸= 0 e P ̸= P∞

dP

dt
= rP

[

1−
(

P

P∞

)α]

. (1.13)

A equação (1.13) pode ser escrita da seguinte forma:

dP

dt
= rP − rPα+1

Pα
∞

.

Seja α + 1 = n e
r

Pα
∞

= m e substituindo em (1.13):

dP

dt
= rP −mP n. (1.14)

Considerando
w(t) = P 1−n(t) = P−α(t) (1.15)

e derivando em relação ao tempo

dw(t)

dt
= −αP−α−1(t)

dP

dt

(1.14)
= −αP−α−1(rP −mP n);

= −αrP−α + αmP−α−1+n;

= −αrP−α + αm e como w = P−α;

tem-se
dw

dt
= −αrw + αm. (1.16)

Logo, resolvendo (1.16) usando o método de fator de integração (ZILL, 2016) na equação:

dw

dt
+ αrw = αm.
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Calculando o fator integrante u(t) = e
∫
αrdt = eαrt. Como w(t) = wc(t) + wp(t) em que wc(t) é

a solução da equação homogênea associado e wp(t) é a solução da equação não homogênea:

wc(t) = ce−
∫
αrdt = ce−αrt;

wp(t) =
1

eαrt

∫

eαrtαmdt =
1

eαrt
αm

eαrt

αr
=

αm

αr
=

m

r
,

w(t) = wc(t) + wp(t) = ce−αrt +
m

r
.

O valor de c quando t = 0 é dado por w(0) = c+
m

r
e pela equação (1.15), w(0) = P (0)−α = P−α

0 .

Assim,

c +
m

r
= P−α

0 ⇐⇒ c = P−α
0 − m

r
.

Logo,

w(t) =
(

P−α
0 − m

r

)

e−αrt +
m

r
.

Pela equação (1.15) e substituindo o valor de
m

r
= P−α

∞ ,

w(t) = P−α(t) = (P−α
0 − P−α

∞ )e−αrt + P−α
∞ .

Assim,
1

Pα(t)
=

(
1

Pα
0

− 1

Pα
∞

)

e−αrt +
1

Pα
∞

;

1

Pα(t)
=

(
Pα
∞ − Pα

0

Pα
0 P

α
∞

)

e−αrt +
1

Pα
∞

;

1

P (t)
=

[
(Pα

∞ − Pα
0 )e−αrt + Pα

0

Pα
0 P

α
∞

]1/α

.

Portanto, a solução do PVI é:

P (t) =
P0P∞

[(Pα
∞ − Pα

0 )e−αrt + Pα
0 ]1/α

. (1.17)

Para determinar a posição do ponto Pm, em que o crescimento é máximo, é suficiente considerar

a equação
d2P

dt2
= 0, uma vez que

dP

dt
> 0 pois 0 < P < P∞, isto é,

dP

dt
=

[

1−
(

P

P∞

)α]

.

Assim,

d2P

dt2
= r

dP

dt

[

1−
(

P

P∞

)α]

− αr
P

P∞

(
P

P∞

)α−1
dP

dt

= r
dP

dt

[

1−
(

P

P∞

)α

− α

(
P

P∞

)α]

.

Logo,

d2P

dt2
= 0 ⇐⇒

(
P

P∞

)α

=
1

α + 1
⇐⇒ P

P∞
=

(
1

α + 1

)1/α

.

Então, o ponto de inflexão é:

Pm = P∞

(
1

1 + α

)1/α

. (1.18)

Portanto, dado P∞, o valor de Pm depende somente do parâmetro α. Os valores de Pm com
diferentes valores do α são apresentados na Tabela 1.1.
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Tabela 1.1: Valores de Pm para os diferentes valores de α.

α Pm

3 0,6299 P∞

2 0,5773 P∞

1,5 0,5428 P∞

1 0,5 P∞

0,25 0,4096 P∞

O objetivo principal deste modelo geral é propor diferentes formas posśıveis de decrescimento
das taxas de variação como apresentado na Observação 1.3. Pode-se considerar estas taxas como
sendo dadas pela expressão

σ = f(P, α) = r

[

1−
(

P

P∞

)α]

. (1.19)

• Quando α > 0 decresce em (1.18), o ponto de inflexão Pm também decresce e tende a um

valor positivo igual a
P∞

e
∼= 0, 3678P∞. Tomando α→ 0+, por valores positivos, ou seja,

tomando α tendendo a zero pela direita,

lim
α→0+

Pm = P∞ lim
α→0+

(
1

1 + α

)1/α

.

Calculando o limite:

ln

[

lim
α→0+

(
1

1 + α

)1/α
]

= lim
α→0+

[

ln

(
1

1 + α

)1/α
]

= lim
α→0+

[
1

α
(ln(1)− ln(1 + α))

]

= − lim
α→0+

ln(1 + α)

α

(L’Hôpital)
= − lim

α→0+

1

1 + α
= −1.

Então,

ln

[

lim
α→0+

(
1

1 + α

)1/α
]

= −1⇐⇒ e−1 = lim
α→0+

(
1

1 + α

)1/α

.

Logo,

lim
α→0+

Pm = P∞ lim
α→0+

(
1

1 + α

)1/α

= P∞e−1 =
P∞

e
.

Portanto,
lim

α→0+
Pm
∼= 0, 3678P∞.

A Figura 1.4 representa a taxa do Modelo de Montroll com α fixo.

• Quando α cresce, o valor de Pm em (1.18) tende ao próprio P∞, isto é, tomando α→ +∞,
tem-se

lim
α→+∞

Pm = P∞ lim
α→+∞

(
1

1 + α

)1/α

,

logo,

ln

[

lim
α→+∞

(
1

1 + α

)1/α
]

= lim
α→+∞

[

ln

(
1

1 + α

)1/α
]

= lim
α→+∞

[
1

α
(ln(1)− ln(1 + α))

]

= − lim
α→+∞

ln(1 + α)

α

(L′Hopital)
= − lim

α→+∞

1

1 + α
= 0.
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Figura 1.4: Taxa do Modelo de Montroll com α fixo.

Então,

ln

[

lim
α→+∞

(
1

1 + α

)1/α
]

= 0⇐⇒ e0 = lim
α→+∞

(
1

1 + α

) 1
α

.

Logo,

lim
α→+∞

Pm = P∞ lim
α→+∞

(
1

1 + α

)1/α

= P∞e0 = P∞.

Portanto,

lim
α→+∞

Pm = P∞.

Na Figura 1.5, é posśıvel observar o comportamento das soluções (1.17), conforme α
assume os diferentes valores da Tabela 1.1.

Figura 1.5: Solução do Modelo de Montroll para os diferentes valores de α.
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1.5 Estudo da Estabilidade para os Modelos Populacio-

nais sem Retardo

Nesta seção, é estudada a teoria de estabilidade de equações diferenciais autônomas de
primeira ordem para aplicá-las aos modelos populacionais sem retardo.

1.5.1 Estabilidade de Equações Diferenciais Autônomas de Primeira

Ordem

A definição de estabilidade para equações diferenciais é dada de maneira geral para um
sistema de equações diferenciais, o qual pode ser linear, não linear, autônomo ou não autônomo
(alguns desses conceitos estão dados em (PINZÓN, 2023)). O estudo da estabilidade é realizado
para equações diferenciais autônomas de primeira ordem baseados nos conceitos de (HALE;
KOÇAK, 2012), (ZILL, 2016) e (ZILL; CULLEN, 2013).

Definição 1.1 (Equação diferencial autônoma de primeira ordem). Uma equação diferencial
autônoma de primeira ordem é uma equação da forma

y′ = F (y) (1.20)

em que y = y(x) ∈ R e F : R −→ R é uma função dada cont́ınua.

Exemplo 1.1. A equação y′ = y2− 1 é uma equação diferencial autônoma de primeira ordem.
Outro exemplo é y′ =

√
y. A equação y′ = ysen(x) é uma equação diferencial de primeira

ordem não autônoma.

Definição 1.2 (Pontos de equiĺıbrio). Os pontos de equiĺıbrio ou soluções estacionárias de uma
equação diferencial autônoma de primeira ordem y′ = F (y) são todas as funções constantes, da
forma y(x) = a, com a ∈ R para todo x, tais que satisfazem F (a) = 0.

Exemplo 1.2. Na equação diferencial y′ = y2 − 1, os pontos de equiĺıbrio são dois: y(x) = 1
∀x ∈ R e y(x) = −1 ∀x ∈ R porque são as únicas ráızes da equação y2 − 1 = 0.

Considere o PVI 





dy

dx
= F (y)

y(0) = y0

, (1.21)

em que y′ = F (y) é uma equação diferencial autônoma de primeira ordem e φ(x, y0) é a solução
do PVI (1.21).

Definição 1.3 (Estabilidade de ponto de equiĺıbrio de equação diferencial autônoma de pri-
meira ordem). Um ponto de equiĺıbrio ỹ da equação (1.20) é dito estável se, para qualquer ε > 0
existe δ > 0 (dependendo de ε), tal que, para qualquer y0 para o qual |y0 − ỹ| < δ, a solução
φ(x, y0) do PVI (1.21) satisfaz a desigualdade |φ(x, y0)− ỹ| < ε, ∀x ≥ 0 (HALE; KOÇAK,
2012).

Na Figura 1.6 o ponto de equiĺıbrio ỹ é estável, isto é, para ε > 0 existe δ > 0 tal que os
gráficos para o tempo x ≥ 0 de todas as soluções que no instante inicial x = 0 assumem um
valor y(0) no vizinhança verde com centro ỹ e raio δ, estão contidos na faixa vermelha (centrada
em ỹ com raio ε) (CATSIGERAS, 2013).

Definição 1.4 (Instabilidade de ponto de equiĺıbrio de uma equação diferencial autônoma de
primeira ordem). Se diz que um ponto de equiĺıbrio é instável se não é estável.
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Figura 1.6: Representação da estabilidade para ponto de equiĺıbrio ỹ de uma equação diferencial
de primeira ordem (CATSIGERAS, 2013).

Definição 1.5 (Estabilidade Assintótica). Um ponto de equiĺıbrio ỹ da equação (1.20) é dito
assintoticamente estável, se:

• ỹ é um ponto de equiĺıbrio estável, de acordo com a Definição 1.3 e

• lim
x→∞

φ(x, y0) = ỹ.

O seguinte lema é útil para determinar a estabilidade de um ponto de equiĺıbrio da equação (1.20)
dada a função F (y).

Lema 1.1. Um ponto de equiĺıbrio ỹ da equação (1.20) é estável se existir δ > 0 tal que
(y − ỹ)F (y) ≤ 0 para |y − y0| < δ. Da mesma forma, ỹ é assintoticamente estável se, e
somente, se existir δ > 0 tal que (y− ỹ)F (y) < 0 para 0 < |y − ỹ| < δ (HALE; KOÇAK, 2012).

É evidente nas Definições 1.3 e 1.5 que a estabilidade de um ponto de equiĺıbrio ỹ de
y′ = F (y) é uma propriedade local do fluxo próximo ao equiĺıbrio. Portanto, espera-se que,
sob certas condições, as propriedades de estabilidade de ỹ possam ser determinadas por meio
de uma aproximação linear.

1.5.2 Linearização de uma Equação Diferencial Autônoma não li-

near de Primeira Ordem

A linearização é uma técnica que permite aproximar o comportamento de uma equação di-
ferencial não linear perto de um ponto de equiĺıbrio. Esta abordagem baseia-se na aproximação
da função não linear usando uma expansão de Taylor e no estudo do sistema resultante, que é
mais simples.

Considere a equação (1.20) e um ponto de equiĺıbrio ỹ. A função F (y) pode ser expressa
por uma série de Taylor em torno do ponto ỹ, ou seja,

F (y) = F (ỹ) + F ′(ỹ)(y − ỹ) + F1(y)

em que F (ỹ) = 0 e

lim
y→ỹ

F1(y)
√

(y − ỹ)2
= lim

y→ỹ

F1(y)

|y − ỹ| = 0.

Então,

F (y) ≈ F ′(ỹ)(y − ỹ).
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Assim, a solução é:

y(x) = ỹ + ceλt

com λ = F ′(ỹ). Portanto, se F ′(ỹ) < 0 então y(t) se aproxima a ỹ. Deste resultado, tem-se o
seguinte teorema.

Teorema 1.1. Suponha que F seja uma função da classe C1 e ỹ seja um ponto de equiĺıbrio
de y′ = F (y). Suponha ainda que F ′(ỹ) ̸= 0. Então o ponto de equiĺıbrio é assintoticamente
estável se F ′(ỹ) < 0, e instável se F ′(ỹ) > 0 (HALE; KOÇAK, 2012).

O Teorema 1.1 afirma que quando F ′(ỹ) ̸= 0, o tipo de estabilidade do ponto de equiĺıbrio
ỹ da equação (1.20) é o mesmo que o tipo de estabilidade do ponto de equiĺıbrio na origem de
seu campo vetorial linearizado.

Além dos critérios de estabilidade, é utilizado o Diagrama de Fase, que estuda graficamente
o comportamento dos pontos de equiĺıbrio de uma equação diferencial autônoma de primeira
ordem.

1.5.3 Diagrama de Fase e Estabilidade

O diagrama de fase é uma ferramenta gráfica que descreve o comportamento dinâmico
das soluções de uma equação diferencial autônoma de primeira ordem. Esse método baseia-
se na análise qualitativa do campo de coeficientes angulares associado à equação e permite
compreender a evolução das soluções sem a necessidade de resolver explicitamente a equação
(HALE; KOÇAK, 2012).

Seja o PVI (1.21) tem-se:

1. Construção do Diagrama de Fase

O diagrama de fase é constrúıdo em duas dimensões, o eixo horizontal corresponde ao
espaço de estados (y), enquanto o eixo vertical indica a direção e a magnitude de y′ =
F (y).

2. Análise Qualitativa

Para construir o diagrama de fase, os seguintes passos são realizados:

(a) Identificação dos pontos de equiĺıbrio ỹ da equação (1.20).

(b) Estudo da derivada F ′(y)

Para cada ponto de equiĺıbrio ỹ, é avaliada F ′(ỹ), que fornece informações sobre a
estabilidade (Teorema 1.1).

• Se F ′(ỹ) < 0, ỹ é assintoticamente estável (as soluções próximas tendem para
ỹ).

• Se F ′(ỹ) > 0, ỹ é instável (as soluções próximas afastam-se de ỹ).

(c) Direção do Fluxo

Para y ̸= ỹ, o sinal de F (y) determina se y aumenta (F (y) > 0) ou diminui

(F (y) < 0).

(d) Desenho das Trajetórias

No eixo y estão marcadas as setas que representam a direção do fluxo.

• Setas para a direita se F (y) > 0.

• Setas para a esquerda se F (y) < 0.
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3. Interpretação do Diagrama de Fase

O diagrama de fase é uma representação compacta que encapsula a dinâmica do sistema:

(a) Os pontos de equiĺıbrio indicam-se como pontos no eixo y.

(b) As setas mostram para onde o sistema se move em cada região do espaço de estados.

(c) O diagrama permite inferir o comportamento qualitativo das soluções para qualquer
condição inicial.

A estabilidade dos Modelos de Malthus, Verhulst e Montroll são estudadas na próxima
subseção.

1.5.4 Estabilidade do Modelo de Malthus sem Retardo

Seja o PVI (1.2) e o ponto de equiĺıbrio P = 0 obtido da equação (1.1). A solução é dada
pela equação (1.3). Assim, para t→∞ tem-se que:

• se r > 0 então lim
t→∞

P0e
rt =∞. Portanto, o ponto 0 é instável (veja a Figura 1.7(a)),

• se r < 0 então lim
t→∞

P0e
rt = 0. Portanto, o ponto 0 é assintoticamente estável (veja a

Figura 1.7(b)).

A Figura 1.7 representa o diagrama de fase do Modelo de Malthus.

(a) Diagrama de fase do Modelo de Matlhus
para r < 0.

(b) Diagrama de fase do Modelo de Matlhus
para r > 0.

Figura 1.7: Diagrama de fase do Modelo de Malthus.

1.5.5 Estabilidade do Modelo de Verhulst sem Retardo

Para o PVI (1.6) tem-se que:

dP

dt
= rP

(

1− P

P∞

)

, r > 0.

Os pontos de equiĺıbrio ou soluções estacionárias da equação (1.4) são dados por:

rP

(

1− P

P∞

)

= 0⇐⇒ P = 0 ou P = P∞.

Considere

F (P ) = rP − rP 2

P∞
(1.22)
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e pelo Teorema 1.1 tem-se

F ′(P ) = r − 2rP

P∞
. (1.23)

Avaliando os pontos de equiĺıbrio na equação (1.23) são obtidos os seguintes resultados:

• Quando F ′(0) = r, tem-se F ′(0) > 0 pois r > 0. Assim, o ponto P = 0 é instável.

• Quando F ′(P∞) = −r, tem-se F ′(0) < 0 pois r > 0. Assim, o ponto P = P∞ é assintoti-
camente estável.

A Figura 1.8 representa o diagrama de fase do Modelo de Verhulst.

Figura 1.8: Diagrama de Fase do Modelo de Verhulst.

Se deseja realizar um processo mais rigoroso e verificar o Teorema 1.1 considerando a ex-
pansão de Taylor para a equação (1.22) em cada ponto de equiĺıbrio.

• Para P = 0

dP

dt
= F (P ) = F (0) + (P − 0)F ′(0) + F1(P );

= PF ′(0) + F1(P );

= Pr + F1(P ).

Logo, F1(P ) =
dP

dt
− Pr e pela equação (1.4)

F1(P ) = rP

(

1− P

P∞

)

− Pr = −r P
2

P∞
.

Assim,

lim
P→0

F1(P )
√

(P − 0)2
= lim

P→0

−rP 2

P∞
√

(P − 0)2
= ± lim

P→0

−rP 2

P · P∞
= ± lim

P→0

−rP
P∞

= 0.

Portanto, a equação linearizada é:
dP

dt
= rP,
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que é a mesma equação do modelo de Malthus quando r > 0. Assim, a solução e a análise
do ponto de equiĺıbrio é análogo, isto é, para t→∞ o limite é dado por

lim
t→∞

P0e
rt =∞,

então P = 0 é um ponto instável.

• Para P = P∞

dP

dt
= F (P ) = F (P∞) + (P − P∞)F ′(P∞) + F2(P );

= (P − P∞)F ′(P∞) + F2(P );

= −(P − P∞)r + F2(P ).

Logo, F2(P ) =
dP

dt
+ (P − P∞)r e pela equação (1.4)

F2(P ) = rP

(

1− P

P∞

)

+ (P − P∞)r = (P − P∞)

(

r − rP

P∞

)

.

Assim,

lim
P→0

F2(P )
√

(P − P∞)2
= lim

P→P∞

(P − P∞)

(

r − rP

P∞

)

√

(P − P∞)2
= ± lim

P→P∞

(

r − rP

P∞

)

= 0.

Portanto, a equação linearizada é:

dP

dt
= (P∞ − P )r,

com solução: P (t) = P∞ − e−rteC e condição inicial P (0) = P0, obtendo

P (t) = P∞ − e−rt(P∞ − P0). (1.24)

Fazendo t→∞ na equação (1.24)

lim
t→∞

(P∞ − e−rt(P∞ − P0)) = P∞.

Assim, o ponto de equiĺıbrio P = P∞ é assintoticamente estável.

1.5.6 Estabilidade do Modelo de Montroll sem Retardo

A equação (1.13) tem os pontos de equiĺıbrio P = 0 e P = P∞, isto é,

rP

[

1−
(

P

P∞

)α]

= 0⇐⇒ P = 0 ou P = P∞.

Considere

G(P ) = rP

[

1−
(

P

P∞

)α]

= rP − rPα+1

Pα
∞

(1.25)

e derivado a equação (1.25)

G′(P ) = r − (α + 1)rPα

Pα
∞

. (1.26)
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Pelo Teorema 1.1, avaliando os pontos de equiĺıbrio na equação (1.26) são obtidos os se-
guintes resultados:

• Quando G′(0) = r, G′(0) > 0 pois r > 0. Assim, o ponto P = 0 é instável.

• Quando G′(P∞) = −αr, G′(P∞) < 0 pois α > 0 e r > 0. Assim, o ponto P = P∞ é
assintoticamente estável.

A Figura 1.9 representa o diagrama de fase do Modelo de Montroll.

Figura 1.9: Diagrama de Fase do Modelo de Montroll para distintos valores de α.

Análogo ao processo rigoroso do estudo da estabilidade do Modelo de Verhulst, considere a
expansão de Taylor para o Modelo de Montroll (na equação (1.25)) em cada ponto de equiĺıbrio.

• Para P = 0

dP

dt
= G(P ) = G(0) + (P − 0)G′(0) + G1(P );

= PG′(0) + G1(P );

= Pr + G1(P ).

Logo, G1(P ) =
dP

dt
− Pr e pela equação (1.13) tem-se

G1(P ) = rP

[

1−
(

P

P∞

)α]

− rP = rP − rP

(
P

P∞

)α

− rP = −rP
(

P

P∞

)α

.

Assim,

lim
P→0

G1(P )
√

(P − 0)2
= lim

P→0

−rP
(

P

P∞

)α

√

(P − 0)2
= ± lim

P→0

[

−r
(

P

P∞

)α]

= 0.

Portanto, a equação linearizada é:
dP

dt
= rP,

que é a mesma equação do modelo de Verhulst linearizado para o ponto de equiĺıbrio
P = 0 e o modelo de Malthus quando r > 0. Assim, a solução e a análise do ponto de
equiĺıbrio é análogo, isto é, para t→∞ o limite é

lim
t→∞

P0e
rt =∞.

Portanto, P = 0 é instável.

19



• Para P = P∞

dP

dt
= G(P ) = G(P∞) + (P − P∞)G′(P∞) + G2(P );

= (P − P∞)G′(P∞) + G2(P );

= −(P − P∞)αr + G2(P ).

Logo, G2(P ) =
dP

dt
+ (P − P∞)αr e pela equação (1.13)

G2(P ) = rP

[

1−
(

P

P∞

)α]

+ (P − P∞)αr = (P − P∞)

[
rP

P − P∞

(

1−
(

P

P∞

)α)

+ rα

]

.

Assim,

lim
P→P∞

G2(P )
√

(P − P∞)2
= lim

P→P∞

(P − P∞)

[
rP

P − P∞

(

1−
(

P

P∞

)α)

+ rα

]

√

(P − P∞)2
;

= ± lim
P→P∞

[
rP

P − P∞

(

1−
(

P

P∞

)α)

+ rα

]

;

= ±







lim
P→P∞

[
rP

P − P∞

(

1−
(

P

P∞

)α)]

︸ ︷︷ ︸

(∗)

+ lim
P→P∞

rα







; (1.27)

em que

(∗) (L’Hôpital)
= lim

P→P∞

[

r

(

1−
(

P

P∞

)α)

+ rP

(−α
P∞

)(
P

P∞

)α]

= −rα. (1.28)

Substituindo a equação (1.28) em (1.27)

lim
P→0

G2(P )
√

(P − P∞)2
= ±(−rα + rα) = 0.

Portanto, a equação linearizada é:

dP

dt
= −(P − P∞)αr,

com solução: P (t) = P∞ − e−αrteC e condição inicial P (0) = P0, obtendo

P (t) = P∞ − e−αrt(P∞ − P0). (1.29)

Fazendo t→∞ na equação (1.29)

lim
t→∞

(P∞ − e−αrt(P∞ − P0)) = P∞.

Assim, o ponto de equiĺıbrio P = P∞ é assintoticamente estável.
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1.6 Modelo de Montroll para os Dados do Brasil

Para realizar uma análise de crescimento populacional são utilizados os dados da população
do Brasil publicados no IBGE. Na Tabela 1.2 são apresentados os dados distribúıdos nos anos
de 1991, 2000, 2010 e 2022.

Tabela 1.2: Dados da população brasileira.

Ano População Brasileira
1991 146.917.459
2000 169.590.693
2010 190.755.799
2022 203.080.756

Do PVI (1.12) tem-se a equação diferencial do Modelo de Montroll

dP

dt

1

P
= r

[

1−
(

P

P∞

)α]

= r +

(

− r

Pα
∞

)

Pα. (1.30)

Considerando c = r e a = − r

Pα
∞

na equação (1.30) tem-se

dP

dt

1

P
= c + aPα. (1.31)

Assim, para realizar a análise com os dados dispońıveis na Tabela (1.2), utiliza-se apro-
ximação por valores discretos. Logo, a equação (1.31) pode ser expressa da seguinte forma

∆P

∆t

1

P
≈ c + aPα, (1.32)

em que
∆P

∆t
representa a variação da população ao longo de um intervalo de tempo ∆t e o termo

1

P
corresponde à taxa de crescimento relativa da população em relação ao tamanho atual.

Considere a população P = {P1, P2, ..., Pn}, o tempo t = {t1, t2, ..., tn}, e M = {M1,M2, ...,Mn}
sendo

Mi =
∆P

∆t
· 1

P
=

(
Pi+1 − Pi

ti+1 − ti

)

· 1

Pi

, i = 1, .., n− 1

e para i = n Mn =

(
Pn − Pn−1

tn − tn−1

)

· 1

Pn

.

Logo, para os dados da população brasileira, tem-se n = 4 e os resultados dos cálculos estão
dados na Tabela 1.3.

Tabela 1.3: Resultado dos cálculos para n = 4 da população brasileira.

Ano População Brasileira
∆P

∆t
· 1

P
1991 146.917.459 0,01714737131
2000 169.590.693 0,01248011057
2010 190.755.799 0,00538426488
2022 203.080.756 0,00505749422

Assim, com os valores da Tabela 1.3, realiza-se uma aproximação pela curva (1.32) utilizando
a ferramenta cftool (Curve Fitting Tool) do MATLAB, que permite ajustar curvas e superf́ıcies
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aos dados através de diversas funções. Em particular, emprega-se o método dos mı́nimos
quadrados (RUGGIERO; LOPES, 1988). Para valores de α no intervalo 0, 01 ≤ α ≤ 2, 08,
com espaçamento de 0,01 obtém-se a Tabela 1.4, que contém os dados mais relevantes. Para
0, 008 ≤ α ≤ 0, 012 com espaçamento 0,001 o coeficiente de determinação (R2) é 0,9658, desta
forma é considerado α = 0, 01.

Tabela 1.4: Valores de α com seu respectivo coeficiente de determinação (R2).

α (R2)
0,01 0,9658
0,08 0,9657
0,1 0,9657
0,3 0,9655
0,4 0,9654
0,5 0,9652
0,8 0,9642
1 0,9634

Observação 1.5. Para α = 1 é o Modelo de Verhulst com um coeficiente de determinação (R2)
igual a 0,9634. Para maiores detalhes sobre o método, consulta-se a definição em (MORETTIN
et al., 2017).

Na Tabela 1.4 o maior coeficiente de determinação (R2) é igual a 0, 9658 quando α = 0, 01.
Assim, os valores correspondentes são c = r = 4, 05 e a = −3, 341, então:

∆P

∆t

1

P
≈ 4, 05 + (−3, 341)P 0,01, em que P∞ = −r

a
=
−4, 05

−3, 341
≈ 227.957.958.

Portanto, substituindo os valores encontrados na solução do Modelo de Montroll (1.17), tem-se:

P (t) =
146.917.459× 227.957.958

[(227.957.9580,01 − 146.917.4590,01)e0,01×4,05t + 146.917.4590,01]1/0,01
. (1.33)

A Figura 1.10 representa a solução do Modelo de Montroll para os dados da população brasileira.

Figura 1.10: Solução do Modelo de Montroll para os dados da população brasileira em que
α = 0, 01, r = 4, 05 e P∞ = 227.957.958.
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1.7 Conclusões

Após o estudo dos modelos populacionais de Malthus, Verhulst e Montroll, bem como sua
aplicação aos dados da população brasileira, tem-se as seguintes conclusões:

• No Modelo de Malthus, o ponto P = 0 apresenta estabilidade quando r < 0, tornando-
se instável para r > 0. Assim, a estabilidade depende diretamente do parâmetro r,
evidenciando sua sensibilidade às condições de crescimento populacional.

• O ponto de inflexão no Modelo de Montroll é influenciado pelos valores da capacidade

de suporte P∞ e do parâmetro α. Para α = 1, o ponto de inflexão
P∞

2
coincide com o

do Modelo de Verhulst. Essa caracteŕıstica confere ao Modelo de Montroll uma maior
adaptabilidade às diferentes dinâmicas populacionais.

• A aplicação da ferramenta cftool do MATLAB mostrou que o Modelo de Montroll
pode ser ajustado com precisão aos dados da população brasileira, demonstrando sua
capacidade de representar padrões variados de crescimento populacional. Assim, para
α = 0, 01 apresentou o melhor ajuste aos dados da população brasileira em comparação
ao valores de 0, 01 ≤ α ≤ 2, 08 com espaçamento de 0,01, em particular, para o Modelo de
Verhulst com α = 1. Como α = 0, 01 e r = 4, 05 na equação (1.29), o ponto de equiĺıbrio
P = P∞ é assintoticamente estável.

O Modelo de Montroll se destaca pela flexibilidade e capacidade de generalização em relação
aos modelos clássicos, como os de Malthus e Verhulst. Contudo, o modelo apresenta limitações.
Por exemplo, não incorpora retardos temporais no crescimento populacional nem considera in-
certezas associadas aos parâmetros, aspectos que são frequentemente presentes em dinâmicas
biológicas. Para superar essas limitações, no próximo caṕıtulo é abordado o estudo de equações
diferenciais com retardo proporcionando uma análise mais detalhada e realista do comporta-
mento da população brasileira ao longo do tempo.
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Caṕıtulo 2

Equações Diferenciais com Retardo

“Tentar compreender o ińıcio do universo em termos cient́ıficos
pode parecer um pouco como estudar um modelo em que o tempo
não tenha existido antes de um certo ponto. Contudo, isso nos
permite compreender como o presente é moldado pelo passado.”

Stephen Hawking (A Brief History of Time,1998)

2.1 Introdução

As equações diferenciais se dividem em dois tipos principais: equações diferenciais ordinárias
(EDO) e equações diferenciais parciais (EDP). Uma equação diferencial com retardo expressa
a derivada de uma função em um dado instante de tempo, com base nos valores dessa função
em tempos anteriores (EVELYN, 1948).

As EDR são essenciais em muitos modelos f́ısicos e biológicos, em que o comportamento
atual de uma variável depende não apenas de seu estado presente, mas também de sua história.
Esse tipo de equação reflete de forma mais próxima de realidade a evolução de certos sistemas,
em geral, os processos naturais geralmente não respondem de forma instantânea. Um exemplo
disso é a dinâmica dos recursos consumidos pelos animais, que demoram um certo tempo para
se regenerar (URGILES et al., 2022).

Dessa forma, a inclusão de retardos em uma equação diferencial é conveniente ao modelar
certos problemas. No entanto, sua resolução resulta, em geral, em um problema matemático
mais complicado do que no caso das equações diferenciais ordinárias (PRESMANES et al.,
2024).

Neste caṕıtulo, é apresentado um breve resumo sobre as equações diferenciais com retardo,
sua aplicação em modelos populacionais que incorporam o parâmetro de retardo para estudar
a solução de forma anaĺıtica e numérica por meio do Método dos Passos juntamente com o
Método de Runge-Kutta de 4a ordem. A solução numérica é aplicada ao modelo populacional
de Montroll com retardo para analisar a proximidade dos pontos da curva em relação aos dados
reais da população brasileira e, por fim, estudar a estabilidade do modelo.

2.2 Equações Diferenciais com Retardo

Uma equação diferencial com retardo pode ser escrita da seguinte forma

x′(t) = f (t, x(t), x(t− τ1), ..., x(t− τm))
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em que τj = τj(t) é denominada retardo para j = 1, ..,m. Assim, é uma equação na qual
a derivada de uma função desconhecida em cada instante t depende dá própria função em
instantes anteriores τi (em que τi ≥ 0, ∀ i ∈ N) é denominada EDR.

Observação 2.1. Tem-se algumas observações:

• No caso que τj(t) = cj, cj uma constante positiva é denominada tal equação de EDR com
retardos discretos.

• No caso de retardos discretos, a presença dos termos x(t − τj) indica que o estado do
sistema, x(t), no tempo t, depende desse estado em alguns momentos anteriores t− τj.

Uma das aplicações das equações com retardo pode ser encontrada em modelos populacio-
nais, alguns exemplos são apresentados a seguir.

2.3 Modelos Populacionais com Retardo

Uma das deficiências de modelos de população simples como
dP

dt
= f(P ), em que P = P (t)

é a população da espécie no instante t e f(P ) é uma função de P , e que a taxa de nascimento,
por exemplo, é considerada funcionando instantaneamente. No entanto, o tempo para alcançar
a maturidade e o peŕıodo de gestação finito deve ser considerado. Uma maneira de incorporar
um retardo em um modelo populacional mencionado poderia ser da forma:

dP

dt
= f(P, P (t− τ)) (2.1)

em que τ > 0 é o retardo.
Nesta seção, são estudados os modelos populacionais de Malthus com Retardo e de Montroll

com Retardo.
O Modelo de Malthus é explorado em maior profundidade, destacando o impacto da in-

trodução do retardo na equação. Além disso, é apresentada a solução anaĺıtica obtida por meio
do Método dos Passos. Este estudo contribui significativamente para a compreensão do Modelo
de Montroll com Retardo. A solução numérica é abordada utilizando o Método dos Passos
em conjunto com o Método de Runge-Kutta de 4a ordem, com parâmetros obtidos através dos
dados reais da população brasileira. Essa abordagem permite uma comparação entre o Modelo
de Montroll com e sem retardo.

Por fim, é realizada uma análise da estabilidade do Modelo de Montroll com Retardo,
empregando a linearização de duas variáveis nos pontos de equiĺıbrio, considerando diferentes
cenários.

2.3.1 Modelo de Malthus com Retardo

Seja o Modelo de Malthus com retardo (ou também o modelo populacional com retardo
discreto), dado por:

dP

dt
= rP (t− τ), r > 0, τ > 0 (2.2)

em que P (t− τ) representa o tamanho da população P no momento anterior t− τ .
Neste contexto, o retardo discreto considera o tempo que leva para causar mudanças na

população de forma de afetar o seu crescimento presente e futuro.
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Então, para saber qual seria um Problema de Valor Inicial (PVI) adequado, associado à
equação (2.2), é saber primeiramente que conhecer o valor de P em t = t0 não é suficiente para
calcular os valores de P (t) para t > t0.

Logo, pelo Teorema Fundamental do Cálculo (TFC) aplicado em t ∈ [t0, τ ]

dP

dt
= rP (t− τ)⇐⇒

∫ t

t0

P ′dm =

∫ t

t0

rP (m− τ)dm⇐⇒ P (t)− P (t0) =

∫ t

t0

rP (m− τ)dm

⇐⇒ P (t) = P (t0) +

∫ t

t0

rP (m− τ)dm

e aplicando a mudança de variavel m− τ = s

P (t) = P (t0) + r

∫ t−τ

t0−τ

P (s)ds. (2.3)

A equação (2.3) permite afirmar que, além de P (t0), também devem ser conhecidos os
valores de P (θ) para θ ∈ [−τ, t0], de forma a encontrar o valores P (t) para todo t ≥ t0.

O exemplo a seguir ilustra esta afirmação e o método para encontrar a solução com retardo
discreto.

Exemplo 2.1. Para a equação (2.3), suponha que t0 = 0 (assumindo por simplicidade) e que
φ é uma função dada tal que P (θ) = φ(θ) para θ ∈ [−τ, 0], então,

P (t) = P (0) +

∫ t−τ

−τ

rφ(s)ds.

Assim, como P (0) = φ(0), obtém-se

P (t) = φ(0) + r

∫ t−τ

−τ

P (s)ds

a qual denomina-se P1(t), isto é,

P1(t) = φ(0) + r

∫ t−τ

−τ

P (s)ds. (2.4)

Substituindo t por τ na equação (2.4),

P1(τ) = P (0) + r

∫ 0

−τ

P (s)ds para t ∈ [0, τ ] . (2.5)

Repetindo o procedimento anterior em (2.3) para t ∈ [τ, 2τ ],

P (t) = P (0) +

∫ τ

0

rP (m− τ)dm +

∫ t

τ

rP (m− τ)dm,

como P (θ) = φ(θ) para θ ∈ [−τ, 0], então

P (t) = φ(0) +

∫ τ

0

rP (m− τ)dm +

∫ t

τ

rP (m− τ)dm

e aplicando a mudança de variável m− τ = s,
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P (t) = φ(0) +

∫ 0

−τ

rP (s)ds

︸ ︷︷ ︸

igual à equação (2.5)

+

∫ t−τ

0

rP (s)ds

P (t) = P1(τ) + r

∫ t−τ

0

P (s)ds,

a qual denomina-se por P2(t), isto é:

P2(t) = P1(τ) + r

∫ t−τ

0

P (s)ds. (2.6)

Substituindo t por 2τ em (2.6),

P2(2τ) = P1(τ) + r

∫ τ

0

P (s)ds para t ∈ [τ, 2τ ] . (2.7)

As equações (2.5) e (2.7) induzem a seguinte proposição.

Proposição 2.1. A seguinte igualdade

Pk(kτ) = Pk−1((k − 1)τ) +

∫ (k−1)τ

(k−2)τ

rP (s)ds (2.8)

é verdadeira para todo k ∈ N.

Demonstração. Por indução em k ∈ N, k ≥ 1.
Para k = 1, está demonstrado em (2.5).
Para demonstrar o teorema indutivo, assume-se como hipótese que

Pj(jτ) = Pj−1((j − 1)τ) +

∫ (j−1)τ

(j−2)τ

rP (s)ds

é verdadeira para todo j ∈ 1, .., k − 1 e prova-se que (2.8) é verdadeira. De fato, pelo TFC
decorre

Pk(t) = P (0) +

∫ t

0

rP (m− τ)dm,

para t ∈ [(k − 1)τ, kτ ] e aplicando a mudança de variável m− τ = s obtém-se

Pk(t) = P (0) +
k−1∑

i=1

∫ (i−1)τ

(i−2)τ

rP (s)ds+

︸ ︷︷ ︸

(D)

∫ t−τ

(k−2)τ

rP (s)ds. (2.9)

Pela hipótese de indução e seguindo as notações supracitadas, resulta em

Pk−1((k − 1)τ) = Pk−2((k − 2)τ) + r

∫ (k−2)τ

(k−3)τ

P (s)ds

= Pk−3((k − 3)τ) + r

∫ (k−3)τ

(k−4)

P (s)ds + r

∫ (k−2)τ

(k−3)τ

P (s)ds
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e assim, sucessivamente, até chegar a

Pk−1((k − 1)τ) = P (0) +
k−1∑

i=1

∫ (i−1)τ

(i−2)τ

rPi(s)ds = (D). (2.10)

Finalmente, para t = τk na equação (2.9) obtém-se

Pk(τk) = Pk−1((k − 1)τ) +

∫ (k−1)τ

(k−2)τ

rP (s)ds (2.11)

verifica-se o resultado indutivo.

Como consequência, origina-se a afirmação da Proposição 2.2.

Proposição 2.2. A expressão

Pk(t) = Pk−1((k − 1)τ) + r

∫ t−τ

(k−2)τ

Pk−1(s)ds (2.12)

é verdadeira para todo t ∈ [(k − 1)τ, kτ ], k ∈ N.

Demonstração. Por indução em k ∈ N, k ≥ 1.
Para k = 1, está demonstrado em (2.4).
Para demonstrar o teorema indutivo, assume-se que

Pj(t) = Pj−1((j − 1)τ) + r

∫ t−τ

(j−2)τ

Pj−1(s)ds (2.13)

é verdadeiro para todo j = 1, . . . , k − 1 e t ∈ [(j − 1)τ, jτ ].
Logo, para j = k com t ∈ [(j − 1)τ, jτ ] e pelo TFC resulta que

Pj(t) = P (0) +

j−1
∑

i=1

∫ iτ

(i−1)τ

rPi(m− τ)dm +

∫ t

(j−1)τ

rPj−1(m− τ)dm. (2.14)

Assim, pela mudança de variável m−τ = s na equação (2.14) se origina a seguinte expressão:

Pj(t) = P (0) +

j−1
∑

i=1

∫ (i−1)τ

(i−2)τ

rPi(s)ds +

∫ t−τ

(j−2)τ

rPj−1(s)ds. (2.15)

Fazendo t = (j − 1)τ na equação (2.13)

Pj−1((j − 1)τ) =Pj−2((j − 2)τ) + r

∫ (j−2)τ

(j−3)τ

Pj−2(s)ds.

Pela equação (2.10) apresentada na demonstração da Proposição 2.1,

Pj−1((j − 1)τ) =P (0) +

j−1
∑

i=1

∫ (i−1)τ

(i−2)τ

rPi(s)ds. (2.16)

Substituindo a equação (2.16) na equação (2.15) a demostração do teorema indutivo está
finalizada, portanto,

Pj(t) = Pj−1((j − 1)τ) + r

∫ t−τ

(j−2)τ

Pj−1(s)ds

para t ∈ [(j − 1), jτ ] com j = k.
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A seguir alguns cálculos são feitos a partir da suposição que t0 = 0 (assumido por simplici-
dade) e que φ é uma função dada tal que P (θ) = φ(θ) = 1 para θ ∈ [−τ, 0].

De fato, decorre das suposições sobreditas:
Para t ∈ [0, τ ] tem-se

P1(t) = φ(0) +

∫ t−τ

−τ

rφ(s)ds = 1 +

∫ t−τ

−τ

rds = 1 + rt. (2.17)

Para t ∈ [τ, 2τ ] tem-se

P2(t) = P1(τ) + r

∫ t−τ

0

P1(s)ds = 1 + rτ + r

∫ t−τ

0

(1 + rs)ds

= 1 + rτ + r(s + r
s2

2
)
∣
∣
∣

t−τ

0
= 1 + rτ + r(t− τ) + r2(t− τ)2

= 1 + rτ + rt− rτ + r2(t− τ)2 = 1 + rt +
r2

2
(t− τ)2. (2.18)

Para t ∈ [2τ, 3τ ] tem-se

P3(t) = P2(2τ) + r

∫ t−τ

τ

P2(s)ds = 1 + rτ +
r2

2
τ 2 + r

∫ t−τ

τ

P2(s)ds

= 1 + 2rτ +
r2

2
τ 2 + r

(

s +
rs2

2
+

r2(s− τ)

6

) ∣
∣
∣

t−τ

τ

= 1 + 2rτ +
r2

2
τ 2 + r

(

(t− τ − τ) +
r

2
((t− τ)2 − τ 2) +

r2

6
((t− τ − τ)3 − (t− τ)3)

)

= 1 + 2rτ +
r2

2
τ 2 + r

(

t− 2τ +
r

2
(t2 − 2tτ) +

r2

6
(t− 2τ)3

)

= 1 + 2rτ +
r2

2
τ 2 + rt− 2rτ +

r2

2
(t2 − 2tτ) +

r3

6
(t− 2τ)3

= 1 + rt +
r2

2
(t− τ)2 +

r3

6
(t− 2τ)3. (2.19)

Os cálculos inspiram a afirmação da Proposição 2.3

Proposição 2.3. Para t ∈ [(m− 1)τ,mτ ] se verifica:

P (t) =
m∑

i=0

ri(t− (i− 1)τ)i

i!
. (2.20)

Demonstração. Por indução, nota-se que para m = 1 a equação (2.20) é verdadeira de (2.17).
Prosseguindo para demonstrar o teorema. Suponha que é verdadeiro para t ∈ [(m − 1)τ,mτ ],
em que m = 1, . . . , k.

Com efeito, para t ∈ [mτ, (m + 1)τ ], da igualdade (2.9) decorre:

Pm+1(t) = Pm(mτ) + r

∫ t−τ

(m−1)τ

Pm(s)ds

=
m∑

i=0

ri(mτ − (i− 1)τ)i

i!
+ r

∫ t−τ

(m−1)τ

m∑

i=0

ri(s− (i− 1)τ)i

i!

=
m∑

i=0

ri(mτ − (i− 1)τ)i

i!
+ r

m∑

i=0

ri

i!

∫ t−τ

(m−1)τ

(s− (i− 1)τ)ids

︸ ︷︷ ︸

I

, (2.21)
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sendo I definido como

I =

∫ t−τ

(m−1)τ

(s− (i− 1)τ)ids.

Pela mudança de variável s− (i− τ) = a deriva-se:

I =

∫ t−iτ

mτ−iτ

aida =
ai+1

i + 1

∣
∣
∣

t−iτ

mτ−iτ
=

(t− iτ)i+1 − (mτ − iτ)i+1

i + 1
. (2.22)

Assim, partindo de (2.22) aplicada em (2.21), conclue-se:

Pm+1(t) =
m∑

i=0

ri(mτ − (i− 1)τ)i

i!
︸ ︷︷ ︸

(S1)

+ r

m∑

i=0

ri

i!

(
(t− iτ)i+1

i + 1
− (mτ − iτ)i+1

i + 1

)

︸ ︷︷ ︸

(S2)

. (2.23)

em que,

S1 =
m∑

i=0

ri(mτ − (i− 1)τ)i

i!
= 1 +

m∑

i=1

riτ i(m− (i− 1))i

i!
︸ ︷︷ ︸

(A)

e

S2 = r

m∑

i=0

ri

i!

(
(t− iτ)i+1

i + 1
− (mτ − iτ)i+1

i + 1

)

=
m∑

i=0

ri+1

(i + 1)!
((t + τ − (i + 1)τ)i+1 − τ i+1(m + 1− (i + 1))i+1)

=
m+1∑

i=1

ri

i!
((t + τ − iτ)i − τ i(m + 1− i)i)

=
m∑

i=1

ri

i!
((t + τ − iτ)i − τ i(m + 1− i)i)

︸ ︷︷ ︸

(B)

+
rm+1

m + 1
(t−mτ)m+1.

Assim,

Pm+1(t) = (S1) + (S2) = 1 + (A) + (B) +
rm+1

m + 1
(t−mτ)m+1

= 1 +
m∑

i=1

ri

i!
(t + τ − iτ)i +

rm+1

m + 1
(t−mτ)m+1

=
m+1∑

i=0

ri

i!
(t− (i− 1)τ)i, (2.24)

o que conclue o teorema indutivo.

Portanto, a solução do Modelo de Malthus com retardo, considerando τ = 1, a população
no tempo anterior ou histórico P (θ) = φ(θ) = 1 para θ ∈ [−1, 0] e t0 = 0, então é:

P (t) =
m∑

i=0

ri(t + (i− 1))i

i!
para t ∈ [(m− 1),m] .

Assim, para m = 3

30



P (t) =







P1(t) = 1 + rt para t ∈ [0, 1] ,

P2(t) = 1 + rt +
r2(t− 1)2

2!
para t ∈ [1, 2] ,

P3(t) = 1 + rt +
r2(t− 1)2

2!
+

r3(t− 2)3

3!
para t ∈ [2, 3] .

Na Figura 2.1 são apresentadas as soluções dos Modelos de Malthus com retardo e sem
Retardo (P (t) = P0e

rt) para m = 3 com r = 0, 2. Nesta figura observa-se como, a partir
de t = 0, o gráfico começa a crescer à medida que o tempo avança, significa que a densidade
populacional segue um ritmo crescente. Porém, ao comparar uma solução com a outra, no
Modelo de Malthus sem retardo a curva da densidade populacional cresce mais rapidamente
que o Modelo de Malthus com retardo. Este fato ocorre porque no modelo com retardo, a
densidade populacional é considerada em um instante anterior (t− τ), isto é, P (t) é crescente,
logo, t− τ ≤ t para cada t, então P (t− τ) ≤ P (t) para τ > 0.

Figura 2.1: Solução do Modelo de Malthus com retardo e sem retardo.

Como r > 0 tem-se rP (t − τ) ≤ rP (t), assim,
dPR

dt
≤ dPS

dt
, em que

dPR

dt
é o Modelo de

Malthus com retardo e
dPS

dt
é o Modelo de Malthus sem retardo.

Esse processo iterativo de encontrar a solução do modelo de Malthus com retardo é de-
nominado de Método dos Passos (Method of Steps em inglês) (BASHIER, 2009), o qual é
apresentado de forma geral a seguir.

2.3.2 Método dos Passos

Seja o Problema de Valor Inicial com retardo (PVIR) dado por

y′(t) = f(t, y(t), y(t− τ)) , t ∈ [t0, T ] , T = t0 + mτ,m ∈ N (2.25)

y(θ) = φ0(θ) , θ ∈ [−τ, t0], (2.26)

em que φ é uma função diferenciável, denominada histórico do modelo e τ é um número real
positivo que representa o retardo discreto.
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A ideia básica do método dos passos para a resolução de (2.25)-(2.26) é transformar o
PVIR em uma sequência finita de PVI sem retardo através da divisão do domı́nio [0, T ] em
subdomı́nios, em que a PVIR é transformado em um modelo de uma EDO com dado inicial
espećıfico.

De fato, supondo que T = t0 + kτ , sendo k um inteiro positivo, pode-se escrever

[t0, T ] =
k⋃

m=1

[t0 + (m− 1)τ, t0 + mτ ].

Então, o primeiro passo é resolver no subdomı́nio [t0, t0 + τ ], usando a função histórico φ0

definido em (2.26), o PVI dado por

y′(t) = f(t, y(t), φ0(t− τ)), t ∈ [t0, t0 + τ ]

y(t0) = φ0(t0).

Seja φ1(t) a solução deste PVI do primeiro passo.
O segundo passo é resolver o PVI dado por

y′(t) = f(t, y(t), φ1(t− τ)), t ∈ [t0 + τ, t0 + 2τ ]

y(τ) = φ1(t0 + τ).

De maneira análoga, se definem os próximos passos para cada m = 1, . . . , k , conhecendo a
solução do passo anterior, φm−1, com o PVI da forma:

y′(t) = f(t, y(t), φm−1(t− τ)), t ∈ [t0 + (m− 1)τ, t0 + mτ ]

y(t0 + (m− 1)τ) = φm−1(t0 + (m− 1)τ).
(2.27)

Finalmente, a solução do PVIR (2.25)-(2.26) é dada por

y(t) = φm(t) , t ∈ [t0 + (m− 1)τ, t0 + mτ ], m = 1, . . . , k. (2.28)

2.3.3 Existência e Unicidade do Método dos Passos

A existência e unicidade da solução (2.28) está baseada nos mesmos teoremas da EDO sem
retardo e no uso do método dos passos.

De fato, considerando a EDR dada por (2.25)-(2.26), suponha f = f(x1, x2, x3) cont́ınua
em um domı́nio de R

3, fx2 , derivada parcial de f com respeito à segunda coordenada cont́ınua,
e φ[t0 − τ, t0]→ R cont́ınua.

Assim, definindo g(t, y) = f(t, y, y(t− τ)), tem-se que g(t, y) e gy(t, y) são continuas.
Como consequência, existe σ tal que se:

• σ > 0 para o qual pode-se afirmar existência e unicidade local da solução em [t0, t0 + σ).

• σ > t0 + τ , basta estender a solução no intervalo [t0, t0 + τ ] para o próximo intervalo da
subdivisão, garantindo a unicidade a cada passo.

• σ < t0 + τ , o teorema de extensão da solução de uma EDO permite construir a única
solução no intervalo [t0, t0 + τ ] e continuando o processo de construção da extensão da
solução até completar os passos.

Em alguns casos, a sequência finita de PVI não pode ser resolvida da mesma forma que o
modelo de Malthus com retardo. Então, utilizou-se o método numérico de Runge-Kutta de 4a

ordem para resolver os PVI (BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2019).
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2.3.4 Metodo de Runge-Kutta de 4a ordem

Seja o PVI {

y′ = f(x, y)

y(x0) = y0
(2.29)

e um incremento de passo h > 0. Então o Método de Runge Kutta de 4a ordem calcula yn+1 a
partir de yn como:

yn+1 = yn +
1

6
(K1 + 2K2 + 2K3 + K4) (2.30)

em que,

K1 = hf(xn, yn)

K2 = hf(xn + h/2, yn + K1/2)

K3 = hf(xn + h/2, yn + K2/2)

K4 = hf(xn + h, yn + K3)

.

Finalmente, yn+1 é o valor aproximado da solução da solução em xn+1 = xn+h. Os métodos
de Runge-Kutta de menores ordens são expostos no Apêndice A.

Com essas definições, é posśıvel explicar a solução do Modelo de Montroll com retardo.

2.3.5 Modelo de Montroll com Retardo

O Modelo de Montroll com retardo é uma extensão do Modelo de Montroll sem retardo (1.13),
cuja equação diferencial com retardo é:

dP

dt
= rP

[

1−
(
P (t− τ)

P∞

)α]

(2.31)

em que P = P (t) e as constantes r, P∞ e τ são positivas. A interpretação biológica deste
modelo é que o efeito regulador no tempo t depende da população no tempo anterior (t − τ),
ao invés de t (MURRAY, 2002).

Resolver o Modelo de Montroll com retardo de forma anaĺıtica, pode ser extremamente
complexo devido à presença do termo de retardo P (t − τ), que introduz uma dependência
no tempo passado. Essa caracteŕıstica acarreta dificuldades adicionais em comparação com
as equações diferenciais ordinárias, especialmente quando o retardo é significativo ou quando
o modelo inclui parâmetros não lineares. Por essas razões, neste trabalho é adotada uma
abordagem numérica para obter soluções aproximadas, permitindo a análise do comportamento
da população sob diferentes condições iniciais e parâmetros do modelo. Assim, foi desenvolvido
um Algoritmo no software MATLAB que encontra uma solução numérica Modelo de Montroll
com retardo por meio do método dos passos, juntamente com o método de Runge-Kutta de 4a

ordem que é apresentado no Algoritmo 1.
Na Figura 2.2 é apresentado o esquema quando o intervalo [0, T ] é dividido em sete passos.

Note que a discretização no tempo não é necessariamente igual a discretização do retardo τ .
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Figura 2.2: Divisão do intervalo para sete passos.

Algoritmo 1: Solução Numérica de uma Equação Diferencial Ordinária com

Retardo - Modelo de Montroll
Entrada: P0 =valor inicial, P∞ =capacidade suporte, α, r
Entrada: τ , retardo, φ histórico do retardo
Entrada: t0 = 0 tempo inicial, T = tempo final
Entrada: N = # de pontos da malha do tempo
Entrada: tempo(i) = (i− 1) ∗ h, i = 1 . . . N , h = T/N
Entrada: steps = inteiro menor ou igual a (T/τ)
Entrada: F = expressão da função de Montroll
Sáıda: Y (tempo) =

⋃steps
k=1 Yk(Intk), Intk=intervalo no step k

1 ińıcio

2 para cada j = 1 . . . steps faça

3 para cada i = 2 . . . N faça

4 Se (j − 1) ∗ τ ≤ tempo(i) ≤ j ∗ τ ← Intj(i) = tempo(i)
5 fim

6 fim

7 fim

8 Defina M = minj(comprimento Intj) e Y1(1) = P0

9 para cada i = 1 . . .M − 1 faça

10 K1 = h ∗ (F (Y1(i), φ(Int1(i)− τ)))
11 K2 = h ∗ (F (Y1(i) + 0.5 ∗K1, φ(Int1(i) + 0.5 ∗ h− τ) + 0.5 ∗K1))
12 K3 = h ∗ (F (Y1(i) + 0.5 ∗K2, φ(Int1(i) + 0.5 ∗ h− τ) + 0.5 ∗K2))
13 K4 = h ∗ (F (Y1(i) + K3, φ(Int1(i) + h− τ)) + K3)
14 ←− Y1(i + 1) = Y 1(i) + (K1 + 2 ∗K2 + 2 ∗K3 + K4)/6

15 fim

16 Defina Yk(k ∗ τ) = Yk−1(k ∗ τ)
17 para cada k = 2 . . . steps faça

18 para cada i = 1 . . .M − 1 faça

19 K1 = h ∗ (F (Yk(i), Yk(i)))
20 K2 = h ∗ (F (Yk(i) + 0.5 ∗K1, 0.5 ∗ (Yk−1(i)
21 +Yk−1(i + 1)) + 0.5 ∗K1)))
22 K3 = h ∗ (F (Yk(i) + 0.5 ∗K2, 0.5 ∗ (Yk−1(i)
23 +Yk−1(i + 1)) + 0.5 ∗K2))
24 K4 = h ∗ (F (Yk(1) + K3, Yk−1(i + 1) + K3))
25 ←− Yk(i + 1) = Yk(i) + (K1 + 2 ∗K2 + 2 ∗K3 + K4)/6

26 fim

27 fim
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2.3.6 Solução do Modelo de Montroll com Retardo para os dados

da População Brasileira

Por meio da Algoritmo 1 tem-se uma solução numérica do Modelo de Montroll com re-
tardo para os dados da população brasileira considerando o valor inicial P0 = 146.917.459, a
capacidade de suporte P∞ = 227.957.958, α = 0, 01, r = 4, 05, o histórico φ(t) = 146.917.459
(conforme a Tabela 1.2), com o valor do retardo τ = 1, N = 313 e T = 32. Esses parâmetros
foram obtidos a partir do programa MATLAB cftool com os dados da Tabela 1.2, usados no
Modelo de Montroll sem Retardo, apresentando R2 = 0, 9658.

Na Figura 2.3 são apresentadas a solução numérica do Modelo populacional com retardo de
Montroll (curva azul) a solução do Modelo de Montroll sem retardo (curva vermelha), junta-
mente com os dados reais da população brasileira presentes na Tabela 1.2.

Figura 2.3: Solução do Modelo de Montroll: numérica com retardo, anaĺıtica sem retardo e os
dados da população brasileira.

Assim, são calculados as médias do erros relativos para comparar a aproximação numérica
e anaĺıticas com os dados da população brasileira.

• CR é a média do erro relativo da solução do Modelo de Montroll com retardo em relação
aos dados da população brasileira:

CR =

n∑

i=1

Ri

n
, em que Ri =

|Pi − Pri |
|Pi|

,

em que Pi são os dados reais da população brasileira e Pri é a solução numérica do Modelo
de Montroll com retardo nos pontos correspondentes.

• SR é a média do erro relativo da solução do Modelo de Montroll sem retardo em relação
aos dados da população brasileira:

SR =

n∑

i=1

Si

n
, em que Si =

|Pi − Psi |
|Pi|

,

em que Pi são os dados reais da população brasileira e Psi é a solução anaĺıtica do Modelo
de Montroll sem retardo nos pontos correspondentes.

35



Como tem-se 4 dados dispońıveis, então n = 4. Assim, os resultados obtidos são:

CR = 0, 006406541549949 e SR = 0, 009890714919669.

Portanto, a média dos erros relativos do modelo determińıstico com retardo em relação aos
dados da população brasileira é menor do que a do modelo sem retardo.

Analisando a eficácia do Algoritmo 1, é feita uma comparação da solução do Modelo de
Montroll com retardo para os dados da população brasileira obtida pelo comando dde23 do
MATLAB. Assim, o resultado mostra a média do erro relativo igual a 2,47·10−4 com discre-
tização do tempo igual a 10000 (veja a Figura 2.4). Consequentemente, o Algoritmo 1 possui
grande proximidade com a solução dada pelo comando dde23(1), valida computacionalmente
seu desempenho.

Figura 2.4: Solução do Modelo de Montroll com retardo para os dados da população brasileira
mediante o comando dde23 e o Algoritmo 1.

2.3.7 Estudo da Estabilidade para o Modelo de Montroll com Re-

tardo

O estudo da estabilidade do Modelo de Montroll com retardo é análogo ao estudo da es-
tabilidade do Modelo de Montroll sem retardo. Aplica-se a linearização em duas variáveis nos
pontos de equiĺıbrio. Para isso, considera-se a equação geral de um modelo populacional com
retardo dada pela equação (2.1). Supondo que F : R2 −→ R seja diferenciável no ponto de
equiĺıbrio P = p∗, a equação (2.1) pode ser escrita como:

dP

dt
= F (p∗, p∗)+(P (t)−p∗)

∂F

∂x
(p∗, p∗)+(P (t−τ)−p∗)

∂F

∂y
(p∗, p∗)+R(P (t), P (t−τ)), (2.32)

em que x = P (t), y = P (t− τ), F (p∗, p∗) = 0 e

lim
(x,y)→(p∗,p∗)

R(x, y)

∥(x, y)− (p∗, p∗)∥ = lim
(x,y)→(p∗,p∗)

R(x, y)
√

(x− p∗)2 + (y − p∗)2
= 0.

Assim,
dP

dt
= (P (t)− p∗)

∂F

∂x
(p∗, p∗) + (P (t− τ)− p∗)

∂F

∂y
(p∗, p∗), (2.33)

1https://www.mathworks.com/help//releases/R2021a/matlab/ref/dde23.html
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o que facilita o estudo da estabilidade do Modelo de Montroll com retardo (AMSTER, 2017).
Dessa forma, lineariza-se o Modelo de Montroll com retardo (2.31) em torno de cada ponto

de equiĺıbrio P = 0 e P = P∞.
Considere

F (P, P (t− τ)) = rP

[

1−
(
P (t− τ)

P∞

)α]

, (2.34)

em que
∂F

∂x
= r − r

(
P (t− τ)

P∞

)α

e
∂F

∂y
= −αrP (P (t− τ))α−1

Pα
∞

.

• Para P = 0

dP

dt
= P (t)

∂F

∂x
(0, 0) + P (t− τ)

∂F

∂y
(0, 0) + R1(P (t), P (t− τ))

= P (t)
∂F

∂x
(0, 0) + R1(P (t), P (t− τ))

= P (t)r + R1(P, P (t− τ)),

em que R1(P, P (t− τ)) =
dP

dt
− P (t)r e, pela equação (2.31), tem-se:

R1(P, P (t− τ)) = rP

[

1−
(
P (t− τ)

P∞

)α]

− rP = −rP
(
P (t− τ)

P∞

)α

.

Assim,

lim
(P,P (t−τ))→(0,0)

R1(P, P (t− τ))

∥(P, P (t− τ))− (0, 0)∥ = lim
(P,P (t−τ))→(0,0)

−rP
(
P (t− τ)

P∞

)α

√

P 2 + P 2(t− τ)
. (2.35)

Considerando a mudança de variáveis em coordenadas polares, em que P = σ cos(θ) e
P (t− τ) = σsen(θ), sendo σ a coordenada radial e θ a coordenada angular, tem-se:

lim
(P,P (t−τ))→(0,0)

R1(P, P (t− τ))

∥(P, P (t− τ))∥ = lim
σ→0

−rσ cos(θ)σαsenα(θ)

σPα
∞

= lim
σ→0

−r cos(θ)σαsenα(θ)

Pα
∞

= 0.

Portanto, a equação linearizada é
dP

dt
= rP,

que é a mesma equação do Modelo de Montroll linearizado no ponto de equiĺıbrio P = 0,
equivalente ao Modelo de Malthus. Assim, a análise da solução quando t→∞ é a mesma,
isto é:

lim
t→∞

P0e
rt =∞,

o que mostra que P = 0 é instável.

• Para P = P∞

dP

dt
= (P − P∞)

∂F

∂x
(P∞, P∞) + (P (t− τ)− P∞)

∂F

∂y
(P∞, P∞) + R2(P, P (t− τ))

= (P (t− τ)− P∞)
∂F

∂y
(P∞, P∞) + R2(P, P (t− τ))

= −(P (t− τ)− P∞)rα + R2(P, P (t− τ))
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em que R2(P, P (t− τ)) =
dP

dt
+ (P (t− τ)− P∞)rα, pela equação (2.31) tem-se

R2(P, P (t− τ)) = rP

[

1−
(
P (t− τ)

P∞

)α]

+ (P (t− τ)− P∞)αr,

considere x = P (t) e y = P (t− τ) então

L = lim
(x,y)→(P∞,P∞)

R2(x, y)

∥(x, y)− (P∞, P∞)∥ = lim
(x,y)→(P∞,P∞)

rx

[

1−
(

y

P∞

)α]

+ (y − P∞)αr

√

(x− P∞)2 + (y − P∞)2
.

Usando a mudança de variáveis de coordenadas polares, para x = σ cos(θ) + P∞ e
y = σsen(θ) + P∞, sendo σ a coordenada radial e θ a coordenada angular, tem-se:

L = lim
σ→0

r(σ cos(θ) + P∞)

[

1−
(
σsen(θ) + P∞

P∞

)α]

+ (σsen(θ))αr

σ

= lim
σ→0

(
r(σ cos(θ) + P∞)

σ

[

1−
(
σsen(θ) + P∞

P∞

)α]

+
σsen(θ)αr

σ

)

= lim
σ→0








r(σ cos(θ) + P∞)

σ








1−
(
σsen(θ)

P∞
+ 1

)α

︸ ︷︷ ︸

(Sum)








+ sen(θ)αr








tal que

(Sum) =

(
σsen(θ)

P∞
+ 1

)α

=
α∑

k=0

α!

k!(α− k)!

(
σsen(θ)

P∞

)α−k

=
α−1∑

k=0

α!

k!(α− k)!

(
σsen(θ)

P∞

)α−k

+ 1

=
α∑

k=1

α!

(k − 1)!(α− k + 1)!

(
σsen(θ)

P∞

)α−k+1

+ 1

=
σsen(θ)

P∞

[
α∑

k=1

α!

(k − 1)!(α− k + 1)!

(
σsen(θ)

P∞

)α−k
]

+ 1

=
σsen(θ)

P∞

[(
σsen(θ)

P∞

)α−1

+ ... + α

]

+ 1

então

L = lim
σ→0

(

r(σ cos(θ) + P∞)

σ

[

1−
(

σsen(θ)

P∞

[(
σsen(θ)

P∞

)α−1

+ ... + α

]

+ 1

)]

+ sen(θ)αr

)

= lim
σ→0

(

−r(σ cos(θ) + P∞)sen(θ)

P∞

[(
σsen(θ)

P∞

)α−1

+ ... + α

]

+ sen(θ)αr

)

=
−αrP∞sen(θ)

P∞
+ sen(θ)αr = −sen(θ)αr + sen(θ)αr = 0.
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Assim,

lim
(x,y)→(P∞,P∞)

R2(x, y)

∥(x, y)− (P∞, P∞)∥ = 0.

Portanto, a equação linearizada é

dP

dt
= −(P (t− τ)− P∞)αr. (2.36)

Para obter a equação caracteŕıstica, considere a seguinte mudança de variável:
x(t) = P (t)− P∞. Assim, obtém-se a equação:

dx(t)

dt
= −rαx(t− T ). (2.37)

Suponha que a solução de (2.37) é da forma

x(t) = cezt, (2.38)

em que z é uma constante em C e c ∈ R− {0}.
Então, substituindo a equação (2.38) em (2.36), obtendo

czezt = −rαcez(t−τ).

z + rαe−zτ = 0. (2.39)

Uma condição necessária e suficiente para a existência de uma solução não trivial da
equação (2.37), da forma x(t) = cezt, é que z seja uma solução não nula da equação
transcendente na variável complexa (2.39). Em geral, esta solução não pode ser determi-
nada de forma anaĺıtica, embora possa ser calculada numericamente. A equação (2.39)
tem uma infinidade de soluções complexas e apresenta soluções reais se z assumir certos
valores. A seguir, estuda-se o comportamento das soluções.

Autovalores Reais

Seja z = a + bi. Para a primeira possibilidade de ráızes reais, faz-se b = 0. Assim,

a + rαe−aτ = 0. (2.40)

A partir da análise da função F (a) = a + re−aτ , obtém-se as seguintes conclusões:
Como r > 0, a equação (2.40) ou não têm ráızes reais, ou têm duas ráızes negativas ou tem

uma raiz dupla negativa.

1. A raiz dupla ocorre quando
1

τ
= re−aτ e neste caso, a = −1

τ
e r =

1

eατ
, isto é, considere

f(a) = a e g(a) = −rαe−aτ em (2.40). Assim, as curvas f(a) e g(a) têm tangentes iguais
para τ pequeno, ou seja

f ′(a) = 1 e g′(a) = ταre−aτ

logo,

f ′(a) = g′(a)⇐⇒ 1 = ταre−aτ ⇐⇒ 1

τ
= αre−aτ ⇐⇒ a = −1

τ
e r =

1

eατ
.

Na Figura 2.5(a) está representada a interseção das curvas em um ponto r =
1

eατ
.
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2. Para r <
1

eαT
, a equação (2.40) tem duas ráızes negativas. Na Figura 2.5(b) representa

a interseção das curvas em dois pontos considerando r = 0, 2.

3. para r >
1

eαT
, a equação (2.40) não tem ráızes reais. Na Figura 2.5(c) as curvas não se

intersectam, considerando r = 0, 8.

A Figura 2.5 mostra a análise gráfica das ráızes da curva y(a) para τ = 1.

(a) Uma raiz dupla para a equação (2.40)

quando r =
1

eατ
.

(b) Duas ráızes negativas para a equação

(2.40) quando r <
1

eατ
.

(c) Sem ráızes reais para a equação (2.40)

quando r >
1

eατ
.

Figura 2.5: Análise gráfica das ráızes.

Assim, quando as ráızes existem são negativas então P = P∞ é assintoticamente estável.

Autovalores Complexos

Seja z = a + bi e considere b ̸= 0. Assim, obtém-se da equação (2.39):

−(a + bi) = rαe−(a+bi)τ ⇐⇒ −a− bi = rαe−aτ (cos(bτ)− isen(bτ))

então

a = −rαe−aτ cos(bτ), (2.41)

b = rαe−aτ sen(bτ). (2.42)

Para obter estabilidade assintótica no ponto de equiĺıbrio, a parte real do autovalor deve ser

negativa. Dividindo o valor da equação (2.41) por o valor da equação (2.42) tem-se a =
−b

tan(bτ)
.

Portanto, para a < 0 deve-se ter 0 < bτ <
π

2
.
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Estabilidade para os Dados da População Brasileira

Com o estudo realizado, para os dados da população brasileira, r = 4, 05, α = 0, 01, τ = 1

se cumpre que, r <
1

eα
, ou seja, a equação

a + (4, 05)(0, 01)e−a = 0 (2.43)

tem duas ráızes negativas que são a1 = −4, 7689 e a2 = −0, 0426, determinadas computacio-
nalmente através do Método da Bisseção (BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2019).

A Figura 2.6 apresenta a interseção da curva y = −(4, 05)(0, 01)e−a em dois pontos com a
curva y = a.

Figura 2.6: Duas ráızes negativas para a equação (2.43).

Estudo da Estabilidade do Equiĺıbrio P = P∞

Para autovalores reais da solução anaĺıtica x(t) = ceat com a < 0 tem-se que

lim
t→∞

ceat = 0

e, devido à mudança de variavel x(t) = P (t)− P∞, então, P (t) −→ P∞ quando t −→∞.
Assim, considerando as duas ráızes negativas a1 e a2 da equação (2.43) e substituindo na

solução linearizada da equação (2.36) P (t) = x(t) + P∞ tem-se que:

• Para a1 = −4, 7689, com a condição inicial P (0) = 146.917.459, é obtido:

P (t) = −81.040.499e−4,769t + 227.957.958

denotada por P1(t) representada graficamente na Figura 2.7(a).

• Para a2 = −0, 0426, com a condição inicial P (0) = 146.917.459, é obtido:

P (t) = −81.040.499e−0.0426t + 227.957.958

denotada por P2(t) representada graficamente na Figura 2.7(b).

Na Figura 2.7, são apresentadas graficamente as soluções para as ráızes negativas.

Observação 2.2. Para autovalores complexos, obtém-se a solução: x(t) = c1e
at cos(bt) +

c2e
atsen(bt) com 0 < bτ <

π

2
. Pela mudança de variável x(t) = P (t) − P∞, tem-se que

P (t) = c1e
at cos(bt) + c2e

atsen(bt) + P∞, com c1, c2 ∈ R. Para b =
π

4
, então o valor de a = −π

4
e, com a condição inicial P (0) = 146.917.459 e P (9) = 169.590.693 (dados reais da Tabela
1.2), tem-se:

P (t) = −81.040.499e−πt/4 cos

(−π
4

t

)

− 74.603.302e−πt/4sen

(−π
4

t

)

+ 227.957.958. (2.44)

Na Figura 2.8, é apresentado o gráfico da solução (2.44).
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(a) Solução P1(t) para a1. (b) Solução P2(t) para a2.

Figura 2.7: Solução linearizada da equação (2.36) no ponto de equiĺıbrio P = P∞ para duas
ráızes negativas.

Figura 2.8: Solução real obtida a partir de autovalores complexos.

2.4 Conclusões

As seguintes conclusões podem ser destacadas deste caṕıtulo:

• O Algoritmo 1 implementado fornece uma solução numérica para o modelo de Montroll
com retardo comparável computacionalmente com o comando dde23 do MATLAB.

• O modelo de Montroll com retardo mostrou uma melhor aproximação aos dados da po-
pulação brasileira em comparação com a versão sem retardo.

• O ponto de equiĺıbrio P = P∞ é assintoticamente estável no modelo de Montroll com
retardo para autovalores reais e complexos.

• Para os dados da população brasileira, obtiveram-se duas ráızes reais negativas. A solução
linearizada associada a cada autovalor confirma a estabilidade em torno do ponto de
equiĺıbrio P∞ = 227.957.958.

O trabalho realizado para τ = 1 levanta novas questões que podem ser exploradas nos
próximos caṕıtulos:

• O que acontece ao considerar outros valores próximos de τ?

• É posśıvel, considerar um conjunto fuzzy de valores de τ com seus respectivos graus de
pertinência e analisar as soluções do modelo sob essa perspectiva?

• O estudo de estabilidade para valores de τ diferentes de 1 é análogo ao desenvolvido para
τ = 1?

Para abordar essas questões, propõe-se introduzir a teoria dos conjuntos fuzzy, que fornecerá
ferramentas adicionais para analisar o comportamento das equações diferenciais com retardo
sob novas condições e sua relação com a incerteza inerente aos sistemas dinâmicos.
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Caṕıtulo 3

Teoria dos Conjuntos Fuzzy

“Com mais frequência do que não, as classes de objetos que
encontramos no mundo real não possuem critérios de

pertencimento bem definidos.”
Lotfi A. Zadeh (Fuzzy Sets, 1965).

3.1 Introdução

A teoria dos conjuntos fuzzy, proposta por Lotfi A. Zadeh em 1965 no seu influente ar-
tigo “Fuzzy Sets”, surge como uma extensão da teoria clássica de conjuntos, com a principal
intenção de dar tratamento matemático a certos termos lingúısticos subjetivos, como “apro-
ximadamente”, “em torno de”, dentre outros. Esse seria seu primeiro passo no sentido de se
programar e armazenar conceitos vagos em computadores, tornando posśıvel a produção de
cálculos com informações imprecisas (BARROS; BASSANEZI, 2021). No entanto, os antece-
dentes da lógica fuzzy podem ser rastreados até o filósofo e lógico polonês Jan  Lukasiewicz, que
em 1930 introduziu a lógica multivalorada.  Lukasiewicz propôs o uso do intervalo [0,1] para
representar graus de verdade, oferecendo uma alternativa à abordagem binária tradicional. Em
1937, o filósofo Max Black deu outro passo importante ao definir o primeiro conjunto fuzzy e
descrever operações básicas destes conjuntos (CABRERA, 2014).

Zadeh, por meio de sua teoria da extensão fuzzy, permitiu que operadores e conceitos
clássicos como união, interseção e complementação fossem redefinidos para funcionar nesse
contexto mais amplo. Essa teoria encontrou aplicações em uma ampla gama de disciplinas,
desde a inteligência artificial e o controle fuzzy, até a tomada de decisões e a economia. Ao
longo deste estudo, são exploradas as bases fundamentais dos conjuntos fuzzy e o Prinćıpio de
Extensão de Zadeh que são explanadas nas próximas seções.

3.2 Conjuntos Fuzzy

Para obter a formalização matemática de um conjunto fuzzy, Zadeh baseou-se no fato de
que qualquer conjunto clássico pode ser caracterizado por uma função caracteŕıstica. Os con-
ceitos são desenvolvidos basados em (BARROS; BASSANEZI, 2021) e (JAFELICE; BARROS;
BASSANEZI, 2023).

Definição 3.1. Um subconjunto clássico A em relação a um universo U é caracterizado por
sua função caracteŕıstica, definida como:

χA : U −→ {0, 1}
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em que cada elemento x do conjunto universal U recebe a imagem 1 através da função χA se
pertencer a A; caso contrário, é considerado fora do conjunto, sendo associado ao valor 0.

Definição 3.2. Um subconjunto fuzzy A de um universo U é definido em termos de uma
função de pertinência uA que a cada elemento x de U associa um número uA(x) entre zero e
um, chamado de grau de pertinência de x a A. Assim,

uA : U → [0, 1].

Os valores uA(x) = 1 e uA(x) = 0 indicam, respetivamente, a pertinência plena e a não
pertinência do elemento x a A. Um subconjunto fuzzy também pode ser identificado por um
conjunto clássico de pares ordenados:

G = {(x, uA(x)) | x ∈ U}
que é o gráfico da função de pertinência. É interessante notar que um subconjunto clássico A de
U é um particular conjunto fuzzy para o qual a função de pertinência é a função caracteŕıstica
que é o conjunto 0, 1, para o intervalo [0, 1]. O exemplo seguinte pode ser considerado como um
caso tipico de subconjunto fuzzy.

Exemplo 3.1. Considere o subconjunto fuzzy F dos números reais próximos de zero:

F = {n ∈ R| n é próximo de zero} .

As perguntas mais comuns são: O número 0 (zero) pertence a esse conjunto? E o número
10? Dentro do esṕırito da lógica fuzzy, pode-se dizer que ambos pertencem a F porém com dife-
rentes graus de pertinência, de acordo com a propriedade que caracteriza o conjunto. Ou seja, a
função de pertinência de F deve ser “constrúıda”de forma coerente com o termo “pequeno”que
caracteriza seus elementos no conjunto universo dos números naturais. Uma possibilidade para
a função de pertinência de F é:

uF (n) =
1

n2 + 1
. (3.1)

Então, se esse for o caso, pode-se dizer que o número 0 pertence a F com o grau de per-

tinência uF (0) = 1 e 10 pertence a F com grau de pertinência uF (10) =
1

102 + 1
≈ 0.0099.

Outra possibilidade pode ser a função de pertinência:

uF (n)∗ =
1

n4 + 1
. (3.2)

Qualquer uma destas duas funções de pertinência (3.1) ou (3.2) pode ser representante
do conjunto fuzzy F . Porém, o que deve ser notado é que cada uma destas funções produz
conjuntos fuzzy distintos. Finalmente, esta impĺıcito que dois conjuntos fuzzy são iguais quando
uA(x) = uB(x), para todo x ∈ U .

Na Figura 3.1 tem-se os gráficos das duas funções de pertinência (3.1) e (3.2).

3.3 Representação de Conjuntos Fuzzy

As representações das funções de pertinências que definem um conjunto fuzzy facilitam a
visualização deste conjunto. Para universos finitos, os conjuntos fuzzy podem ser representados
por tabelas. Tais tabelas listam todos os elementos do universo com seus respetivos graus de
pertinência ao conjunto fuzzy. O exemplo a seguir é uma ilustração deste caso.
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(a) Conjunto fuzzy com uF (n) =
1

n2 + 1
. (b) Conjunto fuzzy com uF (n)

∗ =
1

n4 + 1
.

Figura 3.1: Conjunto fuzzy dos números inteiros “próximos de zero”.

Exemplo 3.2 (Conjunto Fuzzy de Pessoas Jovens). Considere o universo de discurso X re-
presentando as idades das pessoas, e o conjunto fuzzy A representando o conceito de “pessoas
jovens”. As idades pertencentes a esse universo de discurso são: X = {20, 25, 30, 35, 40, 45, 50}.
Para cada valor de x ∈ X, é atribúıda um grau de pertinência uA(x) que indica o quão jovem
é considerada cada idade conforme na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Conjunto fuzzy “pessoas jovens” com graus de pertinência.

Idade x Grau de Pertinência uA(x)
20 1
25 0,9
30 0,7
35 0,5
40 0,3
45 0,1
50 0

No conjunto fuzzy A, uma pessoa de 20 anos tem um grau de pertinência de 1.0, indicando
que é considerada totalmente jovem. Por outro lado, uma pessoa de 50 anos tem um grau
de pertinência de 0.0, o que significa que, de acordo com este conjunto fuzzy, não é mais
considerada jovem. Graus de pertinência intermediários refletem diferentes ńıveis de juventude
para idades entre esses extremos.

A representação gráfica é a mais usada na literatura fuzzy por ter interpretação mais intui-
tiva. No caso de se fazer em duas dimensões, o eixo vertical representa o grau de pertinência
no intervalo [0, 1] e o eixo horizontal contém a informação a ser modelada, veja a Figura 3.1.

3.4 Operações entre Conjuntos Fuzzy

Sejam A e B subconjuntos clássicos de U representados pelas funções caracteŕısticas XA e
XB, respetivamente. Os conjuntos

A ∪ B = {x ∈ U : x ∈ A ou x ∈ B},
A ∩ B = {x ∈ U : x ∈ A e x ∈ B},

Ac = {x ∈ U : x /∈ A}
têm, respetivamente, as funções caracteŕısticas, ∀x ∈ U ,
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XA∪B(x) = max {XA(x),XB(x)} ,
XA∩B(x) = min {XA(x),XB(x)} ,
XAc(x) = 1−XA(x).

Observe que para qualquer x ∈ U ,

• x ∈ A ∪ B ⇐⇒ χA∪B(x) = 1⇐⇒ χA(x) = 1 ou χB(x) = 1⇐⇒ {x ∈ A ou x ∈ B}.

• x ∈ A ∩ B ⇐⇒ χA∩B(x) = 1⇐⇒ χA(x) = 1 e χB(x) = 1⇐⇒ {x ∈ A e x ∈ B}.

• x ∈ Ac ⇐⇒ χAc(x) = 1⇐⇒ χA(x) = 0⇐⇒ x /∈ A.

Partindo desta análise, se A é subconjunto de B então, χA(x) ≤ χB(x), para todo x ∈ U.
Paralelamente à teoria clássica de conjuntos, essas operações também existem na teoria de

conjuntos fuzzy e são definidas através de funções de pertinência.
Sejam A e B dois conjuntos fuzzy de U , com funções de pertinência indicada por uA e uB,

respectivamente.
Dizemos que A é subconjunto fuzzy de B e denota-se A ⊆ B, se uA(x) ≤ uB(x) para todo

x ∈ U .
Lembrando que a função de pertinência do conjunto vazio (∅) é dada por u∅(x) = 0, enquanto

que o conjunto universo U tem função de pertinência uU(x) = 1 para todo x ∈ U . Assim,
podendo dizer que ∅ ⊂ A e que A ⊂ U para todo A.

Definição 3.3 (União). A união entre A e B é o conjunto fuzzy de U cuja função de pertinência
é dada por:

uA∪B(x) = max {uA(x), uB(x)} , x ∈ U .

Definição 3.4 (Interseção). A interseção entre A e B é o conjunto fuzzy de U cuja função de
pertinência é dada por:

uA∩B(x) = min {uA(x), uB(x)} , x ∈ U .

Definição 3.5 (Complementar de conjuntos fuzzy). O complementar de conjuntos fuzzy Ac de
U cuja função de pertinência é dada por:

uAc(x) = 1− uA(x), x ∈ U .

Exemplo 3.3. Seja o conjunto universo definido por U = [0, 12] e os conjuntos fuzzy A e B ,
definidos pelas funções de pertinência:

uA(x) =







x− 1

3
, se 1 ≤ x < 4

7− x

3
, se 4 ≤ x ≤ 7

0, caso contrário

; uB(x) =







x− 4

3
, se 4 ≤ x < 7

10− x

3
, se 7 ≤ x ≤ 10

0, caso contrário

.

A Figura 3.2 mostra as operações dos conjuntos fuzzy A e B.
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(a) Conjuntos fuzzy A e B. (b) A ∪B.

(c) A ∩B. (d) Ac.

Figura 3.2: Operações com conjuntos fuzzy.

3.5 Nı́veis de um Conjunto Fuzzy

Definição 3.6. Seja A um conjunto fuzzy e α ∈ (0, 1]. Define-se como α-ńıvel de A o conjunto,

[A]α = {x ∈ U : uA(x) ≥ α} .

Definição 3.7. Suporte de um conjunto fuzzy A são todos os elementos de U que têm grau de
pertinência diferente de zero em A e denota-se por supp(A).

supp(A) = {x ∈ U : µA(x) > 0} .

Assim, o ńıvel zero de um conjunto fuzzy A é definido da seguinte forma.

Definição 3.8. O ńıvel zero de um conjunto fuzzy A do universo U , em que U é um espaço
topológico, é o fecho topológico do suporte de A, isto é:

[A]0 = supp(A).

Denota-se por F(U) o conjunto de todos os conjuntos fuzzy de U .

Exemplo 3.4. Seja U = R o conjunto dos números reais, A um conjunto fuzzy de R com a
seguinte função de pertinência:

uA(x) =







x− 1, se 1 ≤ x ≤ 2
3− x, se 2 < x < 3
0, se x /∈ [1, 3)

.

Como, [A]α = {x ∈ U : µA(x) ≥ α}, então:
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• Para 1 ≤ x ≤ 2 tem-se: x− 1 ≥ α isto é: x ≥ α + 1.

• Para 2 < x < 3 tem-se 3− x ≥ α isto é: 3− α ≥ x.

Assim,
α− 1 ≤ x ≤ 3− α para 0 < α ≤ 1.

Segue que,
[A]α = [α + 1, 3− α] ,

.
supp(A) = (1, 3),

.
[A]0 = supp(A) = [1, 3] .

Portanto, para o α−ńıvel=0,5 tem-se: [A]0,5 = [1, 5 , 2, 5] (veja a Figura 3.3).

Figura 3.3: Conjunto fuzzy com o α−ńıvel=0,5.

3.6 Números Fuzzy

Definição 3.9. Um conjunto fuzzy N é chamado número fuzzy quando o conjunto universo,
em que N está definido, é o conjunto dos números reais R e a função de pertinência

uN : R −→ [0, 1]

é tal que:

1. uN(x) = 1 para pelo menos um valor x do supp(N),

2. [N ]α é um intervalo fechado, ∀α ∈ (0, 1],

3. O suporte de N é limitado.

Observando que, com a Definição 3.9, todo número real r é um caso particular de número
fuzzy cuja função de pertinência é sua função caracteŕıstica:

ur(x) =

{

1 se x = r

0 se x ̸= r
.
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Definição 3.10. Um número fuzzy A é dito triangular se sua função de pertinência é da forma:

uA(x) =







x− a

b− a
, se a ≤ x < b

c− x

c− b
, se b ≤ x ≤ c

0, caso contrário

,

em que a, b, c ∈ R. O gráfico da função de pertinência de um número fuzzy triangular forma
um triangulo com o eixo x, tendo como base o intervalo [a, c] e, como único vértice fora do eixo
x, o ponto (b, 1). Um conjunto fuzzy triangular pode ser denotado pela terna ordenada (a, b, c).
Na Figura 3.4 é apresentado um número fuzzy triangular.

Note que um número fuzzy triangular não precisa ser simétrico. Os α ńıveis desses números
fuzzy têm a forma simplificada

[A]α = [(b− a)α + a, (b− c)α + c] .

Figura 3.4: Número fuzzy triangular.

Definição 3.11. Um número fuzzy A é dito trapezoidal se sua função de pertinência é da
forma:

uA(x) =







x− a

b− a
, se a ≤ x < b

1, se b ≤ x ≤ c
d− x

d− c
, se c < x ≤ d

0, caso contrário

.

Na Figura 3.5 é apresentado um número fuzzy trapezoidal.

Definição 3.12. Um número fuzzy A é dito gaussiano se sua função de pertinência é da forma:

uA(x) =

{

e−
(x−c)2

2·δ2 , se c− δ ≤ x ≤ c + δ

0, caso contrário
,

em que c, δ ∈ R são o centro e a largura da função, respectivamente. Na Figura 3.6 é apresen-
tado um número fuzzy gaussiano.
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Figura 3.5: Número fuzzy trapezoidal.

Figura 3.6: Número fuzzy gaussiano.

3.7 Prinćıpio de Extensão de Zadeh

Essencialmente, o Prinćıpio da Extensão de Zadeh é utilizado para obter a imagem de con-
junto fuzzy através de uma função clássica. Essa teoria foi extráıda de (JAFELICE; BARROS;
BASSANEZI, 2023).

Definição 3.13. Sejam f uma função tal que f : U −→ Z e A um conjunto fuzzy de U . A
extensão de Zadeh de f é a função f̂ que, aplicada a A, fornece o subconjunto fuzzy f̂(A) de
Z, cuja função de pertinência é dada por

uf̂(A)(x) =







sup
x∈f−1(z)

uA(x), se f−1(z) ̸= ∅

0, se f−1(z) = ∅
em que f−1(z) = {x|f(x) = z}.

Na Figura 3.7, é ilustrado o processo gráfico para obter f̂(A).

Observação 3.1. Se A é um conjunto fuzy de U , com função de pertinência uA e se f é injetora,
então a função de pertinência de f̂(A) é dada por

uf̂(A)(z) = sup
{x:f(x)=z}

uA(x) = sup
{x∈f−1(z)}

uA(x) = uA(f−1(z)).

Teorema 3.1. Sejam f : U ←− Z uma função cont́ınua e A um conjunto fuzzy de U , com
α-ńıveis compactos e não vazios. Então, para todo α ∈ [0, 1] tem-se:

[

f̂(A)
]α

= f([A]α). (3.3)
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Figura 3.7: Prinćıpio de Extensão de Zadeh.

Este resultado indica que os α-ńıveis do conjunto fuzzy, obtidos pela Prinćıpio de Extensão
de Zadeh, coincidem com as imagens dos α-ńıveis do conjunto fuzzy.

Exemplo 3.5. Considere o conjunto fuzzy A de números reais cuja função de pertinência é
dada por:

uA(x) = 2x− x2 para x ∈ [0, 2] .

Os α-ńıveis de A são
[A]α = {x ∈ [0, 2] , uA(x) ≥ α} .

Logo, 2x− x2 ≥ α⇐⇒ x2 − 2x− α ≤ 0⇐⇒ (x− (1 +
√

1− α))(x− (1−
√

1− α)) ≤ 0.
Como x ∈ [0, 2] tem-se x ∈

[
1−
√

1− α, 1 +
√

1− α
]

= [A]α que são compactos e não
vazios.

A função f dada por f(x) = x3 para x ≥ 0, é polinomial então f é cont́ınua. Assim, pelo
Teorema 3.1, tem-se

f([A]α) =
[
f(1−

√
1− α), f(1 +

√
1− α)

]
=
[
(1−

√
1− α)3, (1 +

√
1− α)3

]
=
[

f̂(A)
]α

.

Calculando
[

f̂(A)
]α

para α = 0, α = 1 e para α = 0, 5 obtém-se:

•

[

f̂(A)
]0

= [0, 8].

•

[

f̂(A)
]1

= 1.

•

[

f̂(A)
]0.5

= [0, 025 , 4, 97].

A Figura 3.8 ilustra o Prinćıpio de Extensão de Zadeh para f(x), que é dado pelo conjunto
fuzzy f̂(A).
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Figura 3.8: Prinćıpio de Extensão de Zadeh para f(x).

O Prinćıpio de Extensão de Zadeh pode ser facilmente generalizado para funções de várias
variáveis.

Definição 3.14. Sejam U = U1×U2× ...×Un e Z conjuntos universos. Considere os conjuntos
fuzzy Ai em Ui, i = 1, .., n, e uma função f : U −→ Z. Os conjunto fuzzy A1, A2, ..., An são
então transformados pela f em f(A1, A2, ..., An) em Z, cuja função de pertinência é dada por

u(z) =







sup
(x1,x2,...,xn)∈f−1(z)

[min(uA1(x1), uA2(x2), ..., uAn
(xn))] , se f−1(z) ̸= ∅

0, se f−1(z) = ∅

em que u(z) = uf̂(A1,A2,...,An)
(z) e f−1(z) = {(x1, x2, ..., xn)|f(x1, x2, ..., xn) = z}.

Na próxima seção, são apresentadas as operações aritméticas com números fuzzy, utilizando
o Prinćıpio da Extensão de Zadeh.

3.7.1 Operações Aritméticas com Números Fuzzy

Definição 3.15. Sejam A,B ⊂ U dois números fuzzy. A soma entre A e B é o número fuzzy
A + B, cuja função de pertinência é

uA+B(z) = sup
(x,y)∈φ(z)

min(uA(x), uB(y)),

em que φ(z) = {(x, y)|x + y = z}.

Para representar a soma entre dois números fuzzy A e B, pode-se utilizar o sistema tridi-
mensional. Neste sistema é determinado o grau de pertinência de um ponto z0 localizado no
eixo z. Através de z0 é definido a reta x + y = z0, em que x e y ∈ U , com U representado o
conjunto dos números reais (U = R). Neste contexto, π1 denota o plano definido por z = x+y,
e π2 representa o plano z = z0, e r é a interseção entre π1 e π2 conforme ilustrado na Figura 3.9.
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Figura 3.9: Representação tridimensional da f(x, y) = x+y utilizando o Prinćıpio de Extensão
de Zadeh (PRUDENTE, 2024).

Note que os graus de pertinência de A e B estão sendo representados ao longo da parte
negativa do eixo z, enquanto o grau de pertinência de A + B está sendo representado na parte
negativa do eixo y. É importante ressaltar que os graus de pertinência variam de 0 a 1, ou seja,
estão dentro do intervalo [0, 1] e não são valores negativos.

Definição 3.16. Sejam A,B ⊂ U dois números fuzzy. A diferença entre os números fuzzy A
e B é o número fuzzy A− B, cuja função de pertinência é

uA−B(z) = sup
(x,y)∈φ(z)

min(uA(x), uB(y)),

em que φ(z) = {(x, y) | x− y = z} .
De forma análoga para o caso da diferença, considere o espaço cartesiano no qual é deter-

minado o grau de pertinência de um ponto z0 localizado no eixo z. Através de z0 é definido a
reta x− y = z0, em que x e y ∈ U , com U = R, π1 denota o plano definido por z = x− y, π2

representa o plano z = z0 e r é a interseção entre π1 e π2, conforme ilustrado na Figura 3.10.

Figura 3.10: Representação tridimensional da f(x, y) = x−y utilizando o Prinćıpio de Extensão
de Zadeh (PRUDENTE, 2024).

Definição 3.17. Sejam A,B ⊂ U dois números fuzzy. O produto entre os números fuzzy A e
B é o número fuzzy A.B, cuja função de pertinência é

uA.B(z) = sup
(x,y)∈φ(z)

min(uA(x), uB(y)),
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em que φ(z) = {(x, y) | xy = z} .

De forma similar, o produto entre dois números fuzzy A e B, pode ser representado uti-
lizando o sistema tridimensional. Neste sistema é determinado o grau de pertinência de um
ponto z0 localizado no eixo z. Através de z0 é definido a reta x.y = z0, em que x e y ∈ U ,
com U representado o conjunto dos números reais (U = R). Neste contexto, π1 denota o plano
definido por z = x.y, e π2 representa o plano z = z0, e r é a interseção entre π1 e π2 conforme
ilustrado na Figura 3.11.

Figura 3.11: Representação tridimensional da f(x, y) = x.y utilizando o Prinćıpio de Extensão
de Zadeh (PRUDENTE, 2024).

Definição 3.18. Sejam A,B ⊂ U dois números fuzzy. A divisão entre os números fuzzy A e
B é o número fuzzy A/B, cuja função de pertinência é

uA/B(z) = sup
(x,y)∈φ(z)

min(uA(x), uB(y)),

em que φ(z) = {(x, y) | x/y = z} .

A divisão entre dois números fuzzy A e B, pode ser representado utilizando o sistema
tridimensional. Neste sistema é determinado o grau de pertinência de um ponto z0 localizado
no eixo z. Através de z0 é definido a reta x/y = z0, em que x e y ∈ U , com U representado o
conjunto dos números reais (U = R). Neste contexto, π1 denota o plano definido por z = x/y, e
π2 representa o plano z = z0, e r é a interseção entre π1 e π2 conforme ilustrado na Figura 3.12.

Definição 3.19. Seja A ⊂ U um número fuzzy e λ ∈ R. A multiplicação de um escalar λ e o
número fuzzy A é o número fuzzy λA cuja função de pertinência é

uλA(z) =

{

uA(λ−1z), se λ ̸= 0

X{0}(z), se λ = 0

em que X{0} é a função caracteŕıstica de {0}.

Para representar a multiplicação por escalar entre um número fuzzy A e um número real λ,
pode-se utilizar o sistema bidimensional, ilustrado na Figura 3.13.

Note que as definições das operações aritméticas com números fuzzy são as Extensões de
Zadeh para funções de soma, subtração, multiplicação, divisão, multiplicação por escalar de
números fuzzy.
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Figura 3.12: Representação tridimensional da f(x, y) = x/y utilizando o Prinćıpio de Extensão
de Zadeh (PRUDENTE, 2024).

Figura 3.13: Extensão de Zadeh para f(x) = λx.

Proposição 3.1. Sejam U um conjunto universo, A e B números fuzzy com α-ńıveis dados,
respetivamente, por [A]α = [aα1 , a

α
2 ] e [B]α = [bα1 , b

α
2 ], com aα1 , a

α
2 , b

α
1 e bα2 ∈ U . Então, valem as

seguintes propriedades:

1. A soma entre A e B é o número fuzzy A + B cujos α-ńıveis são

[A + B]α = [A]α + [B]α = [aα1 + bα1 , a
α
2 + bα2 ] .

2. A diferença entre A e B é o número fuzzy A− B cujos α-ńıveis são

[A− B]α = [A]α − [B]α = [aα1 − bα2 , a
α
2 − bα1 ] .

3. A multiplicação entre A e B é o número fuzzy A · B cujos α-ńıveis são

[A · B]α = [A]α · [B]α = [aα1 , a
α
2 ] · [bα1 , bα2 ] = [minP,maxP ] ,

em que P = {aα1 · bα1 , aα1 · bα2 , aα2 · bα1 , aα2 · bα2} .

4. A divisão entre A por B, se 0 /∈ supp(B), é o número fuzzy A/B cujos α-ńıveis são
[
A

B

]α

=
[A]α

[B]α
= [aα1 , a

α
2 ] ·
[

1

bα2
,

1

bα1

]

.
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5. A multiplicação de λ por A é o número fuzzy λA cujos α-ńıveis são

[λA]α = λ [A]α =

{

[λaα1 , λa
α
2 ] , se λ ≥ 0

[λaα2 , λa
α
1 ] , se λ < 0

Exemplo 3.6. Considere os números fuzzy A e B, cujas funções de pertinência são trian-
gulares, com parâmetros (0; 2; 4) e (3; 4; 5), respectivamente, como ilustrado na Figura 3.6.
Utilizando a Definição 3.15 e um programa computacional desenvolvido no software MATLAB,
determinou-se o número fuzzy A + B. O gráfico correspondente a essa operação, apresentado
na Figura 3.14, também foi gerado pelo mesmo programa (PRUDENTE, 2024).

Assim, para z ∈ U tem-se todos os pares x, y ∈ U que satisfazem x + y = 8, 1 com um
espaçamento de 0,01 em cada domı́nio de uA e uB, alguns destes valores são apresentados na
Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Soma de elementos que satisfazem x + y = 8, 1.

x + y = 8, 1
x y uA(x) uB(y) min(uA(x), uB(y))
3,5 4,6 0,25 0,4 0,25
2 6,1 1 0 0
4,1 4 0 1 0
3,1 5 0,45 0 0
3,7 4,4 0,15 0,6 0,15
3,4 4,7 0,3 0,3 0,3
...

...
...

...
...

Com base no espaçamento definido, o vetor criado possui 401 elementos e o maior valor de
pertinência entre elementos é exatamente 0,3, ou seja, uA+B(8, 1) = 0, 3, isto é,

uA+B(8, 1) = sup {min uA(x), uB(y); x + y = 8, 1} = 0, 3.

Esse processo é repetido para todos os valores de z ∈ U .

Figura 3.14: Números fuzzy A e B e soma dos números fuzzy A + B.
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Análogo são as operações de diferença, produto, divisão e multiplicação por um escalar
mediante a definição de cada um deles.

Exemplo 3.7. Aplicando a Proposição 3.1 para os números fuzzy A e B do Exemplo 3.6
anterior, deve-se primeiro encontrar os α-ńıveis de ambos os números fuzzy, ou seja;

[A]α = [(2− 0)α + 0, (2− 4)α + 4] = [2α, 4− 2α],

[B]α = [(4− 3)α + 3, (4− 5)α + 5] = [α + 3, 5− α].

Assim, os resultados para cada uma das operações aritméticas entre números fuzzy são:

1. [A + B]α = [A]α + [B]α = [2α, 4− 2α] + [α + 3, 5− α] = [3α + 3, 9− 3α] ;

2. [A− B]α = [A]α − [B]α = [2α, 4− 2α]− [α + 3, 5− α] = [3α− 5, 1− 3α] ;

3. [A.B]α = [A]α.[B]α = [2α, 4− 2α].[α + 3, 5− α] = [minP,maxP ], em que

P = {(2α)(α + 3), (2α)(5− α), (α + 3)(4− 2α), (4− 2α)(5− α)};
Então, minP = 2α(α + 3) e maxP = (4− 2α)(5− α). Assim,

[A.B]α = [(2α)(α + 3), (4− 2α)(5− α)] ;

4.

[
A

B

]α

= [2α, 4− 2α]

[
1

5− α
,

1

α + 3

]

=

[
2α

5− α
,
4− 2α

α + 3

]

;

5. [−2A]α = −2 [A]α = [4α− 8,−4α].

A seguir é apresentado o conceito de defuzzificação, que é aplicado no modelo populacional
com parâmetro fuzzy triangular para os dados do Brasil em cada instante.

3.8 Defuzzificação

Na teoria dos conjuntos fuzzy pode-se dizer que a defuzzificação é um processo de se re-
presentar um conjunto fuzzy por um número real. Em sistemas fuzzy, em geral, a sáıda é um
conjunto fuzzy. Assim, tem-se que escolher um método para defuzzificar a sáıda e obter um
número real que a represente. O método mais comum de defuzzificação é o Centro de gravidade
que está definido a seguir.

• Centro de gravidade

Este método de defuzzificação é semelhante a média ponderada para distribuição de dados,
com a diferença que os pesos são os valores uC(zi) que indicam o grau de compatibilidade
do valor zi com o conceito modelado pelo conjunto fuzzy C.

Para um domı́nio discreto tem-se

G(C) =

n∑

i=0

ziuC(zi)

n∑

i=0

uC(zi)
.

Para um domı́nio cont́ınuo tem-se

G(C) =

∫

R

zuC(z)dz

∫

R

uC(z)dz
,

em que R é a região de integração.

No próximo caṕıtulo, um conjunto fuzzy triangular é usado para representar a incerteza do
retardo no Modelo de Montroll.
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Caṕıtulo 4

Equação Diferencial com Retardo

Fuzzy

“A incorporação da incerteza em equações diferenciais com
retardo é crucial para modelar sistemas reais, onde os parâmetros

exatos nem sempre são conhecidos.”
Chen G. and Ralescu D. A.(Fuzzy differential equations and

applications. Fuzzy Sets and Systems, 2004).

4.1 Introdução

No Caṕıtulo 2, foi estudado as equações diferenciais com retardo, uma classe de modelos
que reflete de forma mais realista o comportamento de sistemas dinâmicos do que as equações
sem retardo. Em particular, é analisado o modelo de Montroll com retardo, uma formulação
amplamente reconhecida por sua aplicabilidade em diversas áreas. Contudo, em muitos casos,
o retardo é um parâmetro incerto. Mittler et al. (1998) assume que tal incerteza pode ser
modelada por uma distribuição de probabilidade, mas essa abordagem tradicional muitas vezes
limita a flexibilidade e interpretação em contextos complexos.

No entanto, nas últimas décadas, a teoria dos conjuntos fuzzy tem contribúıdo significati-
vamente na modelagem matemática de fenômenos incertos. Devido ao seu grande potencial de
aplicação e caráter de interdisciplinaridade, tal teoria pode facilitar o trabalho do modelador ou
de um especialista da área e possivelmente acrescentar “novas” informações relevantes, facili-
tando a análise e compreensão de algumas situações reais (JAFELICE; BARROS; BASSANEZI,
2010).

Assim, neste caṕıtulo, o Modelo de Montroll com retardo é estudado sob a perspectiva
das incertezas serem representadas por um número fuzzy, integrando o Prinćıpio de Extensão
de Zadeh para analisar a estabilidade assintótica do modelo em casos com autovalores reais e
complexos.

Por fim, o método de defuzzificação por centro de gravidade é aplicado, permitindo a con-
versão em valores reais em cada instante t. Esse procedimento é ilustrado com dados da po-
pulação brasileira, destacando as implicações práticas do uso de retardos fuzzy e evidenciando
o impacto da incerteza nos resultados dinâmicos do modelo.
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4.2 Modelo de Montroll com Retardo Fuzzy

Seja o Modelo de Montroll com retardo

dP

dt
= rP

[

1−
(
P (t− τ)

P∞

)α]

(4.1)

em que τ ∈ [T ]0 = supp(T ) sendo T um número fuzzy triangular.
A partir da solução numérica da equação diferencial com retardo (4.1), considera-se o retardo

τ como um parâmetro fuzzy triangular, ilustrado na Figura 4.1.

Figura 4.1: Parâmetro fuzzy T .

A função de pertinência de T = (0, 8 , 1 , 1, 2) é dada por:

uT (τ) =







τ − 0, 8

0, 2
, se 0, 8 ≤ τ < 1

1, 2− τ

0, 2
, se 1 ≤ τ ≤ 1, 2

0, caso contrário

, (4.2)

com suporte do número fuzzy τ variando entre 0, 8 e 1, 2, isto é, supp(T ) = (0, 8 , 1, 2).
O estudo de estabilidade assintótica para o Modelo de Montroll com retardo fuzzy é análogo

ao modelo de Montroll com retardo, ou seja, lineariza-se a equação com retardo no ponto de
equiĺıbrio P = P∞ para analisar os autovalores reais e complexos da equação caracteŕıstica
resultante desse processo. Portanto, a diferença agora é que, ao introduzir o parâmetro fuzzy
triangular T , as ráızes negativas e complexas para cada τ ∈ supp(T ) geram um conjunto de
curvas para cada uma delas que é visto na próxima seção.

4.3 Estudo da Estabilidade Assintótica do Modelo de

Montroll com Retardo Fuzzy

4.3.1 Autovalores Reais

Para os autovalores reais quando o retardo é fuzzy, o comportamento das ráızes da equação (2.40)
é similar ao retardo real. Porém, a curva y = −rαe−aτ é fuzzy com supp(T ) = [0, 8, 1, 2]. Nas
próximas figuras observa-se que quando o retardo é um parâmetro fuzzy tem-se uma faixa com
curvas, em que cada uma delas tem um grau de pertinência entre 0 e 1.
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• Na Figura 4.2 as curvas interceptam a reta em um ponto que são as ráızes da equação
a + rαe−aτ . Assim, tem-se um intervalo com ráızes em que cada raiz tem seu grau de
pertinência obtido através do Prinćıpio de Extensão de Zadeh.

Figura 4.2: Quando r =
1

eατ
, a equação (2.40) apresenta uma raiz dupla negativa para supp(T ).

• Na Figura 4.3 cada curva intercepta a reta em dois pontos, que são as ráızes da equação
a + rαe−aτ . Assim, tem-se um intervalo com ráızes onde cada raiz tem seu grau de
pertinência obtido através do Prinćıpio de Extensão de Zadeh.

Figura 4.3: Quando r <
1

eατ
, a equação (2.40) apresenta duas ráızes negativas para supp(T ).

• Na Figura 4.4 a faixa de curvas está localizada abaixo da reta, desta forma, a equação
a + rαe−aτ , não tem ráızes reais negativas.
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Figura 4.4: Quando r >
1

eατ
, a equação (2.40) não apresenta raiz negativas para supp(T ).

4.3.2 Autovalores Complexos

No estudo da estabilidade assintótica quando o retardo é um parâmetro fuzzy, observa-se

o seguinte para os autovalores complexos, tem-se que para a < 0, deve ter 0 < bτ <
π

2
e

determinando a =
−b

tan(bτ)
com supp(τ) = [0, 8 , 1, 2]. A Figura 4.5 apresenta o gráfico do

parâmetro fuzzy bτ , em que b ∈
(

0,
π

2 · τmax

)

neste caso τ = 1, 2. Quando o retardo é fuzzy

obtém-se uma região de estabilidade e cada intervalo de convergência apresenta seus respectivos
graus de pertinência.

Figura 4.5: Parâmetro fuzzy bτ .

Na próxima seção tem-se o estudo do modelo de Montroll com retardo fuzzy para os dados
da população brasileira.
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4.4 Modelo de Montroll com Retardo Fuzzy para os da-

dos da População Brasileira

A partir da solução numérica da equação diferencial com retardo (4.1) para os dados da
população brasileira, considere o retardo τ como um número fuzzy triangular, ilustrado na
Figura 4.6.

Figura 4.6: Parâmetro fuzzy T .

Através de um processo emṕırico para os dados da Tabela 1.2 ficarem contidos no su-
porte da faixa das soluções da equação (4.1), determinou-se a função de pertinência de T =
(0, 032 , 1 , 6, 4), dada por:

uT (τ) =







τ − 0, 032

0, 968
, se 0, 032 ≤ τ < 1

6, 4− τ

5, 4
, se 1 ≤ τ ≤ 6, 4

0, caso contrário

. (4.3)

O suporte do número fuzzy T varia entre 0, 032 e 6, 4, isto é, supp(T ) = (0, 032 , 6, 4).

4.4.1 Estudo da Estabilidade do Ponto Equiĺıbrio

Para cada valor do retardo τ dentro do fecho do suporte se cumpre que r <
1

eτα
, ou seja,

para τ ∈ supp(T ) = [0, 032 , 6, 4] com r = 4, 05 e α = 0, 01, logo, r < 5, 748 ≤ 1

eατ
≤ 1135, 43,

então r <
1

eτα
para cada τ ∈ supp(T ).

Assim, considerando diferentes valores de τ ∈ supp(T ) na Tabela 4.1 com seu respectivo
grau de pertinência.

Tem-se um conjunto de gráficos nas Figuras 4.7(a), 4.7(b), 4.7(c), 4.7(d) e 4.7(e) para
cada τ , respectivamente. Portanto, cada τ tem duas ráızes negativas.
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Tabela 4.1: Valores de τ com seu grau de pertinência uT (τ).

τ uT (τ)
0,032 0
0,32 0,2975
1 1
3,2 0,5926
6,4 0

(a) τ = 0, 032. (b) τ = 0, 32.

(c) τ = 1. (d) τ = 3, 2.

(e) τ = 6, 4.

Figura 4.7: Análise gráfica das ráızes.
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4.4.2 Fuzzificação da Solução do Modelo de Montroll

Nesta subseção, é apresentada a fuzzificação da solução do Modelo de Montroll através
do Prinćıpio de Extensão de Zadeh em cada instante t, resultando uma famı́lia de soluções
numéricas para a equação (4.1), com os seus respectivos graus de pertinência.

Na Figura 4.8(a) é apresentada a solução numérica da equação (4.1) quando τ é um
parâmetro fuzzy triangular com suporte no intervalo 0, 032 ≤ τ ≤ 6, 4 para os dados da
população brasileira, mostrando que o grau de pertinência aproxima-se de 1 (cor amarela).
Assim, para os valores de τ ∈ supp(T ) tem-se a faixa da curvas da solução projetada no plano
xOy com os dados da população brasileira na Figura 4.8(b), em particular, para os valores de
τ da Tabela 4.1 tem-se as curvas apresentadas na Figura 4.9.

(a) Extensão de Zadeh com os dados da
população brasileira.

(b) Extensão de Zadeh projetada no plano xOy.

Figura 4.8: Fuzzificação da solução do Modelo de Montroll através Prinćıpio de Extensão de
Zadeh em cada instante t.

Figura 4.9: Solução do Modelo de Montroll para cada τ apresentado na Tabela 4.1.

4.4.3 Defuzzificação da Solução do Modelo de Montroll

Nesta subseção, é explanada a defuzzificação da solução do Modelo de Montroll com parâme-
tro fuzzy triangular em cada instante t. O método do centro de gravidade é empregado para
a defuzzificação em cada instante t. Nesse contexto, dentre as trajetórias que compõem a
famı́lia de soluções de (4.1), seleciona-se o valor numérico da população P (t) em cada instante
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t, considerando os dados da população brasileira. Seja Wt o conjunto fuzzy que descreve todas
as posśıveis trajetórias P (t) da população, calculadas a partir dos dados e parâmetros fuzzy no
modelo, com função de pertinência uWt

, definida da seguinte forma:

P (t) =

∫

supp(Wt)
PtuWt

(Pt)dPt
∫

supp(Wt)
uWt

(Pt)dPt

. (4.4)

A Figura 4.10(a) apresenta o gráfico da defuzzificação obtido através do método fuzzy da
Extensão de Zadeh e solução do modelo de Montroll sem retardo, em particular para os quatro
dados da população brasileira têm-se a Figura 4.10(b).

(a) Defuzzificação do modelo de Montroll
com retardo.

(b) Pontos de defuzzificação nos anos corres-
pondentes aos dados coletados com retardo
para cada τ ∈ supp(T ).

Figura 4.10: Defuzzificação da solução do Modelo de Montroll com retardo, sendo um número
fuzzy triangular.

Portanto, tem-se a média aritmética do erros relativos dos dados da população brasileira

• com os dados da solução do modelo de Montroll sem retardo igual a 0,0099 e

• com os dados da solução defuzzificada com retardo igual a 0,0061.

Assim, o processo de defuzzificação do método fuzzy em cada instante está mais próxima
dos dados da população brasileira.

4.5 Conclusões

As seguintes conclusões podem ser destacadas deste caṕıtulo:

• Quando o retardo é considerado fuzzy, obtém-se uma região de estabilidade caracterizada
por intervalos de convergência, cada um associado a seus respectivos graus de pertinência.

• O modelo de Montroll com retardo fuzzy apresenta trajetórias dinâmicas que possuem
graus de pertinência, além de intervalos de convergência com diferentes ńıveis de confiança,
evidenciando a flexibilidade do modelo na representação de incertezas.

• A defuzzificação resultado do método fuzzy aplicado aos dados da população brasileira
resultou em uma aproximação mais precisa quando comparada ao modelo de Montroll
com retardo sem o uso de números fuzzy.

• A abordagem fuzzy permitiu representar a incerteza inerente aos dados de forma mais
realista, ampliando o potencial de análise do modelo em cenários onde o retardo não é
fixo, mas variável dentro de um intervalo de suporte.
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Caṕıtulo 5

Considerações Finais

Neste trabalho é apresentado o estudo da estabilidade do Modelo de Montroll com retardo
fuzzy, considerando que existem incertezas em um peŕıodo de retardo em torno de um ano. Estas
incertezas podem ocorrer devido ao crescimento e a mortalidade da população, como também na
coleta de dados populacionais. A principal diferença entre o modelo determińıstico e o modelo
fuzzy está no tratamento da incerteza e no momento da defuzzificação. No modelo fuzzy, a
equação apresenta parâmetros imprecisos e permite que a defuzzificação ocorra ao longo do
tempo, adaptando-se às condições da equação diferencial. O que inclui, também, a flexibilidade
em relação a retardos ou incertezas temporais. Por outro lado, no modelo determińıstico,
a defuzzificação é realizada logo no ińıcio da modelagem matemática, com comportamentos e
relações entre os parâmetros definidos de forma precisa. Dados coletados da população brasileira
de 1991 a 2022 são adaptados ao Modelo de Montroll mediante a um ajuste de curva, utilizando
o método dos mı́nimos quadrados, determinando-se a taxa de crescimento da população (r), o
parâmetro indicador da posição do ponto de inflexão da curva (α) e a população máxima (P∞).
Desta forma, é iniciada a análise dos dados, incorporando-se o retardo.

A aproximação da solução numérica é obtida utilizando o Método dos Passos juntamente
com o Método de Runge-Kutta de quarta ordem, implementados por meio de um programa
computacional, detalhado em um algoritmo, que é uma contribuição inovadora desenvolvida
neste trabalho.

Os três casos estudados quanto à estabilidade do ponto de equiĺıbrio (P = P∞) no Modelo
de Montroll para parâmetros quaisquer são:

• Primeiro Caso: Sem retardo.
Neste caso, a solução da equação linearizada do modelo quando t → ∞, tem-se que
P → P∞, assim, o ponto de equiĺıbrio é assintoticamente estável.

• Segundo Caso: Com retardo.
Nesta abordagem, o Modelo de Montroll com retardo linearizado tem a equação carac-

teŕıstica (2.39) que dependendo do valor de r em relação a
1

eατ
que admite uma raiz real

negativa, duas ráızes reais negativas ou complexas com parte real negativa, ou ainda não
admite ráızes. Desta forma, quando admite alguma raiz, o P∞ é assintoticamente estável.

• Terceiro Caso: Com retardo fuzzy.
Nesta análise, o estudo é análogo ao modelo com retardo determińıstico, porém, obtém-
se uma região de estabilidade caracterizada por intervalos de convergência, cada um
associado a seus respectivos graus de pertinência. Quando o modelo admite ráızes reais,
estas são negativas ou complexas com parte real negativa, logo, o P∞ é assintoticamente
estável.
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Nos três casos estudados quanto à estabilidade, o ponto de equiĺıbrio para a aplicação aos
dados da população brasileira é assintoticamente estável, pois a equação caracteŕıstica possui
duas ráızes reais negativas. Além disso, a solução do Modelo de Montroll fuzzificada através
do retardo fuzzy utilizando o Prinćıpio da Extensão de Zadeh foi defuzzificada pelo método do
centro de gravidade. O cálculo da média aritmética dos erros relativos entre essa solução e os
dados da população brasileira é 0,0061 e a mesma métrica aplicada ao modelo sem retardo com
os dados é 0,0099, mostrando a superioridade do método empregado.

Como trabalhos futuros pretende-se inserir informações dadas por especialistas da área de
estat́ıstica demográfica e de outras, para modelar matematicamente o retardo e analisar os
resultados da evolução da população do Brasil e de outros páıses. Outra metodologia a ser ana-
lisada é ampliar a incerteza do retardo fuzzy, utilizando conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar para
este parâmetro, pois acredita-se que a solução defuzzificada pode trazer resultados promissores.
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Cengage Learning, 2019. ISBN 978-6075267935.

CABRERA, N. V. Aplicação da extensão de Zadeh para conjuntos fuzzy tipo 2 intervalar.
Dissertação (Mestrado) — Universidade Federal de Uberlândia, 2014.

CALHOUN, J. B. Death squared: The explosive growth and demise of a mouse population.
Proceedings of the Royal Society of Medicine, SAGE Publications, v. 66, n. 1 Pt 2, p. 80–88,
1973. DOI: 10.1177/00359157730661P202.

CATSIGERAS, E. Ecuaciones Diferenciales Autónomas y Estabilidad de los Puntos de Equili-
brio: Complemento sobre ecuaciones diferenciales para los cursos de cálculo. 2013. Notas para
el curso de Cálculo II de la Facultad de Ingenieŕıa.
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para obtenção de parâmetros. Dissertação (Mestrado) — Universidade Estadual Paulista, 2019.

EVELYN, G. H. Circular causal systems in ecology. Ann. NY Acad. Sci, v. 50, n. 4, p. 221–246,
1948. DOI: 10.1111/j.1749-6632.1948.tb39854.x.
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Apêndice A

Métodos de Runge-Kutta

Seja o PVI
{

y′ = f(x, y)

y(x0) = y0
. (A.1)

As informações do Método de Euler são baseadas em (VALLE, 2012).

A.1 Método de Euler

Considere y = y(x) a “solução exata” do PVI (A.1). Note que y′(x0) = f(x0, y0), logo a
equação da reta tangente a y no ponto (x0, y0) é

y − y0 = y′(x0)(x− x0)

e é denotado por L(x) = y0+f(x0, y0)(x−x0). Esta é uma primeira aproximação de y quando x
está próximo de x0. Pode-se considerar L(x) como solução aproximada de y sobre um intervalo
da forma [x0− ε, x0 + ε]. O objetivo do método de Euler é estender esta solução aproximada a
um intervalo maior.

Para isto, fixe um incremento h > 0, assim, denota-se:

x1 = x0 + h, logo, y1 = L(x1) ≈ y(x1),

isto é

y1 = L(x1) = y0 + f(x0, y0)(x1 − x0) = y0 + f(x0, y0)(x0 + h− x0) = y0 + hf(x0, y0).

De forma análoga pode-se obter y2 em função de y1 sendo que de forma geral obtém-se

yk+1 = yk + hf(xk, yk) , k ∈ Z+

em que yk é a aproximação da solução em um ponto xk, f(xk, yk) representa a inclinação da
solução em (xk, yk), e h é o tamanho do passo, que determina a distância entre os pontos de
avaliação. Essa representação leva à generalização para a Série de Taylor, que amplia a ideia
de aproximar funções por polinômios em torno de um ponto espećıfico, conceitos baseados em
(RUGGIERO; LOPES, 1988).

A.2 Método da Série de Taylor

Seja o PVI (A.1) aplicando a Série de Taylor para y(x) no ponto (xk)
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y(x) = y(xk) + y′(xk)
(x− xk)

1!
+ ... + y(n)(xk)

(x− xk)n

n!
+ y(n+1)(ξ)

(x− xk)(n+1)

(n + 1)!
. (A.2)

Logo, para o ponto x = xk+1 na equação (A.2) e xk+1 − xk = h

y(xk+1) = y(xk) + y′(xk)
(xk+1 − xk)

1!
+ ... + y(n)(xk)

(xk+1 − xk)n

n!
+ y(n+1)(ξ)

(xk+1 − xk)(n+1)

(n + 1)!
.

Assim,

y(xk+1) = y(xk) + y′(xk)
h

1!
+ ... + y(n)(xk)

hn

n!
+ y(n+1)(ξ)

h(n+1)

(n + 1)!
. (A.3)

Como y′(xk) = f(xk, yk) pode-se relacionar as derivadas de ordem superior com as derivadas
da função f(x, y).

Como exemplo considere

y′′(xk) =
d

dx
f(xk, yk)⇐⇒ y′′(xk) = fx + fyy

′ ⇐⇒ y′′(xk) = fx + fyf.

Análogo para y′′′ tem-se

y′′′(xk) = fy(fx + fyf) + f 2fyy + 2ffxy + fxx.

Desta forma, pode-se obter uma aproximação para o cálculo do PVI (A.1) substituindo as
relações anteriores na Série de Taylor.

Definição A.1. Diz-se que um método para a solução de PVI é de ordem n se este coincide
com a Série de Taylor até o n-ésimo termo. O erro local cometido por esta aproximação será
da forma

Eloc(xk+1) =
yn+1(ξ)hn+1

(n + 1)!
; ξ ∈ [xk, xk+1] .

Como exemplo tem-se que o Método de Euler, é um método de 1a ordem pois este coincide
com a Série de Taylor até o primeiro termo, logo o erro local é dado por

Eloc(xk+1) =
y′′(ξ)h2

2!
; ξ ∈ [xk, xk+1] .

Em geral, pode-se determinar a ordem de um método pela fórmula do erro. Quanto menor for
o valor de h menor será o erro local e quanto maior seja a ordem do método melhor será a
aproximação.

A.3 Métodos de Runge-Kutta

Com isso, pelos antecedentes têm os métodos de Runge-Kutta são métodos de passo simples,
ou seja, yk+1 é determinado usando apenas de xk e yk (RUGGIERO; LOPES, 1988).

Um método de Runge-Kutta de ordem n não requer o cálculo de qualquer derivada de f ,
mas depende de outra função φ que é definida avaliando f em diferentes pontos.

O método de Runge-Kutta de 1a ordem é o Método de Euler, que coincide com o Método
da Série de Taylor de 1a ordem.
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O Método de 2a ordem, conhecido como Método de Euler Melhorado ou Método de Heun é
baseado na modificação do Método de Euler de tal forma que pode-se melhorar a precisão. O
procedimento geométrico é o seguinte.

Considere a reta L1 com coeficiente angular dado por y′(xn) = f(xn, yn).

L1(x) = yn + (x− xn)y′n = yn + (x− xn)f(xn, yn)

Para x = xn+1 tem-se

L1(xn+1) = yn + (xn+1 − xn)y′n = yn + hf(xn, yn),

que é a aproximação do Método de Euler, e é denotado por L1(xn+1) = yen+1 (veja a Fi-
gura A.1(a)).

Considere a reta L2 com coeficiente angular dado por f(xn+1, yen+1) = f(xn, yn + hy′) que
passa pelo punto P (veja a Figura A.1(b) )

L2 = yen+1 + (x− xn+1)f(xn+1, yen+1).

Considere a reta L0 que passa por P que tem como coeficiente angular a média dos coe-
ficientes angular de L1 e L2 (veja a Figura A.1(c)). Finalmente a reta que passa pelo ponto
(xn, yn) e é paralela a reta L0 tem a forma

L(x) = yn + (x− xn)
1

2
(f(xn, yn) + f(xn+1, yn + hy′n)).

Pode-se observar que o valor de yn+1 (veja a Figura A.1(d)) está mais próximo do valor
exato que o valor de yen+1. Este esquema numérico é chamado de Método de Euler Melhorado,
em que uma estimativa do erro local é dado por

|Eloc(xn)| ≤ h3

6
max

ξ∈[xn,xn+1]
|y′′′(ξ)| .

Além disso, pode-se obter uma demostração anaĺıtica em (BURDEN; FAIRES; BURDEN,
2019), isto é, desenvolvendo a Série de Taylor da função f(x, y) e calculando no ponto (xn+1, yn+
hy′n). A expressão encontrada deve concordar com a Série de Taylor até a 2a ordem. Em geral,
um método de Runge-Kutta de 2a ordem é dado por

yn+1 = yn + a1hf(xn, yn) + a2hf(xn + b1h, yn + b2hy
′
n),

em que 





a1 + a2 = 1

a2b1 = 1/2

a2b2 = 1/2

. (A.4)

O Método de Euler Melhorado é obtido com a1 = a2 = 1/2 e b1 = b2 = 1. Métodos de
ordem superior são obtidos seguindo o mesmo procedimento.
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(a) Aproximação de
yen+1 = yn + hf(xn, yn).

(b) Retas L1 e L2.

(c) Reta L0 que passa por P . (d) Aproximação geométrica.

Figura A.1: Método de Euler Melhorado.

Os Métodos de Runge-Kutta de 3a e 4a ordem são apresentados a seguir:

• Método de Runge-Kutta de 3a ordem

yn + 1 = yn +
2

9
K1 +

1

3
K2 +

4

9
K3

K1 = hf(xn, yn)

K2 = hf(xn + h/2, yn + K1/2)

K3 = hf(xn + 3h/4, yn + 3K2/4)

;

• Método de Runge Kutta de 4a ordem

yn+1 = yn +
1

6
(K1 + 2K2 + 2K3 + K4)

K1 = hf(xn, yn)

K2 = hf(xn + h/2, yn + K1/2)

K3 = hf(xn + h/2, yn + K2/2)

K4 = hf(xn + h, yn + K3)

.
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