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RESUMO

Os problemas de valor de contorno aparecem em diversas areas das ciéncias e engenharias,
modelando fenémenos do cotidiano, como a distribuicao de temperatura, a deformagao de
estruturas e o comportamento de campos eletromagnéticos.

Matematicamente, esses problemas sao descritos por equacoes diferenciais ordinarias ou
parciais, as quais frequentemente nao possuem solugao analitica. Isso torna necessario o uso
de métodos numéricos para obter aproximacoes das solugoes. Neste trabalho, o método das
diferencgas finitas foi escolhido como abordagem principal.

O objetivo principal deste trabalho é introduzir o método das diferencas finitas, com foco
em seus fundamentos mateméaticos e na aplicacao a solugao de problemas de valor de contorno
de segunda ordem em uma e duas dimensoes, sujeitos a condi¢oes de contorno do tipo Dirich-
let. Também sao discutidos métodos iterativos estacionarios classicos (Jacobi, Gauss-Seidel e
o método Sobre-relaxagao Sucessiva) para a resolu¢ao dos sistemas de equagoes lineares resul-
tantes da aplicacao do método das diferencas finitas. Em particular, demonstra-se que o uso
de diferencas finitas centradas de segunda ordem para aproximar derivadas de segunda ordem
garante que a solu¢ao numérica convirja com a mesma ordem de precisao.

Adicionalmente, é realizada a analise da convergéncia das solugoes dos sistemas lineares
resolvidos pelos métodos iterativos, com foco na equacao de Poisson associada ao método
das diferencas finitas. Resultados numéricos sao apresentados para verificar e validar a teoria
discutida, demonstrando a eficacia da abordagem.

Palavras-chave: método das diferencas finitas, equacoes diferenciais, problema de valor de
contorno, equagao de Poisson, métodos iterativos.



ABSTRACT

Boundary value problems arise in various fields of science and engineering, modeling every-
day phenomena such as temperature distribution, structural deformation, and the behavior of
electromagnetic fields.

Mathematically, these problems are described by ordinary or partial differential equations,
which often lack analytical solutions. This makes necessary the use of numerical methods to
obtain approximate solutions. In this work, the finite difference method was chosen as the main
approach.

The main objective of this study is to introduce the finite difference method, focusing on its
mathematical foundations and its application to solving second-order boundary value problems
in one and two dimensions, subject to Dirichlet boundary conditions. Classical stationary
iterative methods (Jacobi, Gauss-Seidel, and the Successive Over-relaxation method) for solving
the linear systems resulting from the finite difference method are also discussed. In particular,
it is shown that using second-order centered finite differences to approximate second-order
derivatives ensures that the numerical solution converges with the same order of accuracy.

Additionally, an analysis of the convergence of the solutions of linear systems solved by
iterative methods is conducted, with a focus on the Poisson equation associated with the finite
difference method. Numerical results are presented to verify and validate the discussed theory,
demonstrating the effectiveness of the approach.

Keywords: finite difference method, differential equations, boundary value problem, Poisson’s
equation, iterative methods.
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INTRODUGAO 1

1. INTRODUCAO

Os problemas de valor de contorno aparecem em diversas areas da ciéncia e engenharia,
representando fenémenos como a distribuicao de temperatura, a deformacgao de estruturas e
o comportamento de campos eletromagnéticos. Esses problemas sao modelados por equacoes
diferenciais, ordinarias ou parciais, para os quais nem sempre hé solucao analitica e dai a
necessidade de métodos numéricos que permitam encontrar aproximagoes para a solucao.

Apresentaremos neste capitulo uma breve introducao as equacoes diferenciais, também serao
apresentados exemplos simples de problemas de valor de contorno, assim como uma réapida

introducao ao método das diferencas finitas. Logo, apresentaremos os objetivos do trabalho.

1.1 EQUACOES DIFERENCIAIS

Introduziremos aqui os conceitos basicos sobre equacoes diferenciais, aqui comecgaremos
definindo as equacoes diferenciais ordinarias e expandiremos depois para as equacgoes diferenciais
parciais.

Uma equagao diferencial ordinaria de ordem k é uma equacao que relaciona uma fungao
desconhecida u : [a,b] C R — R com suas derivadas. Uma equagao diferencial ordinéria ¢ dado
pela seguinte forma geral:

d*u du d*1u
%:f([[',u,%,..wm),
onde f é uma funcao dada.

Como exemplos de equagoes diferencias ordinérias, que podem ser encontrados em [2], temos
o modelo populacional de Malthus, dado pela equacao

P
& kP
dt ’

que modela um crescimento de uma populagdo P = P(t) que cresce de forma proporcional,
com uma constante de proporcionalidade k, ao tamanho da populacao.
Outro exemplo, na mecénica classica, é a segunda lei de Newton, que é representada pela

equacao
d*x
m_
dt?

onde z = x(t) é a posi¢do de uma particula em um instante ¢, m é a massa da particula e F' a

=F

forca resultante atuando sobre a particula.

COORDENAGAO DOS CURSOS DE BACHARELADO E LICENCIATURA EM MATEMATICA



2 INTRODUGAO

Ainda na mecénica cléassica, o movimento de um péndulo simples é governado pela equacgao

d*0 g
ﬁ + 7 senf = 0
onde 0 = 0(t) é o angulo de abertura do péndulo, g a aceleragao da gravidade e [ o comprimento

do péndulo.

Uma Equagao Diferencial Partial ¢ uma equacao que envolve uma funcao de vérias varidveis

que nao se conhece, e as derivadas parciais dessa fungao [5].

Seja u : 2 C R™ — R, chama-se Equagao Diferencial Parcial de Ordem k uma expressao do
tipo:
F(Dbu,...,DFu, DY 1, ... ,Dpu,u) =0

onde F' é uma funcao dada.

O operador laplaciano V2 ¢ definido em termos das derivadas espaciais (i 99 por
ox? Oy’ 0z’

exemplo), mas é amplamente utilizado em problemas que envolvem tanto variaveis espaciais
quanto temporais, como as Equagoes Diferenciais Parciais que descrevem fenémenos fisicos.
Assim, o laplaciano V2, em coordenadas cartesianas ¢ definido por:

u  0%*u

2 _
vu_8x2+8y2’

para u definido em uma regiao do plano Q C R?, e

’u  0%u  9*u

2, _
Vu_8x2+8y2+(922’

para u definido em uma regiao do espaco Q) C R3.

Como exemplos de equagdes diferenciais parciais, temos de acordo com [5], a equagao do

calor em um meio homogéneo, que é dada por

ou
— = kV,
ot
onde k é a constante de condugao térmica do meio e u = u(zx,y, z,t) a distribui¢ao de tempe-

ratura.

A propagacao de uma onda é descrita por uma equacao diferencial parcial, a equacao da

onda,
0%u
ot?

onde u(z,y, z,t) representa a a pertubagao gerada da onda, e ¢ é a velocidade de propagacao

= 2V,

da onda.

Outros exemplo é a equagao de Laplace,

Viu =0,

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA



INTRODUGAO 3

que pode ser usada, por exemplo, para modelar a distribuicao de temperatura em um sistema

estacionario u = u(z,y, z). E a sua versao nao homogénea, a equagao de Poisson,
Viu=f

que pode ser usada, por exemplo, para modelar o potencial de uma quantidade, neste caso

u = u(z,y,2) é o potencial, e f uma func¢ao dada.

1.2 CONDICOES DE CONTORNO

Para se resolver um problema de Equagoes Diferenciais Parciais é preciso de impor condig¢oes
auxiliares, podendo elas serem condig¢oes iniciais ou condig¢oes de contorno.

As condigoes de contorno podem ser do tipo Dirichlet, onde os valores de u sao especificados
na fronteira 02, de Neumann, onde as derivadas normais de u sao especificadas na fronteira
0f) e de Robin, onde sao especificados na fronteira 02 uma combinacao dos valores de u e sua

derivada normal. Podemos expressar essa condi¢oes como:

1. Condigao de contorno de tipo Dirichlet:

u =
’8(2 &

2. Condigao de contorno de tipo Neumann:

ou|
onl,, 9
3. Condigao de contorno de tipo Robin:
ou
<pu +4q 3_> =9
N7 a0
. . ) . : - 0
onde p e ¢ sao fungoes dadas, g é uma fungao conhecida na borda do dominio 92 e — denota

on

a derivada na direcao normal da fronteira.

Quando resolve-se uma equagao de Poisson sujeita a condi¢oes de contorno do tipo Neu-
mann, surge um conceito denominado de condi¢ao de compatibilidade.

A condi¢ao de compatibilidade garante que as condigoes de contorno fornecidas sejam con-
sistentes com a equagao diferencial, permitindo a existéncia de uma solucao para o problema.

Conforme [13|, para a Equacao de Poisson V?u = f definida em uma regiao do plano
Q) C R?, é necessério que satisfaca a seguinte condicao, integrando ambos os lados da equacao

de Poisson sobre o dominio 2, obtemos

J[ vruaa= [[ raa

COORDENAGAO DOS CURSOS DE BACHARELADO E LICENCIATURA EM MATEMATICA




4 INTRODUGAO

reescrevendo o laplaciano como o divergente do gradiente, ou seja, V?u = V - (Vu), podemos
aplicar o teorema do divergente ao lado esquerdo da equagao, obtendo assim, uma integral para

o fluxo da borda do dominio:

//VQUdA:/ V- (Vu)dA= ¢ Vu-ndr.
Q Q o0
ou

Como o Vu - n, onde n é o vetor normal a borda, entao
n

Vu-ndr:f @dr
o0 a0 On

Logo a condicao de contorno do tipo Neumann para a equacido de Poisson VZu = f em uma

regiao €2 do plano deve satisfazer a seguinte condicao de compatibilidade:

—dr—/ dA.
a0 (9n f

Resolver problemas de valor de contorno analiticamente nem sempre é possivel, especial-
mente quando se lida com dominios complexos ou condigoes de contorno irregulares. Nessas
situagoes, métodos numéricos, como o método das diferencas finitas, tornam-se ferramentas
essenciais. Este texto foca na aplicagao do método das diferencas finitas para resolver proble-
mas de valor de contorno unidimensional de segunda ordem sujeito a condi¢oes Dirichlet, e o

problema de valor de contorno bidimensional de segunda ordem sujeito a condi¢ao de Dirichlet.

1.3 METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

O método das diferencas finitas ¢ amplamente utilizado devido & sua simplicidade e facilidade
de implementacao. Ele transforma equacoes diferenciais em sistemas de equagoes nao lineares
ou lineares, dependendo da equacao diferencial, que podem ser resolvidos usando métodos
numéricos. No entanto, a precisao das solugoes depende da espessura da malha: grades mais

finas fornecem solugbes mais precisas, mas aumentam o custo computacional.

Além disso, a aplicacao do método em dominios irregulares ou com condi¢oes de contorno
complexas pode exigir adaptagoes especificas, como a utilizagao de malhas nao uniformes ou
métodos de interpolacao. Mesmo assim, o método das diferencas finitas continua a ser uma
técnica poderosa e versatil para a solugao numérica de problemas de valor de contorno em
diversos campos da ciéncia e engenharia.

O método das diferencas finitas consiste em escolher pontos no dominio da solucao procurada
e substituir a derivada que aparece na equacao por uma diferenca finita. A seguir apresenta-
remos exemplos, sem entrar em detalhes do método de diferencas finitas. Esses detalhes serao

apresentados no respectivo capitulo.

Por exemplo, para o problema de valor de contorno unidimensional descrito pela equagao

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA



INTRODUGAO 5

diferencial ordinaria de segunda ordem:

#u
dx?

= f(z),
com condigoes de contorno do tipo Dirichlet:
u(a) = a e u(b) = B,

onde « e 3 sao valores reais conhecidos.

Para utilizar o método de diferencas finitas, é necessario estabelecer uma malha computa-
cional que consiste em um conjunto de pontos onde sera calculada a solucao aproximada da
nossa funcdo. Aqui, vamos definir uma malha uniforme, ou seja, uma malha onde todos os

pontos estao distribuidos uniformemente.

Seja [a, b] o dominio do nosso problema, particionamos o dominio [a,b] em n partes iguais,
desta forma, o espacamento entre os pontos da malha serd h = b’Ta, e os pontos da malha serao
dados por

r; =a-+1ih, parai=0,1,2,...,n.

Uma vez definida a malha computacional do nosso problema, devemos substituir a derivada
segunda que aparece na equacao por uma diferenca finita. Por exemplo, por uma férmula de
diferencas finitas centradas de segunda ordem em z;, entao, a expressao discreta da equacao

continua é dada por:
Pu| u(rioy) — 2u(2;) + u(2ig)

de2| "~ h2

T

Aplicando a férmula nos pontos internos da malha z; para i =1,2,...,n — 1, considerando

U; como a aproximagao do termo u(x;), obtemos um sistemas de equagoes linear da forma

Uio1 = 2U; + Ui
12

:fi

cuja solu¢@o nos da o valor aproximado da fungao u(x) avaliado nos pontos x;.
Para o problema de Poisson bidimensional em um dominio retangular:

’u  O%*u
02 + 8_y2 = f(z,y)

com ) = [a,b] X [c,d], sujeito a condi¢ao de Dirichlet u| 00 = 9(,y), o método das diferencas

finitas seguem o mesmo passo.

Primeiro escolhemos a malha computacional discretizando o dominio do nosso problema,

usando os espagamentos h = b%’ e k= %C, obtemos um conjunto de pontos (z;,y;) da forma:

r;=a-+1ihparai=0,1,2,...,m,

yj =c+ jk paraj=0,1,2,...,n.

COORDENAGAO DOS CURSOS DE BACHARELADO E LICENCIATURA EM MATEMATICA



6 INTRODUGAO

Em seguida avaliamos as derivada parciais nos pontos internos da malha (z;,y;) para i =
1,2,....m—1lej=12,...,m— 1. Considerando U; ; = u(x;,y;), obtemos um sistema linear

da forma

Ui1; —2U;j + Uiy " Uj1—2Ui; +Uij1 Iy
h2 k2 - 1,79
cuja solugdo nos da o valor da aproximado fungdo u(x;,y;) nos pontos (x;,y;) da malha.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar aspectos matematicos do uso do método
das diferencas finitas na solucao de problemas de valor de contorno em uma e duas dimensoes,
sujeitos a condicoes de contorno do tipo Dirichlet.

Em particular, aborda-se a convergéncia de segunda ordem, quando sao utilizadas diferencas
finitas centradas de segunda ordem, bem como a analise da convergéncia das solugoes dos
sistemas lineares pelos métodos cléssicos aplicados a equagao de Poisson, associada ao método
das diferencas finitas.

Neste capitulo, apresentou-se uma breve revisao dos conceitos de equacoes diferenciais or-
dinarias e parciais, com foco nos problemas de valor de contorno de segunda ordem, além de
uma introdugao ao método das diferengas finitas.

No Capitulo 2, discute-se a aplicagao do método das diferengas finitas a um problema de
valor de contorno unidimensional. Neste capitulo, sao introduzidos os conceitos de consisténcia,
estabilidade e convergéncia, incluindo a demonstracao de que o método converge.

O Capitulo 3 aplica o método das diferencas finitas de segunda ordem a equacao de Poisson.
Sao discutidas algumas possiveis ordenacgoes dos pontos, a estrutura do sistema linear associado
e as propriedades que garantem a convergéncia de segunda ordem do método.

No Capitulo 4, sao apresentados os métodos iterativos classicos para a solucao do sistema
linear associado a equagao de Poisson, como os métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e SOR. Além
disso, sao exploradas as propriedades de convergéncia desses métodos na solugao numérica.

O Capitulo 5 aborda conceitos necessarios para a analise de convergéncia do método das
diferencas finitas. Exemplos de resolucao de problemas de valor de contorno unidimensionais
e bidimensionais sao apresentados, confirmando que o método das diferencas finitas centradas
de segunda ordem apresenta a precisao teorica relatada na literatura

Por fim, no Capitulo 6, sao apresentadas as conclusoes do trabalho e sugestoes para pesquisas

futuras.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA



PROBLEMA UNIDIMENSIONAL 7

2. PROBLEMA UNIDIMENSIONAL

Apresentaremos aqui um problema de valor de contorno unidimensional associado a uma
equacao diferencial ordinaria de segunda ordem. Este problema serviré de base para o problema
de valor de contorno bidimensional que trabalharemos no capitulo 3.

Consideremos o seguinte problema de valor de contorno:

onde u(x) é uma fungao desconhecida definida em um dominio [a, b, e « e 5 s@o valores dados.
Veremos nesse capitulo a aplicacao do método de diferencas finitas para o problema uni-
dimensional proposto, faremos uma analise do erro do esquema de discretizacao obtido pelo
método de diferencas finitas, e estudaremos os conceitos de consisténcia, estabilidade e conver-
géncia do método de diferencas finitas.
Para o desenvolvimento desse capitulo nos basearemos principalmente nas referéncias |3, 9,
14, 15].

2.1 DIFERENCAS FINITAS

O método das diferencas finitas tem como parte central a aproximacao das derivadas por
um esquema finito de diferengas. Ao longo desse texto, vamos considerar u como sendo uma
funcao suave, isto é, uma fungao que seja suficientemente diferenciavel no dominio €2 do nosso
problema.

Para obter os esquemas de diferencas finitas que usaremos ao longo do texto, vamos inici-

almente considerar a derivada da funcao u:

u(x +h) — u(m)

o' (z) = lim

Suponhamos que conhegamos o valor de u(z) nos pontos do dominio [a, b], e queiramos calcular
uma aproximagao para u'(z). A primeira escolha a se pensar para calcular tal aproximacao

poderia ser:
w@%u@+2—wm7 (2.1)

para um h pequeno. Assim, quanto mais proximo de 0 for o valor de h, espera-se, pela defini¢ao

COORDENAGAO DOS CURSOS DE BACHARELADO E LICENCIATURA EM MATEMATICA



8 PROBLEMA UNIDIMENSIONAL

de limite, que a aproximacao da derivada seja melhor.
Na equagao 2.1, usamos dois pontos que estao separados por uma distancia h. Podemos, de

maneira analoga, considerar a seguinte aproximacao para a derivada.

u(z) —u(z — h)
3 ;

u'(x) = (2.2)
que considera um ponto x — h, que se situa anteriormente & x com uma distancia h.
Uma outra possibilidade para calcular os pontos seria realizar uma média entre as duas

aproximacoes, ou seja,

1 (u(@+h) —u(z) N uw(x) —u(x — h)
2 h h ’
obtendo assim, a aproximacao

ooy u(@+h) —u(r—h)
u'(x) ~ 57 : (2.3)

que possui utiliza os pontos em x — h e x + h, com uma distancia 2h.
A partir de 2.1, 2.2 e 2.3, podemos definir os seguintes esquemas de diferencas finitas para

aproximar a primeira derivada u/(z).

Definigao 2.1.1. Chama-se diferenca finita sucessiva para a primeira derivada u’(x) o esquema
6;-u(z) definido por
h) —
S+ulz) = u(x + })L u(x)

Definigao 2.1.2. Chama-se diferenca finita regressiva para a primeira derivada u'(x) o esquema

d, u(z) definido por

Definigao 2.1.3. Chama-se diferenca finita centrada para a primeira derivada u'(x) o esquema
d;u(x) definido por
z+h)—u(x—h)
2h '
Onde 6;, 4, , §; sdo chamados operadores de diferenca finita.

oru(x) = u

Para aproximarmos a derivada segunda «”(z), podemos considerar v”(x) = (v/(z)), da

forma

U”(.’E) — lim U,,(I + h) — ul<x>

h—0 h ’

fazendo de maneira anéloga a deriva primeira, podemos aproximar usando a diferenga sucessiva,

" ~ UI(LE—l—h) —UI(CC)
) e I,

considerando a aproximagao regressiva para u'(x + h) e u(x + h), temos

) ) <u(x—|—h) —u(z)  u(z) —u(x—h)))

h

h h

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA



PROBLEMA UNIDIMENSIONAL 9

portanto, obtemos a seguinte aproximacgao para a derivada segunda u”(z):

() ~ u(x + h) — 212(2@ + u(z — h). (2.4)

Assim, podemos definir, a partir de 2.4, o operador de diferencas finitas centradas para a

aproximagcao da derivada segunda u”(x).

Definig¢ao 2.1.4. Chama-se diferenca finita centrada para a segunda derivada u”(z) o esquema

62u(z) definido por

w(x 4+ h) — 2u(z) + u(x — h).

Sulz) = =

Esse método para obter as diferencas finitas nao nos diz, porém, o quao boa é a nossa
aproximacao. Para podermos analisar o erro de nossa aproximacao, faremos uso do Teorema

de Taylor, que nos permitiré exibir a ordem do erro da aproximacao.

Teorema 2.1.5 (Teorema de Taylor). Seja f : [a,b] — R uma funcio de classe C*. Se f%*) ¢
diferencidvel no intervalo aberto (a,b), entdo para todo x € [a,b], existe um nimero & = £(x)

no intervalo (a,b) tal que:

(a: _ a)k+1

SRS

Para descrever a ordem do erro do método das diferencas finitas, introduziremos o conceito

de O-grande, conforme [9].
Definigao 2.1.6. Se f(h) e g(h) sao duas fungoes de h, entao dizemos que
f(h) =0O(g(h)), quando h — 0,

se existem duas constantes C' > 0 e hg, tal que

h
‘M‘ < O, para todo h < hyg.
g(h)
De forma equivalente, podemo dizer que f(h) = O(g(h)), se |f(h)| < C|g(h)| para todo h
suficientemente pequeno. Assim, se tivermos uma funcao f(h), tal que, existe uma constante
C > 0, de forma que

[f(h)] < ChP,

para h > 0, entdo dizemos que a f(h) é de ordem p, e indicamos por f(h) = O(h?).
Para podermos obter o erro da diferenga sucessiva usando o Teorema de Taylor, vamos

expandir o u(z + h) em torno do ponto x, assim,

2

u(z + h) = u(z) + h'(z) + 7u”(£).

COORDENAGAO DOS CURSOS DE BACHARELADO E LICENCIATURA EM MATEMATICA



10 PROBLEMA UNIDIMENSIONAL

subtraindo o termo u(x) de ambos os lados, e dividindo por h obtemos:

h
h 2

dessa forma concluimos que

5 u(e) = (z) = O(h), 2.5)
e portanto o erro da diferenga sucessiva ;" ¢ de primeira ordem.

Analogamente podemos obter o método de diferenga regressiva expandindo u(z — h) em

torno do ponto x:
2

u(x —h) = u(z) — hu'(z) + %u”(f)

Subtraindo o termo u(z) de ambos os lados, e dividindo por h obtemos:

(@) —ulx—h) . W(E)
h = ul(z) = —h

dessa forma concluimos que

Sru(e) — o (x) = O(h), (2.6
e portanto o erro da diferenca regressiva , ¢ também de primeira ordem.

Para obtermos a diferenca centrada devemos usar a expansao de Taylor dos termos u(x + h)

e u(x — h) em torno do ponto z. Para u(x + h), temos que

2 3

/ " h "
u(w -+ h) = u(w) + bt (2) + (@) + " (6)

para & € (z,x + h). Analogamente, para u(x — h), temos que

/ h2 " h3 "
u(zx — h) = u(x) — hu'(z) + U (r) — T (&9).

para & € (z — h,z). Subtraindo o termo u(xz — h) de u(x + h), obtemos

3

B () +u(6)].

w(z + h) —u(z —h) = 2hu'(x) + 2

Pelo teorema do valor intermediario, existe um & tal que

U/,”(gl) + u/l/ (£2>

u///(g) — 2 ,

logo, temos que
3

w(x + h) —u(z — h) = 2hu'(x) + Z%u’"({),
para £ € (x — h,x + h). Dividindo ambos os membros da equagao por 2h, obtemos

u(z + h) —u(z — h)
2h

='(z) + —UI;('@ h?,
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PROBLEMA UNIDIMENSIONAL 11

e portanto
5 —u'(z) = O(h?). (2.7)

Assim, o erro de aproximacgao da diferenca finita centrada ¢; é de segunda ordem.

Para obtermos a diferenga centrada de segunda ordem para a derivada u”(z), utilizamos o
Teorema de Taylor para expandir os termos u(x + h) e u(z — h) em torno do ponto x. Para
u(x + h), temos que

h2 h3 n

! " h4 4
u(z + h) =u(z) + h'(z) + U (x) + Tk (x) + Iu( )(€),

para & € (z,x + h). Analogamente, para u(x — h), temos que

2 3 4
(e = h) = u(e) = bl (@) + () = (@) + (),

para & € (z — h,z), Somando os termos u(x — h) e u(x + h), obtemos

w(x —h) +u(z+h) =2u(x) + 2Tlﬂu”(:v) + Z—T [u(4) (&) + u® (52)},

logo, pelo teorema do valor intermediario, existe um £ tal que

/II<€1) + U,IH(€2)

u"(g) = o

e portanto,

2 4
w(x — h) +u(z+h) =2u(x) + %u”(x) - %u(‘l) (€).

Dividindo ambos os lados da equacdo por h?, obtemos

u(z —h) — 2u(x) + u(xz + h)
72

uld(€)
12

=u"(x) + h?,

concluimos entao que:

Stu(z) — v (z) = O(h?), (2.8)

portanto, o erro da diferenga finita centrada 47 é de segunda ordem.

Assim, a partir de 2.5, 2.6, 2.7 e 2.8, obtivemos os seguintes esquemas de diferencas finitas:

o () = u(az‘—i—h})L—u(x) Lo,
, u(x 4+ h) —u(x — h) 5
() = WD) ey

x4+ h) —2u(x) + u(x — h)
12

u//(x) — U(

+ O(h?).

Vemos que as diferengas finitas sucessivas e regressivas sao de primeira ordem, enquanto
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12 PROBLEMA UNIDIMENSIONAL

que ambas as diferencas centradas sao de segunda ordem.

Neste texto focaremos no uso das diferencas finitas centradas, que possuem maior ordem
de precisao. Elas serao usadas para aproximar a equagao diferencial do nosso problema, resul-
tando, desta forma, em um sistema de equagoes lineares. A solucao do sistema fornecera uma

aproximacao para a solucao da equagao diferencial.

2.2 APLICACAO DO METODO

Para aplicarmos o método de diferencas finitas, devemos, inicialmente, definir uma malha
computacional, que consiste em uma discretiza¢ao do dominio [a,b] do problema de valor de
contorno. Para estudarmos a aplicacao do método, vamos usar o nosso problema de exemplo

proposto no inicio desse capitulo:

u’(x) = f(x), paraz € (a,b),
u(a) =a, e u(b)=p.

onde u(x) é uma fungao desconhecida definida em um dominio [a, b], e « e 8 s@o valores dados.
Para definirmos a malha que discretizara o dominio, iremos escolher um conjunto de pontos

Xo,T1,Ta,...,T,, de forma que:
Aa=Tog<T1 <Xy < < Tp_1<x, =0

Podemos escolher esse conjunto de pontos de varias maneiras possiveis. A maneira mais
simples é escolhermos os pontos de forma que eles estejam distribuidos uniformemente ao longo
do dominio do problema.

Particionamos o dominio [a,b] do problema em n partes iguais, dessa forma, obtemos um
conjunto de n+1 pontos, onde a distancia entre dois pontos consecutivos sera dado por h = b_T“,
e portanto, o primeiro ponto da malha serd xy = a, seguido por 1 = a + h, xo = a + 2h, ¢
assim sucessivamente, até o ponto x,, = b.

Logo, teremos uma malha de pontos homogénea conforme a Figura 2.1, onde os pontos da

malha sao definidos como:

x; =a-+1ih, parai=0,1,2,...,n,

com espacamento uniforme h = b’Ta

Figura 2.1: Malha uniformes para o dominio [a, b].
a b

|
T
) x1 X2 r3 o Tp—1 T

Fonte: O autor.
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Uma vez definida a malha computacional, aproximaremos a derivada segunda u”(z) por
uma diferenga centrada de segunda ordem 47, em cada ponto interno da malha. Considerando
a equagao u”’(x) = f(x), como a diferenga finita centrada de segunda ordem &7 u(x) satisfaz

82u(z) = u"(x) + O(h?), entao para cada ponto interno da malha teremos

Stu(x;) = f(x:) + O(h?).

Considerando U; ~ u(z;) a solugao aproximada do problema no ponto x; desconsiderando
o termo O(k?), obtemos para os pontos internos da malha um sistema linear de n — 1 equagoes

algébricas da forma:

Uy — 2U; + U-
02N _ ey,
U, — 20U, + U
1 h22 3 (),
Uy—2Us+ Uy
L2 - (172),
Uy +2U; + Uy,
= =) == flay),
U,—2 —2U,_1 + U,
2 - = f(zn-1).

h2

Pelas condigoes de contorno do problema, temos que u(a) = « e u(b) = [, e portanto,
Uy = a e U, = . Podemos entao substituir os termos Uy e U,, na primeira e ultima equacgao

do sistema por « e 3, obtendo assim:

—2U;, + U. Q
% = f(@1) = 75,
e e

Colocando o sistema na forma matricial A,U = f*, onde f* é o vetor contendo os termos

f(x;) e os termos obtidos a partir da aplica¢do da condigao de contorno. Obtemos a forma:

-2 1 - ] .
S o] | S
ﬁ _F h_22 1 U, f($2>
_ - U €T
2R R = f(:?’) . (2.9)
12 1| o Fln2)
2 2 2
N Y ) B A .
§ h2 2l i i
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14 PROBLEMA UNIDIMENSIONAL

A solugao desse sistema linear nos daréa uma aproximacao U, para a funcao u nos pontos z;
da malha. Para a resolucao desse sistema, usaremos métodos iterativos estacionario, conforme

veremos no Capitulo 4.

2.3 ERRO LocAL E GLOBAL

O erro de truncamento local se trata da diferenga entre a equagao diferencial original e a
aproximagao obtida pelo método de diferenca finita. O erro de truncamento local é calculado
para cada ponto z; do dominio da equagao [9, 15].

Seja L um operador diferencial em u associado com uma equagao diferencial, por exemplo,

dado a equagao au”(x) + bu'(z) + cu(z) = f(x), temos que o operador diferencial sera:
L =aD?+bD + c,

onde D é o operador derivada, assim, temos que Lu = f. Consideremos L; como sendo um

operador de diferenga finita correspondente a L, por exemplo,
Ly, = ad; + bSj + c.

A partir disso, podemos definir a nocao de erro de truncamento local em um ponto z;, que
mede a diferenca entre a equacao diferencial original e o esquema de diferengas finitas usado

para aproximar a equagao.

Definicao 2.3.1. Dados um operador diferencial L e um operador de diferencas finitas Lj,.

Chama-se erro de truncamento local no ponto x;, a diferenga:
mhu(z;) = Lpu(x;) — Lu(z;),

Como o erro de truncamento local é definido pontualmente, em cado ponto x;, podemos ter
um erro de truncamento local 7,u(x;) diferente em cada ponto, dessa forma podemos definir o

vetor 7, como sendo

T = [mu(z), Thu(zs), . .. ,Thu(xn)]t.

Exemplo 2.3.2. Consideremos o seguinte problema de valor de contorno com condigoes:

u'(x) = f(x), paraz € (a,b),
u(a) =a e u(b)=p.

Podemos aproximar a derivada segunda pela diferenca finita centrada de segunda ordem
S2U. — Uip1 = 2U; — Ui
[ h2
pela diferenca entre a aproximacao e a derivada no ponto x;.

. Assim, temos que o erro de truncamento local no ponto x; é dado

mhu(r;) = diu(x;) — D*u(x;).
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Conforme obtido na segao sobre as diferengas finitas, o termo 2u(z;), satisfaz

2

i) = 2u(s) + ul@ont) _ s B e
Y12 e

h2

para & € (zr; — h,xz; + h). Logo o erro de truncamento local no ponto z; é

h?
Tu(x;) = Eu(‘l) (&).

para todo ponto interno z; da malha, e portanto, 7, = O(h?).

Para podermos analisar o erro entre a solucao exata do problema, e a solucao aproximada
obtida a partir do sistema linear, precisaremos definir o conceito de erro global, que consiste

na diferenca entre a solugao exata u e a solucao aproximada U, onde:
u = [u(x), u(xs),. .., ulz,_1)]", e U=[U,Us,...,Us]

Defini¢ao 2.3.3. Seja u o vetor composto por u(z;), e U o vetor contendo as aproximagoes

U;, entao chama-se erro global, a diferenca:
e, =U—u

Seja Aj, a matriz dos coeficientes obtida a partir do método de diferencas finitas usando um
espacamento h, f* o vetor obtido satisfazendo a discretizacao A, U = f*, que contem os termos
f(z;) e os termos obtidos a partir das condigoes de contorno.

Como a matriz A; contem os termos obtidos a partir da discretizacao Lj, a menos dos

valores da borda, e Lu =f, entao L,u — Lu = A,u — f*. e portanto Au = f* 4+ 7, logo,
Aey = A(U —u) = AU — Au =" — (f* +7,) = —7).

Portanto, o erro global e e o erro local T, se relacionam por

e, = —A_lTh.
Logo, para uma norma ||-||, o erro global satisfaz a seguinte relagao:
lleall = [ A5 "l < |4 Irall - (2.10)

2.4 CONSISTENCIA

Um método de diferencas finitas é dito ser consistente com a equacao diferencial, se a
discretizacao do problema aproxima a equagao original do problema quando o espagamento h
do problema tende & zero, ou seja,

lim Lyu = Lu.
h—0
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16 PROBLEMA UNIDIMENSIONAL

Definigao 2.4.1. Um método de diferencas finitas é consistente se:
|Tr]] = 0,quando h — 0.

No geral se Lpu(x;) — Lu(x;) = O(hP) para todos os pontos z;, entao ||74| < ChP para
p > 0e C > 0 constante. Dessa forma, se h — 0, entdo como |74/ esta limitada por Ch?,
entao ||7] — 0, e portanto o método é consistente.

No exemplo 2.3.2 vimos que a discretizacado do problema u”(z) = f(z) usando diferenca

finta centrada de segunda ordem satisfaz:
Opu(r:) —u"(x:) = O(h?),

e portanto, o erro de truncamento local T,u(z;) = O(h?), logo ||71|| = 0 quando h — 0 e

portanto o problema é consistente.

2.5 ESTABILIDADE

Seja Aj a matriz dos coeficientes do método de diferencas finitas obtido a partir da discreti-
zagao do problema usando um intervalo h. Conforme foi visto anteriormente, como Aze, = —7,

entao temos que a norma erro global do satisfaz
lleall = || A5 Tal| < [|AZ ] el

o que nos da uma cota superior para o erro geral.

Se o método for consistente entao quando h — 0 teremos que 7, — 0, para que o erro
global seja limitado devemos garantir que exista uma constante C' > 0 tal que HA,:IH < C,
dessa forma:

lenll < Cll7all-

A partir disso fazemos a seguinte definigao.

Definicao 2.5.1. Um método de diferencas finitas é estavel se A, é invertivel e
||A,:1H < C, para todo h < hy,

onde C' e hy sao constantes independentes de A > 0.

Dado uma matriz A simétrica, a norma-2 da matriz A é dada pelo seu raio espectral:
41l = p(A4) = max A,

onde \; sao os autovalores da matriz A. Nesse caso, temos que:

1

min [A;|
J

A7, = o(4) = max ) = 21
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Assim, para mostrar a estabilidade, basta mostrar que o termo na equagao 2.11 é limitada
por uma constante.

No problema exemplo anterior, obtivemos a matriz A, de dimensao n — 1 por n — 1 do
nosso problema exemplo, de acordo com [9], a matriz do problema possui a estrutura de uma
matriz Toeplitz. Pode-se verificar que para h = %, os autovalores da matriz A, sao dados pela
expressoes:

A\

y :ﬁ[cos(ﬂjh)—l], para j =1,2,...,n— 1.

Enquanto que os autovetores u; associados aos autovalores \; possuem uma estrutura da forma

sen (mjh)
sen (2mjh)
u; = sen (3mjh)

sen ((n — 1)mjh)

Como0<j<neh= %, entao 0 < mjh < m. Dessa forma, podemos concluir que para

h = %, teremos a seguinte ordenacao de termos:
1 > cos(mh) > cos(m2h) > --- > cos(mjh) > --- > cos(m(n — 1)h) > 0.
Subtraindo 1 de todos os termos da sequéncia, e multiplicando por %, concluimos que
0> >N > >\ 1> —1,

e portanto,

0< M| <[] < - <|A\a] <1

Assim, o menor autovalor em modulo é A\; = ﬁ(cos(wh) —1).

Fazendo a expansdo em série de Taylor do termo cos(mh):

7.{.2 7T4 6

COS(ﬂ'h):1—?h2+5h4—%h6+...’

temos que:

M= 2 1—7T—2h2+0(h4)—1 = -2 + O(h?)
1 h2 9 9

e portanto, ao aplicar a equacgao 2.11, obtemos que

1 1 — 1 doh—=0
= —_— uandao .
ming ;] | w2 9

~1
14, =
Pela definicao de limite, isto implica que, para todo € > 0, existe um hg tal que

< € para todo h < h,,

47l - 7
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18 PROBLEMA UNIDIMENSIONAL

como h% > %, entao

_ 1
4, < =5+

Assim, considerando C' > # + ¢, concluimos que
HA,:1||2 < C para todo h < hyg,

e portanto o método de diferencas finitas é estavel segundo a norma ||-||, de matriz. Como as

normas [|-||;, |||l € ||-||, de matriz sdo equivalentes, entdo existem constantes p e ¢ tal que
147, < pll43* ], < »C, e 14 e < all 4™, < o€

Dessa forma, A, também ¢é estével segundo as normas |||, e ||-||, de matriz.

2.6 CONVERGENCIA

Um método de diferencgas finitas é dito ser convergente quando a solu¢ao aproximada gerada
pelo método de diferencas se aproxima da solugao real do problema, ou seja o erro geral da

solucao deve diminuir quanto menor for o tamanho do espacamento escolhido.

Definicao 2.6.1. Um método de diferengas finitas é convergente se:
lim ||es|| = 0.
h—0

Na pratica é muito dificil mostrar que um problema é convergente apenas usando a defi-
ni¢ao 2.6.1, para isso serd usado um teorema que relaciona convergéncia com consisténcia e
estabilidade.

Teorema 2.6.2 (Teorema da Equivaléncia de Lax). Um esquema de diferengas finita é con-

vergente se, e somente se, ele € consistente e estdvel.

Esse teorema nos permite demostrar a convergéncia de um esquema de diferencas finitas,
através da consisténcia e da estabilidade.

Consideremos o problema exemplo, foi mostrado que o problema é consiste e estével, logo
pelo teorema ele também é convergente.

De fato, vimos que o erro de truncamento local do problema ¢ dado por 7, = O(h?) e que

| Anll, < - Portanto para o erro global do problema temos que:

1
lenlly = (|4 mally < 1427, lImall = 5 llmull, = O(R?).

Logo, e, — 0 quando h — 0.
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3. PROBLEMA BIDIMENSIONAL

No presente capitulo apresentaremos a aplicagao do método das diferencas finitas centradas
de segunda ordem & equacao de Poisson, em coordenadas cartesianas definidas em uma regiao

retangular, sujeita a condi¢oes de contorno do tipo Dirichlet.

Consideremos o problema de valor de contorno de tipo Dirichlet definido por:

0*u  0%*u
92 + 8_y2 = f(z,y) , para (z,y) € Q, (3.1)
u(z,y) = g(r,y) , para (z,y) € 0.

onde f(z,y) e g(x,y) sao fungoes dadas, e 2 € R? ¢ o dominio do problema.
Nesse texto focaremos no caso onde estéa definido em um dominio retangular 2 = [a, b] x [c, d]
Mostraremos que o uso do método de diferencas finitas centrada de segunda ordem nos da
uma aproximacao de segunda ordem para a solugao do problema. Usaremos os conceitos de erro
de truncamento local, erro global e o principio do maximo para analisar o erro de aproximacao
do problema.

As referéncias bibliograficas usadas para o desenvolvimento este capitulo sao [6], 7], [9],
[10], [13] e [15].

3.1 APLICAGAO DO METODO

Para aplicarmos o método de diferencas finitas no problema de valor de contorno bidimensio-
nal, precisamos, primeiramente, definir uma malha computacional, onde calcularemos a solugao
aproximada do nosso problema. No nosso problema iremos considerar apenas o uso de malhas
uniformes, isto é onde os pontos estao igualmente espagados.

Para a construgao da nossa malha, dividiremos os intervalos [a, ] e [¢,d] em m e n partes,
respectivamente, conforme a Figura 3.1, obtendo um conjunto de (m + 1) - (n + 1) pontos,
incluindo pontos contidos na borda do dominio. Assim, podemos definir os pontos (z;,y;) da

seguinte forma:

h—
ri=a+1th, comt=0,1,2,...,m, e h= a,
m

d—c

n

yi=c+jgk, com j=0,1,2,....n, e k=
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Figura 3.1: Malha bidimensional

11ed u
|
I

S9031

S~ —t—-----e

m paljti(;ées

Fonte: O autor.

Apobs a criacao da malha computacional, podemos aplicar o método das diferencas finitas

substituindo as derivadas, em cada ponto interno da malha, por um esquema de diferenga
82

8y2 Y
usaremos as diferengas finitas centradas de segunda ordem, para derivadas parciais, que sao da

finita. No presente trabalho, para aproximar as derivadas parciais de segunda ordem 2 a e

forma:

Pu_u(r —h,y) —2u(z,y) +u(z + h,y)

ox? h? ’
Pu ulz,y — k) —2u(z,y) +u(z,y + k)
o2 k2 ‘

Podemos obter a ordem do erro de maneira anéloga ao Capitulo 2, usando a expansao em

polinémio de Taylor em uma variavel para u(x + h,y) e u(z,y £ h), temos que

ou h? 9%u h?3u bt o*u
U(fﬂih,y)—U(lﬂy)ih%(%ywr?m( y>i€a 248934(6 ),

ou k? 0% EoPu Kt 0t
U(%yik):U(%?/)ika—y(w,y)‘F?W( y)igag 24y 4(5, n)-

Obtemos, de maneira anédloga ao capitulo 2, as seguintes expressoes

w(wi—1,y;) — 2ulx;, y;) + u(xis, y; 0%u h? 9*u

(zi-1,Y;) (h2 i)+ ul@ivn, y5) () + 155 4(5“77]) (3.2)
w(i, yio1) — 2u(x;, y;) + ulx;, v 0%u k? 0*u

(i, yj-1) (kz ;) (@i, Yj+1) _ e (i, y5) + — 23y 4(51,%) (3.3)
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Considerando os operadores diferenciais 47 com espagamento h, e 67 com espagamento k, as-
sumiremos, nesse texto, que o 07 se trata do operador aplicado na primeira variével z, enquanto

que 07 se trata do operador aplicado na segunda variavel y, ou seja,

U(ZE B hv y) — QU(ZE, y) + U(ZE + ha y)

Stu(r,y) = % )
u(x,y — k) —2u(x,y) +u(r,y + k
$2u(z, y) = (z,y — k) (ka) (z,y + k)
Portanto a partir de 2.1 e 2.1, temos que
0*u h? 0*u
2
0*u k? 0*u
2 _
Opu(wi, y;) — a_y2<xi7yj> = Ea_yl(&’”j)‘

Logo, as aproximagoes das derivadas parciais sao ambas de segunda ordem. Somando ambas

as equagoes, concluimos que

Opu(zi, ) + Spul@i,y;) = flzi ) + O(K*) + O(h?).

Considerando U, j; =~ u(z;,y;) a solugdo aproximada do problema no ponto (z;,y;) desconsi-
derando os termos O(k?) e O(h?), temos entdao que a solugao aproximada do problema é dada

pela equacao
U1 —2U; ; + Ugyr; Uiy —2U,: + U
- hzﬂ e kzﬂ T = flan, ), (3.4)

parat=1,2,... m—1ej3=1,2,... ., n—1.

Reordenando os termos da equacao 3.4, podemos escrever a equac¢ao como

1 1 2 2 1 1
ﬁUiJ—l + ﬁUi—Lj — (ﬁ + ﬁ) Uz‘,j + ﬁUi—f—Lj + ﬁUi,j—i—l = f(x’uy]) (3-5)

Considerando f; ; = f(z;,y;) e o, 5 e v como

2 2 1 1
a=— EJFE ; B:ﬁ, 7=

podemos reescrever a equagao 3.5 como

VUij1 + BUi—1; — aUsj + BUis1; + VUi i = fij.

Exemplo 3.1.1. Vamos considerar como exemplo o caso em que temos m = 4 e n = 4 particoes.
Nesse caso, a malha do nosso problema sera constituida de 5 x 5 = 25 pontos, sendo 3 x 3 =9
desses pontos sao pontos internos da malha, e o restante, pontos na borda da malha. Assim,

para cada ponto interno da malha, teremos uma equacao associada.
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Assim, o sistema de equagoes sera formado por 9 equagoes da forma:

YU + BUoy — aUig + BUse + Ui 2 = fi1,
YU + BULL — @lUz1 + BUs 2 + U2 = fan1,
YUz o+ BUz1 — Uz + fUso +YUs 2 = f31,
YUi11 + BUps — Ui o+ BUs s + Uiz = fi2,
YUs1 + U 5 — aUsp + BUs 3 + Uz 3 = foo,
YUz 1+ BUszp — alUsz + BUs3 + YUz 3 = f32,
VU2 + BUos — alUiz + Uz s + U1 3 = f13,
VU2 + BUr 3 — alsz + BUs 4 + YUz 3 = fa3,
YUs o + BUs 3 — alUs 3z + Uy s +7Us 3 = fa3.

Aplicando as condigoes de contorno de Dirichlet ao sistema, podemos substituir as varidveis
u; ; associadas a borda do dominios pelos valores dados pela condi¢ao de contorno do nosso
problema, logo sobrard somente 9 incégnitas, que estao associadas aos pontos internos da
malha.

Isolando as constantes no lado direito do do sistema, e colocando o sistema linear na forma

matricial, obtemos entao o seguinte sistema:

a B v Ui Juu —Buo  —yuio
B a B Y Un Jo1 —7YU20
B« Y Us1 Js1 —Bua —yuso
g a f g Uis Jiz2 —Buoz
g B oa p g Usa | = | fa2 ;
Y B« Y| [Us2 Js2 —Bua
Y a p Uss Jiz —Buos —yuis
Y B a B U Jo3 —YU24
i Y B af [Uss] | f33 —Buaz  —yus4]

em que a matriz dos coeficientes é uma matriz penta-diagonal. Além disso a matriz possui uma

estrutura de blocos. Podendo ser divida entao na seguinte matriz de blocos:

D B o B gl
A= |B D Bl,onde D= |38 a f[|eB= ol
B D B « v

A matriz acima obtida, corresponde ao caso em que temos m = 4 e n = 4 parti¢oes. Para
o caso com um numero diferente de particbes a matriz continuara sendo uma matriz penta
diagonal com a mesma estrutura de blocos.

O tamanho dos blocos da matriz esta associado ao ntimero de pontos por linha da malha,

enquanto que a quantidade linha contidos matriz estda associados ao ntmero de colunas na

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA



PROBLEMA BIDIMENSIONAL 23

malha. Dessa forma, para uma malha com (n — 1) X (m — 1) pontos internos teremos uma

matriz com (n — 1) X (n — 1) blocos, tendo cada bloco dimensao (m — 1) x (m — 1), da forma:

D
B

svEl e

B
D B

B D B
B D

onde A ¢ uma matriz com (n — 1) x (n — 1) blocos com formas:

- .
B

= 0 ™
2 ™
sy

)
2

b«
g

B Y
(6%

com D e B tendo dimensoes (m — 1) x (m — 1)

3.2 ORDENAGAO DOS PONTOS

Quando criamos nossa malha, obtemos um conjunto de pontos no qual iremos calcular a
solugao aproximada da nossa fungdo u = u(z,y). Dessa forma obtemos um sistema linear onde

queremos descobrir um vetor U contendo as aproximagoes nos pontos.

Para a criagao desse vetor U, é necessario que escolhamos uma ordenagao para os pontos. No
exemplo 3.1.1, escolhemos ordenar os pontos escolhendo-os pontos sequenciamento por linhas,

portanto, o vetor U tera a forma:
Ut = [Ulla U217 U317 U127 U227 U327 U137 U237 U33]t .

A ordenacao natural por linhas segue a seguinte forma

uw [ Uy,

u® Us;

U= | U® | ondeUY = | Us;
-U(mfl)- _Un—l,j_
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De forma semelhante, a ordenagao natural por colunas possui a forma

u® | Ui

U® Uiz

U= | U® | onde UV = | Uz
ur-b Uim—1

Outro tipo de ordenacao possivel de ser usado é a ordenacao tipo red-black, que consiste em
classificar os pontos da malha em dois tipos: vermelhos (red) e pretos (black). Os pontos da
malha sao classificados de forma alternada entre vermelhos e pretos, conforme a Figura 3.2, de

forma que os pontos tipo vermelho sao adjacentes apenas aos pontos tipo pretos.

Figura 3.2: Malha na ordenacao red-black.

o~ - =

Fonte: O autor.

Uma fez feito a classificacao dos pontos em vermelho e preto, podemos fazer a ordenagao
dos pontos. Fazemos a ordenacao dos pontos, comecando com todos os pontos tipo vermelho,

e terminamos com todos os pontos tipo preto, assim o vetor na ordenacao red-black seré

U Ured
rb — )
Ublack
onde U,.q é o vetor contendo os U;; classificados como vermelho, e Uy,e, € 0 vetor contendo os

Ui; classificados como preto.

Como o vetor U,; se difere do vetor original U apenas pela reordenacao dos termos em

relacao, podemos entao relacionar os dois vetores a partir de uma matriz de permutagao P, ou
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seja,
U,, = PU.

Da mesma forma se consideramos f* o vetor contendo os termos f;; junto com os termos
obtidos a partir da aplicagao das condigoes de contorno do problema, entao o vetor £, pode ser

obtido a partir da mesma permutacao P,

Quando colocado em uma nova ordenacao, o sistema linear associado ao problema devera
mudar de estrutura, o que significa que na nova ordenag¢ao, a matriz do problema obtida a
partir do método das diferencas finitas devera possuir uma nova estrutura A,,. Portanto, o

sistema linear na na ordenacao red-black sera da forma A,,U,;, = f}.

Exemplo 3.2.1. Para o problema do exemplo 3.1.1, quando considerado a ordenacao red-black,

podemos obter um novo vetor U da forma
U!, = [Un, Us1, Usa, Urs, U, Uay, Uz, Usa, Uss]' . (3.7)

Assim, existe uma matriz de permutacao P tal que U,, = PU.

Dessa forma o sistema linear na ordenacao red-black ficara da forma

[ By | -Ull- -f11 —Bup —’Yulo-
o B Y Us Js1 —Bus —yusg
Q vy B B Uso Jo2
o v Bl |Uss Jiz —Buos —yuis
o v B |Uss| = |fazs —Pusz —yuzs
B B v e U Ja1 —YU20
Y By « Uiz Ji2 —Buoz
v B Y «Q Usz fa2 —Pua
| v B B 3 _U23_ _f23 —YU24 |

Quando colocado em uma nova ordenacao, a matriz dos coeficientes na nova ordenagao é

obtida permutando-se tanto as linhas quanto as colunas da matriz original, dessa forma
Ay = PAP,

onde A é a matriz obtida a partir da ordenagao natural.

De fato, multiplicando & esquerda por P ambos os lados de AU = f* | obtemos

PAU = Pf*,
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como P & uma matriz de permutacao, entao P~ = P!, logo PP! = I, e portanto
PAP'PU = Pf*.
Considerando U,;, = PU e f} = Pf*, temos que

A, = PAP".

Dado que, na ordenacao red-black, os pontos da malha podem ser bipartidos em dois con-
juntos: red e black. Entao, devido aos pontos red so se relacionarem com os pontos tipo black,
e os pontos tipo black s6 se relacionarem aos pontos tipo red, a matriz dos coeficientes na forma

red-black deverd ter a estrutura
D, T

rb — T, D,

9

onde D; e Dy sao matrizes diagonais.

3.3 ANALISE DO METODO

Analogamente ao que foi feito no capitulo 2, podemos definir os conceitos de Erro de Trun-
camento Local e Erro Global. O que nos permitird analisar a convergéncia do método de

diferencgas finitas.

Definicao 3.3.1. Dado L um operador diferencial, e Lj g um operador discrete. Chama-se
erro de truncamento local no ponto (z;,y;) a diferenca:
Tht(@i, Y5) = Lu(@s, y;) — Lapw(@s, ;).

Definimos o vetor 7, como sendo vetor contendo os termos 7, yu(x;,y;), para cada (z;,y;)
da malha.
Definicao 3.3.2. Seja u o vetor composto por u(z;,y;), e U o vetor contendo as aproximagoes
Ui ;, entao chama-se erro global, a diferenca:

€k = U-—u

Dado o operador discreto Ly, ;, da forma
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pela expansao em Taylor, obtemos

0%u h? o*

opu(zi, yj) 92 (i, yi) 12 974 (xi,y;) + O(h7),
0%u k? 0*u

5,3u(xi,yj) — _8y2 (i y:) = E_ay‘l (xi,y;) + O(K*).

Logo, temos que

) ) 0%u 0*u
Ly pu(z;, yj) — Lu(z;, y;) = oju(x;, y;) + Opu(w;, y;) — @(%yg‘) - 8—y2($z‘, Yj)-

Portanto, o erro de truncamento é dado por

h? 0%u k% 0%u
The(Ti, y;) = E@(% Y;) + Ea—yz(l’i,yj) + O(h*) + O(kY).

Dessa forma, o erro de truncamento local |7 x| — 0, quando h, k — 0, e portanto o método é

consistente.

Similarmente ao problema unidimensional, podemos determinar os autovalores de matriz

Ap k. Segundo [9], os autovalores )\; ; da matriz A, sdo dados por

2 , 2 ,
Nij = ﬁ[cos(mh) — 1]+ ﬁ[cos(mk) — 1],
parai=1,2,....n—1lej=1,2,...,m—1.

E os autovetores u; ; associados a \; ; sao da forma

sen (mih) sen (mjk)
sen (27ih) sen (mjk)

;= sen ((n — 1)mwih) sen (mjk)
sen (mih) sen (27jk)

| sen ((n — 1)7ih) sen ((m — 1)mjk) |

O menor autovalor em moédulo sera dado por A ;, expandindo os termos cos em série de

Taylor, obtemos:

2 2 2 2
M= — [1——=h? MY =1+ = |1 — =k kY —1
1,1 hQ{ 5 + O(h%) ]+k2[ 5 + O(k%) },
juntando os termos temos que:
2 2, 4 2 2, 4
A= 72 {—?h +O(h )] to {—Ek +O(k )1 :
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portanto,
Mg = [+ 0] + [-7* + O(k*)]

e portanto,

\ — —27%, para h,k — 0.

simplificando a expressao temos que o A;; ¢ dado por:
)\171 = —271'2 + O(hQ) -+ O(k2)

Assim, temos que:

_ 1 1 1
||Ah7}€H2 = mm\)\] = |)\171| — 92 quando h — O,

portanto para existe uma constante C' > 0, e hg, kg > 0, tal que
HA,;}CHQ < C, para h < hg e k < ky.

E portanto, o método é estavel.
Como o método é consistente e estavel, entao pelo Teorema de Lax, ele é convergente. De

fato, temos que pela relacao Ay xepr = Thi que:

lenkll, = HA,:}CT,MHQ < ||A,:}€H2 |Thkll, = 0, quando h,k — 0.

3.4 PRINCIPIO DO MAXIMO

Consideremos primeiro o caso continuo do principio maximo, isto é, o caso em que temos
uma funcao continua u definida em um dominio limitado  C R2 Definimos inicialmente o
operador eliptico, o qual usaremos para aplicar o principio do maximo.

Para a demonstragao do principio do méaximo continuo se utilizou das referéncias |7, 13, 15].

Defini¢ao 3.4.1 (Operador eliptico). Seja L um operador diferencial linear, u = u(x,y) defi-

nida em uma regiao 2. Entao L é um operador eliptico se

0*u 0*u 0*u
Lu= 2b
AP + Oxdy + C@yQ’

3 onde b* — ac < 0,

para (z,y) € €.
Exemplo 3.4.2. O operador laplaciano em coordenadas cartesianas

Pu  u
Viu=— + —,
ox?  Oy?
¢ um operador eliptico. Basta tomarmos um operador L com a = 1, b = 0 e ¢ = 1, logo

b?> — ac = —1 < 0, satisfazendo a definicao de operador eliptico.
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Teorema 3.4.3 (Principio do maximo). Seja u uma fun¢ao definida em um dominio limitado
Q C R2. Se
Lu > 0,

entao u(x,y) possui mdximo na borda 02 do dominio. Por outro lado, se
Lu <0,

entao u(z,y) possui minimo na borda 02 do dominio.

Demonstra¢ao. Suponha que o teorema é falso, ou seja, que existe um ponto interior (z*, y*) € €2

que é ponto maximo, isto &, u(z*, y*) > u(z,y), para todo (x,y) € Q.

Para que (z*,y*) seja ponto critico, devemos ter Vu(z*,y*) = 0, ou seja,

Tomemos z(t) = a* + tAzx e y(t) = y* + tAy, consideremos entao a fungao g(t) =
u(z(t),y(t)) = u(z* + tAz,y* + tAy). Aplicando a regra da cadeia:

dg Oudz n Oudy . Ou Ju
dt Oz dt Oydt T or

aplicando a regra da cadeia novamente obtemos:

d*g d (0u d (0Ou
w2 =g <a—x) A (a—y)

= A 82Ud_x_|_ 0%u @ + A 0*u d_x_f_@@

~ oM\ o2dt Oyox dt Y Oxdy dt — Oy? dt
0%u 0%u 0%u

_ A0 207U

= Ax 927 + 2AzAy 920y + Ay ek

2

Como (z*,y*) é ponto maximo entao d_tg(o) <0, logo

d?g ,0*u 0*u ,0*u
dtQ(O) Az (a:,y)—l—ZA:cAyaxay(x,y)—l—Ay ayQ(Jc,y)_O (3.8)

Ox?
Por outro lado, da hipétese do teorema temos:

* % 82u * % 82U * % aQU * %
Lu(‘r7y):a0@<may)+2b0mtb7y)+608_y2(x7y)20 (39)

onde ag = a(x*,y*), by = b(z*,y*) e cog = c(z*, y*).

Podemos reescrever a expressao 3.9 como:
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lMﬁﬂzWﬂg&,M+Nira%wﬁﬂ<%agﬁﬁm

+G <gﬁg%wwwzo@m>

Dessa forma, tomemos Az e Ay como:

Az = \/ag, Ay=——.

Da equacao 3.8, temos que:

Pu, , Pu . . (b)?0%u
CLO@(J/’ Y )+250—axay($ Y A

Tomando agora Az e Ay como

Az =0, Ay = <co— (b°>2)

assim, obtemos pela equacao 3.8 que

(b0)2 éQU * *
_ < .
(co 2 yQ(x,y)_O

Logo o lado esquerdo da equagao 3.9 deve ser negativo, o que é um absurdo, pois, Lu > 0,

logo o ponto méximo deve estar na borda de €. O

Exemplo 3.4.4. Consideremos a seguinte problema de valor de contorno definida no dominio
Q={(z,y) eR?: 2 +¢y* < 1}.

Pu  0u
@‘i‘a—?ﬂ:‘l , para (z,y) € €,
u(z,y) =1 , para (x,y) € 0N2.

A solucgao analitica do problema é um paraboloide com concavidade para cima dado por
u(x,y) = x* + y*. Considerando o operador L, temos que
82u 0%u

Lu=— =14
U 922 02 > 0,

logo pelo principio do méximo o ponto maximo de u acontece na borda 0f).

Para o caso discreto, consideraremos um operador definido nos pontos da malha. Usaremos
o esquema de diferencas finitas aplicado no problema bidimensional como base para definir o
operador discreto.

Para a demonstragao do principio do maximo discreto se utilizou das referéncias [6, 15].

Defini¢ao 3.4.5 (Operador discreto). Seja U;; uma funcéo definida nos pontos da malha,
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entao definimos o operador discreto Ly, como
L, .U 217 277
kUi = 03U + ;U5

Teorema 3.4.6 (Principio do maximo discreto). Dado uma fung¢io U;; definida malha de

pontos, se

Ly U; >0

para todos os ponto interiores da malha, entao o mdzimo de U;; estd na borda do conjunto. Do
contrdrio se
Ly Ui; <0

entao o minimo estd na borda.

Demonstragao. Suponha que o teorema ¢é falso, isto é, existe um ponto interior (x;,,vyj,), tal

que Uj, j, > U;j para todo ¢ e j. Como Ly, U, ;, > 0 entao

Ui—1,j = 2Uij + Uit n Uij—1 —2Ui; + Ui jn >0
h? k2 -

dessa forma temos:

Ui +Uis1;  Uijo1 +Uija 2 2
o e 2\ete)l

isolando U, ;, temos entao

2 2\ Uicyj +Uin1; | Uijo1 +Uijn
Vi = (ﬁ " ﬁ) ( R |

Por outro lado, como U, j, > U;; para todo i e j, entao, em particular temos:

0,J0
UioJo > Ul-()*l,]'oa UioJo > Ui0+1’j0’ UioJo > Uio,]b*lu UioJo > Uio,joJrl' (3'11)
Devemos entao ter que que o ponto méximo ¢é igual aos pontos adjacentes da malha, isto é

Uio;jo - Uio—l,jo = Ui0+1’j0 - Uio,jo—l - UioJo-‘rlv

pois do contrario, se alguma das expressoes em 3.11 forem estritamente desiguais teremos

-1
UZ-OJ.O < ( 2 _'_ 2 ) (Uiol,jo + UiO“Fl,jO + UiO,jO*l + U107]0+1)

2 k2 h? k?
< (3 E)_l (Uiodo + Uig,jo + Uig,jo + Uio,jo>
h2 k2 h? k?
2 2\ '/2 2
(5 E) (Bt v
= Ulo,jm
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o que implicaria em

2 2 -1 sz—i‘Uz i sz—i‘Uz
20,J0 (ﬁ + E) ( o—Llo h2 0t LJo0 + b 1k2 0J0+1) < Uio,jo.

Absurdo.

Logo se um ponto (z;,,y;,) for ponto maximo ele devera ser igual & seus pontos adjacentes
da malha, assim, os pontos adjacentes da malha também serao pontos méximos. Repetindo o
mesmo argumento para todos os pontos internos temos que (z;,, yj,) s6 pode ser méaximo se U

for uma funcgao constante. O]

Lema 3.4.7. Seja U;; uma fungao definida em dominio [a,b] X [c,d], tal que

Ly Ui; = fij,
para i = 0,1,...,m, ej = 0,1,...,n. Sujeito a condi¢cao de contorno U;; = 0, entao temos
que:
Ul < CllLniUlly
b—a)?+ (d——c)?
ondeC:( )"+ C).

16

Demonstragao. Definiremos a fungdo w = w(z,y) no dominio [a, b] X [c,d] por:

S

A funcado w(z,y), define um paraboloide no retangulo [a, b] X [¢,d], centrado no ponto médio

(a+b ct+d
2 0 2

) do retangulo.

Logo as derivadas parciais sao:

ow 1 _a+b o ow 1 _c+d
ox 2\" " T2 )7 oy 2\'" 2 )
e portanto,
Pw 1 Pw 1 M*w *w
Z - _Z i — =0 — =0. 3.12
o2 20 oy 2’ Ozt o oy* (3.12)

Definimos entao, uma malha de pontos com espacamento uniforme h = b;—“ ek = %, que

discretiza o dominio [a, b] X [c, d] do problema. Os pontos (z;,y;) da malha sao dados da forma

h—
ri=a-+1ih, ondet=0,1,....m, e h= a’
n

d—c

m

y; =c+jk, onde j =0,1,...,n, ek =
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Considerando w; ; = w(z;,y;), como pela pelo Teorema de Taylor,

Wi—1; — 2w j + wip1;  O*w h? 0*w
3 Bz (@i ¥) + 1557 (6 14): (3.13)

Wijo1 — 2w+ w1 O*w k? 0*w
= 1y Yg 113 ) 3.14

para & € (z; — h,z; + h) e n; € (y; — k,y; + k), entdo, substituindo 3.12 em 3.13, concluimos
que

Lh,kwi,j =1.

Além disso Lw(z,y) = 1, logo pelo principio do maximo continuo, o méximo de w = w(x,y)
se encontra na borda do dominio [a, b] X [¢,d]. Em particular o méximo se encontra nos pontos

(a,c), (a,d), (b,c) e (b,d), assim

2 2
max w(x,y) = (b-a)j+(d=c) :
() 16

Pela linearidade do operador L, j, temos que

Lk (Usj + £l wij) = LagUss + |If]l o, Laspwij,
Lik(Usj = [f[] o wij) = LnwUij — €]l o Lnjewi;-

onde f é o vetor contendo os termos f(x;,y;). Como Ly U;; = fij e Ly pw;; = 1, entdo temos

que

L (Usj + Il oo wig) = fiz + Ifll o =0,
Ly (Usj — Il wiz) = fi — Ifll o < 0.

Assim, pelo principio do maximo discreto, U;;+||f]|  w;; tem o maximo na borda de 2, enquanto

que U;; — |||, wsj, possui o minimo na borda de €.
Por hipotese, U;; = 0 na borda de €2, entao temos

max (Uy; + ||| wi;) = max(||f]| , wi;),

min(Us; — |[f[]  wi;) = min(— [[]|  wi;),
Como ||f||_, w;; > 0, entdao min(— ||f|| w;;) = —max(]||f||__ w;;), portanto
Usj + £l wiy < max([[f[| wij), (3.15)
Uij = |[fll oo wiy > —max(][f]], wi), (3.16)

logo,
Uij = If|| o wi; < Uy < Uy + ||| o wij,
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pelas equacoes 3.15 e 3.16 temos que
— max([|f]l wi;) < Ui; < max([[f]], wij),
logo |U;;| < max(||f||, wi;), para todo 4, j. Portanto

Ul < max([|f]l wi;)- (3.17)

(b—a)®+(d—c)?
16

Como ||f||, > 0, e maxw;; = , entao

(b= a) + (d— c)?
16

1/l - (3.18)

max (|, wi;) = ||f]| maxw;; =
Como Ly, ,Uij = fij, entao ||f|| = ||[LniU]| ., logo pelas equagoes 3.17 e 3.18,

Ul < CllLnkUll,

(b—a)z—i—(d—c)z'

d p—
onde C' 16

Teorema 3.4.8. Seja U; ; a solugio de Ly U;; = f; ;. Entao o erro global el satisfaz:
lenkll, < Cuh® + Cyk?,

onde Cy e Cy sao constantes da forma

*u
oy*

o'u

B (b—a)*+ (d—c)?
Co = ort||

B (b—a)?>+ (d—c)?
102 ) ¢ Cy =

192

Demonstragao. Pelo Teorema de Taylor, o esquema de diferencgas finitas centradas satisfaz

u Pu b2 oM k2 0y
2 —_—
Ot Ou=gstoa T o+ 12951

& m). (3.19)

Por causa da suavidade admitida da funcao, a derivadas da funcao devem ser continuas e

portanto admitir maximo. Asim, temos que

ot 0t 84
6)%4(5 n)' ' | © ——(&m ‘ H
Portanto, pela equagao 3.19, temos que
h? || 0*u o*u
= ||L —L — 2
I Thillo = [[Lnga — Lul| < = 52 o (3.20)

Como Ly, repn = T, aplicando o lema 3.4.7 no vetor e, concluimos que

lenill < CllLnkenill = ClIThrll
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(b—a)*+(d—c)?

de C' =
onde T

. Logo pela equacgao 3.20,

o
oy*

k’2
12

o*u

dat

lenll, <

(b—a)*+ (d—c)? (h_2
16 12

J

o0

Dessa forma, o erro global e satisfaz
||eh,k||oo S th2 + Cyk’2,

onde C, e Cy sao constantes da forma

0*u
oy*

0*u
Oxt

(b—a)®+ (d—c)’
192

(b—a)*+ (d—¢)?

C, =
192

e Cy, =

Y
[e.e]

[e.e]
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4. METODOS ITERATIVOS

Ao longo dos capitulos 2 e 3, aplicamos o método das diferengas finitas para problemas de
valores de contorno sujeito a condigoes de tipo Dirichlet. Uma vez substituidas as derivadas da
equacao diferencial por diferencas finitas, e aplicado as condi¢oes de contorno, obtivemos um
sistema linear com uma estrutura

Ax = b,

onde A era uma matriz esparsa, que é uma matriz majoritariamente composta por zeros.
Para resolvermos os sistemas da forma Ax = b, usaremos os chamados métodos iterativos.
Os métodos iterativos sdo métodos que consistem em atribuir uma aproximacao inicial x©, e a
partir disso criar uma sequéncia de aproximacoes x, x?) x®) . que espera-se que convirja
para a solucao exata x do sistema linear.
Os métodos iterativos que estudaremos aqui neste trabalho sao conhecidos como métodos
iterativos estacionarios, pois cada aproximacao x*) ¢ obtida a partir da aproximacio anterior

k—1)

x! , sempre através do mesmo processo iterativo.

Para o desenvolvimento desse capitulo usamos como referéncias: [4], [8], [6], [11], [12] e [13].

4.1 CONCEITOS PRELIMINARES

Antes de definirmos os métodos iterativos estacionérios, precisamos definir alguns conceitos
sobre convergéncias que serao usados fazer uma analise dos métodos iterativos.

Definigao 4.1.1. Dado uma sequéncia de vetores (X(k))iozo e uma norma ||-||, dizemos que x*)

converge para X € R”, se

||x(k) — XH — 0, quando k£ — oo.

Definicao 4.1.2. Uma matriz A é chamada de convergente se

lim A* = O,

k—o0

onde O é a matriz nula.

Exemplo 4.1.3. Dado a matriz A definida por

e

I
o O i
O vim O
- O O
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entao para todo k € N, temos que

% 0 0
Ar=10 % o],
0 0 3
logo klim AF = O, e portanto A ¢ converge.
— 00
Sabemos que HA’“ — OH = ||AkH = | ||AkH —0|, portanto podemos dizer que A é convergente
se lim HA’“” = 0.
k—o0
Lema 4.1.4. Dado uma matriz A, para todo € > 0, existe uma norma ||-||, tal que ||A] <
p(A) +e.
Demonstra¢ao. Demonstragdo pode ser encontrada em [4]. [l

Teorema 4.1.5. Dado uma matriz A, sao equivalentes as sequintes

(a) lim A* = O.

k—o0

(b) Jim Akx =0, para todo x € R™.
—500

() p(A) <1
(d) Existe uma norma ||-|| tal que ||A]] < 1.

Demonstragio. (a) = (b): Temos que |[A*x|| < ||A*||[x| para todo x € R", como A &
convergente, ||AkH — 0, e portanto pela desigualdade HAkXH — 0, assim, klim AFx = 0.
—00
(b) = (c): Dado um autovalor A com autovetor associado v de A , como HAkVH = H)\kVH =

IA|¥||v]|, entdo por lim A*x = 0, temos entdao que
K—oo
lim A" ||v]| =0,
k—o0

e portanto |A| < 1, para todo autovalor A de A. Logo p(A) < 1

(¢) = (d): Dado p(A) < 1, tomemos € > 0 tal que e < 1 — p(A), entdao p(A) + ¢ < 1. Pelo
lema 4.1.4, existe uma norma ||-|| tal que ||A|| < p(A) + ¢, e portanto [|A| < 1.

(d) = (a): Dado uma norma ||-|| tal que ||A]| < 1, entdo ]}Lrgo |A|[¥ = 0. Pela propriedade
sub-multiplicativa da norma de matriz temos que ||AkH < ||A]J*, logo, HA’“H — 0 quando

k — oo, portanto,
lim A* = O.

k—o0

]

Dado uma matriz A, algumas propriedades dessa matriz podem ser observadas a partir da

construcao de uma grafo direcionado G(A), associado a matriz A.
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Defini¢ao 4.1.6. Seja A uma matriz de dimensées n x n. Entdo o grafo (direcionado) G(A)

associado & matriz A é constituido pelos vértices P;, P,

todo i, j tais que a;; # 0.

Exemplo 4.1.7. Consideremos a matriz A da forma

o O = O
S = O N
co N Ot W
S N O =

..., P, e pelas arestas P, — P}, para

Entao o grafo G(A) associado a A é constituido pelos vértices P, P, P3 e Py. A partir dos

termos a;; # 0 podemos construir um conjunto de arestas da forma P, — P;, ou seja, para cada

a;j # 0, temos

19 .
2P1—>P4,
ZP2—>P3,

14

Q23

asq .

ais -

P1—>P2,

f)3—>P47
P1—>P37

21
Q41

32

Q43 -

assz -

IPQ%Pl,
IP4%P1,
Py — By,

P4—>P3,
Pg—)Pg.

Portanto o grafo G(A) tem a forma de acordo com a figura 4.1.

Figura 4.1: Grafo G(A) associado a matriz A.

(@
1),

Fonte: O autor.

Exemplo 4.1.8. A matriz A definida por 2.9 para o problema de valor de contorno unidimensi-

onal u”(z) = f(z), sujeito a condigoes de contorno de tipo Dirichlet, é representado, ignorando

os lagos, por um grafo G(A) de acordo com a figura 4.2.

Figura 4.2: Grafo G(A) da matriz do problema de unidimensional.

O—O—0+O—0

O

Fonte: O autor.
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Exemplo 4.1.9. A matriz A definida por 3.6 para o problema de Poisson bidimensional sujeito
a condigoes de contorno do tipo Dirichlet, é representado, ignorando os lagos, por um grafo G(A)

representado de acordo com a figura 4.3.

Figura 4.3: Grafo G(A) da matriz do problema de Poisson.

M

C
YO0

O
O

C
O

m—1
O—O——O——C0-0O0—=0
O—O——O——C0-0O0—=0

®
¢

n—1

Fonte: O autor.

Defini¢ao 4.1.10. Um grafo (direcionado) é chamado de fortemente conexo, se para cada par
de vértices P, P; € G(A), existe um caminho de P; a P;.

Os grafos definidos pela matriz do problema de unidimensional, e pela matriz problema de

Poisson possuem a propriedade de serem fortemente conexos.

4.2 METODOS ITERATIVOS ESTACIONARIOS

Dado um sistema linear com n equagoes e n incognitas da forma Ax = b, com det(A) # 0
podemos decompor a matriz A como A = M — N, de forma que det M # 0. Assim, o sistema
linear pode ser reescrito como

Mx = Nx+b,

se multiplicarmos ambos os lados da equacdo por M ~! obtemos
x =M 'Nx+ M 'b.

Considerando a matriz T := M !N, e o vetor ¢ := M ~'b, podemos reescrever o sistema linear
Ax = b como
x=Tx+c. (4.1)

Assim, encontrar a solucao do sistema linear Ax = ¢ é equivalente & encontrar a soluc¢ao do

sistema linear 4.1.
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Definimos uma sequéncia de vetores (X(k)) mediante o processo iterativo:

oo

k=0’
xFHD = Tx* ¢ ¢, (4.2)

onde a matriz T é chamada de matriz de iteracao. Para analisarmos a convergéncia do método

iterativo, olharemos para o erro de aproximacdo entre a k-ésima iteracdo x*) do método, e a

solucao exata x do sistema linear.

o

4o definimos o erro e da k-ésima

Definicao 4.2.1. Dado uma sequéncia de vetores (x(k))

iteragao por

= x —x,

A partir do erro e®) da k-ésima aproximacdo, analisaremos como o método se comporta

quando k — co. Para o erro e+t = x — x*+1) temos que
x — x") = (Tx +¢) — (Tx® + ¢) = T(x — x),
para k =0,1,2,..., portanto,

et = Te®)  para k € N.

o

Assim, dado um erro inicial @, o k-ésimo erro da aproximacao da solucao do sistema seré

e = Telk~V) = 72ek=2) —  — Th-le() — The(0),
e portanto, podemos relacionar o k-ésimo erro com o erro inicial €(® por

e® = T para todo k € N.

. .. . ~ 00 . . .
Consideremos uma sequéncia de aproximacao (x(k) ) 1—o definidas esquema iterativo 4.2, essa

sequéncia convergird para a solugao x se

lim e® = lim [x — X(k)} =0.
k—oco k—oco

Como e®) = T*e® ¢ o erro inicial e(®) é constante, entdo temos que o método convergira se

lim T%e® = 0, para todo e® € R".

k—o0

Logo, pelo teorema 4.1.5, o método iterativo convergira se, e somente se, a matriz de iteracao
T for convergente. Assim, podemos analisar a convergéncia de qualquer método iterativo da

forma 4.2, a partir de sua matriz de iteracgao.
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4.3 METODO DE JACOBI

O primeiro método iterativo que iremos desenvolver, é conhecido como Método de Jacobi,
ele ¢ um dos métodos iterativos mais simples e servira de base para a definicao dos proximos

métodos.
Consideremos o sistema linear de equacoes da forma Ax = b com n equagoes e n incognitas,
com det A # 0. Entao o sistema Ax = b possui a forma:

’
a1 + ajoxa + a13%3 + a1 T, = b1

a911 + 99T + 9373 + -+ Aoy = bg

as1T1 + 39T + 3373 + -+ Ap3Ty = bg

| @n1 71 + Ana®y + Ap3T3 + -+ -+ Apnn = by

Podemos escrever o sistema Ax = b na forma

n
E a;jr; = b;, parai=1,2,... n.
=1
Assim, reescrevemos o sistema linear como
i—1 n
E aijasj—l—au-xijt E Qi 5 :bi, parai: 1,2,...,77,,
=1 j=i+1
isolando o termo a;;x;,
i—1 n
Q5T j :bl— E Qi T5 — E ;5 5, parai: 1,2,...,77,,
j=1 j=it1

ao dividirmos ambos os lados da equagao por a;;, obtemos

i—1 n
1
€Tr; = a— bz — E aijxj — E CLZ‘j.Tj,
w j=1 j=i+1

Assim, o método de Jacobi é dado por

1—1 n
k1) _ L (%) (k)
x, = b— Zaijxj — Z WigT;
7j=1 Jj=i+1

Podemos obter o método de Jacobi também na forma matricial, consideremos A = D—L—U,

onde D é uma matriz diagonal, L é um matriz triangular inferior e U é uma matriz triangular
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superior. Entao podemos reescrever o sistema Ax = b como
(D—L—-U)x=x+Db.
Isolando o termo Dx, temos que
Dx = (L+U)x+b,

multiplicando ambos os lados por D!, obtemos

x=DYL+U)x+ D 'b.
Assim, o método de Jacobi na forma matricial ¢ dado por

xE = DL+ U)x® + D™'b.
A matriz de iteragdo do método de Jacobi é da forma D~(L + U), assim
J:=DYL+U).

Assim, a matriz de iteragao J tera a forma

r 0 a2 a13 Q1n 7
11 a11 a1
21 0 23 Q2n
22 22 22
J=|_%1 _%2 5 = _Om
a33 a33 a33
an1 An2 an3 O
L Qpn Ann Ann -

Para analisarmos a convergéncia do método, analisaremos a matriz de iteragao do método.
Pelo teorema 4.1.5, se existir uma norma ||-||, tal que ||J|| < 1, entao a matriz de iteragao J do

método de Jacobi é convergente.

Se tomarmos a norma normas matriciais |||, e ||-|| ., entao

n
a..
170, = masx {32 |22 = 1.2.0m},
7]
J :max{ - =1,2, .,n}.
1711 Z
JF

Para garantirmos a convergéncia do método iterativo de Jacobi, pelo teorema 4.1.5, basta
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que ||J||; <1, 0u||J||, < 1. Podemos, além disso definir o seguinte critério para a convergéncia

do método de Jacobi:

Teorema 4.3.1. Seja A = (a;;) uma matriz de dimension x n, e J = D™*(L +U) a matriz

de iteracao do método de Jacobi, se

Z|aij| < |ai|, para todoi=1,2,...,n. (4.3)
j=1
J#

entdo ||J||, <1, e portanto o método de Jacobi converge.

Demonstragao. Se a matriz A satisfaz

n

Z|aij| < e,

j=1
J#i
para todo i = 1,2,...,n. Entao dividindo ambos os lados da equagao por |a;|, temos que
ij
— | =— a;;| <1
> 5] = g ol
J#i J#i
paratodoi =1,2,...,n. Logo || /||, < 1, e portanto o método iterativo de Jacobi converge. [

Uma matriz que satisfaz a equacao 4.3 é chamada de estritamente diagonal dominante.

4.4 METODO DE (GAUSS-SEIDEL

Conforme visto na se¢ao anterior, o método iterativo de Jacobi possuia a forma

i—1 n
1
k+1 k k
7t = . (b_ > :%'37;' = > @iy )> » (44)
(A ]:1

j=i+1

(k+1)

i

parat=1,2,...,n. Podemos ver na equagao 4.4, que para calcularmos o termo x

k) (k k : : ~ . )
mos os termos x§ ), xg ) ,x,g_)l obtidos na iteragao anterior. Porém, quando vamos calcular o

k+1) .. . . k+1)  (k+1 k+1
E * ), ja conhecemos quais sao os valores anteriores $§ - ), xé * ), . ,xl(-j

mesma iteragao.

, utiliza-

valor x ), obtidos na

Assim, buscando acelerar a convergéncia do método, podemos utilizar em 4.4, os valores
k+1)  (k+1 k+1 k) (k k )
de x§ ),xg ). ,:)3571 ) no lugar de x§ ),xg ). ,xz(-f)l. Dessa forma, obtemos o método

iterativo de Gauss-Seidel:

1—1 n
1
:El(k—i_l) = CL_ (b — Z aijI§k+1) — Z aij$§k)> y (4.5)

parat=1,2,...,n.
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Para obtermos o método de Gauss-Seidel na forma matricial, devemos fazer a separacao
A= D—L—U, de maneira andloga a como foi feito na se¢ao anterior para o método de Jacobi.
Assim, dado o sistema Ax = b,

(D—L-U)x=hb.

Somando o termo Ux a ambos os lados da equagao, obtemos

(D—L)x =Ux+Db,

o0

assim, a sequéncia (X(k)> r—o devera satisfazer

(D — L)x**Y) = Ux* +b.
Dessa forma, o método de iterativo de Gauss-Seidel na forma matricial é
x"+D) — (D — L)"'Ux™ + (D — L)"'b.

Sendo (D—L)~'U a matriz de iteragao, definimos entdo a matriz de iteragao do método iterativo
de Gauss-Seidel por
G:=(D-L)'U

Teorema 4.4.1. Seja A = (a;;) wma matriz de dimension X n, e G = (D — L)"'U a matriz

de iteracao do método de Gauss-Seidel, se

n
Z lai;| < |ail|, para todoi=1,2,... n.
j=1
JFi
entdo |G|, <1, e portanto o método de Gauss-Seidel converge.

A demonstracao do teorema pode ser encontrada em [12].

Portanto, para matrizes A que sejam estritamente diagonais dominantes, ambos os métodos
de Jacobi e Gauss-Seidel convergem.

Este resultado, porém nao é suficiente para garantir a convergéncia das matrizes obtidas a
partir do problema unidimensional u”(z) = f(z) e do problema de Poisson bidimensional, pois
ambas as matrizes nao sao estritamente diagonal dominantes.

Portanto precisamos de um outro critério para garantir a convergéncia dos métodos iterati-
vos de Jacobi e Gauss-Seidel. Com base nisso introduzimos o conceito de matriz francamente

diagonal dominante:

Definicao 4.4.2. Uma matriz A = (a;;) é fracamente diagonal dominante se

n
Z\am < |ay|, para todoi=1,2,...,n.

Jj=1
J#i
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n
e existe um ¢ = 1,2,...,n, tal que vale a desigualdade estrita Y |a;;| < |as;].
j=
JFi
As matrizes do problema unidimensional v”(z) = f(x) e do problema Poisson bidimensional

sao ambas fracamente diagonal dominante.

Definicao 4.4.3. Uma matriz A de dimensao n X n é chamada redutivel se existir uma matriz

de permutacao P tal que
An A
Agy

PAP' =

9

onde O é uma matriz nula, A, é uma matriz de dimensao r X r e Asy € uma matriz de dimensao
(n—r) X (n—r). Se nao existir nenhuma permutagao que satisfaga a definigao, entao A é dita

ser irredutivel.

Assim, podemos dizer que uma matriz irredutivel é uma matriz que nao pode ser transfor-
mada em uma matriz triangular superior por blocos por meio de uma matriz de permutacao
P. E possivel analisar se uma matriz A é irredutivel a partir de seu grafo G(A) com a ajuda

do seguinte teorema:

Teorema 4.4.4. Dada uma matriz A e seu grafo G(A), entao A € irredutivel se, e somente se,

G(A) € fortemente conexo.

A demonstragao do teorema pode ser encontrada em [4].
Pelos exemplos 4.1.8 e 4.1.9, os grafos associados as matrizes do problema unidimensional
e do problema de Poisson sao ambos fortemente conexos, portanto ambas as matrizes sao

irredutiveis.

Teorema 4.4.5. Se A é uma matriz irredutivel e fracamente diagonal dominante, entao os

métodos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem.

A demonstragao do teorema pode ser encontrada em [1].

Como as matrizes do problema unidimensional u”(z) = f(z) e do problema Poisson bidi-
mensional sao ambas irredutiveis e fracamente diagonal dominante, entao pelo teorema 4.1.5,
os métodos iterativos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem para o problema unidimensional

u”(x) = f(x) e para o problema de Poisson bidimensional.

4.5 METODO DE SOBRE-RELAXACAO SUCESSIVA

Conforme vimos na se¢ao anterior, no método iterativo de Gauss-Seidel, as aproximagoes

x*) da solucdo do sistema linear, sdo dadas pelo esquema iterativo:

i—1 n
1
k+1 k+1 k

j=1 j=i+1
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Aqui apresentaremos o método de Sobre-relaxagao Sucessiva, também conhecido como mé-
todo de SOR (Successive Quer-relaxation), que é um método que extrapola a solugdo obtida a
partir do método de Gauss-Seidel, proporcionando uma taxa de convergéncia mais rapida para

a solucao do sistema.

O método de Sobre-relaxagao sucessiva ¢ um método iterativo que consiste em fazer uma
soma, usando um peso w, entre a aproximacao atual x*) e a préxima aproximacao xgS Y obtida

pelo método de Gauss-Seidel, obtendo assim uma nova aproximacao x*+1 da forma

xFH = (1 — w)x® + wxEH), (4.7)

(K+1)

onde, xgs ¢ calculado conforme 4.6, usando os valores x*), e w ¢ um coeficiente real. Podemos

(k+1) _ Xé’zﬂ)

observar que se w = 1, entao x , portanto o método de Gauss-Seidel é o caso

particular do método de SOR quando w = 1.

Portanto, por 4.6 e 4.7, concluimos que a sequéncia de aproximagoes (x(k))ZiO da solucao x

determinadas pelo método de Sobre-relagao Sucessiva (SOR) é definida pelo seguinte esquema

i—1 n
x§k+1) =(1-w)z, k) 4 ( §k+1 Z aijxg.k)> : (4.8)

j=1 j=i+1

iterativa:

para w € R.

Assim como nas seccoes anteriores, é possivel obter uma forma matricial para método ite-

rativo de SOR, para isso, multiplicamos ambos os lados por a;;,

i—1 n
amx(kﬂ) (1-— w)aiixgk) +w (bi — Z awx(kﬂ) Z awx(k)> ;

j=1 j=i+1

podemos entao reescrever a equagao como

i1
k+1 k+1
aiimg ) b w E aijxé ) = (1 —-w)ayx;,” —w g aijT; M4 wb;,
j=1 j=i+1

colocando a equacao na forma matricial, obtemos
(D — wL)z®™*Y = [(1 — w)D + wU]z® + wb,
multiplicando ambos os lados da equacao por D~!, obtemos a forma

(I —wDL)z* Y = [(1 — w)I + wD'U]z® + wD ™. (4.9)

Afim de simplificar a notacao das equagoes que seguiram no texto, introduziremos as seguinte

matrizes:

L*:=D"'L, U* .= D'U.
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Assim, podemos reescrever a equagao 4.9 como
(I —wL)z® ) = [(1 — )T + wU*]z® +b.
e portanto o método iterativo de SOR é dado por
™) = (I —wL) (1 = w)I +wU 2™ + (I —wL*)™'b. (4.10)
Podemos entao definir a matriz de iteragao H(w) do método iterativo de SOR por
H(w) = —wL) ' [(1 —w) +wU*],

paraw € R, L* := D7 'L, e U* := D7'U.
O proximo teorema permitirda determinar os valores de w para que o qual o método de SOR

convergira.
Teorema 4.5.1. Seja H(w) a matriz de itera¢iao do método de SOR, entdo
p(H) > | — 1],

Demonstrac¢ao. A matriz I — wlL* é uma matriz triangular inferior com diagonais iguais a 1,
desta forma o seu determinante é o produto dos elementos da diagonal principal, ou seja,
det(I — wL*) =1, para todo w.

Seja p(A) o polindomio caracteristico da matriz H(w), entao
p(A) =det(M — H(w)) =1-det(A — H(w)),
como det(/ —wL*) =1, entdo
det(I —wL”) - det(AM — H(w)) = det((I —wL*)(M — H(w))),
expandindo o termo (I — wL*)(Al — H(w)), obtemos
p(A) =det((A+w — 1)1 —wAL" — wU").

Seja n a dimensao da matriz A, e seja A1, Ao, ..., \,, as raizes do polinémio caracteristico
p(N), entao
PA) = alA = A)(A = Ag) - (A = An),

além disso, como o polinémio caracteristico de H(w) é p(A) = det(A]—H (w)), entao o coeficiente

do termo dominante \" de p(\) serd 1 para n par e —1 para n impar, e portanto a = (—1)",
logo
p(A) = (=1)"

)

1

n
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onde n é a dimensao da matriz A, avaliando o polindmio caracteristico no zero, temos que
(=)™ [[ X = p(0) = det((w — 1) = wU*),
i=1
Como (w — 1)I —wU* é uma matriz triangular superior, com diagonais w — 1, entao
p(0) =det((w— 1) —wU*) = (w—1)". (4.12)

Seja u = p(H(w)), o raio espectral de H(w), entdo |\;| < p para todos os autovalores \; de
H(w), portanto pelas equagoes 4.11 e 4.12 temos que

=TT Nl
=1

IN

=11 = 1p(O) = |(=1" T A

i=1

[Tw=w"
i=1
Dessa forma |w — 1|™ < p”, concluimos entao que

lw—1| < p(H).

O

Para que o método de SOR seja convergente, é necessaria que o raio espectral da matriz de

iteracao H(w) seja menor do que 1, aplicando o teorema 4.5.1 concluimos que
w =1 < p(H(w)) <1,

assim, uma condi¢@o necesséria para a convergéncia do método é que w € (0, 2).

Teorema 4.5.2. Seja A uma matriz simétrica definida positivamente, entdao
p(H(w)) <1,

para todo 0 < w < 2.

A demonstrac¢ao do teorema pode ser encontrado em [4] ou [12].
Em particular, como o método converge para w = 1, entao o método de Gauss-Seidel

converge para toda matriz simétrica definida positivamente.

Exemplo 4.5.3. As matrizes obtidas pelo problema unidimensional u”(z) = f(z) e pelo pro-
blema de Poisson bidimensional, ambos com condigoes de contorno do tipo Dirichlet, sao simé-
tricas definidas positivamente, logo o método é SOR converge para 0 < w < 2 para ambas as

matrizes.

4.6 MATRIZES CONSISTENTEMENTE ORDENADAS

Nesta se¢ao iremos introduzir um tipo especial de matrizes, as matrizes consistentemente

ordenadas. Estas matrizes possuem propriedades que permitem deduzir informagoes a respeito
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de seus autovalores.

Iremos ver que para essas matrizes, o método de Gauss-Seidel sempre converge 2 vezes mais
rapido que o método de Jacobi, além disso, também serd possivel encontrar qual o melhor
pardmetro w para ser usado no método de Sobre-relagao Sucessiva.

Para essa segdo usaremos como base as referéncias [4, 11, 12].

Definigao 4.6.1. Uma matriz A é consistentemente ordenada se os vértices do grafo G(A)
associado & matriz A podem ser particionados em p conjuntos Si,Ss, ... S, de tal forma que
quaisquer dois vértices adjacentes P; e P; pertencam a duas partigoes consecutivas de forma

que:

Sei<je P, €Sy, entao P; € Siy,
Sei>je P €S, entao P; € Sj_y.

Exemplo 4.6.2. Tomemos como exemplo a seguinte matriz

200011
021100
e 012001
010210
100120
10100 2

O grafo G(A) associado a matriz A é representado, ignorando as lagos, de acordo com a figura
4.4.

Figura 4.4: Grafo G(A) associado a matriz A.

) (5
@"'@
NG

Fonte: O autor.

Para mostrar que a matriz A é consistentemente ordenada, podemos tomar parti¢oes do

grafo da forma
51:{P2}7 52:{P17P37P4}7 S3Z{P57P6}'

Considerando as particoes S, Sy e S3, podemos analisar cada par de vértices adjacentes do

grafo G(A) para verificar se a matriz do grafo ¢ consistentemente ordenada. Analisando cada
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par de vértices concluimos que:

para 1 < 5, temos P; € Sy e P5 € Ss,
para 1 < 6, temos P; € Sy e P € S3,
para 2 < 3, temos P, € S; e P3 € .5,
para 2 < 4, temos P, € S; e Py € 55,
para 3 < 6, temos P3 € Sy e P € S5,
para 4 < 5, temos P, € S5 e P5 € Ss.

Portanto, pela definicao, a matriz A é consistentemente ordenada.

Exemplo 4.6.3. A matriz obtida a partir do problema de Poisson bidimensional com condig¢oes
de contorno de tipo Dirichlet é consistentemente ordenada, tanto na ordenacao natural quanto
na ordenacao red-black.

Para a ordenacgao red-black basta tomar duas particoes do grafo S; e Sy de tal forma que
S1 contenha os pontos tipo red e Sy contenha os pontos tipo black.

Para a ordenacao natural, tanto por linhas, quanto por colunas, peguemos o conjunto de

particoes Sy da forma

Sk ={(z;,y;) :k=1i+j}.

O proéximo teorema nos dé uma caracterizagao equivalente para matrizes consistentemente

ordenadas.

Teorema 4.6.4. Uma matriz A € consistentemente ordenada se, e somente se, 0s autovalores
da matriz

1
B(a) =al"+ =U",
o
sao independentes de o, para todo o # 0.

A demonstracao do teorema pode ser encontrado em [12].
Os préximos teoremas nos darao resultados importantes sobre métodos iterativos para ma-
trizes consistentemente ordenadas. E permitira determinar o melhor valor w para a convergéncia

das matrizes consistentemente ordenadas.
Teorema 4.6.5. Seja A uma matriz consistentemente ordenada, e seja w # 0, entdao
1. Os autovalores de J aparecem em pares positivos e negativos.

2. Se p € um autovalor de J e
A +w—1)% = 2, (4.13)

entao A é um autovalor de H(w).

3. Se A\ # 0 € um autovalor de H(w) e a equagao 4.13 € satisfeita, entdo p é um autovalor

de J.
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Demonstragao. (a) Seja p um autovalor da matriz
J=DYL+U)=B(1).
Por A ser uma matriz consistentemente ordenada, 1 também é um autovalor de
~J=B(-1)=-DYL+U).

Como g é um autovalor de —J, entao —u é autovalor de J.
(b): Como I —wL* é uma matriz triangular inferior com diagonal 1, entdo det(/ —wL*) =1

para todo w, logo

det(AM — H(w)) = det(I — wL*) det(A — H(w))
=det((I —wL*)(M — H(w)))
=det(({ —wL)A — (I —wL*)H(w)))
=det(N — AwL* — (1 —w)] —wU")
=det(A+w— 1)1 — \wL" —wU").

Seja p um autovalor de J, e A uma solugao de 4.13, entao
Adw-—1 :\/Xw,u, ou/\+w—1:—\/Xw,u.
Por (a) assumimos sem perda de generalidade que
Atw—1= \/qu.
Se A\=0ew =1, entao
p(0) =det(0- I — H(1)) =det(-=U") =0,

logo 0 é um raiz do polinémio caracteristico e portanto um autovalor H(1). Se A # 0, entao

det(A — H(w)) = det [()\ +w—1)T —Vow (\/XL* + %Uﬂ ,

como (A +w — 1) = v Awp, entdo

det(A — H(w)) = det (\/Xw/d —Vw B(\/X)>
— det (ﬁwf) - det (ul - B(\/X)).

Como v Awl é uma matriz diagonal, entdo det(vAwI) = (v Aw)™, logo

det(M — H(w)) = <\/Xw>ndet <u[ - B(ﬁ)),
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onde B(\) = \/XL*%—%U* Como os autovalores de B(v/)) sdo os mesmo de B(1) = L*+U* = J,
entao

p(\) = (\/Xw)"det (ul — J)) =0,

pois por hipotese p é um autovalor de J. Logo, A definido por 4.13 é um autovalor de H(w). [

Resolvendo
A +w—1)* =\,

para A, encontramos que :

1 1
)\:1—w—|—§w2,u2j:w,u\/1—w+zw2,u2.

Corolario 4.6.6. Seja A uma matriz consistentemente ordenada, entao

Demonstragao. Tomando w = 1, entdo H(1) = G, temos assim, pelo teorema 4.6.5 que \? =
A2, dividindo ambos os lados por A # 0, obtemos A = p2, portanto p(G) = [p(J)]*. O

Conforme [8], a taxa de convergéncia do método iterativo estacionario, com matriz de ite-
racao 1, é definida por
R = —log(p(T)).

Consideremos as taxas de convergéncia do método de Jacobi, R;, e a taxa de convergéncia do

método de Gauss-Seidel, Rgg, entao
Rgs = —log p(G) = —log p(J)* = —2log p(J) = 2R;.

Portanto o método de Gauss-Seidel converge duas vezes mais rapido que o método de Jacobi.
Dado 0 < w < 2 e g um autovalor de J, entao pelo teorema 4.6.5, os autovalores A de H (w)

satisfazem
A+ w—1)% = M2 (4.14)

podemos dividir a equacao 4.14 por w?, dessa forma obtemos

At w—1)>
S e

retirando a raiz de ambos os lados da equacao obtemos

Abw—1
++ — £V (4.15)

Tomando
_A+w—1
a w

gw(N) e mi(\) = =V,
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Dessa forma obtemos uma reta g, com inclinagao % que passa pelo ponto (1,1), e um conjunto
de parébolas p;(\) = j:\/X,uZ- para cada autovalor \;. Observe que se u; ¢ um autovalor de
J, entao —p; também é autovalor e a pardbola associada & —pu; serd a mesma parabola m;
associado a fu;.

Assim, dado um autovalor u; da matriz J, pela equacao 4.15 devera existir dois autovalores
)\gl) e )\52) associados a pi;, além disso p; = —p; possui os mesmos autovalores )\51) e )\Z@
associados.

Os autovalores \; associados a p; ocorrem quando g, (A;) = m;(A;), ou seja, quando quando
a reta g, intercepta a parabola u;.

Como H(w) é uma fungao de w, também sao os seus autovalores, portanto p(H(w)) também
depende de w. Para encontrarmos o valor 6timo de w que faga com que o método de SOR

convirja o mais rapido possivel, devemos encontrar um w,, que minimize p(Tsor(w)).

Teorema 4.6.7. Seja A uma matriz consistentemente ordenada, se J possui autovalores reais
e p(J) <1, entao

2
Wopt = ) P(H (wWopt)) = Wopt — 1.

L+ /1= [p())?

A demonstrac¢ao do teorema pode ser encontrado em [12].
Podemos ver que se e w > 1 e p(J) < 1, entdo, pelo teorema 4.6.7, p(H(wOpt)) < 1.
Portanto, para matrizes consistentemente ordenadas, a convergéncia do método de Jacobi,

implica a convergéncia do método de SOR para w 6timo.

Exemplo 4.6.8. Dado a matriz A da forma

A=11 -2 1]. (4.16)

A matriz A é consistentemente ordenada, e a matriz de iteragao J = D~!(L + U) associada a

matriz A é da forma

010
J=13 01
0 50
Portanto,
(A -3 0
AN —J= -1 X —1f,
[0 —3 A

logo o polindmio caracteristico de J é

A
P(A) = det(Al = J) = 3 — 2,
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cuja as rafzes sao A\; = 0, Ay = \/75 e \3 = —‘/75. Assim,

e portanto,

Aplicando o teorema 4.6.7, concluimos que 0 wey €

2

Wopt = )

2
7
1+ 1—(72)

desenvolvendo o denominador da fragao

2 1 V241
1+ 1—<ﬁ> S I R ,
vi-(3 NG

V2

2 2 2v/2
wo — = = ,
v s\2 V21 V241
1+ 4/1— (2 5

multiplicando a fracao pelo conjugado obtemos,

22 2v2 V2-1 4-2v2
Vitl Vil Vao1 21 ¢ 22

e portanto o valor do wgy é

&

e portanto

Wopr = 4 — 2V/2 = 1,17157.

Portanto o raio espectral de H(w) para wgp €
PH (o) = s — 1 =3 — 22,

Portanto, para a matriz A, definida por 4.16, temos que wg, = 4 — 22, e

o) = Y2 o) =3, p(H () =3~ 2V2.
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5. RESULTADOS NUMERICOS

A seguir, sao apresentados problemas de valor de contorno unidimensionais e bidimensionais
com solugoes analiticas conhecidas, visando demonstrar que os métodos iterativos conseguem
resolvé-los, como era esperado. Embora os sistemas lineares associados aos problemas de valor
de contorno unidimensionais sejam tri-diagonais, permitindo o uso de métodos diretos para sua
solugao, aqui o foco foi dado ao uso de métodos iterativos, com o intuito de analisar qual deles

apresenta o melhor desempenho.

5.1 CONCEITOS PRELIMINARES

Devido & estrutura esparsa da matrizes obtidas pelo método das diferencas finitas, se ten-
tarmos armazenar todos os valores das matrizes, estaremos armazenado (n — 1)? valores para
o problema unidimensional e (n — 1)?(m — 1)? valores para o problema bidimensional. Porém,
devido a estrutura do nosso problema, nao sera necessario armazenar todos os valores da matriz

obtida pelo método de diferencas finitas.

Para calcular as aproximagoes da solucao U;; através dos métodos iterativos apresentados
nesse trabalho, basta conhecermos os valores de U avaliado no ponto (z;,y;) e nos pontos
vizinhos do ponto (x;,y;). Dessa forma, se armazenarmos todos os pontos da malha, isso sera

o suficiente para aplicarmos os métodos iterativos.

Devido a nossa malha de pontos ser uma malha estruturada, onde as conexoes entre os
pontos possuem uma estrutura simples, podemos armazenar todos os valores U; em um tnico
vetor, para o caso unidimensional, e os valores de U;; em uma matriz, para o caso bidimensional.

Para o problema unidimensional v”(x) = f(z), iremos armazenar os valores de U;, para

1=20,1,2,...,n — 1,n, na forma de um vetor:
U= U[) U1 Uz U3 Un_z Un—l Un (51)

Observe que no vetor U, estamos armazenando, além dos valores que queremos calcular,
os valores da borda, Uy e U,,. Isso é necessario pois para calcular os valores de U préximos a

borda, U, e U,_, precisaremos usar os valores de U avaliado na borda.

Para o problema bidimensional, basta armazenar os valores U;; em uma matriz, de forma

que os pontos vizinhos da malha, estejam em posicoes adjacentes na matriz. Assim, a matriz
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ficard da forma

Uoo Ut Uz Us o Un-1,0 Un,o
Uo,1 Ui Uz, Us,1 Un-11 Un
Uo,2 Uz U2 Usy2 Un-10 Uno
U= | Ups Uis Uss Us3 Un-1,0 Unyo (5.2)
Uom—1 Uim—1 U1 Usine1r - Uncim1 Unma
Uom  Uim  Usm Ussn -+ Uncim Unm

Novamente, devemos incluir os valores de U avaliados na borda da malha, pois eles serao usados
para o célculo dos valores U;; avaliados nos pontos internos.

A matriz U definida por 5.1 é constituida por apenas (n+ 1) elementos, em comparagao com
os (n — 1)? da matriz A obtida pelo método das diferengas finitas. Da mesma forma, a matriz
U definida por 5.2, armazena (n + 1)(m + 1) elementos, enquanto que a matriz do método das
diferencas finitas possui (n — 1)*(m — 1)? elementos.

Para conseguirmos medir o erro do nosso problema, sera necessario o uso de normas. Usa-

remos as seguintes normas de vetor, conforme [9]:

n n 1/2
lexll, = > 1Ei| b, lenll, = (Z IEi|2h> : lenllo = max [ £5].
=0 =0 =t=n

Para analisarmos o erro e da solugao do problema, observemos que se o erro é de ordem p,
ou seja ||ey|| = ChP, entao
log([len||) &~ log(C) + plog(h),

portanto, o grafico em escala log-log do erro |le,|| em fungao do espagamento h, devera ser
uma funcao afim com inclinagao p. Assim, introduziremos os quocientes das normas dos erros

associados & h e h/2:

lenlly lenll, el

g1 = P
enz]

:  Tlewsell, * Jenell

vido a =S uocien resen vem roximar = 2%
Devido a |le, ChP, os quocientes apresentados devem se aproximar de 4 = 22

5.2 PROBLEMA UNIDIMENSIONAL

Consideremos o seguinte problema de valor de contorno com condig¢oes de tipo Dirichlet

u’(x) =€*, parax € (0,1),
u(@0)=1 e wu(l)=e,

A solugao exata do problema é u(x) = e®.
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Faremos uma comparacao entre os 3 métodos iterativos apresentados: método de Jacobi,
método de Gauss-Seidel, e método de Sobre-relacao Sucessiva. O vetor nulo sera utilizado
como aproximacao inicial para o método iterativo. Utilizaremos como critério de parada para
o método iterativo, que o erro entre as sucessivas iteracoes satisfaca HU(’“H) —U® HOO < 1076,

De acordo com [15], os autovalores da matriz de iteracdo do método de Jacobi para o

problema unidimensional sao da forma
i
A; = —COS (—> , parat=1,2, ..., n—1.
n

Assim, p(J) = |\| = cos (£), e portanto o w 6timo para o método de SOR ¢

2 2
14 4/1— cos? (%) 14 sen (%)

Wopt =

Assim, comparando os métodos de Jacobi, Gauss-Seidel, e SOR conforme a tabela 5.1, podemos
ver que o método de Gauss-Seidel converge quase 2 vezes mais rapido que o método de Jacobi, e

que o método de SOR com valor 6timo w,y;, supera ambos os métodos de Jacobi, e Gauss-Seidel.

Tabela 5.1: Numero de iteragoes dos métodos.
n  Jacobi Gauss-Seidel SOR com wgy

4 33 19 10
8 125 67 20
16 431 235 38
32 1443 795 70
64 4623 2601 133

Fonte: O autor.

Resolvendo o problema para diferentes valores de w usando n = 32, podemos ver pela Figura
5.1, que o nimero de iteragoes necessarias para a convergéncia do método muda de acordo com
o parametro de w. Para n = 32, temos que wy,; ~ 1.821465. Conforme podemos ver na Figura

5.1, o valor 6timo w,,: € 0 onde ocorre o menor ntmero de iteragoes.

Figura 5.1: Namero de iteragoes do método de SOR.
[ [ [ [ [ [
800

D
)
[a)

400

200

wopt

Nuamero de iteragoes

Parametro w.

Fonte: O autor.
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Para analisarmos a ordem do método das diferencas finitas, consideremos o seguinte pro-

blema de valor de contorno com condigoes de tipo Dirichlet,

u'(z) = —m?sen (mx),

u(—1)=0

e u(l)=0.

A solugao exata do problema é u(z) = sen (7).

para z € (—1,1),

De acordo com vimos na teoria apresentada no segundo capitulo,

u(z — h) — 2u(x) + u(x + h)

h2

u'(z) + O(h?),

dessa forma, o erro de aproximacao da solucao numeérica deverd ser de segunda ordem. E

portanto, espera-se que quando reduzimos o espagamento h pela metade, o erro caia aproxima-

damente 4 = 22 vezes.

Para a resolugao do problema, foi utilizado o método de SOR com o valor 6timo wgy,

utilizando como critério de parada para o método iterativo, o erro ||[U*+1) — U(’“)HOO < 107

entre sucessivas aproximacoes. Usamos como e o aproximacao inicial, U, o vetor nulo U!

[0,0,...,0.

0) _

Podemos ver pela tabela 5.2 que os quocientes do erro q;, ¢z € ¢ se aproximam de 22 = 4,

indicando assim que o método é de segunda ordem. Também podemos ver pela inclinagao da

reta do grafico 5.2, que o erro é de segunda ordem.

Tabela 5.2: Erro da func@o sen (7zx).

n h lenll, — llenll, — llenlls ¢ k! Goc

4 0.5 0.233701 0.233701 0.233701

8 0.25 0.064013 0.053030 0.053032 3.650813 4.406974 4.406790
16 0.125  0.016280 0.012952 0.012958 3.932130 4.942349 4.940123
32 0.0625 0.004090 0.003222 0.003234 3.980420 5.053057 5.033307
64 0.031250 0.001030 0.000810 0.000835 3.969073 5.050287 4.900005

Fonte: O autor.

Norma do erro e
[\»}
&
I

Figura 5.
I

2: Erros da fungao sen (7x).
I I I

4|~ llenll
= [leyl,
1| llexll

(&)

2L4

2L3

2‘_2

Espacamento h

Fonte: O autor.
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Consideremos o problema de condigao de contorno de Dirichlet definido por

u'(r) = -2, parax € (—1,1),
u(—1)=0 e u(l)=0.

A solugao analitica do problema é dada por u(z) =1 — 22

Conforme vimos na teoria, pela expansao em polinémio Taylor, o erro de truncamento local

do método é
uw(x — h) — 2u(z) + u(x + h) h?

y — () = T (E),

~ 2 .
Como u® = 0, entdo %uw (&) = 0, dessa forma, o erro de truncamento local seré 7,u = 0.
Como o erro de truncamento local é zero, espera-se que o erro da solu¢ao numeérica obtida
também se aproxime de zero, e que os erros encontrados sejam consequéncia dos erros de

arredondamento e dos erros de aproximacao do método iterativo.

Para a resolu¢ao numérica do problema usamos novamente o método de SOR com valor
Otimo wepe, € com critério de parada que HU(k“) — U(k)”OO < 107°, conforme a tabela 5.3 e

com o critério ||[U*+) — U("“)”oo < 10719, conforme a tabela 5.4.

Podemos ver pelas tabelas 5.3 e 5.4, que o erro da aproximacao se aproxima de 0, conforme
esperado da teoria. O erro apresentado pela tabela, pode ser interpretado como sendo os erros
de arredondamentos acumulados. Conforme o niimero de pontos da malha aumentam, o nimero
de operagoes necessarias para calcular os valores U; também aumentam, dessa forma, espera-se

que os erros numéricos de arredondamentos ao longo do processo iterativo crescam.

Tabela 5.3: Erro da funcao 1 — 22, quando < 1075,
h e, e ol
4 0.5 7.450581 x 1077 6.322027 x 10~ 5.960464 x 10~7
8 0.25 4.740472 x 107¢  3.805325 x 107% 3.841594 x 1076
16  0.125 1.261314 x 10~° 1.000687 x 10~° 1.011076 x 107
32 0.0625 2.542740 x 107° 2.011592 x 107 2.036017 x 10~°
64 0.03125 4.913274 x 1075 3.884201 x 10> 3.932360 x 10~°
Fonte: O autor.

Tabela 5.4: Erro da funcdo 1 — 22, quando < 10719,
P ol el il
4 0.5 9.094947 x 10~ 7717318 x 10~ 7.275958 x 10~ !
8 0.25 5.122295 x 10710 4.111827 x 1079 4.151016 x 10710
16  0.125 1.168212 x 1079  9.268228 x 10710 9.364447 x 10710
32 0.0625 2.534509 x 1072  2.005080 x 1077  2.029426 x 10~?
64 0.03125 4.857011 x 107  3.839721 x 107°  3.887329 x 10~°
Fonte: O autor.
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5.3 PROBLEMA DE BIDIMENSIONAL

Nesta se¢ao apresentaremos alguns resultados numéricos em relagao ao método de diferencas
finitas para a equagao de Poisson bidimensional. Para podermos aplicar o método de SOR com
Wopt Precisamos saber o raio espectral do método de Jacobi. De acordo com [12], o raio espectral

do método de Jacobi, para n =m é p(J) = cos (%)), logo

2 2
1+ 1—0082(%) 1 4 sen (%)

Wopt =

Consideremos o problema de condi¢cao de contorno de Dirichlet, em um dominio 2 =
[—1,1] x [—1, 1], definido por

Pu
a2 T A e™(x? + y?), para (z,y) € Q,
u(z,—1)=e" e u(y,1)=¢€" parazx € [—1,1], (5.3)

U(—]_,y) =e? e U(l,y) = €Y, para ye [_]—7 ]-]

A solugao analitica do problema é dada por u(z,y) = €.

Resolvendo o problema 5.3 usando como critério de parada, o erro [|[U*+) — U®|| < 1079,
podemos comparar o nimero de iteracoes necessario para cada método, conforme apresentado
na tabela 5.5.

Vemos novamente que o método de Gauss-Seidel converge aproximadamente 2 vezes mais
rapido que o método de Jacobi, e que o método de SOR com w,,; foi o método que convergiu

mais rapido.

Aplicando o método de SOR para o problema 5.3 mantendo fixo o nimero de parti¢oes
n = 32 e m = 32, e o coeficiente w variando, obtemos o nimero de iteracoes necessarias para
cumprir o critério de parada [[U*) — U®|| < 1075, conforme o gréfico 5.3. Novamente,
podemos ver que 0 wey ~ 1.821465 nos proporciona o menor nimero de iteragoes possiveis

para a convergéncia do método de Sobre-relagao Sucessiva.

Tabela 5.5: Numero de iteracoes dos métodos.
n xm Jacobi Gauss-Seidel SOR com wgp

4x4 30 17 10
8x 8 117 64 20
16 x 16 403 221 38
32x32 1334 740 70
64 x 64 4190 2384 139

Fonte: O autor.
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Figura 5.3: Numero de iteragoes do método de SOR.
K00 F— \ \ \ \ —

Nimero de iteracoes
N
S
(@]

Paradmetro w.

Fonte: O autor.

Vimos na sec¢ao anterior que o erro do método das diferencas finitas centradas para o pro-
blema unidimensional é de segunda ordem. Veremos que para o problema de Poisson bidi-

mensional que o erro também ¢é de segunda ordem. Para isso, consideremos como exemplo, o

problema de valor de contorno de tipo Dirichlet, em um dominio 2 = [—1, 1] x [—1, 1], definido
0? o
8_3;; 8_2;; = —27?sen (mx)sen (wy), para (z,y) € Q, (5.4)
u(z,y) =0, para (z,y) € 0S.

A solugao analitica do problema ¢ dada por u(z,y) = sen (wx) sen (7y).

Resolvendo o problema 5.4 pelo método de SOR, usando w,, para o caso em que n =
m. Consideremos como critério de parada o HU(’““) — U(k)HOO < 107% e utilizando como

aproximagcao inicial Ui(;)) = ( para todo os pontos da malha.

Podemos ver pela tabela 5.6, e pelo gréafico 5.4 que o erro decai, aproximadamente, de forma

quadratica, confirmando o resultado obtido na teoria.

Figura 5.4: Gréafico dos erros da fun¢do sen (mwx)sen (7y).
I I I I I

—o— |lenl];
= [ley,
—o—[les|

2—4 |

(&)

Norma do erro e
[\
&
I

26 2L5 2L4 2L3 272
Espacamento h

Fonte: O autor.
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Tabela 5.6: Erro da funcdo sen (7wx) sen (7y).

e, el el @ e i
8 0.25 0.077271 0.053029 0.053031
16 0.125  0.020460 0.012951 0.012955 3.776772 4.094743 4.093421
32 0.0625  0.005187 0.003219 0.003227 3.944513 4.023634 4.012966
64 0.03125 0.001302 0.000804 0.000821 3.982447 4.005349 3.921153
128 0.015625 0.000343 0.000212 0.000237 3.792553 3.787424 3.386068

Fonte: O autor.

Nos exemplos anteriores, vimos que o uso do método de Sobre-relaxacao Sucessiva com
Wept apresentou o menor nimero de iteragoes, considerando, em todos os casos, o vetor nulo
como aproximacao inicial. No entanto, se a aproximacao inicial estiver mais proximo da solu-
cao esperada, é possivel que o nimero de iteracoes seja ainda menor. Para demonstrar isso,
analisaremos o seguinte problema

Consideremos o problema de de valor de contorno com condi¢ao de contorno de tipo Diri-
chlet, um dominio 2 = [—1,1] x [—1, 1], definido por

u  0%*u B
92 + o —m2e~"(cos(mz) + cos(my)), para (z,y) € Q,
u(x,—1) =u(z,1) = e *(cos(rz) — 1), para z € [-1,1], (5.5)

u(—=1,y) =u(l,y) = e‘t(cos(wy) — 1), para y € [—1,1].

para tempo fixo ¢ > 0. A solugdo analitica do problema é u(z,y) = e™*(cos(rz) + cos(my)).
Vamos comparar os métodos usando uma aproximagcao inicial proximo da solugao exata,
u(z,y) = e (cos(mz) + cos(ry)), onde ty = ¢t — 0.01, com uma aproximagcao inicial Ui(jo) =0
para todos os pontos internos da malha. Para comparar, resolveremos o problema 5.5 parat = 1
usando o critério de parada HU(HD — U(k)” < 1075, utilizaremos o método de Gauss-Seidel e

o método de SOR com parametro 6timo,

Tabela 5.7: Nimero de iteragoes dos métodos.
nxm @GS, inicio 0 GS, inicio em t; SOR, inicio 0 SOR, inicio %,

8x 8 101 85 29 24
16 x 16 396 262 54 44
32 x 23 1334 750 109 81
63 x 64 4760 2779 223 149

128 x 128 D7753 27141 456 286

Fonte: O autor.

Podemos comparar o niimero de iteragoes necessario para cada método conforme a tabela
5.5. Vemos que em ambos os casos, a solucao proxima da solucao exata estd convergindo mais
rapido. Podemos ver também que tanto para o método de Gauss-Seidel, quanto para o SOR,
conforme aumentamos o nimero de pontos da malha, a diferenca da velocidade de convergéncia

entre as duas aproximagoes inicias também aumenta.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA



CONCLUSOES 63

6. CONCLUSOES

Os problemas de valores de contorno estao presentes em diversas areas da matematica,
ciéncias exatas e engenharias. Neste trabalho apresentamos uma introducao as equacgoes dife-
renciais ordinarias e as equagoes diferenciais parciais, vimos problemas de valores de contorno,

dando um foco para os problemas de tipo Dirichlet.

Vimos o método das diferencas finitas, que consiste em discretizar o dominio do problema
por uma malha de pontos. Uma vez discretizado o dominio, podemos substituir, em cada
ponto da malha, as derivadas por esquemas de diferengas finitas, resultando em um sistema de
equacoes lineares, os quais podem ser resolvidos por métodos numéricos.

Além da introducao do método das diferencas finitas, utilizamos o Teorema de Taylor para
fazer um estudo sobre a ordem do erro de aproximacao dos esquemas de diferencas finitas.
Concluimos que as diferencas finitas centradas, apresentadas neste trabalho, para a primeira e

segunda derivada sao de segunda ordem.

Foram introduzidos os conceitos de erro global e erro de truncamento local dos métodos
de diferencas finitas, o que possibilitou fazer um estudo sobre a convergéncia, consisténcia e
estabilidade dos métodos para os problemas de valor de contorno unidimensional e bidimensi-
onal. No caso bidimensional, vimos ainda o principio do maximo continuo e discreto, que nos
possibilitou encontrar um limitante para o erro global do método.

Para resolver os sistemas lineares obtidos através do método de diferencas finitas, introdu-
zimos os métodos iterativos estacionarios, em especial, os métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e
Sobre-relagao Sucessiva. Vimos os critérios de convergéncia para os métodos iterativos apre-
sentados e vimos que os trés métodos convergem para o problema unidimensional apresentado
e para o problema de Poisson bidimensional.

Vimos que podemos analisar algumas propriedades das matrizes por meio de um grafo asso-
ciado a ela, em especial, o grafo associado possibilitou a identificacao das matrizes consistente-
mente ordenadas. Concluimos que as matrizes obtidas pelo método das diferencas finitas eram
consistentemente ordenadas e concluimos vérias propriedades a respeito dos métodos iterativos,
em especial, encontramos o parametro 6timo para o método de Sobre-relagao Sucessiva.

A partir dos resultados numéricos obtidos, confirmamos a coeréncia e a consisténcia da teoria
apresentada, validando a aplicacao das abordagens discutidas. Confirmamos que os métodos
de diferencas centradas sao de segunda ordem, analisamos a convergéncia dos trés métodos
iterativos e concluimos que o melhor cenario para a convergéncia do método de Sobre-relacao

Sucessiva é, de fato, o pardmetro 6timo encontrado na teoria.
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Para trabalhos futuros, podemos propor uma analise da convergéncia do método das dife-
rencas finitas para os problemas de valor de contorno quando sujeitos a condigoes de tipo de
Neumann. Também propoe-se um estudo mais aprofundado de como o método se comporta
usando malhas nao uniformes, ou usando a ordenagao red-black.

De maneira geral, com este estudo foi possivel fazer uma conexao da aplicacao de alguns
métodos numeéricos utilizados para resolver problemas de valor de contorno, com a teoria que

se encontra por tras dos métodos numéricos utilizados.
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