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RESUMO

A modelagem dinâmica de um par de aviões conectados permite o estudo do comporta-
mento dos aviões em diferentes contextos de voo e possibilitando, assim, a avaliação de
condições seguras de operação para casos como reabastecimento aéreo ou rebocamento
para planadores. Ainda, o modelo pode igualmente ser utilizado para o projeto de leis
de controle para ambos aviões que aumentam a segurança da operação. Considerando
isto, este trabalho propõe o estudo e desenvolvimento de um modelo dinâmico numérico
envolvendo os aviões conectados por cabo. Então, iniciou-se pela realização de uma revisão
bibliográfica sobre os diferentes tipos instabilidades que podem ocorrer no cabo, afim de
tentá-las identificar em simulação e evitar envelopes perigosos de voo. Em seguida, foi
realizada a pesquisa, implementação e adaptação de modelos dinâmico-estruturais numé-
ricos que podem ser utilizados para modelar o cabo em um contexto de aviões conectados.
Três modelos foram estudados e implementados. O primeiro é baseado no Lumped Para-

meter Method, o segundo baseado em Método dos Elementos Finitos utilizando elementos
de barra e, por fim, o último sendo Método dos Elementos Finitos com a utilização de
um elemento de viga não linear. As simulações mostraram que o primeiro método não
era adaptável ao problema, enquanto os dois últimos foram facilmente implementados e
testados. Uma comparação entre os dois modelos foi realizada, a fim de determinar qual
era mais apropriado em diferentes contextos. Os resultados demonstraram que o MEF
com elementos de barra apresentou comportamento estático idêntico ao elemento de viga,
mas, dinamicamente, foram encontradas diferenças consideráveis entre os dois tipos de
elemento, no qual o elemento de viga foi considerado fisicamente mais representativo. Por
fim, utilizando-se ambos tipos de elemento propostos, buscou-se verificar o critério de
estabilidade encontrado, em que uma perturbação seria amplificada caso se propagasse
pelo cabo no sentido da direção do vento. Concluiu-se que, para os dois casos, o critério de
estabilidade foi verificado, mas com comportamentos distintos entre os tipos de elemento.

Palavras chave: Par de aviões conectados; Simulação; Método dos Elementos Finitos.



ABSTRACT

The dynamic modeling of a pair of aircraft connected by a cable allows the aircraft’s
behavior to be studied in different flight conditions, enabling the assessment of safe
operating conditions for cases such as aerial refueling or glider towing. In addition, this
model could also be used to design flight control laws for both aircraft involved, in order
to enhance the operation’s safety. In light of that, this work proposes the study and
development of a dynamic numerical model involving the two aircraft connected by cable.
Hence, we started from a literature review on a series of instabilities that could occur in
the cable, so as to attempt to verify them in the simulation and avoid dangerous flight
envelopes. Then, the research, implementation, and adaptation of structural-dynamics
numerical models, which could be used for modeling a pair of tethered airplanes, were
performed. Three of them have been studied and implemented. The first is based on the
Lumped Parameter Method, the second is based on the Finite Element Method using
a member element and the last is a Finite Element Method using a non-linear beam
element. The simulations have shown that the first method was not suitable for the
proposed problem, whereas the latter two were easily implemented and tested. In addition,
a comparison was made between the last two to determine which one was the most suitable
for different contexts. The results have shown that the behavior of the Finite Element
Method using bar elements was statically identical to that using beam elements. However,
dynamically, the methods have presented considerable differences, in which the beam
element has been deemed to be more physically consistent. Finally, using both types of
element, we sought to verify the stability criterion found, according to which a disturbance
would be amplified if it traveled downwind. It was concluded that, for both cases, the
stability criterion was verified, but with different behaviors between the element types.

Keywords: Pair of tethered aircraft; Simulation; Finite Element Method
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1 INTRODUÇÃO

O estudo, modelagem e simulação de um par de aviões conectados tem crescido

interesse por seus importantes campos de aplicação. Na indústria militar, por exemplo,

pares de aviões conectados são extensivamente vistos em reabastecimento aéreo, como

ilustrado nas Figuras 1 e 2, buscando aumentar a autonomia de suas aeronaves sem a

necessidade de pouso. Além disso, na aviação civil, planadores não motorizados são comu-

mente rebocados por outros aviões, a fim de decolar e ganhar altitude, como mostrado

na Figura 3, para prosseguir voo. Portanto, prevenir falhas críticas no sistema de reboca-

mento ou reabastecimento possui um grande papel para garantir a segurança em todas

as condições de voo. Para isso, modelar o comportamento do cabo conectando as duas

aeronaves, junto aos aviões propriamente ditos, e tentar prever suas instabilidades e seu

comportamento é extremamente útil para o projeto leis de controle modernas de modo a

evitar perigos envelopes de voo.

Figura 1 – Missão de reabastecimento aéreo
FAB.

Fonte: Força Aérea Brasileira (2023).

Figura 2 – Missão de reabastecimento aéreo
RAF.

Fonte: Royal Air Force (2023).

Figura 3 – Planador sendo rebocado.

Fonte: Science Learning Hub (2011).
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Estabelecer, resolver e simular equações do movimento para todo o sistema, in-

cluindo o cabo e as aeronaves, são tarefas com certo grau de complexidade, dado que

isto envolve a resolução de equações parciais ordinárias acopladas Cochran et al. (1992).

Trabalhos precedentes focaram na resolução numérica deste problema e utilizaram majori-

tariamente o critério proposto por Phillips (1949) para prever instabilidades espaciais no

cabo, ou seja, aquelas que amplificarão as perturbações inseridas. No entanto, um estudo

mais geral e detalhado sobre instabilidades, como as instabilidades auto-excitantes, é de

grande utilidade para estabelecer um envelope de voo seguro.

Desta maneira, o presente trabalho propõe o desenvolvimento de um modelo dinâ-

mico para estudo do comportamento de um par de aviões conectados. Para isso, iniciou-se

pelo estudo de diferentes tipos de instabilidades, objetivando identificar aquelas auto-

excitantes, através da revisão bibliográfica de trabalhos em diferentes campos do conhe-

cimento, tal como engenharia civil, para definir se elas podem ocorrer em um par de

aviões conectados. Em seguida, o trabalho foca na pesquisa, implementação, simulação e

comparação de diversos modelos de cabo que são adaptados à simulação de um par de

aviões conectados.

Diante do exposto, o trabalho é apresentado da seguinte maneira:

• Capítulo 2: Neste é realizada uma revisão bibliográfica sobre os diferentes tipos

de instabilidade encontrados em cabos em diversos campos do conhecimento.

Em seguida, é apresentado e discutido quatro modelos diferentes que podem

ser usados na modelagem numérica dos cabos.

• Capítulo 3: São matematicamente apresentados os três diferentes modelos de

cabos que foram implementados no decorrer do trabalho. Ainda, suas vantagens

e limitações são discutidas. Além disso, ainda são apresentadas as equações

do movimento relacionadas ao avião e mostrado como elas são integradas ao

modelo matemático do cabo.

• Capítulo 4: Focado na apresentação da resolução numérica dos modelos mate-

máticos previamente apresentados. Comparações entre diferentes soluções são

apresentadas e discutidas. Além disso, algumas validações do modelo implemen-

tado são mostradas.

• Capítulo 5: Apresentação dos resultados obtidos e comparação entre os dois

principais modelos matemáticos selecionados no trabalho.

• Capítulo 6: Conclusões e sugestões para trabalhos futuros.



18

2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

2.1 ESTABILIDADE DO CABO

A primeira parte deste estudo consistiu na identificação de diferentes tipos de

instabilidade que podem ocorrer em um cabo, por meio de uma pesquisa bibliográfica.

Neste contexto, o primeiro critério que será discutido, e o mais comumente usado para

veículos conectados, foi proposto por Phillips (1949), o qual concluiu que se a velocidade

do escoamento for maior que a velocidade de propagação da onda, as perturbações que

se deslocam no sentido do vento relativo serão amplificadas. Caso contrário, estas serão

amortecidas caso a velocidade de propagação da onda for maior ou a perturbação se

desloque no sentido contra o vento Phillips (1949). Para isso, a velocidade de propagação

de uma onda pode ser calculada por meio da Equação (1).

Vwave =

√

T

µ
, (1)

em que Vwave é a velocidade de propagação da onda em m/s, T é a força axial atuante

no cabo, expressa em Newtons, e µ é a densidade linear do cabo, dada em kg/m. Este

critério é uma ferramenta poderosa que pode, por meio de uma simples relação matemática,

prever se uma perturbação será ou não amplificada, além de ser facilmente verificado em

simulações. Entretanto, esse critério não consegue prever instabilidades auto-excitantes,

que podem ser críticas.

Além disso, Z.H. Zhu e S.A. Meguid (2007a) realizaram uma análise espectral

modal usando MEF (Método dos Elementos Finitos) para estudar a dinâmica do cabo em

profundidade e, consequentemente, suas instabilidades. No entanto, os autores concluíram

que esta análise não era apropriada, dado que o principal mecanismo de instabilidade

associado às perturbações foi aquele descrito por Phillips (1949) e não a ressonância do

cabo. Logo, como nenhuma instabilidade auto-excitante foi identificada nesta área, isso

motivou a pesquisa de outros mecanismos que poderiam levar à instabilidade em outros

campos da engenharia.

Desta maneira, o primeiro fenômeno encontrado é chamado de galloping, uma ins-

tabilidade aerodinamicamente induzida em baixa frequência e grande amplitude, causada

principalmente por um forte gradiente de sustentação negativo por ângulo de ataque. Con-

sequentemente, a energia vinda do escoamento amplifica o movimento do cabo, levando

à instabilidade Fujino, Kimura e Tanaka (2012). Este fenômeno pode ser previsto pelo

critério de Den Hartog Hartog (1956), no qual

dCL

dα
+ CD < 0, (2)

em que CL é o coeficiente de sustentação da seção transversal do cabo, α o ângulo de

ataque e CD o coeficiente de arrasto. Portanto, a partir deste equação, é possível concluir
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que para perfis simétricos, ou seja, dCL/dα = 0, não há chance de ocorrência de galloping.

Segundo Jeff Wang (2008) e Chabart e Lilien (1998), formação de gelo é uma das

principais razões para aparição de galloping em linhas de energia, dado que isto muda

o perfil aerodinâmico para um assimétrico, Figura 4 e, portanto, estas podem se tornar

propensas ao galloping caso o perfil possua um gradiente dCL/dα negativo.

Figura 4 – Perfil aerodinâmico alterado pela formação de gelo.

Fonte: Elaborado pelo autor.

No entanto, Cheng et al. (2008) também reportaram a aparição de galloping em

cabos secos (sem formação de gelo) e seção circular em testes em túnel de vento. O artigo

apresenta uma extensa série de ensaios estáticos e dinâmicos em diferentes configurações

de cabo, onde a instabilidade tipo galloping foi encontrada. Todavia, esse fenômeno apenas

foi observado em um ambiente controlado de laboratório e era extremamente sensível às

condições ambientais, em que uma pequena mudança como dia de ensaio ensolarado ou

chuvoso poderia alterar sua ocorrência. Ainda, usando os dados de pressão obtidos a partir

dos testes estáticos, o artigo pôde estimar os coeficientes de arrasto e de sustentação para

cada configuração testada. Esses coeficientes foram utilizados pelo artigo complementar

Cheng, Irwin e Tanaka (2008), o qual foca na explicação dos mecanismos físicos de

ocorrência da instabilidade. Com isso, um gradiente de sustentação negativo por ângulo

de guinada foi encontrado e, utilizando um critério de Den Hartog modificado proposto

pelo autor, a aparência galloping pôde ser explicada para este caso.

Além disso, Matsumoto et al. (2001) estudaram e detalharam um diferente tipo de

instabilidade, que também é auto-excitante, mas que não leva a um movimento divergente

como galloping. Este fenômeno foi observado devido à interação de vórtices em um cabo

inclinado exposto ao escoamento em alta velocidade. Assim, essa instabilidade foi reportada

para velocidades reduzidas do vento, Equação (3), de 20, 40, 60 e 80 e é causado pela

interação de vórtices de Karman e vórtices axiais, no qual o segundo amplifica o primeiro.

Vred =
Vwind

fD
, (3)
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onde Vred é a velocidade reduzida do vento expressa adimensionalmente, Vwind a velocidade

relativa do vento, em m/s, f a frequência, em Hz, e D o diâmetro do cabo, em m.

No entanto, Matsumoto et al. (2001) concluíram que mais estudos são necessários

para tornar claro estes mecanismos, dado que eles são muito sensíveis às condições experi-

mentais. Ademais, a vibração limitada em amplitude apresentada nos resultados obtidos

por Cheng, Irwin e Tanaka (2008), os quais poderiam ser explicados por esse fenômeno,

mostraram máxima amplitude de apenas 1D.

Considerando todos os fenômenos apresentados, considerou-se que nenhum desses

apresenta impacto significativo ao estudo de aviões conectados por um cabo. Portanto,

apenas a instabilidade proposta por Phillips (1949) será relevante e levada a diante neste

trabalho.

2.2 MODELOS MATEMÁTICOS

Após o estudo bibliográfico sobre as instabilidades no cabo, decidiu-se focar no

estudo da modelagem numérica deste, a fim de simular e verificar o critério de estabilidade

proposto por Phillips (1949), mas também implementar um modelo numérico que é adap-

tado a um par de aviões conectados e que podem ser usados futuramente na identificação

dinâmica do cabo para diferentes condições de voo. Essa seção tem a intenção de realizar

uma breve revisão bibliográfica sobre esses diferentes modelos que foram encontrados,

além de elencar seus prós e contras. Ainda, a Tabela 1 apresenta uma síntese comparativa

entre os modelos que são discutidos.

Tabela 1 – Análise comparativa entre os diferentes modelos matemáticos para modelagem
do cabo.

Parâmetro de comparação Elemento de viga Elemento de barra Lumped Parameter Method

Desenvolvimento matemático +++ ++ +
Custo computacional +++ ++ +
Acuracidade +++ ++ +
Extensibilidade Sim Sim Não
Continuidade de curvatura e inclinação Sim Não Não
Esforços de flexão Sim Não Não
Verificação do critério de Phillips Sim Sim Sim

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.2.1 MEF utilizando um elemento de viga não-linear

Duas formulações diferentes foram encontradas e estudadas usando os princípios

de uma viga tri-dimensional não-linear com três nós. A primeira foi proposta por Z.H.

Zhu e S.A. Meguid (2007a), utilizada em sua análise modal espectral, e melhor detalhada

em Z.H. Zhu e S.A. Meguid (2006), Z. H. Zhu e S. A. Meguid (2006) e Z.H. Zhu e S.A.
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Meguid (2007b). Essa modelagem consiste numa formulação de MEF não linear e que foi

utilizada pelos próprios autores aplicado ao caso de reabastecimento aéreo. No entanto,

encontrou-se certa dificuldade em prosseguir com a implementação numérica do modelo

com base no desenvolvimento apresentado nos artigos.

Desta maneira, uma segunda formulação de viga não linear foi encontrada, apre-

sentada desta vez por Shearer (2006) e Su (2008) e utilizada no contexto de análise de

aeronaves altamente flexíveis. A teoria é novamente uma modelagem não linear utilizando

MEF, na qual um elemento de viga com três nós é desenvolvido, resolvido a partir do

campo das deformações e, com isso, seus respectivos deslocamentos podem ser calculados.

A utilização deste tipo de elemento apresenta grandes vantagens, como permitir

grandes deformações e garantir a continuidade de inclinação e curvatura do cabo. Desta

maneira, esse modelo apresenta a melhor acuracidade entre todos estudados. No entanto,

possui uma inerente complexidade em sua formulação matemática e um enorme custo

computacional associado. Desta forma, a formulação proposta por Shearer (2006) e Su

(2008) será implementada e seus resultados comparados com o modelo MEF utilizando

elementos de barra que será apresentado posteriormente.

2.2.2 MEF com elemento de barra tri-dimensional

Li e Z. H. Zhu (2015) utilizaram essa modelagem em um par de espaçonaves

conectadas, no qual o MEF foi empregado usando um elemento de barra, ou seja, que

considera apenas a deformação axial. Consequentemente, o presente modelo possui uma

acuracidade menor do que o apresentado previamente, considerando o fato que este não

respeita a continuidade de inclinação e nem curvatura, além de não incluir esforços de

flexão.

Entretanto, este modelo possui um desenvolvimento matemático consideravelmente

mais simples e pode ser implementado com o uso de um método de integração temporal

explícito, como o Runge-Kutta de 4ª ordem para casos levemente instáveis. Isso leva a um

modelo computacional consideravelmente mais barato e que torna viável a simulação para

geração de uma grande quantidade de resultados. Além disso, um método implícito, tal

como o método Runge-Kutta Gauss-Legendre de 4ª ordem sugerido pelos autores, pode

ser usado para casos que requerem maior acuracidade, como casos instáveis. A seleção

do algoritmo de solução temporal será discutido de maneira detalhada em capítulos

posteriores. Apesar de uma acuracidade menor em relação ao modelo anterior, este possui

maior acurácia que o modelo que será apresentado em seguida, dado que o primeiro

considera a extensibilidade do cabo.

Desta maneira, assim como já citado anteriormente, esse modelo será implementado

computacionalmente e comparado ao anterior, elencando suas diferenças e possíveis pontos

fortes.
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2.2.3 LPM (Lumped parameter method)

O lumped parameter method foi introduzido para reabastecimento aéreo por Ro,

Ahmad e James Kamman (2009) e Haitao Wang et al. (2014), no qual consiste na discreti-

zação do cabo em elementos com massa pontual interligados e, considerado pelo primeiro

autor, como inextensíveis. Deste modo, o desenvolvimento matemático desse modelo é

considerável mais simples quando comparado aos anteriores, mas também possui menor

acuracidade.

Entretanto, Ro e James W. Kamman (2010) reporta boa correlação dos resultados

entre simulação e ensaios de voo estáticos (velocidade constante). Além disso, estudos

de convergência desenvolvidos pelo mesmo autor com o modelo proposto mostraram que,

com a utilização de 20 elementos e um passo de tempo de 0,01 segundos, foram obtidos

resultados próximos a modelos de maior fidelidade com 60 elementos e 0,0001 segundos, o

que pode ser considerado benéfico de um ponto de vista computacional. Por esta razão,

este foi o primeiro modelo implementado e testado neste trabalho, apesar do fato que a

modelagem matemática ter revelado uma grande restrição durante as simulações, o que

será discutido no próximo capítulo, junto a diferentes soluções que foram testadas para

tentar contornar o problema.
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3 MODELAGEM MATEMÁTICA

Após a pesquisa bibliográfica, os dois últimos modelos junto ao modelo utilizando

elemento de viga não-linear apresentado por Su (2008) e Shearer (2006) foram implementa-

dos. Essa seção tem a intenção de realizar uma breve descrição matemática e as possíveis

limitações de cada um.

3.1 LPM (Lumped parameter method)

A descrição matemática a seguir é baseada em Ro, Ahmad e James Kamman (2009),

que aprofunda melhor seus procedimentos. No entanto, será útil sintetizá-la aqui para a

discussão que será realizada no final desta seção sobre o indeterminismo matemático do

método.

Primeiramente, é importante definir os sistemas de coordenadas que será usado.

Considere os dois sistemas apresentados na Figura 5, em que OgXgYgZg corresponde ao

sistema inercial de coordenadas e OwXwYwZw ao sistema no qual os eixos são paralelos

ao sistema do avião, mas centrados no ponto de conexão do cabo ao avião Haitao Wang

et al. (2014). No presente trabalho, será assumida a hipótese de que o cabo está conectado

ao CG (Centro de Gravidade) do avião, logo o sistema de coordenadas do avião coincide

com OwXwYwZw.

Figura 5 – Sistema de coordenadas adotado para o LPM.

Fonte: Haitao Wang et al. (2014).

Toda a descrição matemática é baseada no referencial OwXwYwZw, utilizando o

tamanho do elemento do cabo e os ângulos θK1 e θK2 relativos, respectivamente, aos

planos OwXwYw e OwXwZw, para definição do vetor de posição relativa Haitao Wang

et al. (2014).
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Desta forma, considere a Equação (4), que descreve o vetor posição de uma massa

pontual K.

rK = rK−1 + pK , (4)

em que rK é o vetor posição do ponto K, rK−1 o vetor posição do ponto K − 1 e pK o

vetor de posição de K relativo a K − 1. O vetor pK pode ser reescrito em termos de θK1

e θK2 como

pK = −lK [cos(θK1)cos(θK2)w1 + sin(θK2)w2 − sin(θK1)cos(θK2)w3], (5)

no qual lk é o tamanho (comprimento do elemento) e w1, w2 e w3 são os vetores unitários

do sistema de referência OwXwYwZw.

Desta maneira, os vetores velocidade e aceleração de cada pontos são dados por











vK = vK−1 + ṗK ,

aK = aK−1 + p̈K ,
(6)

onde as derivadas de pK são

ṗK =
2

∑

i=1

(pK,θKi
θ̇Ki) + (ωW × pK), (7)

p̈K =
2

∑

i=1

(pK,θKi
θ̈Ki) +

2
∑

i=1

(ṗK,θKi
θ̇Ki) + (αW × pK) + (ωW × ṗK), (8)

em que pK,θKi
= ∂pK/∂θKi, ωW e αW são, respectivamente, a velocidade e a aceleração

angular do sistema de coordenadas OWXWYWZW . Realizando o produto escalar da

Equação (8) com pK,θKi
e considerando que pK,θK1

· pK,θK2
= 0, as acelerações angulares

θ̈Ki são dadas por

θ̈Ki = pK,θKi
·[aK −aK−1−

2
∑

i=1

(ṗK,θKi
θ̇Ki)−(αW ×pK)−(ωW ×ṗK)]/(pK,θKi

·pK,θKi
).

(9)

É importante destacar que o produto no denominador da Equação (9) pode ser

simplificado como pK,θKi
· pK,θKi

= l2K · cos(θK2)2 Haitao Wang et al. (2014), o que

torna claro o indeterminismo matemático quando θK2 = ±π/2 que será discutido após o

término da descrição do método.

Após a modelagem cinemática apresentada previamente, o método deve ser com-

pletado com a parte dinâmica (inclusão de forças). A partir da Segunda Lei de movimento

de Newton, a aceleração do ponto K pode ser escrita como:
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aK = (qK + tK − tK−1)/mK , (10)

onde qK é a força externa resultante atuando no ponto K, tK e tK+1 são as tensões de

conexão dos elementos e mK a massa no ponto K. Finalmente, considerando a hipóteses

de conexões inextensíveis, a aceleração relativa entre dois pontos é a própria aceleração

centrípeta:

(aK − aK−1)nK = lKṅ2
K , (11)

em que nK é um vetor unitário que aponta do ponto K para K − 1. Substituindo

a Equação (10) em (11), obtém-se a expressão utilizada para calcular as tensões dos

elementos, apresentada pela Equação (12).

−(nK−1 · nK)tK−1/mK−1 + (1/mK−1 + 1/mK)tK − (nK+1 · nK)tK+1

= lKṅ2
K + (qK−1/mK−1 − qK/mK) · nK .

(12)

Assim, o modelo numérico foi implementado utilizando o método Runge-Kutta de

4ª ordem, como sugerido por Ro, Ahmad e James Kamman (2009). Entretanto, ao retornar

ao indeterminismo matemático apresentado na Equação (9), apesar de Haitao Wang et al.

(2014) argumentarem que em uma situação normal de reabastecimento aéreo a condição de

θK2 = ±π/2 não é comumente verificada, isso foi frequentemente observado em simulações

durante todo esse estudo. Considerando isso, algumas soluções foram testadas para lidar

com esse problema, que serão discutidas em seguida, junto as suas limitações.

Na primeira tentativa, após o cálculo das tensões nos elementos por meio da

Equação (12), as acelerações de cada ponto foram calculadas por meio da Equação (10) e

integradas diretamente a fim de obter a velocidade e posição do ponto no próximo passo de

tempo. Contudo, dado que a integração não foi realizada por meio da relação cinemática

fornecida pelas Equações (7), (8) e (9), foi pensado que, numericamente, essa abordagem

não garante a inextensibilidade do cabo e, portanto, desrespeita uma das hipóteses do

modelo proposto. De fato, esse problema foi largamente verificado em simulações e não

pôde ser solucionado.

A segunda tentativa envolveu mesclar o método descrito com a primeira solução

proposta, ou seja, quando a simulação está distante do ponto θK2 = ±π/2, o método

original é utilizado, mas quando o ângulo se aproximava do indeterminismo matemático,

o modelo era integrado pela correção e, posteriormente, os ângulos eram calculados por

relações geométricas. Essa proposta funcionou relativamente bem nas primeira validações

em reabastecimento aéreo e foi extensivamente utilizada para verificar, por exemplo, a

condição de instabilidade proposta por Phillips (1949). Todavia, durante o progresso do

estudo, quando o foco retornou novamente a um par de aviões conectados, ficou evidente

que essa correção sugerida levava igualmente a pequenos erros nos vetores posição, que
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tado na direção do elemento, z é perpendicular a x e ao vetor de velocidade média do

elemento e y completa o sistema de coordenadas.

Inicialmente, o cabo de ligamento entre os aviões será discretizado em elementos

de barras, com n elementos e k nós, onde k = n+ 1. O vetor posição do elemento, descrito

por suas posições nodais, pode ser escrito no sistema de coordenadas global segundo a

Equação (13).

x = Nxe, (13)

em que x= (X, Y, Z)T é a posição de um ponto qualquer no elemento, N é a matriz de

forma e xe= (Xk, Yk, Zk, Xk+1, Yk+1, Zk+1)T é o vetor de coordenadas nodais. A matriz

de forma desse elemento de barra tridimensional pode ser escrita como:

N =











1 − ε 0 0 ε 0 0

0 1 − ε 0 0 ε 0

0 0 1 − ε 0 0 ε











, (14)

onde ε=x/L e L é a norma euclidiana de xe. Além disso, a deformação de Gauss-Lagrage

é definida como

εx =
Le − Le0

Le0
= B0Qxe − 1, (15)

no qual Le0 e Le são, respectivamente, o comprimento original (não deformado) e defor-

mado do elemento, B0 a matriz de deformação escrita no sistemas de coordenadas local e

Q a matriz de transformação, definidos por

B0 =
[

−1/Le0 0 0 1/Le0 0 0
]

, (16)

Q =





























cos θX cos θY cos θZ 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 cos θX cos θY cos θZ

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0





























, (17)

e

cos θ[X,Y,Z] =
[X, Y, Z]k − [X, Y, Z]k+1

Le
. (18)

A fim de obter a matriz de massa, M , a energia cinemática, Ecin, pode ser descrita

por

Ecin =
1

2

∫ Le

0
ρAẋT ẋds =

1

2
ẋT

e Mẋe, (19)
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onde ρ é a densidade volumétrica do cabo e A a área de seção transversal do cabo. Desta

maneira, a matriz de massa elementar é escrita como

M =
ρALe

6





























2 0 0 1 0 0

0 2 0 0 1 0

0 0 2 0 0 1

1 0 0 2 0 0

0 1 0 0 2 0

0 0 1 0 0 2





























. (20)

Além disso, como consequência do par de aviões conectados, deve-se somar matrizes

de massa complementares no primeiro e no último elemento do cabo, correspondentes às

massas dessas aeronaves, como apresentado nas Equações (21) e (22), no qual Mp1 é a

matriz de massa adicionada no primeiro elemento e Mp2 no último.

Mp1 =





























mp1 0 0 0 0 0

0 mp1 0 0 0 0

0 0 mp1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0





























, (21)

Mp2 =





























0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 mp2 0 0

0 0 0 0 mp2 0

0 0 0 0 0 mp2





























, (22)

onde mp1 e mp2 são, respectivamente, as massas do primeiro e do segundo avião.

Ademais, a fim de obter a matriz de rigidez, a energia potencial de um elemento

pode ser escrita da seguinte maneira:

U =
1

2

∫ Le

0
EAε2ds =

1

2
xT

e Kxe −
1

2
xT

e fk +
1

2
EALe0, (23)

no qual fk é o vetor de força nodal generalizada, que surge devido à elasticidade do

elemento no referencial global Li e Z. H. Zhu (2015). Desta maneira, a matriz de rigidez é

definida como:

K = EAQT BT
0 B0Q = QT K0Q, (24)

em que



Capítulo 3. Modelagem matemática 29

K0 =
EA

Le0





























1 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

−1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0





























, (25)

onde E é o módulo de elasticidade do material do cabo e o vetor de força nodal generalizada,

fk:

fk = EALe0QT BT
0 . (26)

Portanto, a equação do movimento dos elementos do cabo pode ser escrita conforme

a Equação (27),

Mẍe + Kxe = fk + fW + fd + fp, (27)

no qual fW é o vetor da força peso, fd o vetor da força de arrasto e fp são as forças dos

aviões aplicadas na ponta dos cabos.

Assim, como é utilizado um sistema de coordenadas globais, o vetor de força peso

atuando em cada elemento pode ser facilmente calculado por

fW =
ρAgLe0

2
[0 0 1 0 0 1]T , (28)

onde g é a constante gravitacional.

Finalmente, os últimos elementos a serem computados são a própria força de

arrasto do cabo e as forças devido às aeronaves. No entanto, ambas serão apresentadas

posteriormente, durante e após a formulação do MEF utilizando elemento de viga não

linear.

No que tange o movimento do avião, ao integrar as forças e as massas dos aviões nas

pontas do cabo, considera-se que a velocidade na ponta do cabo é a própria velocidade dos

aviões e, portanto, não é necessário calculá-las separadamente. Já para as rotações, tem-se

uma situação particular. Considerando que o cabo não está engastado no avião, isto é, os

movimentos de rotação do cabo são independentes da rotação do avião, deve-se calcular

a rotação dos aviões de maneira independente. Isto será realizado por meio dos termos

correspondentes ao movimento de rotação presentes na equação de movimento de corpo

rígido, mostrada na Seção 3.3.1. Além disso, a Seção 3.3.7.2 apresenta o equacionamento

das forças e momentos atuantes no avião.
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Destaca-se aqui uma diferença em relação aos trabalhos de Brown (2003), Shearer

(2006) e Su (2008), em que, nestes trabalhos, o referencial B não é posicionado no CG

da aeronave, pois, devido à flexibilidade desta, a posição CG é variável em relação ao

avião. Logo, neles o referencial B é fixado em alguma região arbitrária da aeronave (em

um ponto específico da fuselagem, por exemplo) e um vetor auxiliar prcm
é utilizado para

definir a posição do CG em relação à origem de B.

Prosseguindo a descrição matemática, o trabalho virtual aplicado no referencial B

pode ser escrito como:



























δwF
B = δpB ·

[

−
d

dt
(QB) + fextB

]

,

δwM
B = δθB ·

[

−
d

dt
(HB) + mextB

]

,

(29)

no qual θB é o vetor rotação do referencial B em relação ao referencial inercial, fextB

e mextB são, respectivamente, as forças e momentos externos aplicados ao referencial

B e QB e HB são, respectivamente, as quantidades de movimento linear e angular do

referencial B, calculados por

QB = mB · vB , (30)

HB = IB · ωB , (31)

onde mB , vB , IB e ωB são, respectivamente, a massa, velocidade, tensor de inércia e

velocidade angular associados ao referencial B. Finalmente, substituindo as Equações (30)

e (31) em (29), obtém-se











δwF
B = δpB · (−mBv̇B − ωB × (mBvB) + fextB

),

δwM
B = δθB · [−IB · ω̇B − ωB × (IB · ωB) + mextB

],
(32)

escrito em sua forma matricial

δwB =





δpB

δθB





T 

−MCR





v̇B

ω̇B



 − CCR





vB

ωB



 +





fextB

mextB







 , (33)

em que MCR e CCR são

MCR =





mBI3x3 0

0 IB



 , (34)

CCR =





mBω̃B 0

0 IBω̃B



 . (35)

Ainda, a fim de definir o operador (˜), considere o vetor a = [a1 a2 a3]T , então ã

é dado por:
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ã =











0 −a3 a2

a3 0 −a1

−a2 a1 0











. (36)

Ressalta-se que uma descrição matemática mais detalhada sobre a obtenção das

EdM (Equações do Movimento) apresentadas anteriormente é realizada por Shearer (2006)

em seu trabalho.

3.3.2 Trabalho virtual corpo flexível

Primeiramente, é necessário definir um novo sistema de coordenadas local, w,

apresentado na Figura 8, que será utilizado para o cálculo do trabalho virtual devido aos

elementos flexíveis.

Figura 8 – Sistemas de coordenadas local para corpo flexível.

Fonte: Shearer (2006).

Além disso, antes do equacionamento propriamente dito, é igualmente útil introdu-

zir alguns conceitos que serão utilizados no decorrer deste. Desta forma, define-se o vetor

posição h(s) como um vetor 12 elementos dado por

hT (s) = [pT (s) wT
x (s) wT

y (s) wT
z (s)], (37)

onde wx, wy e wz são vetores compondo a base do referencial local w e p(s) é escrito

como

p(s) = pB + pr(s), (38)

sendo pr(s) o vetor posição da origem do referencial w em relação ao sistema de coorde-

nadas B. Nota-se que as primeiras 3 componentes do vetor h(s) correspondem à posição
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do referencial w em relação ao referencial inercial G enquanto os elementos restantes, ao

corresponderem à orientação do referencial w, podem ser interpretados diretamente como

as rotações daquele ponto. Além disso, dado que esse vetor posição possui 12 elementos,

ele corresponde a uma representação não mínima da posição de um ponto. Portanto, ele

será posteriormente escrito através de relações cinemáticas como uma função de novas

variáveis independentes, ε, apresentado na Equação (39) e representando as deformações

do corpo, e b, mostrado na Equação (40) e representando o movimento do referencial B.

ε = [εx κx κy κz]T , (39)

b = [pT
b θT

b ]T , (40)

β = ḃ = [vT
b ωT

b ]T , (41)

em que εx representa a deformação axial do elemento de viga, κx a torção da linha

de referência da viga, κy e κz as flexões da viga em torno dos vetores de base wy e

wz, respectivamente. Com isso, pode-se escrever o deslocamento virtual, velocidade e

acelerações do vetor h(s) como:

δh = Jhεδε + Jhbδb, (42)

ḣ = Jhεε̇ + Jhbβ, (43)

ḧ = Jhεε̈ + J̇hεε̇ + Jhbβ + J̇hbβ̇, (44)

nos quais Jhε e Jhb são Jacobianos que representam a influência das deformações e do

movimento do referencial B sobre o vetor posição h(s), ou simplesmente as derivadas de

h em relação à deformação e em relação a b, respectivamente. Ambos podem ser obtidos

através das relações cinemáticas que serão apresentadas a seguir Su (2008). No entanto,

apenas Jhb será explicitamente apresentado no presente trabalho. Já a obtenção de Jhε

possui maior complexidade associada e seu desenvolvimento explicito foi realizado por

Shearer (2006). Ademais, a derivada temporal J̇hε pode ser descrita como Shearer (2006):

J̇hε =
∂(Jhε)

∂ε
ε̇. (45)

Com isso, vale destacar que a derivada ∂(Jhε)/∂ε não possui solução analítica

desenvolvida por nenhum dos trabalhos de referência anteriormente citados e não foi

possível ser desenvolvida no presente trabalho. Desta maneira, quando necessário, esta foi

calculada numericamente, sendo posteriormente identificada como uma possível fonte de

erros na solução numérica.
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Introduzidos estes conceitos, pode-se continuar com o desenvolvimento do trabalho

virtual do corpo flexível. Assim, começa-se pela definição do vetor posição de um ponto

arbitrário a, apresentado na Figura 8, no corpo flexível:

pa = p + xwx + ywy + zwz, (46)

em que x, y, z são escalares definindo a posição do ponto a no referencial w. Desta maneira,

a velocidade e a aceleração do ponto a podem ser derivadas Su (2008):

va = ṗ + xẇx + yẇy + zẇz + ωB × (pr + xwx + ywy + zwz), (47)

aa =p̈ + xẅx + yẅy + zẅz + ω̇B × (pr + xwx + ywy + zwz)

+ ωB × [ṗB + ωB × (pr + xwx + ywy + zwz)]

+ 2ωB × (ṗr + xẇx + yẇy + zẇz).

(48)

Então, o trabalho virtual devido aos elementos elásticos por unidade de volume é

dado por:

δwa = δpa · (−aaρdAds), (49)

no qual

δpa = δp + xδwx + yδwy + zδwz. (50)

Assim, ao substituir as Equações (48) e (50) em (49):

δwa = − (δp + xδwx + yδwy + zδwz)·

{p̈ + xẅx + yẅy + zẅz + ω̇B × (pr + xwx + ywy + zwz)

+ ωB × [ṗB + ωB × (pr + xwx + ywy + zwz)]

+ 2ωB × (ṗr + xẇx + yẇy + zẇz)}ρdAds.

(51)

Finalmente, o trabalho virtual por comprimento devido aos elementos elásticos

pode ser encontrado ao integrar a Equação (51) com respeito à seção transversal A Su

(2008):

δwE(s) = −δhT (s)



























Mcs(s)















I3x3 p̃T
r (s)

03x3 w̃T
x (s)

03x3 w̃T
y (s)

03x3 w̃T
z (s)















β̇ + 2Mcs(s)















03x3
˙̃pT

r (s)

03x3
˙̃wT

x (s)

03x3
˙̃wT

y (s)

03x3
˙̃wT

z (s)















β

+Mcs(s)















p̈r(s)

ẅx(s)

ẅy(s)

ẅz(s)















+ Mcs(s)















ω̃B 03x3 03x3 03x3

03x3 ω̃B 03x3 03x3

03x3 03x3 ω̃B 03x3

03x3 03x3 03x3 ω̃B





























I3x3 p̃T
r (s)

03x3 w̃T
x (s)

03x3 w̃T
y (s)

03x3 w̃T
z (s)















β



























,

(52)
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onde Mcs(s) é a matriz de massa por unidade de comprimento do cabo, dada por

Mcs(s) =
∫

A
ρ

















1 x y z

x x2 xy xz

y xy y2 yz

z xz yz z2

















dA

=



















µ · I3x3 µrx · I3x3 µry · I3x3 µrz · I3x3

µrx · I3x3

1

2
(Iyy + Izz − Ixx) · I3x3 Ixy · I3x3 Ixz · I3x3

µry · I3x3 Iyx · I3x3

1

2
(Ixx + Izz − Iyy) · I3x3 Iyz · I3x3

µrz · I3x3 Izx · I3x3 Izy · I3x3

1

2
(Ixx + Iyy − Izz) · I3x3



















,

(53)

em que µ é a densidade linear do cabo, rx, ry e rz as coordenadas do centro de massa da

seção transversal e I, com seus respectivos índices, os momentos e produtos de inércia da

seção transversal.

Além disso, a partir da Equação (52) pode ser definido o jacobiano Jhb, a derivada

temporal deste, J̇hb, e a matriz de influência Hhb:

Jhb =

















I3x3 p̃T
r (s)

03x3 w̃T
x (s)

03x3 w̃T
y (s)

03x3 w̃T
z (s)

















, (54)

J̇hb =

















03x3 ˙̃pT
r (s)

03x3 ˙̃wT
x (s)

03x3 ˙̃wT
y (s)

03x3 ˙̃wT
z (s)

















, (55)

Hhb =

















ω̃B 03x3 03x3 03x3

03x3 ω̃B 03x3 03x3

03x3 03x3 ω̃B 03x3

03x3 03x3 03x3 ω̃B

















Jhb. (56)

Ademais, nota-se que o vetor aceleração [p̈T
r ẅT

x ẅT
y ẅT

z ]T é justamente a acelera-

ção do referencial w em relação ao referencial B, que pode ser escrito como:

[p̈T
r ẅT

x ẅT
y ẅT

z ]T = Jhεε̈ + J̇hεε. (57)

Finalmente, substituindo as definições apresentadas na Equações (42), (54), (55)

e (56) e a Equação (57) na Equação (52), obtém-se o trabalho virtual escrito em função

das variáveis independentes, como apresentado na Equação (58).
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δwE(s) = −





δε

δb





T 









JT
hεMcs(s)Jhε JT

hεMcs(s)Jhb

JT
hbMcs(s)Jhε JT

hbMcs(s)Jhb









ε̈

β̇



 +





JT
hεMcs(s)J̇hε JT

hεMcs(s)Hhb

JT
hbMcs(s)J̇hε JT

hbMcs(s)Hhb









ε̇

β



 +





0 2JT
hεMcs(s)J̇hb

0 2JT
hbMcs(s)J̇hb









ε̇

β











.

(58)

No entanto, ao observar a Equação (58) se nota que apenas os termos inerciais foram

modelados e que ainda falta justamente a inclusão dos efeitos de rigidez e amortecimento

estrutural do elemento. Desta maneira, conforme Su (2008), o trabalho virtual associado

à rigidez do elemento é dado por

δwK(s) = −δε(s)T K(s)(ε(s) − ε0), (59)

entretanto, para o presente trabalho em específico será adotado ε0 = 0, por considerar

que não haverá deformações residuais no cabo caso não houver forças autuantes. Logo,

δwK(s) = −δε(s)T K(s)ε(s). (60)

Ainda, a matriz de amortecimento estrutural pode ser escrito como um elemento

proporcional à rigidez:

C(s) = λK(s), (61)

sendo λ o amortecimento estrutural. Assim, o trabalho virtual por comprimento devido

ao amortecimento é

δwC(s) = −δε(s)T C(s)ε̇(s). (62)

Portanto, a equação do trabalho virtual devido à flexibilidade do elemento é final-

mente escrita como:

δwE(s) = −





δε

δb





T 









JT
hεMcs(s)Jhε JT

hεMcs(s)Jhb

JT
hbMcs(s)Jhε JT

hbMcs(s)Jhb









ε̈

β̇



 +





JT
hεMcs(s)J̇hε JT

hεMcs(s)Hhb

JT
hbMcs(s)J̇hε JT

hbMcs(s)Hhb









ε̇

β



 +





0 2JT
hεMcs(s)J̇hb

0 2JT
hbMcs(s)J̇hb









ε̇

β





+





C(s) 0

0 0









ε̇

β



 +





K(s) 0

0 0









ε

b











.

(63)

3.3.3 Relação cinemática

Após a formulação do trabalho virtual no elemento flexível, é necessário desenvolver

a relação cinemática entre o vetor posição h(s) e o vetor deformação ε. Desta maneira,

baseando-se em Brown (2003), a solução de h(s) em função de ε pode ser escrita como:
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∂

∂s
h(s) = A(s)h(s), (64)

em que A(s) é dado por:

A(s) =

















03x3 {1 + εx(s)} · I3x3 03x3 03x3

03x3 03x3 κz(s) · I3x3 −κy(s) · I3x3

03x3 −κz(s) · I3x3 03x3 κx(s) · I3x3

03x3 κy(s) · I3x3 −κx(s) · I3x3 03x3

















. (65)

Desta forma, ao assumir que as deformações são constantes ao longo de um elemento,

a solução da Equação (64) é dada por:

h(s) = eAe∆sh0, (66)

sendo ∆s o comprimento do elemento e h0 o vetor posição para s = 0. Aqui deve-se

notar que sendo a solução a exponencial de uma matriz, o cálculo desta função não

é trivial e geralmente deve ser aproximada utilizando técnicas como séries de Taylor

ou PADE. Entretanto, Shearer (2006) desenvolveu uma solução analítica para o caso

específico discutido nesse trabalho e que foi extensivamente utilizado na implementação

computacional do método. Esta solução não será desenvolvida no presente trabalho, mas

pode ser encontrada de maneira detalhada no Apêndice C de Shearer (2006).

Retomando o desenvolvimento, ao assumir deformações constantes ao longo do

elemento fica clara a necessidade de discretização em vários elementos para obtenção de

uma solução representativa. Então, assim como em Brown (2003), Shearer (2006) e Su

(2008), o elemento será discretizado em três pontos igualmente espaçados. Desta maneira,

a solução em cada ponto do elemento é apresentada na Equação (67).















he1 = h(0)

he2 = h(0.5∆s)

he3 = h(∆s)

= h0,

= e0.5Ae∆sh0

= eAe∆sh0

= e0.5Ae∆she1,

= e0.5Ae∆she2.

(67)

Assim, fica explícito que, com as informações de deformação é possível construir o

vetor posição progressivamente a começar de h0, que é uma condição de contorno definida.

Portanto, assumindo a continuidade de inclinação e curvatura do elemento, hipótese esta

que é inclusive citada na Seção 2.2.1 como a principal razão do porquê utilizar o elemento

de viga ao invés do elemento de barra introduzido anteriormente, pode-se construir o vetor

posição ao longo do cabo da seguinte forma:
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h11 = h0,

h12 = e0.5A1∆sh0,

h13 = eA1∆sh0,

h21 = h13,

h22 = e0.5A2∆sh13,

h23 = eA2∆sh13,

...
...

hn1 = h(n−1)3,

hn2 = e0.5An∆sh(n−1)3,

hn3 = eAn∆sh(n−1)3.

(68)

3.3.4 Matrizes de massa, rigidez e amortecimento elementares

Após a adoção de um elemento de viga de três nós, como apresentado na seção

anterior, pode-se definir as matrizes de massa, rigidez e amortecimento elementares, a fim

de obter não mais o trabalho virtual em função do comprimento, mas sim o total, para,

enfim, definir as EdM. Desta maneira, assumindo uma variação linear da massa entre dois

nós, a matriz de massa elementar é dada por:

Me =
1

2
∆s























1

4
M1 +

1

12
M2

1

12
M1 +

1

12
M2 012x12

1

12
M1 +

1

12
M2

1

12
M1 +

1

2
M2 +

1

12
M3

1

12
M2 +

1

12
M3

012x12
1

12
M2 +

1

12
M3

1

12
M2 +

1

4
M3























. (69)

Ademais, para as matrizes de rigidez e amortecimento, será considerado que estas

propriedades são constantes ao longo do elemento. Portanto, as matrizes de rigidez e

amortecimento elementares são simplesmente:

Ke = K∆s, (70)

Ce = C∆s. (71)

3.3.5 Inclusão de esforços externos

O último elemento necessário para a obtenção das EdM é o cálculo do trabalho

virtual devido aos esforços externos aplicados no corpo flexível. Desta maneira, irá ser
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descrito aqui os procedimentos para cálculo do trabalho virtual devido à força peso, forças

pontuais e momentos pontuais, baseadas nas descrições realizadas por Su (2008) e Brown

(2003).

3.3.5.1 Força peso

Analogamente ao que foi feito para o trabalho virtual devido aos elementos flexíveis,

pode-se escrever o trabalho virtual devido à força peso por elemento de volume como:

δwWV = δpa · gρdAds. (72)

Vale lembrar que δpa pode ser escrito como apresentado pela Equação (50). Desta

forma, tem-se que:

δpa = δh(s)T

















1

x

y

z

















, (73)

onde

δh = [δpT δwT
x δwT

y δwT
z ]T . (74)

Portanto, reescrevendo a Equação (72):

δWWV = δhT

















1

x

y

z

















ρgdAds, (75)

e a integrando segundo a seção transversal, obtém-se:

δwWS = δhT N (s)gds, (76)

no qual

N (s) =
∫

ρ

















1

x

y

z

















gdA =

















µ · I3x3

µrx · I3x3

µry · I3x3

µrz · I3x3

















. (77)

Finalmente, integrando a Equação (76) ao longo do comprimento do elemento e

substituindo δh conforme a Equação (42), obtém-se:

δwW =





δε

δb





T 



JT
hε

JT
hb



 Neg, (78)



Capítulo 3. Modelagem matemática 40

em que

Ne =
1

2
∆s























1

3
N1 +

1

6
N2

1

6
N1 +

2

3
N2 +

1

6
N3

1

6
N2 +

1

3
N3























. (79)

No mais, destaca-se que o vetor de aceleração gravitacional g, deve ser escrito com

base no referencial B.

3.3.5.2 Força pontual

Assim como nos casos anteriores, o trabalho virtual de uma força é dado por:

δwFP =
3

∑

i=1

δpT
i · f

pt
i =





δε

δb





T 



JT
pε

JT
pb



 fpt, (80)

em que Jpε e Jpb são os jacobianos associados ao vetor posição onde a força é aplicada.

Assim, para obtê-los, basta extrair as linhas de Jhε e Jhb associadas ao local de aplicação

da força Shearer (2006). Ademais, nota-se que os esforços aerodinâmicos associados ao

arrasto do cabo serão aplicados como forças pontuais em cada nó, estimada de maneira

individual, como será posteriormente explicado neste trabalho na Seção 3.4. Além disso,

também será utilizada a formulação de forças pontuais para incluir os esforços relacionados

ao segundo avião na ponta do cabo.

3.3.5.3 Momento pontual

Analogamente às forças pontuais, o trabalho virtual devido ao momento pontual

pode ser escrito em função do deslocamento virtual angular como:

δwMP =
3

∑

i=1

δθi · m
pt
i =





δε

δb





T 



JT
θε

JT
θb



 mpt, (81)

em que Jθε é um jacobiano relacionando a deformação do elemento à rotação naquele

nó e Jθb o jacobiano que relaciona o movimento do referencial B com a rotação do

nó. Assim como para o jacobiano Jhε, a derivação desses jacobianos não será realizada

neste trabalho, mas foram desenvolvidas por Shearer (2006). Assim como para as forças

pontuais, os momentos pontuais serão igualmente importantes neste caso essencialmente

para inclusão dos momentos do segundo avião no cabo.
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3.3.6 Equações Globais do Movimento

Considerando todo o desenvolvimento realizado anteriormente, a fim de se encontrar

as Equações Globais do Movimento, é feita a soma do trabalho virtual do corpo rígido,

Equação (33), do trabalho virtual dos elementos elásticos, Equação (63), e dos esforços

externos aplicados no cabo, Equações (78), (80) e (81), resultando em:

δw = −





δε

δb





T 









MFF MFB

MBF MBB









ε̈

β̇



 +





CFF CFB

CBF CBB









ε̇

β





+





KFF 0

0 0









ε

b



 −





rF

rB











,

(82)

onde

MFF = JT
hεMGJhε,

MBF = JT
hbMGJhε,

CFF = JT
hεMGJ̇hε + CG,

CBF = JT
hbMGJ̇hε,

KFF = KG,

MFB = JT
hεMGJhb,

MBB = JT
hbMGJhb + MCR,

CFB = JT
hεMGHhb + 2JT

hεMGJ̇hb,

CBB = JT
hbMGHhb + 2JT

hbMGJ̇hb + CCR,

no qual MG, CG e KG são, respectivamente, as matrizes de massa, amortecimento e

rigidez globais do elemento. Estas podem ser construídas facilmente ao colocarem as

respectivas matrizes elementares em diagonal na matriz global Shearer (2006). Além disso,

tem-se que os esforços externos resultantes são:





rF

rB



 =











0




fextB

mextB















+





JT
hε

JT
hb



 Ng +





JT
pε

JT
pb



 fpt +





JT
θε

Jθb



 mpt. (83)

Por fim, as Equações Globais do Movimento (corpo rígido + elementos flexíveis)

são escritas como:





MFF MFB

MBF MBB









ε̈

β̇



 +





CFF CFB

CBF CBB









ε̇

β



 +





KFF 0

0 0









ε

b



 =





rF

rB



 . (84)

3.3.7 Inclusão do segundo avião

Após desenvolvidas as EdM, a inclusão do segundo avião é relativamente fácil e

dividida em duas etapas: primeiramente, são adicionados os efeitos inerciais devido ao

segundo avião e, em seguida, as forças e momentos referente a este. Ainda, as forças e

momentos que serão aqui detalhados são utilizados igualmente no referencial móvel B
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apresentado na Seção 3.3.1 e no MEF utilizando elementos de barra, apresentado na

Seção 3.2.

3.3.7.1 Adição dos efeitos inerciais

Para adicionar os efeitos de massa e inércia do segundo avião na ponta do cabo,

um novo referencial c é introduzido, o qual possui origem coincidente a um nó qualquer

de um elemento flexível e orientação conforme o corpo rígido adicionado Su (2008), como

apresentado na Figura 9, a qual utiliza a notação de b para o novo referencial.

Figura 9 – Referencial adotado para inclusão do segundo avião.

Fonte: Su (2008).

Assim, pode-se definir o vetor posição hc como:

hc = [pT cT
x cT

y cT
z ]T , (85)

em que este vetor pode ser obtido através de uma matriz de rotação Dcw e do vetor

posição h do nó onde o corpo rígido se encontra da seguinte forma:

hc = Dcwh. (86)

A fim de determinar os coeficientes da matriz de transformação Dcw, constante

ao longo do tempo, pode-se utilizar a metodologia proposta por Brown (2003). Para isso,

considera-se as matrizes de rotação 3x3, CBc e CBw, sendo, respectivamente, correspon-

dentes às rotações dos referenciais c e w para B, definidas por:

CBc =
[

cx cy cz

]

, (87)

CBw =
[

wx wy wz

]

, (88)
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logo, a matriz de rotação Ccw, que transforma os vetores do referencial w para c é dada

por:

Ccw = CBcT

CBw. (89)

Com isso, a matriz de rotação Dcw é escrita como:

Dcw =

















I3x3 03x3 03x3 03x3

03x3 Ccw
11 · I3x3 Ccw

12 · I3x3 Ccw
13 · I3x3

03x3 Ccw
21 · I3x3 Ccw

22 · I3x3 Ccw
23 · I3x3

03x3 Ccw
31 · I3x3 Ccw

32 · I3x3 Ccw
33 · I3x3

















, (90)

em que os índices ij de Ccw
ij correspondem, respectivamente, às linhas e às colunas de

Ccw. É importante enfatizar que esta matriz Dcw é calculada no instante inicial, onde

os vetores cx, cy e cz são conhecidos. Assim, conforme demonstrado matematicamente

por Su (2008), a inclusão dos efeitos inerciais devido à adição um corpo rígido no sistema

equivale a adicionar a matriz de massa deste corpo no nó onde o corpo é posicionado,

sendo transformada por meio da matriz Dcw. Para clarificar essa ideia, considera-se

que a matriz de massa do segundo avião escrita de maneira análoga à matriz de massa

nodal apresentada pela Equação (53) e também que o CG da aeronave esteja posicionado

exatamente na origem de c:

Msa =





















mp2 · I3x3 03x3 03x3 03x3

03x3

1

2
(Ip2

yy + Ip2
zz − Ip2

xx) · I3x3 Ip2
xy · I3x3 Ip2

xz · I3x3

03x3 Ip2
yx · I3x3

1

2
(Ip2

xx + Ip2
zz − Ip2

yy) · I3x3 Ip2
yz · I3x3

03x3 Ip2
zx · I3x3 Ip2

zy · I3x3

1

2
(Ip2

xx + Ip2
yy − Ip2

zz ) · I3x3





















,

(91)

onde mp2 representa a massa do segundo avião e Ip2
ij os componentes do tensor de inércia

deste. Com isso, pode-se utilizar a matriz de transformação Dcw a fim de obter a matriz

de massa rotacionada para o referencial w:

Mw
sa = DcwT

MsaDcw. (92)

Desta forma, pode-se adicionar diretamente a matriz Mw
sa ao último nó do cabo.

Entretanto, aqui vale ressaltar que, como a massa do avião é adicionada de maneira

pontual no nó, e não distribuída como a massa do cabo, não se deve calcular a matriz

de massa nodal do cabo, incluir a matriz de massa da aeronave e, em seguida, calcular

a matriz de massa elementar Me, apresentado na Equação (69). Ao invés disso, deve-se

calcular primeiramente a matriz massa global do cabo, MG, e, após isso, adiciona-se Msa

às 12 últimas linhas e às 12 últimas colunas de MG.
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3.3.7.2 Adição dos esforços da aeronave

Baseado nas equações de forças apresentado por Boiffier (2001), pode-se adaptá-las

diretamente ao referencial do avião da seguinte maneira:



























FX = FXa · cosα− FZa · sinα+ Fprop,

FY = mp · g · sinϕ · cosθ +
1

2
ρairV

2SCy,

FZ = FXa · sinα+ FZa · cosα,

(93)

onde α neste caso é o ângulo de ataque da aeronave, ϕ, θ são os ângulos de Euler referentes

aos eixos X e Y do avião, ρair a densidade volumétrica do ar, Fprop a força propulsiva

da aeronave, S a área de referência e FXa e FZa às forças nos eixos X e Z do referencial

aerodinâmico da aeronave. Antes de prosseguir ao detalhamento das forças no referencial

aerodinâmico, vale destacar que os termos referentes as forças gravitacionais aqui apre-

sentados foram implementados exatamente desta maneira no caso do modelo utilizando

elementos de barra, mas, no último caso, para o elemento de viga não linear, foi retirado

das equações de força do avião e adicionados em uma etapa posterior ao cabo. Apesar

de seguir os mesmos princípios, este segundo modo permitiu uma implementação mais

simplificada. Assim, as forças descritas no referencial aerodinâmico são:















FXa = −
1

2
ρairV

2SCD −mpgsinγ,

FZa = −
1

2
ρairV

2SCL +mpgcosγ,
(94)

em que CL e CD são, respectivamente, os coeficientes de sustentação e arrasto da aeronave

e γ = θ − α. Além disso, os momentos são dados, no referencial do avião, por:



































MX =
1

2
ρairV

2SlCl,

MY =
1

2
ρairV

2SlCm,

MZ =
1

2
ρairV

2SlCn,

(95)

onde l é o comprimento de referência do avião e Cl, Cm, Cn são, respectivamente, os

coeficientes de rolagem, arfagem e guinada. Destaca-se que, para os momentos, não foram

considerados efeitos da força propulsiva sobre o momento longitudinal, MY e, ainda,

utilizando a hipótese simplificadora que o cabo está fixado no CG da aeronave, não se

tem momento produzido devido às forças deste. Assim, os coeficientes CL, CD, Cl, Cm e

Cn são dados por:
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CL = CLα
(α− α0) + CLq

ql

V
+ CLδm

δm,

Cy = Cyβ
β + Cyp

pl

V
+ Cyr

rl

V
+ Cyδn

δn + Cyδl
δl,

CD = CD0
+ kC2

L,

Cl = Clββ + Clp

pl

V
+ Clr

rl

V
+ Clδn

δn + Clδl
δl,

Cm = Cm0
+ Cmα

(α− α0) + Cmq

ql

V
+ Cmδm

δm,

Cn = Cnβ
β + Cnp

pl

V
+ Cnr

rl

V
+ Cnδn

δn + Cnδl
δl,

(96)

no qual p, q e r correspondem, respectivamente, às velocidades de rolagem, arfagem e

guinada, e δl, δm e δn às deflexões de, respectivamente, aileron, profundor e leme. Desta

maneira, ao observar a Equação (96), é possível perceber a importância da obtenção das

velocidades lineares e de rotação do avião no seu próprio referencial a fim de computar as

forças e momentos atuantes.

Apesar disso parecer uma tarefa trivial na grande parte dos casos, para o cálculo

do segundo avião, no fim do cabo, isto possui certa complexidade, dado que todas as velo-

cidades e rotações são escritas justamente em função de deformações. Assim, é necessário

certo trabalho para que haja cálculo correto das forças neste ponto, o que será descrito

na seção a seguir.

Para os casos do primeiro avião (referencial) móvel, ou mesmo nos aviões imple-

mentados utilizando o MEF com elementos de barra, este ponto não foi um problema,

dado que possuem referenciais do avião independentes do referencial do cabo. Além disso,

como estas forças e momentos são obtidas no referencial do avião, no caso do segundo

avião é necessário transformar estes esforços de c para B, dado que toda a formulação de

viga é escrita baseada no referencial móvel B. Desta maneira:

fB = CBcfc, (97)

mB = CBcmc. (98)

3.3.7.3 Reconstrução velocidades lineares e angulares

Como indicado anteriormente, é necessário reconstruir as velocidades lineares e

angulares do segundo avião, visto que estas são dadas, conforme a teoria, em função das

deformações da viga e velocidades do referencial B. Inicialmente, para as velocidades

lineares, vp2, isso é relativamente fácil utilizando as três primeiras linhas correspondentes

ao último nó de ḣ(s) calculadas por meio da Equação (43). No entanto, o resultado é

obtido no referencial B, sendo necessária sua transformação:

vc
p2 = CcBvB

p2, (99)
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onde, por propriedades de matriz de rotação

CcB = CBcT

. (100)

Já para o caso das velocidades angulares, é necessário derivar a expressão necessária

para cálculo. Considera-se a rotação θ de um nó expressa no referencial B. Assumindo

θ como uma função das variáveis independentes ε e b, tem-se que a derivada de θ em

relação ao tempo é:

ωB = θ̇B =
∂θ

∂ε
ε̇ +

∂θ

∂b
ḃ = Jθεε̇ + Jθbβ, (101)

novamente, estes jacobianos não serão derivados no presente trabalho, mas podem ser

encontrados diretamente em Shearer (2006). Com isso, basta novamente selecionar as três

linhas correspondentes à rotação do último nó e realizar a transformação destas velocidades

angulares para o referencial c:

ωc
P2 = CcBωB

P2. (102)

3.3.7.4 Recuperação dos ângulos de Euler da segunda aeronave

Como última informação relevante à posição da segunda aeronave, pode-se obter

os ângulos de Euler desta em relação ao referencial inercial. Para isso, deve-se obter a

matriz de rotação do referencial c para G:

CGc = CGB · CBc, (103)

em que CGB é a matriz de rotação do referencial B para G, que será apresentada posteri-

ormente na Seção 3.3.8, onde será tratada a propagação do referencial B.

Desta maneira, considera-se a matriz de rotação de um referencial avião genérico

f para referencial inercial genérico g Boiffier (2001):

T gf =











cos θ cosψ sin θ sinϕ cosψ − sinψ cosϕ cosψ sin θ cosϕ+ sinϕ sinψ

sinψ cos θ sin θ sinϕ sinψ + cosψ cosϕ sin θ cosϕ sinψ − sinϕ cosψ

− sin θ cos θ sinϕ cos θ cosϕ











. (104)

Conforme Slabaugh (2020), os ângulos de Euler associados a esta matriz podem

ser encontrados da seguinte maneira:

θ = −asin(T
gf
3,1), (105)

em que T gf
i,j é o elemento da linha i e coluna j da matriz T gf . Como se pode perceber,

a Equação (105) possui inerentemente duas soluções, sendo uma para −π/2 < θ ≤ π/2

e outra para π/2 < θ ≤ 3π/2. No entanto, assumindo que o avião não é acrobático, não
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são atingidos ângulos de arfagem além de ±90o, portanto o segundo intervalo de soluções

será descartado. Além disso, o ângulo ϕ é encontrado por:

T
gf
3,2

T
gf
3,3

=
cos θ sinϕ

cos θ cosϕ
= tanϕ,

ϕ =atan







T
gf
3,2

T
gf
3,3





 ,

(106)

o qual possui novamente dois casos distintos a depender do quadrante de θ, mas que será

simplificado como indicado anteriormente, considerando apenas o primeiro intervalo. Além

disso, a fim de determinar o quadrante correto de ϕ, pode-se utilizar diretamente a função

atan2 implementada no software MATLAB The MathWorks Inc. (2022a). Analogamente,

para o ângulo ψ:

T
gf
2,1

T
gf
1,1

=
cos θ sinψ

cos θ cosψ
= tanψ,

ψ =atan







T
gf
2,1

T
gf
1,1





 .

(107)

3.3.8 Propagação do movimento do referencial B

Após a obtenção das EdM globais, apresentado na Equação (84), pode-se concluir

que, ao resolvê-la, não será possível encontrar o vetor posição e vetor rotação do referencial

B. Desta formar, deve-se introduzir uma relação suplementar de modo a obter estes

parâmetros. Assim, como sugerido por Shearer (2006), a modelagem por quaternions será

adotada para as rotações, apresentada na Equação (108).
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. (108)

Além disso, caso necessário, os ângulos de Euler correspondentes à primeira aero-

nave, referencial B, podem ser diretamente recuperados com o auxilio da função quat2eul,

presente novamente no software MATLAB The MathWorks Inc. (2022b). Em seguida, se-

gundo Shearer (2006), a equação diferencial para propagação do vetor posição pB é dada

por:

ṗB = CGBvB , (109)





Capítulo 3. Modelagem matemática 49

Então, a partir disto, pode-se utilizar a Equação do arrasto (111) para o cálculo

de cada componente da força.

D =
1

2
ρairV

2SCD. (111)

Ressalta-se que a Equação (111) resulta no módulo da força de arrasto, portanto

deve-se aplicar a direção desta antes de somar ambas as componentes. Desta forma, a

Equação (112) apresenta o cálculo do arrasto diretamente com a soma vetorial de ambas

as componentes, de maneira generalizada e direta para implementação.

Dk = −
[

1

2
ρair||vrel − (vrel · nk)nk||dk

Le

2
Cd

]

· [vrel − (vrel · nk)nk]

−
[

1

2
ρair(vrel · nk)2πdk

Le

2
Cf

]

nk.

(112)

onde dk é o diâmetro do cabo, vrel o vetor velocidade do cabo em relação ao ar, Cd

e Cf são, respectivamente, os coeficientes de arrasto normal e de arrasto de fricção do

cabo, o qual serão detalhados na sequência. Mas antes, é importante destacar dois pontos.

Primeiramente, o índice k representa a posição nodal no cabo, ou seja, os componentes

de arrasto devem ser calculados nó a nó a cada passo de tempo. Além disso, para o MEF

não linear utilizando elemento de vigas, o elemento de cabo entre dois nós foi considerado

como reto (sem flexão) a fim de facilitar os cálculos aerodinâmicos. Este último ponto é

um possível ponto de melhora do modelo em trabalhos futuros, mas pode ser contornado

com a utilização de elementos menores, caso necessário, a uma compensação de aumento

de custo computacional considerável.

Seguindo para os coeficientes de arrasto, o cálculo destes é realizado com base na

metodologia proposta por Vassberg et al. (2003), no qual dados experimentais de arrasto

de Hoerner (1965) são utilizados para construir uma regressão linear logarítmica por partes

baseado nos gráficos apresentados. Desta maneira, o coeficiente de arrasto de fricção pode

ser calculado como:

10−2 < Re ≤ 104

104 < Re ≤ 1010

1010 < Re

Cf = 4, 4609 · Re−0,6667,

Cf = 0, 0464 · Re−0,1667,

Cf = 0.001,

(113)

e também ilustrado na Figura 11. Ademais, o número de Reynolds para este caso é dado

por:

Re =
VrelLref

ν
, (114)

sendo ν a viscosidade cinemática do ar e Lref :
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4 RESOLUÇÃO NUMÉRICA E VERIFICAÇÃO

Após a modelagem matemática do cabo por meio de diversos métodos, o trabalho

agora focará na resolução numérica dos modelos MEF com elemento de barra e MEF com

elemento de viga não linear. Os métodos numéricos utilizados não serão detalhados de

maneira matemática, apenas citados e discutida sua utilização.

Ainda, para o caso do MEF com elemento de barra, uma comparação entre dois

métodos de solução será realizada e a utilização de cada um discutida.

Além disso, no caso do MEF com elemento de viga, serão realizadas verificações

básicas da implementação do modelo da viga com base nos resultados apresentados no

trabalho de Su (2008). Ademais, será verificada a correta implementação do segundo avião,

visto que esta segue uma abordagem não convencional, com os parâmetros de posição e

velocidades definidos em função da deformação. Para isso, será realizada a comparação com

um modelo de referência implementado pelo autor separadamente usando a abordagem

clássica, utilizada no cálculo do referencial B.

4.1 RESOLUÇÃO MEF COM ELEMENTO DE BARRA

A fim de resolver este problema proposto numericamente, deve-se definir os estados

de integração e o método apropriado. Assim, os estados de integração podem ser escritos

como apresentado na Equação (118), assumindo Mẋ = y, como proposto por Li e Z. H.

Zhu (2015).











ẋ = M−1y,

ẏ = fk + fw + fd + fp.
(118)

Então, para o método numérico, Li e Z. H. Zhu (2015) sugeriram a utilização

do método RKGL (Runge-Kutta Gauss-Legendre de 4ª ordem), o qual se trata de um

método implícito altamente convergente, mas também com um custo computacional con-

sideravelmente maior que o tradicional RK4 (Runge-Kutta de 4ª ordem). Li e Z. H. Zhu

(2015) argumentam que a possível utilização de passos de tempo maiores para o primeiro

compensariam o custo computacional adicional. Desta maneira, neste trabalho, ambos

os métodos foram implementados a fim de realizar uma comparação e selecionar o mais

apropriado.

Adicionalmente, a seleção de um passo de tempo apropriado é importante para

garantir a estabilidade e acuracidade da integração. Desta forma, a utilização de um passo

de tempo pelo menos dez vezes menor que o menor período presente no sistema garante

estas condições Bathe (1982) nos casos simulados. Assim, utilizando o método RKGL

essa condição foi de fato verificada, dado que passos de tempo levemente maiores não

convergiam. Entretanto, em certos casos, um passo de tempo ainda menor eram requiridos



Capítulo 4. Resolução Numérica e Verificação 53

para uma convergência apropriada.

Desta maneira, a menor frequência do sistema para o presente caso é o inverso da

frequência natural do elemento de barra, calculada da seguinte maneira:

Tn =
2π

ωn
= 2πLe0

√

ρ

E
(119)

Após isso, uma simulação baseada no caso estático de reabastecimento aéreo re-

alizada por Z.H. Zhu e S.A. Meguid (2007a), sem nenhuma dinâmica de aeronave, foi

executada de forma a comparar ambos métodos numéricos propostos. Para isto, uma

caso de 15 segundos, começando fora do ponto de equilíbrio, foi utilizada, com o mesmo

passo de tempo definido pelo critério de estabilidade. Os resultados para este caso são

apresentados na Figura 13.

Figura 13 – Comparação entre os métodos de Runge-Kutta.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Com isso, verificou-se que a maior diferença encontrada entre as duas simulações

em todo o tempo de simulação foi de 1, 25 × 10−6 m, mas com um custo computacional

aproximadamente 5 vezes mais rápido quando utilizado o tradicional método RK4. No

entanto, ao começar da posição de equilíbrio e inserir uma pertubação de 0,5 m no começo

do cabo, a qual foi amplificada espacialmente devido ao critério de estabilidade proposto

por Phillips (1949), o cabo começa a oscilar em um movimento fortemente acoplado,

devido ao bounce back na massa no fim do cabo. Neste caso, a diferença entre os dois

métodos numéricos é clara e apresentada nas Figuras 14 e 15.

Figura 14 – Comparação dos métodos de Runge-Kutta face a uma perturbação - Parte 1.

Fonte: Elaborado pelo autor.



Capítulo 4. Resolução Numérica e Verificação 55

Figura 15 – Comparação dos métodos de Runge-Kutta face a uma perturbação - Parte 2.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Desta forma, a utilização do método implícito nesse caso é mais adequada devido à

inerente maior acuracidade. Além disso, fica claro que condições extremamente instáveis

requerem o uso de discretizações espaciais e temporais mais refinadas.

4.2 RESOLUÇÃO MEF COM ELEMENTO DE VIGA NÃO-LINEAR

4.2.1 Implementação

A solução numérica adotada para este caso é o método Modified Newmark proposto

por Shearer (2006) e que se trata de um método implícito. Como já citado anteriormente,
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ele não será desenvolvido matematicamente, mas os princípios utilizados serão discutidos.

Este método consiste basicamente na adoção do método de Newmark, já conhecido

para resolução de sistemas dinâmicos, juntamente com a utilização do método de Newton-

Raphson para minimização dos resíduos das EdM. Como se pode imaginar, o método

possui uma forte convergência, visto que os erros numéricos são minimizados através do

controle dos resíduos para dentro de uma margem aceitável.

Além disso, para melhorar ainda mais a convergência Shearer (2006) propõe a

utilização de um método de line search em iterações nas quais o método de Newton-

Raphson não seja suficiente para reduzir o resíduo para dentro da tolerância requisitada.

Junto a isso, o autor ainda utiliza um segundo artifício, a fim de “reinicializar” a busca com

Newton-Raphson quando identificada a convergência em um mínimo local. No presente

trabalho, estes dois últimos artifícios não foram implementados, utilizando-se apenas o

método de Newton-Raphson para convergência, o que foi suficiente para obtenção de

resultados pertinentes.

Assim, a evolução do passo de tempo com a utilização do algoritmo Modified

Newmark acontece em 6 passos:

1. Predição: Neste passo, os estados de integração ε, β, ζ são previstos com base

nos estados anteriores;

2. Update: Com base nos estados previstos, as matrizes de massa, rigidez, amorte-

cimento e esforços atuantes no cabo são calculadas;

3. Cálculo dos resíduos: Utilizando a EdM global apresentada na Equação (84) e

a Equação (108) para os quaternions, pode-se computar os resíduos por meio

do valor absoluto da diferença entre os lados direito e esquerdo das equações;

4. Cálculo da matriz tangente: O método de Newton-Raphson envolve o cálculo

de uma matriz tangente para convergência dos estados. O passo a passo da

obtenção desta matriz é descrito em detalhe por Shearer (2006);

5. Calcular a correção: A correção é obtida através da solução do sistema linear

entre os resíduos e a matriz tangente, e é utilizada na atualização dos estados

previstos anteriormente no passo 1;

6. Calcular novos resíduos: Com base no mesmo procedimento apresentado no

item 3, os resíduos são novamente calculados utilizando os estados corrigidos.

Caso o erro seja menor que a tolerância definida pelo usuário, a evolução do

passo de tempo é concluída. Caso contrário, volte à etapa 5.

O procedimento descrito também pode ser visualizado por meio do fluxograma

apresentado na Figura 16. Com isso, pode-se ponderar pontos importantes com relação ao

método. Primeiramente, destaca-se que após realizar a correção dos estados, as matrizes

de massa, rigidez e amortecimento não são atualizadas, ou seja, estas serão consideradas

constantes durante a fase iterativa do método Shearer (2006). Além disso, os esforços aero-
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dinâmicos do cabo e as forças atuantes nos aviões também serão consideradas constantes

durante o intervalo de tempo, devido à natureza altamente não-linear destes parâmetros

em função dos estados. Com base nessa hipótese, a matriz tangente não é alterada entre

dois passos de ciclo de convergência de Newton-Raphson e, portanto, não é necessária ser

atualizada. Por estas razões que, ao calcular os novos resíduos, o método retorna à etapa 5

ao invés da etapa 2. O fato de manter estes parâmetros constantes pode ser explicado pela

razão de que os ganhos de precisão em relação à atualização dos parâmetros não é com-

pensado pelo aumento da dificuldade de convergência e aumento do custo computacional

associado.

Figura 16 – Fluxograma do método de solução numérica Modified Newmark

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.2.2 Verificação

Desta maneira, à partir do modelo implementado, buscou-se primeiramente verificá-

lo, para então, prosseguir com a obtenção dos resultados. Assim, utilizou-se o caso teste

proposto por Su (2008) em seu trabalho, no qual uma viga com as propriedades apresen-

tadas na Tabela 2 foi adotada para avaliações estáticas e dinâmicas.

Tabela 2 – Dados viga de verificação.

Propriedade Valor Unidade
Comprimento 1 [m]
Rigidez à tração (K11) 1 × 106 [Pa·m2]
Rigidez à torção (K22) 80 [N·m2]
Rigidez à flexão no plano (K33) 50 [N· m2]
Rigidez à flexão fora do plano (K44) 1, 25 × 103 [N· m2]
Densidade linear 0, 1 [kg/m]
Momento de Inércia de rotação (Ixx) 1, 3 × 10−4 [kg·m]
Momento de Inércia de flexão do plano (Iyy) 5 × 10−6 [kg·m]
Momento de Inércia de flexão fora do plano (Izz) 1, 25 × 10−4 [kg·m]

Fonte: Su (2008).
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5 RESULTADOS

Este capítulo será dedicado à apresentação dos resultados obtidos com base nos mé-

todos anteriormente apresentados e verificados. Para isso, esta apresentação será dividida

em duas partes: verificação do critério de estabilidade de Phillips (1949) e comparação

dos modelos; apresentação dos modelos completos, incluindo os aviões.

5.1 VERIFICAÇÃO DO CRITÉRIO DE PHILIPS E COMPARAÇÃO DOS MODELOS

Esta seção é dedicada à verificação da condição de estabilidade proposta por Phillips

(1949) e a comparação entre os modelos de MEF propostos. Para isso, considere as

propriedades do cabo apresentados na Tabela 3 e parâmetros de simulação na Tabela 4.

Ainda, ressalta-se que foram adicionados uma massa e uma força de arrasto à ponta

do cabo, de modo a restringir moderadamente o movimento desta e possibilitar o ajuste da

tensão no cabo, alterando, assim, a velocidade de onda de propagação neste e permitindo

a melhor visualização do amortecimento ou não das perturbações.

Tabela 3 – Propriedades físicas do cabo.

Propriedade Estável Instável
Velocidade do escoamento [m/s] 40 75
Densidade linear do cabo [kg/m] 0, 1 0, 9
Força de arrasto na ponta* [N] 0, 35Q∗ 0, 085Q∗

Comprimento do cabo [m] 60
Diâmetro do cabo [mm] 30
Módulo de elasticidade [GPa] 35
Densidade do ar [kg/m3] 0, 9779
Viscosidade cinemática [m2/s] 1, 75 × 10−3

Massa adicionada na ponta [kg] 20
Amortecimento estrutural (elemento de viga) [%] 1

∗Q =
1

2
ρairV

2 - Pressão dinâmica

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 4 – Parâmetros de solução.

Parâmetro
Elemento de barra

Estável
Elemento de barra

Instável
Elemento de viga
Estável e Instável

Número de elementos 30 30 15
Passo de tempo 2, 5 × 10−5 5 × 10−5 1 × 10−4

Método numérico RK4 RKGL Modified Newmark
Raio espectral (ρ∞) - - 0,99

Fonte: Elaborado pelo autor.
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de viga, o que causará, inerentemente, diferenças consideráveis no comportamento de

ambos os modelos.

5.2 MODELO INTEGRADO CABO E AVIÕES

Esta seção será dedicada à apresentação dos resultados de ambos modelos integrados

aos aviões. A intenção aqui não será mais realizar uma comparação, mas apresentar

separadamente os modelos e avaliar sua coerência física, com um enfoque maior ao modelo

utilizando elemento de viga. Para isso, considere as propriedades dos aviões, que serão

comuns aos dois casos, na Tabela 5. Dado que as propriedades do cabo e de solução diferem

entre o teste realizado para elemento de barra e os testes de elemento de viga, estas serão

apresentadas em suas respectivas seções.

Tabela 5 – Características da aeronaves.

Propriedades de massa e dimensão
Massa [kg] 1, 1 × 106

Ixx [kg·m2] 5, 55 × 106

Iyy [kg·m2] 9, 72 × 106

Izz [kg·m2] 14, 51 × 106

Ixz [kg·m2] −3, 3 × 104

Superfície de referência [m2] 260
Comprimento de referência [m] 6, 6

Coeficientes longitudinais
0 α q δm

Sustentação (CL) - 5 - 0,44
Momento de arfagem (Cm) -0,1 -1 -12 -1,46
α [o] -2 - - -

Coeficientes de arrasto
CD0=0,0175 ki=0,055

Coeficientes laterais
β p r δl δn

Força lateral (CY) -1,5 - - - -
Momento de rolagem (Cl) -1,3 - 2,9 -0,33 0,25
Momento de guinada (Cn) 1,75 - -7,5 -0,125 -1

Fonte: Elaborado pelo autor.

5.2.1 Elemento de barra

Dado o maior interesse no estudo utilizando elemento de viga por sua melhor

representatividade física, apenas um caso teste foi desenvolvido para aviões conectados por

um cabo com elementos de barra. Para isso, as propriedades do cabo, do ar e parâmetros

de simulação adotados são apresentados na Tabela 6. Além disso, a Figura 30 apresenta a

posição inicial adotada, em que a posição relativa do segundo em relação ao primeiro é



Capítulo 5. Resultados 68

de −30 metros em X, −40m em Y e −10m em Z. Os aviões foram traçados graficamente

com o auxílio da biblioteca Greene (2022) em MATLAB.

Tabela 6 – Propriedades do cabo, do ar e parâmetros de simulação - Elemento de barra.

Parâmetro Valor
Comprimento do cabo [m] 80
Diâmetro do cabo [m] 76 × 10−3

Módulo de elasticidade [GPa] 35
Número de elementos 32
Densidade do ar [kg/m3] 1, 22
Viscosidade cinemática [m2/s] 1, 40 × 10−5

Densidade linear do cabo [kg/m] 3, 09
Passo de tempo [s] 1 × 10−4

Método numérico RK4
Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 30 – Posição inicial dos aviões para estudo de caso utilizando elemento de barra.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Este caso teste consistiu em ambos aviões voando sem comandos aplicados, a fim

de observar a resposta destes ao longo do tempo, e uma perturbação de 2000 N aplicada

durante 0,1 segundos no meio do cabo em t = 5 segundos. Considerando que a perturbação

irá ser propagada contra o escoamento devido ao posicionamento dos aviões e considerando

a elevada massa e elevados momentos de inércia de ambos, espera-se apenas pequenas

perturbações observadas nos estados das aeronaves, o que foi efetivamente verificado na

Figura 31.
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Percebe-se que a perturbação inserida produziu efeito mais significativo sobre as

variáveis relativas à direção em relação ao vento (ângulo de ataque e derrapagem), enquanto

produziu efeito quase nulo sobre os outros estados avaliados. Isto pode ser explicado pelo

fato de que o cabo está acoplado no CG da aeronave e, portanto, a força não causa grandes

efeitos em termos de momentos, mas possui influência na velocidade das aeronaves.

Além disso, pode-se avaliar a coerência física, em que as variáveis longitudinais

de ambos aviões possuem tendências semelhantes, enquanto as laterais possuem tendên-

cias opostas. As diferenças em magnitude são facilmente explicadas pela assimetria de

inicialização dos aviões em relação ao cabo.

Avaliando os resultados analisados, considerou-se que o acoplamento entre as aero-

naves com o modelo de cabo utilizando elemento de viga produziu respostas fisicamente

coerentes e pode ser utilizado para obtenção de resultados mais rápidos quando comparado

ao modelo de viga. No entanto, o modelo de viga possui uma física inerentemente mais

representativa devido à representação dos esforços de flexão e, por isso, um enfoque maior

foi dado neste trabalho.

5.2.2 Elemento de viga

Para avaliar a coerência física do modelo implementado utilizando elemento de

viga, três casos testes foram propostos, utilizando-se as propriedades do cabo, do ar e

parâmetros de simulação apresentados na Tabela 7.

Tabela 7 – Propriedades do cabo, do ar e parâmetros de simulação - Elemento de viga.

Parâmetro Valor
Comprimento do cabo [m] 80
Diâmetro do cabo [m] 76 × 10−3

Módulo de elasticidade [GPa] 35
Número de elementos 15
Densidade do ar [kg/m3] 0, 9779
Viscosidade cinemática [m2/s] 1, 75 × 10−5

Densidade linear do cabo [kg/m] 3, 09
Passo de tempo [s] 1 × 10−4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em todos os casos que serão discutidos, os aviões iniciam voando lado a lado,

ou seja, posição vertical e longitudinal iguais, distanciados em 50 m lateralmente, como

apresentado na Figura 32. Ainda, destaca-se que na Figura 32 o avião verde corresponde

ao primeiro avião, referencial móvel, enquanto o vermelho corresponde ao avião adicionado

no cabo.

Então, o primeiro teste consiste na simulação destes dois aviões durante o tempo

sem nenhum comando de superfície de controle. Buscava-se com este caso validar que

as grandezas laterais dos dois aviões (velocidade de rolagem, velocidade de guinada,
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derrapagem, etc) possuiriam comportamentos opostos, enquanto as longitudinais (ângulo

de ataque, velocidade de arfagem, etc) possuiriam comportamento semelhante entre si.

Deve-se ponderar que, apesar das condições iniciais de ambos os aviões serem quase

idênticas, estas não são perfeitamente iguais, visto que o modelo adotado não aceita

em sua formulação padrão a imposição de duas condições de contorno, o que impede

a inicialização do modelo em um caso perfeitamente simétrico. Portanto, devido a este

fato, esperava-se encontrar diferenças nos resultados entre os dois aviões, como pode ser

efetivamente observado nos resultados apresentados na Figura 33.

Figura 32 – Posição inicial dos aviões para estudo de caso utilizando elemento de viga.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Além disso, outras possíveis causas de diferenças são a propagação de erros numé-

ricos no segundo avião e o refinamento da discretização espacial, limitado pelo aumento

exponencial de custo computacional. Ainda sim, percebe-se que o comportamento dinâ-

mico dos dois aviões é consideravelmente próximo e o que se esperava do comportamento

das variáveis laterais e longitudinais foi verificado. Portanto, considera-se que o modelo

está fisicamente coerente.

Em seguida, os dois próximos testes possuem a finalidade de verificar o comporta-

mento do cabo frente ao movimento de ambos os aviões. Para isso, no segundo caso, uma

deflexão de aileron de δl = −5o foi imposta no primeiro avião durante os primeiros 1,5

segundos de simulação. Então, o movimento do cabo e dos dois aviões estão apresentados

nas Figuras 34 e 35 e as velocidades, derrapagens, velocidade de rolagem e bank angle

de ambos os aviões ao longo do tempo na Figura 36. Como é possível observar, o cabo

apresenta um movimento coerente junto ao primeiro avião enquanto o segundo basica-

mente mantém a condição de voo inicial, com movimento imperceptível. Desta forma,

estes resultados corroboram com a correta implementação e reconstrução das informações
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O terceiro e último caso consiste em um teste semelhante ao caso 2, mas com

comando de aileron de δl = +5o no segundo avião. Assim, os resultados de posição dos

aviões ao longo do tempo estão apresentados nas Figuras 37 e 38.

Figura 37 – Movimento dos aviões - Caso 3, Parte 1.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 38 – Movimento dos aviões - Caso 3, Parte 2.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Dado que a perspectiva dificulta a comparação direta por meio de figuras entre

o segundo e o terceiro caso, procurou-se analisar a posição de um avião em relação ao

outro ao longo do tempo para ambos os casos. Desta maneira, a Figura 39 apresenta a

posição do primeiro avião em relação ao segundo no caso 2 e do segundo em relação ao

primeiro no caso 3. Percebe-se que há uma leve diferença na posição especialmente em x,

mas considera-se aceitável, com as possíveis fontes de erros já discutidas no caso 1, tais

como propagação de erros numéricos no avião 2 e refinamento de número de elementos.

Ademais, a evolução dos estados do avião, apresentados na Figura 40, confirma novamente

a semelhança do movimento em relação ao caso 2. Desta maneira, considera-se que as

dinâmicas dos dois aviões foram implementadas e capturadas corretamente, garantindo a

validade do simulador desenvolvido.
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6 CONCLUSÕES

O presente trabalho propôs o desenvolvimento numérico de um modelo que fosse

adaptado à simulação de um par de aviões conectados. Inicialmente, uma pesquisa bibli-

ográfica sobre diferentes tipos de instabilidades foi realizada a fim de tentar verificá-las

posteriormente em simulação. No entanto, apenas o critério de estabilidade proposto por

Phillips (1949) foi considerado pertinente ao trabalho e, posteriormente, verificado em

simulação.

Em seguida, três modelos foram selecionados para serem estudados matematica-

mente e potencialmente implementados computacionalmente. O primeiro, Lumped Parame-

ter Method foi considerado não adequado devido a indeterminação matemática apresentada,

que não foi possível ser contornada. Os dois outros modelos propostos foram baseado em

MEF (Método dos Elementos Finitos) com elementos de barra e de viga não-linear, no

qual foi possível verificar em ambos o critério de estabilidade encontrado. No entanto,

dado que o último inclui os esforços de torção e flexão em sua formulação, considera-se

que este possui maior representatividade física, mas possui maior custo computacional

associado.

Além disso, foi possível analisar casos testes de ambos os modelos implementados

a um caso de aviões conectados, no qual ambos apresentaram coerência com a dinâmica

esperada. Portanto, considerou-se que o objetivo do trabalho de construir um algoritmo

computacional para simulação numérica de um par de aviões conectados foi concluído.

Ainda sim, sugestões para trabalhos futuros são propostas:

• Uma verificação mais detalhada sobre os casos onde o elemento de barra poderia

ser aplicado sem grande prejuízo a representatividade física do problema;

• Otimização dos algoritmos desenvolvidos para elemento de viga, em especial

no cálculo da derivada ∂Jhε/∂ε, a fim de tentar reduzir o custo computacional

e permitir o maior refinamento da discretização espacial utilizada, bem como

maiores intervalos de simulação;

• Estudo detalhado sobre a influência da propagação dos erros numéricos sobre o

segundo avião para o caso de MEF com elemento de viga não linear;

• Melhoramento da solução aerodinâmica utilizada no cabo, de maneira a levar

em consideração a curvatura entre dois nós no caso do elemento de viga, ao

invés de considerar uma barra reta entre dois pontos;

• Identificação dinâmica do cabo utilizando elemento de viga tendo como base

os esforços do cabo medidos nas aeronaves (tração, torção e flexão), além de

informações sobre o regime de voo, como velocidade e altitude, os quais afetam

diretamente o comportamento dinâmico do cabo devido à aerodinâmica.
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