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“Once you have tasted flight, you will forever walk the earth with your eyes turned

skyward, for there you have been, and there you will always long to return.”

John Hermes Secondari



RESUMO

A modelagem dindmica de um par de avides conectados permite o estudo do comporta-
mento dos avioes em diferentes contextos de voo e possibilitando, assim, a avaliacao de
condigoes seguras de operagao para casos como reabastecimento aéreo ou rebocamento
para planadores. Ainda, o modelo pode igualmente ser utilizado para o projeto de leis
de controle para ambos avides que aumentam a seguranca da operacao. Considerando
isto, este trabalho propoe o estudo e desenvolvimento de um modelo dinamico numérico
envolvendo os avides conectados por cabo. Entao, iniciou-se pela realizagao de uma revisao
bibliografica sobre os diferentes tipos instabilidades que podem ocorrer no cabo, afim de
tenté-las identificar em simulacao e evitar envelopes perigosos de voo. Em seguida, foi
realizada a pesquisa, implementacao e adaptacao de modelos dinamico-estruturais numé-
ricos que podem ser utilizados para modelar o cabo em um contexto de avioes conectados.
Trés modelos foram estudados e implementados. O primeiro é baseado no Lumped Para-
meter Method, o segundo baseado em Método dos Elementos Finitos utilizando elementos
de barra e, por fim, o ultimo sendo Método dos Elementos Finitos com a utilizagao de
um elemento de viga nao linear. As simula¢des mostraram que o primeiro método nao
era adaptavel ao problema, enquanto os dois tltimos foram facilmente implementados e
testados. Uma comparacao entre os dois modelos foi realizada, a fim de determinar qual
era mais apropriado em diferentes contextos. Os resultados demonstraram que o MEF
com elementos de barra apresentou comportamento estatico idéntico ao elemento de viga,
mas, dinamicamente, foram encontradas diferencas consideraveis entre os dois tipos de
elemento, no qual o elemento de viga foi considerado fisicamente mais representativo. Por
fim, utilizando-se ambos tipos de elemento propostos, buscou-se verificar o critério de
estabilidade encontrado, em que uma perturbagao seria amplificada caso se propagasse
pelo cabo no sentido da direcao do vento. Concluiu-se que, para os dois casos, o critério de
estabilidade foi verificado, mas com comportamentos distintos entre os tipos de elemento.

Palavras chave: Par de avides conectados; Simulagao; Método dos Elementos Finitos.



ABSTRACT

The dynamic modeling of a pair of aircraft connected by a cable allows the aircraft’s
behavior to be studied in different flight conditions, enabling the assessment of safe
operating conditions for cases such as aerial refueling or glider towing. In addition, this
model could also be used to design flight control laws for both aircraft involved, in order
to enhance the operation’s safety. In light of that, this work proposes the study and
development of a dynamic numerical model involving the two aircraft connected by cable.
Hence, we started from a literature review on a series of instabilities that could occur in
the cable, so as to attempt to verify them in the simulation and avoid dangerous flight
envelopes. Then, the research, implementation, and adaptation of structural-dynamics
numerical models, which could be used for modeling a pair of tethered airplanes, were
performed. Three of them have been studied and implemented. The first is based on the
Lumped Parameter Method, the second is based on the Finite Element Method using
a member element and the last is a Finite Element Method using a non-linear beam
element. The simulations have shown that the first method was not suitable for the
proposed problem, whereas the latter two were easily implemented and tested. In addition,
a comparison was made between the last two to determine which one was the most suitable
for different contexts. The results have shown that the behavior of the Finite Element
Method using bar elements was statically identical to that using beam elements. However,
dynamically, the methods have presented considerable differences, in which the beam
element has been deemed to be more physically consistent. Finally, using both types of
element, we sought to verify the stability criterion found, according to which a disturbance
would be amplified if it traveled downwind. It was concluded that, for both cases, the
stability criterion was verified, but with different behaviors between the element types.

Keywords: Pair of tethered aircraft; Simulation; Finite Element Method
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1 INTRODUCAO

O estudo, modelagem e simulagao de um par de avioes conectados tem crescido
interesse por seus importantes campos de aplicagdo. Na industria militar, por exemplo,
pares de avides conectados sao extensivamente vistos em reabastecimento aéreo, como
ilustrado nas Figuras 1 e 2, buscando aumentar a autonomia de suas aeronaves sem a
necessidade de pouso. Além disso, na aviacao civil, planadores nao motorizados sdo comu-
mente rebocados por outros avides, a fim de decolar e ganhar altitude, como mostrado
na Figura 3, para prosseguir voo. Portanto, prevenir falhas criticas no sistema de reboca-
mento ou reabastecimento possui um grande papel para garantir a seguranca em todas
as condigoes de voo. Para isso, modelar o comportamento do cabo conectando as duas
aeronaves, junto aos avioes propriamente ditos, e tentar prever suas instabilidades e seu
comportamento é extremamente 1til para o projeto leis de controle modernas de modo a

evitar perigos envelopes de voo.

Figura 1 — Missao de reabastecimento aéreo Figura 2 — Missao de reabastecimento aéreo
FAB. RAF.

Fonte: Forca Aérea Brasileira (2023).

Figura 3 — Planador sendo rebocado.

Fonte: Science Learning Hub (2011).
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Estabelecer, resolver e simular equagoes do movimento para todo o sistema, in-
cluindo o cabo e as aeronaves, sao tarefas com certo grau de complexidade, dado que
isto envolve a resolucao de equagoes parciais ordinarias acopladas Cochran et al. (1992).
Trabalhos precedentes focaram na resolugdo numérica deste problema e utilizaram majori-
tariamente o critério proposto por Phillips (1949) para prever instabilidades espaciais no
cabo, ou seja, aquelas que amplificarao as perturbacoes inseridas. No entanto, um estudo
mais geral e detalhado sobre instabilidades, como as instabilidades auto-excitantes, é de
grande utilidade para estabelecer um envelope de voo seguro.

Desta maneira, o presente trabalho propoe o desenvolvimento de um modelo dina-
mico para estudo do comportamento de um par de avioes conectados. Para isso, iniciou-se
pelo estudo de diferentes tipos de instabilidades, objetivando identificar aquelas auto-
excitantes, através da revisao bibliografica de trabalhos em diferentes campos do conhe-
cimento, tal como engenharia civil, para definir se elas podem ocorrer em um par de
avioes conectados. Em seguida, o trabalho foca na pesquisa, implementacao, simulagao e
comparacao de diversos modelos de cabo que sdo adaptados a simulagdo de um par de
avioes conectados.

Diante do exposto, o trabalho é apresentado da seguinte maneira:

o Capitulo 2: Neste é realizada uma revisao bibliografica sobre os diferentes tipos
de instabilidade encontrados em cabos em diversos campos do conhecimento.
Em seguida, é apresentado e discutido quatro modelos diferentes que podem

ser usados na modelagem numérica dos cabos.

o Capitulo 3: Sao matematicamente apresentados os trés diferentes modelos de
cabos que foram implementados no decorrer do trabalho. Ainda, suas vantagens
e limitagoes sao discutidas. Além disso, ainda sdo apresentadas as equacoes
do movimento relacionadas ao aviao e mostrado como elas sao integradas ao

modelo matematico do cabo.

o Capitulo 4: Focado na apresentacio da resolugao numérica dos modelos mate-
maticos previamente apresentados. Comparagoes entre diferentes solugoes sao
apresentadas e discutidas. Além disso, algumas validagdes do modelo implemen-

tado sdo mostradas.

o Capitulo 5: Apresentacao dos resultados obtidos e comparagao entre os dois

principais modelos matematicos selecionados no trabalho.

« Capitulo 6: Conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 ESTABILIDADE DO CABO

A primeira parte deste estudo consistiu na identificacdo de diferentes tipos de
instabilidade que podem ocorrer em um cabo, por meio de uma pesquisa bibliografica.
Neste contexto, o primeiro critério que sera discutido, e o mais comumente usado para
veiculos conectados, foi proposto por Phillips (1949), o qual concluiu que se a velocidade
do escoamento for maior que a velocidade de propagacao da onda, as perturbagoes que
se deslocam no sentido do vento relativo serao amplificadas. Caso contrario, estas serdo
amortecidas caso a velocidade de propagacdo da onda for maior ou a perturbagao se
desloque no sentido contra o vento Phillips (1949). Para isso, a velocidade de propagagio

de uma onda pode ser calculada por meio da Equagao (1).

T

Vwave = ﬁ’ (1)
em que Viyque é a velocidade de propagagdo da onda em m/s, T é a forga axial atuante
no cabo, expressa em Newtons, e p é a densidade linear do cabo, dada em kg/m. Este
critério é uma ferramenta poderosa que pode, por meio de uma simples relacdo matematica,
prever se uma perturbagao serda ou nao amplificada, além de ser facilmente verificado em
simulagoes. Entretanto, esse critério nao consegue prever instabilidades auto-excitantes,
que podem ser criticas.

Além disso, Z.H. Zhu e S.A. Meguid (2007a) realizaram uma andlise espectral
modal usando MEF (Método dos Elementos Finitos) para estudar a dindmica do cabo em
profundidade e, consequentemente, suas instabilidades. No entanto, os autores concluiram
que esta analise nao era apropriada, dado que o principal mecanismo de instabilidade
associado as perturbagoes foi aquele descrito por Phillips (1949) e ndo a ressonancia do
cabo. Logo, como nenhuma instabilidade auto-excitante foi identificada nesta area, isso
motivou a pesquisa de outros mecanismos que poderiam levar a instabilidade em outros
campos da engenharia.

Desta maneira, o primeiro fenémeno encontrado é chamado de galloping, uma ins-
tabilidade aerodinamicamente induzida em baixa frequéncia e grande amplitude, causada
principalmente por um forte gradiente de sustentagao negativo por angulo de ataque. Con-
sequentemente, a energia vinda do escoamento amplifica o movimento do cabo, levando
a instabilidade Fujino, Kimura e Tanaka (2012). Este fenomeno pode ser previsto pelo
critério de Den Hartog Hartog (1956), no qual

L. 0 2

em que (7, é o coeficiente de sustentacao da segdo transversal do cabo, a o dngulo de

ataque e Cy o coeficiente de arrasto. Portanto, a partir deste equagao, é possivel concluir
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que para perfis simétricos, ou seja, dC,/da = 0, ndo hé chance de ocorréncia de galloping.

Segundo Jeff Wang (2008) e Chabart e Lilien (1998), formacao de gelo é uma das

principais razoes para aparicao de galloping em linhas de energia, dado que isto muda

o perfil aerodinamico para um assimétrico, Figura 4 e, portanto, estas podem se tornar
propensas ao galloping caso o perfil possua um gradiente dCt,/da negativo.
Figura 4 — Perfil aerodinamico alterado pela formacao de gelo.

Gelo

Perfil original

Perfil modificado

Fonte: Elaborado pelo autor.

No entanto, Cheng et al. (2008) também reportaram a aparigao de galloping em
cabos secos (sem formagao de gelo) e secao circular em testes em tunel de vento. O artigo
apresenta uma extensa série de ensaios estaticos e dinamicos em diferentes configuragoes
de cabo, onde a instabilidade tipo galloping foi encontrada. Todavia, esse fen6meno apenas
foi observado em um ambiente controlado de laboratoério e era extremamente sensivel as
condigdes ambientais, em que uma pequena mudanca como dia de ensaio ensolarado ou
chuvoso poderia alterar sua ocorréncia. Ainda, usando os dados de pressao obtidos a partir
dos testes estaticos, o artigo pode estimar os coeficientes de arrasto e de sustentacao para
cada configuracao testada. Esses coeficientes foram utilizados pelo artigo complementar
Cheng, Irwin e Tanaka (2008), o qual foca na explicacdo dos mecanismos fisicos de
ocorréncia da instabilidade. Com isso, um gradiente de sustentagao negativo por angulo
de guinada foi encontrado e, utilizando um critério de Den Hartog modificado proposto
pelo autor, a aparéncia galloping pode ser explicada para este caso.

Além disso, Matsumoto et al. (2001) estudaram e detalharam um diferente tipo de
instabilidade, que também é auto-excitante, mas que nao leva a um movimento divergente
como galloping. Este fenomeno foi observado devido a interagao de vortices em um cabo
inclinado exposto ao escoamento em alta velocidade. Assim, essa instabilidade foi reportada
para velocidades reduzidas do vento, Equacao (3), de 20, 40, 60 e 80 e é causado pela

interacao de vértices de Karman e vortices axiais, no qual o segundo amplifica o primeiro.

V .
Vred: }ugd’ (3>
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onde V,..4 € a velocidade reduzida do vento expressa adimensionalmente, V,,;,,; a velocidade
relativa do vento, em m/s, f a frequéncia, em Hz, e D o didmetro do cabo, em m.

No entanto, Matsumoto et al. (2001) concluiram que mais estudos sdo necesséarios
para tornar claro estes mecanismos, dado que eles sdo muito sensiveis as condi¢oes experi-
mentais. Ademais, a vibracao limitada em amplitude apresentada nos resultados obtidos
por Cheng, Irwin e Tanaka (2008), os quais poderiam ser explicados por esse fenémeno,
mostraram maxima amplitude de apenas 1D.

Considerando todos os fendomenos apresentados, considerou-se que nenhum desses
apresenta impacto significativo ao estudo de avides conectados por um cabo. Portanto,
apenas a instabilidade proposta por Phillips (1949) sera relevante e levada a diante neste
trabalho.

2.2 MODELOS MATEMATICOS

Apébs o estudo bibliografico sobre as instabilidades no cabo, decidiu-se focar no
estudo da modelagem numérica deste, a fim de simular e verificar o critério de estabilidade
proposto por Phillips (1949), mas também implementar um modelo numérico que é adap-
tado a um par de avides conectados e que podem ser usados futuramente na identificacao
dinamica do cabo para diferentes condi¢oes de voo. Essa secao tem a intencao de realizar
uma breve revisao bibliografica sobre esses diferentes modelos que foram encontrados,
além de elencar seus pros e contras. Ainda, a Tabela 1 apresenta uma sintese comparativa

entre os modelos que sao discutidos.

Tabela 1 — Anélise comparativa entre os diferentes modelos matematicos para modelagem

do cabo.

Parametro de comparacao Elemento de viga Elemento de barra Lumped Parameter Method
Desenvolvimento matematico +++ +4+ +

Custo computacional +4+ ++ +
Acuracidade +++ ++ +
Extensibilidade Sim Sim Nao
Continuidade de curvatura e inclinagao Sim Nao Nao

Esforgos de flexao Sim Nao Nao

Verificacao do critério de Phillips Sim Sim Sim

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.2.1 MEF utilizando um elemento de viga nao-linear

Duas formulacoes diferentes foram encontradas e estudadas usando os principios
de uma viga tri-dimensional nao-linear com trés nés. A primeira foi proposta por Z.H.
Zhu e S.A. Meguid (2007a), utilizada em sua anélise modal espectral, e melhor detalhada
em Z.H. Zhu e S.A. Meguid (2006), Z. H. Zhu e S. A. Meguid (2006) e Z.H. Zhu e S.A.
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Meguid (2007b). Essa modelagem consiste numa formulacdo de MEF nao linear e que foi
utilizada pelos proprios autores aplicado ao caso de reabastecimento aéreo. No entanto,
encontrou-se certa dificuldade em prosseguir com a implementacao numérica do modelo
com base no desenvolvimento apresentado nos artigos.

Desta maneira, uma segunda formulagao de viga nao linear foi encontrada, apre-
sentada desta vez por Shearer (2006) e Su (2008) e utilizada no contexto de anélise de
aeronaves altamente flexiveis. A teoria ¢ novamente uma modelagem nao linear utilizando
MEF, na qual um elemento de viga com trés nés é desenvolvido, resolvido a partir do
campo das deformacoes e, com isso, seus respectivos deslocamentos podem ser calculados.

A utilizagao deste tipo de elemento apresenta grandes vantagens, como permitir
grandes deformacoes e garantir a continuidade de inclinagao e curvatura do cabo. Desta
maneira, esse modelo apresenta a melhor acuracidade entre todos estudados. No entanto,
possui uma inerente complexidade em sua formulagao matemética e um enorme custo
computacional associado. Desta forma, a formulagao proposta por Shearer (2006) e Su
(2008) sera implementada e seus resultados comparados com o modelo MEF utilizando

elementos de barra que sera apresentado posteriormente.

2.2.2 MEF com elemento de barra tri-dimensional

Li e Z. H. Zhu (2015) utilizaram essa modelagem em um par de espagonaves
conectadas, no qual o MEF foi empregado usando um elemento de barra, ou seja, que
considera apenas a deformagao axial. Consequentemente, o presente modelo possui uma
acuracidade menor do que o apresentado previamente, considerando o fato que este nao
respeita a continuidade de inclinacao e nem curvatura, além de nao incluir esforcos de
flexao.

Entretanto, este modelo possui um desenvolvimento matematico consideravelmente
mais simples e pode ser implementado com o uso de um método de integragao temporal
explicito, como o Runge-Kutta de 4* ordem para casos levemente instaveis. Isso leva a um
modelo computacional consideravelmente mais barato e que torna viavel a simulagao para
geracao de uma grande quantidade de resultados. Além disso, um método implicito, tal
como o método Runge-Kutta Gauss-Legendre de 4* ordem sugerido pelos autores, pode
ser usado para casos que requerem maior acuracidade, como casos instaveis. A selecao
do algoritmo de solugao temporal sera discutido de maneira detalhada em capitulos
posteriores. Apesar de uma acuracidade menor em relacao ao modelo anterior, este possui
maior acuracia que o modelo que serd apresentado em seguida, dado que o primeiro
considera a extensibilidade do cabo.

Desta maneira, assim como ja citado anteriormente, esse modelo sera implementado
computacionalmente e comparado ao anterior, elencando suas diferencas e possiveis pontos

fortes.
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2.2.3 LPM (Lumped parameter method)

O lumped parameter method foi introduzido para reabastecimento aéreo por Ro,
Ahmad e James Kamman (2009) e Haitao Wang et al. (2014), no qual consiste na discreti-
zacao do cabo em elementos com massa pontual interligados e, considerado pelo primeiro
autor, como inextensiveis. Deste modo, o desenvolvimento matematico desse modelo é
consideravel mais simples quando comparado aos anteriores, mas também possui menor
acuracidade.

Entretanto, Ro e James W. Kamman (2010) reporta boa correla¢ao dos resultados
entre simulagdo e ensaios de voo estéticos (velocidade constante). Além disso, estudos
de convergéncia desenvolvidos pelo mesmo autor com o modelo proposto mostraram que,
com a utilizagdo de 20 elementos e um passo de tempo de 0,01 segundos, foram obtidos
resultados proximos a modelos de maior fidelidade com 60 elementos e 0,0001 segundos, o
que pode ser considerado benéfico de um ponto de vista computacional. Por esta razao,
este foi o primeiro modelo implementado e testado neste trabalho, apesar do fato que a
modelagem matematica ter revelado uma grande restricdo durante as simulagoes, o que
sera discutido no proximo capitulo, junto a diferentes solugoes que foram testadas para

tentar contornar o problema.
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3 MODELAGEM MATEMATICA

Apos a pesquisa bibliografica, os dois ultimos modelos junto ao modelo utilizando
elemento de viga nao-linear apresentado por Su (2008) e Shearer (2006) foram implementa-
dos. Essa secdo tem a intencao de realizar uma breve descricdo matematica e as possiveis

limitagoes de cada um.

3.1 LPM (Lumped parameter method)

A descrigdo matemética a seguir é baseada em Ro, Ahmad e James Kamman (2009),
que aprofunda melhor seus procedimentos. No entanto, serd til sintetiza-la aqui para a
discussao que serd realizada no final desta se¢do sobre o indeterminismo matemaético do
método.

Primeiramente, é importante definir os sistemas de coordenadas que sera usado.
Considere os dois sistemas apresentados na Figura 5, em que Oy X;Y;Z, corresponde ao
sistema inercial de coordenadas e Oy, Xy, Yy Zy ao sistema no qual os eixos sao paralelos
ao sistema do avidao, mas centrados no ponto de conexao do cabo ao aviao Haitao Wang
et al. (2014). No presente trabalho, serd assumida a hipétese de que o cabo esté conectado
ao CG (Centro de Gravidade) do avido, logo o sistema de coordenadas do avido coincide
com Oy Xy YwZuy.

Figura 5 — Sistema de coordenadas adotado para o LPM.

Fonte: Haitao Wang et al. (2014).

Toda a descricao matematica é baseada no referencial Oy Xy, Yy Zyw, utilizando o
tamanho do elemento do cabo e os angulos 0p e Of9 relativos, respectivamente, aos
planos Oy XY € Ow Xy Zy, para definicao do vetor de posicao relativa Haitao Wang
et al. (2014).
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Desta forma, considere a Equagao (4), que descreve o vetor posi¢ao de uma massa

pontual K.

TK =TK-1+PK, (4)
em que rg é o vetor posicao do ponto K, rg_1 o vetor posicao do ponto K — 1 e pg o
vetor de posicao de K relativo a K — 1. O vetor pgx pode ser reescrito em termos de 0

e 09 como

pr = —lx[cos(0x1)cos(Oxa)wr + sin(fxo)ws — sin(Of 1 )cos(f o) w3, (5)

no qual [;, é o tamanho (comprimento do elemento) e w1, wa e w3 sao os vetores unitarios
do sistema de referéncia O, X, Y Zw.

Desta maneira, os vetores velocidade e aceleragao de cada pontos sao dados por

Vg = VK1t PK, (6)

ag =ag_1+ Pk,

onde as derivadas de py sdo

2
Pr = Y (PK 0, 0Ki) + (Wi X PK), (7)
i=1
2 .. 2 .
Pr = > Pk OKi) + D (P .0 0Ki) + (cw X i) + (Wi X PK), (8)
i=1 i—1

em que pr g,..= OPK J00k i, wy e ayy sdo, respectivamente, a velocidade e a aceleragao
angular do sistema de coordenadas Oy Xy Yy Zw. Realizando o produto escalar da
Equagdo (8) com pg g, . e considerando que pg g, *PK g,, = 0, as aceleragdes angulares

05, sao dadas por

2
OKi = P gy, 0K —aK 11— Zl(PK,eKﬁKz’) —(aw xpg) — (W XP)|/ (PK 61; PK 01;)-
i=
’ (9)
E importante destacar que o produto no denominador da Equacdo (9) pode ser
simplificado como pg g,, * PK.g,; = l%( - cos(Af9)? Haitao Wang et al. (2014), o que
torna claro o indeterminismo matemético quando 09 = +m/2 que serd discutido apds o
término da descricao do método.
Apéds a modelagem cinematica apresentada previamente, o método deve ser com-
pletado com a parte dindmica (inclusdo de forgas). A partir da Segunda Lei de movimento

de Newton, a aceleracao do ponto K pode ser escrita como:
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ag = (qg +tg —tx_1)/mg, (10)

onde g ¢ a forca externa resultante atuando no ponto K, tx e tx 1 sao as tensoes de
conexao dos elementos e my a massa no ponto K. Finalmente, considerando a hipéteses
de conexoes inextensiveis, a aceleracao relativa entre dois pontos é a propria aceleracao

centripeta:

-2
(ax —ag_1)ng = lgnk, (11)
em que my ¢ um vetor unitario que aponta do ponto K para K — 1. Substituindo

a Equacao (10) em (11), obtém-se a expressao utilizada para calcular as tensoes dos

elementos, apresentada pela Equagao (12).

—(ng_1-n)tg_1/mig_1+Q/mg_1 +1/mg)tg — (ngi - nE)tc

g (12)
=Ilgnj + (@x—1/mg_1 — aK/mK) - Nk.

Assim, o modelo numérico foi implementado utilizando o método Runge-Kutta de
4% ordem, como sugerido por Ro, Ahmad e James Kamman (2009). Entretanto, ao retornar
ao indeterminismo matemético apresentado na Equagao (9), apesar de Haitao Wang et al.
(2014) argumentarem que em uma situa¢ao normal de reabastecimento aéreo a condigao de
09 = +m/2 ndo é comumente verificada, isso foi frequentemente observado em simulagoes
durante todo esse estudo. Considerando isso, algumas solucoes foram testadas para lidar
com esse problema, que serao discutidas em seguida, junto as suas limitagoes.

Na primeira tentativa, apds o calculo das tensdes nos elementos por meio da
Equacao (12), as aceleragoes de cada ponto foram calculadas por meio da Equagao (10) e
integradas diretamente a fim de obter a velocidade e posi¢ao do ponto no préximo passo de
tempo. Contudo, dado que a integracao nao foi realizada por meio da relagdo cinematica
fornecida pelas Equagoes (7), (8) e (9), foi pensado que, numericamente, essa abordagem
nao garante a inextensibilidade do cabo e, portanto, desrespeita uma das hipdéteses do
modelo proposto. De fato, esse problema foi largamente verificado em simulagoes e nao
pode ser solucionado.

A segunda tentativa envolveu mesclar o método descrito com a primeira solugao
proposta, ou seja, quando a simulagao estd distante do ponto 0x9 = +m/2, 0 método
original é utilizado, mas quando o angulo se aproximava do indeterminismo matematico,
o modelo era integrado pela correcao e, posteriormente, os angulos eram calculados por
relagoes geométricas. Essa proposta funcionou relativamente bem nas primeira validagoes
em reabastecimento aéreo e foi extensivamente utilizada para verificar, por exemplo, a
condigao de instabilidade proposta por Phillips (1949). Todavia, durante o progresso do
estudo, quando o foco retornou novamente a um par de avides conectados, ficou evidente

que essa correcao sugerida levava igualmente a pequenos erros nos vetores posicao, que
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eram propagados no espago (ao longo do cabo) e no tempo, o que é um grande problema,
especialmente para simular casos como duas aeronaves estaticas uma em relagao a outra.

Na tltima tentativa, tentou-se integrar diretamente a velocidade angular do vetor
unitario ng e, multiplicando por [j, obteria-se px. Contudo, assim como as duas ultimas
tentativas, isso também gera pequenos erros no vetor posicao que sao propagados ao longo
do cabo e levam ao mesmo problema explicado anteriormente.

Desta maneira, apos todos esses testes, o LPM nao funcionou como esperado,
mesmo com as tentativas de melhora-lo para evitar a indeterminacao matematica. Entao,
essa modelagem foi descartada, por claramente nao ser adaptavel ao objetivo proposto
no presente trabalho, mesmo que este modelo seja extremamente barato do ponto de
vista computacional e tenha apresentado boa concordancia com resultados estaticos em

reabastecimento aéreo Ro, Ahmad e James Kamman (2009).

3.2 MEF COM ELEMENTO DE BARRA

A descrigao matematica desse modelo foi desenvolvida por Li e Z. H. Zhu (2015)
em sua aplicagdo para espacgonaves conectadas. Desta forma, no presente trabalho, essa
formulacao sera utilizada com uma abordagem diferente para aplicacao das forgas externas
e resolu¢ao numérica.

Para a formulagao a seguir, considere o sistema de coordenadas global (OXY 7)
mostrado na Figura 6, centrado no CG do avidao em sua condicao inicial, no qual Z aponta
em direcao ao centro da terra, paralelo ao vetor gravidade, X ao longo da fuselagem do

aviao e Y completa o sistema de coordenadas.

Figura 6 — Sistema de referéncias adotado para MEF utilizando elemento de barra.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Além disso, um sistema de coordenadas local (oxyz) sera utilizado, sendo = orien-
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tado na direcdo do elemento, z é perpendicular a x e ao vetor de velocidade média do
elemento e y completa o sistema de coordenadas.

Inicialmente, o cabo de ligamento entre os avioes sera discretizado em elementos
de barras, com n elementos e k nds, onde £k = n+ 1. O vetor posicao do elemento, descrito
por suas posi¢oes nodais, pode ser escrito no sistema de coordenadas global segundo a
Equagao (13).

xr :Nme, (13)

em que z= (X,Y, Z)T ¢ a posicao de um ponto qualquer no elemento, IN é a matriz de
forma e xe= (Xp, Yi, Zp, Xpp i1, Va1, Zk+1)T é o vetor de coordenadas nodais. A matriz

de forma desse elemento de barra tridimensional pode ser escrita como:

1—¢ 0 0 e 00
N=| 0 1—-¢ 0 0 ¢ 0], (14)
0 0 1—¢ 0 0 ¢

onde e=x/L e L é a norma euclidiana de x.. Além disso, a deformacao de Gauss-Lagrage

é definida como

Le — L
e — 20 _ ByQaxe — 1, (15)
LeO

no qual Leg e Le sdo, respectivamente, o comprimento original (ndo deformado) e defor-

63;:

mado do elemento, B a matriz de deformacao escrita no sistemas de coordenadas local e

QQ a matriz de transformacao, definidos por

By=[-1/Lgo 0 0 1/Legy 0 0], (16)
[cos 6 x cosfy cosfly 0 0 0 |
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Q= : (17)
0 0 0 cosfx cosfy cosfy
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 |
e
[X7Y7Z]]€_[X7KZ]]€ 1
COS G[X,Y,Z] = I + . (18)
€
A fim de obter a matriz de massa, M, a energia cinematica, E;,, pode ser descrita
por

1 /L 1
Bein =5 /O pAw! wds = Sal Mae. (19)
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onde p ¢ a densidade volumétrica do cabo e A a 4rea de segao transversal do cabo. Desta

maneira, a matriz de massa elementar é escrita como

200 1 0 0
020010

ap_ PALe |0 0 2 0 0 1) 20)
6 (100200
010020
00100 2

Além disso, como consequéncia do par de avides conectados, deve-se somar matrizes
de massa complementares no primeiro e no ultimo elemento do cabo, correspondentes as
massas dessas aeronaves, como apresentado nas Equacdes (21) e (22), no qual M ¢ a

matriz de massa adicionada no primeiro elemento e M, no ultimo.

mp1 0 00 0
0 mp1 000
0 0 my 000
M, = P , 21
pl O 0 0 000 (21)
0 0 000
0 0 000
0 oo0o 0o 0 0]
000 0 0 0
000 0 0 0
000 mpy 0 0
000 0 mp O
000 0 0 my)

onde my1 e my2 sdo, respectivamente, as massas do primeiro e do segundo aviao.
Ademais, a fim de obter a matriz de rigidez, a energia potencial de um elemento

pode ser escrita da seguinte maneira:

1 rLe 1 1 1
U= | BA?ds = Sal Ko — Sal fi + P AL, (23)

no qual fi. ¢ o vetor de forca nodal generalizada, que surge devido a elasticidade do
elemento no referencial global Li e Z. H. Zhu (2015). Desta maneira, a matriz de rigidez é

definida como:

K = EAQ" B} ByQ = QTK(Q, (24)

em que
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(1 00 -1 0 0]
00 0 00
szzfgg 00 0 00 | (25)
Lo|-1 00 1 00
0 00 0 00
000 0 0 0

onde F é o modulo de elasticidade do material do cabo e o vetor de for¢a nodal generalizada,

T

fr = EALoQ"B{ . (26)

Portanto, a equagao do movimento dos elementos do cabo pode ser escrita conforme

a Equagao (27),

Mie + Kze = fi, + fw + fa + I, (27)

no qual fy € o vetor da forca peso, fj o vetor da forca de arrasto e fp sao as forcas dos
avioes aplicadas na ponta dos cabos.
Assim, como ¢ utilizado um sistema de coordenadas globais, o vetor de forca peso

atuando em cada elemento pode ser facilmente calculado por

AgL
ﬁV=3%%@m0100u? (28)

onde g é a constante gravitacional.

Finalmente, os tltimos elementos a serem computados sdo a propria forga de
arrasto do cabo e as forgas devido as aeronaves. No entanto, ambas serao apresentadas
posteriormente, durante e apos a formulacao do MEF utilizando elemento de viga nao
linear.

No que tange o movimento do avido, ao integrar as forgas e as massas dos avides nas
pontas do cabo, considera-se que a velocidade na ponta do cabo é a prépria velocidade dos
avioes e, portanto, nao é necessario calcula-las separadamente. Ja para as rotagoes, tem-se
uma situagao particular. Considerando que o cabo nao esté engastado no aviao, isto é, os
movimentos de rotagao do cabo sao independentes da rotacao do avidao, deve-se calcular
a rotacao dos avioes de maneira independente. Isto sera realizado por meio dos termos
correspondentes ao movimento de rotacao presentes na equacao de movimento de corpo
rigido, mostrada na Secao 3.3.1. Além disso, a Secao 3.3.7.2 apresenta o equacionamento

das forcas e momentos atuantes no aviao.
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3.3 MEF COM ELEMENTO DE VIGA NAO-LINEAR

Nesta secao, sera realizada a descricao do modelo de MEF utilizando elemento

de viga nao-linear baseado nas formulagoes apresentadas em Shearer (2006), Su (2008) e
Brown (2003), os quais apresentam em detalhe cada passo da formulagao. Neste trabalho, o
modelo sera apresentado de maneira simplificada com as adaptagoes relevantes ao presente
estudo, as quais serao destacadas. Para isso, as explica¢oes serao subdivididas em oito
partes importantes para obtencao das equagoes globais do movimento:

o Trabalho virtual do corpo rigido;

e Trabalho virtual devido a estrutura flexivel;

o Relacao cinematica;

e Matrizes de massa;

e Rigidez e amortecimento elementares;

e Inclusao de esforgos externos;

» Equagdes completas do movimento;

e Inclusao do segundo aviao;

o Propagacao do referencial movel.

3.3.1 Trabalho virtual corpo rigido

Primeiramente, antes de iniciar o equacionamento para obtencao da contribuicao
ao trabalho virtual do corpo rigido, é necessario definir os referenciais que serao utilizados.
Desta maneira, como apresentado na Figura 7, define-se G como um sistemas de coorde-
nadas inercial, o qual é posicionado em uma terra plana. Em seguida, o referencial B ¢é o
sistema de coordenadas maével que representa o primeiro avido. Este sistema é centrado
no CG da aeronave, possui o eixo X apontado na direcao do nariz do aviao, eixo Y para
a asa direita e o eixo Z completa o sistema de coordenadas. Além disso, define-se o vetor
PR, o qual aponta da origem do referencial G para a origem de B. E importante ressaltar

que o vetor pp € escrito no referencial B.

Figura 7 — Representacao referencial movel.

B, Referencial Moével

G, Referencial Inercial

Fonte: Shearer (2006) (Adaptado).
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Destaca-se aqui uma diferenca em relacao aos trabalhos de Brown (2003), Shearer
(2006) e Su (2008), em que, nestes trabalhos, o referencial B nao é posicionado no CG
da aeronave, pois, devido a flexibilidade desta, a posicao CG é variavel em relacao ao
avido. Logo, neles o referencial B é fixado em alguma regido arbitraria da aeronave (em
um ponto especifico da fuselagem, por exemplo) e um vetor auxiliar p,_, é utilizado para
definir a posicao do CG em relacao a origem de B.

Prosseguindo a descrigdo matematica, o trabalho virtual aplicado no referencial B

pode ser escrito como:

5W§ =0pp -

_jt(QB) + fextB] s
(29)

swli  =s0p- —

no qual @p é o vetor rotacao do referencial B em relacao ao referencial inercial, f.,;p

d
*(HB) + memtgl )

e m,,;p Sao0, respectivamente, as forcas e momentos externos aplicados ao referencial
B e Qp e Hp sao, respectivamente, as quantidades de movimento linear e angular do

referencial B, calculados por
Qp =mp - vp, (30)

Hp =1p wp, (31)

onde mp, vp, Ip e wp sao, respectivamente, a massa, velocidade, tensor de inércia e
velocidade angular associados ao referencial B. Finalmente, substituindo as Equagoes (30)
e (31) em (29), obtém-se

dwp = 0pp - (—mpbp —wp X (mpvp) +ferty), (32)
owl =080p-[~1p-wp—wp x (Ip-wp) + Mesty),

escrito em sua forma matricial

T
) ] f
owp=|TE| (Mg |2 ~Cop | Bl | ), (33)
00 wp wp Megtp
em que Mop e Cop sao
I 0
Meg—| 2% (34)
0 Ip
chIJB 0
Cor = ~ . (35)
0 IBwB
Ainda, a fim de definir o operador (7), considere o vetor a = [a] a2 ag]T, entdo a

¢ dado por:
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0 —a3z a9
a=| as 0 —-a (36)
—a2 al 0

Ressalta-se que uma descricao matematica mais detalhada sobre a obtencao das
EdM (Equagoes do Movimento) apresentadas anteriormente é realizada por Shearer (2006)

em seu trabalho.

3.3.2 Trabalho virtual corpo flexivel

Primeiramente, é necessario definir um novo sistema de coordenadas local, w,

apresentado na Figura 8, que serd utilizado para o célculo do trabalho virtual devido aos

elementos flexiveis.

Figura 8 — Sistemas de coordenadas local para corpo flexivel.

Deformed Wing

-\‘|):”

af= 1)

Undeformed Wing
==, )
wipls, )

Fonte: Shearer (2006).

Além disso, antes do equacionamento propriamente dito, é igualmente 1til introdu-
zir alguns conceitos que serdao utilizados no decorrer deste. Desta forma, define-se o vetor

posigao h(s) como um vetor 12 elementos dado por

T T T T T
h (s) = [P (5) wy (5) wy (s) w; (s)]; (37)
onde wy, wy e w, sdo vetores compondo a base do referencial local w e p(s) é escrito

como

p(s) =pp +pr(s), (38)

sendo py(s) o vetor posi¢ao da origem do referencial w em relagao ao sistema de coorde-

nadas B. Nota-se que as primeiras 3 componentes do vetor h(s) correspondem a posigao
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do referencial w em relagdo ao referencial inercial G enquanto os elementos restantes, ao
corresponderem a orientacao do referencial w, podem ser interpretados diretamente como
as rotacoes daquele ponto. Além disso, dado que esse vetor posicao possui 12 elementos,
ele corresponde a uma representacao nao minima da posicao de um ponto. Portanto, ele
sera posteriormente escrito através de relagoes cinematicas como uma fun¢ao de novas
varidveis independentes, €, apresentado na Equagao (39) e representando as deformagoes

do corpo, e b, mostrado na Equagao (40) e representando o movimento do referencial B.

€ = [ex Kz Ky k)T, (39)
b=[p} 61", (40)
B=b=v w] (41)

em que e, representa a deformacao axial do elemento de viga, k; a torcao da linha
de referéncia da viga, ry e k; as flexdes da viga em torno dos vetores de base wy e
w,, respectivamente. Com isso, pode-se escrever o deslocamento virtual, velocidade e

aceleragoes do vetor h(s) como:

oh = Jy.de + Jppob, (42)
h = Jj.& + Jy8, (43)
h = Jpe& + Jpé + T B+ I3, (44)

nos quais Jy. e Jpp sao Jacobianos que representam a influéncia das deformacoes e do
movimento do referencial B sobre o vetor posicao h(s), ou simplesmente as derivadas de
h em relacao a deformacao e em relacao a b, respectivamente. Ambos podem ser obtidos
através das relagoes cineméticas que serao apresentadas a seguir Su (2008). No entanto,
apenas Jp, sera explicitamente apresentado no presente trabalho. J& a obtencao de Jp,
possui maior complexidade associada e seu desenvolvimento explicito foi realizado por

Shearer (2006). Ademais, a derivada temporal Jj,. pode ser descrita como Shearer (2006):

8(Jh5) .
85 e.

Com isso, vale destacar que a derivada 0(J}.)/0e nao possui solugao analitica

Jhs -

(45)

desenvolvida por nenhum dos trabalhos de referéncia anteriormente citados e nao foi
possivel ser desenvolvida no presente trabalho. Desta maneira, quando necessario, esta foi
calculada numericamente, sendo posteriormente identificada como uma possivel fonte de

erros na solu¢ao numérica.
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Introduzidos estes conceitos, pode-se continuar com o desenvolvimento do trabalho
virtual do corpo flexivel. Assim, comeca-se pela definicao do vetor posicdo de um ponto

arbitrario a, apresentado na Figura 8, no corpo flexivel:

Pa =P + 2wz + ywy + 2wz, (46)

em que , ¥, z sao escalares definindo a posicao do ponto a no referencial w. Desta maneira,

a velocidade e a acelera¢ao do ponto a podem ser derivadas Su (2008):

Vg = P+ 2Ws + ywy + 2w, + wp X (pr + 2wz + ywy + 2w;), (47)

aq =P + Wy + ywy + 21, + wp X (pr + W, + ywy + 2w;)

+wp X [pp +wp X (pr + 2wg + ywy + 2w;)] (48)
+2wp X (Pr + W, + ywy + 2w;).

Entao, o trabalho virtual devido aos elementos elasticos por unidade de volume ¢é

dado por:

Wy = 0pg - (—agpdAds), (49)

no qual

0pa = 0p + xdwy + yowy + z0w. (50)
Assim, ao substituir as Equagoes (48) e (50) em (49):
dWq = — (0p + 2dwy + ydwy + z6w,)-
{D + 2y + yiby + 2, + wp X (pr + Wy + Yywy + 2w;) (51)
+wp X [pp +wp X (Pr + 1wz + ywy + 2w;)]
+ 2wp X (Pr + sWws + ywy + 2w;) }pd Ads.
Finalmente, o trabalho virtual por comprimento devido aos elementos elasticos

pode ser encontrado ao integrar a Equagdo (51) com respeito a segao transversal A Su

(2008):

I3 PL(s) 033 PL(s)
O3x3 Wl (s)| - O3x3 Wl (s
wp(s) = —(ShT(s) M_s(s) Naf’( ) B+ 2M._4(s) N;( )
03X3 wy (S) 03X3 wy (S)
033 W (s) O3x3 W (s)
Dr(s) @B O3x3 Osxs Osus| [Isxs PL(s)
i 0 X 0 0 0 ol
M) | PO g w20 98 O 00 1050 ()] gL
ty(s) O3x3 O3x3 @p  Osxs| |O3x3 W, ()
i, (s) O3x3 O3x3 Osxs @p | |03 wl(s)
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onde Ms(s) é a matriz de massa por unidade de comprimento do cabo, dada por

1 =z vy =z
2
r x° Ty T2
Ay wy Yy oyz
z xz yz 22
[ I prg - I3x3 pry - I3x3 pr - I3 |
1
MUTg - I3 §(Iyy +1.. — :c:c) I3, Ixy < I3y3 Iy - I3g3
= 1 ,
HTy - I3x3 Iyz : 13x3 i(Imr + Izz - Iyy) : I3x3 Iyz : ISx3
1
_Mrz : I3X3 Izz . I3x3 Izy : ISXS 5(150:1: + Iyy - Izz) : I3X3_

(53)

em que u ¢ a densidade linear do cabo, rg, ry e 1, as coordenadas do centro de massa da
secao transversal e I, com seus respectivos indices, os momentos e produtos de inércia da
secao transversal.

Além disso, a partir da Equacao (52) pode ser definido o jacobiano Jp, a derivada

temporal deste, J nps € a matriz de influéncia Hyy:

Isx3 DL(s)
O3x3 WL (s)
O3¢3 @} (s)|
_03X3 ﬁj;( )
O3x3 DL (s)

0 2

I(s)
033w, (s)
033 WY (s)
wp  03x3 03x3 0343

0 @ 0 0

3x3 B E’>x3 3x3 Jhb- (56)
O3x3 O3x3 wp 03«3

O3x3 O3x3 O3x3 wp

Ademais, nota-se que o vetor aceleracao [p?j 'wT wg 'wT]T

Hy, =

é justamente a acelera-

¢ao do referencial w em relagao ao referencial B, que pode ser escrito como:

[y vy dvy wl] = Ty + Jpee. (57)

Finalmente, substituindo as defini¢des apresentadas na Equagoes (42), (54), (55)
e (56) e a Equacao (57) na Equacao (52), obtém-se o trabalho virtual escrito em fungao

das variaveis independentes, como apresentado na Equagao (58).
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T

oe J}z;MCS<S)JhE J}%;Mcs(s)Jhb

ob Jh Meo(s)Tpe T Mes(s)Tp,

J}EMCS(S)jhg J}%;Mcs(s)th € €

J}%Mcs(S)J}w J}%MCS(S)HM) B B

No entanto, ao observar a Equagao (58) se nota que apenas os termos inerciais foram

é

dwp(s) =— +

. (58)
0 2Jh5‘MCS(S>Jhb

modelados e que ainda falta justamente a inclusao dos efeitos de rigidez e amortecimento
estrutural do elemento. Desta maneira, conforme Su (2008), o trabalho virtual associado

a rigidez do elemento é dado por

dwic(s) = —de(s)" K (s)(e(s) - ep). (59)

entretanto, para o presente trabalho em especifico serd adotado €y = 0, por considerar

que nao havera deformacoes residuais no cabo caso nao houver forcas autuantes. Logo,

Swic(s) = —oe(s)T K (s)e(s). (60)
Ainda, a matriz de amortecimento estrutural pode ser escrito como um elemento

proporcional a rigidez:

C(s) = \K (s), (61)

sendo A o amortecimento estrutural. Assim, o trabalho virtual por comprimento devido

ao amortecimento é

swe(s) = —de(s)TC(s)é(s). (62)

Portanto, a equacao do trabalho virtual devido a flexibilidade do elemento é final-

mente escrita como:
T T T
55 Jh&.Mcs(S)Jh&— JthCS(S)Jh,b
ob T Mes(s)Tpe T Mes(s) T

J}jl;Mcs(s)jhe J}TL;MCS(S)th €
TjyMes(s) e Jj,Mes(s)Hpy | | B

o Y- )

3.3.3 Relacao cinematica

dwg(s) = — ;i

0 2JhEMcs(s)Jhb
0 2Jhchs(5>Jhb

€l (63
ﬂ] (63)

Apo6s a formulacao do trabalho virtual no elemento flexivel, é necessario desenvolver
a relagdo cinemética entre o vetor posicao h(s) e o vetor deformagio . Desta maneira,

baseando-se em Brown (2003), a solugao de h(s) em func¢ao de € pode ser escrita como:
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9 his) = Als)h(s). (64)
em que A(s) é dado por:
03x3 {1 +ez(s)} - I3x3 03x3 03x3
Als) = 03x3 03x3 kz(s) - Iax3  —ry(s) - Ix3 | (65)
03x3  —kz(s) - I3x3 03x3 re(s) - I3x3
03x3 ky(s) - I3x3 —tg(s) - I3x3 03x3

Desta forma, ao assumir que as deformagoes sao constantes ao longo de um elemento,

a solucao da Equagao (64) é dada por:

h(s) = eA25hy, (66)

sendo As o comprimento do elemento e hg o vetor posicdo para s = 0. Aqui deve-se
notar que sendo a solugdo a exponencial de uma matriz, o calculo desta fun¢ao nao
¢é trivial e geralmente deve ser aproximada utilizando técnicas como séries de Taylor
ou PADE. Entretanto, Shearer (2006) desenvolveu uma solugdo analitica para o caso
especifico discutido nesse trabalho e que foi extensivamente utilizado na implementacao
computacional do método. Esta solugdo nao sera desenvolvida no presente trabalho, mas
pode ser encontrada de maneira detalhada no Apéndice C de Shearer (2006).
Retomando o desenvolvimento, ao assumir deformacoes constantes ao longo do
elemento fica clara a necessidade de discretizacdao em varios elementos para obtencao de
uma solugdo representativa. Entdo, assim como em Brown (2003), Shearer (2006) e Su
(2008), o elemento sera discretizado em trés pontos igualmente espagados. Desta maneira,

a solucao em cada ponto do elemento é apresentada na Equacao (67).

h/el - h(O) = h07
h62 —_ h(O5AS) _ eO'SAEAShO _ 6‘0'5A8A8h61, (67)
hes = h<A5> _ eAeAShO _ eObAeASh,eQ.

Assim, fica explicito que, com as informagoes de deformacao é possivel construir o
vetor posigao progressivamente a comecar de hg, que é uma condi¢ao de contorno definida.
Portanto, assumindo a continuidade de inclinagdo e curvatura do elemento, hipétese esta
que ¢ inclusive citada na Secao 2.2.1 como a principal razao do porqué utilizar o elemento
de viga ao invés do elemento de barra introduzido anteriormente, pode-se construir o vetor

posicao ao longo do cabo da seguinte forma:
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hi1 = hy,

h12 — eO 5A1A5h 7

hiz = ¢8Ry,

ho1 = hqs,

h22 — eO 5A2A8h ,

hog = eA22%hy3, (68)
hp1 = hp—1)3

hn2 — eO'5AnASh(n_1)3,

b3 = eAnASh(n—l)S'

3.3.4 Matrizes de massa, rigidez e amortecimento elementares

Apés a adocao de um elemento de viga de trés nés, como apresentado na secao
anterior, pode-se definir as matrizes de massa, rigidez e amortecimento elementares, a fim
de obter nao mais o trabalho virtual em fun¢ao do comprimento, mas sim o total, para,
enfim, definir as EAM. Desta maneira, assumindo uma variacao linear da massa entre dois

nos, a matriz de massa elementar é dada por:

1 1 1 1
“My + — M. — M + — M 0
M + 2 M + 2 12x12
1 1 1 1 1 1 1 1
Me=SAs | M+ —My —M;+-My+—Ms —My+—Ms|- (69)
277 M T M Mt Met oMy o Me oM
0 Ly + L L + v
i 12x12 12 2 12 3 12 2 A 3 |

Ademais, para as matrizes de rigidez e amortecimento, serd considerado que estas
propriedades sao constantes ao longo do elemento. Portanto, as matrizes de rigidez e

amortecimento elementares sao simplesmente:

K, = KAs, (70)

3.3.5 Inclusao de esforcos externos

O 1ltimo elemento necessario para a obtencao das EAM é o calculo do trabalho

virtual devido aos esforgos externos aplicados no corpo flexivel. Desta maneira, ird ser
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descrito aqui os procedimentos para calculo do trabalho virtual devido a forga peso, forgas
pontuais e momentos pontuais, baseadas nas descri¢oes realizadas por Su (2008) e Brown

(2003).
3.3.5.1 Forca peso
Analogamente ao que foi feito para o trabalho virtual devido aos elementos flexiveis,

pode-se escrever o trabalho virtual devido a forca peso por elemento de volume como:

Wy = 0pg - gpdAds. (72)

Vale lembrar que dp, pode ser escrito como apresentado pela Equagao (50). Desta

forma, tem-se que:

1
5pa = h(s)” ||, (73)
y
z
onde
Sh = [op” dwl sw] swl]T. (74)
Portanto, reescrevendo a Equagao (72):
1
Wiy = kT || pgdAds, (75)
Yy
z

e a integrando segundo a secao transversal, obtém-se:

swyyg = 6hT N(s)gds, (76)
no qual
1 - I3x3
I
N(s) = /p T gaa = |Fe RS (77)
Yy UTy - I3y3
“ prz - I3x3

Finalmente, integrando a Equagao (76) ao longo do comprimento do elemento e

substituindo dh conforme a Equagao (42), obtém-se:

T
de

ob

T
Jha

-Z '6ga (78)
JT
hb

5WW:|:
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em que

- 1 ]

“Nj +-N.

g VLT V2

1 1 2 1

Ne=-As [Ny £ Ny + ~Nal - (79)
€ 9 6 1+3 2+6 3
1 1

“Ny+ -N.

| g2y

No mais, destaca-se que o vetor de aceleragao gravitacional g, deve ser escrito com

base no referencial B.

3.3.5.2  For¢a pontual
Assim como nos casos anteriores, o trabalho virtual de uma forca é dado por:

T
T
JIpe

T Pt (80)
b

3 T Dt 5€
5WFPZ Z(sz fZ = 5b
1=1

em que Jpe e Jpy, sao os jacobianos associados ao vetor posigao onde a forga é aplicada.
Assim, para obté-los, basta extrair as linhas de Jj,. e Jp;, associadas ao local de aplicagdo
da forga Shearer (2006). Ademais, nota-se que os esforgos aerodindmicos associados ao
arrasto do cabo serao aplicados como forcas pontuais em cada né, estimada de maneira
individual, como serd posteriormente explicado neste trabalho na Se¢ao 3.4. Além disso,
também serd utilizada a formulacao de forcas pontuais para incluir os esforcos relacionados

ao segundo aviao na ponta do cabo.

3.3.5.8 Momento pontual

Analogamente as forcas pontuais, o trabalho virtual devido ao momento pontual

pode ser escrito em fung¢ao do deslocamento virtual angular como:

T
T
Jee

'T ’ (
91)

3 pt oe
5WMPZZ(59i-mi = sb
1=1

em que Jy. é um jacobiano relacionando a deformacao do elemento a rotacao naquele
né e Jy, o jacobiano que relaciona o movimento do referencial B com a rotagao do
né. Assim como para o jacobiano Jp., a derivagao desses jacobianos nao sera realizada
neste trabalho, mas foram desenvolvidas por Shearer (2006). Assim como para as forgas
pontuais, os momentos pontuais serao igualmente importantes neste caso essencialmente

para inclusao dos momentos do segundo aviao no cabo.
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3.3.6 Equacgoes Globais do Movimento

Considerando todo o desenvolvimento realizado anteriormente, a fim de se encontrar
as Equagoes Globais do Movimento, ¢é feita a soma do trabalho virtual do corpo rigido,
Equagao (33), do trabalho virtual dos elementos eldsticos, Equacao (63), e dos esforgos

externos aplicados no cabo, Equagoes (78), (80) e (81), resultando em:

T -
5 (56 MFF MFB I CFF CFB €
W= — )
ob Mpr Mpp| |B Cpr Cpp| |B (82)
Krp 0] [€]
L |KrFr e _|rr L
0 0 b_ I‘B

onde

Mpp = Jj.MgJy.,
Mpp = Jj,MgJ).,

Crr = Jj.MgJ). + Cg,
Cpr = T Mgy,

Kpr = Kg,

Mpp = J_MgJy,

Mpp = J},MgJdy, + Mcp,

Crp = Jj.MgHy, + 2T _McJy,

Cpp = JiMgHy, + 23}, MgJy, + Cop,

no qual Mg, Cq e K sao, respectivamente, as matrizes de massa, amortecimento e
rigidez globais do elemento. Estas podem ser construidas facilmente ao colocarem as
respectivas matrizes elementares em diagonal na matriz global Shearer (2006). Além disso,

tem-se que os esforcos externos resultantes sao:

0
JL JL Jr
TF| fortp || + f:LFE Ng + st Pt 4 |70 | mPt (83)
Megtp

Por fim, as Equagoes Globais do Movimento (corpo rigido + elementos flexiveis)

P -

Apés desenvolvidas as EAM, a inclusao do segundo aviao é relativamente facil e

sao escritas como:

Mpp Mrppg
Mpr Mppg

€

B

&

B

Crr Cpgp
Cpr Cgp

3.3.7 Inclusao do segundo aviao

dividida em duas etapas: primeiramente, sao adicionados os efeitos inerciais devido ao
segundo aviao e, em seguida, as forcas e momentos referente a este. Ainda, as forcas e

momentos que serao aqui detalhados sao utilizados igualmente no referencial mével B
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apresentado na Se¢ao 3.3.1 e no MEF utilizando elementos de barra, apresentado na
Secao 3.2.

3.3.7.1 Adicao dos efeitos inerciais

Para adicionar os efeitos de massa e inércia do segundo aviao na ponta do cabo,
um novo referencial ¢ é introduzido, o qual possui origem coincidente a um né qualquer
de um elemento flexivel e orientac¢ao conforme o corpo rigido adicionado Su (2008), como

apresentado na Figura 9, a qual utiliza a notagdo de b para o novo referencial.

Figura 9 — Referencial adotado para inclusao do segundo aviao.

Wy(S1,1) wilSullg

T wils, 1)

b.rs,1) /_/77 . = Deformed Shape

;-,’/:

Po Dy(s.0) A
- bx(s'r)

w.(0,1) Undeformed Shape

Wy (0,1)

Fonte: Su (2008).

Assim, pode-se definir o vetor posi¢ao h. como:

TTTT]T

h.=[p" c, cy c; (85)

Y

em que este vetor pode ser obtido através de uma matriz de rotacdo DV e do vetor

posicao h do né onde o corpo rigido se encontra da seguinte forma:

h. = Dh. (86)

A fim de determinar os coeficientes da matriz de transformacao DY, constante
ao longo do tempo, pode-se utilizar a metodologia proposta por Brown (2003). Para isso,
considera-se as matrizes de rotacao 3x3, CB¢ e CBY_ sendo, respectivamente, correspon-

dentes as rotagoes dos referenciais ¢ e w para B, definidas por:

cBe = [cm cy cz} , (87)

cBv = [wx wy, wz} : (88)
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logo, a matriz de rotacao C“V, que transforma os vetores do referencial w para ¢ é dada

por:

cv = b chv. (89)

Com isso, a matriz de rotagdo DY é escrita como:

I3x3 03x3 03x3 03x3

O3x3 C{Y - Isx3 CTy - Isx3 CTY - Isxa
O3x3 C81 - Isx3 C%Y - Isxy C55 - I3x3
O3x3 C§) - Isx3 C55 - Isxg C§5 - Isx3

D = , (90)

em que os indices ij de Cf}” correspondem, respectivamente, as linhas e as colunas de
C. E importante enfatizar que esta matriz D é calculada no instante inicial, onde
os vetores ¢z, ¢y e ¢, sao conhecidos. Assim, conforme demonstrado matematicamente
por Su (2008), a inclusao dos efeitos inerciais devido a adi¢do um corpo rigido no sistema
equivale a adicionar a matriz de massa deste corpo no né onde o corpo é posicionado,
sendo transformada por meio da matriz DY, Para clarificar essa ideia, considera-se
que a matriz de massa do segundo avido escrita de maneira analoga a matriz de massa
nodal apresentada pela Equagdo (53) e também que o CG da aeronave esteja posicionado

exatamente na origem de c:

LCERRES O3x3 03x3 03x3
M, = 0353 %(I% + 12— IR2) - Isxs 1 IP2 - I3y3 IP2 . Ia
Osx 157 Taes SUES + 12 = I§)) - Iy 7% Ing
| Oss 12 I 12 Iy S+ I = 12) - T

(91)

. 2 .
onde mypo representa a massa do segundo avido e Ilpj os componentes do tensor de inércia
deste. Com isso, pode-se utilizar a matriz de transformacao DY a fim de obter a matriz

de massa rotacionada para o referencial w:

MY = D" M,, D, (92)

Desta forma, pode-se adicionar diretamente a matriz M ao tltimo né do cabo.

Entretanto, aqui vale ressaltar que, como a massa do avido é adicionada de maneira
pontual no né, e nao distribuida como a massa do cabo, nao se deve calcular a matriz
de massa nodal do cabo, incluir a matriz de massa da aeronave e, em seguida, calcular
a matriz de massa elementar M,, apresentado na Equagao (69). Ao invés disso, deve-se
calcular primeiramente a matriz massa global do cabo, M, e, apos isso, adiciona-se My,

as 12 ultimas linhas e as 12 dltimas colunas de M.
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3.3.7.2 Adicao dos esforcos da aeronave

Baseado nas equagoes de forcas apresentado por Boiffier (2001), pode-se adapta-las

diretamente ao referencial do aviao da seguinte maneira:

Fx = Fxq - cosa — Fy, - sina + Fyrop,

1
Fy = mp-g- sing - cosf + ipairV2SCy> (93)
Iy = Fx,, - sina + Fy, - cosa,

onde a neste caso é o angulo de ataque da aeronave, ¢, 6 sao os angulos de Euler referentes
aos eixos X e Y do aviao, pair a densidade volumétrica do ar, Fyrop a forca propulsiva
da aeronave, S a drea de referéncia e Fx, e Fy, as forgas nos eixos X e Z do referencial
aerodinamico da aeronave. Antes de prosseguir ao detalhamento das forcas no referencial
aerodinamico, vale destacar que os termos referentes as forcas gravitacionais aqui apre-
sentados foram implementados exatamente desta maneira no caso do modelo utilizando
elementos de barra, mas, no iltimo caso, para o elemento de viga nao linear, foi retirado
das equagoes de forca do avido e adicionados em uma etapa posterior ao cabo. Apesar
de seguir os mesmos principios, este segundo modo permitiu uma implementacao mais
simplificada. Assim, as forgas descritas no referencial aerodindmico sao:
1 9 _
Fxa = _§Pairv SCp — mpgsiny,

1
Fza = =5pairV2SCL + mpgeosy,

(94)

em que Cf, e Cp sao, respectivamente, os coeficientes de sustentacao e arrasto da aeronave

ey =0 — «a. Além disso, os momentos sao dados, no referencial do aviao, por:

1
Mx = 2 pairV2SIC),

1
My = ipairVQSlOma (95)

1
My = ipairv25lcn,

onde [ é o comprimento de referéncia do aviao e Cj, Cjy,, Cy sdo, respectivamente, os
coeficientes de rolagem, arfagem e guinada. Destaca-se que, para os momentos, nao foram
considerados efeitos da forga propulsiva sobre o momento longitudinal, My e, ainda,
utilizando a hipotese simplificadora que o cabo esta fixado no CG da aeronave, nao se
tem momento produzido devido as forgas deste. Assim, os coeficientes C1,, Cp, Cj, Cpy, €

C, sao dados por:
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ql
CL =0, (a—ag)+Cp, 017 T CLgnOm,
Cy =0CyB+ Gy,
Cp = Cp, +kC?,

pl rl
C
vy TNy

pl rl (96)
& Clﬁﬁthl o1 +C, V+Clén<5n+0lﬂél,
l
l rl
Cn = CngB+ Cn, 3>+ Cn, = + Crgy O + Cing B,

no qual p, ¢ e r correspondem, respectivamente, as velocidades de rolagem, arfagem e

+ Cy;,0n + Cyy0p,

+ Cm(;m 5m7

guinada, e dl, 0m e dn as deflexoes de, respectivamente, aileron, profundor e leme. Desta
maneira, ao observar a Equacao (96), é possivel perceber a importancia da obtengao das
velocidades lineares e de rotacao do avido no seu proprio referencial a fim de computar as
forgas e momentos atuantes.

Apesar disso parecer uma tarefa trivial na grande parte dos casos, para o calculo
do segundo aviao, no fim do cabo, isto possui certa complexidade, dado que todas as velo-
cidades e rotagoes sao escritas justamente em funcao de deformacgoes. Assim, é necessario
certo trabalho para que haja calculo correto das forcas neste ponto, o que sera descrito
na secao a seguir.

Para os casos do primeiro avido (referencial) mével, ou mesmo nos avides imple-
mentados utilizando o MEF com elementos de barra, este ponto nao foi um problema,
dado que possuem referenciais do aviao independentes do referencial do cabo. Além disso,
como estas forcas e momentos sdo obtidas no referencial do aviao, no caso do segundo
aviao é necessario transformar estes esforcos de ¢ para B, dado que toda a formulagao de

viga ¢ escrita baseada no referencial mével B. Desta maneira:

8 = cBete, (97)

= CcBme. (98)

3.3.7.8  Reconstrugdao velocidades lineares e angulares

Como indicado anteriormente, é necessario reconstruir as velocidades lineares e
angulares do segundo avido, visto que estas sdo dadas, conforme a teoria, em func¢ao das
deformagoes da viga e velocidades do referencial B. Inicialmente, para as velocidades
lineares, vp2, isso é relativamente facil utilizando as trés primeiras linhas correspondentes
ao tdltimo né de h(s) calculadas por meio da Equacio (43). No entanto, o resultado é
obtido no referencial B, sendo necessaria sua transformacao:

CC

(99)

p2 - p27
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onde, por propriedades de matriz de rotacao

ceB = ¢B". (100)

J& para o caso das velocidades angulares, é necessario derivar a expressao necessaria
para céalculo. Considera-se a rotacdo @ de um no6 expressa no referencial B. Assumindo
0 como uma funcao das variaveis independentes € e b, tem-se que a derivada de 8 em

relagdo ao tempo é:

.p 00 00, .
wh = 6P = 526t opb = Joce + JaB. (101)

novamente, estes jacobianos nao serao derivados no presente trabalho, mas podem ser
encontrados diretamente em Shearer (2006). Com isso, basta novamente selecionar as trés
linhas correspondentes a rotagao do ultimo no e realizar a transformacao destas velocidades

angulares para o referencial c:
why = CBuWE,. (102)

3.3.7.4  Recuperagao dos angulos de Euler da sequnda aeronave

Como tultima informagao relevante a posicao da segunda aeronave, pode-se obter
os angulos de Euler desta em relacdo ao referencial inercial. Para isso, deve-se obter a

matriz de rotacao do referencial ¢ para G-

CGB ¢ a matriz de rotagdo do referencial B para G, que sera apresentada posteri-

em que
ormente na Secao 3.3.8, onde serd tratada a propagagao do referencial B.
Desta maneira, considera-se a matriz de rotagao de um referencial aviao genérico

f para referencial inercial genérico g Boiffier (2001):

cosf cost sinfsin ¢ cosy — sin cos¢ cos Y sin @ cos ¢ + sin ¢ sin
79/ = sinty cosf sinfsin ¢sini + coscosd sinfcos@siny —sinpcostp| . (104)

—sin6 cos 6 sin ¢ cos 6 cos ¢

Conforme Slabaugh (2020), os angulos de Euler associados a esta matriz podem

ser encontrados da seguinte maneira:

6 = —asin(T§1), (105)

em que ng ]f ¢ o elemento da linha i e coluna j da matriz 79/, Como se pode perceber,
a Equagao (105) possui inerentemente duas solugdes, sendo uma para —7w/2 < 0 < /2

e outra para 7/2 < 6 < 37/2. No entanto, assumindo que o avido nao é acrobatico, nao
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sao atingidos angulos de arfagem além de +90°, portanto o segundo intervalo de solugoes

sera descartado. Além disso, o dngulo ¢ é encontrado por:

=t
795 cosfcos ¢ an ¢,
’ o (106)
¢ =atan 397; ,
33

o qual possui novamente dois casos distintos a depender do quadrante de 6, mas que sera
simplificado como indicado anteriormente, considerando apenas o primeiro intervalo. Além
disso, a fim de determinar o quadrante correto de ¢, pode-se utilizar diretamente a fungao
atan2 implementada no software MATLAB The MathWorks Inc. (2022a). Analogamente,

para o angulo :

Téq’{ _ cosfsiny
Ti‘JJ{ ~ cosfcosp

= tan 1,

- (107)
1) =atan 2,1
Tgf

i1

3.3.8 Propagacao do movimento do referencial B

Apbés a obtencao das EAM globais, apresentado na Equagao (84), pode-se concluir
que, ao resolvé-la, nao serd possivel encontrar o vetor posicao e vetor rotacao do referencial
B. Desta formar, deve-se introduzir uma relacdo suplementar de modo a obter estes
parametros. Assim, como sugerido por Shearer (2006), a modelagem por quaternions serd

adotada para as rotagoes, apresentada na Equagao (108).

o 0  wp, wp, WwB, ||

: 1 |- 0o -

§1 __1|-wsB, wp, wB, | |G ‘ (108)
(2 2 |-wp, wB, 0 —wp,| [¢

3 —Wwp, —WwB, WB, 0 (3

Além disso, caso necessario, os angulos de Euler correspondentes a primeira aero-
nave, referencial B, podem ser diretamente recuperados com o auxilio da fun¢ao quat2eul,
presente novamente no software MATLAB The MathWorks Inc. (2022b). Em seguida, se-
gundo Shearer (2006), a equagao diferencial para propagacao do vetor posigao pg é dada

por:

pp = CPup, (109)
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em que

G+E-G-G 2Gk-0G)  2G&+GOk)
200G+ WB) G-G+3-G  2QG-00) |- (110)
2(¢1¢3 — ¢o¢2) 2(Gl3 +¢C1) @B-G -3+

CGB

E importante ponderar que a evolucao das rotacdes, descrita pelos quaternions, é
essencial para a formulacao, dado que, como todos os esforgos sdo escritos justamente no
referencial B, é necessario, por exemplo, rotacionar o vetor gravidade para este referencial
para que se possa calcular o peso dos componentes, além de outras aplicagbes como a
citada na Se¢ao 3.3.7.4.

Por outro lado, a propagacao do vetor posi¢ao ppg nao possui grande interesse, dado
que, no presente trabalho, o interesse majoritario é da posicdo do cabo em relacao aos
avioes e da posicao de um aviao em relacao ao outro, mas nao em relagao ao referencial
inercial. Portanto, ao propagar o vetor posicao pp apenas ¢ introduzida uma equacao
diferencial sem grande utilidade para este problema. Assim, esta tltima relacdo sera
desconsiderada na maior parte das simulagoes, utilizada apenas em casos especificos onde

se desejar saber a posicao em relagao ao referencial G.

3.4 MODELO AERODINAMICO DO CABO

Enfim, a dltima etapa de modelagem ¢ incluir os efeitos aerodinamicos do cabo.
Para isso, serda adotado o método proposto por Haitao Wang et al. (2014), em que as forgas
serao decompostas em duas componentes diferentes: arrasto normal e arrasto tangencial,
de friccao. A fim de exemplificar o procedimento, considere as velocidades decompostas

nas dire¢oes normal (V},) e tangencial (V4), como representado na Figura 10.

Figura 10 — Decomposicao das velocidades no cabo.

Vo

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Entao, a partir disto, pode-se utilizar a Equagao do arrasto (111) para o calculo

de cada componente da forca.

1
D= §pairVZSCD. (111)

Ressalta-se que a Equagao (111) resulta no médulo da forga de arrasto, portanto
deve-se aplicar a dire¢do desta antes de somar ambas as componentes. Desta forma, a
Equacao (112) apresenta o calculo do arrasto diretamente com a soma vetorial de ambas

as componentes, de maneira generalizada e direta para implementacao.

1

L
Dy =— {2pair\|’vre1 — (Vg - nk)’nkHdkzeCd] [Vrel = (Vyel - )1y 112)
112

1 L
- {2Pair(vrel : nk)27rdk2ecf} ng.

onde dj, é o didmetro do cabo, v, o vetor velocidade do cabo em relagao ao ar, Cy
e C} sao, respectivamente, os coeficientes de arrasto normal e de arrasto de friccao do
cabo, o qual serao detalhados na sequéncia. Mas antes, é importante destacar dois pontos.
Primeiramente, o indice k representa a posi¢cao nodal no cabo, ou seja, os componentes
de arrasto devem ser calculados n6 a n6 a cada passo de tempo. Além disso, para o MEF
nao linear utilizando elemento de vigas, o elemento de cabo entre dois nds foi considerado
como reto (sem flexao) a fim de facilitar os calculos aerodindmicos. Este tltimo ponto é
um possivel ponto de melhora do modelo em trabalhos futuros, mas pode ser contornado
com a utilizagao de elementos menores, caso necessario, a uma compensagao de aumento
de custo computacional consideravel.

Seguindo para os coeficientes de arrasto, o calculo destes ¢ realizado com base na
metodologia proposta por Vassberg et al. (2003), no qual dados experimentais de arrasto
de Hoerner (1965) sao utilizados para construir uma regressao linear logaritmica por partes
baseado nos graficos apresentados. Desta maneira, o coeficiente de arrasto de friccao pode

ser calculado como:

1072 < Re < 10* Cy — 4,460 - Re—0:0067,
10" < Re < 10 Cp = 0,0464 - Re 01667 (113)
10" < Re Ct = 0.001,

e também ilustrado na Figura 11. Ademais, o nimero de Reynolds para este caso é dado
por:
VielL
Re — rel 1"ef7 (114>
v
sendo v a viscosidade cinematica do ar e Lyf:
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mdy,

L_

2sin ag.’

(115)

onde a. ¢ o angulo entre o elemento de cabo e a dire¢ao da velocidade relativa.

Figura 11 — Coeficiente de fricgdo em fungao do niimero de Reynolds.

C, em fungéo de Re
102 T T T 5

1073 i ,

10° 10° 10"
Re

Fonte: Elaborado pelo autor.

Além disso, o coeficiente de arrasto normal pode ser escrito como apresentado na

Equagao (116) e na Figura 12.

1072 < Rep, <1 Cq=10- ReEO,SOl’
1 < Rep <180 Cy=10- Re;o,40837
180 < Rep < 4-10° Cqp=1,2, (116)
4-10° < Rey < 4-10° Cyq = 0,002128 - Re0:3522,
4-10% < Rey Cyq =0,45.
onde Rep:
Vad
Rey = —, (117)
14

sendo V;, a componente de velocidade normal ao cabo. Ainda, a queda abrupta de coefici-
ente de arrasto apresentado em Re, = 4 - 10° pode ser explicado pela transicao total ao
escoamento turbulento, o que torna a camada limite mais aderida a superficie do cilindro

(cabo) e, por consequéncia, retarda seu descolamento, reduzindo o arrasto de pressao.
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Figura 12 — Coeficiente de arrasto normal em fun¢do do nimero de Reynolds.

Cd em funcao de Re

10" F 1

1072 10° 102 10* 10°

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4 RESOLUCAO NUMERICA E VERIFICACAO

Apos a modelagem matematica do cabo por meio de diversos métodos, o trabalho
agora focara na resolugdo numérica dos modelos MEF com elemento de barra e MEF com
elemento de viga nao linear. Os métodos numéricos utilizados nao serao detalhados de
maneira matematica, apenas citados e discutida sua utilizagao.

Ainda, para o caso do MEF com elemento de barra, uma comparacao entre dois
métodos de solugao sera realizada e a utilizacao de cada um discutida.

Além disso, no caso do MEF com elemento de viga, serao realizadas verificagoes
bésicas da implementagao do modelo da viga com base nos resultados apresentados no
trabalho de Su (2008). Ademais, serd verificada a correta implementagao do segundo aviao,
visto que esta segue uma abordagem nao convencional, com os parametros de posicao e
velocidades definidos em fungao da deformacao. Para isso, sera realizada a comparagao com
um modelo de referéncia implementado pelo autor separadamente usando a abordagem

classica, utilizada no calculo do referencial B.

4.1 RESOLUCAO MEF COM ELEMENTO DE BARRA

A fim de resolver este problema proposto numericamente, deve-se definir os estados
de integracdo e o método apropriado. Assim, os estados de integracao podem ser escritos
como apresentado na Equacao (118), assumindo M & = y, como proposto por Li e Z. H.
Zhu (2015).

&t =M ly,

(118)

Entao, para o método numérico, Li e Z. H. Zhu (2015) sugeriram a utilizagao
do método RKGL (Runge-Kutta Gauss-Legendre de 4* ordem), o qual se trata de um
método implicito altamente convergente, mas também com um custo computacional con-
sideravelmente maior que o tradicional RK4 (Runge-Kutta de 4* ordem). Li e Z. H. Zhu
(2015) argumentam que a possivel utilizagdo de passos de tempo maiores para o primeiro
compensariam o custo computacional adicional. Desta maneira, neste trabalho, ambos
os métodos foram implementados a fim de realizar uma comparacao e selecionar o mais
apropriado.

Adicionalmente, a selecio de um passo de tempo apropriado é importante para
garantir a estabilidade e acuracidade da integracao. Desta forma, a utilizacdo de um passo
de tempo pelo menos dez vezes menor que o menor periodo presente no sistema garante
estas condigoes Bathe (1982) nos casos simulados. Assim, utilizando o método RKGL
essa condicao foi de fato verificada, dado que passos de tempo levemente maiores nao

convergiam. Entretanto, em certos casos, um passo de tempo ainda menor eram requiridos
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para uma convergéncia apropriada.
Desta maneira, a menor frequéncia do sistema para o presente caso é o inverso da
frequéncia natural do elemento de barra, calculada da seguinte maneira:
T, = zz = 27 Leg % (119)
Apés isso, uma simulacao baseada no caso estatico de reabastecimento aéreo re-
alizada por Z.H. Zhu e S.A. Meguid (2007a), sem nenhuma dinédmica de aeronave, foi
executada de forma a comparar ambos métodos numéricos propostos. Para isto, uma
caso de 15 segundos, comecando fora do ponto de equilibrio, foi utilizada, com o mesmo
passo de tempo definido pelo critério de estabilidade. Os resultados para este caso sao

apresentados na Figura 13.

Figura 13 — Comparagao entre os métodos de Runge-Kutta.

Comparison numerical methodt=0s
T T T T
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1 1 1 1 1 1

0 10 20 30 40 50 60 70

Comparison numerical methodt=1.50 s
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Comparison numerical methodt=2.14's
T T T T

0 10 20 30 40 50 60 70

Comparison numerical method t = 3.00 s
T T T T

10 20 30 40 50 60 70
x [m]

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Com isso, verificou-se que a maior diferenga encontrada entre as duas simulac¢oes
em todo o tempo de simulacdo foi de 1,25 x 1076 m, mas com um custo computacional
aproximadamente 5 vezes mais rapido quando utilizado o tradicional método RK4. No
entanto, ao comecar da posicao de equilibrio e inserir uma pertubacao de 0,5 m no comego
do cabo, a qual foi amplificada espacialmente devido ao critério de estabilidade proposto
por Phillips (1949), o cabo comega a oscilar em um movimento fortemente acoplado,
devido ao bounce back na massa no fim do cabo. Neste caso, a diferenca entre os dois

métodos numéricos ¢ clara e apresentada nas Figuras 14 e 15.

Figura 14 — Comparagao dos métodos de Runge-Kutta face a uma perturbacao - Parte 1.

Comparison numerical methodt=0s
T T T T
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 15 — Comparagao dos métodos de Runge-Kutta face a uma perturbacgao - Parte 2.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Desta forma, a utilizacdo do método implicito nesse caso é mais adequada devido a
inerente maior acuracidade. Além disso, fica claro que condi¢oes extremamente instaveis

requerem o uso de discretizacOes espaciais e temporais mais refinadas.

4.2 RESOLUCAO MEF COM ELEMENTO DE VIGA NAO-LINEAR

4.2.1 Implementacao

A solugao numérica adotada para este caso é o método Modified Newmark proposto

por Shearer (2006) e que se trata de um método implicito. Como ja citado anteriormente,
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ele nao sera desenvolvido matematicamente, mas os principios utilizados serdao discutidos.

Este método consiste basicamente na ado¢ao do método de Newmark, ja conhecido
para resolucao de sistemas dinamicos, juntamente com a utilizagdo do método de Newton-
Raphson para minimizacao dos residuos das EAM. Como se pode imaginar, o método
possui uma forte convergéncia, visto que os erros numéricos sao minimizados através do
controle dos residuos para dentro de uma margem aceitavel.

Além disso, para melhorar ainda mais a convergéncia Shearer (2006) propoe a
utilizagao de um método de line search em iteragoes nas quais o método de Newton-
Raphson nao seja suficiente para reduzir o residuo para dentro da tolerancia requisitada.
Junto a isso, o autor ainda utiliza um segundo artificio, a fim de “reinicializar” a busca com
Newton-Raphson quando identificada a convergéncia em um minimo local. No presente
trabalho, estes dois tltimos artificios nao foram implementados, utilizando-se apenas o
método de Newton-Raphson para convergéncia, o que foi suficiente para obtencao de
resultados pertinentes.

Assim, a evolucdo do passo de tempo com a utilizagdo do algoritmo Modified

Newmark acontece em 6 passos:

1. Predicao: Neste passo, os estados de integragao €, £, ¢ sdo previstos com base

nos estados anteriores;

2. Update: Com base nos estados previstos, as matrizes de massa, rigidez, amorte-

cimento e esforgos atuantes no cabo sao calculadas;

3. Célculo dos residuos: Utilizando a EAM global apresentada na Equacao (84) e
a Equagdo (108) para os quaternions, pode-se computar os residuos por meio

do valor absoluto da diferencga entre os lados direito e esquerdo das equacoes;

4. Calculo da matriz tangente: O método de Newton-Raphson envolve o calculo
de uma matriz tangente para convergéncia dos estados. O passo a passo da

obtengao desta matriz é descrito em detalhe por Shearer (2006);

5. Calcular a corregao: A correcao ¢ obtida através da solugao do sistema linear
entre os residuos e a matriz tangente, e é utilizada na atualizacao dos estados

previstos anteriormente no passo 1;

6. Calcular novos residuos: Com base no mesmo procedimento apresentado no
item 3, os residuos sao novamente calculados utilizando os estados corrigidos.
Caso o erro seja menor que a tolerancia definida pelo usuério, a evoluc¢ao do

passo de tempo ¢é concluida. Caso contrario, volte a etapa 5.

O procedimento descrito também pode ser visualizado por meio do fluxograma
apresentado na Figura 16. Com isso, pode-se ponderar pontos importantes com relagao ao
método. Primeiramente, destaca-se que apdés realizar a corregdo dos estados, as matrizes
de massa, rigidez e amortecimento nao sao atualizadas, ou seja, estas serao consideradas

constantes durante a fase iterativa do método Shearer (2006). Além disso, os esforgos aero-
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dinamicos do cabo e as forgas atuantes nos avioes também serdao consideradas constantes
durante o intervalo de tempo, devido a natureza altamente nao-linear destes parametros
em func¢ao dos estados. Com base nessa hipétese, a matriz tangente nio é alterada entre
dois passos de ciclo de convergéncia de Newton-Raphson e, portanto, nao é necessaria ser
atualizada. Por estas razoes que, ao calcular os novos residuos, o método retorna a etapa 5
ao invés da etapa 2. O fato de manter estes parametros constantes pode ser explicado pela
razao de que os ganhos de precisao em relagao a atualizagao dos parametros nao é com-
pensado pelo aumento da dificuldade de convergéncia e aumento do custo computacional

associado.
Figura 16 — Fluxograma do método de solu¢ao numérica Modified Newmark
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Préximo
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Caélculo da
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Fonte: Elaborado pelo autor.

4.2.2 Verificagao

Desta maneira, a partir do modelo implementado, buscou-se primeiramente verifica-
lo, para entao, prosseguir com a obtencao dos resultados. Assim, utilizou-se o caso teste
proposto por Su (2008) em seu trabalho, no qual uma viga com as propriedades apresen-

tadas na Tabela 2 foi adotada para avaliagoes estaticas e dinamicas.

Tabela 2 — Dados viga de verificacao.

Propriedade Valor Unidade
Comprimento 1 [m]
Rigidez a tragao (K11) 1% 106 [Pa-m?
Rigidez a tor¢ao (K292) 80 [N-m?]
Rigidez a flexdo no plano (K33) 50 [N- m?]
Rigidez a flexao fora do plano (K44) 1,25 x 103 [N- m?]
Densidade linear 0,1 [kg/m]
Momento de Inércia de rotagao (1) 1,3x107%  [kg-m]
Momento de Inércia de flexao do plano (/yy) 5% 1076 [kg-m]
]

Momento de Inércia de flexdo fora do plano (I,;) 1,25 x 1074 [kg'm
Fonte: Su (2008).
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Desta forma, para o primeiro teste, uma série de forcas pontuais, comecando de
15 N até 150 N com intervalo de 15 N, foram aplicadas na ponta da viga a fim de avaliar
o deslocamento desta no eixo Z, utilizando uma discretizacao espacial de 20 elementos.
Assim, os resultados obtidos estao apresentados na Figura 17. Como é possivel observar,
os valores de deslocamento e comportamento da viga sdo préximos aos resultados obtidos

por Su (2008), Figura 18, o que garante a validade do modelo no quesito estatico.

Figura 17 — Verificacao estatica do modelo de viga nao linear.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 18 — Resultado de referéncia para verificacao estatica da viga nao linear.
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Fonte: Su (2008).

Além disso, principalmente para o presente trabalho, é de extrema importancia

verificar o comportamento dindmico da viga. Com este fim, foi utilizado um caso novamente
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proposto por Su (2008) no qual uma for¢a senoidal F} = 30-sin(20¢) foi aplicada na ponta
da viga. Entao, utilizando a discretizacao espacial da viga em 20 elementos e discretizagao
temporal em 0,0025 segundos, os resultados obtidos sdo apresentados na Figura 19. Além
disso, os resultados obtidos por Su (2008) é apresentado para fins de comparac¢do na

Figura 20.

Figura 19 — Verificacao dindmica do modelo de viga nao linear.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 20 — Resultado de referéncia para verificacdo dindmica da viga nao linear.
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Desta forma, é possivel concluir que o comportamento dinamico da viga é seme-
lhante aquele apresentado por Su (2008) em seu trabalho. Entao, considera-se que o modelo
dindmico da viga esté verificado, com eventuais pequenas decalagens encontradas podendo
ser justificadas pelas diferencas entre os parametros de solugao tais como o raio espectral
utilizado no método Modified Newmark ou o passo de discretizacao espacial para calcular
a derivada 0J},./0e.

Com o comportamento estatico e dindmico da viga verificados, resta a verificagao
principalmente do modelo desenvolvido neste para célculo do segundo avidao, na ponta do
cabo, visto que, como discutido anteriormente, trata-se de um modelo nao convencional.

Para isso, a referéncia utilizada foi um algoritmo desenvolvido pelo autor, com base
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nas EdM tradicionais de um aviao, apresentadas nas Secoes 3.3.1 e 3.3.7.2. Além disso,
serda realizada a comparacao apenas entre os modos rapidos da aeronave, isto &, short
period, dutch roll, rolagem e espiral, visto que serao realizadas simulacoes curtas de 0,5
segundos. As razoes pelas quais foi utilizado um curto intervalo de tempo sao simples: com
uma pequena duracao, consegue-se desconsiderar brevemente os efeitos do cabo atuantes
no aviao; erros numéricos que se propagam ao longo do tempo sao minimizados; custo
computacional elevado do modelo numérico para realizar longas simulagoes.

Desta forma, iniciando com o modo de dutch-roll, este foi excitado por meio de um
comando de leme on = —5° durante os 0,5 segundos de simula¢do. Com isso, os efeitos
sobre o angulo de derrapagem [ e a velocidade de guinada r podem ser observados e

comparados na Figura 21.

Figura 21 — Verificacao dos parametros relacionados a dutch-roll na segunda aeronave.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Como pode-se observar, o modelo do aviao com base no referencial do cabo possui
resposta idéntica a do avidao de referéncia. Entao, segue-se para a verificacdo sobre os
estados relacionados a short-period. Para isso, a aeronave sera excitada por meio de um
comando de profundor dm = —4° e os pardmetros angulo de ataque, «, e velocidade de
arfagem, ¢, serdo avaliados. Desta forma, os resultados associado ao segundo teste estao
apresentados na Figura 22.

Novamente, os resultados apresentados foram considerados satisfatorios em termos
de verificagdo. Para o ultimo teste, um comando de aileron 6l = —59 foi aplicado e
avaliados os pardmetros de dngulo de rolagem (bank angle) ¢ e velocidade de rolagem p.
Desta maneira, os resultados obtidos sao apresentados na Figura 23.

Portanto, os modos do segundo aviao sao considerados suficientemente representa-

tivos para prosseguir com a avaliacao dos resultados.
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Figura 22 — Verificacao dos parametros relacionados a short period na segunda aeronave.
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Figura 23 — Verificagao dos parametros relacionados a rolagem e espiral na segunda aero-
nave.
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5 RESULTADOS

Este capitulo sera dedicado a apresentagao dos resultados obtidos com base nos mé-
todos anteriormente apresentados e verificados. Para isso, esta apresentagao sera dividida
em duas partes: verificagdo do critério de estabilidade de Phillips (1949) e comparagao

dos modelos; apresentacao dos modelos completos, incluindo os avioes.

5.1 VERIFICACAO DO CRITERIO DE PHILIPS E COMPARACAO DOS MODELOS

Esta se¢ao é dedicada a verificacao da condicao de estabilidade proposta por Phillips
(1949) e a comparagao entre os modelos de MEF propostos. Para isso, considere as
propriedades do cabo apresentados na Tabela 3 e parametros de simulacao na Tabela 4.
Ainda, ressalta-se que foram adicionados uma massa e uma forga de arrasto a ponta
do cabo, de modo a restringir moderadamente o movimento desta e possibilitar o ajuste da
tensao no cabo, alterando, assim, a velocidade de onda de propagacao neste e permitindo

a melhor visualizagao do amortecimento ou nao das perturbagoes.

Tabela 3 — Propriedades fisicas do cabo.

Propriedade Estavel Instavel
Velocidade do escoamento [m/s] 40 75
Densidade linear do cabo [kg/m|] 0,1 0,9
Forca de arrasto na ponta™ [N] 0,35Q* 0,085Q*
Comprimento do cabo [m] 60
Diametro do cabo [mm] 30
Médulo de elasticidade [GPa) 35
Densidade do ar [kg/m?| 0,9779
Viscosidade cinematica [m?2/s| 1,75 x 1073
Massa adicionada na ponta |kg] 20
Amortecimento estrutural (elemento de viga) [%] 1

1
Q= §pairV2 - Pressao dinamica

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 4 — Parametros de solugao.

Elemento de barra Elemento de barra  Elemento de viga

Parametro Estével Instével Estével ¢ Instavel
Ntmero de elementos 30 30 15
Passo de tempo 2,5 x 1079 5x107° 1x 1074
Método numeérico RK4 RKGL Modified Newmark
Raio espectral (poo) . - 0,99

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Assim, as Figuras 24, 25 e 26 apresentam a simulacao do cabo para a condicao
estavel, na qual uma perturbacao (for¢a) de 500 N e duracao de 0,05 segundos foi aplicada

a partir de 0,1 segundos no terceiro né dos modelos, a contar da condi¢ao de contorno.

Figura 24 — Simulacao condicao estavel do cabo - Parte 1.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 25 — Simulacao condicao estavel do cabo - Parte 2.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 26 — Simulacao condicao estavel do cabo - Parte 3.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Ademais, a velocidade de propagacao minima calculada para o MEF utilizando
elemento de barra foi de 58,10 m/s, enquanto para o elemento de viga foi de 58,14 m/s.
Ressalta-se que, nesta condicao de inicializagao, a tensao do cabo decresce ao longo deste
e, portanto, as velocidade de propagacao no final do cabo serdo necessariamente menores.
No entanto, pode-se perceber que, para ambos os tipos de elemento, o cabo encontra-se
em uma condi¢ao estavel e as perturbacoes sdo rapidamente amortecidas.

O primeiro ponto a ser observado ¢é no instante inicial, onde pode-se notar que,
estaticamente, os modelos possuem comportamentos proximos em um caso no qual a
curvatura do cabo é relativamente suave. Além disso, ambos os modelos foram capazes
de amortecer sem maiores dificuldades a perturbacao inserida no comego do cabo. No
entanto, percebe-se que a perturbacao inserida possui efeito consideravelmente maior no
modelo do elemento de barra, o que pode ser explicado por duas razoes: inclusao dos
esforgos de flexao, que ird restringir o movimento do cabo devido a perturbacao; condicao
de contorno diferentes, sendo engastada para o elemento de viga e livre para rotagao no
caso do elemento de cabo. Além disso, devido aos esforcos de flexdo e o amortecimento
estrutural, o elemento de viga amortece as perturbacoes mais rapidamente.

Em seguida, passa-se a condicao instavel, no qual uma forca de 1500 N e duracao
idéntica a anterior foi aplicada igualmente no terceiro né6 dos modelos e os resultados

obtidos estao apresentados nas Figuras 27, 28 e 29.
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Figura 27 — Simulacao condicao instavel do cabo - Parte 1.
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Figura 28 — Simula¢ao condicao
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Figura 29 — Simulagao condicao instavel do cabo - Parte 3.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Para este caso, a forca foi multiplicada em trés vezes em magnitude em relacao
a0 caso anterior, pois devido ao aumento da densidade linear do cabo a fim de ajustar
a velocidade de propagacao da onda, a forca de 500 N nao produziu uma perturbacao
relevante a ponto de ser visualizada e analisada. Este fato pode ser verificado no tempo
t=0,15 na Figura 27, em que, no fim do tempo de aplicagdo da forca, verifica-se um
deslocamento menor no caso instavel quando comparado ao estavel.

Desta maneira, pode-se iniciar a anélise pelas velocidades de propagacao da onda
calculada no instante inicial em ambos os casos. Para o elemento de barra, a velocidade
méaxima de propagacao encontrada foi de 24,32 m/s, enquanto para o elemento de viga foi
de 24,37 m/s. Portanto, para ambos os tipos de elemento, o cabo estd em uma situagao
consideravelmente instavel em relacao ao critério de estabilidade.

Ainda, assim como no caso anterior, os resultados estaticos entre os dois modelos
possuem Otima concordancia entre si, com comportamento quase idéntico. Além disso,
pelas mesmas razoes discutidas anteriormente, a forca inserida produz uma perturbacao
em termos de deslocamento no cabo muito maiores para o caso do elemento de barra
quando comparados ao elemento de viga. Ademais, ambos os tipos de elementos amplifi-
cam a perturbacao inserida, mas o elemento de viga aparenta uma menor amplificacao.
Adicionalmente, percebe-se no final da simulagao que o cabo modelado por elemento de
barras forma “quinas” proximo a massa quando a onda é ricocheteada. Desta maneira, ao
considerar a modelagem de um cabo continuo, a aparicdo de uma quina evidencia o nao

respeito a continuidade de inclinacao e curvatura propiciados pela utilizacao do elemento
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de viga, o que causara, inerentemente, diferencas consideraveis no comportamento de

ambos os modelos.

5.2 MODELO INTEGRADO CABO E AVIOES

Esta secao sera dedicada a apresentacao dos resultados de ambos modelos integrados
aos avioes. A intengdo aqui nao sera mais realizar uma comparagdo, mas apresentar
separadamente os modelos e avaliar sua coeréncia fisica, com um enfoque maior ao modelo
utilizando elemento de viga. Para isso, considere as propriedades dos avides, que serao
comuns aos dois casos, na Tabela 5. Dado que as propriedades do cabo e de solucao diferem
entre o teste realizado para elemento de barra e os testes de elemento de viga, estas serao

apresentadas em suas respectivas segoes.

Tabela 5 — Caracteristicas da aeronaves.

Propriedades de massa e dimensao

Massa [kg 1,1 x 10°
Ixx [kg-m?] 5,55 x 100
Iyy [kg-m?] 9,72 x 100
I,z [kg-m?] 14,51 x 106
I, [kg-m?] —3,3 x 10%
Superficie de referéncia [m?] 260
Comprimento de referéncia [m] 6,6

Coeficientes longitudinais
0 « q Om

Sustentacao (Cf,) - 5 - 0,44
Momento de arfagem (Cy) -0,1 -1 -12 1,46
a [%] 2 - - -
Coeficientes de arrasto
Cpo=0,0175 %:=0,055

Coeficientes laterais
B p r 51 on

Forga lateral (Cy) -1, - - - -
Momento de rolagem (C}) -1,3 - 29 -0,33 0,25
Momento de guinada (Cy) 1,75 - -7,5 -0,125 -1

Fonte: Elaborado pelo autor.

5.2.1 Elemento de barra

Dado o maior interesse no estudo utilizando elemento de viga por sua melhor
representatividade fisica, apenas um caso teste foi desenvolvido para avides conectados por
um cabo com elementos de barra. Para isso, as propriedades do cabo, do ar e parametros
de simulagao adotados sao apresentados na Tabela 6. Além disso, a Figura 30 apresenta a

posicao inicial adotada, em que a posicao relativa do segundo em relacao ao primeiro é
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de —30 metros em X, —40m em Y e —10m em Z. Os avides foram tragados graficamente
com o auxilio da biblioteca Greene (2022) em MATLAB.

Tabela 6 — Propriedades do cabo, do ar e parametros de simulacao - Elemento de barra.

Parametro Valor
Comprimento do cabo [m] 80
Diadmetro do cabo [m] 76 x 1073
Médulo de elasticidade [GPa) 35
Numero de elementos 32
Densidade do ar [kg/m3] 1,22
Viscosidade cinemética [m?/s] 1,40 x 107
Densidade linear do cabo [kg/m|] 3,09
Passo de tempo [s] 1x 1074
Método numérico RK4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 30 — Posicao inicial dos avioes para estudo de caso utilizando elemento de barra.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Este caso teste consistiu em ambos avides voando sem comandos aplicados, a fim
de observar a resposta destes ao longo do tempo, e uma perturbacao de 2000 N aplicada
durante 0,1 segundos no meio do cabo em ¢ = 5 segundos. Considerando que a perturbagao
ird ser propagada contra o escoamento devido ao posicionamento dos avides e considerando
a elevada massa e elevados momentos de inércia de ambos, espera-se apenas pequenas
perturbacoes observadas nos estados das aeronaves, o que foi efetivamente verificado na

Figura 31.
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Figura 31 — Evolucao dos estados dos avioes utilizando elemento de barra.
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Percebe-se que a perturbacao inserida produziu efeito mais significativo sobre as
varidveis relativas a diregdo em relagao ao vento (angulo de ataque e derrapagem), enquanto
produziu efeito quase nulo sobre os outros estados avaliados. Isto pode ser explicado pelo
fato de que o cabo estd acoplado no CG da aeronave e, portanto, a for¢ca nao causa grandes
efeitos em termos de momentos, mas possui influéncia na velocidade das aeronaves.

Além disso, pode-se avaliar a coeréncia fisica, em que as variaveis longitudinais
de ambos avioes possuem tendéncias semelhantes, enquanto as laterais possuem tendén-
cias opostas. As diferencas em magnitude sao facilmente explicadas pela assimetria de
inicializacao dos avides em relagdo ao cabo.

Avaliando os resultados analisados, considerou-se que o acoplamento entre as aero-
naves com o modelo de cabo utilizando elemento de viga produziu respostas fisicamente
coerentes e pode ser utilizado para obtencao de resultados mais rapidos quando comparado
ao modelo de viga. No entanto, o modelo de viga possui uma fisica inerentemente mais
representativa devido a representagao dos esforcos de flexao e, por isso, um enfoque maior
foi dado neste trabalho.

5.2.2 Elemento de viga

Para avaliar a coeréncia fisica do modelo implementado utilizando elemento de
viga, trés casos testes foram propostos, utilizando-se as propriedades do cabo, do ar e

parametros de simulacao apresentados na Tabela 7.

Tabela 7 — Propriedades do cabo, do ar e parametros de simulagao - Elemento de viga.

Parametro Valor
Comprimento do cabo [m] 80
Diametro do cabo [m)] 76 x 1073
Médulo de elasticidade [GPa] 35
Numero de elementos 15
Densidade do ar [kg/m3] 0,9779
Viscosidade cinemética [m? /s] 1,75 x 107
Densidade linear do cabo [kg/m] 3,09
Passo de tempo |s] 1x1074

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em todos os casos que serao discutidos, os avioes iniciam voando lado a lado,
ou seja, posicao vertical e longitudinal iguais, distanciados em 50 m lateralmente, como
apresentado na Figura 32. Ainda, destaca-se que na Figura 32 o avido verde corresponde
ao primeiro aviao, referencial mével, enquanto o vermelho corresponde ao avido adicionado
no cabo.

Entao, o primeiro teste consiste na simulagao destes dois avioes durante o tempo
sem nenhum comando de superficie de controle. Buscava-se com este caso validar que

as grandezas laterais dos dois avides (velocidade de rolagem, velocidade de guinada,
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derrapagem, etc) possuiriam comportamentos opostos, enquanto as longitudinais (dngulo
de ataque, velocidade de arfagem, etc) possuiriam comportamento semelhante entre si.
Deve-se ponderar que, apesar das condic¢oes iniciais de ambos os avidoes serem quase
idénticas, estas nao sao perfeitamente iguais, visto que o modelo adotado nao aceita
em sua formulagao padrao a imposi¢ao de duas condig¢oes de contorno, o que impede
a inicializacao do modelo em um caso perfeitamente simétrico. Portanto, devido a este
fato, esperava-se encontrar diferencas nos resultados entre os dois avioes, como pode ser

efetivamente observado nos resultados apresentados na Figura 33.

Figura 32 — Posicao inicial dos avioes para estudo de caso utilizando elemento de viga.

Posicao Inicial

20

40
y [m] 60 -40

Fonte: Elaborado pelo autor.

Além disso, outras possiveis causas de diferencas sao a propagacao de erros numé-
ricos no segundo aviao e o refinamento da discretizacao espacial, limitado pelo aumento
exponencial de custo computacional. Ainda sim, percebe-se que o comportamento dina-
mico dos dois avioes é consideravelmente proximo e o que se esperava do comportamento
das variaveis laterais e longitudinais foi verificado. Portanto, considera-se que o modelo
esta fisicamente coerente.

Em seguida, os dois proximos testes possuem a finalidade de verificar o comporta-
mento do cabo frente ao movimento de ambos os avides. Para isso, no segundo caso, uma
deflexdo de aileron de §; = —5° foi imposta no primeiro aviao durante os primeiros 1,5
segundos de simulacao. Entao, o movimento do cabo e dos dois avides estao apresentados
nas Figuras 34 e 35 e as velocidades, derrapagens, velocidade de rolagem e bank angle
de ambos os avioes ao longo do tempo na Figura 36. Como é possivel observar, o cabo
apresenta um movimento coerente junto ao primeiro aviao enquanto o segundo basica-
mente mantém a condicdo de voo inicial, com movimento imperceptivel. Desta forma,

estes resultados corroboram com a correta implementacao e reconstrucao das informagoes
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de velocidade e posicao do segundo aviao, visto que o movimento do primeiro (referencial

moével) nao afeta diretamente o segundo.

Figura 33 — Resultados dos avioes conectados utilizando elemento de viga - Caso 1.
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Figura 34 — Movimento dos avioes - Caso 2, Parte 1.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura
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Figura 36 — Evolucao
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Fonte: Elaborado pelo autor.

dos estados dos avides utilizando elemento de viga - Caso 2.
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O terceiro e tultimo caso consiste em um teste semelhante ao caso 2, mas com
comando de aileron de §; = +5° no segundo avido. Assim, os resultados de posigao dos

avides ao longo do tempo estao apresentados nas Figuras 37 e 38.

Figura 37 — Movimento dos avioes - Caso 3, Parte 1.
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Figura 38 — Movimento dos avioes - Caso 3, Parte 2.
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Figura 39 — Posicao relativa dos avioes para os casos 2 e 3.
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Dado que a perspectiva dificulta a comparagao direta por meio de figuras entre
o segundo e o terceiro caso, procurou-se analisar a posicao de um aviao em relagao ao
outro ao longo do tempo para ambos os casos. Desta maneira, a Figura 39 apresenta a
posicao do primeiro aviao em relacao ao segundo no caso 2 e do segundo em relacao ao
primeiro no caso 3. Percebe-se que ha uma leve diferenca na posicao especialmente em z,
mas considera-se aceitavel, com as possiveis fontes de erros ja discutidas no caso 1, tais
como propagac¢ao de erros numéricos no aviao 2 e refinamento de niimero de elementos.
Ademais, a evolucao dos estados do avidao, apresentados na Figura 40, confirma novamente
a semelhanca do movimento em relagao ao caso 2. Desta maneira, considera-se que as
dindmicas dos dois avides foram implementadas e capturadas corretamente, garantindo a

validade do simulador desenvolvido.
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6 CONCLUSOES

O presente trabalho propos o desenvolvimento numérico de um modelo que fosse
adaptado a simulagdo de um par de avioes conectados. Inicialmente, uma pesquisa bibli-
ografica sobre diferentes tipos de instabilidades foi realizada a fim de tentar verificid-las
posteriormente em simulacao. No entanto, apenas o critério de estabilidade proposto por
Phillips (1949) foi considerado pertinente ao trabalho e, posteriormente, verificado em
simulagao.

Em seguida, trés modelos foram selecionados para serem estudados matematica-
mente e potencialmente implementados computacionalmente. O primeiro, Lumped Parame-
ter Method foi considerado nao adequado devido a indeterminagdo matematica apresentada,
que nao foi possivel ser contornada. Os dois outros modelos propostos foram baseado em
MEF (Método dos Elementos Finitos) com elementos de barra e de viga nao-linear, no
qual foi possivel verificar em ambos o critério de estabilidade encontrado. No entanto,
dado que o ltimo inclui os esforcos de tor¢ao e flexao em sua formulacao, considera-se
que este possui maior representatividade fisica, mas possui maior custo computacional
associado.

Além disso, foi possivel analisar casos testes de ambos os modelos implementados
a um caso de avioes conectados, no qual ambos apresentaram coeréncia com a dinamica
esperada. Portanto, considerou-se que o objetivo do trabalho de construir um algoritmo
computacional para simulacao numérica de um par de avioes conectados foi concluido.

Ainda sim, sugestoes para trabalhos futuros sao propostas:

o Uma verificagdo mais detalhada sobre os casos onde o elemento de barra poderia

ser aplicado sem grande prejuizo a representatividade fisica do problema;

« Otimizacao dos algoritmos desenvolvidos para elemento de viga, em especial
no calculo da derivada 0Jp,./0¢, a fim de tentar reduzir o custo computacional
e permitir o maior refinamento da discretizacdo espacial utilizada, bem como

maiores intervalos de simulagao;

» Estudo detalhado sobre a influéncia da propagacao dos erros numéricos sobre o

segundo aviao para o caso de MEF com elemento de viga nao linear;

o Melhoramento da solugao aerodinamica utilizada no cabo, de maneira a levar
em consideragao a curvatura entre dois nés no caso do elemento de viga, ao

invés de considerar uma barra reta entre dois pontos;

 Identificacdo dindmica do cabo utilizando elemento de viga tendo como base
os esforgos do cabo medidos nas aeronaves (tragao, torgao e flexao), além de
informacdes sobre o regime de voo, como velocidade e altitude, os quais afetam

diretamente o comportamento dinamico do cabo devido a aerodinamica.
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