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Resumo

Neste trabalho realizamos o estudo de Códigos Lineares Cartesianos A�ns Generalizados com
Complementar Dual, para simpli�car Código LCD. Introduzimos os códigos cartesianos a�ns,
códigos do tipo Reed-Muller, códigos do tipo Reed-Solomon e sua generalização. Utilizando
relações entre variedades a�ns e a pegada de um ideal, foi possível determinar os parâmetros
de um código: dimensão, distância mínima e comprimento. Por �m, estudamos condições para
determinar se um código cartesiano tem a propriedade LCD.

Palavras-chave: Códigos Cartesianos, Códigos LCD, Pegada e Bases de Gröbner.

x



SANTOS, P. A. D. Códigos cartesianos a�ns com dual complementar. 2024. (46 pág) Disser-
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Abstract

In this work we carry out the study of Generalized A�ne Cartesian Linear Codes with Comple-
mentary Dual. We introduce a�ne Cartesian codes, Reed-Muller codes, Reed-Solomon codes
and their generalization. Using relationships between a�ne varieties and the footprint of an
ideal, it was possible to determine the parameters of a code: dimension, minimum distance
and length. Finally, we study conditions to determine whether a Cartesian code has the LCD
property.

Keywords : Cartesian Codes, LCD Codes, Footprint and Gröbner Bases.
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Introdução

O objeto principal deste trabalho são códigos lineares a�ns com dual complementar, para
simpli�car código LCD, uma propriedade introduzida por Massey em 1992 em [11]. Um código
LCD é um código linear que possui apenas a palavra zero em comum com o seu dual. Lembrando
que um código linear C é um Fq-subespaço vetorial de Fn

q , onde Fq é um corpo �nito. Dado tal
código C, seu dual é C⊥ := {w ∈ Fn

q | w · c = 0 para todo c ∈ C}.
Este trabalho está divido em quatro capítulos. No primeiro capítulo, apresentaremos al-

guns resultados e conceitos sobre Corpos Finitos, que serão essenciais para o decorrer desta
dissertação.

Na segundo capítulo são introduzidos os conceitos de ordem monomial, o algoritmo da
divisão para polinômios em várias variáveis, bases de Gröbner, pegada de um ideal, variedades
a�ns e a relação entre eles.

No terceiro capítulo, é feito um estudo sobre códigos lineares apresentando resultados básicos
de códigos, além de alguns exemplos de códigos. No decorrer deste capitulo introduziremos os
códigos cartesianos a�ns e códigos cartesianos a�ns generalizados, que são construídos a partir
da avaliação de polinômios em várias variáveis. Apresentaremos alguns resultados que envolvem
esses tipos de códigos.

No último capítulo, é introduzido o conceito principal da dissertação, que são os códigos
LCD, onde é apresentada uma caracterização para códigos LCD. Neste capítulo apresentaremos
alguns resultados feitos em [10] envolvendo este conceito para alguns códigos de avaliação,
especi�camente, códigos de Reed-Solomon generalizados apresentando condições para que esse
tipo de códigos tenham a propriedade LCD.

Pedro Augusto Diniz Santos
Uberlândia-MG, 31 de Janeiro de 2024.
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Capítulo 1

Corpos Finitos

Neste primeiro capítulo introduziremos conceitos necessários ao desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Característica de um Corpo

De�nição 1.1. Sejam K1 e K2 dois corpos. Uma função f : K1 → K2 será chamada homo-
mor�smo se, para todos os elementos a e b em K1, vale que

� f(a+ b) = f(a) + f(b),

� f(a · b) = f(a) · f(b),

� f(1) = 1.

Um homomor�smo bijetor de corpos será chamado de isomor�smo. Dois corpos serão ditos
isomorfos se existir um isomor�smo entre eles.

Proposição 1.2. Seja f : A→ B um homomor�smo e sejam a1, a2 ∈ A. Temos:

1. f(0) = 0,

2. f(−a1) = −f(a1),

3. f(a1 − a2) = f(a1)− f(a2),

4. f(a−1
1 ) = f(a1)

−1 para todo a invertível,

5. Se f é bijetora, então f−1 é homomor�smo.

6. f é injetora e f(A) é um subcorpo de B.

Demonstração. Veja em [8, Proposição 1, Pag 64].

Vamos denotar por N o conjunto dos inteiros positivos.

De�nição 1.3. Seja K um corpo �nito. Seja ΛK o conjunto

ΛK = {n ∈ N;n1 = 0} ⊆ N.

Proposição 1.4. O conjunto ΛK é não vazio.

Demonstração. Pelo fato de K ser �nito, temos que existem dois inteiros n1 < n2 tais que
n11 = n21. Logo, (n1 − n2)1 = 0 com n2 − n1 > 0 e, portanto, ΛK ̸= ∅.

2



De�nição 1.5. De�ne-se a característica de um corpo �nito K como sendo o inteiro positivo

car(K) = minΛK = min{n ∈ N;n1 = 0}.

Se um corpo F é subcorpo de um corpo K, então car(K) = car(F ), pois ΛF = ΛK .

Proposição 1.6. Seja K um corpo �nito, então car(K) é um número primo.

Demonstração. Suponha que car(K) não seja primo. Seja m = car(K), então m = m1 · m2,
com m1,m2 ∈ N e 1 < m1,m2 < m. Portanto,

0 = m1 = (m1 ·m2)1 = m1(m2 · 1) = (m1 · 1)(m2 · 1).

Como K é corpo, e todo corpo é domínio de integridade, temos m1 · 1 = 0 ou m2 · 1 = 0,
contradição, pois m1,m2 < m. Logo, m é primo.

Proposição 1.7. Seja K um corpo �nito com car(K) = p. Se ma = 0 com m ∈ Z e a ∈ K,
então m é múltiplo de p ou a = 0.

Demonstração. Se ma = 0, então (m1) ·a = 0. Logo, como K é corpo, temos m1 = 0 ou a = 0.
Portanto, resta mostrar que, se m1 = 0, então m é múltiplo de p . Suponha m1 = 0, pelo
algoritmo da divisão, temos m = λp+ r, com 0 ≤ r < p. Portanto

0 = m1 = (λp+ r)1 = λ(p1) + r1 = λ0 + r1 = r1,

e como p é o menor inteiro positivo tal que p1 = 0 temos r = 0. Assim m é múltiplo de p.

Teorema 1.8. Seja K um corpo �nito com car(K) = p. Então, K contém um subcorpo
isomorfo a Zp.

Demonstração. Considere a seguinte aplicação

φ : Zp → K

[n] 7→ n1.

Primeiro mostraremos que essa aplicação está bem de�nida. De fato, se [m] = [n] comm,n ∈ Z,
então existe λ ∈ Z tal que n = m+ λp. Portanto, n1 = (m+ λp)1 = m1 + λ(p1) = m1 + λ0 =
m1 + 0 = m1.

Vejamos que φ é homomor�smo injetor. Temos que φ([n]+[m]) = ([n]+[m])1 = [n]+[m] =
φ([n]) +φ([m]) e analogamente se vê que φ([n][m]) = φ([n])φ([m]), além disso φ([1]) = 1. Isso
mostra que φ é homomor�smo. Se φ([n]) = 0 então n1 = 0 e da Proposição 1.7 temos que n
é múltiplo de p, logo [n] = [0]. Assim φ é um homomor�smo injetor, e temos que φ(Zp) é um
subcorpo de K isomorfo a Zp.

Corolário 1.9. Seja K um corpo �nito com car(K) = p. Então K tem pn elementos para
algum número inteiro positivo n.

Demonstração. Na notação do teorema acima, identi�cando φ(Zp) com Zp podemos considerar
Zp ⊂ K, e temos que K é espaço vetorial sobre Zp. Como K é �nito, segue que K tem dimensão
�nita sobre Zp. Seja α1, . . . , αn uma base de K sobre Zp. Então todo elemento de K é escrito
de maneira única na forma

λ1α1 + · · ·+ λnαn,

com λi ∈ Zp, i = 1, . . . , n. Ao contar os elementos, obtemos que |K| = pn.

3



Proposição 1.10. Seja K um corpo �nito com car(K) = p e seja q = pr, para algum r ∈ N.
Se a1, . . . , an ∈ K, temos

(a1 + · · ·+ an)
q = aq1 + · · ·+ aqn.

Demonstração. Faremos a prova deste resultado por indução no número de elementos n e
também no expoente r.

O caso n = 1 e r = 1 são triviais. Assim �xaremos r = 1 e faremos a indução sobre n.
Suponha que o resultado é válido até k e mostraremos o caso k + 1.

(a1 + · · ·+ ak+1)
p = ((a1 + · · ·+ ak) + ak+1)

p.

Pela expansão do binômio de Newton temos

((a1 + · · ·+ ak) + ak+1)
p =

p∑
i=0

(
p

i

)
(a1 + · · ·+ ak)

iap−i
k+1

Observe que p|
(
p
i

)
para todo i ∈ {1, . . . , p− 1} e que

(
p
0

)
=
(
p
p

)
= 1. Logo

(a1 + · · ·+ ak+1)
p = (a1 + · · ·+ ak)

p + apk+1.

Usando agora a hipótese de indução temos

(a1 + · · ·+ ak)
p = ap1 + · · ·+ apk.

Logo,
(a1 + · · ·+ ak+1)

p = ap1 + · · ·+ apk + apk+1.

Para �nalizar, �xaremos n e faremos uma indução sobre r. Note que o caso r = 1 já foi provado
e suponha válido até k e mostraremos que é válido para k + 1. Sabemos que pk+1 = pkp, logo

(a1 + · · ·+ an)
pk+1

= ((a1 + · · ·+ an)
pk)p.

Pela hipótese de indução temos que

(a1 + · · ·+ an)
pk+1

= (ap
k

1 + · · ·+ ap
k

n )p = (ap
k+1

1 + · · ·+ ap
k+1

n ).

Observação 1.11. Seja K um corpo �nito de característica p e seja q uma potência de p.
Temos que se P (X) = a0+a1X+ · · ·+anXn ∈ K[X], então P (X)q = aq0+a

q
1X

q+ · · ·+aqnXnq.

Corolário 1.12. Seja K um corpo �nito de característica p. Se q = pr para algum inteiro
positivo r, então fq é um isomor�smo de corpos, onde

fq : K → K

x 7→ xq.

Demonstração. Observe que

fq(ab) = (ab)q = aqbq = fq(a)fq(b),

além disso, pela Proposição 1.10, tem-se

fq(a+ b) = (a+ b)q = aq + bq = fq(a) + fq(b).

Temos fq(1) = 1q = 1, portanto fq é um homomor�smo.
Pela Proposição 1.2(6), se fq for bijetora, então que é isomor�smo.
Mostremos que fq é injetora. Sejam a, b ∈ K tais que fq(a) = fq(b), então 0 = fq(a)−fq(b) =

fq(a− b) = (a− b)q logo a = b e por consequência fq é injetora. Como K é �nito e fq é injetora,
por consequência é sobrejetora. Portanto fq é isomor�smo.
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Corolário 1.13. Seja F um corpo de característica p > 0 e seja q uma potência inteira de p.
Então o conjunto K = {α ∈ F | αq − α = 0} é um subcorpo de F .

Demonstração. Basta mostrar que se α, β ∈ K, onde β ̸= 0, então α − β, α
β

∈ K. Como
αq − α = 0 e βq − β = 0, segue que αq − α − (βq − β) = 0 e pela Proposição 1.10, temos que
(α− β)q − (α− β) = 0. Implicando que (α− β) ∈ K.

Vamos mostrar que α
β
∈ K. Dados α, β ∈ K e β ̸= 0, sabemos que αq = α o que implica

αq = α · 1 = α · β
β
. Assim αq

β
= α

β
, como βq = β segue que αq

βq = α
β
.

Portanto, K é subcorpo de F

De�nição 1.14. Seja K um corpo. Seja f(X) = crX
r + · · ·+ c1X + c0 ∈ K[X]. Sua derivada

é o polinômio
f ′(X) = rcrX

r−1 + (r − 1)cr−1X
r−2 + · · ·+ c1.

Não é difícil mostrar que as propriedades da derivada convencional são satisfeitas, deixare-
mos a cargo do leitor.

Proposição 1.15. Seja K um corpo �nito de característica p e seja P (X) ∈ K[X]. Temos
que P ′(X) = 0 se , e somente se, existe Q(X) ∈ K[X] tal que P (X) = Q(X)p.

Demonstração. (⇒) Seja P (X) = a0+a1X+ · · ·+anXn tal que P ′(X) = 0, então iai = 0 para
todo i = 1, . . . , n. Segue da Proposição 1.7 que i é múltiplo de p sempre que ai ̸= 0, isto é

P (X) = a0 + apX
P + a2pX

2p + · · ·+ aspX
sp.

Pelo Corolário 1.12, para todo i = 0, . . . , s existe bi ∈ K tal que bpi = aip. Assim basta tomar
Q(X) := b0 + b1X + b2X

2 + · · ·+ bsX
s.

(⇐) Por hipótese temos que P (X) = Q(X)p e aplicando a regra da cadeia temos P ′(X) =
pQ(X)p−1 ·Q′(X) = 0.

Proposição 1.16. Seja K um corpo �nito de característica p e seja q = pr, para algum r
inteiro positivo. Então o polinômio f(X) = Xq − X não possui fatores irredutíveis múltiplos
em K[X].

Demonstração. Suponha por absurdo que exista um fator irredutível múltiplo h(X) na fatora-
ção de f(X). Então deg(h(X)) ≥ 1 e f(X) = g(X)h(X)2 para algum g(X) ∈ K[X]. Temos que
f ′(X) = g′(X)h(X)2 + g(X)2h(X)h′(X), logo h(X) | f ′(X). No entanto f ′(X) = qXq−1 − 1 =
−1.

Lema 1.17. Seja K um corpo �nito com q elementos. Então, para todo α ∈ K∗, sendo K∗ o
conjunto de todos elementos invertíveis de K, temos αq−1 − 1 = 0.

Demonstração. Seja α ∈ K∗. Considere a seguinte aplicação

φa : K
∗ → K∗

a 7→ αa.

Temos que φa é injetora e, portanto, é bijetora, pois K∗ é �nito. Se K∗ = {a1, . . . , aq−1}, então

{αa1, . . . , αaq−1} = {a1, . . . , aq−1},

αa1 · · ·αaq−1 = a1 · · · aq−1,

αq−1 = 1.
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Corolário 1.18. Seja K um corpo �nito com q elementos. Então temos αqi = α, para todo
α ∈ K e para todo i inteiro positivo.

Demonstração. O resultado segue do Lema 1.17.

Corolário 1.19. Seja K um corpo �nito de característica p com q elementos e seja F uma
extensão de K. Então os elementos de K são os elementos de F que são raízes de Xq−X = 0.
Além disso, os elementos do subcorpo Zp de F são as raízes do polinômio Xp −X = 0.

Demonstração. Segue do Corolário 1.18 que os elementos de K são raízes de Xq −X = 0.
Sabemos de [6, Corolario. III.1.7] que esse polinômio tem no máximo q raízes distintas, pois
tem grau q.
Portanto, suas raízes são todos os elementos de K. De maneira análoga, segue que todos os
elementos de Zp são as raízes do polinômio Xp −X = 0.

De�nição 1.20. Seja K um corpo com q elementos. A ordem de α ∈ K∗ é de�nida pelo inteiro
positivo

ord(α) = min{n ∈ N | αn = 1}.

Observe que pelo Lema 1.17 temos que todo elemento não nulo de K tem ordem, e ela é no
máximo q − 1.

Proposição 1.21. Seja K com q elementos e seja α ∈ K∗. Se ocorre αm = 1 para algum
inteiro positivo m, então ord(α) | m. Em particular, ord(α) | (q − 1).

Demonstração. Pelo algoritmo da divisão, temos m = ord(α)s + r, com r e s inteiros não
negativos e r < ord(α). Então

1 = αm = (αord(α)))sαr = 1 · αr,

e isso implica que r = 0 devido a minimalidade de ord(α). Portanto, ord(α) | m.
Além disso, segue do Lema 1.17, temos αq−1 = 1. Logo

ord(α) | (q − 1).

Proposição 1.22. Seja K �nito e sejam α, β ∈ K tais que mdc(ord(α), ord(β)) = 1. Então
ord(αβ) = ord(α)ord(β).

Demonstração. Sejam m = ord(α) e n = ord(β). Então

(αβ)mn = (αm)n(βn)m = 1.

Além disso, caso (αβ)t = 1, temos

1 = ((αβ)t)m = αtmβtm = 1βtm = βtm,

1 = ((αβ)t)n = αtnβtn = αtn1 = αtn.

Portanto, temos n | tm e m | tn pela Proposição (1.22). Logo, m | t e n | t, pois mdc(m,n) = 1.
Como m e n são primos entre si, temos mn | t, e isso prova que mn = min{t > 0 | (αβ)t = 1}.
Finalmente, segue que ord(αβ) = mn.

Proposição 1.23. Seja K com q elementos e seja α ∈ K∗ e i um número inteiro positivo.
Seja m = ord(α), então

ord(αi) =
m

mdc(m, i)
.
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Demonstração. Seja t = ord(αi), então t é o menor inteiro positivo tal que

(αi)t = αit = 1.

Por outro lado temos m | it, e assim it é o menor múltiplo de m e i. Portanto it = mmc(m, i),
ou seja,

t =
mmc(m, i)

i
=

m

mdc(m, i)
.

1.2 Polinômios Irredutíveis

Proposição 1.24. Seja K um corpo �nito com q elementos e seja f(X) um polinômio mônico
irredutível em K[X], de grau d. Considere a extensão de corpos F = K[X]/(f(X)) | K. Vamos
denotar por [g(X)] a classe de g(X) no quociente K[X]/(f(X)). Temos que

1. O conjunto {1, [X], [X2], . . . , [Xd−1]} formam uma base de F sobre K.

2. [X]q
d
= [X] em F .

3. f(X) divide Xqd −X em K[X].

4. Os elementos [X], [X]q, . . . , [X]q
d−1

de F são distintos e são as raízes de f(X).

Demonstração. 1. Seja g(X) ∈ K[X], dividindo g(X) por f(X) encontramos q(X), r(X) ∈
K[X] tais que g(X) = q(X)f(X) + r(X), onde r(X) =

∑d−1
i=0 aiX

i. Tomando as classes
em ambos os lados da igualdade, temos que {1, [X], [X2], . . . , [Xd−1]} gera F como K-
espaço vetorial. Por outro lado, se

∑d−1
i=0 ai[X

i] = [0] então
∑d−1

i=0 aiX
i é um múltiplo

de f(X), o que só é possível se ai = 0 para todo i = 0, . . . , d − 1. Isso mostra que
{1, [X], [X2], . . . , [Xd−1]} é uma base para F como K-espaço vetorial.

2. Note que F é um corpo �nito com qd elementos, logo, pelo Corolário 1.18, temos que
[X]q

d
= [X].

3. Segue de [X]q
d − [X] = [0], ou seja, [Xqd −X] = [0] .

4. Considere o polinômio

g(Y ) = (Y − [X])(Y − [X]q) · · · (Y − [X]q
d−1

) ∈ F [Y ].

Temos do item (2) que

g(Y )q = ((Y − [X])(Y − [X]q) · · · (Y − [X]q
d−1

))q =

(Y q − [X])(Y q − [X]q) · · · (Y q − [X]q
d−1

) = g(Y q).

Assim, g(Y q) = g(Y )q e portanto se g(Y ) = b0 + b1Y + · · · + bd−1Y
d−1 + Y d, temos que

bqi = bi para todo i = 0, 1, 2 . . . , d − 1. Sendo assim, segue do Corolário 1.19, segue que
g(Y ) ∈ K[Y ].
Como f(Y ), g(Y ) ∈ K[Y ] possuem uma raiz comum numa extensão F de K, segue que
seu máximo divisor comum em F [Y ] é não constante e pertence a K[Y ]. Como f(Y ) é
irredutível e mônico, ele coincide com o máximo divisor comum de f(Y ) e g(Y ), logo,
f(Y ) divide g(Y ). Como f(Y ) e g(Y ) são polinômios mônicos do mesmo grau, eles devem
ser iguais.
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Sabemos do item (3) que g(Y ) = f(Y ) divide Y qd −Y , que, pela Proposição 1.16 não tem
fatores múltiplos em K[Y ], logo as raízes [X], [X]q, . . . , [X]q

d−1
de g(Y ) são duas a duas

distintas, provando assim este item.

Observação 1.25. Note que com a proposição acima �ca provado que, se [X] ∈ K[X]/f(X)
com f(X) ∈ K[X] irredutível de grau d, então

d = min{j ∈ N \ {0} | [X]q
j

= [X]}.

Proposição 1.26. Seja K um corpo �nito com q elementos e seja n um inteiro positivo. Então,
em K[X] vale a igualdade:

Xqn −X =
∏
d|n

Gd(X),

sendo Gd(X) o produto de todos os polinômios mônicos irredutíveis de grau d em K[X] e o
produto na igualdade acima é efetuado sobre todos os inteiros positivos d que dividem n.

Demonstração. Seja f(X) ∈ K[X] um polinômio mônico irredutível de grau d. Como Xqn −X
não possui fatores múltiplos pela Proposição 1.16, basta provar a seguinte a�rmação:

f(X) divide Xqn −X se, e somente se, d divide n.

Suponhamos inicialmente que f(X) | (Xqn − X). Como f(X) | (Xqd − X) pela Proposição
1.24(3), segue que f(X) divide mdc(Xqn − X,Xqd − X). Sabe-se que mdc(Xqn − X,Xqd −
X) = (Xqe − X), onde e = mdc(n, d) ≤ d (v. Exemplos 1 e 2 em [8, Seção 3.2]) logo
f(X) | (Xqe − X). Sendo assim [X]q

e
= [X] em K[X]/((f(X)), o que pela observação que

segue a Proposição acima só é possível se e ≥ d. Segue, então, que d = e = mdc(n, d) e
portanto, d | n. Reciprocamente, se d divide n, temos que (Xqd − X) | (Xqn − X). Como
f(X) | (Xqd −X) segue que f(X) | (Xqn −X).

Corolário 1.27. Sejam K um corpo �nito com q elementos e I(n) o número de polinômios
mônicos irredutíveis de grau n em K[X]. Então

qn =
∑
d|n

dI(d).

Demonstração. Compare os graus dos polinômios em ambos os lados da igualdade da proposição
acima.

Através do corolário acima, podemos calcular recursivamente os valores de I(n) num corpo
�nito qualquer.

Teorema 1.28. Seja K um corpo �nito qualquer. Então, para cada inteiro positivo n, existe
pelo menos um polinômios irredutível de grau n em K[X].

Demonstração. Para n = 1, o resultado é óbvio, pois o polinômio X é irredutível. Suponhamos
agora n > 1. Sejam 1 = d1 < · · · < ds < n, com s ≥ 1, os divisores de n. Seja q = |K| e usando
duas vezes o Corolário acima, temos que

qn =
∑
d|n

dI(d) =
s∑

i=1

diI(di) + nI(n) ≤

s∑
i=1

∑
d|di

dI(d) + nI(n)

 =
s∑

i=1

qdi + nI(n) <
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ds∑
j=0

qj + nI(n) =
qds+1 − 1

q − 1
+ nI(n) < qds+1 + nI(n).

Portanto,
nI(n) > qn − qds+1.

Como ds divide n e ds < n, temos que n = λds com λ > 1. Logo, ds = n
λ
≤ n

2
e qds+1 ≤ q

n
2
+1.

Consequentemente,
nI(n) > qn − q

n
2
+1 = qn(1− q−

n
2
+1),

por consequência I(n) > 0.

1.3 Classi�cação dos Corpos Finitos

Teorema 1.29 (Existência de corpos �nitos). Para todos os inteiros positivos p e n com p
primo, existe um corpo com pn elementos.

Demonstração. Pelo Teorema 1.28, existe, para todos os inteiros positivos p e n com p primo,
um polinômio irredutível f(X) ∈ Zp[X] de grau n. Portanto, o corpo Zp[X]/f(X) é um dos
corpos procurados, pois tem pn elementos.

Teorema 1.30 (Unicidade dos corpos �nitos). Dois corpos �nitos com o mesmo número de
elementos são isomorfos.

Demonstração. Seja K um corpo �nito com pn elementos, logo, a característica de K é p e
pelo Teorema 1.8 ele contém um subcorpo isomorfo a Zp. Pelo Corolário 1.19, como K é corpo
�nito com pn elementos, temos que a equação Xpn −X tem todas as suas raízes em K e todos
os elementos de K são as raízes desse polinômio.

Seja f(X) ∈ Zp[X] um polinômio mônico irredutível de grau n, cuja existência está garantida
pelo Teorema 1.28. Vamos mostrar que se L é isomorfo a Zp[X]/(f(X)), logo quaisquer dois
corpos com pn elementos são isomorfos.

Pela Proposição 1.24 (3), sabemos que f(X) divide Xpn −X em Zp[X], logo, existe α em K
tal que f(α) = 0. Observe que f(X) é o polinômio minimal de α sobre Zp, logo os elementos
1, α, α2, . . . , αn−1 de K são linearmente independentes sobre Zp, pois, caso contrário, existiria
um polinômio não nulo r(X) ∈ Zp[X] de grau menor do que o grau de f(X) tal que r(α) = 0.

Pela Observação 1.25, seguiria quemdc(f(X), r(X)) ̸= 1 e como f(X) é irredutível, teríamos
f(X)|r(X), o que é impossível, pois deg(r(X)) < n. Logo, tais elementos formam uma base de
K sobre Zp. Sabemos também, pela Proposição 4.2(i), que 1, [X], [X]2 . . . [X]n−1 é uma base de
Zp[X]/f(X) sobre Zp.

De�nindo

σ : Zp[X] → K

[a0 + · · ·+ an−1X
n−1] 7→ a0 + · · ·+ an−1α

n1 .

Veja que σ está bem de�nida, pois, se

[a0 + · · ·+ an−1X
n−1] = [b0 + · · ·+ bn−1X

n−1],

para algum g(X) ∈ Zp[X], temos que

(a0 + · · ·+ an−1X
n−1)− (b0 + · · ·+ bn−1X

n−1) = f(X)g(X).

Portanto,
(a0 + · · ·+ an−1α

n−1)− (b0 + · · ·+ bn−1α
n−1) = f(α)g(α)
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o que prova que
a0 + · · ·+ an−1α

n−1 = b0 + · · ·+ bn−1α
n−1.

Além disso, σ é claramente sobrejetora e vale que σ(a + b) = σ(a) + σ(b) para todos a, b ∈
Zp[X]/f(X), ou seja, σ é aditiva. Mostremos agora que σ é multiplicativa, de fato, com σ([1]) =
1 e todo homomor�smo de corpos é injetor. Sejam a = [a(X)] e b = [b(X)] em Zp[X]/f(X), onde
a(X) e b(X) são polinômios em Zp[X]. Pelo algoritmo da divisão de polinômios, escrevemos

a(X)b(X) = f(X)q(X) + r(X),

onde r(X) é zero ou é um polinômio de grau menor que n. Logo, temos que

[a(X)b(X)] = [r(X)] e a(α)b(α) = r(α),

o que implica que

σ(ab) = r(α) = a(α)b(α) = σ(a)σ(b) para todos a, b ∈ Zp[X]/f(X).

Portanto, σ é um isomor�smo.
Agora se q é uma potência de um número primo p, denotaremos doravante por Fq o único corpo
(a menos de isomor�smo) com q elementos.

10



Capítulo 2

Bases de Gröbner

2.1 Ordem Monomial e o Algoritmo da Divisão para Po-

linômios em Várias Variáveis

SejaK um corpo e denote porK[X] o anel de polinômiosK[X1, . . . , Xn]. O produto aXα1
1 · · ·Xαn

n ,
onde a ∈ K∗ e α1, . . . , αn são inteiros não negativos, será chamado de termo, enquanto
Xα1

1 · · · , Xαn
n é chamado de monômio. O monômio Xα1

1 · · · , Xαn
n em algumas vezes será

denotado por Xα ( ou Xβ, Xγ, etc.), onde α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn
0 onde N0 é o conjunto dos

inteiros não negativos.
O conjunto dos monômios de K[X] será denotado por M. Dado um polinômio f ∈ K[X],
dizemos que um monômio M aparece em f se o coe�ciente de M é diferente de zero.

De�nição 2.1. Uma ordem monomial em M é uma ordem total ⪯ de�nida sobre M tal que

� Se M1,M2,M3 ∈ M e M1 ⪯ M2, então M1M3 ⪯ M2M3.

� Todo subconjunto não vazio de A ⊂ M possui um menor elemento.

Alguns exemplos de ordens monomiais.

Exemplo 2.2. � Ordem Lexicográ�ca, sejam
∏n

i=1X
αi
i e

∏n
i=1X

βi

i dizemos que

∏n
i=1X

αi
i ⪯lex

∏n
i=1X

βi

i

se existe i ∈ 1, . . . , n tal que αi < βi e αj = βj, para todo j < i.

� Ordem Lexicográ�ca Graduada, sejam
∏n

i=1X
αi
i e

∏n
i=1X

βi

i ∈ M.
Dizemos que

∏n
i=1X

αi
i ⪯grlex

∏n
i=1X

βi

i , se

|α| :=
∑n

i=1 αi < |β| :=
∑n

i=1 βi, ou
|α| = |β| e

∏n
i=1X

αi
i ⪯lex

∏n
i=1X

βi

i .

� Ordem Lexicográ�ca Graduada Reversa, sejam
∏n

i=1X
αi
i e

∏n
i=1X

βi

i ∈ M.
Dizemos que

∏n
i=1X

αi
i ⪯grevlex

∏n
i=1X

βi

i , se

|α| =
∑n

i=1 αi < |β| =
∑n

i=1 βi, ou
|α| = |β| e existe i ∈ 1, . . . , n tal que αi > βi e αj = βj para todo j > i.

A seguir um exemplo de como ordenar monômios usando as ordenações acima.
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Exemplo 2.3. Considere os seguintes monômios X5
1X2X3 e X4

1X2X
2
3 .

Note que X4
1X2X

2
3 ⪯grlex X

5
1X2X3, pois ambos os monômios tem grau total 7 e X4

1X2X
2
3 ⪯lex

X5
1X2X3. Neste caso, também temos que X4

1X2X
2
3 ⪯grevlex X

5
1X2X3, pois o expoente da variável

X3 em X4
1X2X

2
3 é maior que o expoente em X5

1X2X3.

De�nição 2.4. Sejam f =
∑

α aαX
α um polinômio não nulo em K[X] e ⪯ uma ordem mono-

mial.

� Como f é uma soma �nita de termos um dos monômios que aparecem em f deve ser o
maior. Esse monômio é chamado de monômio líder de f e será denotado por lm(f).

� O coe�ciente de lm(f) é chamado de coe�ciente líder de f e será denotado por lc(f).

� O termo líder de f é de�nido como lt(f) := lc(f) · lm(f).

A seguir apresentaremos o algoritmo da divisão em várias variáveis.

Teorema 2.5 (Algoritmo da divisão em várias variáveis). Fixe uma ordem monomial ⪯ em
K[X], e seja F = (f1, . . . , fs) uma s-upla de polinômios em K[X]. Então todo f ∈ K[X] pode
ser escrito como:

f = a1f1 + · · ·+ asfs + r,

onde a1, . . . , as, r ∈ K[X], e ainda ou r = 0 ou r é uma combinação linear, com coe�cientes
em K, de monômios, nenhum dos quais é divisível por qualquer lm(f1), . . . , lm(fs). Chamamos
r de resto da divisão de f por F . Além disso, se aifi ̸= 0 então

lm(f) ⪰ lm(fi).

Demonstração. Veja em [4, Teorema 3, Pág 64.], e demonstração mostra que o algoritmo abaixo
termina após um número �nito de passos.

Entrada: f1, . . . , fs, f
Saída: a1, . . . , as, r
a1 := 0; . . . ; as := 0; r := 0
while p ̸= 0 do

i = 1
DIVISÃO NÃO OCORRE:=Falso
while i ≤ s e DIVISÃO NÃO OCORRE:=Falso do

if lt(fi) divide p then
ai := ai +

lt(p)
ltfi

p := p−
(

lt(p)
lt(fi)

)
fi

DIVISÃO NÃO OCORRE:= Verdadeiro
else

i := i+ 1
end

end
if DIVISÃO NÃO OCORRE:= Falso then

r := r + lt(p)
p = p− lt(p)

else

end
end
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A seguir será feito um exemplo para compreender o funcionamento do algoritmo da divisão
e a importância da ordem monomial escolhida.

Exemplo 2.6. Considere f = X2Y +XY 2 + Y 2, f1 = XY − 1 e f2 = Y 2 − 1 em R[X, Y ] e
dividiremos f por f1 e f2 usando a ordem lexicográ�ca com Y ⪯lex X.

X2Y +XY 2 + Y 2 XY − 1, Y 2 − 1

X + Y, 1

Resto

X + Y + 1−X2Y −X

XY 2 +X + Y 2

−XY 2 − Y
X + Y 2 + Y

−X
Y 2 + Y

−Y 2 − 1

Y + 1
−Y + 1

0

Descrevemos agora os processos feitos na imagem acima. Iremos utilizar o mesmo esquema
feito pela divisão de polinômios em uma variável, tendo como uma única diferença a existência
de mais divisores e quocientes.

Observe que lm(f) = X2Y , lm(f1) = XY e lm(f2) = Y 2, note que o monômio líder de f1 é o
único monômio líder que divide lm(f), sabendo disso começaremos dividindo f por f1. Observe
que lm(f) = X2Y = Xlm(f1), então escrevemos f = Xf1+(f−Xf1) = Xf1+(XY 2+X+Y 2).

Agora aplicaremos o processo ao resto intermediário r1 = XY 2 + X + Y 2 pelo algoritmo
vamos dividir por f1, pois lm(r1) = XY 2 é múltiplo de lm(f1) = XY . Assim escrevemos
r1 = Y f1(r1 − Y f1) = Y f1 + (X + Y 2 + Y ) e portanto

f = (X + Y )f1 + (X + Y 2 + Y ).

Note que o resto intermediário agora é r2 = X + Y 2 + Y e lm(r2) = X que não é múltiplo de
lm(f1) e lm(f2). Assim passaremos lm(r2) para o resto �nal. Logo, r3 = Y 2 + Y e é múltiplo
f2 + (r2 − f2) = f2 + 2X + 1. Deste modo, moveremos 2X + 1 para o resto �nal, pois 2X + 1
não é múltiplo de lm(f1) e lm(f2). Assim escrevemos f = (X + 1)f2 +Xf1 + 2X + 1.

2.2 Bases de Gröbner

Em 1965, em sua tese de doutorado Bruno Buchberger criou o que é conhecido hoje como
bases de Gröbner. Nessa seção apresentaremos esse conceito e alguns resultados que serão
importantes nas próximas seções.

De�nição 2.7. Seja I ⊆ K[X] um ideal não nulo e ⪯ uma ordem monomial sobre M. O
conjunto {g1, . . . , gs} ⊆ I é uma base de Gröbner para I (com respeito ⪯) se para todo f ∈ I,
f ̸= 0 temos que lm(f) é múltiplo de lm(gi) para algum i ∈ {1, . . . , s}.

Assumiremos que M é dotado de uma ordem monomial �xa e que I ̸= ⟨0⟩. Mais adiante
veremos que todo ideal I ̸= 0 admite uma base de Gröbner, mas antes apresentamos algumas
propriedades de tais bases. O resultado a seguir mostra que uma base de Gröbner para I é na
verdade uma base para I e que podemos usá-la para decidir se um polinômio pertence a I.

Lema 2.8. Seja {g1, . . . , gs} ⊆ I uma base de Gröbner para I, então f ∈ I se, e somente se,
o resto de f na divisão por {g1, . . . , gs} é zero. Como consequência I = ⟨g1, . . . , gs⟩.
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Demonstração. (⇐) A volta é evidente.
(⇒) Seja f(X) ∈ I e seja f(X) =

∑s
i=1 qi(X)gi(X) + r(X) a divisão de f(X) por {g1, . . . , gs}.

Então r(X) = f(X) −
∑s

i=1 qi(X)gi(X) ∈ I e por isso devemos ter r(X) = 0, ou r(X) é um
polinômio não nulo em I tal que nenhum de seus monômios é múltiplo monômio líder de gi(X)
para todo i ∈ {g1, . . . , gs}. Como r(X) ∈ I e {g1, . . . , gs} é uma base de Gröbner, essa última
possibilidade não ocorre, e temos que ter r(X) = 0. Isso mostra que I ⊆ {g1, . . . , gs} e a fortiori
I = ⟨g1, . . . , gs⟩ .

Uma importante propriedade das bases de Gröbner é a seguinte.

Proposição 2.9. Seja {g1, . . . , gs} ⊆ I uma base de Gröbner para I. Na divisão de f(X) ∈
K[X] por {g1, . . . , gs} o resto é sempre o mesmo, independente da ordem que for escolhida para
g1, . . . , gs no algoritmo da divisão.

Demonstração. O algoritmo da divisão nos fornece que f =
∑s

i=1 aigi + r, onde lm(r) /∈
(lm(g1), . . . , lm(gs)) para uma determinada ordenação e seja f =

∑s
i=1 bigi + r′ o resultado

da divisão de f por {g1, . . . , gs} usando outra ordenação para os divisores. Assim r − r′ =∑s
i=1 bigi −

∑s
i=1 aigi ∈ I e suponha que r ̸= r′, então, em particular, lm(r− r′) não é múltiplo

de nenhum lm(gi) com i ∈ {1, . . . , s}, pois é um dos monômios de r ou r′, mas isso contradiz o
fato de {g1, . . . , gs} ser base de Gröbner. Assim devemos ter r = r′.

De�nição 2.10. Seja f(X), g(X) ∈ K[X] \ {0}, com lt(f(X)) = aXα e lt(g(X)) = bXβ. Seja
γi = max{αi, βi} para i ∈ {1, . . . , n} e o conjunto γ = (γ1, . . . , γn) ∈ Nn

0 . O S-polinômio de
f(X) e g(X) é de�nido como

S(f, g) =
1

a

Xγ

Xα
· f(X)− 1

b

Xγ

Xβ
· g(X).

A seguir um exemplo de como cálcular o S-polinômio.

Exemplo 2.11. Sejam f = X3Y 2 − X2Y 3 + X e g = 3X4Y + Y 2 ∈ R[X, Y ] com a ordem
lexicográ�ca graduada com Y ⪯ X.
Então lt(f) = X3Y 2 e lt(g) = 3X4Y .

S(f, g) =
X4Y 2

X3Y 2
· f − X4Y 2

3X4Y
· g

= X · f − 1

3
Y · g

= X4Y 2 −X3Y 3 +X2 − 3X4Y 2

3
− Y 3

3

= −X3Y 3 +X2 − Y 3

3
.

Teorema 2.12 (Critério de Buchberger). Seja I um ideal em K[X]. Então uma base G =
{g1, . . . , gt} para I é uma base de Gröbner para I se, e somente se, para todos os pares i ̸= j,
o resto da divisão de S(gi, gj) por G é zero.

Demonstração. Veja em [4, Teorema 6, pag 86].

Neste exemplo mostraremos uma aplicação imediata do Teorema acima.
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Exemplo 2.13. Seja I = ⟨Y −X2, Z −X3⟩ ⊂ R[X, Y, Z]. A�rmamos que G = {Y −X2, Z −X3}
é uma base de Gröbner usando a ordem lexicográ�ca com X ⪯ Y ⪯ Z. Para mostrarmos isto,
calcularemos o S-polinômio

S
(
Y −X2, Z −X3

)
=
Y Z

Y

(
Y −X2

)
− Y Z

Z

(
Z −X3

)
= −ZX2 + Y X3.

Usando o algoritmo da divisão, temos

−ZX2 + Y X3 = X3 ·
(
Y −X2

)
+
(
−X2

)
·
(
Z −X3

)
+ 0.

Logo, pelo teorema anterior, G é uma base de Gröbner para I.

Teorema 2.14. (Algoritmo de Buchberger) Seja I = ⟨f1, . . . , fs⟩ ≠ 0 um ideal polinomial.
Então uma base de Gröbner para I pode ser construída em um número �nito de passos seguindo
o seguinte algoritmo.

Entrada:F = (f1, . . . , fs)
Saída:Uma base de Gröbner G = {g1, . . . , gt} para I = ⟨F ⟩, com F ⊂ G
G := F
Repita
G′ := G
Para cada par p ̸= q em G′ Faça

S := S(p, q)
G′

if S ̸= 0 then
G := G ∪ {S}

else

end
Até G = G′

Demonstração. Veja em [4, Teorema 2, pag 91].

Agora vamos utilizar este algortimo para construir uma base de Gröbner para um ideal
polinomial.

Exemplo 2.15. Fixe a ordem lexicográ�ca X2 ⪯ X1 e seja I = (X1X2 − 1, X2
2 − 1) ⊆

R[X1, X2] um ideal. Vamos aplicar o Algoritmo de Buchberger para encontrar uma base de
Gröbner para I.
Seja g1 = X1X2 − 1 e g2 = X2

2 − 1, então S(g1, g2) = X2g1 − X1g2 = X1 − X2 e o resto da
divisão de S(g1, g2) por {g1, g2} é X1 −X2.
Assim seja g3 = X1 − X2 e considere o conjunto {g1, g2, g3} e pode-se checar que dividindo
S(g1, g2) por {g1, g2, g3}, S(g2, g3) por {g1, g2, g3} e S(g1, g3) por {g1, g2, g3} obtemos restos
zero. Portanto, {g1, g2, g3} é uma base de Gröbner.

Teorema 2.16. Seja I = (g1, . . . , gt) ⊂ K[X], tal que mdc(lm(gi), lm(gj)) = 1 para todo
i, j ∈ {1, . . . , t} com i ̸= j. Então, G = {g1, . . . , gt} é uma base de Gröbner de I.

Demonstração. Veja em [4, Prop.4, Pag.104].
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2.3 Pegada de um Ideal

Agora introduziremos o conceito que resolve o problema da tese de Buchberger.

De�nição 2.17. Seja I ⊆ K[X] um ideal. A pegada de I, com respeito a uma ordem monomial
�xada em M, é o conjunto

∆(I) := {M ∈ M | M não é o monômio líder de nenhum polinômio em I}.

A pegada de um ideal I tem uma relação próxima com uma base de Gröbner para I (ambos
sendo de�nidos com respeito a mesma ordem monomial em M).

Proposição 2.18. Sejam I ⊆ K[X] um ideal e G = {g1, . . . , gs} uma base de Gröbner para I.
Então um monômio M está em ∆(I) se, e somente se, M não é múltiplo de lm(gi) para todo
i ∈ {1, . . . , s}.

Demonstração. (⇒) Essa implicação segue diretamente da de�nição.
(⇐) Para essa implicação, a partir da de�nição de base de Gröbner, sabemos que se M não
é múltiplo de lm(gi) para todo i ∈ {1, . . . , s}, então M não é o monômio líder de nenhum
polinômio de I.

No exemplo a seguir mostraremos como usar o resultado acima para obter uma representação
grá�ca da pegada.

Exemplo 2.19. Seja I = (X3
1 −X1, X

3
2 −X2, X

2
1X2 −X2) ⊆ R[X1, X2] e M dotado de uma

ordem lexicográ�ca, onde X2 ⪯ X1. Não é difícil checar que {X3
1 −X1, X

3
2 −X2, X

2
1X2−X2} é

uma base de Gröbner para I. Temos que lm(X3
1 −X1) = X3

1 , lm(X3
2 −X2) = X3

2 e lm(X2
1X2 −

X2) = X2
1X2 e aplicando a proposição acima para determinar ∆(I) temos que a pegada de I é

o conjunto
∆(I) = {1, X1, X

2
1 , X2, X1X2, X

2
2 , X1X

2
2}.

6

-d d d
d

tdd
t

d t
t Monômios líderes da base de Gröbner
de Id Monômios de ∆(I)

De�nição 2.20. Sejam I = (f1, . . . , ft) ⊂ K[X] um ideal e {f1, . . . , ft} uma base de I. Deno-
tamos por ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)) o conjunto

∆(lm(f1), . . . , lm(ft)) := {M ∈ M |M não é múltiplo de lm(fi) para todo i ∈ {1, . . . , t}}.

Proposição 2.21. Seja I = (f1, . . . , ft) ⊂ K[X]. Então, ∆(I) ⊂ ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)). Caso
{f1, . . . , ft} seja uma base de Gröbner de I, temos que, ∆(I) = ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)).

Demonstração. SejaM ∈ ∆(I), entãoM não é o monômio líder de nenhum polinômio em I, em
particular,M não é múltiplo de lm(fi) para todo i ∈ {1, . . . , t}, logo,M ∈ ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)).

Agora, suponha que {f1, . . . , ft} é uma base de Gröbner de I e sejaM ∈ ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)),
e pela Proposição 2.18, temos que M ∈ ∆(I).
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Apresentamos agora a solução para o problema da tese de Buchberger, que será muito útil
a seguir.

Teorema 2.22 (Buchberger). Seja I ⊆ K[X]. Então

B := {M + I |M ∈ ∆(I)}

é uma base para K[X]/I como um K-espaço vetorial.

Demonstração. Seja G uma base de Gröbner para I em relação a uma ordem monomial usada
para determinar ∆(I), e seja f(X) ∈ K[X]. Dividindo f por G obtemos que o resto r =∑t

i=1 aiMi, onde ai ∈ K[X] eMi ∈ ∆(I) para todo i ∈ {1, . . . , t}. Como f+I = r+I, obtemos
que B gera K[X]/I como um K-espaço vetorial. Agora suponha

∑l
i=1 bi(Mi + I) = 0 + I onde

bi ∈ K e Mi ∈ ∆(I) para todo i ∈ {1, . . . , l}. Então
∑l

i=1 biMi ∈ I devemos ter bi = 0 para
todo i ∈ {1, . . . , l}, caso contrário

∑l
i=1 biMi seria um elemento não nulo de I cujo monômio

líder não é múltiplo do monômio líder de nenhum polinômio de G. O que mostra que B é L.I.
sobre K.

Exemplo 2.23. Continuando o Exemplo 2.19 temos que R[X1, X2]/I é uma R-espaço vetorial
de dimensão 7 e B = {1 + I,X1 + I,X2

1 + I,X2 + I,X1X2 + I,X2
2 + I,X1X

2
2 + I} é uma base

para este espaço vetorial.

Observação 2.24. Veja que ∆(I) ⊂ ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)). Na verdade, pela Proposição 2.18
temos que ∆(I) = ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)) se, e somente se, {f1, . . . , ft} é uma base de Gröbner
para I.

2.4 Variedades A�ns

De�nição 2.25. O espaço a�m de dimensão n sobre K é o conjunto

An(K) := {(a1, . . . , an) | ai ∈ K para todo i ∈ {1, . . . , n}}.

Observe que An(K) = Kn como conjunto. No entanto, utilizaremos a notação An(K) para
enfatizar a natureza geométrica de Kn, em vez de suas propriedades algébricas (por exemplo,
como um espaço vetorial).

De�nição 2.26. Seja F = {fj}j∈J ⊂ K[X] onde J é um conjunto de índices. A variedade
a�m associada a F é o conjunto

V (F ) := {(a1, . . . , an) ∈ An(K) | fj(a1, . . . , an) = 0 para todo j ∈ J}.

Seja I ⊆ K[X] um ideal. A variedade a�m associada a I é o conjunto

V (I) = {(a1, . . . , an) ∈ Kn | f(a1, . . . , an) = 0 para todo f ∈ I}.

Veja que segue diretamente da de�nição acima se I = (g1, . . . , gs), então V (I) = V ({g1, . . . , gs}) =⋂s
i=1 V (gi).

De�nição 2.27. Dado S ⊂ An(K), o ideal de polinômios que se anulam em S, ou
simplesmente ideal de S, é o conjunto

I(S) := {f ∈ K[X] | f(a1, . . . , an) = 0 para todo (a1, . . . , an) ∈ S}.

É fácil veri�car que I(S) é, de fato, um ideal de K[X].
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De�nição 2.28. O radical de um ideal I ⊂ K[X] é o conjunto

√
I := {f ∈ K[X] | fm ∈ I, para algum inteiro positivo m}.

E dizemos que I é um ideal radical se
√
I = I.

Lema 2.29. Seja I ⊆ K[X] um ideal e sejam P1, . . . , Pr pontos distintos de V (I) e vi ∈ K∗.
Então existem polinômios p1, . . . , pr ∈ K[X] tal que pi(Pj) = viδij para todos i, j ∈ {1, . . . , r}.

Demonstração. Seja Pi = (ai1, . . . , ain) ∈ Kn, onde i = 1, . . . , r, mostraremos como obter p1
conforme o enunciado do lema.

Como todos os pontos são distintos, para i ∈ {2, . . . , r} existe ji ∈ {1, . . . , n} tal que
a1ji ̸= aiji . Seja hi = (Xji − aiji)/(a1ji − aiji), então hi(P1) = 1 e hi(Pj) = 0 para todo
j ∈ {2, . . . , r}. Tomando p1 = v1

∏r
i=2 hi obtemos p1(Pi) = v1δi1 para todo i ∈ {1, . . . , r}.

De forma similar obtemos p2, . . . , pr conforme o lema.

Proposição 2.30. Seja I ⊆ K[X] um ideal tal que ∆(I) é um conjunto �nito. Então V (I)
também é um conjunto �nito e |V (I)| ≤ |∆(I)|.

Demonstração. Seja V (I) = {P1, . . . , Pr}, do lema acima temos que existem p1, . . . , pr ∈ K[X]
tais que pi(Pj) = δij para todos i, j ∈ {1, . . . , r}. A�rmamos que {pi + I | i = 1, . . . , r} é
um conjunto linearmente independente. De fato, se

∑r
i=1 ai(pi + I) = 0 + I então temos que∑r

i=1 aipi ∈ I, assim 0 = (
∑r

i=1 aipi)(Pj) = aj para todo j. Assim

|∆(I)| = dimK(K[X]/I) ≥ r = |V (I)|.

Teorema 2.31. Seja I ⊆ K[X] um ideal tal que ∆(I) é um conjunto �nito e seja L uma
extensão algébricamente fechada de K. Então

VL (I) := {(a1, . . . , an) ∈ Ln | f (a1, . . . , an) = 0 para todo f ∈ I}

é um conjunto �nito e |VL (I)| ≤ |∆(I)|. Além disso, se K é um corpo perfeito por exemplo, um
corpo �nito, ou um corpo de característica zero e I é um ideal radical, então |VL (I)| = |∆(I)|.

Demonstração. Veja em [2, Teo 8.32].
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Capítulo 3

Códigos Cartesianos A�ns com dual

complementar

3.1 Códigos Lineares

Nesta seção iniciaremos um breve estudo da teoria de códigos e usaremos ferramentas apresen-
tadas anteriormente para determinar propriedades importantes de um código (linear).

De�nição 3.1. Um código corretor de erros é um subconjunto C ⊆ An, onde A é um conjunto
�nito qualquer chamado de alfabeto e n ∈ N. Os elementos de An são chamados de palavras.

De�nição 3.2. Dados a = (a1, . . . , an) e b = (b1, . . . , bn) ∈ An, a distância de Hamming
entre a e b é de�nida como

d(a,b) = #{i | ai ̸= bi, onde i ∈ {1, . . . , n}}.

A distância de Hamming satisfaz as propriedades de uma métrica, como veremos a seguir.
Por isso, a distância de Hamming entre elementos de An é também chamada de métrica de
Hamming.

Proposição 3.3. Dados a = (a1, . . . , an),b = (b1, . . . , bn) e c = (c1, . . . , cn) ∈ An, valem as
seguintes propriedades:

� d(a,b) ≥ 0 e d(a,b) = 0 se, e somente se, a = b.

� d(a,b) = d(b, a).

� d(a, c) ≤ d(a,b) + d(b, c).

Demonstração. Vamos demonstrar a terceira propriedade, pois a primeira e a segunda são
triviais. Observe que, a contribuição das i-ésimas coordenadas de a e c para d(a, c) é igual a
zero se ai = ci, e igual a um se ai ̸= ci. No caso em que ai = ci a contribuição para d(a, c) é
zero; no caso em que ai ̸= ci não podemos ter ai = bi e ci = bi, logo a contribuição das i-ésimas
coordenadas para a soma d(a,b) + d(b, c) é pelo menos 1. Assim, vale a desigualdade.

De�nição 3.4. Seja C um código. A distância mínima de C é o número

δ(C) := min{d(a,b) | a,b ∈ C e a ̸= b}.

De�nição 3.5. Um código C ⊆ Fn
q será chamado de código linear se for um Fq-subespaço

vetorial de Fn
q . Os parâmetros do código linear C são a dimensão dimFq C := k de C

como Fq-espaço vetorial, o comprimento n de C, e a distância mínima δ(C) de C.
Usualmente os parâmetros são escritos como a terna de inteiros [n, k, δ(C)].
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Seja C ⊆ Fn
q um código linear, k = dimFq C e seja {b1, . . . , bk} uma base de C, portanto,

todo elemento de C se escreve de modo único da forma λ1b1 + · · · + λkbk, onde λi ∈ Fq para
todo i ∈ {1, . . . , k}. Segue daí que |C| = qk.

De�nição 3.6. Dada uma palavra a = (a1, . . . , an) ∈ Fn
q , de�ne-se o peso de a como o sendo

o número inteiro

ω(a) := |{i | ai ̸= 0}| = quantidade de coordenadas de a que são diferentes de zero.

Ou seja, ω(a) = d(a,0), onde 0 é o vetor nulo de Fn
q e d representa a métrica de Hamming.

A partir de agora, sempre que nos referirmos a um código C, signi�ca que C ⊆ Fn
q é um

código linear. Observe que, nesse caso, temos que δ(C) = min{ω(a) | a ∈ C, a ̸= 0}. Isso vem
do fato de que, dadas duas palavras distintas a e b, temos d(a,b) = d(a− b,0) = ω(a− b).

De�nição 3.7. Sejam um C código tal que dimFq C = k, B = {b1, . . . , bk} uma base ordenada
de C e considere a matriz G, cujas as linhas são os vetores bi = (bi1, . . . , bin), i ∈ {1, . . . , k},
isto é

G =

b1...
bk

 =

b11 · · · b1n
...

. . .
...

bk1 · · · bkn

 .

A matriz G é chamada de matriz geradora de C associada a B.

O nome matriz geradora de C se deve ao fato de C ser a imagem da transformação linear
T : Fk

q → Fn
q , tal que T (a) = aG.

De�nição 3.8. Sejam a = (a1, . . . , an), e b = (b1, . . . , bn) elementos de Fn
q , de�ne-se o produto

interno de a e b como sendo

⟨a,b⟩ := a1b1 + · · ·+ anbn.

De�nição 3.9. Seja C ⊆ Fn
q um código linear, o código dual de C, denotado por C⊥ ⊆ Fn

q é
dado por

C⊥ := {v ∈ Fn
q ; ⟨v,u⟩ = 0 para todo u ∈ C}.

Lema 3.10. Seja C ⊆ Fn
q um código, com matriz geradora G, então

1. C⊥ ⊆ Fn
q é um código linear.

2. a ∈ C⊥ ⇔ Gat = 0, onde at indica o vetor a transposto.

3. a ∈ C⊥ ⇔ aGt = 0,

Demonstração. 1. Sejam a,b ∈ C⊥ e λ ∈ K. Temos, para todo x ∈ C, que

⟨a+ λb,x⟩ = ⟨a,x⟩+ λ ⟨b,x⟩ = 0,

e portanto, a+ λb ∈ C⊥, provando que C⊥ é um subespaço vetorial de Kn.

2. x ∈ C⊥ se, e somente se, x é ortogonal a todos os elementos de C se, e somente se, x é
ortogonal a todos os elementos da base de C, o que é equivalente a dizer que Gat = 0,
pois as linhas de G são uma base de C.

3. Segue do item anterior e do fato de que uma matriz tem todas as entradas nulas se e só
se sua transposta tem todas as entradas nulas.
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No que se segue usamos a notação Idk para simbolizar a matriz identidade k × k.

Proposição 3.11. Seja C ⊆ Fn
q um código de dimensão k com matriz geradora G = (Idk|A),

na forma padrão. Então

1. dimFq C
⊥ = n− k;

2. H = (−At | Idn−k) é uma matriz geradora de C⊥.

Demonstração. Veja em [8, Proposição 2, pag 94].

Lema 3.12. Suponha que C seja um código de dimensão k em Fn
q com matriz geradora G. Uma

matriz H de ordem (n−k)×n, com coe�cientes em Fq e com linhas linearmente independentes,
é uma matriz geradora de C⊥ se, e somente se,

G ·H t = 0

Demonstração. As linhas de H geram um subespaço vetorial de Fn
q de dimensão n − k, por-

tanto, igual à dimensão de C⊥. Por outro lado, representado por h1, . . . , hn−k e por g1, . . . , gk,
respectivamente, as linhas de H e de G, temos que(

G ·H t
)
i,j

= ⟨gi, hj⟩ .

Portanto, G ·H t = 0 equivale a dizer que o subespaço gerado pelas linhas de H estão em C⊥.
Por outro lado, esse subespaço tem mesma dimensão que C⊥, logo

G ·H t = 0 ⇔ C⊥é gerado pelas linhas de H.

Corolário 3.13. Seja C um código. Então (C⊥)⊥ = C.

Demonstração. Sejam G e H matrizes geradoras de C e C⊥ respectivamente. Segue do lema
anterior que G ·H t = 0, logo, tomando transpostas, temos H ·Gt = (G ·H t)t = 0t = 0. Como
G é uma matriz (com linhas L.I.) de ordem k × n e dimFq(C

⊥)⊥ = k temos que G é matriz
geradora de (C⊥)⊥, logo (C⊥)⊥ = C.

Proposição 3.14. Seja C um código linear e suponhamos que H seja uma matriz geradora de
C⊥. Temos então que

v ∈ C ⇔ Hvt = 0.

Demonstração. Pelo Corolário acima e pelo segundo item do Lema 3.10, temos v ∈ C se, e
somente se, v ∈ (C⊥)⊥ se, e somente se, Hvt = 0.

A proposição acima nos permite caracterizar os elementos de um código C por meio de uma
condição de anulamento.

De�nição 3.15. Seja C um código e v ∈ Fn
q . A matriz geradora de H de C⊥ é chamada de

matriz teste de paridade de C. O vetor Hvt é chamado de síndrome de v.

Proposição 3.16. Seja H a matriz teste de paridade de um código C. Temos que a distância
mínima de C é maior ou igual a s se, e somente se, quaisquer s−1 colunas de H são linearmente
independentes.
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Demonstração. Suponhamos, inicialmente, que cada conjunto de s − 1 colunas de H é linear-
mente independente. Seja c = (c1, . . . , cn) uma palavra não nula de C, e sejam h1, . . . , hn as
colunas de H. Como H · ct = 0, temos que

0 = H · ct =
n∑

i=1

cih
i. (3.1)

Visto que ω(c) é o número de componentes não nulas de c, segue que se ω(c) ≤ s− 1, teríamos
por 3.1 que o vetor nulo se escreve como uma combinação linear de um número t, com 1 ≤ t ≤
s− 1, de colunas de H, o que é uma contradição com a hipótese. Logo, ω(c) ≥ s e, portanto,
ω(C) ≥ s.

Reciprocamente, suponhamos que ω(C) ≥ s. Suponhamos também, por absurdo, que H te-
nha s−1 colunas linearmente dependentes, digamos hi1 , . . . , his−1 . Logo, existiriam ci1 , . . . , cis−1

no corpo, nem todos nulos, tais que

ci1h
i1 + · · ·+ cis−1h

is−1 = 0.

Portanto, tomando c = (0, . . . , ci1 , . . . , cis−1 , 0, . . . , 0) temos H · ct = 0 e logo c ∈ C, consequen-
temente, ω(c) ≤ s− 1 < s, o que seria um absurdo.

Teorema 3.17. Seja H a matriz teste de paridade de um código C. Temos que a distância
mínima de C é igual a s se, e somente se, quaisquer s − 1 colunas de H são linearmente
independentes e existem s colunas de H linearmente dependentes.

Demonstração. De fato, suponha que δ(C) = s, logo pela Proposição 3.16 todo conjunto de s−1
colunas de H é linearmente independente. Por outro lado, existem s colunas de H linearmente
dependentes, pois, caso contrário, pela Proposição 3.16, teríamos δ(C) ≥ s+ 1.

Reciprocamente, suponhamos que todo conjunto de s−1 vetores colunas de H é linearmente
independente e existem s colunas linearmente dependentes. Logo, da Proposição 3.16, temos
que ω(C) ≤ s. Mas ω(C) não pode ser maior do que s, pois neste caso, novamente pela
Proposição anterior nos diria que todo conjunto com s colunas deH é linearmente independente,
o que é uma contradição.

Corolário 3.18 (Cota de Singleton). Os parâmetros (n, k, d) de um código linear satisfaz a
desigualdade

d ≤ n− k + 1.

Demonstração. Se H é uma matriz teste de paridade, ela tem posto n − k. E pelo Teorema
3.17, d− 1 é menor ou igual ao posto de H, segue que a desigualdade.

Um código será chamado deMDS (Maximum Distance Separeble) se valer a igualdade
d = n− k + 1.

3.2 Exemplos de Códigos

Nesta seção apresentaremos alguns exemplos de códigos.

Exemplo 3.19 (Códigos de Hamming). Um código de Hamming de ordem m sobre F2 é
um código com matriz teste de paridade Hm de ordem m × n, cujas colunas são os elementos
de Fm

2 \ {0} numa ordem qualquer.
Veja que Hm determina o código C a menos de equivalência.
Temos, portanto, que o comprimento de um código de Hamming de ordem m é n = 2m − 1 e,
portanto, a sua dimensão é k = n−m = 2m −m− 1.
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Exemplo 3.20 (O código do Mariner 9). O código usado na nave espacial Mariner 9 é exemplo
do código R(1,m) de�nido sobre F2, cuja matriz geradora exibiremos a seguir. Este códigos são
chamados de Códigos de Reed-Muller de Primeira Ordem.
Considere todos os elementos de Fm

2 e organize-os como vetores colunas de uma matriz Am,
m × 2m, de modo que o bloco m × 2m − 1 à esquerda dessa matriz seja a matriz Hm, e que a
ultima coluna à direita seja o vetor zero de Fm

2 isto é,

Am = (Hm, 0).

Construímos uma matriz G com (m + 1) linhas e 2m colunas, de tal modo que as entradas de
sua primeira linha sejam todas iguais a 1 e, logo abaixo, a matiz Am como bloco, ou seja,

G =

(
1 1
Hm 0

)
Denotamos por R(1,m) o código cuja matriz geradora seja a matriz G. Mais à frente (veja
Exemplo 3.39) mostraremos que os parâmetros desse código são (2m,m+ 1, 2m−1).

Exemplo 3.21 (Reed-Solomon). Seja Fq um corpo �nito e considere o Fq-espaço vetorial
Fq[X]n dos polinômios de Fq[X] de grau menor que n, incluindo o polinômio nulo, isto é

Fq[X]k = {p(X) ∈ Fq[X]; deg(p(X)) < k}
⋃

{0}.

É claro que esse espaço vetorial tem dimensão n com uma base dada por

B = {1, X,X2, . . . , Xk−1}

Sejam n um inteiro, tal que n ≥ k, e α1, . . . , αn elementos distintos de Fq. Considere a função
de�nida por

T : Fq[X]k → Fn
q

P (X) 7→ (P (α1), . . . , P (αn)) .

Temos que T é uma transformação linear. De fato, dados P (X), Q(X) ∈ Fq[X] e λ ∈ Fq temos

T (λP (X) +Q(X)) = ((λP +Q)(α1), . . . , (λP +Q)(αn))

= (λP (α1) +Q(α1), . . . , λP (αn) +Q(αn)) = λ(P (α1), . . . , P (αn)) + (Q(α1), . . . , Q(αn))

= λT (P (X)) + T (Q(X)).

Além disso, T é injetora. De fato,

kerT = {P ∈ Fq[X]k | P (α1) = · · · = P (αn) = 0} = {0},

pois um polinômio não nulo P qualquer de grau menor que k ≤ n não pode ter n raízes distintas.
Portanto, a imagem C = T (Fq[X]k) é um código linear de comprimento n e dimensão k.

Esse código será chamado Código de Reed-Solomon de comprimento n e dimensão k
de�nido por α1, . . . , αn.

Proposição 3.22. Seja C um código de Reed-Solomon de comprimento n e dimensão k. Então
a distância mínima de C é d = n− k + 1, e por consequência os códigos de Reed-Solomon são
MDS.
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Demonstração. Pelo Corolário 3.18, sabemos que d ≤ n − k + 1. Por outro lado, seja c uma
palavra não nula de C. Então existe P (X) ∈ Fq[X]k tal que

c = (P (α1, . . . , P (αn))) = T (P (X)).

Logo,
ω(c) = |{i ∈ {1, . . . , n} | P (αi) ̸= 0}|

= n− |{i ∈ {1, . . . , n} | P (αi) = 0}| ≥

n− deg(P (X)) ≥ n− (k − 1) = n− k + 1.

Segue daí que
d ≥ n− k + 1.

Portanto d = n− k + 1 e assim os códigos de Reed-Solomon são MDS.

3.3 Códigos Cartesianos A�ns Generalizados

Nesta seção, seguindo [10], iremos apresentar alguns resultados sobre um tipo particular de
código. E para isso iremos utilizar ferramentas desenvolvidas em [3].

Seja I = (g1, . . . , gt) ⊂ Fq[X] e consideremos o ideal Iq := (g1, . . . , gt, X
q
1−X1, . . . , X

q
m−Xm).

Da Proposição 1.26, sabemos que
∏

a∈Fq
(X − a) = Xq −X, e consequentemente V (I) = V (Iq).

De agora em diante vamos sempre estar considerando a ordem lexicográ�ca graduada (⪯grlex)
em M ⊂ Fq[X].

Proposição 3.23. O conjunto ∆(Iq) é �nito.

Demonstração. A�rmo que ∆(lm(g1), . . . , lm(gt), X
q
1 , . . . , X

q
m) ≤ qm. De fato, por de�nição te-

mos que ∆(lm(g1), . . . , lm(gt), X
q
1 , . . . , X

q
m) é o conjunto dos monômios que não são múltiplos de

lm(g1), . . . , lm(gt), X
q
1 , . . . , X

q
m em particular, tais monômios não são múltiplos de Xq

1 , . . . , X
q
m.

Assim, pela Proposição 2.21, temos

|∆(Iq)| = |∆(lm(g1), . . . , lm(gt), X
q
1 , . . . , X

q
m)| ≤ qm.

O que completa a demonstração.

Lema 3.24. Seja I ⊂ Fq[X] um ideal tal que ∆(I) é um conjunto �nito. Então

I é um ideal radical ⇔ Existe fj ∈ I ⊂ Fq[Xj] \ Fq tal que mdc(fj, f
′

j) = 1, ∀j ∈ {1, . . . ,m}

Demonstração. Veja em [2, Poposição 8.14].

Seja V (Iq) = {P1, . . . , Pn} e considere a seguinte aplicação linear

φ : Fq[X]/Iq → Fn
q

f + Iq 7→ (1f(P1), . . . , 1f(Pn)) .

Proposição 3.25. A aplicação linear φ é um isomor�smo entre Fq-espaços vetoriais.

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que dimFq Fq[X]/Iq = m. De fato como o polinômio
fj := Xq

j − Xj tem q raízes distintas temos mdc(fj, f
′
j) = 1 para todo j ∈ {1, . . . , n}, e pela

Proposição 3.23 o conjunto ∆(Iq) é �nito, segue do Lema anterior Iq é um ideal radical. Observe
também que, VFq

(Iq) = V (Iq), onde Fq é o fecho algébrico de Fq e pelo Teorema 2.31 temos

que
∣∣∣VFq

(Iq)
∣∣∣ = |∆(Iq)|. Assim, pelo Teorema 2.22, temos que dimFq Fq[X]/Iq = |∆(Iq)| = m.
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Agora, mostraremos que φ é sobrejetora, e assim, pelo Teorema do Núcleo e da Imagem o
resultado seguirá. Sabendo disso, sejam p1, . . . , pm ∈ Fq[X], tais que pi(Pj) = δji para todo
i, j ∈ {1, . . . ,m} que existem pelo Lema 2.29, e veja que, φ(pi + Iq) = ei para todo i ∈
{1, . . . ,m}, onde ei é um vetor da base canônica. Como {e1, . . . , em} é uma base para Fm

q como
Fq-espaço vetorial.

A seguir o conceito introduzido por Ftizgerald e Lax em [5].

De�nição 3.26. Seja L ⊂ Fq[X]/Iq um Fq-subespaço vetorial de Fq[X]/Iq. A imagem φ(L) =:
C(L) é chamado de código de variedade a�m associado a L.

Uma propriedade importante que será provada, é que todo código linear pode ser represen-
tado como um código de variedade a�m. Para isso, o lema abaixo se faz necessário.

Lema 3.27. Sejam P1, . . . , Ps pontos de An(Fq) tal que Pj = (bj1, . . . , bjn). Então o polinômio

fj(X) =
n∏

i=1

[1− (Xi − bji)
q−1],

é tal que, fj(P ) = 0 para todo P ∈ An(Fq) \ {Pj} e fj(Pj) = 1 para j = 1, . . . , s.

Demonstração. Da Proprosição 1.26 sabe-se que Xq
i − Xi =

∏
b∈Fq

(Xi − b) para todo i ∈
{1, . . . , s}. Dado α ∈ Fq, temos que∏

b∈Fq\{α}

(Xi − b) =
Xq

i −Xi

Xi − α
=

(Xi − α)q − (Xi − α)

(Xi − α)
,

ou seja, (Xi−α)q−1−1 =
∏

b∈Fq\{α}(Xi−b). Assim, caso Xi = α temos que 1− (Xi−α)q−1 = 1

e caso Xi ̸= α então 1− (Xi − α)q−1 = 0 e por consequência o resultado segue.

Proposição 3.28. Todo código linear C ⊂ Fs
q pode ser representado como um código de varie-

dade a�m.

Demonstração. Seja C ⊂ Fs
q um código linear, tal que dimFq C = k. Seja

[
cij
]
uma matriz

geradora de C com i = 1, . . . , k e j = 1, . . . , s. Escolha o menor número natural n, tal que
qn ≥ s. Sejam Y = {P1, . . . , Ps} ⊂ An(Fq) e I = I(Y ) ⊂ Fq[X] o ideal polinomial que
anula os pontos de Y . Denotaremos Pj = (bj1, . . . , bjn) para todo j = 1, . . . , n. E pelo Lema
anterior temos que o polinômio fj(X) =

∏n
i=1[1− (Xi − bji)

q−1] é tal que fj(P ) = 0 para todo
P ∈ An(Fq) \ {Pj} e fj(Pj) = 1 para todo j = 1, . . . , s.

De�na gi+Iq :=
∑s

i=1 cij(fj+Iq), para todo i = 1, . . . , k e tome L = ⟨g1 + Iq, . . . , gk + Iq⟩ ⊂
Fq[X]/Iq o subespaço gerado por {g1 + Iq, . . . , gk + Iq}. Assim, C = C(L), pois φ(gi + Iq) =
(ci1, . . . , cis), para i = 1, . . . , k e φ : Fq[X]/Iq → Fs

q é tal que φ(f + Iq) = (f(P1), . . . , f(Ps)). E
o resultado segue.

Agora iremos apresentar resultados sobre um tipo especí�co de código de variedade a�m
que foi introduzido por H. López, F. Manganiello, G. Matthews em [10]. A seguir será feita a
construção de tal código.

Sejam A1, . . . , Am ⊂ Fq subconjuntos não vazios de Fq, de�nimos o conjunto cartesiano
A := A1 × · · · ×Am . De�na Li(Xi) =

∏
c∈Ai

(Xi − c) para todo i ∈ {1, . . . ,m} e consideremos
I = (L1(X1), . . . , Lm(Xm)), note que V (I) = A. Como o feito acima temos o conjunto Iq =
(L1(X1), . . . , Lm(Xm), X

q
1−X1, . . . , X

q
m−Xm) e observe que Iq = I, pois Li(Xi) é um divisor de

Xq
i −Xi para todo i ∈ {1, . . . ,m}. Diferentemente da construção feita acima, sejam v1, . . . , vn

invertíveis de Fq, onde n := |A| e de�na a seguinte aplicação linear

ψ : Fq[X]/Iq → Fn
q

f + Iq 7→ (v1f(a1), . . . , vnf(an)) .
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Proposição 3.29. A aplicação linear ψ é um isomor�smo entre Fq-espaços vetoriais.

Demonstração. Similar a demonstração feita na Proposição 3.25, utilizando o Lema 2.29.

De�nição 3.30. Seja k ∈ N0 e consideremos o Fq-subespaço vetorial de Fq[X]/Iq dado por
S<k := {p + Iq | p = 0 ou deg(p) < k}, onde deg(p(X)) é o grau do polinômio p(X) ∈
Fq[X]. A imagem Ck(A, v) := ψ(Sk) é chamada de código de avaliação cartesiano a�m
generalizado ou simplesmente código cartesiano de grau k associado a A e v.

Observação 3.31. Veja que podemos caracterizar um código cartesiano Ck(A, v) como o con-
junto {ψ(p+ Iq) | p = 0 ou deg(p) < k e degXi

(p) < ni para todo i ∈ {1, . . . ,m}}.

Lema 3.32. O conjunto {L1(X1), . . . , Lm(Xm)} é uma base de Gröbner de I.

Demonstração. Como mdc(Li(Xi), Lj(Xj)) = 1 para todo i ̸= j, então pelo Teorema 2.16 o
resultado segue.

Lema 3.33. I(A) = I.

Demonstração. É claro que I ⊂ I(A), então segue que ∆(I(A)) ⊂ ∆(I) = {Xα1
1 · · ·Xαm

m |
0 ≤ αi < ni, onde ni := Ai, para todo i ∈ {1, . . . ,m}}. Assim, pela Proposição 2.30 e
pelo Lema acima, temos que n1 · · ·nm = |V (I(A))| ≤ |∆(I(A))| ≤ |∆(I)| = n1 · · ·nm, logo
|∆(I(A))| = n1 · · ·nm. Por consequência ∆(I(A)) = {Xα1

1 · · ·Xαm
m | 0 ≤ αi < ni, onde ni :=

Ai, para todo i ∈ {1, . . . ,m}}. Agora, dado f ∈ I(A), temos que lm(f) é múltiplo de
lm(Li(Xi)) = Xni

i para algum i ∈ {1, . . . ,m}, caso contrário, lm(f) ∈ ∆(I(A)), o que é
uma contradição. Então {L1(X1), . . . Lm(Xm)} ⊂ I(A) e por consequência é uma base de
Gröbner de I(A) e, portanto, I(A) = I.

Agora iremos calcular os parâmetros de Ck(A, v) e para isso considere o conjunto∆(I(A))<k :=
{M ∈ ∆(I(A))| deg(M) < k}.

Proposição 3.34. O conjunto {M + I | M ∈ ∆(I)<k} é uma base de S<k como Fq-espaço
vetorial.

Demonstração. Pelo Teorema 2.22 sabemos que o conjunto B := {M + I|M ∈ ∆(I)<k} é
linearmente independente, e claramente está contido em S<k. Agora, seja p ∈ Fq[X], p ̸= 0
tal que deg(p) < k. Dividindo p por {L1(X1), . . . , Lm(Xm)}, temos pelo algoritmo da divisão
que o resto r obtido através dessa divisão é tal que, lm(r) ⪯grlex lm(p) ou r = 0, ou seja,
deg(lm(r)) < kd ou r = 0. Se r = 0, é claro que p + I = 0 + I é uma combinação Fq-linear
de elementos em B e se r ̸= 0, temos p + I = r + I que é uma combinação Fq-linear de
elementos em B, pois todos os monômios aparecendo em r estão em ∆(I)<k (aqui usamos que
{L1(X1), . . . , Lm(Xm)} é uma base de Gröbner de I, e portanto, B é uma base de S<k como
Fq-espaço vetorial.

Seja c = (c1, . . . , cn) uma palavra de Ck(A, v), mostraremos que existe um polinômio fc em
S<k tal que ψ(fc + Iq) = c. Com esse propósito, para cada elemento a = (a1, . . . , am) ∈ A
de�na o seguinte polinômio

La(X) =
L1(X1)

X1 − a1
· · · Lm(Xm)

Xm − am
.

Veja que La(b) = 0 para todo b ∈ A | b ̸= a e La(a) = L
′
1(a1) · · ·L

′
m(am), onde L

′
i(Xi) denota a

derivada formal de Li(Xi). De fato, veja que

La(a) =

 ∏
b1∈A1|b1 ̸=a1

(b1 − a1)

 · · ·

 ∏
bm∈A1|bm ̸=am

(bm − am)

 .
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Por outro lado, como Ai é �nito, então Ai = {a1, . . . , ani
} para todo i ∈ {1, . . . ,m}. Sabendo

disso e utilizando as regras de derivação temos,

L
′

i(Xi) =

 ∏
aj1∈A1|aj1 ̸=a1

(Xi − aj1)

+ · · ·+

 ∏
ajm∈Am|ajm ̸=anm

(Xi − ajm)

 .

Logo,

L
′

i(ai) =

 ∏
aji∈Ai|aji ̸=ai

(ai − aji)

 .

E portanto,

L
′

1(a1) · · ·L
′

m(am) =

 ∏
aj1∈A1|aj1 ̸=a1

(a1 − aj1)

 · · ·

 ∏
ajm∈Am|ajm ̸=anm

(Xi − ajm)

 = La(a).

(3.2)
Como queríamos mostrar. E por �m o polinômio que queremos é

fc(X) :=
n∑

j=1

Laj(X)

Laj(aj)
cj. (3.3)

Veja que degXi
fc(X) < ni para todo i ∈ {1, . . . ,m} e por construção temos que ψ(fc+ Iq) = c.

Os resultados abaixo determinam os parâmetros dos códigos cartesianos.

Lema 3.35. A dimensão de Ck(A, v) é dimFq(Ck(A, v)) = |∆(I)<k|, veja que em particular
dimFq(Ck(A, v)) = n1 · · ·nm e δ(Ck(A, v)) = 1 para todo k ≥

∑m
i=1(ni − 1).

Demonstração. A primeira sentença é consequência da Proposição 3.34 e pelo fato de ψ ser um
isomor�smo.

Para provar a segunda e terceira a�rmações, temos que {L1(X1), . . . , Lm(Xm)} é uma base
de Gröbner para I temos

∆(I) = {Xα1
1 · · ·Xαm

m |0 ≤ αi ≤ ni − 1 para todo i ∈ {1, . . . ,m}}.

Portanto, ∆(I)<k = ∆(I) sempre que k ≥
∑m

i=1(ni − 1). E o resultado segue pelo fato de
|∆(I)| = n1 · · ·nm e o fato de ψ(Lk) = Fn1···nm

q .

Teorema 3.36. A dimensão de Ck(A, v) para 0 ≤ k <
∑m

i=1(ni − 1) é dada por

dimFq(Ck(A, v)) =
(
m+ k − 1

k − 1

)
−

m∑
i=1

(
m− k − 1− ni

k − 1− ni

)
+ · · ·+

(−1)j
∑

1≤i1<···<ij≤n

(
m+ k − 1− ni1 − · · · − nij

k − 1− ni1 − · · · − nij

)
+ · · ·+

(−1)n
(
m+ k − 1− n1 − · · ·nm

k − 1− n1 − · · ·nm

)
,

onde estabelecemos que
(
a
b

)
= 0 se b < 0.
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Demonstração. De acordo com o Lema anterior a dimensão de Ck(A,v) é igual a cardinalidade
de∆(I)<k, isto é, o número de monômios em∆(I) da formaXα1

1 · · ·Xαm
m , onde 0 ≤

∑m
i=1 αi < k.

Seja h(t) := (1 + t+ · · ·+ tn1−1) · · · (1 + t+ · · ·+ tnm−1), note que os coe�cientes de te em h(t)
é igual ao número de monômios em ∆(I) que tem grau e para todo e ∈ {0, . . . ,

∑m
i=1(ni − 1)}.

Assim uma maneira de obter o que queremos é calcular os coe�cientes de t0, t, . . . , tk−1 e
depois soma-los. Uma forma de provar isso é mostrar que existe uma bijeção entre ∆(I)<k

e Ωk−1 := {Xα0
0 · Xα1

1 , · · ·Xαm
m ∈ Fq[X0, X1, . . . , Xm] | com

∑m
i=0 αi = k − 1 e 0 ≤ αi <

ni − 1 para todo i ∈ {i = 1, . . . ,m}}, dada por β : ∆(I)<k → Ωk−1, onde β(M) = Xk−1
0 M ·(

X1

X0
, . . . , Xm

X0

)
e β−1 : Ωk−1 → ∆(I)<k, dada por β−1(N) = N · (1, X1, . . . , Xm).

Agora considere

H(t) := (1 + t+ t2 + · · · )(1 + t+ · · ·+ tn1−1) · · · (1 + t+ · · ·+ tnm−1),

então o coe�ciente de tk−1 é a cardinalidade de Ωk−1.
Note que podemos encarar H(t) como uma função real na variável t de�nida em uma vizinhança
adequada de 0, digamos |t| < 1. Então 1 + t+ · · · = 1

1−t
, de modo que

H(t) =
1

1− t
· 1− tn1

1− t
· · · 1− tnm

1− t
.

Assim H(t) = 1
(1−t)m+1 ·

∏m
i=1(1− tni).

Usando que 1
(1−t)m+1 =

(
m+j
j

)
tj, temos

H(t) =

(
∞∑
j=0

(
m+ j

j

)
tj

)
·

(
1−

m∑
i=1

tni +
∑

1≤i1<i2

tni1
+ni2

)
+ · · ·+

(
∞∑
j=0

(
m+ j

j

)
tj

)(−1)j
∑

1≤i1<···<ij≤m

tni1
+···+nij + · · ·+ (−1)mtni1

+···+nim .

 .

A expressão para dimFq(C(A, v)) na a�rmação do teorema é o coe�ciente de tk−1 em H(t)
calculado usando o produto acima.

Para encontrar a distância mínima de Ck(A, v), para 0 ≤ k <
∑m

i=1(ni − 1), precisaremos
do seguinte resultado auxiliar.

Lema 3.37. Seja 0 < n1 ≤ · · · ≤ nm e k <
∑m

i=1(ni−1) números inteiros. Sejam(α1, . . . , αm) :=∏m
i=1(ni − αi), onde 0 ≤ αi < ni são inteiros para todo i ∈ {1, . . . ,m}. Então

min{m(α1, . . . , αm)|α1 + · · ·+ αm ≤ s} = (ns+1 − l)
m∏

i=s+2

ni

onde s e l são unicamente de�nidos por k =
∑s

i=1(ni − 1) + l com 0 ≤ l < ns+1 − 1. Aqui, se
s + 1 = m então entendemos que

∏m
i=s+2 ni = 1, e se k < n1 − 1 então entendemos que s = 0

e l = k.

Demonstração. Observe que o mínimo deve ser alcançado quando k − 1 =
∑m

i=1 αi e o Lema
a�rma que ele é alcançado na m-upla (n1 − 1, . . . , ns − 1, l, 0, . . . , 0). Portanto, seja α =
(α1, . . . , αm) com

∑m
i=1 αi = k − 1 e assuma que αi1 < ni1 − 1 para todo i1 ∈ {1, . . . , s}.

Se existe i2 ∈ {s + 1, . . . ,m} tal que αi2 > 0 e αi1 + αi2 ≤ ni1 − 1 então denotamos por α′ a
m-upla de α substituindo αi1 por αi1 + αi2 e αi2 por 0. Assim, temos

m(α)−m(α′) =
m∏
i=1

(ni − αi)−
m∏
i=1

(ni − α′
i) = (αi1αi2 + (ni2 − ni1)αi2) ·

m∏
i=1 e i ̸=i1,i2

(ni − αi) ≥ 0,
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então m(α) ≥ m(α′). Se existe i2 ∈ {s + 1, . . . ,m} tal que αi2 > 0 e αi1 + αi2 > ni1 − 1
então denotamos por α′′ a m-upla obtida de α pela substituindo αi1 por di1 − 1 e αi2 por
αi2 − (di1 − 1αi1). Assim temos

m(α)−m(α′′) = (di1 − 1αi1)(di2 − 1αi2) ·
∏

i=1 e i ̸=i1,i2

(ni − αi) ≥ 0

logo, m(α) ≥ m(α′′). Isso prova que se m atingir seu mínimo em α, podemos assumir que
αi = ni − 1 para todo i ∈ {1, . . . , s}. Da mesma forma, pode-se assumir αs+1 = l.

Teorema 3.38. Seja 0 ≤ k <
∑m

i=1(ni − 1), a distância mínima de Ck(A, v) é (ns+1 −
l)
∏m

i=s+2(ni − 1), onde s e l são unicamente de�nidos por k =
∑s

i=1(ni − 1) + l com 0 ≤
l < ns+1 − 1. Como o resultado acima, se s + 1 = m entendemos que

∏m
i=s+2 ni = 1 e se

k < n1 − 1 então estabelecemos s = 0 e l = k.

Demonstração. Seja F ∈ S<k e seja JF := (F,L1(X1), . . . , Lm(Xm)). Então o número de zeros
do código ψ(F + I) é igual a |V (JF )| para que o peso desse código seja ω(ψ(F + I(A))) =∏m

i=1 ni−|V (JF )|. Pela Proposição 2.30, temos que |V (JF )| ≤ |∆(JF )|. SejaM := Xα1
1 · · ·Xαm

m

o monômio líder de F pela Observação [], temos que |∆(JF )| ⊂ ∆(M,Xn1
1 , . . . , Xnm

m ), logo
|∆(JF )| ≤

∏m
i=1(ni − αi).

Assim ω(ψ(F + I)) ≤
∏m

i=1(ni − αi) e do Lema anterior temos que ω(ψ(F + I)) ≥ (ns+1 −
l) ·
∏m

i=s+2 ni. Para ver que o limite é realmente alcançado, escrevemos Ai := {ai1 , . . . , aini
}

para i ∈ {1, . . . ,m} e seja G(X1, . . . , Xm) =
(∏s

i=1

∏ni−1
j=1 (Xi − aij)

)∏l
j=1(Xs+1 − as+1j), en-

tão deg(G) = k e G tem
∏m

i=1 ni − (ns+1 − l)
∏m

i=s+2 ni zeros em A, então ω(φ(G + I) =
(ns+1 − l)

∏m
i=s+2 ni.

A seguir será feita a construção do Exemplo 3.20, utilizando as ferramentas desenvolvidas
acima. Considere o corpo �nito F2 e I2 = (X2

1 −X1, . . . , X
2
m −Xm) ⊂ F2[X] o ideal polinomial

que se anula em todos pontos P1, . . . , P2m do espaço a�m A(F2). A Proposição 3.25, garante
que φ : F2[X]/I2 → F2m

2 dada por φ(f + Iq) = (f(P1), . . . , f(P2m)) é uma transformação linear
entre F2-espaços vetoriais.

Exemplo 3.39 (Reed-Muller). O código de Reed-Muller de Primeira Ordem é de�nido como
o seguinte conjunto RM(m, 1) = {φ(f + I2) | f = 0 ou deg(f) = 1}.

Observe que esse é o mesmo código de�nido no Exemplo 3.20. De fato, por de�nição o
código é gerado pela avaliação das classes de {1 + I2, X1 + I2, . . . , Xm + I2} nos pontos de Fm

2 .
Ordenando esse pontos de modo que o ponto com todas as coordenadas nulas seja o último,
obtemos a matriz geradora descrita no Exemplo 3.20. Na notação introduzida acima, temos
que esse código seria o C2(Fm

2 , (1, . . . , 1)). Usando os resultados acima vemos que o RM(m, 1)
tem os seguintes parâmetros: o comprimento é 2m, a dimensão é m + 1 e a distância
mínima é 2m−1.

O resto desta seção é dedicado a provar que o dual do código cartesiano Ck(A, v) é Ck′(A, v′)
onde k′ :=

∑m
i=1(ni−1)−k+1 e v′ será descrito abaixo. Com essa �nalidade, o seguinte resultado

se faz útil.

Lema 3.40. Seja k′ =
∑m

i=1(ni−1)−k+1. Então dim(Ck(A, v))+dim(Ck′(A, v)) = n1 · · ·nm.

Demonstração. Observe que a dimensão de Ck(A, v) dada no Teorema 3.36 é o número de
soluções inteiras da seguinte desigualdade

x1 + · · ·+ xm ≤ k − 1, com 0 ≤ xi ≤ ni − 1 para i ∈ {1, . . . ,m} (3.4)
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O número de soluções interiras da desigualdade

y1 + · · ·+ ym > k − 1, com 0 ≤ yi ≤ ni − 1 para i ∈ {1, . . . ,m} (3.5)

onde yi = ni − 1 − xi para todo i ∈ {1, . . . ,m}, é o mesmo número de soluções inteiras da
desigualdade

x1+ · · ·+xm <

m∑
i=1

(ni− 1)− k+1 = k′, onde 0 ≤ xi ≤ ni− 1 para todo i ∈ {1, . . . ,m} (3.6)

que é a dimensão de Ck′(A, v). Por outro lado, dada uma m-upla de inteiros (α1, . . . , αm), onde
0 ≤ αi ≤ ni − 1 para todo i = 1, . . . ,m, é claro que ou

∑m
i=1 αi ≤ k − 1 ou

∑m
i=1 αi > k − 1,

logo o número de soluções inteiras de (3.4) somado ao número de soluções inteiras de (3.5) é
igual a n1 · · ·nm, e o resultado segue.

Chegamos ao resultado principal desta seção.

Teorema 3.41. Seja a1, . . . , an pontos do conjunto Cartesiano A = A1 × · · · ×Am. O dual de
Ck(A, v) é

Ck(A, v)⊥ = Ck′(A, v′),
onde k′ =

∑m
i=1(ni − 1)− k + 1 e v′ é dado por v

′
i := (viLai

(ai))
−1.

Demonstração. Seja f(X) um elemento de S<k tal que degXi
(f(X)) < ni para i ∈ {1, . . . ,m}

e seja g(X) um elemento de S<k′ tal que degXi
< ni para i ∈ {1, . . . ,m}. Pelo algoritmo da

divisão em S, existem f1(X), . . . , fm(X), r(X) ∈ S tal que

f(X)g(X) =
m∑
i=1

fi(X)Li(Xi) + r(X),

onde degXi
(r(X)) < ni para i ∈ {1, . . . ,m} e

deg(r(X)) ≤ deg(f(X)g(X)) ≤ k − 1 + k′ − 1 =
m∑
i=1

(ni − 1)− 1. (3.7)

Observe que r(a) = (fg)(a) para todo a ∈ A. Então, usando os comentários que estão logo
após a prova da Proposição 3.34, e que culminam na equação 3.3 temos que

r(X) =
∑
a∈A

La(X)

La(a)
(fg)(a). (3.8)

Da de�nição de La(X), a ∈ A, vem que o coe�ciente do monômio de grau
∑m

i=1(ni−1) do lado
direito (3.8) é dado por∑

a∈A

(fg)(a)

La(a)
=
∑
a∈A

f(a)g(a)

La(a)
=
∑
a∈A

vaf(a)g(a)

vaLa(a)
= (3.9)

= (va1f(a1), . . . , vanf(an)) ·
(

g(a1)

va1La1(a1)
, . . . ,

g(an)

vanLan(an)

)
(3.10)

Por (3.7) deg(r(X)) <
∑m

i=1(ni − 1) então o coe�ciente do monômio de grau
∑m

i=1(ni − 1) do
lado esquerdo de (3.8) é 0. Assim, o produto escalar mostrado em (3.10) é 0.
O lado esquerdo do produto escalar dado em (3.8) é um elemento arbitrário de Ck(A, v) e o
lado direito do produto escalar da equação (3.8) é um elemento arbitrário de Ck′(A, v′). Assim,
a demonstração está completa, pois dim(Ck′(A, v′)) = dim(Ck′(A, v)) = dim(Ck(A, v)⊥) onde
a última igualdade segue do Lema 3.40.

30



Capítulo 4

Códigos Cartesianos LCD

4.1 Códigos Lineares LCD

Relembramos que um código linear C de dimensão k e comprimento n é um Fq-subespaço
vetorial de Fn

q de dimensão k e a matriz geradora de C é qualquer matriz cuja as linhas formam
uma base para C. Lembramos ainda que dois vetores u, v ∈ Fq são ortogonais se u · v = 0 e por
�m, que o código dual de C é C⊥ := {u ∈ Fn

q | c · u = 0 para todos c ∈ C}.
Observamos que, ao contrário do que acontece com espaços vetoriais de�nidos sobre o corpo

dos números reais, quando o corpo dos escalares é �nito pode acontecer de termos C∩C⊥ ⫌ {0}.
Por exemplo, sena C o subespaço de F2

2 gerado por (1, 1), temos que dim(C) = 1 = dim(C⊥) e
como (1, 1) · (1, 1) = 0 temos C = C⊥.

De�nição 4.1. Um código linear C sobre um corpo Fq é dito um código linear com dual
complementar ou simplesmente, um código LCD se C ∩ C⊥ = {0}.

Lema 4.2. Um código linear C ⊂ Fm
q é LCD se e só se existe uma aplicação linear ΠC : Fm

q → C
tal que ΠC(w) = w para todo w ∈ C e cujo núcleo seja C⊥.

Demonstração. Se C ∩ C⊥ = {0}, como dim(C⊥) = m − dim(C) temos Fm
q = C ⊕ C⊥, logo

todo u ∈ Fm
q se escreve de maneira única como u = w+w⊥ com w ∈ C e w⊥ ∈ C⊥, e de�nindo

ΠC(u) := w para todo u ∈ Fm
q temos que ΠC é linear, tem C como imagem e C⊥ como núcleo.

Por outro lado, é claro que dada uma transformação linear ΠC como no enunciado temos
que ter C ∩ C⊥ = {0}.

Uma transformação ΠC como a do enunciado acima, quando existe, é chamada de projeção
orotogonal sobre C.

Em [11] é apresentada uma maneira para caraterizar se um código é LCD a partir de sua
matriz geradora.

Proposição 4.3. Seja C ⊂ Fm
q um código de dimensão k. Se G é a matriz geradora de um

código linear C, então C código é LCD se, e somente se, a matriz GGt (quadrada, de tamanho
k×k) é não singular. Mais ainda, se C é um código LCD, então a aplicação linear Π dada por

u 7→ u
(
Gt(GGt)−1G

)
é a projeção ortogonal sobre C (no produto acima v é visto como um vetor linha).

Demonstração. Suponha que GGt é não singular. Observe que para todo u ∈ Fm
q temos

u (Gt(GGt)−1G) = (uGt(GGt)−1)G ∈ C.
Dado w ∈ C, isto é, se w = uG para algum u, temos que

w
(
Gt(GGt)−1G

)
= uG

(
Gt(GGt)−1G

)
= u(GGt)(GGt)−1)G = uG = w.
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Vejamos agora que o núcleo de Π é C⊥. Se u está no núcleo de Π então u (Gt(GGt)−1G) = 0
e multiplicando ambos os lados da equação, à direita, por Gt temos (uGt)(GGt)−1)(GGt) = 0,
logo uGt = 0 e do Lema 3.10 (3) temos que u ∈ C⊥. Por outro lado, se u ∈ C⊥ então uGt = 0
e temos (uGt(GGt)−1)G = (uGt)(GGt)−1G = 0(GGt)−1G = 0, o que completa a prova de que
o núcleo de Π é C⊥. Do Lema acima temos então que C é código LCD.

Suponha agora que GGt é singular. Então existe um vetor não nulo v ∈ Fk
q tal que vGG

t = 0.
Observe que vG é um vetor não nulo em C, e vamos mostrar que vG está também em C⊥. De
fato, se w ∈ C então w pode ser escrito como w = v′G para algum v′ ∈ Fk

q e temos

(vG)wt = (vG)(v′G)t = vGGt(v′)t = 0(v′)t = 0,

ou seja, vG ∈ C⊥. Isso mostra que C não é um código LCD.

4.2 Encontrando Códigos LCD a partir de Códigos Carte-

sianos

Nesta seção, apresentaremos alguns resultados sobre códigos cartesianos Ck(A, v) onde A =
A1 × · · · ×Am ⊆ Fm

q , que são LCD. Como resultado, várias construções explícitas para códigos
LCD são encontradas.

4.2.1 Código de Reed-Solomon Generalizado (caso m = 1)

Começaremos com o caso em que m = 1, signi�cando A = A := {a1, . . . , an} ⊆ Fq, então
n1 = n. Observe que neste caso o código cartesiano Ck(A, v) é o código Reed-Solomon Gene-
ralizado GSR(A, v) apresentado em [8] e que é dado da forma

GSR(A, v) := {(v1f(a1), . . . , vnf(an)) | f(X) + Iq ∈ Fq [X] /Iq, deg(f(X)) < k} .

Lembremos que L(X) =
∏

a∈A (X − a) e La(X) = L(X)
(X−a)

para cada elemento a ∈ A. Pelo
Teorema 3.41, temos

Ck(A, v)
⊥ =

{(
g(a1)

v1La1(a1)
, . . . ,

g(an)

vnLan(an)

)
| g(X) + Iq ∈ Fq[X]/Iq, deg g(X) < n− k

}
= Cn−k(A, v

′) = GRSn−k(A, v
′).

Estamos interessados em encontrar condições em A e v tais que Ck(A, v) seja LCD. Observe
que o código cartesiano Ck(A, v) não é LCD se, e somente se, houver polinômios f(X) ∈ S<k e
g(X) ∈ S<n−k tais que

(v1f(a1), . . . , vnf(an)) =

(
g(a1)

v1La1(a1)
, . . . ,

g(an)

vnLan(an)

)
.

Isso vale se, e somente se,(
v21La1(a1)f(a1), . . . , v

2
nLan(an)f(an)

)
= (g(a1), . . . , g(an)) . (4.1)

A equação (4.1) motiva a seguinte de�nição.
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De�nição 4.4. O polinômio associado ao código Ck(A, v) é dado por

H(X) :=
n∑

i=1

v2iLai(X). (4.2)

Note que H(ai) = v2iLai(ai) para todo ai ∈ A e deg(H) < n. Observe também que H(X) e
L(X) são coprimos em Fq[X], pois os únicos polinômios irredutíveis (e mônicos) que dividem
L(X) são os da forma X − ai, com ai ∈ A, mas X − a ∤ H(X) já que H(ai) = v2iLai(ai) ̸= 0.

Proposição 4.5. O código cartesiano Ck(A, v) é LCD se, e somente se, para todos polinômios
não nulos f(X) ∈ S<k e g(X) ∈ S<n−k tais que

H(X)f(X)− g(X) /∈ ⟨L(X)⟩ ,

onde H(X) é de�nido em (4.2).

Demonstração. A equação (4.1) vale se, e somente se X − ai | v2iLai(X) − g(X) para todo
ai ∈ A, e como X − ai é coprimo com X − aj se i ̸= j, a equação vale se e somente se L(X)
divide H(X)f(X)− g(X).

Como H(X) e L(X) são coprimos, o Algoritmo Euclidiano Estendido da Divisão (veja mais
detalhes em [7, Cap. 3]), existem um número natural t, polinômios gi(X), hi(X) e fi(X) ∈ Fq[X]
com i ∈ 0, . . . , t+ 1 e polinômios qi(X) ∈ Fq[X] com i ∈ {1, . . . , t} tal que

g0(X) = L(X), g1(X) = H(X), h0(X) = f1(X) = 1, h1(X) = f0(X) = 0

gi−1(X) = qi(X)gi(X) + gi+1(X), onde deg(gi+1(X)) < deg(gi)(X)∀i ∈ {1, . . . , t}

gi(X) = hi(X)L(X) + fi(X)H(X)∀i ∈ {0, . . . , t} (4.3)

deg(fi(X)) = deg(L(X))− deg(gi−1(X)) = n− deg(gi−1(X))∀i ∈ {1, . . . , t} (4.4)

gt+1(X) = 1

O que segue é a base de nossos principais resultados desta seção.

Proposição 4.6. Seja Ck(A, v) um código cartesiano e g0(X), . . . , gt+1(X) os restos Algoritmo
Euclidiano Estendido obtidos dos polinômios L(X) =

∏
ai∈A(X−ai) e H(X) =

∑
ai∈A v

2
iLai(X).

Então, Ck(A, v) é LCD se, e somente se, para todo i ∈ 1, . . . , t+ 1 ocorre uma das condições a
seguir

1. deg gi−1(X) ≤ n− k.

2. Se deg gi−1(X) > n− k então deg gi ≥ n− k.

Demonstração. Provaremos ambas as implicações através da contra positiva.
(⇒) Assuma que exista i ∈ 1, . . . , t tal que deg(gi(X)) < n − k < deg(gi−1(X)). Então por
(4.3) e (4.4), existem fi(X), gi(X) e hi(X) em Fq[X] tal que L(X)hi(X)+H(X)fi(X) = gi(X),
e deg(gi(X)) < n− k e deg(fi(X)) = n− deg(gi−1(X)) < k. Pela Proposição 4.5, Ck(A, v) não
é LCD.
(⇐) Assuma que Ck(A, v) não é LCD. Pela Proposição 4.5, existem polinômios f(X), g(X) e
h(X) em Fq[X] tal que deg(f(X)) < k, deg(g(X)) < n− k e

L(X)h(X) +H(X)f(X) = g(X). (4.5)

Seja gi(X) o resto tal que deg(gi(X)) ≤ deg(g(X)) e deg(gi−1(X)) > deg(g(X)). Observe
que deg(gi(X)) ≤ deg(g(X)) < n − k. Isso signi�ca que agora só precisamos mostrar que
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deg(gi−1(X)) > n − k. Assim, multiplicando por g(X) a equação (4.3) e por gi(X) a equação
(4.5), obtemos que

g(X)gi(X) = g(X) (hi(X)L(X) + fi(X)H(X)) (4.6)

gi(X)g(X) = gi(X) (L(X)h(X) +H(X)f(X)) (4.7)

Subtraindo da equação (4.6) a equação (4.7) temos

L(X) (h(X)gi(X)− hi(X)g(X)) +H(X) (f(X)gi(X)− fi(X)g(X)) = 0.

Como L(X) e H(X) são coprimos segue que, L(X) divide f(X)gi(X)−fi(X)g(X). Além disso,
segue que

deg(f(X)gi(X)) = deg(f(X)) + deg(gi(X)) < deg(f(X)) + deg(g(X)) < n. (4.8)

Da equação (4.4) segue que

deg(fi(X)g(X)) =deg(fi(X)) + deg(g(X))

=n− deg(gi(X)) + deg(g(X)) < n− deg(g(X)) + deg(g(X)) = n.
(4.9)

Como L(X) divide f(X)gi(X) − fi(X)g(X) e deg(f(X)gi(X) − fi(X)g(X)) < n, temos que
f(X)gi(X) = fi(X)g(X), logo deg(fi(X)) = deg(f(X))+deg(gi(X))−deg(g(X)). Da equação
(4.4) temos que deg(gi−1(X)) = n−deg(fi(X)) = n− (deg(f(X))+deg(gi(X))−deg(g(X))) >
n− k, completando a demonstração.

O teorema a seguir é o principal resultado desta seção e seguirá diretamente como um
corolário da Proposição 4.6.

Teorema 4.7. Seja Ck(A, v) um código cartesiano e g0(X), . . . , gt+1(X) os restos do Algoritmo
Euclidiano Estendido aplicado aos polinômios L(X) =

∏
ai∈A(X−ai) e H(X) =

∑
ai∈A viLai(X).

Então, Ck(A, v) é LCD se, e somente se

n− k ∈ {n, n− 1, n− 2, . . . , deg(g1(X)), . . . , deg(gt+1(X))}.

Demonstração. Segue diretamente da Proposição 4.6.

4.2.2 Códigos Cartesianos a�ns (caso m > 1)

Sejam a1, . . . , an os pontos do conjunto cartesiano A = A1 × · · · × Am. Pelo Teorema 3.41, o
dual de Ck(A, v) é dado por

Ck(A, v)⊥ = Ck′(A, v′),
onde k′ =

∑m
i=1(ni − 1) − k + 1 e v′ é de�nido por v′i := v−1

i Lai(ai)
−1 para todo i = 1, . . . , n.

Assim o código cartesiano Ck(A, v) não é LCD se, e somente se, exitem polinômios f(X) ∈ S<k

e g(X) ∈ S<k′ tais que

(v1f(a1), . . . , vnf(an)) =

(
g(a1)

v1La1(a1)
, . . . ,

g(an)

vnLan(an)

)
. (4.10)

A equação (4.10) vale se, e somente se,

v2iLai(ai)f(ai) = g(ai) para todo ai ∈ A (4.11)

O polinômio associado a Ck(A, v) é de�nido por

H(X) :=
∑
ai∈A

v2iLai(X) (4.12)
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Observação 4.8. Algumas propriedades importantes do polinômio associado ao código carte-
siano Ck(A, v).

1. Para todo ai ∈ A, H(ai) = v2iLai(ai).

2. deg
Xi
(H(X)) < ni para todo i ∈ 1, . . . ,m.

3. Se G(X) é um elemento de Fq[X] que satisfaz 1 e 2, então G(X) = H(X).

Os fatos (1) e (2) vêm da de�nição dos polinômios Lai(X), enquanto (3) vem da equação (3.3)
e dos comentários que a precedem.

A partir disso, obtemos a seguinte caracterização para os códigos LCD.

Proposição 4.9. O código Cartesiano Ck(A, v) é LCD se, e somente se, para todos os polinô-
mios diferentes de zero f(X) ∈ Sk e g(X) ∈ S<k′ temos que

H(X)f(X)− g(X) ∈ Iq, (4.13)

onde H(X) é o polinômio associado a Ck(A, v) de�nido em (4.12).

Demonstração. A equação (4.11) vale se, e somente se, (Hf − g)(X) se anula em todos os
pontos de A, ou seja, se e só se (Hf − g)(X) ∈ Iq.

Em seguida, nos concentramos em uma família especial de códigos cartesianos.

De�nição 4.10. Para i ∈ {1, . . . ,m}, escreva Ai := {ai1, . . . , aini
} ⊆ Fq e seja vi := (vi1, . . . , vini

) ∈
(F∗

q)
ni. O vetor Cartesiano v1 × · · · × vm ∈ Fn

q é de�nido como um vetor de comprimento
n := n1 · · ·nm com

(v1 × · · · × vm)a := v1j1 · · · vmjm onde a = (a1j1 , . . . , amjm) .

Teorema 4.11. Se k < min{ni | i ∈ {1, . . . ,m}} e Ck(A, v1×· · ·×vm) é LCD, então Ck(Ai, vi)
é LCD para todo i ∈ {1, . . . ,m}.

Demonstração. Se existe i ∈ {1, . . .m} tal que Ck(Ai, vi) não é LCD, pela proposição 4.5,
existem polinômios f(Xi), g(Xi) e h(Xi) ∈ F[X] tais que deg(f(Xi)) < k e deg(g(Xi)) < ni− k
e

Li(Xi)h(Xi) +Hi(Xi)f(Xi) = g(Xi).

Para j ̸= i, seja Hj(Xj) um polinômio associado a Ck(Aj, vj) de�nida na equação (4.12). E a
seguinte equação vale

f(Xi) ·
m∏
j=1

Hj(Xj) = g(Xi)
m∏

j=1j ̸=i

(Hj(Xj)) mod Li(Xi).

Observe que deg(g(Xi)
∏m

j=1j ̸=i(Hj(Xj))) <
∑m

i=1(ni − 1) − k + 1. Veja que pela Observação
4.8 condição 3 o polinômio

∏m
j=1Hj(Xj) é o polinômio associado a Ck(A,v1×· · ·×vm), e pela

Proposição 4.5 a tese segue.

Teorema 4.12. Se todos os códigos cartesianos Ct1(A1, v1), . . . , Ctm(Am, vm) não são LCD,
então o código cartesiano Ct1+···+tm(A, v1 × · · · × vm) não é LCD.
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Demonstração. Assuma para todo i ∈ {1, . . . ,m} que Cti(Ai,vi) não é LCD. Pela Proposição
4.5 existem polinômios fi(Xi), gi(Xi) e hi(Xi) ∈ Fq[Xi] tais que deg(fi(Xi)) < ti, deg(gi(Xi)) ≤
ni − 1− ti e

Li(Xi)hi(Xi) +Hi(Xi)fi(Xi) = gi(Xi) para i ∈ {1, . . . ,m}, (4.14)

onde Hi(Xi) é o polinômio associado a Cti(A,vi) de�nido na Equação (4.2). Multiplicando
todas as m equações pela Equação (4.14), obtemos a seguinte expressão

L(X)G(X) +H(X)f1(X1) · · · fm(Xm) = g1(X1) · · · gm(Xm), (4.15)

onde L(X) ∈ I e pela Observação 4.8, temos que H(X) = H(X1) · · ·H(Xm) é o polinômio
associado a Ct1+···+tm(A, v1 × · · · × vm). Além disso, observe que deg(f1(X1) · · · fm(Xm)) <
t1 + · · · + tm e deg(g1(X1) · · · gm(Xm))

∑m
i=1(ni − 1) − (t1 + · · · + tm). Pela Proposição 4.9 o

resultado segue.
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