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SANTOS, P. A. D. Cddigos cartesianos afins com dual complementar. 2024. (46 pag) Disser-
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Resumo

Neste trabalho realizamos o estudo de Codigos Lineares Cartesianos Afins Generalizados com
Complementar Dual, para simplificar Codigo LCD. Introduzimos os cédigos cartesianos afins,
codigos do tipo Reed-Muller, codigos do tipo Reed-Solomon e sua generalizagao. Utilizando
relacoes entre variedades afins e a pegada de um ideal, foi possivel determinar os parametros
de um coédigo: dimensao, distancia minima e comprimento. Por fim, estudamos condicoes para
determinar se um codigo cartesiano tem a propriedade LCD.

Palavras-chave: Codigos Cartesianos, Codigos LCD, Pegada e Bases de Grobner.
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Abstract

In this work we carry out the study of Generalized Affine Cartesian Linear Codes with Comple-
mentary Dual. We introduce affine Cartesian codes, Reed-Muller codes, Reed-Solomon codes
and their generalization. Using relationships between affine varieties and the footprint of an
ideal, it was possible to determine the parameters of a code: dimension, minimum distance
and length. Finally, we study conditions to determine whether a Cartesian code has the LCD

property.

Keywords: Cartesian Codes, LCD Codes, Footprint and Grobner Bases.
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Introducao

O objeto principal deste trabalho sao codigos lineares afins com dual complementar, para
simplificar co6digo LCD, uma propriedade introduzida por Massey em 1992 em [11]. Um codigo
LCD é um codigo linear que possui apenas a palavra zero em comum com o seu dual. Lembrando
que um co6digo linear C' ¢ um F -subespago vetorial de Fy, onde [, ¢ um corpo finito. Dado tal
codigo C, seu dual € C* := {w € Fl | w - ¢ = 0 para todo ¢ € C}.

Este trabalho esta divido em quatro capitulos. No primeiro capitulo, apresentaremos al-
guns resultados e conceitos sobre Corpos Finitos, que serao essenciais para o decorrer desta
dissertacao.

Na segundo capitulo sao introduzidos os conceitos de ordem monomial, o algoritmo da
divisdo para polindmios em varias variaveis, bases de Grobner, pegada de um ideal, variedades
afins e a relacao entre eles.

No terceiro capitulo, é feito um estudo sobre codigos lineares apresentando resultados bésicos
de codigos, além de alguns exemplos de codigos. No decorrer deste capitulo introduziremos os
codigos cartesianos afins e codigos cartesianos afins generalizados, que sao construidos a partir
da avaliagao de polindmios em varias varidveis. Apresentaremos alguns resultados que envolvem
esses tipos de codigos.

No dltimo capitulo, é introduzido o conceito principal da dissertagao, que sao os codigos
LCD, onde & apresentada uma caracterizacao para codigos LCD. Neste capitulo apresentaremos
alguns resultados feitos em [10] envolvendo este conceito para alguns codigos de avaliagao,
especificamente, codigos de Reed-Solomon generalizados apresentando condigoes para que esse
tipo de c6digos tenham a propriedade LCD.

Pedro Augusto Diniz Santos
Uberlandia-MG, 31 de Janeiro de 2024.



Capitulo 1

Corpos Finitos

Neste primeiro capitulo introduziremos conceitos necessarios ao desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Caracteristica de um Corpo

Definicao 1.1. Sejam Ky e Ky dois corpos. Uma funcao f : K1 — Ky serd chamada homo-
morfismo se, para todos os elementos a e b em Ky, vale que

o fla+b)= f(a)+ f(b),
o fla-b) = fla)- f(b),
e f(1)=1.

Um homomorfismo bijetor de corpos serd chamado de isomorfismo. Dois corpos serao ditos
tsomorfos se existir um isomorfismo entre eles.

Proposigao 1.2. Seja f : A — B um homomorfismo e sejam ai,as € A. Temos:
1. f(0) =0,

f(=a1) = = f(a1),

flar = az) = f(a1) — f(az2),

I

a;') = f(a1)™! para todo a invertivel,

Se f ¢é bijetora, entio f~1 é homomorfismo.
6. [ éinjetora e f(A) é um subcorpo de B.
Demonstra¢ao. Veja em |8, Proposicao 1, Pag 64]. ]
Vamos denotar por N o conjunto dos inteiros positivos.
Definicao 1.3. Seja K um corpo finito. Seja Ag o conjunto
Ax={neN;nl =0} CN.
Proposigao 1.4. O conjunto A é nao vazio.

Demonstracao. Pelo fato de K ser finito, temos que existem dois inteiros n; < ng tais que
nil = nsl. Logo, (n; — ny)l =0 com ny — ny > 0 e, portanto, Ax # (. O

2



Definicao 1.5. Define-se a caracteristica de um corpo finito K como sendo o inteiro positivo
car(K) = min Ax = min{n € N;nl = 0}.
Se um corpo F' é subcorpo de um corpo K, entdo car(K) = car(F'), pois Ap = Ag.
Proposicao 1.6. Seja K um corpo finito, entdo car(K) € um nimero primo.

Demonstracao. Suponha que car(K) nao seja primo. Seja m = car(K), entdo m = my - mo,
com mi,my € Ne 1 <mq,mg <m. Portanto,

0=ml=(my-mo)l =my(ma-1)=(my-1)(ms-1).

Como K é corpo, e todo corpo é dominio de integridade, temos my -1 = 0 ou my - 1 = 0,
contradicao, pois my, my < m. Logo, m é primo. ]

Proposicao 1.7. Seja K um corpo finito com car(K) =p. Se ma =0 comm € Z ea € K,
entao m € maultiplo de p ou a = 0.

Demonstra¢ao. Se ma = 0, entao (ml)-a = 0. Logo, como K é corpo, temos m1l = 0 ou a = 0.
Portanto, resta mostrar que, se m1 = 0, entao m é miultiplo de p . Suponha ml = 0, pelo
algoritmo da divisao, temos m = Ap + r, com 0 < r < p. Portanto

O=ml=Mp+7r)l=Apl)+rl=X0+7rl=rl,
e como p é o menor inteiro positivo tal que pl = 0 temos r = 0. Assim m é maultiplo de p. [

Teorema 1.8. Seja K um corpo finito com car(K) = p. Entao, K contém um subcorpo
isomorfo a Z,.

Demonstrag¢ao. Considere a seguinte aplicagao

w: Ly — K
[n] — nl.

Primeiro mostraremos que essa aplica¢ao esta bem definida. De fato, se [m] = [n] com m,n € Z,
entdo existe A € Z tal que n = m + Ap. Portanto, nl = (m + Ap)1 = ml + A(pl) = ml+ X0 =
ml+0=ml.

Vejamos que ¢ é homomorfismo injetor. Temos que p([n]+[m]) = ([n]+[m])1 = [n|+[m] =
©([n]) + ¢([m]) e analogamente se vé que ([n][m]) = ¢([n])e([m]), alem disso ¢([1]) = 1. Isso
mostra que ¢ ¢ homomorfismo. Se ¢([n]) = 0 entao nl = 0 e da Proposi¢ao 1.7 temos que n
é miltiplo de p, logo [n] = [0]. Assim ¢ é um homomorfismo injetor, e temos que p(Z,) é um
subcorpo de K isomorfo a Z,. O

Corolario 1.9. Seja K um corpo finito com car(K) = p. Entdo K tem p™ elementos para
algum numero inteiro positivo n.

Demonstragao. Na notagdo do teorema acima, identificando ¢(Z,) com Z, podemos considerar
Z, C K, e temos que K é espaco vetorial sobre Z,. Como K ¢ finito, segue que K tem dimensao
finita sobre Z,. Seja aj, ..., o, uma base de K sobre Z,. Entao todo elemento de K ¢é escrito
de maneira tnica na forma

Aag + -+ A,

com \; € Zy, i =1,...,n. Ao contar os elementos, obtemos que |K| = p". H

3



Proposicao 1.10. Seja K um corpo finito com car(K) = p e seja g = p", para algum r € N.
Se ay,...,a, € K, temos
(a1 + - +a,)?=al+--+al.

Demonstracao. Faremos a prova deste resultado por inducao no ntumero de elementos n e
também no expoente r.

O cason = 1er =1 sdo triviais. Assim fixaremos 7 = 1 e faremos a indugdo sobre n.
Suponha que o resultado ¢ valido até k e mostraremos o caso k + 1.

(ar+ -+ ap)? = ((an + -+ ar) + agy1)”.
Pela expansao do bindémio de Newton temos
p
p i p—i
(a1 4+ ) F )’ =) (i)(al MR
i=0

Observe que p|(f) para todo i € {1,...,p— 1} e que (g) = (5) = 1. Logo

(a1 + -+ ap) = (@ + -+ ap)’ +ap .
Usando agora a hipotese de indugao temos
(a1 4+ +a)P=al +---+d.

Logo,
(a1 +- - +ap) =a] +--+ap +a,,.

Para finalizar, fixaremos n e faremos uma inducao sobre r. Note que o caso r = 1 ja foi provado

e suponha valido até k e mostraremos que é valido para k + 1. Sabemos que p*+! = pFp, logo
(a1 4+ a)”" = ((ay+ -+ an)" ).
Pela hipotese de inducao temos que
(al 4+ 4 &n)pkﬂ _ (a};k TR aﬁk)p _ (a;,l)kﬂ TR agk+1)
O

Observacao 1.11. Seja K um corpo finito de caracteristica p e seja q uma poténcia de p.
Temos que se P(X) = ag+ a1 X +---+a,X" € K[X], entao P(X)? = aj+a{ X9+ --+al X",

Corolario 1.12. Seja K um corpo finito de caracteristica p. Se q = p" para algum inteiro
positivo r, entao f, € um isomorfismo de corpos, onde

for K = K
x +— x9.

Demonstracao. Observe que
falab) = (ab)? = a’b" = fq(a)fq(b),
além disso, pela Proposicao 1.10, tem-se
fola+b) =(a+0)?=a?+ b= f,(a) + f,(b).

Temos f,(1) = 19 =1, portanto f, é um homomorfismo.

Pela Proposicao 1.2(6), se f, for bijetora, entdo que é isomorfismo.

Mostremos que f, ¢ injetora. Sejam a,b € K tais que f,(a) = f,(b), entdo 0 = f,(a)—f,(b) =
fs(a—b) = (a—b)?logo a = b e por consequéncia f, é injetora. Como K ¢ finito e f, é injetora,
por consequéncia é sobrejetora. Portanto f, é isomorfismo.

]



Corolario 1.13. Seja F' um corpo de caracteristica p > 0 e seja q uma poténcia inteira de p.
Entao o conjunto K ={a € F | a? — a =0} € um subcorpo de F.

Demonstracao. Basta mostrar que se a, € K, onde 8 # 0, entao o — B,% € K. Como
al—a=0e p?7— =0, segue que a? — a — (7 — ) = 0 e pela Proposi¢ao 1.10, temos que
(o — B)? — (a — B) = 0. Implicando que (o — ) € K.

Vamos mostrar que ¢ € K. Dados o, € K e § # 0, sabemos que a? = a o que implica

B
l=a-l=a- 2 Assim%:%,Comoﬁqzﬁseguequeg—Z:%.
Portanto, K ¢ subcorpo de F' O

Defini¢ao 1.14. Seja K um corpo. Seja f(X) =, X"+ -+ 1 X + ¢y € K[X]. Sua derivada
€ o polinémio
f(X)=re, X"+ (r—1)e, 1 X772+ 4.

Nao é dificil mostrar que as propriedades da derivada convencional sao satisfeitas, deixare-
mos a cargo do leitor.

Proposigao 1.15. Seja K um corpo finito de caracteristica p e seja P(X) € K[X]. Temos
que P'(X) =0 se, e somente se, existe Q(X) € K[X] tal que P(X) = Q(X)P.

Demonstragao. (=) Seja P(X) = ag+a X +---+a, X" tal que P'(X) = 0, entdo ia; = 0 para
todo ¢ =1,...,n. Segue da Proposicao 1.7 que ¢ é miltiplo de p sempre que a; # 0, isto é

P(X) = ap+ apXT 4+ ag, X + - + ag, X P

Pelo Corolario 1.12, para todo ¢ = 0,..., s existe b; € K tal que b} = a;,. Assim basta tomar
Q(X):=by+ b X + b X*+ -+ + b X"

(<) Por hipotese temos que P(X) = Q(X)? e aplicando a regra da cadeia temos P'(X) =
pR(X)- Q'(X) =0. O

Proposicao 1.16. Seja K um corpo finito de caracteristica p e seja ¢ = p", para algum r
inteiro positivo. Entdo o polinomio f(X) = X7 — X ndo possui fatores irredutiveis multiplos
em K[X].

Demonstrag¢ao. Suponha por absurdo que exista um fator irredutivel multiplo (X)) na fatora-
¢ao de f(X). Entao deg(h(X)) > 1e f(X) = g(X)h(X)? para algum g(X) € K[X]. Temos que
(X)) =g (X)h(X)? + g(X)2h( X)W (X), logo h(X) | f/(X). No entanto f/(X) =¢X9 ' —1=
—1. m

Lema 1.17. Seja K um corpo finito com q elementos. Entao, para todo a € K*, sendo K* o
conjunto de todos elementos invertiveis de K, temos a1 — 1 = 0.

Demonstracao. Seja o € K*. Considere a seguinte aplicagao

Yo K — K*
a— aa.
Temos que ¢, ¢ injetora e, portanto, é bijetora, pois K* é finito. Se K* = {ay,...,a,-1}, entdo
{aay,...,cap 1} ={a1,...,a0-1},

aaq - - aaq_l =aj-- .aq_17

ad bt =1.



Corolario 1.18. Seja K um corpo finito com q elementos. Entdo temos ad = a, para todo
a € K e para todo 1 inteiro positivo.

Demonstracao. O resultado segue do Lema 1.17. O]

Corolario 1.19. Seja K um corpo finito de caracteristica p com q elementos e seja F uma
extensao de K. Entao os elementos de K sao os elementos de F' que sao raizes de X9—X = 0.
Além disso, os elementos do subcorpo Z, de F' sao as raizes do polinomio XP — X = 0.

Demonstracao. Segue do Corolario 1.18 que os elementos de K sao raizes de X7 — X = 0.
Sabemos de [6, Corolario. III.1.7] que esse polindmio tem no maximo ¢ raizes distintas, pois

tem grau q.
Portanto, suas raizes sao todos os elementos de K. De maneira analoga, segue que todos os
elementos de Z, sao as rafzes do polinomio X? — X = 0. O

Definicao 1.20. Seja K um corpo com q elementos. A ordem de o € K* € definida pelo inteiro
positivo
ord(a) = min{n € N | o™ = 1}.

Observe que pelo Lema 1.17 temos que todo elemento nao nulo de K tem ordem, e ela é no
maximo q — 1.

Proposicao 1.21. Seja K com q elementos e seja o € K*. Se ocorre o™ = 1 para algum
inteiro positivo m, entao ord(«) | m. Em particular, ord(«) | (¢ — 1).

Demonstracao. Pelo algoritmo da divisdo, temos m = ord(a)s + r, com r e s inteiros nao
negativos e r < ord(a). Entao

1=a™= (aord(a)))sa/r —1. Oér,

e isso implica que 7 = 0 devido a minimalidade de ord(a). Portanto, ord(«) | m.
Além disso, segue do Lema 1.17, temos a?~! = 1. Logo

ord(a) | (¢ —1).
]

Proposigao 1.22. Seja K finito e sejam o, B € K tais que mdc(ord(a),ord(f)) = 1. Entao
ord(af3) = ord(«a)ord(p).

Demonstra¢ao. Sejam m = ord(«) e n = ord(f). Entao
Além disso, caso (af3)! = 1, temos

1 = ((&ﬁ)t>m — O[tmﬁtm — 16tm — ﬁtm’
1= ((Oéﬁ)t)n — atnﬂtn — atnl — Oétn.

Portanto, temos n | tm e m | tn pela Proposicao (1.22). Logo, m | t e n | t, pois mdc(m,n) = 1.
Como m e n sdo primos entre si, temos mn | t, e isso prova que mn = min{t > 0 | (a8)" = 1}.
Finalmente, segue que ord(af) = mn. ]

Proposicao 1.23. Seja K com q elementos e seja o € K* e i um numero inteiro positivo.

Seja m = ord(«), entdo
ord(al) = — 4
mdc(m, 1)
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Demonstragdo. Seja t = ord(a'), entdo ¢ é o menor inteiro positivo tal que
(@) = =1.

Por outro lado temos m | it, e assim it € o menor multiplo de m e i. Portanto it = mmc(m, 1),
ou seja,
mmc(m, i) m
t= - = —.
i mdc(m, 7)

1.2 Polinébmios Irredutiveis

Proposicao 1.24. Seja K um corpo finito com q elementos e seja f(X) um polindmio ménico
irredutivel em K[X], de grau d. Considere a extensao de corpos F' = K[X]|/(f(X)) | K. Vamos
denotar por [g(X)] a classe de g(X) no quociente K[X|/(f(X)). Temos que

1. O conjunto {1,[X],[X?],...,[X9 1]} formam uma base de F sobre K.

2. [ X]¥ =[X] em F.

3. f(X) divide X*" — X em K[X].

4. Os elementos [X],[X]%,...,[X]"" de F sio distintos e sio as raizes de f(X).

Demonstragao. 1. Seja g(X) € K[X], dividindo g(X) por f(X) encontramos ¢(X),r(X) €
K[X] tais que g(X) = ¢(X)f(X) + r(X), onde 7(X) = S a;X*. Tomando as classes
em ambos os lados da igualdade, temos que {1, [X],[X?],...,[X9 ']} gera F como K-
espago vetorial. Por outro lado, se 3% a;[X?] = [0] entdo > ") a; X é um multiplo
de f(X), o que s6 é possivel se a; = 0 para todo ¢ = 0,...,d — 1. Isso mostra que
{1,[X],[X?],...,[X? !} ¢ uma base para I como K-espaco vetorial.

2. Note que F' é um corpo finito com ¢? elementos, logo, pelo Corolario 1.18, temos que
d
[X]7 = [X].

3. Segue de [X]7" — [X] = [0], ou seja, [X4" — X] = [0] .

4. Considere o polindémio

d—1

g(V) = (Y = (XD = [X]) - (Y = [X]" ) € F[Y].

Temos do item (2) que

d—1

g(V)" = (Y = (XD = [X]7)--- (¥ = [X]" ))* =

d—1

Y= [XPYT = [X]) - (V= [X]T ) = g(V).
Assim, g(Y9) = g(Y)? e portanto se g(Y) = by + b01Y + -+ +bg_1 Y1 + Y% temos que
b! = b; para todo i = 0,1,2...,d — 1. Sendo assim, segue do Corolario 1.19, segue que

g(Y) e K[Y].

Como f(Y),g(Y) € K[Y] possuem uma raiz comum numa extensao I’ de K, segue que
seu maximo divisor comum em F[Y] é ndo constante e pertence a K[Y]. Como f(Y) é
irredutivel e monico, ele coincide com o maximo divisor comum de f(Y) e g(Y), logo,
f(Y) divide g(Y"). Como f(Y) e g(Y') sdo polindémios monicos do mesmo grau, eles devem
ser iguais.



Sabemos do item (3) que g(Y) = f(Y) divide Y4 —Y, que, pela Proposicio 1.16 ndo tem
fatores multiplos em K[Y], logo as raizes [X],[X],...,[X]?""" de ¢(Y) sdo duas a duas
distintas, provando assim este item.

]

Observagao 1.25. Note que com a proposicao acima fica provado que, se [X]| € K[X]/f(X)
com f(X) € K[X] irredutivel de grau d, entdo

d=min{j € N\ {0} | [X]? = [X]}.

Proposicao 1.26. Seja K um corpo finito com q elementos e seja n um inteiro positivo. Entao,

em K[X] vale a igualdade:
X" - X =][Gux
dln

sendo Gq(X) o produto de todos os polindmios monicos irredutiveis de grau d em K[X] e o
produto na igualdade acima é efetuado sobre todos os inteiros positivos d que dividem n.

Demonstragdo. Seja f(X) € K[X] um polinémio ménico irredutivel de grau d. Como X" — X
nao possui fatores miltiplos pela Proposicao 1.16, basta provar a seguinte afirmacao:

f(X) divide X7 — X se, e somente se, d divide n.

Suponhamos inicialmente que f(X) | (X7 — X). Como f(X) | (X' — X) pela Pr0p051gao
1.24(3), segue que f(X) divide mde(X9" — X, X4 — X). Sabe-se que mde(X¢" — X, X¢' —
X) = (X — X), onde e = mdc(n,d) < d (v. Exemplos 1 e 2 em [8, Secao 3.2]) logo
f(X) | (X — X). Sendo assim [X]‘i’e = [X] em K[X]/((f(X)), o que pela observagao que
segue a Proposigdo acima s6 é possivel se e > d. Segue, entdo, que d = e = mdc(n,d) e
portanto, d | n. Reciprocamente, se d divide n, temos que (X9 — X) | (X?" — X). Como
F(X) | (X — X) segne que f(X) | (XT" — X). -

Corolario 1.27. Sejam K um corpo finito com q elementos e 1(n) o nimero de polinémios
monicos irredutiveis de grau n em K[X|. Entdo

¢" = dI(d)
din

Demonstracao. Compare os graus dos polindmios em ambos os lados da igualdade da proposi¢ao
acima. u

Através do corolario acima, podemos calcular recursivamente os valores de I(n) num corpo
finito qualquer.

Teorema 1.28. Seja K um corpo finito qualquer. Entdo, para cada inteiro positivo n, existe
pelo menos um polindmios irredutivel de grau n em K[X].

Demonstracao. Para n = 1, o resultado é 6bvio, pois o polindomio X é irredutivel. Suponhamos
agoran > 1. Sejam 1 =d; < -+ < ds < n, com s > 1, os divisores de n. Seja ¢ = |K| e usando
duas vezes o Corolario acima, temos que

¢" =Y _dI(d) Zdl )+ nl(n) <
dln

S

S D dr(d) +nI(n Zq +nl(n

i=1 \ dld;



ds ) qu+1 _ 1
qu +nl(n) = ———— +nl(n) < ¢*™ +nl(n).
, qg—1
7=0
Portanto,
nl(n) > ¢" — q%*

Como d; divide n e dy < n, temos que n = Ad; com A > 1. Logo, dy = % < % e g1 < g2t
Consequentemente,

n](n> > qn . q%—&-l _ qn(l . q—%-&-l),
por consequéncia I(n) > 0. m

1.3 Classificacao dos Corpos Finitos

Teorema 1.29 (Existéncia de corpos finitos). Para todos os inteiros positivos p e n com p
primo, existe um corpo com p" elementos.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.28, existe, para todos os inteiros positivos p e n com p primo,
um polinémio irredutivel f(X) € Z,[X] de grau n. Portanto, o corpo Z,[X]/f(X) é um dos
corpos procurados, pois tem p" elementos. ]

Teorema 1.30 (Unicidade dos corpos finitos). Dois corpos finitos com o mesmo nimero de
elementos sao isomorfos.

Demonstracao. Seja K um corpo finito com p™ elementos, logo, a caracteristica de K é p e
pelo Teorema 1.8 ele contém um subcorpo isomorfo a Z,. Pelo Corolario 1.19, como K é corpo
finito com p™ elementos, temos que a equacio X?" — X tem todas as suas raizes em K e todos
os elementos de K sao as raizes desse polinémio.

Seja f(X) € Z,[X]| um polinémio moénico irredutivel de grau n, cuja existéncia esta garantida
pelo Teorema 1.28. Vamos mostrar que se L ¢ isomorfo a Z,[X]/(f(X)), logo quaisquer dois
corpos com p" elementos sdo isomorfos.

Pela Proposigio 1.24 (3), sabemos que f(X) divide X?" — X em Z,[X], logo, existe a em K
tal que f(a) = 0. Observe que f(X) é o polinémio minimal de « sobre Z,, logo os elementos
La,a?,...,a" ! de K sao linearmente independentes sobre Z,, pois, caso contrario, existiria
um polinémio ndo nulo r(X) € Z,[X] de grau menor do que o grau de f(X) tal que () = 0.

Pela Observacao 1.25, seguiria que mde(f(X), (X)) # 1 e como f(X) é irredutivel, teriamos
F(X)|r(X), o que é impossivel, pois deg(r(X)) < n. Logo, tais elementos formam uma base de
K sobre Z,. Sabemos também, pela Proposi¢ao 4.2(i), que 1, [X], [X]*...[X]""! é uma base de
Z,X]/f(X) sobre Z,.

Definindo

o: L, X] > K
[ao—i-""i‘anlenil] — a0+"'+an71am.

Veja que o esta bem definida, pois, se
[ag + -+ a1 X" =[bo+ -+ b1 X",
para algum ¢(X) € Z,[X], temos que
(ag+ -+ a1 X" ) = (bg+ -+ b1 X" = f(X)g(X).

Portanto,
(Clo + .4 an_lan_l) — (bo + -+ bn—lan_1> - f((]!)g(Oé)
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0 que prova que
ag+ - A an_1a"t =by+ -+ by

Além disso, o é claramente sobrejetora e vale que o(a + b) = o(a) + o(b) para todos a,b €
Z,X]/f(X), ouseja, o & aditiva. Mostremos agora que o é multiplicativa, de fato, com o([1]) =
1 e todo homomorfismo de corpos é injetor. Sejam a = [a(X)] e b = [b(X)] em Z,[X]/f(X), onde
a(X) e b(X) sao polinémios em Z,[X]. Pelo algoritmo da divisdo de polinoémios, escrevemos

a(X)b(X) = f(X)q(X) +r(X),
onde 7(X) & zero ou é um polinémio de grau menor que n. Logo, temos que
[a(X)b(X)] = [r(X)] e a(a)b(a) = r(a),
o que implica que
o(ab) = r(a) = ala)b(a) = o(a)o(b) para todos a,b € Z,[X]/f(X).

Portanto, ¢ é um isomorfismo.
Agora se ¢ é uma poténcia de um nimero primo p, denotaremos doravante por F, o tinico corpo
(a menos de isomorfismo) com ¢ elementos. O

10



Capitulo 2

Bases de Grobner

2.1 Ordem Monomial e o Algoritmo da Divisao para Po-
lindbmios em Varias Variaveis

Seja K um corpo e denote por K [X] o anel de polinomios K[Xy,..., X,]. O produto aX{* - X2,

onde a € K* e ayq,...,q, sao inteiros nao negativos, serd chamado de termo, enquanto
X{te--, X é chamado de mondmio. O monoémio X" .-+, X% em algumas vezes serd
denotado por X® ( ou X?, X7, etc.), onde o = (ay,...,,) € NI onde Ny é o conjunto dos

inteiros nao negativos.
O conjunto dos monomios de K[X] serd denotado por M. Dado um polinémio f € K[X],
dizemos que um monomio M aparece em f se o coeficiente de M é diferente de zero.

Definicao 2.1. Uma ordem monomial em M € uma ordem total < definida sobre M tal que
o Se My, My, M3z e M e My <X My, entao MiMs =< MyMs.
e Todo subconjunto nao vazio de A C M possui um menor elemento.
Alguns exemplos de ordens monomiais.

Exemplo 2.2. e Ordem Lezicogrdfica, sejam [[1—y X e [[[y X dizemos que
H?:l Xiai Slex H?:l Xiﬂi

se existe v € 1,...,n tal que oy < B; e a; = B, para todo j < i.

e Ordem Lezicogrifica Graduada, sejam [[;_, X[ e [[;, X7 e M.
Dizemos que [y X Zgrien [ 11y XJ*, se

laf = Z?:l o < |B| = Z?:l Bi, ou
la] = |B] e H?:l X7 Riew H?:1 Xzﬂz

e Ordem Lezicogrifica Graduada Reversa, sejam [[_, X e [, Xzﬂ e M.
Dizemos que T[/—; X = grevies 111y X7*, se

7

ol =320 i < 1Bl =30, B, ou

la| = |B| e existei € 1,...,n tal que oy; > B; e a; = [ para todo j > i.

A seguir um exemplo de como ordenar monomios usando as ordenacdes acima.
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Exemplo 2.3. Considere 0s sequintes monomios X7 Xo X3 e X{ XoX2.

Note que X{XoX3 = yriex X7 X2X3, pois ambos os mondmios tem grau total 7 e X{XoX3 <jes
XfXQXg. Neste caso, também temos que XszX?? =greviex XfXng, pois o expoente da varidvel
X3 em X1 XoX2 é maior que o expoente em X7 X, X3.

Definicao 2.4. Sejam f =) a,X* um polinomio nao nulo em K[X] e < uma ordem mono-
mial.

e Como [ é uma soma finita de termos um dos mondémios que aparecem em f deve ser o
maior. Esse monémio é chamado de mondmio lider de f e serd denotado por lm(f).

e O coeficiente de Im(f) € chamado de coeficiente lider de f e serd denotado por lc(f).
o O termo lider de f ¢ definido como 1t(f) :=lc(f) - lm(f).

A seguir apresentaremos o algoritmo da divisao em varias variaveis.

Teorema 2.5 (Algoritmo da divisdo em varias varidveis). Fize uma ordem monomial =< em
K[X], e seja F = (f1,..., [s) uma s-upla de polinomios em K[X]. Entao todo [ € K[X] pode
ser escrito como:

f:a1f1+"'+asfs+rf

onde ay,...,as,r € K[X], e ainda ou r = 0 ou r é uma combinagao linear, com coeficientes
em K, de mondomios, nenhum dos quais é divisivel por qualquer Im(f1), ..., lm(fs). Chamamos
r de resto da dwisao de f por F. Além disso, se a;f; # 0 entao

Im(f) = Im(f;).

Demonstracao. Veja em |4, Teorema 3, Pag 64.|, e demonstracao mostra que o algoritmo abaixo
termina ap6s um nimero finito de passos.

Entrada: fi,....f f

Saida: aq,...,a,,r

a1 :=0;...5a5:=0;7r:=0

while p# 0 do

1=1

DIVISAO NAO OCORRE:=Falso

while i < s ¢ DIVISAO NAO OCORRE:=Falso do
if 1t(f;) divide p then

1
ai::ai—i—%}?

1
p:p—<&ﬁ>ﬁ
DIVISAO NAO OCORRE:= Verdadeiro

else
| 2:=¢+1
end
end
if DIVISAO NAO OCORRE:~ Falso then
r =1+ lt(p)
p=p—Ilt(p)
else
end

end
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A seguir sera feito um exemplo para compreender o funcionamento do algoritmo da divisao
e a importancia da ordem monomial escolhida.

Exemplo 2.6. Considere f = X?Y + XY?+Y? fi=XY —lefo=Y?-1emR[X,Y] e

dividiremos [ por fi e fo usando a ordem lexicogrdfica com 'Y <o X.

XY + XV2 4+ VXY -1, v2 -1 Resto
-X%Y - X X+Y, 1 X +Y+1
XY?2+ X +Y?
—XY?—Y
X+Y2+Y
-X

Y2+Y |
-Y?-1 |
Y +1 !
Y +1

0

Descrevemos agora 0s processos feitos na imagem acima. Iremos utilizar o mesmo esquema
feito pela divisao de polinémios em uma varidvel, tendo como uma unica diferenca a existéncia
de mais divisores e quocientes.

Observe que lm(f) = X?Y, Im(f;) = XY elm(fy) = Y2, note que o monémio lider de f; € o
unico mondémio lider que divide Im(f), sabendo disso comecaremos dividindo f por fi. Observe
quelm(f) = X?Y = Xlm(f,), entao escrevemos f = X fi+(f— X f1) = X i+ (XY24+ X +Y?).

Agora aplicaremos o processo ao resto intermedidrio r1 = XY? + X + Y? pelo algoritmo
vamos dividir por fi, pois Im(ry) = XY? é multiplo de Im(f;) = XY. Assim escrevemos
r=Yfilrn=-Yf)=Yfi+(X+Y2+Y) e portanto

f=(X+YV)fi+ (X +Y24Y).

Note que o resto intermedidrio agora é ro = X +Y? +Y elm(ry) = X que ndo é miltiplo de
Im(fy) e lm(fy). Assim passaremos Im(ry) para o resto final. Logo, r3 = Y? +Y e é muiltiplo
fo+ (ro — fo) = fo+2X + 1. Deste modo, moveremos 2X + 1 para o resto final, pois 2X + 1
nao € maltiplo de lm(f1) e lm(fs). Assim escrevemos f = (X + 1)fo + X f1 +2X + 1.

2.2 Bases de Grobner

Em 1965, em sua tese de doutorado Bruno Buchberger criou o que ¢ conhecido hoje como
bases de Grobner. Nessa secao apresentaremos esse conceito e alguns resultados que serao
importantes nas proximas segoes.

Defini¢ao 2.7. Seja I C K[X] um ideal nao nulo e < uma ordem monomial sobre M. O
conjunto {qgi,...,gs} C I é uma base de Grobner para I (com respeito <) se para todo f € I,
f # 0 temos que lm(f) é mailtiplo de lm(g;) para algum i € {1,...,s}.

Assumiremos que M ¢é dotado de uma ordem monomial fixa e que I # (0). Mais adiante
veremos que todo ideal I # 0 admite uma base de Grébner, mas antes apresentamos algumas
propriedades de tais bases. O resultado a seguir mostra que uma base de Grobner para I é na
verdade uma base para [ e que podemos usa-la para decidir se um polinémio pertence a I.

Lema 2.8. Seja {q1,...,9s} € I uma base de Grobner para I, entao f € I se, e somente se,
o resto de f na divisao por {gi,...,gs} € zero. Como consequéncia I = (g1, ..., gs)-
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Demonstracao. (<) A volta é evidente.

(=) Seja f(X) € I eseja f(X) =", ¢:(X)g:(X) + r(X) a divisao de f(X) por {g1,...,9s}
Entao r(X) = f(X) = >0, ¢i(X)g:i(X) € I e por isso devemos ter 7(X) = 0, ou r(X) ¢ um
polinémio nao nulo em I tal que nenhum de seus monémios é miltiplo monémio lider de g;(X)
para todo i € {¢g1,...,9s}. Como r(X) € I e {g1,...,9s} ¢ uma base de Grobner, essa tltima
possibilidade nao ocorre, e temos que ter 7(X) = 0. Isso mostra que I C {g,...,gs} e a fortiori

I'={qg1,...,9s)- O

Uma importante propriedade das bases de Grébner ¢ a seguinte.

Proposicao 2.9. Seja {g1,...,9s} C I uma base de Grébner para I. Na divisio de f(X) €
K[X] por{gi,...,9s} o resto é sempre o mesmo, independente da ordem que for escolhida para
g1, ---,9s no algoritmo da divisao.

Demonstra¢do. O algoritmo da divisdo nos fornece que f = 7, a;9; + r, onde lm(r) ¢

(Im(g1),...,lm(gs)) para uma determinada ordenacdo e seja f = >_7  b;g; + 1’ o resultado
da divisao de f por {gi,...,9s} usando outra ordenagdo para os divisores. Assim r — 1’ =
> 1 bigi— Y i a;g; € I e suponha que r # 1/, entdo, em particular, Im(r — ) ndo é maltiplo
de nenhum Ilm(g;) com i € {1,...,s}, pois é um dos mondmios de r ou r’, mas isso contradiz o
fato de {g1,...,gs} ser base de Grobner. Assim devemos ter r = 1”/.

]

Definicao 2.10. Seja f(X), g(X) € K[X]\ {0}, com 1t(f(X)) = aX* e It(9(X)) = bXP. Seja
vi = max{a;, f;} para i € {1,...,n} e o conjunto v = (v1,...,7) € N§. O S-polinémio de
f(X) e g(X) € definido como

1 X7 1 X7

S(,9) = = r  SX) = 5559

~¥a (X).

A seguir um exemplo de como calcular o S-polindémio.

Exemplo 2.11. Sejam f = X3Y? — X?Y3 + X e g = 3X'Y +Y? € R[X,Y]| com a ordem
lexicogrifica graduada com'Y < X.
Entao 1t(f) = X3Y? e lt(g) = 3XY.

X4y? X4y?
S = — —_— .
X foly
— X4Y2 _ X3Y3 + X2 _ 3X4Y2 _ Y_3
3 3
Y3
= -X3V3 4 X2~ -

Teorema 2.12 (Critério de Buchberger). Seja I um ideal em K[X]. Entao uma base G =
{91,---, gt} para I é uma base de Grébner para I se, e somente se, para todos os pares i # j,
0 resto da divisao de S(g;, g;) por G € zero.

Demonstra¢ao. Veja em [4, Teorema 6, pag 86]. ]

Neste exemplo mostraremos uma aplicacao imediata do Teorema acima.
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Exemplo 2.13. Seja [ = (Y — X2, Z — X3) C R[X,Y, Z]. Afirmamos que G ={Y — X? Z — X3}
€ uma base de Gribner usando a ordem lexicogrdfica com X <Y =< Z. Para mostrarmos isto,
calcularemos o S-polinémio

S(Y—XQ,Z—X3):g(Y—XQ)—%(Z—X?’):—ZX2+YX3.

Usando o algoritmo da divisao, temos
—ZX*+Y X=X (Y - X*) + (-X?) - (Z - X?) +0.
Logo, pelo teorema anterior, G € uma base de Grébner para I.

Teorema 2.14. (Algoritmo de Buchberger) Seja I = (f1,..., fs) # 0 um ideal polinomial.
Entao uma base de Grobner para I pode ser construida em um numero finito de passos sequindo
o sequinte algoritmo.

Entrada:F = (f1,..., fs)

Saida:Uma base de Grobner G = {¢1,...,¢:} para I = (F), com F C G
G:=F

Repita

G =G

Para cada par p # q em G’ Faga

G
S:=S5(p,q)
if S 0 then
| G=GU{s)

else

end
Atée G =G

Demonstra¢ao. Veja em [4, Teorema 2, pag 91]. ]

Agora vamos utilizar este algortimo para construir uma base de Grobner para um ideal
polinomial.

Exemplo 2.15. Fize a ordem lexicogrdfica Xo < X; e seja [ = (X1 Xo—1,X2-1) C
R[X71, Xo] um ideal. Vamos aplicar o Algoritmo de Buchberger para encontrar uma base de
Grobner para I.

Seja g1 = X1 Xy — 1 e gp = X2 — 1, entao S(g1,92) = Xog1 — X192 = X1 — X3 e o resto da
divisao de S(g1, g2) por {g1,92} € X1 — Xo.

Assim seja g3 = X1 — Xo e considere o conjunto {gi1, g2, gs} € pode-se checar que dividindo

S(g1,92) por {g1,92,95}, S(92,93) por {g1,92,93} € S(g1,93) por {g1, 92,95} obtemos restos
zero. Portanto, {g1, 92,93} € uma base de Grobner.

Teorema 2.16. Seja I = (g1,...,9:) C K[X], tal que mdc(Im(g;),1m(g;)) = 1 para todo
i,7 €{1,...,t} comi#j. Entio, G ={qg1,...,9:} € uma base de Grébner de I.

Demonstracao. Veja em [4, Prop.4, Pag.104]. ]

15



2.3 Pegada de um Ideal

Agora introduziremos o conceito que resolve o problema da tese de Buchberger.

Definigao 2.17. Seja I C K[X] um ideal. A pegada de I, com respeito a uma ordem monomial
firada em M, é o conjunto

A(l) :={M e M| M ndo é o monémio lider de nenhum polinémio em I}.

A pegada de um ideal I tem uma relagao proxima com uma base de Grobner para I (ambos
sendo definidos com respeito a mesma ordem monomial em M).

Proposigao 2.18. Sejam I C K[X] um ideal e G = {q1,...,gs} uma base de Grébner para I.
Entao um monémio M estd em A(I) se, e somente se, M nao é mailtiplo de lm(g;) para todo
ie{l,... s}

Demonstracao. (=) Essa implicacdo segue diretamente da defini¢ao.

(<) Para essa implicagdo, a partir da definicdo de base de Grébner, sabemos que se M nao
é multiplo de Im(g;) para todo ¢ € {1,...,s}, entdo M nao é o mondmio lider de nenhum
polinémio de 1. O

No exemplo a seguir mostraremos como usar o resultado acima para obter uma representacao
grafica da pegada.

Exemplo 2.19. Seja [ = (X} — X1, X3 — X, X2 Xy — X)) C R[X,, X5] e M dotado de uma
ordem lexicogrdfica, onde Xo <X Xy. Nao é dificil checar que {Xf — X, X;’ — X, X%XQ - Xy} €
uma base de Grébner para I. Temos que Im(X3 — X)) = X3, Im(X3 — X)) = X3 e lm(X? X, —
Xy) = X2X, e aplicando a proposicao acima para determinar A(I) temos que a pegada de I é
o conjunto

AT = {1, X1, X7, X0, X1 X0, X3, X1 X5}

***** o Mondmios lideres da base de Gribner
de I

,,,,, o Monémios de A(I)

Definic¢ao 2.20. Sejam I = (f1,..., f;) C K[X] um ideal e {f1,..., fi} uma base de I. Deno-
tamos por A(lm(fy),...,1m(f;)) o conjunto

A(lm(fy),...,lm(fy)) :={M € M | M nao é mailtiplo de Im(f;) para todo i € {1,...,t}}.

Proposigao 2.21. Seja I = (f1,..., fr) C K[X]. Entdo, A(1) C A(Im(f1),...,Im(f:)). Caso
{f1,---, f:} seja uma base de Grobner de I, temos que, A(I) = A(lm(fy),...,Im(f;)).

Demonstracao. Seja M € A(I), entdo M nao é o monomio lider de nenhum polinémio em 7, em

particular, M nao é miltiplo de lm(f;) paratodoi € {1,...,t}, logo, M € A(lm(f1),...,lm(f;)).
Agora, suponha que {f1, ..., f;} € uma base de Grébner de [ eseja M € A(lm(f;),...,1lm(f;)),

e pela Proposicao 2.18, temos que M € A(). H

16



Apresentamos agora a solugao para o problema da tese de Buchberger, que serd muito util
a seguir.

Teorema 2.22 (Buchberger). Seja [ C K[X]. Entdo
B:={M+1|MeA(}
é uma base para K[X]/I como um K-espaco vetorial.

Demonstracao. Seja G uma base de Grobner para I em relagao a uma ordem monomial usada
para determinar A(/), e seja f(X) € K[X]. Dividindo f por G obtemos que o resto r =
S a;M;, onde a; € K[X] e M; € A(I) para todo i € {1,...,t}. Como f+41I = r+1, obtemos
que B gera K[X]/I como um K-espaco vetorial. Agora suponha S, b;(M; +I) = 0+ I onde

b; € K e M; € A(I) para todo i € {1,...,l}. Entao 25:1 b;M; € I devemos ter b; = 0 para

todo i € {1,...,l}, caso contrario Zizl b;M; seria um elemento nao nulo de I cujo monémio
lider nao é maltiplo do monémio lider de nenhum polinémio de G. O que mostra que B é L.I.
sobre K. O

Exemplo 2.23. Continuando o Ezemplo 2.19 temos que R[X1, X5]/I é uma R-espaco vetorial
de dimensio 7e B={1+ 1, X, + [, X} + 1, Xo+ [, X, Xo+1,X3+1,X,X2+ 1} é uma base
para este espaco vetorial.

Observagao 2.24. Veja que A(I) C A(Im(f1),...,1m(f;)). Na verdade, pela Proposicao 2.18
temos que A(I) = A(lm(fy),...,lm(f;)) se, e somente se, {f1,..., fi} € uma base de Grobner
para 1.

2.4 Variedades Afins
Definicao 2.25. O espac¢o afim de dimensao n sobre K é o conjunto
A"K) :={(a1,...,a,) | a; € K para todo i € {1,...,n}}.

Observe que A"(K) = K™ como conjunto. No entanto, utilizaremos a notac¢io A"(K) para
enfatizar a natureza geométrica de K", em vez de suas propriedades algébricas (por exemplo,
como um espaco vetorial).

Definicao 2.26. Seja F' = {f;};es C K[X] onde J é um conjunto de indices. A variedade
afim assoctada a F' ¢é o conjunto

V(F) :={(a1,...,a,) € A"(K) | fj(a1,...,a,) =0 para todo j € J}.
Seja I C K[X] um ideal. A variedade afim associada a I é o conjunto
V(I)=A{(a1,...,a,) € K" | f(a1,...,a,) =0 para todo f € I}.

Veja que segue diretamente da defini¢do acimase [ = (g1,...,9s),entdao V(I) =V ({g1,...,9s}) =
i Vigi)-

Definicao 2.27. Dado S C A"(K), o tdeal de polinémios que se anulam em S, ou
simplesmente tdeal de S, é o conjunto

Z(S):={f e K[X]]| f(a1,...,a,) =0 para todo (ay,...,a,) € S}.

E facil verificar que Z(S) &, de fato, um ideal de K[X].
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Definicao 2.28. O radical de um ideal I C K[X] é o conjunto
VI = {f € KIX]| f™ €1, para algum inteiro positivo m}.
E dizemos que I é um ideal radical se /I = 1.

Lema 2.29. Seja I C K[X] um ideal e sejam Py, ..., P, pontos distintos de V(I) e v; € Kx.
Entao existem polindémios py, . ..,p, € K[X] tal que p;(P;) = v;0;; para todos i,5 € {1,...,r}.

Demonstracao. Seja P, = (a;1,...,a;) € K", onde ¢ = 1,...,7, mostraremos como obter p;
conforme o enunciado do lema.
Como todos os pontos sdo distintos, para i € {2,...,r} existe j; € {1,...,n} tal que

aij, # a;,. Seja hy = (X, — a;j,)/(aj, — ai5,), entdo hi(P;) = 1 e hy(P;) = 0 para todo
j€{2,...,r}. Tomando p; = vy [[;_, hi obtemos p;(P;) = v1d;; para todo i € {1,...,7}.
De forma similar obtemos ps, ..., p, conforme o lema. O

Proposicao 2.30. Seja I C K[X]| um ideal tal que A(I) é um conjunto finito. Entao V(I)
também é um congunto finito e |V (I)| < |A(I)].

Demonstracao. Seja V(I) ={P,..., P.}, do lema acima temos que existem py,...,p, € K[X]
tais que p;(P;) = 0;; para todos ¢,7 € {1,...,r}. Afirmamos que {p; +1 | i =1,...,r} é
um conjunto linearmente independente. De fato, se > ., a;(p; + 1) = 0 + I ent@o temos que
Sorqaip; €1, assim 0= (3., a;p;)(P;) = a; para todo j. Assim

[A(N)] = dimg (K[X]/T) = r = [V(I)].
0

Teorema 2.31. Seja I C K[X] um ideal tal que A(I) é um conjunto finito e seja L uma
extensao algébricamente fechada de K. Entao

Vi (I):={(a1,...,a,) € L" | f(a1,...,a,) =0 para todo f € I}

¢ um conjunto finito e |V, (I)] < |A(I)|. Além disso, se K é um corpo perfeito por exemplo, um
corpo finito, ou um corpo de caracteristica zero e I é um ideal radical, entao |V, (I)| = |A(I)].

Demonstracao. Veja em |2, Teo 8.32]. O
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Capitulo 3

Codigos Cartesianos Afins com dual
complementar

3.1 Cobdigos Lineares

Nesta se¢ao iniciaremos um breve estudo da teoria de co6digos e usaremos ferramentas apresen-
tadas anteriormente para determinar propriedades importantes de um codigo (linear).

Definicao 3.1. Um cddigo corretor de erros é um subconjunto C C A™, onde A é um conjunto
finito qualquer chamado de alfabeto e n € N. Os elementos de A™ sao chamados de palavras.

Defini¢ao 3.2. Dados a = (ay,...,a,) eb = (by,...,b,) € A", a distdncia de Hamming
entre a e b é definida como

d(a,b) = #{i | a; # b;, ondei e {1,...,n}}.

A distancia de Hamming satisfaz as propriedades de uma métrica, como veremos a seguir.
Por isso, a distancia de Hamming entre elementos de A" é também chamada de métrica de
Hamming.

Proposicao 3.3. Dados a = (ay,...,a,),b = (by,...,b,) ec = (¢1,...,¢,) € A", valem as
sequintes propriedades:

e d(a,b) >0 ed(a,b) =0 se, e somente se, a=b.
e d(a,b) =d(b,a).
e d(a,c) <d(a,b)+d(b,c).

Demonstracao. Vamos demonstrar a terceira propriedade, pois a primeira e a segunda sao
triviais. Observe que, a contribuicao das i-ésimas coordenadas de a e ¢ para d(a,c) é igual a
zero se a; = ¢;, e igual a um se a; # ¢;. No caso em que a; = ¢; a contribuigao para d(a,c) é
Z€ro; No caso em que a; # ¢; nao podemos ter a; = b; e ¢; = b;, logo a contribuicdo das i-ésimas
coordenadas para a soma d(a,b) + d(b, c) é pelo menos 1. Assim, vale a desigualdade. O

Definicao 3.4. Seja C' um codigo. A distdncia minima de C € o niumero
§(C) :=min{d(a,b) | a,b € C e a# b}.

Definigao 3.5. Um cddigo C C Fy serd chamado de cédigo linear se for um F,-subespago
vetorial de Fy. Os pardmetros do cédigo linear C sao a dimensdo dimy, C := k de C
como Fy-espago vetorial, o comprimento n de C, e a distdncia minima 6(C) de C.
Usualmente os pardmetros sao escritos como a terna de inteiros [n,k,0(C)].
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Seja C' C Fy um cddigo linear, k = dimp, C' e seja {b1,...,b;} uma base de C, portanto,
todo elemento de C' se escreve de modo tnico da forma A\iby + - - - + A\zbg, onde \; € F, para
todo i € {1,...,k}. Segue dai que |C| = ¢*.

Definig¢ao 3.6. Dada uma palavra a = (a4, ..., a,) € [, define-se o peso de a como o sendo
0 numero inteiro

w(a) :=|{i| a; # 0}| = quantidade de coordenadas de a que sao diferentes de zero.

Ou seja, w(a) = d(a,0), onde 0 € o vetor nulo de Fy e d representa a métrica de Hamming.

A partir de agora, sempre que nos referirmos a um codigo C significa que C' C Fy ¢ um
codigo linear. Observe que, nesse caso, temos que §(C) = min{w(a) | a € C,a # 0}. Isso vem
do fato de que, dadas duas palavras distintas a e b, temos d(a,b) = d(a — b,0) = w(a — b).

Definicao 3.7. Sejam um C' cddigo tal que dimg, C =k, B = {by,..., by} uma base ordenada

de C' e considere a matriz G, cujas as linhas sdo os vetores b; = (b, ..., bin), i € {1,...,k},
15to €
by by -+ bin
G=|:|= oo,
by ber o brn

A matriz G é chamada de matriz geradora de C associada a B.

O nome matriz geradora de C' se deve ao fato de C' ser a imagem da transformacao linear
T :Fr — F7, tal que T(a) = aG.

Definigao 3.8. Sejam a = (ay,...,a,), eb = (by,...,b,) elementos de Fy, define-se o produto
interno de a e b como sendo

<a, b> = a1b1 + -+ anbn.

Definigao 3.9. Seja C C Fy um cddigo linear, o cédigo dual de C, denotado por Ct C Iy é
dado por
Ct:={v eF};(v,u) =0 para todo u € C}.

Lema 3.10. Seja C' C F} um cddigo, com matriz geradora G, entao
1. 0+ C [y € um cdodigo linear.
2. ac (Ct e Ga' =0, onde al indica o vetor a transposto.
3. acCteaG =0,
Demonstragao. 1. Sejam a,b € C+ e XA € K. Temos, para todo x € C, que
(a+ Ab,x) = (a,x) + A (b,x) =0,
e portanto, a + A\b € C*, provando que O é um subespaco vetorial de K™.

2. x € C* se, e somente se, x & ortogonal a todos os elementos de C se, e somente se, X é
ortogonal a todos os elementos da base de C, o que é equivalente a dizer que Ga' = 0,
pois as linhas de GG sao uma base de C.

3. Segue do item anterior e do fato de que uma matriz tem todas as entradas nulas se e s
se sua transposta tem todas as entradas nulas.
O

20



No que se segue usamos a notagao Id; para simbolizar a matriz identidade £ x k.

Proposigao 3.11. Seja C C Fy um cddigo de dimensdao k com matriz geradora G = (Idi|A),
na forma padrao. Entao

1. dimgp, Ct=n—k;
2. H=(—A"|Id,_;) é uma matriz geradora de C*+.
Demonstra¢ao. Veja em |8, Proposigao 2, pag 94]. ]

Lema 3.12. Suponha que C seja um cddigo de dimensao k em ¥y com matriz geradora G. Uma
matriz H de ordem (n—k) xn, com coeficientes em F, e com linhas linearmente independentes,
¢ uma matriz geradora de O se, e somente se,

G-H' =0

Demonstragao. As linhas de H geram um subespago vetorial de [y de dimensao n — k, por-
tanto, igual & dimensao de C*. Por outro lado, representado por hi, ..., hn_x € POT G1,. .., Gk,
respectivamente, as linhas de H e de G, temos que

(G ) Ht)z',j = (9:, hj) .

Portanto, G - H' = 0 equivale a dizer que o subespaco gerado pelas linhas de H estdo em C*.
Por outro lado, esse subespaco tem mesma dimensao que C*, logo

G- H' =0« C*é gerado pelas linhas de H.

Corolério 3.13. Seja C' um cddigo. Entao (CH)*+ = C.

Demonstracdo. Sejam G e H matrizes geradoras de C' e C* respectivamente. Segue do lema
anterior que G - H' = 0, logo, tomando transpostas, temos H - G = (G - H")' = 0 = 0. Como
G ¢ uma matriz (com linhas L.I.) de ordem k x n e dimg, (C*)+ = k temos que G ¢ matriz
geradora de (C+)*, logo (C+)*+ = C. O

Proposicao 3.14. Seja C' um cddigo linear e suponhamos que H seja uma matriz geradora de
C+. Temos entdo que

veC e Hvl =0.

Demonstracao. Pelo Corolario acima e pelo segundo item do Lema 3.10, temos v € C' se, e
somente se, v € (C1)* se, e somente se, Hv' = 0. ]

A proposicao acima nos permite caracterizar os elementos de um cédigo C' por meio de uma
condicao de anulamento.

Definigao 3.15. Seja C' um cddigo e v € Fy. A matriz geradora de H de Ct ¢ chamada de
matriz teste de paridade de C. O vetor Hv' é chamado de sindrome de v.

Proposicao 3.16. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C. Temos que a distincia
minima de C € maior ou igual a s se, e somente se, quaisquer s—1 colunas de H sao linearmente
independentes.
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Demonstragao. Suponhamos, inicialmente, que cada conjunto de s — 1 colunas de H é linear-
mente independente. Seja ¢ = (cy,...,c,) uma palavra nao nula de C, e sejam h',... h" as
colunas de H. Como H - ¢! = 0, temos que

O:H-ct:Zcihi. (3.1)
i=1

Visto que w(c) é o nimero de componentes nao nulas de c, segue que se w(c) < s — 1, teriamos
por 3.1 que o vetor nulo se escreve como uma combinacao linear de um ntmero ¢, com 1 <t <
s — 1, de colunas de H, o que é uma contradi¢do com a hipdtese. Logo, w(c) > s e, portanto,
w(C) > s.

Reciprocamente, suponhamos que w(C') > s. Suponhamos também, por absurdo, que H te-
nha s—1 colunas linearmente dependentes, digamos h' | ..., hi=1. Logo, existiriam ¢;,, ..., ¢, ,
no corpo, nem todos nulos, tais que

cilhi1 + o+ cisflhisf1 =0.

Portanto, tomando ¢ = (0,...,¢;,,...,¢. ,,0,...,0) temos H-c' =0 e logo ¢ € C, consequen-
temente, w(c) < s —1 < s, 0 que seria um absurdo.
]

Teorema 3.17. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C'. Temos que a distincia
minima de C' € igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sdo linearmente
independentes e existem s colunas de H linearmente dependentes.

Demonstragao. De fato, suponha que §(C') = s, logo pela Proposi¢ao 3.16 todo conjunto de s—1
colunas de H é linearmente independente. Por outro lado, existem s colunas de H linearmente
dependentes, pois, caso contrario, pela Proposicao 3.16, teriamos §(C') > s + 1.
Reciprocamente, suponhamos que todo conjunto de s—1 vetores colunas de H ¢ linearmente
independente e existem s colunas linearmente dependentes. Logo, da Proposi¢ao 3.16, temos
que w(C) < s. Mas w(C) nado pode ser maior do que s, pois neste caso, novamente pela
Proposicao anterior nos diria que todo conjunto com s colunas de H ¢ linearmente independente,
0 que é uma contradicao. O

Corolario 3.18 (Cota de Singleton). Os pardmetros (n,k,d) de um cédigo linear satisfaz a
desigualdade
d<n—k+1.

Demonstracao. Se H é uma matriz teste de paridade, ela tem posto n — k. E pelo Teorema
3.17, d — 1 é menor ou igual ao posto de H, segue que a desigualdade. O]

Um codigo sera chamado de MDS (Maximum Distance Separeble) se valer a igualdade
d=n—Fk+1.

3.2 Exemplos de Codigos

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos de codigos.

Exemplo 3.19 (Codigos de Hamming). Um cddigo de Hamming de ordem m sobre Fy é
um codigo com matriz teste de paridade H,, de ordem m X n, cujas colunas sao os elementos
de F' \ {0} numa ordem qualquer.

Veja que H,, determina o codigo C' a menos de equivaléncia.

Temos, portanto, que o comprimento de um codigo de Hamming de ordem m én =2 — 1 e,
portanto, a sua dimensao € k=n—m =2" —m — 1.
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Exemplo 3.20 (O codigo do Mariner 9). O cddigo usado na nave espacial Mariner 9 é exemplo
do cddigo R(1,m) definido sobre Fy, cuja matriz geradora exibiremos a sequir. Este codigos sao
chamados de Cédigos de Reed-Muller de Primeira Ordem.

Considere todos os elementos de F3' e organize-os como vetores colunas de uma matriz A,
m x 2™, de modo que o bloco m x 2™ — 1 a esquerda dessa matriz seja a matriz H,,, e que a
ultima coluna a direita seja o vetor zero de Fy' isto é,

Apm = (Hp,0).

Construimos uma matriz G com (m + 1) linhas e 2™ colunas, de tal modo que as entradas de
sua primeira linha sejam todas iguais a 1 e, logo abairo, a matiz A,, como bloco, ou seja,

1 1
i~ (i, o)
Denotamos por R(1,m) o cddigo cuja matriz geradora seja a matriz G. Mais a frente (veja
Ezemplo 3.89) mostraremos que os pardmetros desse cédigo sao (2™, m + 1,2m71).

Exemplo 3.21 (Reed-Solomon). Seja F, um corpo finito e considere o F,-espago vetorial
F,[X]. dos polinémios de F,[X]| de grau menor que n, incluindo o polinémio nulo, isto é

Fo[ Xk = {p(X) € F,[X]; deg(p(X)) < k}|_{0}.
E claro que esse espaco vetorial tem dimensio n com uma base dada por
B={1,X X% . . X"}

Sejam n um inteiro, tal que n >k, e o, ..., a, elementos distintos de F,. Considere a funcgao
definida por

P(X)+— (P(a1),...,Play)) .

Temos que T' € uma transformagdo linear. De fato, dados P(X),Q(X) € F,[X] e A € F, temos

T(AP(X) +Q(X))

(AP + Q) ()., (AP + Q)(an))
= (AP() + Q(aq), ..., AP(a) + Q) = A(P(aq), ..., P(aw)) + (Q(aq), ..., Q(an))
= AT(P(X)) + T(Q(X)).
Além disso, T € injetora. De fato,
kerT ={P e F,[X]; | P(ay) =--- = P(a,) =0} ={0},

pois um polindmio nao nulo P qualquer de grau menor que k < n nao pode ter n raizes distintas.
Portanto, a imagem C = T(F,[X];) € um cidigo linear de comprimento n e dimensdo k.

Esse codigo sera chamado Cdédigo de Reed-Solomon de comprimento n e dimensao k
definido por aq, ..., ay,.

Proposicao 3.22. Seja C um cidigo de Reed-Solomon de comprimento n e dimensao k. Entdo
a distancia minima de C' é d =n — k + 1, e por consequéncia os codigos de Reed-Solomon sao

MDS.
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Demonstracao. Pelo Corolario 3.18, sabemos que d < n — k 4+ 1. Por outro lado, seja ¢ uma
palavra nao nula de C. Entao existe P(X) € F,[X]; tal que

c=(P(ai,...,Play))) = T(P(X)).
Logo,
w(e) =i e{l,...,n} | P(ai) # O}
=n—|{ie{l,...,n}| P(y) =0} >
n—deg(P(X))>n—(k—1)=n—-Fk+1

Segue dai que
d>n—k-+1.

Portanto d = n — k 4+ 1 e assim os codigos de Reed-Solomon sao MDS. [

3.3 (Codigos Cartesianos Afins Generalizados

Nesta secao, seguindo [10], iremos apresentar alguns resultados sobre um tipo particular de
codigo. E para isso iremos utilizar ferramentas desenvolvidas em |[3].
Sejal = (g1,...,9:) C F,[X] e consideremos o ideal I, :== (g1, ..., 9t, X{—X1,..., XL —X).
Da Proposicao 1.26, sabemos que [, cp (X —a) = X?— X, e consequentemente V' (I) = V(I,).
De agora em diante vamos sempre estar considerando a ordem lexicografica graduada (=gyiex)
em M C F,[X].

Proposigao 3.23. O conjunto A(1,) € finito.

Demonstragao. Afirmo que A(Im(gy),...,Im(g), X7, ..., X2) < ¢™. De fato, por defini¢ao te-
mos que A(lm(gy),...,1lm(g;), X{,..., X2) é o conjunto dos monoémios que nao sao multiplos de
Im(g1),...,Im(g;), X{,..., X9 em particular, tais monoémios nao sao multiplos de X7, ... X4,
Assim, pela Proposicao 2.21, temos

[A(L)] = |A(Im(gy), ..., Im(ge), XY, ..., X)) < g™

O que completa a demonstragao. O
Lema 3.24. Seja I C F,[X] um ideal tal que A(I) é um congunto finito. Entdo

I é um ideal radical < Eziste f; € I C F,[X;|\F, tal que mdc(fj,f;) =1, Vje{l,...,m}
Demonstra¢ao. Veja em [2, Poposicao 8.14]. ]

Seja V(I,) = {P1,...,P,} e considere a seguinte aplicacdo linear
o: F,[X]/1, — Fy
f+1,— Qf(P),....,1f(P,)).
Proposicao 3.25. A aplicacdo linear ¢ € um isomorfismo entre F,-espagos vetoriais.

Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar que dimg, IF,[X]/I, = m. De fato como o polinémio
fi == XJ — X tem q raizes distintas temos mdc(f;, f;) = 1 para todo j € {1,...,n}, e pela
Proposicao 3.23 o conjunto A(/,) ¢é finito, segue do Lema anterior I, ¢ um ideal radical. Observe
também que, Vi(L,) = V(I,), onde F, ¢ o fecho algébrico de F, e pelo Teorema 2.31 temos

que ‘VE(I‘I) = |A(1,)|. Assim, pelo Teorema 2.22, temos que dimg, F,[X]/1, = |A(I,)| = m.
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Agora, mostraremos que ¢ é sobrejetora, e assim, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem o
resultado seguird. Sabendo disso, sejam py,...,p, € F,[X], tais que p;(P;) = (527 para todo
i,j € {1,...,m} que existem pelo Lema 2.29, e veja que, ¢(p; + I,) = e; para todo i €
{1,...,m}, onde e; &€ um vetor da base canénica. Como {ey, ..., ey} é uma base para " como
[F,-espago vetorial. O

A seguir o conceito introduzido por Ftizgerald e Lax em [5].

Definicao 3.26. Sejo L C F[X]/I, um F,-subespago vetorial de F [X]/1,. A imagem p(L) =:
C(L) € chamado de cédigo de variedade afim associado a L.

Uma propriedade importante que sera provada, ¢ que todo codigo linear pode ser represen-
tado como um codigo de variedade afim. Para isso, o lema abaixo se faz necessario.

Lema 3.27. Sejam P, ..., Ps pontos de A™(F,) tal que P; = (bj1,...,bj,). Entao o polindmio

n

£ = [ —= (x5 = b7,

i=1
¢ tal que, f;(P) =0 para todo P € A"(F,)\{P;} e f;(P;))=1paraj=1,...,s.

Demonstragao. Da Proprosicao 1.26 sabe-se que X! — X; = Hbqu(Xi — b) para todo i €
{1,...,s}. Dado a € F,, temos que

Xi — n ()(z — Oé) ’
beF\{a}
ou seja, (X; —a)i™ ' —1 = [Toer,\ (o) (Xi—b). Assim, caso X; = a temos que 1 — (X; —a) =1
e caso X; # a entdo 1 — (X; — a)?! =0 e por consequéncia o resultado segue. ]

Proposigao 3.28. Todo codigo linear C' C F; pode ser representado como um cddigo de varie-

dade afim.

Demonstragao. Seja C C Fy um codigo linear, tal que dimp, C' = k. Seja [cij} uma matriz

geradora de C' com ¢ = 1,....k e 5 = 1,...,s. Escolha o menor nimero natural n, tal que
¢* > s. Sejam Y = {P,...,P} C A*F,) e I = Z(Y) C F,X] o ideal polinomial que
anula os pontos de Y. Denotaremos P; = (b;1,...,b;,) para todo j = 1,...,n. E pelo Lema

anterior temos que o polinomio f;(X) =[] ,[1 — (X; — b;;)?" '] € tal que f;(P) = 0 para todo
P e A"F,)\{P;} e fj(P;) =1paratodo j=1,...,s.

Defina g;+1, ==Y ;_, ¢ij(fj+1,;), paratodoi =1,..., ke tome L = (g1 + Iy, ..., g5 + ;) C
F,[X]/1, o subespaco gerado por {g1 + I,,...,gr + I,}. Assim, C = C(L), pois p(g; + 1;) =
(it cis)s paradi = 1,... ke o Fy[X]/I, = F; é tal que o(f + 1) = (f(P1),..., f(P)) E
o resultado segue. O]

Agora iremos apresentar resultados sobre um tipo especifico de cddigo de variedade afim
que foi introduzido por H. Lopez, F. Manganiello, G. Matthews em [10]. A seguir sera feita a
construcao de tal codigo.

Sejam A,..., A, C IF, subconjuntos nao vazios de F,, definimos o conjunto cartesiano
A=Ay x -+ x Ay, . Defina Li(X;) = [[ 4, (Xi — ¢) para todo i € {1,...,m} e consideremos
I = (Li(Xy),...,Ln(Xy)), note que V() = A. Como o feito acima temos o conjunto [, =
(Li(X1), .oy Lin(Xon), XT—= X4, ..., X% — X,,,) e observe que I, = I, pois L;(X;) é um divisor de
X! — X; para todo i € {1,...,m}. Diferentemente da construcao feita acima, sejam vq,...,v,
invertiveis de F,, onde n := |A| e defina a seguinte aplica¢do linear

b Fy[X] /I — Fy
f + Iq = (Ulf(a1)> s 7Unf(an)) .
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Proposicao 3.29. A aplicagdio linear 1 é um isomorfismo entre F -espacos vetoriais.
Demonstracao. Similar a demonstracao feita na Proposicao 3.25, utilizando o Lema 2.29. [

Definicao 3.30. Seja k € Ny e consideremos o Fy-subespaco vetorial de F,[X]/1, dado por
Scr = {p+ 1, | p = 0 ou deg(p) < k}, onde deg(p(X)) € o grau do polinémio p(X) €
F,[X]. A imagem Cy(A,v) := (Sk) € chamada de cédigo de avaliagao cartestano afim
generalizado ou simplesmente cédigo cartesiano de grau k associado a A e v.

Observacao 3.31. Veja que podemos caracterizar um cédigo cartesiano Cy(A,v) como o con-
junto {(p+1;) | p =0 ou deg(p) < k e degy, (p) < n; para todo i € {1,...,m}}.

Lema 3.32. O congunto {L1(X1),..., Ln(X:n)} € uma base de Grébner de 1.

Demonstragao. Como mdc(L;(X;), L;(X;)) = 1 para todo i # j, entdo pelo Teorema 2.16 o
resultado segue. |

Lema 3.33. Z(A) = I.

Demonstracio. E claro que I C Z(A), entdo segue que A(Z(A)) C A(I) = {XM ... Xam |
0 < a; < ny,onden; = A;, paratodoi € {1,...,m}}. Assim, pela Proposicdo 2.30 e
pelo Lema acima, temos que ny---n, = |V(Z(A))| < |AZ(A))] < |AI)| = n1 -1y, logo
|IA(Z(A))| = ny---ny. Por consequéncia A(Z(A)) = {X{"--- X2 | 0 < oy < ny, onde n; =
A;, paratodoi € {1,...,m}}. Agora, dado f € Z(A), temos que lm(f) é mualtiplo de
Im(L;(X;)) = X" para algum ¢ € {1,...,m}, caso contrario, lm(f) € A(Z(A)), o que é
uma contradi¢do. Entao {L,(X1),...L,(Xm)} C Z(A) e por consequéncia é uma base de
Grobner de Z(A) e, portanto, Z(A) = I. O

Agora iremos calcular os parametros de Ci (A, v) e para isso considere o conjunto A(Z(A)) .
{M € A(Z(A))|deg(M) < k}.

Proposigao 3.34. O conjunto {M + 1 | M € A(I)cx} é uma base de Sci, como F,-espago
vetorial.

Demonstra¢ao. Pelo Teorema 2.22 sabemos que o conjunto B := {M + I|M € A(l)x} é
linearmente independente, e claramente estd contido em S.;. Agora, seja p € F [X], p # 0
tal que deg(p) < k. Dividindo p por {L;(X3),..., Ln(Xm)}, temos pelo algoritmo da divisao
que o resto r obtido através dessa divisdo é tal que, Im(r) =g, Im(p) ou r = 0, ou seja,
deg(Im(r)) < kd ou r = 0. Se r = 0, é claro que p+ [ = 0+ I ¢ uma combinagio F,-linear
de elementos em B e se r # 0, temos p+ I = r + I que é uma combinacao F,-linear de
elementos em B, pois todos 0s monomios aparecendo em r estdo em A(I)., (aqui usamos que
{L1(X1),..., Lin(Xm)} é uma base de Grobner de I, e portanto, B é uma base de S.j como
F,-espago vetorial. O

Seja ¢ = (¢4, ..., ¢,) uma palavra de Cy(.A,v), mostraremos que existe um polindémio f, em
S tal que ¥(f. 4+ I,) = c. Com esse proposito, para cada elemento a = (ay,...,a,) € A
defina o seguinte polindémio

Ly (X)) . L (Xom)

L,(X) = )
( ) Xl_al Xm_am

Veja que Ly(b) = 0 para todob € A|b#ae Ly(a) = Li(a1)--- L, (ay), onde Li(X;) denota a
derivada formal de L;(X;). De fato, veja que

Lo(a) = H (b1 —a1) ) - H (b — am)

blGAl‘bl#al bm,eAl‘bm#am,
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Por outro lado, como A; é finito, entdo A; = {a1,...,a,,} para todo i € {1,...,m}. Sabendo
disso e utilizando as regras de derivagao temos,

Li(X;) = T &i—a]+-+ 11 (Xi — ajm)

aj16A1|aj1$éa1 ajmeAm‘aj'm#anm

Logo,

Li(a;) = T  (ai—a

a;j;€A;laziFa;

E portanto,

Ly(ay) -+ Ly, (am) = I (@-ay]- - II (Xi — ajm) | = La(a).

aj1€AL|aj1#a1 aim EAm | mFEany,
(3.2)
Como queriamos mostrar. E por fim o polinémio que queremos é
" L,.(X)
fo(X) =) == (3.3)
j=1 Laj (aj)

Veja que degy, fo(X) < n; para todo i € {1,...,m} e por construcao temos que ¢(f.+ 1) = c.
Os resultados abaixo determinam os parametros dos c6digos cartesianos.

Lema 3.35. A dimensio de Cy(A,v) € dimg, (C(A,v)) = |A(I)<k|, veja que em particular
dimg, (Cp(A,v)) =n1 -y € 6(Cr(A,v)) =1 para todo k> 37" (n; — 1).

Demonstracao. A primeira sentenca é consequéncia da Proposicao 3.34 e pelo fato de v ser um
isomorfismo.

Para provar a segunda e terceira afirmagoes, temos que {L1(X1),..., L;,(X,,)} é uma base
de Grobner para I temos

A(L) = {Xf* - X

0<a; <n;—1paratodoi € {1,...,m}}.

Portanto, A(I)<; = A(I) sempre que k > >, (n; — 1). E o resultado segue pelo fato de
|A(I>| =Ny "Ny, €0 fato de ¢(Lk> — F:]Ll..‘nm' .

Teorema 3.36. A dimensao de Cy(A,v) para 0 <k <> (n; — 1) é dada por
m+k—1 Y m—k—1—mn;
di - _
imp, (Cr(A,v)) ( P ) ;:1 ( ko1-n, ) + -+

. k—1—mn; —-—n;
D Y () R

1<iy<--<ij<n

(_1)n(m+k—1—n1—-~-nm>7

k—1—-—ny—--ny

onde estabelecemos que (2) =0seb<0.
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Demonstracao. De acordo com o Lema anterior a dimensao de Cy (A, v) é igual a cardinalidade
de A(I)<y, isto é, o niimero de monomios em A([) da forma X" -+ X% onde 0 < > a; < k.
Seja h(t) .= (14+t+---+t" 1) (1+t+---+t" 1), note que os coeficientes de ¢ em h(t)
¢ igual ao nimero de monomios em A(/) que tem grau e para todo e € {0,...,> " (n; — 1)}.

Assim uma maneira de obter o que queremos é calcular os coeficientes de t°,¢,... tF ! e
depois soma-los. Uma forma de provar isso é mostrar que existe uma bijecdo entre A(I)y
e Qpor = {X3 - X{ - X0 € Fo[Xo, Xu,.o, X)) | com Y "oy =k —1e0 < oy <
n; — 1 para todoi € {i = 1,...,m}}, dada por B : A(J)cx — Q_1, onde (M) = XM -
<& X—m) e 371 : Q1 — A(l)<y, dada por B7H(N) =N - (1, X1, ..., X,n)-

[ay

T E
Agora considere

Ht):=1+t+2+ - ) A+t +- -+t D (Tt 4o ),

entdo o coeficiente de t*~! ¢ a cardinalidade de €_;.
Note que podemos encarar H (t) como uma fungao real na variavel ¢ definida em uma vizinhanga
adequada de 0, digamos |t| < 1. Entao 1 +t+4--- = ﬁ, de modo que

1 1—=tm 11—
1—t 1—t 1—t

Usando que W = (m;.rj)tj, temos

H(t) = (i <m;j)tj> : <l—it”i + Z t”iﬁ%) et

7=0 1<y <ig

(Z(mﬂ)”> T S e B )

J=0 J 1<ii <--<i;<m

A expressao para dimg, (C(A,v)) na afirmacdo do teorema é o coeficiente de t*~! em H(t)
calculado usando o produto acima. O

Para encontrar a distancia minima de Ci(A,v), para 0 < k < > (n; — 1), precisaremos
do seguinte resultado auxiliar.

Lema 3.37. Seja 0 <ny < -+ <np, ek <>.." (n;—1) nimeros inteiros. Sejam(o, ..., ay,) =
[[%,(n; — i), onde 0 < oy < n; sao inteiros para todo i € {1,...,m}. Entdo

min{m(ay,...,ay)|ar + -+ am < s} = (ngy1 — 1) H n;
1=5+2

onde s el sio unicamente definidos por k=3 " (n; —1)+1 com 0 <1 < mngyy — 1. Aqui, se

s+ 1 =m entao entendemos que H?lsw n; =1, e se k <ny—1 entao entendemos que s =0
el==k.

Demonstragao. Observe que o minimo deve ser alcancado quando k —1 = > a; e o Lema

afirma que ele é alcancado na m-upla (n; —1,...,n,—1,[,0,...,0). Portanto, seja a =
(a1,...,am) com Y " oy = k— 1 e assuma que oy, < n;, — 1 para todo iy € {1,...,s}.
Se existe 1o € {s+ 1,...,m} tal que a;, > 0 e a;, + a;, < n;, — 1 entdo denotamos por o a

m-upla de a substituindo «a;, por «;, + a;, e a;, por 0. Assim, temos

m(a) —m(d) = H(”z‘ — ;) — H(ni — o) = (v, iy + (T, — M4y )y ) H (ni — ;) = 0,
i=1 i=1 1=1 e 171,12
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entdo m(a) > m(a’). Se existe iy € {s+ 1,...,m} tal que oy, > 0 e a;, +;, > ny, — 1
entdo denotamos por o’ a m-upla obtida de « pela substituindo «;, por d;, — 1 e «;, por
a;, — (d;; — lag,). Assim temos

m(a) —m(a") = (dy = 1ay)(diy —lag) - [ (mi—a:) >0

i=1le ’L';éihig

logo, m(a) > m(a”). Isso prova que se m atingir seu minimo em «, podemos assumir que
a; =n; — 1 para todo i € {1,...,s}. Da mesma forma, pode-se assumir a1 = [. O

Teorema 3.38. Seja 0 < k < > (n; — 1), a distancia minima de Cy(A,v) € (N1 —
DI o(ni — 1), onde s e | sao unicamente definidos por k = -7 | (n; — 1) +1 com 0 <
I < nge1 — 1. Como o resultado acima, se s + 1 = m entendemos que H:ZHQ n, = 1 e se
k <ny —1 entao estabelecemos s =0 el = k.

Demonstracao. Seja F' € S¢y, e seja Jp := (F, L1(X1), ..., Lyn(X;)). Entdo o nimero de zeros
do codigo Y(F + I) ¢ igual a |V (Jp)| para que o peso desse codigo seja w((F + Z(A))) =
[1;%, ni— |V (JF)|. Pela Proposicio 2.30, temos que |V (Jp)| < |A(JF)|. Seja M = X7 .. Xom
o monomio lider de F' pela Observagao [|, temos que |A(Jg)| € A(M, X", ..., X)), logo
[A(R)| < TTZ (s — ).

Assim w(¢(F 4+ 1)) <[, (n; — o) e do Lema anterior temos que w(¢(F 4+ 1)) > (ne1 —

- L — L. .
l) - T[4 mi- Para ver que o limite é realmente alcancado, escrevemos A; := {a;, ..., a;, }

para i € {1,...,m} e seja G(X1,...,X,,) = <Hf:1 H?:_ll(X, — aij)) H§:1(Xs+1 — Qgy1,), €D-
tao deg(G) = k e G tem [[" n; — (ney1 — 1) [[]2, o n zeros em A, entdo w(p(G + 1) =
(ns1 — 1) Hz’nis-ﬂ . [

A seguir sera feita a construcao do Exemplo 3.20, utilizando as ferramentas desenvolvidas
acima. Considere o corpo finito Fy e Iy = (X7 — X,..., X2 — X,,,) C F5[X] o ideal polinomial
que se anula em todos pontos Pi, ..., Pym do espaco afim A(Fs). A Proposigao 3.25, garante
que o : Fy[X] /I, — F3" dada por o(f + I,) = (f(P1),..., f(Pm)) é uma transformagao linear

entre [Fo-espacos vetoriais.

Exemplo 3.39 (Reed-Muller). O cddigo de Reed-Muller de Primeira Ordem € definido como
o sequinte conjunto RM(m,1) = {p(f + I2) | f =0 ou deg(f) =1}.

Observe que esse € o mesmo cidigo definido no Exemplo 5.20. De fato, por definicao o
codigo é gerado pela avaliagao das classes de {1+ I, X1 + Iy, ..., X, + I} nos pontos de FY'.
Ordenando esse pontos de modo que o ponto com todas as coordenadas nulas seja o ltimo,
obtemos a matriz geradora descrita no Exemplo 3.20. Na notacao introduzida acima, temos
que esse codigo seria o Co(Fy (1,...,1)). Usando os resultados acima vemos que o RM(m, 1)
tem os sequintes pardmetros: o comprimento ¢ 2™, a dimensao ¢ m + 1 ¢ a distdncia
minima é 2™ L.

O resto desta secao ¢ dedicado a provar que o dual do codigo cartesiano Ci (A, v) é Ci (A, ')
onde k' := """ (n,—1)—k+1 e v sera descrito abaixo. Com essa finalidade, o seguinte resultado
se faz util.

Lema 3.40. Seja k' =" (n;—1)—k+1. Entao dim(Ck(A,v))+dim(Cy (A, v)) = ny - - - ny,.

Demonstragao. Observe que a dimensao de Ci(A,v) dada no Teorema 3.36 é o nimero de
solugoes inteiras da seguinte desigualdade

ri+- o +r, <k-1 com0<z;<n;—1parai€c{l,...,m} (3.4)
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O nimero de solugoes interiras da desigualdade
it tyn>k—1, com0<y <n;—1paraie{l,...,m} (3.5)

onde y; = n; — 1 — z; para todo ¢ € {1,...,m}, é o mesmo nimero de solugoes inteiras da
desigualdade

1+t < Z(ni—l)—k;—l—l = k', onde 0 < x; <n; —1 para todo i € {1,...,m} (3.6)
i=1

que é a dimensdo de Cy/(A,v). Por outro lado, dada uma m-upla de inteiros (a4, ..., a,,), onde

0<a <n;—1paratodoi=1,...,m, éclaroqueou > " oy <k—1loud " o >k—1,

logo o nimero de solugoes inteiras de (3.4) somado ao nimero de solugoes inteiras de (3.5) é

igual a ny - - -n,,, e o resultado segue. O

Chegamos ao resultado principal desta secao.

Teorema 3.41. Seja aq,...,a, pontos do conjunto Cartesiano A = Ay X --- X A,,. O dual de
Ck<./4, U) é
Ck(A, U)L = Gk/ (.A, Ul),

onde k' =" (n; —1) —k+1 e é dado por v; := (v;La,(a;)) ™"
Demonstragdo. Seja f(X) um elemento de Scy tal que degy, (f(X)) < n; parai € {1,...,m}

e seja g(X) um elemento de Sy tal que degy, < n; para i € {1,...,m}. Pelo algoritmo da
divisdo em S, existem f1(X),..., fim(X),7(X) € S tal que

m

FX)g(X) =3 H(X)Li(X:) + 7(X),
onde degy (r(X)) <n; parai € {1,...,m} e

deg(r(X)) < deg(f(X)g(X)) <k —1+k —1=>) (n;—1)—1. (3.7)

i=1

Observe que r(a) = (fg)(a) para todo a € A. Entao, usando os comentérios que estdo logo
apo6s a prova da Proposicao 3.34, e que culminam na equacao 3.3 temos que

rx) =3 R 1)) (3.5)

acA a(a)

Da definicao de L,(X), a € A, vem que o coeficiente do monémio de grau > ;" (n; — 1) do lado
direito (3.8) ¢ dado por

U9 _ g S@g@) _ g @g@) (3.9)
acA

R G AP S RV EY
~ (v f(a o fla). [ 9as) 9(an)
~ (S (@), ) () .10

Por (3.7) deg(r(X)) < >, (n; — 1) entdo o coeficiente do monomio de grau > ;" (n; — 1) do
lado esquerdo de (3.8) é 0. Assim, o produto escalar mostrado em (3.10) ¢ 0.

O lado esquerdo do produto escalar dado em (3.8) é um elemento arbitrario de Cy(A,v) e o
lado direito do produto escalar da equagao (3.8) é um elemento arbitrario de Cy/ (A, v"). Assim,
a demonstragao esta completa, pois dim(Cj(A,v")) = dim(Cy (A, v)) = dim(Cy (A, v)) onde
a ultima igualdade segue do Lema 3.40. O]
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Capitulo 4

Codigos Cartesianos LCD

4.1 Cobdigos Lineares LCD

Relembramos que um codigo linear C' de dimensao k e comprimento n é um [ -subespaco
vetorial de Fy' de dimensao k e a matriz geradora de C' é qualquer matriz cuja as linhas formam
uma base para C'. Lembramos ainda que dois vetores u,v € [, sdo ortogonais se u-v = 0 e por
fim, que o codigo dual de C' & C* := {u € F? | ¢- u = 0 para todos ¢ € C'}.

Observamos que, ao contrario do que acontece com espacos vetoriais definidos sobre o corpo
dos ntimeros reais, quando o corpo dos escalares é finito pode acontecer de termos CNC+ ;D¢ {0}.
Por exemplo, sena C' o subespago de F3 gerado por (1, 1), temos que dim(C) = 1 = dim(C*) e
como (1,1) - (1,1) = 0 temos C = C*+.

Definicao 4.1. Um cddigo linear C' sobre um corpo I, € dito um codigo linear com dual
complementar ou simplesmente, um cédigo LCD se C N C+ = {0}.

Lema 4.2. Um cddigo linear C C F;* é LCD se e s¢ se existe uma aplicagao linear e : F' — C
tal que o (w) = w para todo w € C e cujo niicleo seja C+.

Demonstragio. Se C'N C*H = {0}, como dim(C*) = m — dim(C) temos F}' = C' @& C*, logo
todo u € Fi" se escreve de maneira tnica como u = w + wt comw € C e wt € C*+, e definindo
II¢(u) := w para todo u € F}" temos que Ily é linear, tem C como imagem e C como nicleo.

Por outro lado, é claro que dada uma transformacao linear Il como no enunciado temos

que ter C N C* = {0}. O

Uma transformacao IIo como a do enunciado acima, quando existe, ¢ chamada de projecao
orotogonal sobre C.

Em [11] é apresentada uma maneira para caraterizar se um codigo ¢ LCD a partir de sua
matriz geradora.

Proposigao 4.3. Seja C' C F' um cddigo de dimensao k. Se G é a malriz geradora de um
codigo linear C, entao C cddigo é LCD se, e somente se, a matriz GG' (quadrada, de tamanho
kx k) é nao singular. Mais ainda, se C' é um cddigo LCD, entao a aplicacao linear 11 dada por

ur u(GHGGH)T'G)
€ a projecao ortogonal sobre C' (no produto acima v € visto como um vetor linha).

Demonstracao. Suponha que GG' é nao singular. Observe que para todo u € ;" temos
u(GHGGYHIG) = (uGHGGH) N G e C,

Dado w € C, isto é, se w = uG para algum u, temos que
w (Gt(GGt)_lG) =uG (Gt(GGt)_lG) = u(GGH(GGH ™G = uG = w.
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Vejamos agora que o niicleo de IT é C*. Se u esta no niicleo de II entao u (GH(GGY)'G) = 0
e multiplicando ambos os lados da equagao, a direita, por G* temos (uG?)(GG*)™1)(GG?) = 0
logo uG' = 0 e do Lema 3.10 (3) temos que u € C*. Por outro lado, se u € C* entdo uG! =0
e temos (uGH(GGY) ™) G = (uG) (GGG = 0(GG')™'G = 0, o que completa a prova de que
o niicleo de IT ¢ C+. Do Lema acima temos entdo que C é codigo LCD.

Suponha agora que GG! é singular. Entao existe um vetor nao nulo v € IF’; tal que vGG* = 0.
Observe que vG é um vetor nao nulo em C, e vamos mostrar que vG estd também em C*. De
fato, se w € C entao w pode ser escrito como w = v'G para algum v’ € F’; e temos

(V@' = (vVG)(VG)' = vGG (V) = 0(v') =0,

ou seja, vG € C*. Isso mostra que C' nao ¢ um codigo LCD. [

4.2 Encontrando Coédigos LCD a partir de Coédigos Carte-
sianos

Nesta secdo, apresentaremos alguns resultados sobre codigos cartesianos Ci(A,v) onde A =
Ay x--- X Ay CEFF que sao LCD. Como resultado, varias construgoes explicitas para codigos
LCD sao encontradas.

4.2.1 Cobdigo de Reed-Solomon Generalizado (caso m = 1)

Comegaremos com o caso em que m = 1, significando A = A := {ay,...,a,} C F,, entdo
ny = n. Observe que neste caso o codigo cartesiano Ci(A,v) é o codigo Reed-Solomon Gene-
ralizado GSR(A,v) apresentado em [8] e que é dado da forma

GSR(A,v) == {(0f(ar), -, vnf(an)) | F(X) + 1y € By [X] /1y, deg(f(X)) < k}.

Lembremos que L(X) = [[,c4 (X —a) e Ly(X) = &(i(a)) para cada elemento a € A. Pelo
Teorema 3.41, temos

Cr(A,v)* = {(Uj(azg“)z]ni(“’zin)) | g(X) + I, € F,[X]/1,,deg g(X) < n—k}

= C,_k(A,v) =GRS, _1(A).
Estamos interessados em encontrar condi¢oes em A e v tais que Ci(A,v) seja LCD. Observe

que o codigo cartesiano C(A, v) ndao é LCD se, e somente se, houver polinémios f(X) € Sc; e
g(X) € Scp_ tais que

Isso vale se, e somente se,

(U%Lal (al)f(a1)7 s 7anan(an)f(an)) = (g(a1>a e 7g((ln)) . (41)

A equagao (4.1) motiva a seguinte definigao.
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Definigao 4.4. O polinémio associado ao cédigo Cy(A,v) € dado por

n

H(X) =Y 0L, (X). (4.2)

=1

Note que H(a;) = v?L,,(a;) para todo a; € A e deg(H) < n. Observe também que H(X) e
L(X) sdo coprimos em [F,[X], pois os tinicos polinoémios irredutiveis (e monicos) que dividem
L(X) sdo os da forma X — a;, com a; € A, mas X —a{ H(X) ja que H(a;) = v}Lg,(a;) # 0.

Proposigao 4.5. O cdidigo cartesiano Ci(A,v) é LCD se, e somente se, para todos polindmios
nao nulos f(X) € Sci e g(X) € Scp—i tais que

H(X)f(X) = g(X) & (L(X)),
onde H(X) ¢é definido em (4.2).

Demonstracdo. A equagao (4.1) vale se, e somente se X — a; | v?L, (X) — g(X) para todo
a; € A, e como X — a; é coprimo com X — a; se i # j, a equacdo vale se e somente se L(X)
divide H(X) f(X) — g(X). m

Como H(X) e L(X) sdo coprimos, o Algoritmo Euclidiano Estendido da Divisdo (veja mais
detalhes em |7, Cap. 3|), existem um ntimero natural ¢, polinémios ¢;(X), h;(X) e fi(X) € F,[X]
comi€0,...,t+ 1 e polinomios ¢;(X) € F [X] com i € {1,...,t} tal que

90(X) = L(X), 1(X) = H(X), ho(X) = f1(X) = 1, hi(X) = fo(X) =0
9i-1(X) = ¢i(X)gi(X) + gi+1(X), onde deg(gi+1(X)) < deg(g;)(X)Vi € {1,...,1}
9i(X) = hi(X)L(X) + fi( X)H(X)Vi € {0,... 1} (4.3)
deg(fi(X)) = deg(L(X)) — deg(gi-1(X)) = n —deg(gi1(X))Vi € {1,...,t}  (4.4)
gre1(X) =1

O que segue é a base de nossos principais resultados desta secao.

Proposicao 4.6. Seja Ci(A,v) um cddigo cartesiano e go(X), ..., ge41(X) o0s restos Algoritmo

Buclidiano Estendido obtidos dos polinomios L(X) =[], ca(X—a;) e H(X) = >, .4 v Lo, (X).
Entao, Cr(A,v) € LCD se, e somente se, para todo i € 1,...,t+ 1 ocorre uma das condi¢ées a

sequir
1. degg;—1(X) <n—k.
2. Sedegg;_1(X) >n —k entdo degg; > n — k.

Demonstracao. Provaremos ambas as implicacoes através da contra positiva.

(=) Assuma que exista ¢ € 1,...,t tal que deg(g;(X)) < n —k < deg(g;—1(X)). Entdo por
(4.3) e (4.4), existem f;(X), g:(X) e hi(X) em F,[X] tal que L(X)h;(X)+ H(X) fi(X) = g:(X),
e deg(g;(X)) <n—Fkedeg(fi(X)) =n—deg(g;_1(X)) < k. Pela Proposicao 4.5, C(A,v) nao
é LCD.

(<) Assuma que Ci(A,v) nao é LCD. Pela Proposi¢ao 4.5, existem polinomios f(X),g(X) e
h(X) em F,[X] tal que deg(f(X)) <k, deg(g(X)) <n—Fke

LIX)WX) + H(X)f(X) = g(X). (4.5)

Seja g;(X) o resto tal que deg(g;(X)) < deg(g(X)) e deg(gi—1(X)) > deg(g(X)). Observe
que deg(g;(X)) < deg(g(X)) < m — k. Isso significa que agora s6 precisamos mostrar que
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((ieg()gil(X)) > n — k. Assim, multiplicando por ¢(X) a equagio (4.3) e por g;(X) a equagido
4.5), obtemos que
9(X)gi(X) = g(X) (hi(X)L(X) + fi(X)H (X)) (4.6)
9i(X)g(X) = :(X) (L(X)h(X) + H(X) (X))

) (
Subtraindo da equacao (4.6) a equagao (4.7) temos
) = hi(X)g(X)) + H(X) (f(X)g:(X) — fi(X)g(X)) = 0.
Como L(X) e H(X) sao coprimos segue que, L(X) divide f(X)g;(X)— f;(X)g(X). Além disso,

segue que

deg(f(X)gi(X)) = deg(f(X)) + deg(gi(X)) < deg(f(X)) + deg(9(X)) <n.  (4.8)

Da equagao (4.4) segue que

deg(fi(X)g(X)) =deg(f;(X)) + deg(g(X))
=n — deg(g;(X)) + deg(g(X)) < n — deg(g(X)) + deg(g(X)) = n.

Como L(X) divide f(X)g;(X) — fi(X)g(X) e deg(f(X)g:(X) — f;(X)g(X)
f(X)gi(X) = fi(X)g(X), logo deg(fi(X)) = deg(f (X))+deg(gz(X)) deg(g
(4.4) temos que deg(g;_1(X)) = n—deg(f;(X)) =n— (deg(f(X))+deg(g:(X
n — k, completando a demonstracao.

A/‘\

LX) (h(X)g:i(X

(4.9)

< n, temos que
X)). Da equagao
) —deg(g(X))) >

O

O teorema a seguir é o principal resultado desta secao e seguird diretamente como um
corolario da Proposicao 4.6.

Teorema 4.7. Seja Cy(A,v) um cidigo cartesiano e go(X),. .., gi41(X) o0s restos do Algoritmo

Euclidiano Estendido aplicado aos polinomios L(X) = [[, ca(X—a;) e H(X) = >, 4 viLa,(X).

Entao, Cy(A,v) é LCD se, e somente se
n—ke{nn—1n—-2,...,deg(g:(X)),...,deg(g+1(X))}.

Demonstracao. Segue diretamente da Proposi¢ao 4.6. [

4.2.2 Codigos Cartesianos afins (caso m > 1)

Sejam aq, ..., a, os pontos do conjunto cartesiano 4 = A; x --- x A,,. Pelo Teorema 3.41, o
dual de C(A,v) é dado por
Ck;(.A, U)J' = Ck/ (.A, Ul),

onde k' = > (n; — 1) — k + 1 e v é definido por v} := v; 'L, (a;)~! para todo i = 1,...,n.
Assim o codigo cartesiano C (A, v) nao é LCD se, e somente se, exitem polindémios f(X) € Soy
e g(X) € Seps tais que

(vif(ar),...,onf(an)) = (%, ce %) : (4.10)

A equagao (4.10) vale se, e somente se,
v?Lg,(a;) f(a;) = g(a;) para todo a; € A (4.11)

O polinémio associado a Cy(A,v) é definido por

X) =Y 0Ly, (X) (4.12)

a;EA
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Observacao 4.8. Algumas propriedades importantes do polindémio associado ao codigo carte-
siano Cr(A,v).

1. Para todo a; € A, H(a;) = v?L,(a;).
2. degx (H(X)) <n; para todoi € 1,...,m.
3. Se G(X) € um elemento de F,[X] que satisfaz 1 e 2, entao G(X) = H(X).

Os fatos (1) e (2) vém da definicao dos polindmios L., (X), enquanto (8) vem da equagdo (3.3)
e dos comentdrios que a precedem.

A partir disso, obtemos a seguinte caracterizacao para os codigos LCD.

Proposicao 4.9. O cidigo Cartesiano Cy(A,v) é LCD se, e somente se, para todos os polino-
mios diferentes de zero f(X) € Sy, e g(X) € Scp temos que

H(X)f(X) - g(X) € I, (4.13)
onde H(X) € o polinomio associado a Ci(A,v) definido em (4.12).

Demonstracao. A equacao (4.11) vale se, e somente se, (Hf — g)(X) se anula em todos os
pontos de A, ou seja, se e s6 se (Hf — g)(X) € I,. O

Em seguida, nos concentramos em uma familia especial de c6digos cartesianos.

Definicao 4.10. Parai € {1,...,m}, escreva A; :={an, ..., an, } CF,esejav; == (vi1,...,0m,) €
(F)™. O wetor Cartesiano vy X --+ X v, € Fy € definido como um vetor de comprimento
=N Ny, COM

(V1 X -+ X V) y 1= V1jy * Uy, ONAE @ = (Q1jy, .-, Q) -

Teorema 4.11. Se k < min{n; |i € {1,...,m}} e Cx(A,v1 X+ --Xvy,) € LCD, entio Cr(A;, v;)
é LCD para todo 1 € {1,...,m}.

Demonstracao. Se existe i € {1,...m} tal que Ci(A;,v;) ndao é LCD, pela proposi¢ao 4.5,
existem polinomios f(X;), g(X;) e h(X;) € F[X] tais que deg(f(X;)) < k e deg(g(X;)) <mn;—k
e

Li(Xi)h(X3) + Hy(X:) f(Xi) = g(X5).

Para j # 14, seja H;(X;) um polinémio associado a Cj(A;,v;) definida na equacao (4.12). E a
seguinte equacao vale

F3) - T Hi () = 9(X0) [ (Hi(X;) mod Li(X;).
i=1 =i
Observe que deg(g(Xi) [T/2;.(H;(X;))) < 3% (ni — 1) =k + 1. Veja que pela Observagao
4.8 condi¢ao 3 o polinémio szl H;(X,) é o polinomio associado a Cy(A, vy X -+ X Vp,), € pela
Proposicao 4.5 a tese segue. [

Teorema 4.12. Se todos os cddigos cartesianos Cy, (A1, v1),...,C, (Am,Um) nao sao LCD,
entdo o cddigo cartesiano Cy 4.4, (A, 01 X -+ X vyy,) nao é LCD.
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Demonstra¢ao. Assuma para todo i € {1,...,m} que Cy,(A;,vi) ndo é LCD. Pela Proposigao
4.5 existem polindomios f;(X;), ¢;(X;) e hi(X;) € F,[X;] tais que deg(fi(X;)) < t;,deg(g:(X;)) <
n; — 1-— t, e

onde H;(X;) é o polinomio associado a C},(A,v;) definido na Equacao (4.2). Multiplicando
todas as m equagoes pela Equagdo (4.14), obtemos a seguinte expressao

LX)G(X) + H(X) f1(X1) -+ fm(Xim) = 1(X1) - - g (Xim), (4.15)

onde L(X) € I e pela Observagao 4.8, temos que H(X) = H(X;)--- H(X,,) é o polinomio
associado a Ci 4.yt (A, v1 X -+ X v,). Além disso, observe que deg(fi(X1)--- fi(Xn)) <
ty+ -+t e deg(gi(Xa) - gm(Xom)) Doie (ng — 1) — (81 + - -+ + t,,). Pela Proposigao 4.9 o
resultado segue. O]
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