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RUBIO TABARES, J. D.. A propriedade de Schur positiva em reticulados de Banach.
2024. 80 pag p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-
MG.

Resumo

O objetivo desta dissertacao é estudar, em varios aspectos, a propriedade de Schur positiva
em reticulados de Banach. Para justificar o exemplo de um reticulado de Banach que tem
a propriedade de Schur positiva e nao tem a propriedade de Schur, provamos um critério de
convergeéncia fraca em L;[0, 1], que tem a sequéncia de Rademacher como caso particular.
Exemplos, contraexemplos e propriedades diversas da propriedade de Schur positiva sao
apresentadas. Estudamos também essa propriedade em somas diretas enumeraveis e em
espacos (,(I'). Em seguida, estuda-se a propriedade positiva de Schur em espagos de
operadores regulares, e uma versao reticulada do Teorema de Ryan é demonstrada. Por
fim, vérias caracterizacoes da propriedade de Schur positiva em reticulados duais sao
provadas.

Palavras-chave: Reticulados de Banach, propriedade de Schur positiva, operadores regu-
lares, operadores compactos, operadores fracamente compactos.
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RUBIO TABARES, J. D. The positive Schur property in Banach lattices. 2024. 80 p. M.
Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The purpose of this dissertation is to study, in several aspects, the positive Schur property
in Banach lattices. In order to justify the example of a Banach lattice with the positive
Schur property failing the Schur property, a criterion for weak convergence in L;[0, 1],
which recovers the Rademacher sequence as a particular instance, is proved. Examples,
counterexamples and several properties of the positive Schur property are provided. We
also study this property in countable direct sums and in ¢,(I')-spaces. Next, the positive
Schur property in spaces of regular operators is investigated, and a lattice version of Ryan’s
Theorem is proved. Finally, several characterizations of the positive Schur property in
dual lattices are proved.

Keywords: Banach lattices, positive Schur property, regular operators, compact operators,
weakly compact operators.
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Lista de Simbolos

N conjunto dos niimeros naturais
R conjunto dos nuimeros reais
l, espaco das sequencias de escalares absolutamente p-somaveis
loo espaco das sequéncias de escalares limitadas
L, () {If; [ : Q2= R, |f|P é u-integravel sobre 2}, onde 1 < p < o0
Loo(1t) {[f]; f : @ = R, f é essencialmente limitada em 2}
C(K) espaco vetorial das fungoes reais continuas no espaco topoldgico com-
pacto de Hausdorff K
Co conjunto das sequéncias em R que convergem para 0
XA funcao caracteristica do conjunto A
Bg bola unitaria fechada do espaco de Banach E
CI(A) conjunto das cotas inferiores do conjunto A
Ex dual topolégico do espago normado F
fle restricao de f a C
E* bidual do espago E
F—F o espacgo normado F' contém uma copia do espaco normado E
r& e E tem uma cépia reticulada do reticulado de Banach F'
T, —> T a sequéncia (x,), converge para x
T, — a sequéncia (x,), converge fracamente para x
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() quantidade enumerével de indices e > |z’ < 0o
i€l
0, (I E) {(x;)ier : x; € E para todo i € I' e (||zi]|g)ier € (,(I')}
AY fecho fraco do conjunto A
|| valor absoluto do vetor x no espago de Riesz
xVy supremo do conjunto {x,y} no espago de Riesz
T Ay infimo do conjunto {z,y} no espago de Riesz
sol(A) envoltéria sélida do conjunto A
E* cone positivo do espaco vetorial ordenado E



ordem intervalo entre os vetores x e y em um espaco de Riesz
parte positiva do vetor x em espacgo de Riesz

parte negativa do vetor x em espaco de Riesz

a rede (r,)q é decrescente em espago de Riesz

ordem dual do espaco de Riesz E

espaco dos funcionais lineares ordem limitados de F em R
espaco de todos os operadores lineares continuos de £ em F
espaco vetorial dos operadores lineares ordem continuos de £ em F
espaco de todos os operadores lineares regulares

espaco de todos os operadores lineares ordem limitados
norma regular do operador 7'

adjunto do operador T’

par ordenado de reticulados de Banach
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Introducao

O estudo dos espacgos de Banach, em vérios aspectos, ¢ um tema central na matematica
moderna. A Andlise Funcional é a grande drea da matematica que aprofunda o estudo
desses espacos e dos operadores entre eles. Na década de 1900, David Hilbert e Marcel
Riesz iniciaram os estudos sobre tipos de convergéncia nesses espagos, uma vez que 0S
pioneiros da Analise Funcional se restringiram a convergéncia na topologia da norma. Esse
foi o embriao para a consideracao das topologias fracas, que se mostraram fundamentais
no desenvolvimento da teoria. Mais precisamente, em 1929 Stefan Banach introduziu
a convergéncia fraca para espacos normados e também introduziu a convergéncia fraca
estrela em espaco duais. Quanto a espacos munidos de estruturas de ordem abstratas,
um ano antes, em 1928, foi F. Riesz [34] quem, no Congresso Internacional de Bolonha,
[télia, marcou o inicio da teoria dos espacgos que se tornariam conhecidos como espagos
de Riesz, ou reticulados vetoriais.

Apesar de presente na teoria, e reconhecidamente relevante, desde os trabalhos de F.
Riesz, o estudo da positividade manteve posicao discreta por muitas décadas na anélise
moderna. Foi a partir da década de 1970, principalmente com os trabalhos de A. Zaanen e
seus colaboradores, mas também pelas escolas russa e polonesa (veja [46]), que a positivi-
dade passou a ocupar posicao central na analise. Isso resultou no réapido desenvolvimento
da teoria dos espacos de Riesz e dos reticulados de Banach. Rapidamente, aplicacoes da
teoria da positividade foram encontradas, por exemplo, na teoria espectral dos operadores
e na economia. Em 1990, C. Aliprantis e sua equipe de colaboradores realizaram uma
conferéncia sobre operadores positivos, espagos de Riesz e suas aplicagoes, convidando es-
pecialistas em espagos de Riesz e economistas que trabalhavam em problemas de equilibrio
para trocar ideias e compartilhar experiéncias. A partir dai, muitas descobertas foram
feitas resultando na publicacao de diversos artigos e livros nessas areas. Alguns livros dos
seminarios sobre espacos de Riesz com aplicacoes a economia foram escritos por Alipran-
tis e seus colaboradores, notadamente a extensa monografia Locally Solid Riesz Spaces
with Applications to Economics [2]. Na década de 2000, aplicagdes dos espagos Riesz a
processos estocasticos foram desenvolvidas principalmente por C.C.A. Labuschagne e sua
equipe de colaboradores, bem como por Troitsky e outros. Labuschagne e seus alunos
de doutorado desenvolveram uma ideia em processos estocasticos em espagos de Riesz
que forneceu novas e mais informagcoes sobre a convergéncia de Martingais em espacos de
Bochner. Recentemente, foram dadas aplicagoes de espacos de Riesz em redes normadas
assimétricas e alguns progressos foram alcancados nesta direcao, em particular no que



diz respeito a nocao de compacidade em tais espacos. A principal motivagao para esse
estudo vem de suas aplicacoes a ciéncia da computacao tedrica. A principal referéncia
sobre desenvolvimentos recentes nesta area é o livro Functional Analysis in Asymmetric
Normed Spaces de S. Cobzas [16].

Em 1921, Issai Schur mostrou no artigo [37] que existem espacos de Banach de di-
mensao infinita nos quais toda sequéncia fracamente convergente é convergente em norma.
Seu exemplo foi o espago ¢;. Imediatamente os mateméaticos passaram a buscar outros
espacos nos quais esse fenomeno ocorre, quais sao suas propriedades e quais condigoes
devem ser satisfeitas para que isso ocorra. Diz-se que tais espacos tém a propriedade
de Schur. Um estudo detalhado sobre a propriedade de Schur pode ser encontrado em
[27]. Fazendo a relacao da propriedade de Schur com positividade, Witold Wnuk e Frank
Rébiger, no final da década de 1980 e inicio da década de 1990, comecaram o estudo
de reticulados de Banach nos quais sequéncias positivas fracamente nulas sao nulas em
norma. Ambos fizeram importantes contribui¢oes nessa dire¢ao (veja [33 40-43]), e, na-
turalmente, essa propriedade ficou conhecida como propriedade de Schur positiva. Essa
propridade é o foco principal desta dissertacao.

Atualmente muitos pesquisadores tém desenvolvido a propriedade de Schur positiva,
bem como outras propriedades relacionadas, por exemplo, a propriedade de Schur positiva
dual. Desenvolvimentos recentes podem ser encontrados em, por exemplo, [10, 12} [13], 38].

A proposta deste trabalho é abordar partes importantes dos desenvolvimentos sobre
a propriedade de Schur positiva. E importante mencionar que muitos dos trabalhos pio-
neiros sobre a propriedade de Schur positiva, e também alguns mais recentes, apresentam
seus resultados e seus exemplos sem demonstragoes, ou apenas com demonstragoes muito
resumidas. Um dos objetivos principais deste trabalho ¢é apresentar demonstracoes deta-
lhadas de muitos resultados conhecidos que sao fartamente utilizados pelos especialistas.
No decorrer deste trabalho, nos inteiramos de que muitas dessas demonstragoes reque-
rem varios pré-requisitos e sao, de fato, trabalhosas. Talvez por isso muitas delas nao
aparecam nas referéncias classicas. Sendo assim, pretendemos com essa dissertacao dar
uma contribuicao para a literatura na area, apresentando demonstracoes detalhadas de
muitos resultados cujas demonstracoes nao sao facilmente encontradas.

Apresentaremos primeiro, na secao 1, as nocoes basicas de Analise Funcional, assim
como as definicoes de espaco de Riesz e reticulado de Banach. Os principais resultados
que usaremos durante este trabalho também serao apresentados aqui neste trabalho, a
maioria destas propriedades podem ser achadas nos livros [3, [30]. Como temos bastantes
propriedades que s6 serao usadas em casos especificos, apresentaremos nesta secao as mais
usadas comumente.

Descreveremos a seguir como o trabalho encontra-se organizado. No Capitulo 1 apre-
sentamos os conceitos e os resultados basicos de espacos de Banach e de reticulados de
Banach que serao usados ao longo do texto.

Dedicamos o Capitulo 2 a apresentar um resultado que foi produzido em nossos estu-
dos, o qual, tanto quanto sabemos, é inédito. Na busca de exemplos de reticulados com
a propriedade de Schur positiva e que nao possuem a propriedade de Schur, o exemplo
cléssico deste fato é o espaco L]0, 1]. Entretanto, para provar que esse espago nao tem
a propriedade de Schur, a grande maioria das referéncias se apoiam no fato da sequéncia
das fungoes de Rademacher ser fracamente nula e ndo nula em norma em L;[0,1]. Mas a
convergencia fraca das fungoes de Rademacher também é um fato bem conhecido que nao



tem demonstracoes facilmente encontradas na literatura. Diante disso, nos propusemos
a encontrar uma demonstracao para esse fato e o resultado é que obtivemos um critério
para que uma sequéncia seja fracamente nula em L;[0, 1] que, tanto quanto sabemos, nao
¢ conhecido na literatura. Importante também é dizer que a demonstracao desse critério
usa apenas técnicas da Teoria da Medida e Integracao, e nenhum teorema profundo da
Teoria dos Espacos de Banach é utilizado. Mais ainda, o critério serve para provar a con-
vergéncia fraca de uma grande quantidade de sequéncias, sendo a sequéncia das funcoes
de Rademacher um caso particular.

No Capitulo 3 entraremos no foco principal desta dissertagao, que é a propriedade de
Schur positiva em reticulados de Banach. Exibiremos muitos exemplos e contraexemplos
dessa propriedade e provaremos varios resultados e caracterizacoes da propriedade de
Schur positiva. Trabalharemos também com somas diretas enumerdveis de reticulados
com a propriedade de Schur positiva e também com os espagos £,(I).

O Capitulo 4 se dedica unicamente a exploragao da propriedade de Schur positiva
em espagos de operadores lineares regulares entre reticulados de Banach. No caso da
propriedade de Schur, um teorema bem conhecido e muito utilizado, devido a R. Ryan,
diz que o espacos dos operadores lineares continuos do espago de Banach X a valores no
espaco de Banach Y tem a propriedade de Schur se, e somente, Y e o dual X* de X
tém essa propriedade. Para reticulados, é bem conhecido, e também muito utilizado, que
o reticulado dos operadores lineares regulares do reticulado de Banach E a valores no
reticulado de Banach F' tem a propriedade de Schur positiva se, e somente, F' e o dual
E* de E tém essa propriedade. Mais uma vez, o problema é que demonstracoes desses
resultados nao sao encontradas na literatura. Um dos principais objetivos deste Capitulo
4 ¢é oferecer uma demonstracao detalhada dessa versao reticulada do Teorema de Ryan.

O 1ltimo capitulo é dedicado a explorar as condi¢oes necessarias e suficientes para que
o dual de um reticulado de Banach tenha a propriedade de Schur positiva. Este capitulo
¢ talvez o mais denso de todos, uma vez que as demonstracoes dos resultados principais
necessitam de muitas ferramentas e conhecimentos que, mais uma vez, nao sao facilmente
encontrados na literatura. Esperamos ter conseguido apresentar as demonstracoes com-
pletas e em detalhes.

E importante ressaltar que, a excegao do critério de convergéncia fraca provado no
Capitulo 2, todos os resultados apresentados nesta dissertacao sao conhecidos, explici-
tamente ou de forma implicita nos livros e artigos da area. Como mencionado varias
vezes, muitos desses resultados e exemplos conhecidos e largamente utilizados aparecem
na literatura com demonstragoes pouco detalhadas, muitas vezes omitindo detalhes im-
portantes, e algumas vezes até sem que apareca demostracao nenhuma. Reiteramos que
é objetivo deste trabalho apresentar todas essas demonstragoes, exemplos com detalhes
suficientes para a compreensao do leitor. Nossa aspiracao é que, apés estudar esta dis-
sertagdo e acompanhar o trabalho [27], o leitor estard preparado para acompanhar os
avangos recentes na area e, eventualmente, desenvolver um interesse pelas novas vertentes
do assunto.

Juan David Rubio Tabares
Uberlandia-MG, 23 de marco de 2024.



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo introduziremos as nogoes essenciais da Anélise Funcional, da
teoria de espacos de Riesz e da teoria de reticulados de Banach, bem como os resultados
que serao utilizados ao longo da dissertacao. Nosso foco principal estd nos reticulados de
Banach, que sao espagos de Banach munidos de uma estrutura de ordem compativel com
a norma e com a estrutura vetorial.

Para os conceitos e resultados deste capitulo, referimos o leitor aos livros Fundamentos
de Analise Funcional [14], Banach Lattices [30] e Positive Operators [3]. A maior parte
dos resultados que usaremos estao no livro Positive Operators. Por serem apenas uma
preparacao para os resultados principais da dissertacao, os resultados deste capitulo serao
enunciados sem demonstragao, apenas com referéncias para o leitor interessado. Para
nogoes bésicas de topologia geral, nos referimos a [25].

Nesta dissertacao, todos os espagos vetoriais sao reais, isto €, estao definidos sobre o
corpo R dos niimeros reais.

1.1 Espacos de Banach

Como todo reticulado de Banach é um espaco de Banach, esses ultimos estao na base
de nosso estudo. Apresentaremos as definicoes e teoremas classicos que usaremos direta
ou indiretamente neste trabalho. Supomos que o leitor esta familiarizado com as nogoes
de norma, espago normado e operadores lineares continuos. Lembramos que um espaco
de Banach é um espaco normado completo na topologia de espago métrico induzida por
sua norma.

Definigao 1.1.1 (Espaco dual). Seja E um espaco normado. O dual de E, denotado
por E*, é o espaco de Banach formado por todos os funcionais lineares continuos sobre F
com as operacoes algébricas usuais de fungoes e a norma do supremo definida da seguinte
forma: para p € E*,

lell = sup{le(z)] - 2 € E e |zf| <1}
=inf{C > 0: |¢(z)| < C|z|| para todo x € E}.

O dual de qualquer espaco normado é um espaco de Banach. O bidual de E é definido
por E** = (E*)*.



Definicao 1.1.2. Seja T: X — Y um operador linear entre dois espacos normados.
Dizemos que T' é um isomorfismo de espacos de Banach se T é continuo, bijetor e o seu
operador inverso 77!': Y — X também é continuo. Quando existir um isomorfismo
entre X e Y, dizemos que X e Y sao isomorfos.

Um resultado importante é que um espago normado que é isomorfo a um espaco de
Banach é também um espago de Banach, veja [14, Exercicio 2.7.7].

Definicao 1.1.3. Dizemos que um espaco de Banach E contém uma copia do espago de
Banach F' se E contém um subespaco isomorfo a F', ou seja, se existe um subespaco G
de E e um isomorfismo T": F' — . Neste caso escrevemos F — F.

Note que, neste caso, como G é isomorfo a um espaco de Banach, G também é Banach.
Mas um subespago de um espaco de Banach é um espaco de Banach se, e somente se, o
subespago ¢ fechado. Segue que G é subespaco fechado de E.

Definicao 1.1.4. Sejam f: A — B uma funcao entre os conjuntos A e B, e C' um
subconjunto de A. Definimos a restri¢ao de f a C', denotada f|, como sendo a fungao

f‘C:C — B
z — flo(x) = f(2).

Teorema 1.1.5 (Teorema de Hahn-Banach). Seja F' um subespago vetorial de um espago
normado E e seja ¢ : F' — R um funcional linear continuo. Entdao existe um funcional
linear continuo ¢ : E — R cuja restrigio a F coincide com ¢ e ||@|| = ||¢]|-

Demonstracao. Veja [14, Corolario 3.1.3]. O

A seguinte consequéncia do Teorema de Hahn-Banach também serd muito util em
nosso trabalho.

Teorema 1.1.6 (Teorema de Hahn-Banach). Seja E um espago normado. Para todo
xg € E, com xy # 0, existe um funcional linear ¢ € E* tal que ||¢|| =1 e p(zo) = ||zo]|-

Demonstragao. Veja [14, Corolario 3.1.4]. O
Dado um espaco topologico compacto de Hausdorff K, o conjunto
C(K)={f: K — K: f é continua},

munido com as operacoes algébricas pontuais de fungoes, é um espago de Banach com a
norma

[fllec = sup{[f ()] - z € K}.

Se (z,)5, ¢ uma sequéncia em um espago topolégico X que converge para z € X,
indicaremos este fato por x, — x ou x = lim x,,.
n

Consideraremos também o espaco das sequéncias de niimeros reais que convergem para
zero, definido por

co = {(a,), : a, € R para todon € N e a,, — 0},

que é um espaco de Banach com as operacgoes algébricas usuais de sequéncias e com a
norma

[(@n)nZilloe = sup{fan| : n € N}.
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Teorema 1.1.7. Seja K um espaco topoldgico, de Hausdorff, infinito e compacto. Entao
C(K) contém uma copia isométrica de co.

Demonstragao. Veja [Il, Proposition 4.3.11]. O

Um operador linear u: £ — F entre espacos normados é uma imersao isométrica se
|lu(x)|| = ||=|| para todo z € E. Alguns textos também usam o termo inje¢cao métrica. E
claro que toda imersao isométrica é continua, injetora, ||u|| =1 e u(F) é um cépia de E
em F'.

Proposicao 1.1.8. Para todo espaco normado E, o operador
Jp: B — B, Jp(z)(p) = ¢(),

¢ uma 1mersao isométrica, chamada de mergulho canonico. Em particular, E** contém
uma copia de E.

Demonstragao. Veja [14, Proposicao 4.3.1]. ]

Definicao 1.1.9. Um espaco normado E é dito reflezivo se o mergulho canonico Jg: £ —
E** for sobrejetor, ou seja, Jgp(E) = E**.

Espagos de dimensao finita sao reflexivos. O espago cq e os espagos C'(K) de dimensao
infinita nao sao reflexivos.

Exemplo 1.1.10. Para 1 < p < 00, 0 espaco

l, = {(an)le s a, € R paratodon € N e Z |an|? < oo}

n=1

é um espaco de Banach com as operacgoes algébricas usuais de sequéncias e com a norma

H(@n)ralle = (ZI%I”)

O espago ¢, nao é reflexivo (veja [14, Exemplo 4.3.8]) e os espagos £,, 1 < p < 00, s@o
todos reflexivos (veja [14, Exemplo 4.3.12]).

Proposicao 1.1.11. Seja E um espaco reflexivo. Entao todo subespaco fechado de E
também é reflexivo.

Demonstracao. Veja [14], Exercicio 4.5.31]. O

Teorema 1.1.12. (Desigualdade de Holder) Sejam n € N e p,q > 1 tais que % + % = 1.

Entao
00 00 l/p 00 1/‘1
S oy < (z |xj|p) ' (z w)
j=1 j=1 j=1

para todas sequéncias (), € €, € (Yn)n € g

Demonstragao. Veja [8, p. 14]. ]



Nas condicoes do teorema acima, dizemos que os nimeros p e ¢ sao conjugados.
Quando nao houver perigo de ambiguidade, passaremos a denotar uma sequéncia
o

(z7)52, simplesmente por (z;);.

Definicao 1.1.13. Dada uma sequéncia de espacos de Banach (E;);, definimos:

a)

<@jeNEj>1 = {(mj)j txj € E; para todo j € Ne |[(z));]: == ZH%”EJ < oo} .

J=1

b)

(Bjeuli) = {(xm ;€ Ej para todo j € N e |(;);llo = supliz; I, < oo} -
o0 J

(@jeNEj>0 = {(%’)j € (@jeNEj)

Nesses trés espacos consideramos as operagoes usuais de espacos de sequéncias, isto é

2511, — 0}

o

(z3); + ()i = (25 +w5); e Maj); = (Axg);.
Note que, no caso particular em que E£; = R para todo j € N, temos (@jeNR) = {,
1

(@ jENR>O = ¢g. E também escrevemos (., := (@ jeNR)oo para o espacos das sequéncias

limitadas de numeros reais.

Proposicao 1.1.14. Seja (E;); uma sequéncia de espagos de Banach. Entao

(@) ) (D) M) e ((Byens), - I-lx)

sao espacos de Banach.
Demonstracao. Veja [44], p.43]. O]

O préximo teorema da a descricao dos duais das somas diretas ¢; e ¢.

Um isomorfismo T: E — F entre espacos de Banach que é um imersao isométrica
¢ chamado de isomorfismo isométrico. Neste caso dizemos que os espagos sao isomorfos
1sometricamente.

*

Teorema 1.1.15. Seja (E;); uma sequéncia de espagos de Banach. Entdo <®jeNEj>
0

é isomorfo isometricamente a (@jeNE;‘)l e <€BjeNEj>1 ¢ isomorfo isometricamente a
(@]ENE;) . Em ambos casos a relacao de dualidade € dada por
(©)); € ByenE; ¥ (07)i((z);) =D i(x). (1.1)
j=1
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Demonstracao. Veja [44], p.44]. ]

Teorema 1.1.16. Seja (E,), uma sequéncia de espagos de Banach. Cada Ey € isomorfo
1sometricamente a um subespaco fechado de <@jeNEj> por meio do sequinte operador,
1

que € um isomorfismo isométrico sobre sua imagem:
T: Ep — (@jeNEj) , T(x) = (zj); onde z; =0 para todo j # k e z, = .
1

Demonstragao. Veja [27, Proposicao 3.1.4]. ]

O resultado a seguir também pode ser visto como um caso particular do Teorema
1.1.15.

Teorema 1.1.17. Os espacos {1 e (co)* sao isomorfos isometricamente por meio da
relacao de dualidade

b=(bj); €ty = ¢ € (co)”, Pu((aj);) = Zajbj para toda (a;); € co.

j=1
Demonstragao. Veja [14, Proposicao 4.2.3). ]

Definicao 1.1.18. Seja E um espaco de Banach. Um operador linear continuo P : £ —
E é uma projecio se P? .= Po P = P.

Teorema 1.1.19. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para um subespaco F de um
espaco de Banach E.

(i) Existe uma projecio P: E — E cugja imagem coincide com F. Neste caso dizemos
que P é uma projecao de E sobre F'.

(ii) F € fechado e existe um subespaco fechado G de E tal que E = F @& G, isto é,
E=F+G e FNG={0}. Neste caso, F ={x € E: P(x) =z} e G = ker(P).

Demonstragao. Veja [14, Proposicao 3.2.2]. ]

Definicao 1.1.20. Diz-se que um subespaco F' de um espaco de Banach E é complemen-
tado se F satisfaz as condicoes equivalentes do teorema anterior.

1.2 A topologia fraca

Nas primeiras décadas do século XX, David Hilbert e Marcel Riesz fizerem muitos
estudos sobre a convergéncia fraca. Mas foi apenas em 1929 que S. Banach introduziu
o conceito de convergéncia fraca para espacos normados. Os conceitos e resultados que
apresentaremos agora sao resultados essenciais sobre a topologia fraca. Lembramos que
a topologia em um conjunto A gerada por uma familia de funcoes f;: A — X,i € I,
em que X é um espaco topoldgico, é a topologia em A que tem como base as intersecoes
finitas das imagens inversas de abertos em X (veja [14], Secao 6.1]).
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Defini¢ao 1.2.1 (Topologia Fraca). A topologia fraca no espago normado E, denotada
por o (E, E*), é a topologia gerada pelos funcionais lineares continuos ¢ € E*. Denotare-
mos a convergéncia na topologia fraca por x, — .

Definigao 1.2.2 (Topologia Fraca Estrela). A topologia fraca estrela no dual E* de um
espaco normado E é a topologia gerada pelos funcionais lineares (Jg(x))zcg, em que

¢ — o).

Ela é denotada por o (E*, E'). Denotaremos a convergéncia na topologia fraca estrela por
Pn = .

Teorema 1.2.3. Seja E um espago normado e (x,,), C E. Entao x, 5 = se, e somente
se, p(x,) — @(x) para todo ¢ € E*.

Demonstragao. Veja [14, Proposicao 6.2.2]. ]
Teorema 1.2.4. Seja E um espagco normado,
(a) A topologia fraca estd contida na topologia da norma.

(b) A topologia da norma coincide com a topologia fraca se, e somente se, E tem di-
mensao finita.

Demonstragao. Veja [14], Proposicao 6.2.6]. ]

Definigao 1.2.5. Uma sequéncia (z,), em um espago de Banach E é fracamente de
Cauchy se, para todo ¢ € E* a sequéncia (¢(x,)), for uma sequéncia de Cauchy em R.

Teorema 1.2.6 (Teorema ¢; de Rosenthal). Seja (x,,), uma sequéncia em um espago de
Banach X. Entdo (x,), admite uma subsequéncia (x,, ) satisfazendo uma das sequintes
alternativas mutuamente excludentes:

(1) (zn, )k € uma sequéncia fracamente de Cauchy.
(11) (zp,)r € equivalente a base usual de (1.
Demonstracao. Veja [35, The Main Theorem)]. O]

Definigao 1.2.7. Uma sequéncia (z,,), em um espago de Banach E é fracamente conver-
gente se existe z € E tal que (z,), converge para x na topologia fraca, isto é, x, 5 .

Segue diretamente das definigoes que toda subsequéncia de uma sequéncia fracamente
convergente também é fracamente convergente, para o mesmo limite.

Teorema 1.2.8. Seja E um espaco normado. Se x, Yy r em E, entio a sequéncia
(|lzn|)n C R € limitada.

Demonstragao. Veja [14, Proposicao 6.2.5]. ]

Teorema 1.2.9 (Mazur)._Seja A C E com E um espaco normado. Se A € convexo, entao
o fecho A e o fecho fraco A° coincidem.



Demonstragao. Veja [14, Teorema 6.2.11] ou [29, Theorem 2.5.16]. O

Definicao 1.2.10. Um espaco de Banach E é chamado sequencialmente fracamente com-
pleto sempre que toda sequéncia fracamente de Cauchy de E for fracamente convergente
para algum vetor de F.

s

Teorema 1.2.11. Sejam E e F' espacos de Banach. Um operador linear T : E — F ¢
continuo se, e somente se, T : (E,(E, E*)) — (F,(F, F*)) € continuo.

Demonstragao. Veja [14, Proposicao 6.2.9]. ]

O resultado acima diz, em particular, que operadores lineares continuos levam redes
fracamente convergentes em redes fracamente convergentes.

1.3 Espacos de Riesz

Uma conferéncia de F. Riesz em 1928, intitulada On the Decomposition of Linear
Functionals, veja [34], proferida no Congresso Internacional de Mateméticos em Bolonha,
[talia, marcou o inicio dos estudos de espagos que viriam a ser chamados de espacos de
Riesz. Essa teoria foi desenvolvida principalmente por F. Riesz, H. Freudenthal e L. V.
Kantorovich na década de 1930. Nos inicio, Riesz se interessou mais pelo que hoje é
conhecido como o espago ordem dual de um espago vetorial ordenado. Os espacos de
Riesz sao importantes no sentido de que capturam a nocao natural de positividade, para
elementos e fungoes em espagos vetoriais ordenados.

Manteremos a notagao ||z|| para a norma de um vetor x em um espa¢o normado,
e usaremos a notacao |z| para o valor absoluto de um vetor z em um espago vetorial
ordenado, conforme definido abaixo. Os espagos vetoriais seguem sempre sendo reais, isto
é, sobre o corpo R dos niimeros reais.

Definigao 1.3.1 (Espago de Riesz). Seja (F,<) um espago vetorial munido de uma
relacao de ordem parcial <, isto é, < é reflexiva, antissimétrica e transitiva. Suponha que
as seguintes condicoes estejam satisfeitas:

(a) Se x <y, entao x + z > y + z para todos z,y,z € E.
b) Se x >y, entdo ax > ay para todos z,y € F e a > 0.

c) Para todo par de elementos x,y € E, o conjunto {x,y} possui um supremo e um
infimo, ambos em F.

Nesse caso (E, <) é chamado espago de Riesz, quando a relagdo de ordem parcial esti-
ver subentendida, escreveremos simplesmente £ no lugar de (F, <). Escrevemos x > y
significando y < x

Para x,y € F, usaremos as seguintes notagoes para o supremo e para o infimo:
zVy:=sup{z,y} , zAy:=inf{z,y}.

Apresentaremos a seguir algumas definigbes que envolvem os espagos de Riesz.
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Definicao 1.3.2. Sejam E um espago de Riesz e x,y € F.
a) x é dito positivo se x > 0.
b) O cone positivo de E é o conjunto de todos os elementos positivos de | isto é

E, ={zekE:2>0}.

c¢) O walor absoluto de x é definido por

|z| := 2V (—x) = sup {z, —z}.

d) A parte positiva e a parte negativa de x sao definidas, respectivamente, por

=2 V0=sup{z,0} , 27 :=—-2VO0=sup{—x,0}.

e) x ey sao ditos disjuntos se
[ A ly| = inf {]z], [y|} = 0.
Este fato sera denotado pelo simbolo z L .

f) Uma sequéncia (z,), em E é dita disjunta se x; L x; para todos ¢ # j. Segue ime-
diatamente da definicao que toda subsequéncia de uma sequéncia disjunta também
é disjunta.

Definicao 1.3.3. Sejam E um espaco de Riesz e A C F.

e Diz-se que A é um subespaco de Riesz de E se A é subespaco vetorial de E e, além
disso, t N\y € AexVy € A para todos z,y € A.

e A é chamado de conjunto solido se satisfaz a seguinte implicacao:

reEFR ycAelzr|<|ly =z € A

e Um subespaco vetorial sélido de E é chamado de ideal de E.

e Um ideal B de F é uma faiza se sup A € B para todo subconjunto A de B que
possui supremo em F.

e A envoltoria solida de A é o menor subconjunto sélido de E que contém A. Abaixo
apresentamos a notacao e uma descricao da envoltoria sélida de A:

sol(A) = {zx € £ : existe y € A tal que |z| < |y|}.

Definicao 1.3.4. Sejam E um espaco de Riesz e z,y € F com x < y. O conjunto
[z, y ={2 € EF:x<z<y}

é chamado ordem intervalo.
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Segue diretamente das definigdes que todo ordem intervalo da forma [—z,z|, x > 0, é
um conjunto soélido.

Exemplo 1.3.5. Seja {E; : i € 1} uma familia de espacos de Riesz. O produto cartesiano
generalizado [],.; F; é um espaco de Riesz com a ordenacao coordenada a coordenada,

isto é: para = (x;)icr € Yy = (Yi)ier,
r<y<=uz; <y, em E; para todo i € I.

Neste caso,
rVy=(2;Vyiicr ¢ TNy = (T A\ Yi)icr-
Veja [3], p. 20].

Definicao 1.3.6. Uma seminorma p no espago de Riesz E satisfazendo a implicagao
z,y € B, x| < [y| = p(x) < p(y),

¢ chamada de seminorma reticulada. Dizemos norma reticulada no caso em que p é uma
norma. Nesse ultimo caso (E, ||-||) é chamado de espago de Riesz normado.

Definicao 1.3.7. Sejam F, F espagos de Riesz e T: E — F linear. Diz-se que T' é um
homomorfismo de Riesz se

T(xVy)=T(x)VT(y)
para todos x,y € E.
Teorema 1.3.8. Seja E um espaco de Riesz. Se x,y € E, entdo:

er=(r—yT+azAy.

1 1
e zVy=—(z+y+|z—1y|) e:z:/\yzi(x—l—y—]x—y]).

2
Demonstracao. Veja [3, Theorem 1.7]. O

Teorema 1.3.9. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes para um operador linearT: E —
F entre dois espacos de Riesz E e F.

(i) T € um homomorfismo de Riesz.

(ii

)

) T(zt) = (T(x))" para todo x € E.

(i) T(z Ay) =T(x) NT(y) para todos z,y € E.

(iv) Sex ANy=0 em E, entao T(x) NT(y) =0 em F.
)

(v
Demonstragao. Veja [3, Theorem 2.14]. ]

T(|z|) = |T(x)| para todo x € E.

Definicao 1.3.10. Seja A um subconjunto de um espaco de Riesz E. Diz-se que:

(i) A é ordem limitado superiormente se existe x € F tal que y < x para todo y € A.
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(ii) A é ordem limitado inferiormente se existe x € E tal que z < y para todo y € A.

(iii) A é ordem limitado se é ordem limitado superiormente e ordem limitado inferior-
mente.

Definicao 1.3.11. Um espago de Riesz F é dito Dedekind completo se todo subconjunto
ordem limitado e nao vazio de E tem supremo e infimo em E.

Definicao 1.3.12. Um espaco de Riesz E ¢é dito o-Dedekind completo se todo subconjunto
enumeravel, ordem limitado e nao vazio de E tem supremo e infimo em F.

Segue diretamente das definigoes anteriores que todo espago de Riesz Dedekind com-
pleto é o-Dedekind completo.

Defini¢ao 1.3.13. Umarede (x,), em um espago de Riesz é dita decrescente, em simbolos
Zo |, sempre que o > [ implica z, < xg. A notagao z, | x significa que z, | e que
igf {zs} = .

Analogamente, uma rede (z,), em um espago de Riesz é dita crescente, em simbolos
zo T, sempre que o = [ implica z, > xg. A notagao z, T x significa que z, T e que
sup {z,} = z.

Defini¢ao 1.3.14. Uma rede (z,), em um espago de Riesz E é dita ordem convergente
a um vetor x € E sempre que existir uma outra rede (y,), em E, com o mesmo conjunto
de indices, tal que y, | 0 e |z, — 2| < y, para todos os indices «. Tal fato serd denotado
pelo sfmbolo z, — .

Definicao 1.3.15. Um operador T': E — F’ linear entre dois espagos de Riesz é dito
ordem continuo se z, — 0 em E implica T(z,) — 0 em F.

O espago vetorial dos operadores lineares ordem continuos de £ em F' sera denotado
por L,(E, F). No caso em que F' =R, o espago L,,(E,R) de todos os funcionais lineares
ordem continuos em E sera denotado E.

Definicao 1.3.16. Seja E' um espago de Riesz. Um funcional linear ¢p: E — R ¢é
chamado ordem limitado se ¢ leva subconjuntos ordem limitados de £/ em subconjuntos
limitados de R.

O espago vetorial de todos os funcionais lineares ordem limitados em F é chamado de
ordem dual de E e serd denotado por E™.

Sabe-se que para cada nimero real x > 0, a sequéncia (nz), ¢ ilimitada superiormente
em R. Tal fato é normalmente chamado de propriedade Arquimediana de R. Esta propri-
edade também é muito importante em espacos de Riesz, fato este que motivou a definigao
a seguir.

Definigao 1.3.17. Um espaco de Riesz E é chamado de Arquimediano se a seguinte
implicagao ¢é satisfeita:

x € Ee {nx:n € N} élimitado superiormente = z < 0.
/ . . + 1
Isso ¢ equivalente a dizer que, para cada x € E, tem-se ~x | 0.

Todos os espagos de Banach classicos da Andlise Funcional (espagos de sequéncias
com a ordem coordenada a coordenada e espagos de fung¢oes com a ordem pontual), sdo
espagos de Riesz Arquimedianos [3, p. 9.
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1.4 Reticulados de Banach

Foi mérito de H. H. Schafer apresentar a teoria dos reticulados de Banach e dos opera-
dores positivos como parte da teoria dos espacos de Banach e da teoria de operadores. Em
particular, alguns resultados cléssicos da Andlise Funcional e da Analise Cléssica foram
usados pra provar propriedades no caso geral de reticulados de Banach. Os reticulados
de Banach sao um caso especial de espagos de Riesz e de espacos de Banach, pois sao
espacos de Banach munidos de uma ordem que o faz um espaco de Riesz e que é compati-
vel com sua norma. Apresentamos a seguir as defini¢oes e os resultados sobre reticulados
de Banach que serao necessarios para o desenvolvimento da dissertacao.

Definig¢ao 1.4.1 (Reticulado de Banach). Um reticulado de Banach é um espago de Riesz
F munido de uma norma || - || que o torna um espago de Banach e que satisfaz a seguinte
implicagao:

v,y € B, lz| <yl = =l < llyll

Vejamos que, para todo elemento z de um reticulado de Banach, tem-se ||z|| = |||z]||.
De fato, por um lado, de |z| < |(|z|)| segue que ||z|| < [||z[||. Por outro lado, de |(|z])| <
|| segue que |||z]|| < [|z]|; e portanto ||z|| = |||z|||-

Exemplo 1.4.2. Seja E um reticulado de Banach. A bola unitaria fechada de F,
Bg:={z e E:|z| <1}
¢ um conjunto soélido (veja [3, p. 169.].

Definicao 1.4.3. Um subespaco vetorial U do reticulado de Banach E é chamado de
subreticulado de E'se x Ny € U e xVy € U para todos z,y € U.

Os seguintes exemplos podem ser encontrados no livro [30].

Exemplo 1.4.4. ¢y e {4, sao reticulados de Banach e ¢y é um ideal em /... E claro que
todo ideal de um reticulado de Banach é um subreticulado de Banach.

Exemplo 1.4.5. Seja K é um espago topolégico compacto de Haussdorf. Entao o espaco
C(K) das fungoes continuas de K em R ¢é um reticulado de Banach com a ordem pontual
(veja [30] p.8]).

Exemplo 1.4.6. Os espagos ¢, para 1 < p < 00, e ¢y sao reticulados de Banach Dedekind
completos (veja [30, p.8]).

Os espagos Ly, (p) serao tratados no inicio do Capitulo 2.

Exemplo 1.4.7. Seja (X, %, ;1) um espago de medida. Para 1 < p < oo, L,(p) é um
reticulado de Banach Dedekind completo. Se a medida p for o-finita, entao L (u) €
Dedekind completo (veja [30, Example (v), p.9]).

Veremos a seguir mais algumas relagoes em espacgos de Riesz que nos serao tteis.

Teorema 1.4.8. Sejam E um espaco de Riesz e x € E. FEntao:
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o |z|=a"+2a,
e xt NzT =0.

Mais ainda, a primeira descomposi¢do satisfaz a sequinte condi¢cdo de minimalidade e
unicidade:

(i) Sex=y—2z comy,z € ET, entaoy > xt ez >z
(i) Sex=y—2z comyNz=0, entaoy =at ez=ua".
Demonstracao. Veja [3, Theorem 1.5]. O

Definicao 1.4.9. Um operador linear T': E — F' entre dois espacos de Riesz é dito
positivo se T'(x) > 0 para todo x > 0. Neste caso, escrevemos T'> 0 ou 0 < T.

Definicao 1.4.10. Sejam E, F reticulados de Banach e T: E — F um operador linear.
Diz-se que T é um isomorfismo de Riesz se T é isomorfismo de espacos de Banach e T é
homomorfismo de Riesz.

Definicao 1.4.11. Diz-se que um reticulado de Banach E contém uma copia reticulada
do reticulado de Banach F' se E contém um subreticulado Riez-isomorfo a F', ou seja,
se existe um subreticulado G de E' e um isomorfismo de Riesz T': FF — (. Neste caso
escrevemos (F N E).

Definicao 1.4.12. Um reticulado de Banach E ¢ dito um espac¢o de Kantorovich-Banach,
ou simplesmente um K B-espaco, se toda sequéncia crescente em ordem e limitada em
norma de E1 é convergente em norma.

As seguintes caracterizagoes sao extremamente tteis:

Teorema 1.4.13. Para um reticulado de Banach E, as sequintes condig¢oes sao equiva-
lentes:

E nao tem copia reticulada de cy.
Demonstracao. Veja [3, Theorem 4.60]. O

Exemplo 1.4.14. Segue imediatamente da condicdo (2) do teorema acima (ou da condigao
(5)) que todo reticulado de Banach reflexivo é um K B-espago. Veremos em breve que a
relacao entre reticulados de Banach reflexivos e K B-espacos é mais estreita ainda.
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Teorema 1.4.15. O dual de um espaco de Riesz normado qualquer € um reticulado de
Banach.

Demonstracao. Veja [3, Theorem 4.1]. O]

Definigao 1.4.16. Um subconjunto A de um espago de Banach é dito:

e Frracamente compacto se A é compacto na topologia fraca.

e Relativamente fracamente compacto se seu fecho A~ na topologia fraca é fracamente
compacto.

Teorema 1.4.17. Se W é um subconjunto relativamente fracamente compacto de um
reticulado de Banach, entdo toda sequéncia disjunta na envoltoria solida de W converge
fracamente a zero.

Demonstracao. Veja [3, Theorem 4.34]. O

Teorema 1.4.18. Seja E um espago de Riesz e seja (x,,), uma sequéncia em E tal que
x, > 0 para todo n. Se algum x € ET satisfaz 27"x, < x para todo n € N, entdo a
sequéncia (uy), definida por

n +
Uy = xn+1—4”2xi—2nx ,
i=1
¢ uma sequéncia disjunta.
Demonstracao. Veja [3, Theorem 4.35]. O]

Teorema 1.4.19. Para um reticulado de Banach E, as sequintes condigcoes sao equiva-
lentes:

(1) E tem cépia reticulada de (1.

(2) Existe uma sequéncia limitada em norma disjunta de E™ que é equivalente a base
canonica de {1.

(3) Existe uma sequéncia limitada em norma disjunta de E* que ndo converge fraca-
mente a 0.

E* nao tem norma ordem continua.
E* nao € fracamente sequencialmente completo.

E* tem uma copia reticulada de (4.

(4)
()
(6)
(7) E* tem uma copia reticulada de cq.
(8) E* tem uma cdpia de c.
(9) E* tem uma copia complementada de l,.
) E* tem uma copia de lo.
)
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Demonstragao. Veja [3, Theorem 4.69]. ]

Teorema 1.4.20 (Ogasawara). Um reticulado de Banach E € reflexivo se, e somente se,
E e E* sao K B—espacos.

Demonstracao. Veja [3, Teorema 4.70]. O

Teorema 1.4.21. Seja E um reticulado de Banach e seja ||-||" uma seminorma reticulada
continua em E. Seja (v,), C E. uma sequéncia com ||v,|" > 1 para todo n € N e com
v, — 0 em E, isto €, v, — 0 na topologia fraca o(E, E*). Entdo, eriste C > 0, uma
subsequéncia de indices (ng), e uma sequéncia disjunta (yx)r C Ey com yx < v, e com
llykl|” > C para todo k € N.

Demonstracao. Veja [23, Corollary 5]. O

17



Capitulo 2

Sequéncias Fracamente Nulas Em
Ll[O, 1]

Para cada n € N, a n-ésima funcao de Rademacher ¢ a funcao
rn: [0,1] — R | () = sgn(sen (2"7t)),

em que sgn é a funcao sinal.

O resultado principal deste capitulo surgiu da necessidade, que encontraremos no
capitulo seguinte, de provar que a sequéncia (r,)>2; das fungoes de Rademacher é fra-
camente nula em L;[0,1]. Conforme veremos, esse fato é fundamental para comprovar
que o espago L0, 1] nao tem a propriedade de Schur. Isso completarda o exemplo de um
reticulado de Banach com a propriedade positiva de Schur que nao tem a propriedade de
Schur.

O fato da sequéncia das fun¢oes de Rademacher ser fracamente nula em L4 0, 1] é lar-
gamente citado e usado na literatura, mas sua demonstragao nao ¢ facil de ser encontrada.
Existem indicacoes de argumentos usando técnicas abstratas e resultados profundos de
Analise Funcional, por exemplo a Desigualdade de Khintchine. Optamos por buscar uma
demonstracao que depende apenas de técnicas usuais de teoria da medida. E o resultado
acabou sendo um critério para convergéncia fraca em L]0, 1] do qual o caso das fungoes
de Rademacher segue como caso particular. Cabe dizer que, tanto quanto sabemos, o
resultado principal, a saber Teorema 2.2.3, é inédito. Além da sequéncia de Rademacher,
daremos mais um exemplo concreto de aplicacao do Teorema 2.2.3, evidenciando que sua
utilidade pode ser bem mais abrangente que o objetivo inicial.

2.1 Nocoes e resultados de Teoria da Medida

Definicao 2.1.1. Uma familia ¥ de subconjuntos de um conjunto X é chamada de o-
dlgebra se satisfaz as seguintes condigoes:

(i) @, X pertencem a X .
(ii) Se A € ¥ entao, A°:= (X — A) € %.

(iii) Se (An)n é uma sequéncia de elementos de 3, entao |J A, € X.
1

n=
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Segue desses axiomas que também tem-se (] A, € 2.
n=1

Um par ordenado (X, ) em que X é um conjunto e ¥ é uma o-algebra de subconjuntos
de X é chamado de espago mensurdvel. Qualquer elemente A de ¥ é chamado de conjunto
Y-mensuravel, ou simplesmente mensuravel quando a o-algebra estiver subentendida.

Definigao 2.1.2. Seja (X, ) um espago mensurdvel. Uma medida é uma funcao p: 3 —
R que satisfaz as seguintes propriedades:

1) () =o.
2) u(E) > 0 para todo E € 3.

3) p (U En> = Z,u (E,) sempre que E, € 3 para todon € N e E,NE,, para todos
n=1 n=1
n # m.

Além disso, dizemos que p é uma medida finita se u(X) < oco. E se existir uma
sequéncia (E,), C X satisfazendo X = |J E, e pu(F,) < oo para todo n € N, dizemos
n=1

que i é uma medida o-finita.

Defini¢ao 2.1.3. Uma tripla (X, 3, u) formada por um conjunto X, uma o-dlgebra ¥ de
subconjuntos de X e uma medida p: 2 — R é chamado de espaco de medida.
Neste caso, uma funcao f: X — R é dita mensurdvel se, para todo o € R,

(e, +0)) ={z € X : f(z) >a} €.
Exemplo 2.1.4. Para A € ¥, a funcao caracteristica de A definida por
xa: X — R, f(x)=1sexecAe f(x)=0sex ¢ A,
¢ mensuravel.

Definicao 2.1.5. Uma funcao é dita simples se assume apenas um numero finito de
valores em seu contradominio.
Uma funcao simples mensuravel ¢: X — R pode ser representada, de forma tnica,

da forma
Y= Z AjXE;>
j=1

onde n € N, ay,...,a, € R sdao escalares distintos e Fy,..., E, € X sao conjuntos
mensuraveis dois a dois disjuntos. Esta representacao é conhecida como representagao
canonica de .

Definigao 2.1.6. Sejam A e B subconjuntos de X. A diferenca simétrica de A e B é
definida como

AAB=(A-B)U(B - A).
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Para a definicao e as propriedades da integral de Lebesgue / fdu de uma funcao

mensuravel f em relacdo a uma medida g nos referimos a [§].
O tnico teorema profundo que usaremos na demonstracao do teorema principal deste
capitulo é o seguinte:

Teorema 2.1.7 (Teorema da Representacao de Riesz). Sejam 1 < p < oo e (X, 3, u)
um espaco de medida. No caso p =1 supomos que p seja uma medida o-finita. Entdo a
sequinte correspondéncia é um isomorfismo isométrico:

g€ Lq(X,Z,/L) = g € Lp(X,Z,,u)*,

onde
©q(f) =/ fgdu para toda f € Ly(X, %, ).
X

Demonstragao. Veja [14, Teorema 4.1.2]. O
Precisaremos de mais dois resultados de teoria da medida.

Teorema 2.1.8. Para uma funcao Lebesque integrdvel f,

/ fdu‘ < [ 1fla

Demonstracao. Veja [8, Theorem 5.3]. O]

Teorema 2.1.9. Seja E C R um conjunto Lebesque-mensurdvel. Se p(E) < oo, entdo
para todo € > 0 existe um numero finito de intervalos abertos disjuntos dois a dois
Ji, ..., Jn tais que

(e30) <

k=1

Demonstragao. Veja [45, Theorem 3.25]. O

2.2 Um critério de convergéncia fraca em L;[0, 1]

Na definicao a seguir o leitor encontrara a propriedade que a sequéncia das funcoes
de Rademacher tem e que, conforme veremos, garante a sua convergéncia fraca para zero
em L]0, 1].

A partir de agora trabalharemos com a medida de Lebesgue em [0, 1], que serd de-
notada por p. Por simplicidade, para uma fun¢ao Lebesgue integrével f: [a,b] — R,

b
escreveremos / f(t)dt na notacao da integral de Riemann no lugar da notagao fdu

a [a,b]
da integral de Lebesgue.
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Definicao 2.2.1. Dizemos que uma sequéncia de funcoes Lebesgue integraveis
fo:[0,1] — R, neN,
tem integral nula de ordem par se para todo k € N existe N € N tal que, para todos
L,H e {0,1,2,...,2*} com H < L e H— L par, tem-se
o
2
/ fn(t)dt = 0 para todo n > N.
H
ok

O seguinte lema ajuda na compreensao dos resultados seguintes.
Lema 2.2.2. Sejam A,BC X e f: X — R tal que

o f(t)y=1sete Aet¢ B,
o f(t)
o f(t)
o f(t)

Entao f = XAAB-

=0setecAeteB,
lset¢g Aet e B,

Oset¢ Aet ¢ B.

Demonstracao. Dividiremos a andlise em quatro casos.

et c Aet ¢ B. Neste caso, por um lado, f(t) = 1. Por outro lado, como ¢t € A e
t ¢ B, temos t € A— B, e portanto t € AA B Segue que xaap(t) =1= f(t).

et c Aet e B. Neste caso, por um lado, f(t) = 0. Por outro lado, como t € A e
t € B, temos t € AN B, e portanto t ¢ AA B. Segue que xaap(t) =0 = f(t).

et ¢ Aet e B. Neste caso, f(t) = 1. Por outro lado, como t € A et ¢ B, temos
t € B— A, eportanto t € AA B. Segue que xaap(t) =1= f(t).

et ¢ Aet ¢ B. Neste caso, f(t) = 0. Por outro lado, como t ¢ A et ¢ B, temos
t € AN B, e portanto t ¢ AA B. Segue que xaap(t) =0 = f(t).

portanto, f = xaaB- O

Teorema 2.2.3. Seja f,: [0,1] — R, n € N, uma sequéncia de funcoes Lebesgue in-
tegraveis, essencialmente limitada e que tem integral nula de ordem par. Entao (f,)52, €
fracamente nula em Ly [0, 1]

Demonstragao. Seja ¢ € Ly [0,1]". Pelo Teorema da Representa¢ao de Riesz (Teorema
2.1.7), existe g € Lo [0, 1] tal que

para toda f € L;[0,1]. Em particular,

o(f) = / g(t) )t
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para todo n € N. Como a sequéncia (f,), é essencialmente limitada, existe s € R tal
que |f.(t)| < s para quase todo n € N e todo t € [0,1]. Usando que as fungoes simples
mensuraveis sao densas em Ly [0, 1] ([8, Exercise 6.D]) e g € Lo[0,1] C L4]0,1], dado
e > 0 existe uma funcao simples mensuravel ¢ tal que

€
HQ - ¢H1< 29

Dali,

/ g(t)fn(t)dt‘ -/ [g(t)fn(t)—¢(t)fn(t)+w(t)fn(t)]dt‘
- |[ s - v swiae+ [ w<t>fn<t>dt]
< / (9(8)fult) — () fult) czt]

1

— [ fw - w))dt\ N

< [fa (@) g(t) — o (2)] dt +

O préximo passo € limitar a fungao ¥ de forma conveniente. Como ¢ é uma funcao
simples mensuravel, podemos tomar sua representacao canonica

t) = Z aEXEy»
k=1

em que m € N, ay,...,a, sao numeros reais distintos nao nulos e Fi, ..., E,, sao sub-
conjuntos Lebesgue mensurdveis de [0, 1] disjuntos dois a dois. Como Ej C [0, 1], temos

p(Er) < u([0,1]) < oo para todo k. Pelo Teorema 2.1.9, existem intervalos abertos
disjuntos dois a dois Jf,...,J} tais que

(o2 (U)) <
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Segue que

/0 akxEku)fn(t)dt's / axs (D fall) = 3 a0 fa(6) + 3 avs (O fat)dt

IN

1

| awete Zamk ) Fat)at| +
1 Mk

- IRPIOEICE

my
< [ lawdol ) = 3w o) drt
h=1
1 Mk
|| R a0
0
Veja que a funcao
my
XE =~ D Xt
h=1
my
satisfaz as condigoes do Lema 2.2.2 para A = E, e B = U J,’f . Portanto,
h=1

XEk Z XJk

EkA Unek, JF) (t)

para todo t € [0, 1]. Disso decorre que

1 Mk

1 1
[ wxenoa] < ool | [ S anono

1 Mg
< \ak|/ X(meau )+ / S s () fult)dt
0 h=1
k 1 Mg
< sl (a0 4 [ S gon o
t=1 0 h=1
€ 1k
< S\Gk\m+ /0 Zakxj;j(t)fn(t)dt

h=1

1 Mk

g |, Lo
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Temos também

/ 1w(t)fn(t)dt‘ _ /

[A
MSTT

De (2.1) segue que

t)dt‘ < i

k=1 h=1
€ " ik
_ ﬂ; 2/ () falt)dt (2.2)

Vamos agora trabalhar para estimar a segunda parcela da soma acima. Para isso tome

——— > (0. Podemos tomar V, . € N tal que
s2hTRH2] g, h.k d

1 €
WVi,n < oh+k+1 |ak]3'

Como os intervalos JF sdo abertos, podemos escrever
‘]I]zc = (aivbi) - [O, 1]
para todo k € N e todo h = 1,...,my. Tomando uma particdo do intervalo [0, 1] cujos

subintervalos tenham todos comprimento menor que SITEER existem H,L € N com
1< H<L <2Vt 1 tais que,

ap € WVh ikt OV p+1 |7

" { L L+1}

h 2Vh,k+1 ’ 2Vh,k+1

Nao sabemos se H — L ¢ par ou impar, mas sabemos que tomando uma parti¢ao cujos su-

bintervalos tém comprimentos menores que ——— SYAEEE podemos tomar H', L’ € {1 2thk+2}

tais que

H  H L U

2Vh,]€+1 - 2Vh,k+2 ) 2Vh,k+1 o 2Vh,k+27
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e L' — H' é par. Como a sequéncia de fungoes (f,,), tem integral nula de ordem par, para
Vi + 2 existe Nj, € N tal que

L' j2Vnwt?

/ fn(t)dt = 0 para todo n > Ny .

H//QVh,k‘*'2
Dali,

L/2Vh kTt

fn(t)dt = 0 para todo n > Np .

H/th,k""l
Retomando a iltima integral que aparece em (2.2), para n > Nj;, temos

b,

[ axgoned] = | an

k
h

L/2Vhk Tt

H/2 hktt
= / ay frn(t)dt + / ay frn(t)dt+

Vi p+1
;el H/2" hk

b,
+/L akfn(t)dt

J2Vhktl

H/2 .kt bk
/ ag fn(t)dt + / ag fn(t)dt

\Y +1
k L/2"hk

H/th,k+1 b}}i
/ lanfult)] dt + / lafoul0)] dt
ak L +1

k /2Vh.k

H/2 kT bk
/ s\ak\dt+/ s |ag| dt
ak; L/th,k+1

h

H L
= 3|ak|ﬂ<[aiam}) +5|ak|ﬂ({m,bﬂ)

H-1 H L L+1
< s |ak| H WV t17 OVh p+1 TS |ak| " 2Vh it QVhptl

IA

IN

_ slagl2
T Vgt
€
< slal gz,
. €
 Ohtk+2°
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Aplicando esta estimativa em (2.2), obtemos

%émwmmﬁ

mg

WE

A
NE
/N

<

ha/“kM)D

mg
2h+k+2
h=

m 1 mp 1
Zﬁ( ﬁ)

k=1 h=1
N—— —
<1

B
Il

—
—

i

1

—_

(]

I

1
2k
k=1

~——
<1

< (2.3)

AN
4>! 9
NE
#ﬁlm

Tomando N = max{V,;:1<h<mg1<k<m} e combinando (2.1), (2.2) e (2.3),
temos

< € para todon > N.

Amwww

Ahmww}o

hm o(fn) = hm/ =0,

Logo

lim
n—oo

Isso prova que

completando a demonstracdo de que f, — 0 em L[0, 1]. O

Obteremos a seguir que a sequéncia das funcoes de Rademacher é fracamente nula em
L4]0, 1] como aplicacao do teorema acima.

Exemplo 2.2.4. Considere a sequéncia de fungoes de Rademacher (r,)%,, r,: [0, 1] —
R,
1 se %§t<2ﬁn e k éimpar.
rn(t) = sgn(sen(2"7t)) =
-1 se %Stﬁfn e képar.

Cada r,, é continua por partes, logo é Riemann-integravel e portanto é Lebesgue-integravel.
Vejamos que a sequéncia (r,)2%; tem integral nula de ordem par. Primeiro pedimos ao
leitor que analise os seguintes gréaficos das primeiras funcoes de Rademacher, os quais
indicam que elas, de fato, satisfazem a nossa definicao de fungoes com integral nula de
ordem par.
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Figura 2.1: Rademacher para n=2

Figura 2.2: Rademacher para n=3

27

09



Figura 2.3: Rademacher para n=4

Agora provemos isso. De fato, seja k € N e tome N = k. Sen > Ne L,H €
{O7 1,2, .. .,2’“} sao tais que L < H e H — L é par, existem L', H € {0,1,2,...,2"} tais
que

H H L I

Fow S FE o
Alem disso, H'—L' = 2""*(L—H), e portanto L' — H' também ¢ par. Usando a aditividade

da integral,
ok
/;m®ﬁ=:ﬂ, z:/ 1 (t)dt.

ok 2n K=L"+1

Sabemos que 7,(t) = 1 ou 7,(t) = —1 em cada um dos intervalos. Como H — L é par,
temos a mesma quantidade de intervalos com 1 e com —1 e

K K—l 1

Da mesma forma,

27 2" K-1 K 1
[Z = 7 a=E ot K
K-1 K-1 n 2n n
277: 2”
Dai,
H H' b
2 an
ﬁ;ﬁ@ﬁ: > Alm@ﬁzo
2k K=L+1



para todo n > N. Portanto, (f,), é uma sequéncia de fungdes Lebesgue integraveis com
integral nula de ordem par. Pelo Teorema 2.2.3 segue que (f,), é fracamente nula em
Ll [07 1] .

Apresentaremos a seguir mais uma aplicacao do Teorema 2.2.3, mostrando que sua
aplicabilidade vai além da conclusao de que a sequéncia das funcoes de Rademacher é
fracamente nula em L4[0, 1].

Exemplo 2.2.5. Fixe a > 0 e considere a sequéncia de fungoes f,: [0,1] — R dada por
fal@) = —2"Maz+a(2(k—1)+1) se El<az< £ e ke{l,...,2"}

Mais uma vez, cada f, é Lebesgue-integravel por ser continua por partes, e define uma
sequeéncia de func¢oes com integral nula de ordem par. Exibimos abaixo os graficos das
primeiras fungoes da sequéncia, nos quais é clara a indicacao de que essa sequéncia tem
integral nula de ordem par.

&

Figura 2.4: f;
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0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 0j5 055 06 065 07 0y5 08 085 09 095 1

Figura 2.5: fo

Figura 2.6: f3

Provemos isso. De fato, seja k € Netome N =k. Sen> Ne L H € {O, 1,2,..., 2’“}
sao tais que L < H e H — L é par, existem L', H € {0,1,2,...,2"} tais que
H H L L
2k 2n 2k on

Além disso I/ — H' = 2"*(L — H), e portanto L' — H' também é par. Usando novamente
a aditividade da integral,

/L fat)dt = /L falt)dt = ) L falt)at.
oF om K=p'+1Y 77



K K
T pdt = a/2 _omHy 4 (2K — 1) + 1) dt
K-1 K-1

—2”“5 + (2(K — 1)+ 1)t o )
2 K1

segue que
H
ok
/ fa(t)dt =0sen > N.
L
oF

Isso prova que (f,,), é uma sequéncia de fun¢oes com integral nula de ordem par, e portanto
¢ fracamente nula em L;[0, 1] pelo Teorema 2.2.3.
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Capitulo 3

A propriedade de Schur positiva

Issai Schur provou em 1921, no artigo [37], que sequéncias fracamente convergentes
em /; sao convergentes em norma. Até entao acreditava-se que convergéncia fraca seria
equivalente a convergéncia em norma apenas em espacos de dimensao finita. Com esse
resultado, Schur abriu toda uma nova frente de pesquisa na Andlise Funcional, a saber,
os espacos de dimensao infinita nos quais convergeéncia fraca e convergéncia em norma
sao equivalentes. Naturalmente, tais espacos sao ditos espacos de Schur ou espagos que
tém a propriedade de Schur. A dissertagao [27] é uma boa fonte de referéncias para essa
propriedadee para o impacto da propriedade de Schur na teoria dos espagos de Banach.

No contexto de reticulados de Banach, vetores positivos sao muito importantes. Isso
levou W. Wnuk [40] em 1989 e F. Rébiger [33] em 1991 a introduzirem, quase de forma
simultanea, o estudo de reticulados de Banach nos quais sequéncias fracamente conver-
gentes formadas por vetores positivos sao convergentes em norma. Diz-se que tais espacos
tém a propriedade de Schur positiva.

A propriedade de Schur positiva foi, a partir de entdao, muito estudada na teoria dos
espagos de Banach. As contribui¢oes de Wnuk, dentre as quais citamos [40-43], foram de
grande importancia. Desenvolvimentos recentes da propriedade de Schur positiva podem
ser encontrados, por exemplo, em [5] [7, T0HI3] B8]

A proposta deste capitulo é introduzir a propriedade de Schur positiva em reticulados
de Banach, dar alguns exemplos e contraexemplos, discorrer sobre algumas propriedades
e, também, dar algumas notas curiosas sobre essa propriedade.

3.1 Definicoes e primeiros exemplos

Definicao 3.1.1. Um espaco de Banach E tem a propriedade de Schur se dada uma
sequéncia (r,), C E tal que ,, — 0, tem-se ||z,,|[—> 0.

Teorema 3.1.2 (Teorema de Schur). O espaco {1 tem a propriedade de Schur, isto €, em
0y uma sequéncia converge fracamente se, e somente se, converge na topologia da norma.

Demonstragao. Veja [14, Teorema 6.2.12]. O

Definicao 3.1.3. Um reticulado de Banach E tem a propriedade Schur positiva se dada
uma sequéncia (z,,), C E* tal que x,, — 0, tem-se ||z,,||— 0.
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Proposicao 3.1.4. Todo reticulado de Banach com a propriedade de Schur tem a pro-
priedade de Schur positiva.

Demonstracdao. Seja E um reticulado de Banach com a propriedade de Schur. Dada uma
sequéncia (z,), positiva e fracamente nula, como E tem a propriedade de Schur segue
que z,, — 0. Dai E tem a propriedade de Schur positiva. O

Exemplo 3.1.5. Pelo Teorema 3.1.2 sabemos que ¢; tem a propriedade de Schur. E pelo
exemplo 1.4.6 sabemos que ¢; é um reticulado de Banach. Segue da proposi¢ao anterior
que /1 tem a propriedade de Schur positiva.

Exemplo 3.1.6. Todo reticulado de Banach de dimensao finita tem a propriedade de
Schur positiva. De fato, seja E' um reticulado de Banach de dimensao finita. Pelo Teorema
1.2.4, a topologia fraca e a topologia da norma coincidem em E. Logo, se (z,), C (E)*
e Ty — 0, entao x,, — 0.

Em particular, como R™ é um reticulado de Banach com a ordem dada por

(1, T0) < (Y1, -, Yn) <= x; < y; paratodoi=1,--- n,
segue que R™ tem a propriedade de Schur positiva para todo n € N. .

O préximo exemplo e o teorema logo a seguir serao muito importantes na determinacao
se um reticulado de Banach tem a propriedade de Schur positiva ou nao.

Exemplo 3.1.7. Conforme mencionado anteriormente, ¢y, é um reticulado de Banach
com a relagao de ordem

(Zn)n < (Yn)n <= x, <y, para todo n € N.

Provemos que ¢y nao tem a propriedade de Schur positiva. Para isso considere a sequéncia
(en)n C (co)™ dos vetores canonicos positivos dos espagos de sequéncias, isto é,

en=(0,...,0,1,0,...)

em que 1 aparece na n-ésima coordenada. Seja ¢ € (¢p)*. Pelo Teorema 1.1.17 existe
(ag)r € 4, tal que

o((br)k) = Zakbk para toda (by), € co.
k=1

Em particular,
o(en) = o((0,...,0,1,0,...)) = a, para todo n € N.

Dai,

D lé(en) =D lan] < o0
n=1 n=1
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pois (a,)5, € ¢1. Pelo teste do termo geral para séries convergentes segue que \¢(en)| —
0, e portanto ¢(e,) — 0 para todo funcional ¢ € (co)*. Isso prova que e, — 0 em cj.
Por outro lado, como ||e,|| = 1 para todo n, a sequéncia (e,), nao converge para zero
na norma de c¢g. Assim (e,), é uma sequéncia fracamente nula, formada por vetores
positivos, que nao converge para zero em norma. Segue que ¢y nao tem a propriedade de
Schur positiva.

Teorema 3.1.8. Sejam E e F reticulados de Banach. Se E tem a propriedade de Schur
positiva e F N E, entdo F tem a propriedade de Schur positiva.

Demonstracao. Por hipétese, F tem uma copia reticulada de F'. Logo existem um subre-
ticulado G C E e T: F — G um isomorfismo de Riesz. Seja (z,), C F™ uma sequéncia
tal que z,, — 0 em F. Como T é isomorfismo de Riesz e homomorfismos de Riesz levam
vetores positivos em vetores positivos, temos (T'(x,)), C Gt C ET. Seja ¢ € E*. Entao
Pl € G* e

gzb‘G oT:F —R

é um funcional linear continuo, isto é, ¢|, 07T € F*. Como z, — 0 em F, ¢|,(T(z,)) =
&(T(z,)) — 0 para todo ¢ € E*. Pelo Teorema 1.2.3 sabemos que (T'(x,)), ¢ uma
sequéncia fracamente nula em FE. Da propriedade de Schur positiva de E segue que
|T(x,)||le — 0. Como T é isomorfismo de espagos de Banach, existe k > 0 tal que

T (z,)||lc > k||zn||F para todo n € N.

Como ||T(xy)||g — 0, temos ||z, || — 0. Isso prova que F' tem a propriedade de Schur
positiva. 0

Uma conclusao imediata do resultado acima é que, para um reticulado de Banach ter
a propriedade de Schur positiva, todo subreticulado tem que ter a propriedade de Schur
positiva. Mais ainda, se um reticulado de Banach possui um subreticulado que nao tem a
propriedade de Schur positiva, ele nao tem a propriedade de Schur positiva. Isto acontece
em muitos espacos conhecidos, por exemplo muitos deles contém cépia de ¢y ou de outro
reticulado que nao tem esta propriedade. O exemplo a seguir ¢ ilustrativo.

Exemplo 3.1.9. Seja K um espaco topoldgico de Hausdorff infinito e compacto. Pelo
Teorema 1.1.7 sabemos que C'(K) contém uma cépia isométrica de ¢g. Pelo Teorema
1.4.13, C'(K) possui uma cépia reticulada de ¢y. Como ¢y nao tem a propriedade de Schur
positiva, do teorema anterior segue que C'(K) nao tem a propriedade de Schur positiva.
Em particular, o, nao tem a propriedade de Schur positiva.

Na verdade, o exemplo 3.1.5 é caso particular de algo bem mais geral:

Exemplo 3.1.10. Seja (X, ) um espago de medida. Vejamos que o reticulado de
Banach L(u) tem a propriedade de Schur positiva. Para isso seja (f,,), uma sequéncia
positiva e fracamente nula em L;(u)". E claro que

o: Li(w) — R, o(f) = /deu,
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é um funcional linear continuo. Pelo Teorema 1.2.3 temos
[ fudn=o(5) 0.
X

Como f, > 0 em Ly(u), temos f,(x) > 0 p-quase sempre, e portanto |f,| = f, p-quase
sempre. Segue que

anHl:/X!anu:/andu—m.

Logo, || fn]| — 0. Isso prova que L;(x) tem a propriedade de Schur positiva.

E claro que a Proposicao 3.1.4 levanta a questao se todo reticulado de Banach com a
propriedade de Schur positiva tem a propriedade de Schur. O préximo exemplo comprova
que nao.

Exemplo 3.1.11. No Capitulo 2 vimos que a sequéncia (r,),, das fungoes de Rademacher
¢ fracamente nula em L,[0, 1]. Entretanto, ela ndo é nula em norma pois ||r,|; = 1 para
todo n. Isso mostra que o espago L1[0,1] ndo tem a propriedade de Schur. Mas, pelo
exemplo anterior, sabemos que L;[0, 1] tem a propriedade de Schur positiva.

3.2 Caracterizacoes e consequéncias

Provaremos inicialmente algumas caracterizagoes da propriedade de Schur positiva
que sao muito uteis no estudo dessa propriedade. Para isso precisamos do seguinte lema
topoldgico bem simples.

Lema 3.2.1. Seja (x,), uma sequéncia convergente para um elemento x em um espago
topoldgico de Hausdorff. Entdo o conjunto B := {x,x1,xs,...} € compacto e o conjunto
A= {x1,x9,...} € relativamente compacto.

Demonstracao. Seja (A;)ie; uma cobertura aberta de B. Entao existe ig € I tal que
x € A;,. Como A, é aberto contendo x e z,, — x, existe ng tal que z,, € A;, para todo

n > ng. Como os elementos xy, za, T3, ..., 2T,,—1 pertencem a B e (A;);cr é cobertura de
B, existem abertos A;, tais que z;, € A;, para k =1,...,n9— 1. Dali,
no—1
B={z}U{z1,...,z001} |J {za} € | A,
n>ng k=0

provando que B é compacto.
Como B é um compacto em um espaco de Hausdorff, por [14, Proposi¢ao B.33(b)]
sabemos que B é fechado. De A C B segue que

ACB=B.

Assim, A é um fechado dentro do compacto B. Por [14], Proposicio B.33(a)] segue que A
é compacto, isto é, A é relativamente compacto. O

As caracterizacoes abaixo, que serao utilizadas varias vezes nesta dissertacao, encon-
tram-se enunciadas em [40]. Um dos principais objetivos desta se¢ao é demonstra-las em
detalhes.
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Teorema 3.2.2. Seja E um reticulado de Banach. As sequintes afirmacgoes sao equiva-
lentes:

a

(
(b

E tem a propriedade de Schur positiva.

Toda sequéncia disjunta e fracamente nula em E € nula em norma.

(
(d

¢) Toda sequéncia positiva, disjunta e fracamente nula em E é nula em norma.
) Toda sequéncia normalizada e positiva em E nao € fracamente nula.

(e

Demonstracao. As implicagoes (a) = (c), (d) = (e) e (b) = (c) sao imediatas. Para
o leitor acompanhar a demostracdo, note que basta mostrar que (a) = (d), (e) = (a),
(c) = (a) e (¢) = (b).

Toda sequéncia normalizada, positiva e disjunta em E ndo € fracamente nula.

(¢) = (a) Suponha que E nao tenha a propriedade de Schur positiva. Neste caso existe
uma sequéncia positiva (z,), em E tal que z,, — 0 mas ||z,|| = 0. Como ||z,| /= 0,
existe uma subsequéncia (x,, )r de (z,), tal que ||z, ||> € para algum ¢ > 0 e para todo
k € N. Podemos entao tomar

Tn

yp = —— € E.
[

Note que ||yx||= 1 para todo k e que a sequéncia (yx)y é positiva. Dado um funcional

linear ¢ € £, veja que
Tn
ol = Jo (2 )]
[,

|6 (@)

20, ]

c .

Como subsequéncia de sequéncia fracamente nula ¢ fracamente nula, temos z,, —~50em
E. Em particular, ¢(z,,) — 0. Dali,

|0(n,)|

€

0 < lim |¢(yx)] < lim = 0.

k—o00 k—o0
Logo y, —= 0. Pelo Teorema 1.4.21, existem ¢ > 0, uma subsequéncia de indices (km)m
e uma sequéncia disjunta (z,,), C Ey com 0 < z,, < yx,. € ||zl > ¢ para todo m.

De y — 0 segue que y;, — 0. Note que, pelo Teorema 1.4.15, E* é um reticulado
de Banach. Portanto, para todo ¢ € E*, |p| existe e |¢| € (E*)T. De yi,, — zm > 0 temos
|0l (Yk,, — 2m) > 0, isto é

lol(yk,,) > |¢|(zm) > 0 para todo m.

Como yi,, — 0 ¢ |p| € E*, temos |¢|(yx, ) — 0. Dai e da desigualdade acima segue
que |¢|(zm) — 0 para todo ¢ € E*. Como ¢*,p~ € (E*)T, temos
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¢ (zm) = 0" |(zm) — 0 e ¢ (2m) = ¢ [(2m) — 0.
Portanto, para todo ¢ € E*,
o(2m) = ‘P(zm)-i_ —p(2m)” — 0-0=0.

Isso prova que z, — 0. Sabemos também [|z,,|| A= 0 pois ||zm|| > ¢ > 0 para todo m.
Dessa forma, (zx), é uma sequéncia disjunta e positiva que converge fracamente para 0,
mas nao converge em norma para 0. Isso é uma contradicdo com a hipdtese do item (c).
Segue que E tem a propriedade de Schur positiva.

(¢c) = (b) Seja (x,), uma sequéncia disjunta e fracamente nula em E. Temos
|zn| A || = 0 para todos n # m,
ou seja,
0 =inf {z; +z,, 2} +,,} para todos n # m.
Denotaremos por C'I(A) o conjunto das cotas inferiores do conjunto A. Seja
ze CI({z}, ) }).

Entao,

<zt <zi+4ux, e z2<uxf <zl 4ua.

Dai,
ze CI({z) + 2} + 2, }).

Isso prova que
Cl({z), 2} }) c CI({zt + o), af + 2, }),

donde segue que
0 <inf{z} )} <inf{z} +az,, 2} +2,} =0.
Isso mostra que
| A la| = 27 A, = 0.

Portanto, a sequéncia (z;), é disjunta. Da mesma forma, a sequéncia (z;,), é disjunta.
Agora, pelo Lema 3.2.1, o conjunto

B = {0, T1,T2,T3, .. }
é fracamente compacto, portanto relativamente fracamente compacto. Como
+ —
‘rn S |ZEn| e xn S |CL’n|,

as sequéncias (z;, ), e (z;7), estao na envoltéria sélida de (x,,),. Pelo Teorema 1.4.17 segue
que
v =50 e z, == 0.
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Por hipdtese temos
rf—0 e x, — 0.

Entéao, da igualdade x,, = z;} — z, (Teorema 1.4.8), temos
0 < [lznll = [l — 2 I < llzg [l + g || — 0+ 0 =0.

Portanto, x,, — 0.

(a) = (d) Por hipétese, E tem a propriedade de Schur positiva. Seja (z,,), uma sequéncia
positiva em E tal que |z,|| = 1 para todo n. Suponha que z,, — 0. Da propriedade de
Schur positiva de F segue que ||z,|| — 0, contradi¢do esta que prova que (z,), nao é
fracamente nula.

(e) = (a) Suponha que F nao possua a propriedade de Schur positiva. Como j& provamos
que (c) = (a), neste caso existe uma sequéncia positiva e disjunta (x,), em E tal que
T, —» 0, mas x, /— 0. Podemos tomar uma subsequéncia (2, )k de (x,), tal que
|zn, ||> € para algum € > 0 e para todo k£ > 0. Podemos entao definir, para todo k € N,

Note que ||zx|]|= 1 para todo k e que a sequéncia (z)x € positiva. Dado ¢ € E*, para todo

k temos
Ty,
Pl = ‘¢(|xnku>'

60,
N
Blany)

€

Como z,, — 0, temos T, —5 0, e portanto

0< 11m |o(z)] < lim [9(@n)|

k—00 €

=0.

Isso prova que 2z — 0.

O préximo passo é provar que a sequéncia (zj )52, ¢ disjunta. Para isso, sejam k,m € N
com m # k. J& sabemos que |z,,| A |z,,,| = 0. Como z,, > 0 para todo k € N, temos
Zp,, N\ Tpn, = 0. Segue que

0 < fam| A2l

= ZmN\Zp
_ Tow T
R | [
1 1 1
De —— < max {—, —} resulta que
[0, [0 | [, ]
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T

1 1 T, 1 1
“— <max{ —, — ¢ Tp,, € < max y T ¢ Tpy-
[ [E B [ [E | B

Podemos entao concluir que toda cota inferior de _ ede ~— também é cota inferior

: : : Hx{zkH [,
demax{— —}SIJ ~ede max{— —}x . Logo
[ [ 1 e [ - 1 ’
0 < Fnm T,

< (v op) =) (G ) )
< | max , T, max ,—— ¢ Tn
[0 | {0, ] R | N E D

1 1
< max{—— —— \(z, Aan)
[E | | |
= 0.

Disso segue que |z,| A |z,| = 0, e portanto, (z;), é uma sequéncia normalizada, positiva,
disjunta e fracamente nula. Isso é uma contradicdo com a hipétese do item (e), o que
prova que E tem a propriedade de Schur positiva. O

Nos proximos resultados provaremos que algumas caracteristicas da propriedade de
Schur em espacos de Banach tém suas analogas para a propriedade de Schur positiva em
reticulados de Banach. Por exemplo, é conhecido que todo espaco de Banach de dimensao
infinita com a propriedade de Schur contém uma cépia de ¢;. Espera-se entao que todo
reticulado de Banach de dimensao infinita com a propriedade positiva de Schur contenha
um cépia reticulada de ¢1. Isso é o que provaremos em breve.

Para alcancar esse objetivo, usaremos a nogao de reticulado de Banach p-homogéneo.
Essa nocao foi introduzida em [22] e atualmente é estudada para tratar com o problema
de identificar quando, em reticulados de Banach, o ideal dos operadores estritamente
singulares coincide com o ideal dos operadores compactos. Maiores detalhes podem ser
encontrados em [19] 21].

Definicao 3.2.3. Um reticulado de Banach E é chamado p-disjunto homogéneo, para
1 < p < o0, se toda sequéncia disjunta e normalizada em E admite uma subsequéncia
equivalente a base canonica de /,,.

O seguinte teorema ¢ inspirado no classico Teorema ¢; de Rosenthal (Teorema 1.2.6)
e baseado na demonstragao apresentada em [20)].

Teorema 3.2.4. Um reticulado de Banach E é 1-disjunto homogéneo se, e somente se,
E tem a propriedade de Schur positiva.

Demonstracao. Suponha que E seja 1-disjunto homogéneo e que nao tenha a propriedade
de Schur positiva. Pelo Teorema 3.2.2 existe uma sequéncia (x,,), normalizada, disjunta,
positiva e fracamente nula em F. Pelo Teorema de ¢; Rosenthal (Teorema 1.2.6), (), nao
possui subsequéncia equivalente a base candnica de ¢, pois todas as suas subsequéncias
sao fracamente de Cauchy (uma vez que a sequéncia é fracamente nula). Segue que F
nao é 1-disjunto homogéneo.

39



Reciprocamente, suponha que E tenha a propriedade de Schur positiva. Seja (z,)n
uma sequéncia positiva, disjunta e normalizada em FE. Suponha que exista uma sub-
sequéncia (z,, ), de (z,), fracamente de Cauchy. Como E tem a propriedade de Schur
positiva e ¢g nao tem a propriedade de Schur positiva (Exemplo 3.1.7), segue do Teorema

3.1.8 que ¢ 7£> E. Segue do Teorema 1.4.13 que o reticuldo F é fracamente sequencial-
mente completo. Portanto a sequéncia (x,, ), converge fracamente em E. O Lema 3.2.1
nos garante que o conjunto

{zn, + k € N}

é relativamente fracamente compacto. Como a sequéncia (z,), é disjunta, sua sub-
sequéncia (x,, )r também é disjunta. E como (x,, )i C sol({z,, : k € N}), do Teorema
1.4.17, segue que xy, —5 0. E da propriedade de Schur positiva de E concluimos que
|zn, || — 0. Isso é uma contradigao pois ||x,,|| = 1 para todo & € N. Isso prova que
(), nao possui subsequéncia fracamente de Cauchy. Pelo Teorema 1.2.6, (z,,), possui
uma subsequéncia equivalente a base canonica de ¢4, isto é, E' é 1-disjunto homogéneo. [

Corolario 3.2.5. Se um reticulado de Banach E de dimensao infinita tem a propriedade
de Schur positiva, entdo (4 Ny o)

Demonstracao. Primeiramente veja que em todo reticulado de Banach existe uma sequéncia
positiva e disjunta. De fato, isso segue do Teorema 1.4.18 fixando z € ET, z # 0, e de-
finindo x,, = 27"x para todo n € N. Pelo teorema anterior temos que F é 1-disjunto
homogéneo, e portanto existe uma subsequéncia (z,, ), equivalente & base candnica de ¢;.

Do Teorema 1.4.19 segue que ¢, 5B O

Mais que isso, provamos que todo subreticulado de um reticulado de Banach com a
propriedade de Schur positiva tem um subreticulado Riesz isomorfo a ¢;.

Os préximos coroldrios também sao uma versao para a propriedade de Schur positiva
de resultados conhecidos para a propriedade de Schur.

Corolario 3.2.6. Seja E um reticulado de Banach de dimensdao infinita. Se E tem a
propriedade de Schur positiva, entao E* nao tem a propriedade de Schur positiva.

Demonstracao. Como E tem a propriedade de Schur positiva, pelo corolario anterior

temos £ < E. Do Teorema 1.4.19 segue que cg L E*. O Teorema 3.1.8 e o Exemplo
3.1.7 implicam que E* nao tem a propriedade de Schur positiva. O

Corolario 3.2.7. Seja E um reticulado de Banach reflexivo de dimensao infinita. Entao
E nao tem a propriedade de Schur positiva.

Demonstracao. Suponha que F tenha a propriedade de Schur positiva. Pelo Corolario

3.2.5 temos /; B O fato de /1 nao ser reflexivo mostra que isso esta em contradicao
com a Proposicao 1.1.11. Segue que E nao tem a propriedade de Schur positiva. O]

Segue desse ultimo coroldrio que, para 1 < p < oo, os espacos L,(i) nao tém a
propriedade de Schur positiva. Mais ainda, os espacos L,(u) sao K B-espacos pelo Te-
orema 1.4.20. Isso mostra a existéncia de K B-espacos que nao tém a propriedade de
Schur positiva. Por outro lado, reticulados com a propriedade de Schur positiva sao todos
K B-espagos:
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Corolario 3.2.8. Se E ¢ um reticulado de Banach com a propriedade de Schur positiva,
entao E é um K B-espago.

Demonstracao. Suponha que E nao seja um K B-espaco. Neste caso, pelo Teorema 1.4.19

sabemos que cg <% B. Combinando novamente o Exemplo 3.1.7 com o Teorema 3.1.8 segue
que F nao tem a propriedade de Schur positiva, o que contradiz a hipdtese. O

Introduziremos a seguir duas classes de reticulados de Banach muito importantes na
teoria. Os AL— espagos foram introduzidos por G. Birkhoff em [9], e os AM —espacos
foram estudados por Kakutani em [24]. Na verdade, as raizes dos AM-espagos remontam
aos trabalho de Banach (veja [0]).

Definicao 3.2.9. Diz-se que um reticulado de Banach F é:

1) Um L,-espago abstrato, para algum 1 < p < oo, sempre que sua norma for p-
ortogonalmente aditiva no sentido de que

[z +yl[” = ll=[|” + [ly[”

para todos x,y € ET com x Ay = 0.
No caso p = 1 diz-se que E é um AL-espaco.

2) Um M-espaco abstrato (ou um AM -espago) sempre que sua norma for uma M-
norma, no sentido de que, se x Ay =0 em FE, entao

I vyl = max {{lz]], [ly]|}

Teorema 3.2.10. Um reticulado de Banach E € um AL-espago (respectivamente um
AM -espago) se, e somente se, E* é um AM-espago (respectivamente um AL-espago).

Demonstracao. Veja [3, Theorem 4.23] O

Teorema 3.2.11. Um reticulado de Banach E € um L,-espago abstrato para algum 1 <
p < oo se, e somente se, E é Riesz isométrico a algum espago concreto L,(p).

Demonstracao. Veja [3, Teorema 4.27| ]

Exemplo 3.2.12. Vejamos que todo AL-espaco tem a propriedade de Schur positiva.
Pelo Teorema 3.2.11, se £ é um AL-espaco entdao F é Riesz isométrico a algum Lq(p),
para alguma medida p. Como L (u) tem a propriedade de Schur positiva, pelo Teorema
3.1.8 segue que E tem a propriedade de Schur positiva.

Exemplo 3.2.13. Vejamos que nenhum AM-espaco tem a propriedade de Schur positiva.
Pelo Teorema 3.2.10, todo AM-espaco é dual de um AL-espaco, e pelo Teorema 3.2.8 o
dual de um espaco com a propriedade de Schur positiva nao tem essa propriedade. Logo
todo AM-espaco nao tem a propriedade de Schur positiva.

O resultado a seguir mostra que a propriedade de Schur é bem rara no contexto dos
espacos de Banach.
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Teorema 3.2.14. Seja E um espaco de Banach de dimensao infinita. Entdao nenhum dos
duais de ordem superior E™ n > 1, tem a propriedade de Schur.

Demonstragao. Veja [32], Corollary 11]. ]

Veremos a seguir que a caracteristica da propriedade de Schur em espacgos de Banach
descrita no teorema anterior nao se reproduz para a propriedade positiva de Schur em
reticulados de Banach.

Exemplo 3.2.15. Pelo Teorema 3.2.14, espagos de Banach duais de ordem n > 1 de
dimensao infinita nunca tém a propriedade de Schur. Vejamos que, para a propriedade
de Schur positiva, a situacao é bem diferente. Pelo Teorema 3.2.10, os duais de ordem
par de todo AL-espaco sao AL-espacos. Em outras palavras, se I/ é um AL-espaco, entao
E(") 6 um AL—espaco para todo n > 1. Pelo Exemplo 3.2.12, E?" tem a propriedade de
Schur positiva para todo AL-espaco E e todo n > 1.

Concretamente, ({o)* = (¢1)™* tem a propriedade de Schur positiva mas nao tem a
propriedade de Schur.

3.3 p—Somas diretas

Estudaremos nesta secao o comportamento da propriedade de Schur positiva em
relacao a formagao de somas diretas infinitas de reticulados de Banach. Lembramos
que a propriedade de Schur é estavel em relacao a formacgao de somas diretas ¢, isto ¢,
se (£;); é uma sequéncia de espagos de Banach, entao (G} ieN Ej) X tem a propriedade de
Schur se, e somente se, cada E; tem a propriedade de Schur. Provaremos que isso também
vale no caso da propriedade de Schur positiva em reticulados de Banach. Estudaremos
também o caso mais geral de somas nao enumeraveis (veja [27, Teorema 3.1.5)).

Precisamos primeiro provar que a soma direta ¢; de uma sequéncia de reticulados de
Banach é também um reticulado de Banach.

Teorema 3.3.1. Seja (E;); uma sequéncia de reticulados de Banach. Entao a soma

direta
(@jeNEj) 1

¢ um reticulado de Banach com a ordem coordenada a coordenada, isto €, (x;); < (y;);

em <@j€NEj>l se, e somente se, v; < y; em E; para todo j € N.

Demonstracao. E facil ver que a relagao definida no enunciado é uma ordem parcial em
(@j en B ) 1

Vejamos agora que o supremo e o infimo de dois elementos existem em (@ jeN Ej>1.

Para isso sejam x,y € <@J€N Ej> com z = (x;); e y = (y;)s, isto é, x;,y; € E; para
1

todo ¢ € N. Como cada E; é reticulado de Banach, z; := sup {x;,y;} e v; := inf {z;, y;}

existem em F;. Definimos z = (z;); e v = (v;);. Devemos provar duas coisas: (i) z,v €

(®,ex0B5) - ) sup {,y} = 2 e inf ) = .
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(i) Note que, pelo Teorema 1.3.8,

1
zi=x; Vy; = 5(% +yi + |z — yil)-

Dali,
1
[EA 5“xi+yi+|xi_yi|H
1
S 3 (i + will + ||l — wil|])
1
< 5 Ul + llgill + flzs = ill)
1
< 5 Ul + llgll + sl + llgill)
= l@ll + llwll-
Portanto,

o0 oo oo o0
S lzille, <70 Ulwslle, +lyille) = llaglle + > llylle < oo
j=1 j=1 j=1 j=1

pois x,y € <@j€N Ej)l. Isso prova que z € (@jeN Ej)l.

(ii) Vejamos que z é o supremo do conjunto {z,y}. Por um lado, como z; = z; V y;,
temos z; > x; e z; > y; para todo i, logo z > x e z > y. Isso mostra que z é cota superior

de {z,y}. Por outro lado, seja w = (w;); € (@jeN Ej>1 uma cota superior do conjunto
{z,y}. Entdo x <w e y <w. Dal,
r; <w; e y; <w; para todo i € N.
Como z; = sup {z;, y; }, temos z; < w; para todo i € N. Logo, z < w, provando que z é a
menor cota superior, ou seja, sup {z,y} = z.
De forma totalmente andloga prova-se que v esta em (@ jeN Ej>1 usando o Teorema
1.3.8, e que v é o infimo do conjunto {z,y}.

Esta provado que (@ ieN E;) ¢ um espago de Riesz. Falta provar que a norma ¢
1

reticulada. Para isso sejam z,y € (@JGN ,x = (x;); ey = (y)i, com |x| < |y|. Segue
1

direto da definigdo da ordem que |z| = (|z;]); e |y| = (Jyi|);- Dali, |z;| < |y;| para todo

i € N. Como a norma de cada E; é reticulado, temos ||z;||g, < ||villg, para todo ¢ € N.
Dali,

i)illy = lel’z < leyz | ()il
Esta completa a demonstracao de que (@ jeN Ej> ) ¢ um reticulado de Banach. O

Proposicao 3.3.2. Seja (E;); uma sequéncia de reticulados de Banach. Entdo, para todo
keN,

R
B (et )
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Demonstragao. Pelo Teorema 1.1.16 sabemos que cada FEj, é isomorfo isometricamente a

um subespaco fechado de (@ Ej) por meio do operador
1

JjeN

T: By — (@jeNEj>1 , T'(z) = (2;); para todo = € Ej,

onde z; = 0 para todo j # k e z; = x. Isso quer dizer que 7' é um isomorfismo isométrico
sobre sua imagem. Provemos que T' é homomorfismo de Riesz. Para isso sejam x,y € Ej.
Temos

T(xVy)=(0,...,0,zVy,0,...).

ComoOVO=0exVy=(z;Vy),

T(xzVvy) = (0,...,0,zVy,0,...)

= (0VvO0,...,0vV0,zVy,0VO0,...)
0,...,0,2,0,...) Vv (0,...,0,y,0,...)
T(z)VT(y).

Assim, T' é isomorfismo de Riesz e
E, <& <@jeNEj> para todo k € N.
1
]

Corolério 3.3.3. Seja (E;); uma sequéncia de reticulados de Banach. Se <@j€N Ej>
1

tem a propriedade de Schur positiva, entao E; tem a propriedade de Schur positiva para
todo 7 € N.

Demonstracao. Pela proposicao anterior temos
By <& (®jeNEJ>1 para todo k € N.

Logo, do Teorema 3.1.8 segue que E; tem a propriedade de Schur positiva para todo
j€eN. m

Como cada elemento de <@ jeN E}-) ¢ uma sequeéncia, uma sequéncia arbitraria em
1

<@jEN Ej>1 serd denotada por (z"), C (@JEN Ej>1 em que z" = (27); com z} € Ej
para todos j,n € N.
Provaremos a seguir a reciproca do corolario anterior.

Teorema 3.3.4. Seja (E;); uma sequéncia de reticulados de Banach. Se E; tem a propri-
edade de Schur positiva para todo 7 € N, entao (@jGN Ej) tem a propriedade de Schur
1

positiva.

44



Demonstracao. Seja (E;); uma sequéncia de reticulados de Banach com a propriedade
de Schur positiva. Suponha por absurdo que exista uma sequéncia positiva (a™), em

(@JEN Ej)l tal que

a"™ 0 em (®jENEj>1 e |la"]|1 /= 0.

Como |la"|| /= 0, existe € > 0 tal que para todo n € N existe j, € N, com j, > n
satisfazendo ||a™|| > 5e. Entao, para n = 1 existe j; € N tal que ||a’*|| > 5e. Para
n = j1+1, existe jo € N tal que j, > j; e ||a?2|| > 5e. E assim indutivamente, construimos
uma sequéncia crescente de indices (j,), tal que a subsequéncia (z" = a’n), satisfaz
|a?|| > 5¢ para todo n € N. Como a" —= 0 em (@]EN Ej> ;2" 5 0 em (@jeN Ej> .

1 1

Pelo Teorema 1.1.15, o dual de (@jeN Ej> ¢ isomorfo isometricamente a(@jeN E;‘)
1 ]

por meio da correspondéncia (1.1). Entao, cada funcional ¢ € <@ ieN Ej> ¢ da forma
1

© = (pr)r com @, € E} para todo k& € N. Pela relacao de dualidade (1.1), dados

*

@€ (EB]EN Ej>1 ey = (Y € (@jeN Ej>1,
o(y) = erlun).
k=1
Escrevemos 2" = (27); para cada n. Seja k fixo. Provemos que 7, 5 0 em E,. Para

isso seja ¢ € E. Defina

Vejamos que ¢ é um elemento de (@jeN Ej*> . E claro que ¢ € @jeN E%. E também

[#lec = sup{]|0]

Efy--vs HOHE,:_I, H¢| E |0HE;+1, i } = HT/J‘ Er < 0.

*

Podemos entao enxergar ¢ como um elemento de (@ ieN Ej>1 e, neste caso,

(7)) = 04+ 0+ ye) + 0+ -+ = () (3.1)

para toda sequéncia (y;); € (@]EN Ej) . Como 9 ¢é um funcional linear continuo e
1
" — 0 em (@jeN Ej>1, temos 1 (z") — 0, isto ¢é,

(3.1 ~

"9 (D)) = (") — 0.

k
n

()

Provamos que ¢ (z}) — 0 para todo ¢ € E}, ou seja, (z
E), para todo k.

A sequéncia (a"), nasceu positiva, logo sua subsequéncia (z"), também é positiva.
Portanto, a sequéncia (zF), é positiva em Ej. Como Ej tem a propriedade de Schur

positiva, segue que ||z}||g, — 0 para todo k € N.

)n converge fracamente a 0 em
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Como z! € (@jeN Ej> :

! o0
ZH"E}cHEk < 0,
k=1

e portanto existe N; € N tal que

oo
> lzills <e

k=N,
Para cada k € {1,..., N1}, como ||z}||z, — 0 existe n} € N tal que ||z}|5, < A, para
todo n > n’f Tomando n; = max {n’f 1<k < Nl} € N, temos

N Ny c

Sl <30 =

k=1 k=1

Como z™ € (@jeN Ej> :

! o0
> N, < oo,
k=1

e portanto existe Ny € N tal que
o
D latls, <e
k=N,

E claro que podemos tomar Ny > N;. Para cada k € {1,..., Na}, usando a convergéncia

|22z, — 0 existe n§ € N tal que ||27||g, < ; bara todo n > nk. Tomando ny, =

maX{Nl—i-l,n’;:lSkSNQ} € N, temos Ny > N; e

N2 N2 €
Y llaills, < Y- 5 =e
k=1 k=1

O processo indutivo agora esta claro. Construimos assim duas sequéncia crescentes
(N;); e (n;); de nimeros naturais tais que, para todo ¢ € N:

N;
DY

k=1
Y [l

k=N;11

Ek§€7

B, S €.
Entao, para cada 1 € N,

[o¢]
L= ) g
k=1

He < ||z™

Ey

Nit1 00

N;
= Dzl + D lzfla+ Y lals
k=1 k=N;+1 k=Nji1+1
Niy1
< 24+ > |lapls,.
k=N;+1
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Dai,

7,+1

> =y

k=N;+1

B > 3e>0. (3.2)

Para todo i € N, da tdltima desigualdade temos ||z}"|| # 0 para algum N; +1 < k <
Niy1. Para cada k tal que ||z}’ Banach podemos tomar um funcional
or € Ef tal que i(x)') = ||z} ]|E, € ||kl = 1. Para k tal que ||z}’ = 0 tomamos
¢r = 0 € Bj. Consideremos a sequéncia

@:(@1,...7g0k,...).

Veja que cada ¢ € B e

(el se llaflls, #0
pr(zy’) =
0 se ||z} ||g, = 0.
Note que, nos dois casos acima, @i(z;') = ||z}||g,. E como, para cada k, ||¢x|| = 0 ou
lekll = 1; e ||ek|l = 1 para pelo menos um k, temos

[l = suplle s, = 1.
keN

Isso mostra que ¢ € (@ jeN Ej*> , e portanto ¢ pode ser visto como um funcional linear

continuo em (@jGN Ej>1, isto é, ¢ € (@jeN Ej>1. Fazendo essa identificacao, para cada
1 € N, temos

(@™ = > eulay)
k=1
N; Nit1 )
= Do+ D e+ Y el
k=1 k=N;+1 k=Ni41+1
7.+1
= Z Pk xk +ZQD]€ :ck + Z Pk l‘k
k=N;+1 k=N;41+1
N1 N; 0o
- |3 e —(—zwm)— S e
Nit1 00
> Y enla) -1 > el
k:Nz+1 k:N,H.l—‘rl
Nit1 00
= > laple - DORCIE (3.3)
k=N;+1 k:N.H,l-i-l
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Como cada [|¢g|| < 1, de I) segue que

N;
> k()
k=1

N;
< Y ler(p)
k=1
N;
> el - e,
k=1

N;
= ) [l s
k=1

< e

IN

Da mesma forma, aplicando II) podemos ver que

o0

Z o) < e

k=N;11+1

Aplicando essas duas estimativas acima,

(3.3) Nit1 N; 00
PET Pl PR ) e ) B B NS 1
k=N;+1 k=1 k=Ni41+1

Nit1

= Z ||$ZZ B, — €€
k=N;+1

(3.2)

> 3c—€e—€e=€e>0

para todo i € N. Portanto ¢(z™) #— 0. Isso quer dizer que a sequéncia (x"); nao é

fracamente nula em (@ N Ej)l' Mas, (z"); é subsequéncia de (z™), que, por sua vez,

7 ~ . N . n n; w
é subsequéncia da sequéncia fracamente nula (a"),, portanto, 2 — 0 em (@ e Ej) g

Essa contradigdo mostra que ||a"|| /= 0, o que comprova que (@ ieN Ej> tem a propri-
1

edade de Schur positiva.

Corolario 3.3.5. Seja (E;); uma sequéncia de reticulados de Banach. O reticulado de

Banach (@jGN Ej> tem a propriedade de Schur positiva se, e somente se, F; tem a
1

propriedade de Schur positiva para todo j € N.
Demonstracdao. Basta combinar o teorema anterior com o Corolario 3.3.3. O

O espago do exemplo a seguir foi introduzido por Stegall como o primeiro exemplo
de um espaco de Banach com a propriedade de Dunford-Pettis cujo dual nao tem a
propriedade de Dunford-Pettis.

Exemplo 3.3.6. O espaco de Stegall é definido por <@J€N EQ) onde, para cada n € N,
1

0% representa o espaco R" com a norma euclidiana. Como R" tem dimensao finita, R"” tem
a propriedade de Schur positiva. Logo o espago de Stegall tem a propriedade de Schur
positiva pelo Corolario 3.3.5,.
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Observacao 3.3.7. Terminamos esta secao descrevendo mais uma aplicacao das somas
diretas para resolver um problema interessante relativo a propriedade de Schur positiva.
Pelo Teorema 3.2.14 sabemos que o bidual E** de qualquer espaco Banach F de dimensao
infinita nao tem a propriedade de Schur. Para a propriedade de Schur positiva, vimos
que se E é um AL-espago, entao E' e E** tém a propriedade de Schur positiva. O que era
desconhecido até pouco tempo ¢é se existe um reticulado de Banach E com a propriedade
de Schur positiva tal que seu bidual E** nao tem essa propriedade. Isso foi resolvido em

[28] (veja também [12]): Tomando F = (@ e @’f) , é verdade que F tem a propriedade
1

de Schur positiva mas seu bidual £** nao tem essa propriedade.

3.4 Espagos /,(I)

Trabalharemos nesta secao com espacos que sao mais gerais que as somas diretas
tratadas na segao anterior.

Definicao 3.4.1. Seja I' um conjunto nao vazio e 1 < p < oco. O espago £,(I') é definido
como:
()ier : ¢; € R para todo i € ', x; # 0 apenas para uma quantidade
() == enumeravel de indices e Z |z;|” < o0
iel
P &

Veja que, na definigdo acima, nao importa a ordem em que a soma » |z;|” é tomada, pois

el
uma série de niimeros reais positivos é convergente se, e somente se, a série é incondicio-
nalmente convergente.
O conjunto £,(I'), munido com as operacoes algébricas coordenada a coordenada e

com a norma
1
P
[(zi)ierllp == (Zlﬁl’”) :
1€l
¢ um espago de Banach (veja [18, p.7]).

Usando o mesmo argumento do produto cartesiano generalizado (veja Exemplo 1.3.5),
verifica-se facilmente que ¢,(I') é um espago de Riesz. No préximo resultado provaremos
algo mais geral que isso para espacos mais gerais que esses.

Proposicao 3.4.2. Sejam I um conjunto qualquer, 1 < p < co e E um espaco de Banach.
Entao:

(a) O conjunto
(T E) == {(zi)ier : ; € E para todo i € I' e (||zi||g)ier € (,(I')}
¢ um espaco de Banach com as opeeracoes algébricas usuais e com a norma
1/p
[(z:)ill, = <Z||x1”p> .
el
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(b) Se E ¢ reticulado de Banach, entio (,(I', E) também é um reticulado de Banach
com a ordem
(x;)ier > 0 < x; > 0 para todo i € T.

Demonstracao. (a) Vejamos que £,(I", E') é espago vetorial. Paraisso, dados x = (v;)ier, y =
(xi)ier € £,(T', E), provemos que
(.T + y) = (:L’l + yi)igr € Kp(l“, E)

Como z,y € £,(I', E), por definicio z; # 0 apenas para uma quantidade enumeravel
de indices e y; # 0 apenas para uma quantidade enumerdvel de indices. Existem entao
conjuntos enumeraveis J,,.J, C I' tais que z; = 0 para todo i ¢ J, e y; = 0 para
todo i ¢ J,. Portanto J := J, U J, também é um subconjunto enumerdvel de I'. E se
i ¢ J, entdao x; = y; = 0. Temos entdao z; + y; = 0 para todo i ¢ J. Também temos
(zills)icr € 6 e (gille)ier € by, isto &

D lailly =Y lailll =) llwilll < oo e Y luilll =D llwillz = Y llyilli < oo

i€y ieJ iel iedy ieJ i€l
Pela desigualdade triangular, para todo i € T',
2 + yill e < llzille + [yl e < 2max {||lzi]| g, [yl £}

Dali,
lzi + yillp < (2max {[|zsl| g, wille})” < 2°(llillE + llwsllE)

para todo i € I'. Fazendo somatoria,

D llaituilly = Dl +uillh

= icJ
< 2 lwlly + 27> lwilly
icJ icJ
= 2 |zl + 27 ) lluil
i€l ier
< 00.

Isso prova que (x+y) = (;+y;)ier € £,(I', E). Os demais axiomas de espago vetorial sdo
facilmente verificados. Para os axiomas de norma verificaremos apenas a desigualdade
triangular. Os outros axiomas seguem imediatamente das propriedades da norma de E.
Também a desigualdade triangular é trivial no caso p = 1, por isso faremos o caso p > 1.
Seguimos com = = (2;)ier,y = (Yi)ier € {,(I', E) e J como antes. Para cada i € T,
tomando ¢ como sendo o conjugado de p,

Iz +wills = Nl +ville - o +wills
< Nwille - oyl + lville - o+ vills
il - llas + w2+ yille - i+ wil 2 (3.4)

Ja sabemos que (z +y) = (z; + yi)ier € £,(I', E), logo

D s+ gl =Y i +yll” < oo,

i€l el
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isto é, (||z; +vil|P/9)ier € £,(T, E). Aplicando a Desigualdade de Holder (Teorema 1.1.12)
para ([[zil|p)ics, (I4illics € Lp(T, E) e ([[2i + 4illp)ies € £4(T, E), temos

(3.4)
Yolwitwilly < Y lwille e+ wllE+ D llylle - e+ vl

el el el
1/p 1/q
< (ZH%II%) -<Z|\xi+yi\|%‘1”> +
ieJ ieJ
1/p 1/q
-1
+<ZH%H%> -(znmying >q)
eJ ieJ
1/p 1/q
_ (zum@) -(zuxiwug) .
iceJ eJ
1/p 1/q
N (ZH%H%) - (znmyina;)
eJ i€
1/q 1/p 1/p
_ (znmyin%) - (anm%) +(zuyine;)
eJ eJ eJ
Dali,

1-1/q 1/p 1/p
<ZHxi+yiH%> < (zuxiu%) +(zum) |
el ieJ eJ

ou seja,

(Zl’ﬁyi%)l/p < (Zﬂci%)l/er(ZIyil%)l/p-

el ieJ icJ

Estd provado que ||z + yl|, < [|z[l, + [[y|l,-

Provemos agora a completude. Seja (z,,), uma sequéncia de Cauchy em /,(I", £'). Para
cada n € N, escrevemos z,, = (2!');er, onde z" € E para todos i € I' e n € N. Dado
e > 0, existe Ny € N tal que

|20 — meg

= (=7 = 2")ierll;

= D llaf + ol (3:5)

iel

para todos n,m > N;. Como cada z, € (,(I',E), ' # 0 apenas em um conjunto

enumeravel de indices J, C I'. Entao J := |J J, também é um subconjunto enumerdvel
neN
de T'. Segue imediatamente de (3.5) que ||x; + x;||'% < €? para todos n,m > Ny e para

todoi € J. Sejai € I. Sei € (I' = J), entdo 2 = 0 para todo n € N. Neste caso
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n

" — 0. E se i € J, por essa tltima desigualdade segue que a sequéncia (zI'), é uma

sequeéncia de Cauchy em E. Como E é espago de Banach, existe y; € E tal que z] — y;
em E. Chamando y; = 0 para ¢ ¢ J, definimos y = (v;)ier-

Nosso trabalho é provar que y € ,(I', E) e que z,, — y em (,(I", E). Como (z,,), é
sequéncia de Cauchy, (7,), ¢ limitada. Logo existe C' > 0 tal que [[z, ||} < C? para todo
n € N. Dai,

D lafle = llafl = llzally < €7
el i€J

para todo n € N. Escrevendo J = {iy, is, ...}, temos

no
Sl < llarly < o,
k=1

ieJ

para todos n,ng € N. Fazendo n — oo, da continuidade da norma segue que

no no no no
S llly = 3 Mim e = 3t = tim [l < O
i=1 i=1 i=1 i=1
para todo ng € N. E fazendo ny — 0o segue que
> Ml < €.
ieJ
Mas,
Iyl = Nyl = > llwilly < €7 < o0,
iel ieJ

isto ¢, y € £,(I', £).
Vejamos agora que x,—y em £,(I", E'). Como (x,), ¢ sequéncia de Cauchy, para todo
e > 0 existe Ny tal que

ZHx? — |5 = ZHx;‘ —z'||% < € para todos n,m > Ny.
i€r icJ

Isso implica que

i

mo
ZHch — 2'||% < € para todos n,m > Ny e mg € N.
k=1

Fazendo m — oo obtemos
mo
ZHxZ — i, || < €@ para todos n > Ny e my € N.
k=1

Como isso vale para todo mg, segue que

ZH:EZ" —yi||'s < € para todo n > Nj.
iJ
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Isso implica que

ZHQE? —yill% = ZH.Z‘? — yi|% < € para todo n > Ny,
= icJ
£p(T,E) ,
o que prova que ||z, — y||, < € para todo n > N,. Portanto, z, —> y. Estd provado
que ¢,(I', E) é espaco de Banach.

(b) Pelo item anterior ja sabemos que ¢,(I', E') é um espago de Banach. Devemos provar
que é também um espaco de Riesz e que sua norma é reticulada. As propriedades de
espaco de Riesz seguem todas facilmente das defini¢coes. Para ilustrar, provaremos deta-
lhadamente o item (c) da definigao, isto ¢, a existéncia do supremo de dois vetores. Antes
disso verifiquemos que se © = (z;);er € £,(I', E), entdo existe || =  V —x e pertence a
(,(I', ). Como cada z; pertence ao reticulado de Banach E, existe |z;| € E, e portanto
podemos definir y = (|x;|);er. Provaremos que y = |z| = 2 V —z. Por um lado, z; < |z
e —z; < |z;| em E para todo i, logo x < y e —z < y. Isso prova que y é cota superior
do conjunto {x,—z}. Por outro lado, seja w = (w;);er uma cota superior de {z, —x}.
Entao, z; < w; e —x; < w; para todo i € I'. Como |z;| = z; V —x; em E, temos |z;| < w;
para todo ¢ € I', e portanto, y < w. Isso prova que y é a menor cota superior do con-
junto {x, —z}, isto é y = |x|. Mantendo a notagao do inicio da demonstragao, tome um
subconjunto enumeravel J, de I tais que z; = 0 para todo i ¢ J,. E evidente que

21115 = > il |-
p E

1€Jy

para todo ¢, donde

Uma vez que E é reticulado de Banach sabemos que H |; = Hle 5

segue que

1

lallly = 2 llaill = el < oc.
1€Jy

Isso prova que |z| € ,(I', E). Sejam agora z,y € {,(I', E), digamos x = (z;)ier ¢ y =
(yi)ier- Para cadai € T', como x;,y; € E e E é um reticulado de Banach, z; = sup {x;, y;}
existe em E. Definimos z = (z;)ier. Devemos provar que sup{z,y} = z € (,(I', E).
Provemos primeiramente que z € (,(I', E). Usando uma vez mais que z,y € (,(I', E),
sabemos que existem subconjuntos enumeraveis J, e J, de I' tais que x; # 0 para todo
i ¢ J, ey, # 0 para todo ¢ ¢ J,. Entdo J := J,|JJ, é também um subconjunto
enumeravel de I'. Pelo Teorema 1.3.8, para todo ¢ € J,

1 p
lalty = (llotwet = will)
Portanto,

Izll, =

1 p\ /P
(301 il ) )
i€eJ

1/p
Z(Hxi+yi+|xi—yi|||,5>p) |

1eJ
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Como z +y € (,(I', E), pelo que provamos anteriormente sabemos que |z —y| = (|z; —
Yi)ier € (I, E). Da desigualdade triangular e do Teorema 1.3.8 podemos concluir que

1
lell, = 5l+9)+1e -yl
< 1
< 5 (lle+ull, +llle=oll,)

< 1
< L (2l + 20l
= lzll, + llyll, < oo
Logo, z € (,(T", E). Provaremos a seguir que z ¢ o supremo do conjunto {z,y}. Por um
lado, por definigao temos z; = sup {x;, y;} para todo i, e disso segue que z é cota superior

do conjunto {x,y}. Por outro lado, seja w = (w;)ier € £,(I', E) uma cota superior do
conjunto {z,y}. Entao r <w e y < w. Dal,

v <w; e y; <w; paratodoi el

Usando novamente que z; = sup {x;, y;}, temos z; < w; para todo i € I'. Segue que z < w,

e portanto z é a menor cota superior do conjunto {z,y}, isto é, sup {z,y} = 2. Isso prova
que {,(I', E) é um espaco de Riesz.

Por dltimo devemos provar que a norma de ¢,(I', E) é reticulada. Para isso, sejam
z,y € (T, E) tais que |z| < |y|. Da definigdo da ordem segue que |z;| < |y;| para todo
1 € J. Como FE é reticulado de Banach, sua norma ¢ reticulada, logo

lzille < [lyille, e portanto ||| < ||ysllf; para todo i € T
Dali,
D ollwalll < D Nyl
ieJ ieJ

donde segue que

D lwille =D Nl < > llwillly = > llwille

el icJ ieJ el

Estéd provado que ||z, < ||lyll,, o que completa a demonstracao de que £,(I', E) é um
reticulado de Banach. O

No caso £ = R escrevemos (,(I') := ¢,(I', R).
Teorema 3.4.3. Sejam I um conjunto qualquer e 1 < p < co. Entao:
(a) €,(I') € um reticulado de Banach.
(b) ¢4(I") tem a propriedade de Schur.
(c) £,(I")* € isomorfo isometricamente a £,(I') por meio da identificagdo candnica.

Demonstragao. (a) Segue do teorema anterior tomando £ = R.
(b) Veja [27), Teorema 3.2.2].
(c) Veja [18] p. 45]. O
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Corolario 3.4.4. O espaco (1(I") tem a propriedade de Schur positiva.

Demonstragao. Pelo teorema anterior sabemos que ¢1(I") é um reticulado de Banach com
a propriedade de Schur. Entao, da Proposicao 3.1.4 segue que ¢;(I') tem a propriedade
de Schur positiva. O

No proximo resultado provaremos uma generalizacao do corolario acima, que nos for-
nece uma grande quantidade de novos reticulados de Banach com a propriedade de Schur
positiva.

Teorema 3.4.5. Para todo conjunto I' e toda medida p, o reticulado de Banach 1(T, Li(u))
tem a propriedade de Schur positiva.

Demonstragao. Seja G € ((I') = £,(I')*, digamos G = (a;);er. Vejamos que a corres-
pondeéncia

b 60 L) — R o (fier) = i [ fud (3.6)

el
estd bem definida e é um funcional linear continuo. Seja (f;)ier € ¢1(I', L1(p)). Como
G € ('), podemos tomar k € R tal que |a;| < k para todo i € I'. Mais ainda, os termos

da somatéria em (3.6) sdo nao nulos apenas para um nimero enumerdvel de indices, e
portanto podemos trata-la como uma série. Dali,
o [ g

Zaz‘/fidﬂ < Z
i

el el
el
t/fﬂuw

D>
Chamemos de J um subconjunto enumerével de I" tal que f; = 0 para todo i ¢ J. Segue

el
que
o
= 5| [ s
ieJ

< &Y [1nldn

icJ

IN

Z @; / fidp

el

< koY

el

Usando novamente que (f;)ier € ¢1(I', L1(p)), temos Y| fill £, (n) < 00, e daf,
el

> [ < 00 = Yl llago = Sl il
i€ i€ el
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Combinando as desigualdades obtidas acima segue que < 00, O que prova

Z ai / fidp

el

que a série Zai / fidp da definicao de ¢ é convergente. Segue que ¢ estd bem
el

definida. Omitimos a (facil) demonstragdo de que ¢ é linear. A continuidade de ¢

segue da seguinte desigualdade:

loc ((fi)ier)] =

Z a / fidp

el

< k-Z/!fi!du

ieJ
= k> il
e

= k- H(fz)zEFH :

Esté provado que g € (¢1(I", Li(p)))* para todo G € £o(T).
Seja agora (F),), uma sequéncia positiva fracamente nula em ¢;(I', Li(u)), isto é,
(Fp)n C (€4(T, Li(p))* e F, = 0. Digamos F,, = (f")ier para todo n € N,

Para todo G' = (a;)ier € loo(I'), como g € (£1(T, Li(p)))* e F, == 0 em £, (T, Ly (1)),
temos

S ai [ frdu=palFa) 0.

el

Para todo n temos F),, > 0, e portanto f/* > 0 u-quase sempre para todo n € N e todo
1 € I'. Disso segue que

Sor [ frdu=Ya [ 1571
el el

Seja ¢ € £1(I")*. Pelo Teorema 3.4.3(c) existe G = (a;)ier € (') tal que

@ ((bi)ier) = Zaibi para toda (b;);er € 61(1).
el
Temos
@ (1N ia) cr) = Do @il FH g

el

= Zai/\fi"|du

el



Isso prova que a sequéncia ((||f*||L,(u))ier)n converge fracamente a 0 em ¢;(I"). Pelo
Teorema 3.4.3(b) sabemos que ¢;(I") tem a propriedade de Schur, consequentemente a
sequéncia ((|| 7]z, (u) )ier)n converge a 0 na norma de £4(I"), isto é,

IFullenzagey = D N g = WAz ier ey — 0.

el

Isso significa que F,, — 0 em ¢1(T", L1(1)), o que completa a demonstracao de que esse
espaco tem a propriedade de Schur positiva. [
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Capitulo 4

Espacos de Operadores Regulares

Espacos de operadores lineares sao amplamente estudados na teoria dos espagos de
Banach. Neste capitulo estamos interessados na versao reticulada de um resultado classico
da propriedade de Schur, provado por R. Ryan em [36], que establece o seguinte:

Teorema 4.0.1. Se E e F sao espacos de Banach tais que E* e F tém a propriedade
de Schur, entdao o espago L(E,F') de todos os operadores lineares continuos de E em F
também tem a propriedade de Schur.

Uma demonstracao detalhada desse teorema pode ser encontrada em [27, Teorema
3.4.2]. Além de ser fartamente usado na teoria dos espagos de Banach, esse teorema foi
generalizado, por exemplo, para espagos localmente convexos (veja [15]).

Em reticulados de Banach, o espago dos operadores lineares regulares (a defini¢ao
seré apresentada na primeira segao deste capitulo) desempenha o papel que o espago dos
operadores lineares continuos desempenha na teoria dos espacos de Banach. Assim, a
versao esperada do teorema de Ryan para reticulados de Banach é a seguinte:

Teorema 4.0.2. Se E e F sao reticulados de Banach tais que E* e F tém a propriedade
de Schur positiva, entao o espago L™(E, F) de todos os operadores lineares requlares de E
em F' também tem a propriedade de Schur positiva.

De fato, esse resultado é verdadeiro, como pode se ver em varias referéncias da &rea,
por exemplo em [38] 41]. Esse resultado, para reticulados, tem sido usado na literatura,
por exemplo, em [I0] ele é utilizado para se obter versdes mais gerais para operadores
multilineares e polinomios homogéneos. Apesar de ser citado varias vezes e utilizado
outras tantas vezes, nao conseguimos encontrar nenhuma demonstracao desse resultado
na literatura. O objetivo deste capitulo é oferecer uma demonstracao detalhada desse
resultado para reticulados de Banach.

4.1 Reticulados de operadores lineares
Em espacos de Banach, se E e F' sao espagos de Banach, entao o espago dos operadores
lineares continuos de F em F' também é um espaco de Banach com sua norma natural.

Em reticulados de Banach, nao é verdade que, se F e I sao reticulados de Banach, entao o
espaco dos operadores lineares continuos de E em F' é também um reticulado de Banach.
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Para obter um reticulado formado por operadores, é necessario passar para o subespaco
dos operadores regulares, definidos a seguir, veja [31, Exemplo 3.1.8].

Por se tratarem de resultados preparatorios para o principal teorema do capitulo, os
resultados dessa secao serao apresentados sem demonstracao, apenas com referéncias.

Definicao 4.1.1. Sejam FE e F' reticulados de Banach. Dizemos que um operador 1" €
L(EF)é:

e Positivo se T'(x) > 0 em F para todo z > 0 em F.

e Regularse T é a diferenca de dois operadores positivos, isto é, se existem 71, T, € L(E, F)
positivos tais que T' =T — Ts.

O conjunto de todos os operadores lineares regulares sera denotado por L"(E, F'). Em
L"(E, F) consideramos a seguinte relagao de ordem:

T,.U e L'(E,F), T <U <= U —T é um operador positivo.

O teorema abaixo garante a continuidade automatica dos operadores positivos, e por-
tanto dos operadores regulares.

Teorema 4.1.2. Se E é um reticulado de Banach e F' € um espaco de Riesz normado,
entao todo operador linear positivo T: E — F € continuo. Mais ainda,

1T = sup {||T(x)[| : v € Bp+} .
Demonstragao. Veja [30, Proposition 1.3.5]. O

Nem sempre a norma usual faz de L"(F, F') um reticulado de Banach, veja [31], Exem-
plo 3.2.3]. Por isso precisamos da norma introduzida a seguir.

Teorema 4.1.3. Sejam E e F reticulados de Banach. Para todoT € L7 (E, F) definimos
a norma reqular de T" por

|T||, = inf {||S|| : S € (L(E,F))*, |T(2)] < S(z) para todo z € ET} .
Entao (L"(E,F),||||;) € um espago de Banach e ||T|| < ||T||, para todo operador requ-

lar T: E — F. Além disso, se F' é Dedekind completo, entio (L"(E,F),||-|l.) € um
reticulado de Banach tal que

I = 1Tl

para todo operador reqular T: E — F.

Demonstracao. Veja [30, Proposition 1.3.6]. O

A partir de agora, e sob as condigoes do teorema acima, L (E, F') serd considerado
munido da norma regular.

29



4.2 Versao reticulada do Teorema de Ryan

Pelo Teorema 4.1.3, se E e F' sao reticulados de Banach com F Dedekind completo,
entdo L7(E; F) é também um reticulado de Banach com a norma regular. Entao Faz
sentido perguntar quando L"(E; F') tem a propriedade de Schur positiva. Conforme anun-
ciado no inicio do capitulo, provaremos nesta secao que isso ocorre se, e somente se, £* e
F tém a propriedade de Schur positiva.

Comecamos com alguns resultados e algumas nogoes que serao tteis.

Lema 4.2.1. Sejam E e F espacos de Banach, 0 # v € E* ¢ 0 # b € F. FEntdo os
sequintes operadores sao isomorfismos sobre suas imagens:

Tb: E” —>'C(E7F) ) Tb(QO)(ZE) = gD(Qf)b, (S E*7$ € E,

Up: F— L(E,F) , Uy(y)(z) =¢(x)y, y€ Fx € E.

Em particular, o espago L(E,F) contém cdpias isomorfas de E* e de F. E se ||| =
|1b]] = 1, entdo essas cdpias sdo isométricas.

Demonstracao. Veja [27, Lema 3.4.1]. O

Nem sempre é verdade que |T'|* = |T*| para todo operador linear regular 7' entre
reticulados de Banach. Isso motiva a seguinte definicao:

Definigao 4.2.2. Diz-se que um par ordenado (E, F') de reticulados de Banach tem a
propriedade de mddulo invariante se |T'|* = |T*| para todo T € L"(E, F).

Teorema 4.2.3. Um reticulado de Banach o-Dedekind completo F' tem norma ordem
continua se, e somente se, para todo reticulado de Banach E, o par (E,F) tem a propri-
edade de maodulo invariante.

Demonstracao. Veja [39, Theorem 5.9 ou Corollary 5.10.]. O

Teorema 4.2.4. Seja E um reticulado de Banach. Se E é um K B-espaco, entao E tem
norma ordem continua.

Demonstragao. Veja [3, p. 232]. ]

Teorema 4.2.5. Todo reticulado de Banach com norma ordem continua ¢ Dedekind com-
pleto.

Demonstragao. Veja [3, Corollary 4.10]. O

Proposicao 4.2.6. Seja E um reticulado de Banach. Se E tem a propriedade de Schur
positiva, entao E tem norma ordem continua e E é Dedekind completo.

Demonstra¢ao. Como E tem a propriedade positiva de Schur, pelo Coroléario 3.2.8 sabe-
mos que F é um K B-espaco. Dali, pelo Teorema 4.2.4 segue que E tem norma ordem
continua.F é Dedekind completo pelo Teorema 4.2.5. O

O conceito a seguir foi introduzido em [10].
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Definicao 4.2.7. Sejam E e F espacos de Riesz. Dizemos que E é positivamente isomorfo
a um subespaco de F' se existe T: E — F que é positivo e um isomorfismo topolégico
de Banach sobre sua imagem.

Proposigao 4.2.8. Sejam E e F' reticulados de Banach. Se F' tem a propriedade de Schur
positiva e E € positivamente isomorfo a um subespaco de F, entao E tem a propriedade
de Schur positiva.

Demonstracdo. Seja (z,), € ET tal que z, — 0. Como E é positivamente isomorfo a
um subespaco de F', existe T': E — F' isormorfismo topolégico de Banach positivo sobre
T(E). Como x, > 0 para todo n € N, temos (T(z,)), € FT. Por ser um isormorfismo
topoldgico de Banach, T é continuo, e portanto T(x,) — 0 em F pelo Teorema 1.2.11.
Por hipétese, F' tem a propriedade de Schur positiva, logo T'(x,) — 0 em F. Por ser
um isormorfismo topoldgico sobre sua imagem, T' tem operator inverso T ': T(E) — E
continuo. Pelo mesmo Teorema 1.2.11 temos

z, =T (T (x,)) — T'0)=0em E.
Isso prova que E tem a propriedade de Schur positiva. O
Agora estamos em condigoes de provar a versao reticulada do Teorema de Ryan.

Teorema 4.2.9. Sejam E e F reticulados de Banach com F Dedekind completo. O
reticulado de Banach L™(E, F) tem a propriedade de Schur positiva se, e somente se, E*
e F' tem a propriedade de Schur positiva.

Demonstra¢ao. Suponha primeiramente que L"(FE, F) tenha a propriedade de Schur po-
sitiva. Vejamos que E* e F' sao positivamente isomorfos a subespagos de L™(E, F). Seja
0 <be F. Do Lema 4.2.1 sabemos que o operador

Ty: E* — L(E,F) , Ty(p)(x) = @(x)b,
¢ um isomorfismo sobre sua imagem. Mostremos agora que 7} é positivo. De fato:

0<peFE" = p(zr)>0paratodo0 <z € FE
= Th(¢)(z) = ¢(x)b > 0 para todo x > 0 pois b > 0

Seja agora 0 < ¢ € E*. Do Lema 4.2.1 sabemos que o operador
Up: F'— L(E,F) , Uy(y)(z) = (x)y,
¢ um isomorfismo sobre sua imagem. Mostremos agora que U, ¢ positivo. De fato:

0<yeF = Ay>0paratodo0 <A eR
= Uy (y)(z) = ¢(z)y > 0 para todo 0 < x € E pois ) >0
= Uy(y) 2 0.

Isso prova que E* e F sado positivamente isomorfos a subespagos de L"(F, F). Como
L(E, F) tem a propriedade de Schur positiva por hipdtese, segue da Proposigao 4.2.8
que E* e F tém a propriedade de Schur positiva.
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Reciprocamente, suponhamos que E* e F' tenham a propriedade de Schur positiva.
Provaremos que L"(FE, F') tem a propriedade de Schur positiva aplicando a implicagao (d)
—> (a) do Teorema 3.2.2. Para isso seja (U,), € (L"(E,F)*",||||;) com ||U,]|, = 1 para
todo n € N. Queremos provar que U, /= 0. Para isso basta provar a existéncia de uma
subsequeéncia (Uy, )x C (), tal que U, £~ 0. Para cada n € N fixado, como ||U,||, = 1
temos

L= U]l = [||Ua]]| = e 10| (=

I

Para todo n, U, > 0, logo |U,|(z) = U,(z) para todo « € E. Dal,

L= |[Unllr = sup [[Un(2)]|£-

w€B+
Logo, existe x,, € Bg+ tal que
Un(z0)||F > % para todo n € N.
Considere em F' a sequéncia (U, (z,)),. Como U, (x,) > 0 para todo n € N, (U, (z,)), C

F*, e ||Uy(x,)]| > 1/2 para todo n. Entao ||U,(z,)|| /= 0. Como F' tem a propriedade
de Schur positiva, Uy, (x,) A= 0 em F. Existe entdo o € F* tal que

o(Up(xy,)) #— 0 em R.

Dai, existem € > 0 e uma subsequéncia (U,, (zn,))r C Un(z,), que satisfaz

U,
o (Uny, (20|
() (2

e <
< o Ol
< |U; (s@l N e
= |Un, ()l
= ||Up (6" = )HE
= Us(¢") = Uy (&)l
< U (0 )!E*+|IU2k(¢’)IE* (4.1)

De ¢ < |p| segue que 0 < || — ¢T. Como, U,, > 0, temos

(lel = ) o (Uy,) > 0.

Ou seja,

Un (el = ¢™) = 0 ou ainda Uy (l¢]) > Uy, (7).

Evidentemente vale o mesmo para ¢~. Pelo Teorema 1.4.15 sabemos que E* é um reti-
culado de Banach, em particular a norma em E* é reticulada. Segue que

U (@)l < 11U, (Dl e (U7, ()l < U5, (el

De (4.1) segue que

e < [|U5, ()]

g+ | Us, (7)) le < 20U, (oDl 2
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Temos Uy > 0 pois U, > 0, logo Uy (|¢]) > 0 para todo k¥ € N. Temos entao
(Us (e € (E*)" e [|Uy (l¢])lz= > €/2 para todo k. Como E* tem a propriedade

de Schur positiva, Uy (|¢]) = 0. Portanto existe 1» € E** tal que
(U, (Iel)) 7= 0. (4.2)
O operador
T:L(BE,F) — R
U — TWU) = (|e),

estd bem definido pois o adjunto é tnico. Vejamos que é linear: para todos U,V €
L'(E,F)eX€eR,

T(U+AV)) = (U +AV)(|e])

= V(U ([e])) + 2 (V7 (l¢l))
= T(U)+ \T(V).

Agora, veja que

T = U ()l

< [l - 1T ([l |

= |[llge - 1O = @)1 Il o

< Al - IO - Ml + Nl - 1O - |l || .-
Como (U*)* < |U*| e (U*)” < |U*| temos

IO < MU e [ < U]l
Segue que
T < 1¥lle=- 1T Mol + 19lle- - [T - Melllr
< Nblle= - U Meellle + 1o lle= - 1T - Hellle
= 2[¢lle= - Ul - lllolll -

Pela Proposicao 4.2.6 sabemos que F' é Dedekind completo e tem norma ordem continua.
O Teorema 4.2.3 garante que o par (F, F') tem a propriedade de médulo invariante. Dai,

7)< 2l[@lle- - U - el

= F*
= 2l[@llge - MUTN - el e
= 2[¢lle- - U Helll -
= 2[¢lle- - [1UI - Nl -

Isso prova que T' é continuo, e portanto 1" € (L(E, F'))*. Por (4.2) temos
T(Uny) = (U, (l¢]) 7= 0.

Em resumo, encontramos um funcional linear continuo que aplicado na subsequéncia (U, )
nao converge a 0. Isso implica que U,, 45 0, e portanto U, A= 0. Pelo Teorema 3.2.2
concluimos que L"(E, F') tem a propriedade de Schur positiva. ]
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Exemplo 4.2.10. Sejam E um AM —espacgo e F' um AL—espaco. Pelo Exemplo 3.2.12
sabemos que F' tem a propriedade de Schur positiva. E pelo Teorema 3.2.10 sabemos que
E* é um AL—espaco, portanto E* também tem a propriedade de Schur positiva. Pelo
Teorema 4.2.9 segue que o reticulado L"(E, F') tem a propriedade de Schur positiva.
Uma vez que ¢ e ¢, tém a propriedade de Schur, o espago L(cop,¢1) é o exemplo
classico de espaco de operadores que tem a propriedade de Schur. O fato que enunciamos
no paragrafo anterior mostra que, para a propriedade de Schur positiva, podemos tomar
espagos de operadores de qualquer AM-espaco a valores em qualquer AL-espago.
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Capitulo 5

A Propriedade de Schur Positiva em
Espacos Duais

Neste capitulo estaremos interessados em quando o dual £* de um reticulado de Ba-
nach F tem a propriedade de Schur positiva. Como E* também é um reticulado de
Banach, as caracterizagoes provadas no Capitulo 3 se aplicam a E*. Mas para reticulados
duais existem outras caracterizagoes que sao muito uteis, e neste capitulo vamos provar
vérias delas. E comum em Anélise Funcional obter caracterizagoes de uma propriedade
do espaco por meio de propriedades de operadores definidos no espaco. Para um exemplo
disso no caso de reticulados de Banach, veja o Lema 5.1.6. Seguindo essa linha, prova-
remos caracterizagoes da propriedade de Schur positiva em E* por meio de propriedades
especiais de operadores lineares definidos em FE.

As caracterizagoes provadas neste capitulo exigem um grande numero de defini¢oes
e resultados bem conhecidos, que serao apresentados, sem demonstragao, na primeira
segdo do capitulo. A maioria desses resultados podem ser encontrados no livro [3]. Os
resultados principais do capitulo, que em sua maioria estao enunciados em [41], muitos sem
demonstracao ou apenas com demonstragoes resumidas, serao provados detalhadamente
na segunda secao.

5.1 Resultados preliminares

Comecamos com algumas classes especiais de operadores lineares.

Definicao 5.1.1. Sejam X e Y espago de Banach. Um operador T': X — Y é chamado
de operador de Dunford-Pettis, ou operador completamente continuo, se T leva sequéncias
fracamente convergentes em X em sequéncias convergentes na norma de Y.

E conhecido que T é de Dunford-Pettis se, e somente se, T" transforma conjuntos

relativamente fracamente compactos em X em conjuntos totalmente limitados na norma
de Y.

Lembremos que um subconjunto A de um espaco métrico é totalmente limitado se para
todo € > 0 existem n € N e z1,...,z, € A tais que
n

A C | B(zg,€).
k=1
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Definicao 5.1.2. Um operador linear 7' : X — Y entre espacos vetoriais normados é
dito compacto se T'(Bx) é um subconjunto relativamente compacto de Y. No caso em que
Y é um espago de Banach, basta T'(Bx) ser um conjunto totalmente limitado em norma.

E conhecido que T é compacto se, e somente se, para toda sequéncia (z,), limitada
em X, (T(z,)), admite subsequéncia convergente na norma de Y.

Definicao 5.1.3. Um operador linear 7' : X — Y entre espacos de Banach é dito
fracamente compacto se T' transforma conjuntos limitados em norma de X em conjuntos
relativamente fracamente compactos de Y.

De acordo com o Teorema de Eberlein-Smulian (Teorema 3.40), T ¢ fracamente com-
pacto se, e somente se, para toda sequéncia (x,), limitada em X, (T(z,)), admite sub-
sequencia fracamente convergente Y.

Teorema 5.1.4 (Gantmacher). Um operador linear continuo T entre espagos de Banach
¢ fracamente compacto se, e somente se, seu adjunto T* € fracamente compacto.

Demonstracao. Veja [3, Theorem 5.23]. O

Definicao 5.1.5. Um operador T': E — F' entre dois espacos de Riesz dito ordem limi-
tado se T' transforma subconjuntos limitados em ordem de E em subconjuntos limitados
em ordem de F.

Denotaremos por L°(E, F) o conjunto de todos os operadores ordem limitados de F
em F'.

Lema 5.1.6. As seguintes afirmacoes sao equivalentes para um reticulado de Banach
o-Dedekind completo E:

(a) Todo operador linear de Dunford-Pettis T : E — ¢y € reqular.
(b) E tem norma ordem continua.
Demonstracao. Veja[4l, Lemma 1.]. O

Definigao 5.1.7. Seja E um reticulado de Banach. Um subconjunto A C E é chamado
de quase ordem limitado se para todo € > 0 existe u € ET tal que

Teorema 5.1.8. Se um reticulado de Banach E é uma faiza de seu bidual E**, entdo todo
subconjunto relativamente fracamente compacto de E tem envoltoria solida relativamente
fracamente compacta.

Demonstragao. Veja [3, Theorem 4.39]. ]

Teorema 5.1.9. Sejam E e F' espacos de Riesz Arquimedianos. Se F' é Dedekind Com-
pleto, entao L™ (E, F) é um espaco de Riesz Dedekind completo que contém todos os ope-
radores ordem limitados.

Demonstracao. Veja [30, Theorem 1.3.2]. O
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Teorema 5.1.10. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para um reticulado de Banach
E:

Demonstragao. Veja [3, Theorem 4.9]. O]

A segunda afirmacao do resultado a seguir serd usada muitas vezes nas demonstragoes
da préxima secao.

Teorema 5.1.11. Para quaisquer subconjuntos sélidos A e B de um espaco e Riesz,
A+ B € um conjunto solido. Em particular, se E € um espaco de Riesz e yp € E, entao
Bg + [—p, 1] € um conjunto sdlido.

Demonstragao. Veja [3, p. 31]. ]

Definicao 5.1.12. Um subconjunto A de um reticulado de Banach que é limitado em
norma é dito disjunto fracamente compacto (disjunto compacto, respectivamente) se toda
sequéncia positiva disjunta em Sol(A) é fracamente nula (nula em norma, respectiva-
mente).

Teorema 5.1.13. Seja T : E — X wum operador continuo de um reticulado de Banach
E em um espago de Banach X. Seja A um subconjunto solido limitado em norma de E.

Se
Hm||(T(x,))||x = 0 para toda sequéncia disjunta (x,), C A,

entdo para cada € > 0 existe p € ET tal que
I (] = ) <

para todo x € A.
Demonstragao. Veja [3, Theorem 4.36]. ]
Lema 5.1.14. Seja A um subconjunto ndao vazio limitado em norma de cq. Seja

sp =sup{|a,|: a = (ai,aq,...) € A}, n €N,
Entdo, A € totalmente limitado em norma se, e somente se, s, — 0.
Demonstracao. Veja [3, p. 168]. ]

O resultado a seguir é um versao, devida a Lotz, do Teorema de Hahn-Banach para
reticulados de Banach.

Teorema 5.1.15. Sejam F um subreticulado fechado de um reticulado de Banach E e
© € F* um funcional linear positivo. Entdo ¢ possui uma extensdo linear positiva p
definida em E tal que ||¢|| = ||@]|-
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Demonstragao. Veja [26], Corollary 1.3]. ]

Teorema 5.1.16. Seja (r,), uma sequéncia disjunta em um espago de Riesz E. Se (fu)n
¢ uma sequéncia em E~, entao existe uma sequéncia disjunta (gn), de E~, positiva no
caso em que (fn)n for positiva, tal que |g,| < |fu| € gn(xn) = f(2,) para todo n € N.

Demonstragao. Veja [3, p. 77]. ]

Teorema 5.1.17. Um reticulado de Banach E tem norma ordem continua se, e somente
se, toda sequéncia disjunta de B« é w*—convergente a 0.

Demonstragao. Veja [3, p. 252]. ]

Lema 5.1.18. Seja E um reticulado de Banach tal que um operador T : E — ¢y € de
Dunford-Pettis se, e somente se, T € reqular e E € o— Dedekind completo, entao E é um
K B—espaco.

Demonstracao. Veja [40, Lemma 2. O

No teorema a seguir, (), é a sequéncia dos funcionais biortogonais associados a base
de Schauder canédnica (e,), de .

Teorema 5.1.19. Seja X um espaco de Banach.

(i) Um operador linear T : X — ¢q € continuo se, e somente se, a sequéncia (T*(e})),
¢ fraca-estrela nula em X*.

(ii) Um operador linear continuo T : X — ¢y é fracamente compacto se, e somente se,
a sequéncia (T*(ef))n € fracamente nula em X*.

(iii) Um operador linear continuo T : X — ¢y é compacto se, e somente se, a sequéncia
(T*(€}))n converge a 0 em norma em X*.

Demonstragao. Veja [17, p. 114]. ]

Teorema 5.1.20. Todo operador linear compacto entre espacos de Banach é de Dunford-
Pettis, e todo operador linear de Dunford-Pettis € continuo.

Demonstragao. Veja [3, p. 340]. ]

Definicao 5.1.21. Sejam X um espago de Banach e E um reticulado de Banach. Um
operador linear continuo 7' : X — E ¢é dito semi-compacto sempre que para cada € > 0
existir um vetor u € ET tal que

(T ()] — )"l <€
para todo = € By.

Definicao 5.1.22. Um operador linear continuo 7" : X — FE de um espac¢o de Banach
X em um reticulado de Banach F é dito L—fracamente compacto se lim|y,|| = 0 para

toda sequéncia disjunta (y,), contida na envoltéria sélida de T'(Bx).
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Definicao 5.1.23. Um operador linear continuo 7" : £ — X de um reticulado de
Banach em um espago de Banach é dito M —fracamente compacto se limT'(x,,) = 0 para

toda sequéncia disjunta limitada em norma (z,,), C E.
Teorema 5.1.24. Sejam E um reticulado de Banach e X um espago de Banach.

(i) Um operador linear T : E — X é M—fracamente compacto se, e somente se,
T : X* — E* é L—fracamente compacto.

it) Um operador T : X — E é L—fracamente compacto se, e somente se, T* : E* —»
X* € M—fracamente compacto.

Demonstragao. Veja [3, Theorem 5.64]. ]

Teorema 5.1.25. Todo operador linear positivo M -fracamente compacto entre reticulados
de Banach € semi-compacto.

Demonstracao. Veja [3, Theorem 5.72]. O

Teorema 5.1.26. Um espaco métrico 2 € compacto se, e somente se, & é completo e
totalmente limitado em norma.

Demonstracao. Veja [4, Theorem 3.28]. O

Teorema 5.1.27. A subset A de um espaco de Banach X € fracamente relativamente
compacto se, e somente se, para todo € > 0 existe um subconjunto W C X fracamente
compacto tal que

AcCW + EBx.

Demonstracao. Veja [4, Theorem 3.44]. ]

Teorema 5.1.28. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para um subconjunto A de
um espaco vetorial normado:

(i) A € totalmente limitado.

(ii) Para cada vizinhanga V' de zero existe um conjunto totalmente limitado B tal que
ACB+V.

Demonstracao. Veja [3, Theorem 3.1]. O

5.2 Resultados principais

Primeiro exploraremos algumas propriedades dos conjuntos ordem limitados e com-
pactos no espago c¢g. Varios desses resultados sao mencionadas, sem demonstragao, por
Wnuk em [41]. Demonstraremos a maioria deles.

Lema 5.2.1. Se A é um subconjunto compacto de ¢y, entao existe uma sequéncia positiva
r = (Tp)n € co tal que |y| < x para todo y € A. Isso implica que todo subconjunto
compacto em cq € ordem limitado.
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Demonstracao. Seja A C ¢y compacto. Para cada k € N, provemos que a seguinte funcao
é continua:

frico — R, fil(y;);) = lul,

Para isso seja (yn)n C ¢, tal que y, — z € co. Digamos y, = (y7); para cadan € N e
z = (z;);. Dado € > 0 existe ny € N tal que

lyn — 2]loc = sug ly; — zj| < € para todo n > ny.
je

Segue que
|y§‘ —zj| <e

para todo n > ngy e para todo 7 € N. Isso mostra que, para cada 7 € N, a sequéncia
(Y7 )n converge para zj, isto é y7 =y zj para todo j € N. Da continuidade das operagoes
reticuladas segue que

Y7 | "% |z| para todo j € N.
Logo,

n—oo

Se(yn) = |yl — 26l = fi(2).
Isso prova que fi é continua para todo k € N. Como A é compacto, fr(A) é compacto
em R para todo k£ € N. Em particular, cada f;(A) é limitado e portanto podemos tomar
xr € R tal que

xr, = sup fr(A)
= sup{fp(y) 1y € A}
= sup{lys| 1 y = (y;); € A}. (5.1)

Pela definicdo de supremo, x; > |y;| para todo y = (y;); € A e para todo k € N. Isso
implica duas coisas: (i) zx > 0 para todo k; (ii) Tomando z := (z)k, temos |y| < x para
todo y = (y;); € A. Para completar a demonstracao resta mostrar que x € ¢g. Para isso
suponha que = ¢ c¢y. Neste caso existe € > 0 tal que, para todo n € N existe k, com
k, > n tal que

T > €.

n —

Por outro lado, como A ¢ totalmente limitado, por ser compacto, e £ > 0, existem s € N
e Y1, Ya,--.,Ys € A tais que
s €
A C U B (yj7 —) .
j=1 3

Escrevendo y; = (y2), para j = 1,..., s, como cada y; € ¢ existe um nimero natural N;
tal que

€
ly? | < 3 para todo n > N;.

Seja w = (wy,), € A. Entao, w € B (yj, %) para algum j = 1,...,s. Veja que

lwa| = |w, — v + vl

lwn — vl + |yl

IN
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para todo n € N. Mas, |w, — yJ| < sup {|wy, — yi|}. Dai,
keN

wa| < sup {Jwr =yl } +[y])|
keEN
= flw = yjllct|yl
< <+l
3 n
para todo n € N. Se, além disso, n > Nj, entao

2€
3
Para N; € N, como = ¢ ¢ existe ky, € N com ky, > N; tal que

€ .
|wn| < g + |y31| <

Thy, > €.

Aplicando (5.1) para ky; € N obtemos
Thy, = SUP {kaNj! ry = ()i € A} :

€
Como Thy, — 3 < Ty, pela defini¢do de supremo existe t = (t;); € A tal que

Mas ja sabemos que xy, > €e |ty | < %, portanto
J J

2e € 2e
£y < Ty, — 3 <ty | < 3
Essa contradicao prova que x € ¢y e completa a demonstragao. O

Lema 5.2.2. Para todo i € cf, o ordem intervalo [—pu, u| é totalmente limitado em
norma.

Demonstragdo. Seja 1 = (y1, pia,...) € ¢ e considere o ordem intervalo [—pu, u]. Para
cada n € N definimos

sp =sup{la,|:a = (a1,a9,...) € [—p, p]}.
Como cada p,, > 0, temos
la,| < p, para todo n € N.
E como |a,| > 0, temos 0 < |a,| < u, para todo n € N. Dal,

sup {0} < sup {[an|} < sup {un},
a€l—p,u] a€[—p,u] a€[—p,u]

donde segue que

0<s,= sup {lan|} < pn.
CLE[*,LL“LL}

Como i € ¢g, p, — 0, e das desigualdades acima segue que s, — 0. Por Lema 5.1.14
concluimos que [—u, p] é totalmente limitado em norma. O
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Corolario 5.2.3. Seja A um subconjunto de ¢y tal que para todo € > 0 existe p € c§ de
forma que A C [—p, ] + €Be,. Entao A € totalmente limitado em norma.

Demonstragdo. Por hipdtese, para € > 0 existe u € ¢f tal que A C [—u, u] + €B.,. Pelo
Lema 5.2.2 sabemos que o ordem intervalo [—pu, ] é totalmente limitado em norma. Segue
do Teorema 5.1.28 que A é totalmente limitado em norma em cg. O

Corolario 5.2.4. Todo subconjunto de ¢y quase ordem limitado € relativamente compacto.

Demonstracao. Seja A um subconjunto quase ordem limitado de ¢y. Por definicao, para
todo € > 0 existe p € cf tal que A C [—pu, u] + €B,,. Pelo Corolério 5.2.3 segue que A
é totalmente limitado em norma em c¢q. Como ¢ é um espaco de Banach, A é completo
em ¢y. Pelo Teorema 5.1.26 concluimos que A é compacto, ou seja, A é relativamente
compacto. ]

Lema 5.2.5. Sejam E, F e G espacos de Banach.

(i) Se E ou F € reflexivo, entdo todo operador linear continuo T : E — F' € fracamente
compacto.

(ii) SeT: E — F eS: F — G sdo operadores lineares continuos com pelo menos
um deles fracamente compacto, entao S oT' € fracamente compacto.

Demonstragao. (i) Suponha primeiramente que F' seja reflexivo e seja (z,,),, uma sequéncia
limitada em E. Como T é continuo, a sequéncia (1'(x,)), ¢ limitada em F. Pela refle-
xividade de F, (T'(z,)), possui uma subsequéncia fracamente convergente. Segue que
T é fracamente compacto. Suponha agora que E seja reflexivo. Se (x,), C E é limi-
tada, a reflexividade de E garante a existéncia de uma subsequéncia (z,,); fracamente
convergente, digamos s x € E. Por ser continuo, T é fraco-fraco continuo, logo
T(xn,) — T(z) € F. Assim, (T'(z,)), tem subsequéncia fracamente convergente, o que
garante a compacidade fraca de T'.
(ii) Suponha que T seja fracamente compacto e seja (z,,), uma sequéncia limitada em
E. Entao (T(x,)), possui uma subsequéncia fracamente convergente, digamos T'(z,, ) —
y € F. Como S é operador continuo, S(T(z,,)) — S(T(y)) € G. Isso prova que SoT é
fracamente compacto. O caso em que S é fracamente compacto segue de forma andloga.
O

Provaremos a seguir o ultimo ingrediente que falta para os resultados principais do
capitulo.

Lema 5.2.6. Todo operador linear positivo entre espagos de Riesz € limitado em ordem.

Demonstracao. Sejam E e F espacos de Riesz e T': E — F um operador linear positivo.
Para provar que T é limitado em ordem, seja A C E um conjunto ordem limitado. Existem
entao y, 2 € I tais que

y <z < z para todo = € A.

Tomando p = sup{|y|,|z|} temos A C [—p,u], e portanto T(A) C T([—p,u]). Como
p € Et e T é positivo, temos T(u) > 0. Seja x € [—pu,p]. Entdo p—z > 0, logo
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T(u —x) > 0 pois T é positivo, e dai T'(u) — T'(x) > 0. Segue que T'(u) > T'(x), e da
mesma forma temos T'(—p) < T'(x). Assim,

T(A) CcT([=p, p]) € [T(=p), T ()],
provando que T é ordem limitado. O
Provaremos a seguir o primeiro resultado principal desta secao.

Teorema 5.2.7. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para um reticulado de Banach

(a) Todo subconjunto disjunto fracamente compacto de E € disjunto compacto.
(b) Todo subconjunto relativamente fracamente compacto de E € disjunto compacto.
(¢) E tem a propriedade de Schur positiva.

(d) Um subconjunto A de E € relativamente fracamente compacto se, e somente se, A
¢ quase ordem limitado.

(e) O reticulado de Banach E € o-Dedekind completo e um operador T : E — ¢ € de
Dunford-Pettis se, e somente se, T € reqular.

(f) Toda sequéncia normalizada, positiva e disjunta em E possui uma subsequéncia
equivalente a base canonica de {y.

Demonstracao. (a) = (b) Seja A um subconjunto relativamente fracamente compacto
de E. Pelo Teorema 1.4.17, toda sequéncia disjunta na envoltéria sélida de A é fraca-
mente nula. Como conjunto fracamente compacto é limitado, pela hipdtese segue que A
é disjunto compacto.

(b) = (c) Seja (1,),, uma sequéncia positiva disjunta em E tal que x,, — 0. Pelo Lema
3.2.1, o conjunto A = {x,, : n € N} é relativamente fracamente compacto. Por hipétese,
A é disjunto compacto, e portanto x, —> 0. Isso prova que F tem a propriedade de
Schur positiva.

(¢) = (d) Seja A um subconjunto relativamente fracamente compacto de £. Como E
tem a propriedade de Schur positiva, pelo Corolario 3.2.8 sabemos que E é um K B-espaco.
Do Teorema 1.4.13 segue que E é uma faixa de E**. Pelo Teorema 5.1.8 concluimos que
sol(A) é relativamente fracamente compacta. Pelo Teorema 1.4.17, para toda sequéncia
disjunta (z,,), C sol(A) tem-se x,, — 0. Como E tem a propriedade de Schur positiva
por hipétese, ||z,|| — 0. Considerando o operador identidade I : E — FE, o que
acabamos de mostrar prova que

1 (@)l = [lznll — 0
para toda sequéncia disjunta (x,,), C sol(A). Para todo € > 0, pelo Teorema 5.1.13 existe
algum p € E7 tal que
(] = )"l < e (5.2)
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para todo = € sol(A4). Dessa ultima desigualdade segue que (x| — u)* € eBg. Agora,
veja que de > 0 e |z| > 0 decorre que || A > 0. Além disso |z| A p < u, e portanto

(2| A p € [—p, p]. (5.3)
Pelo Teorema 1.3.8 temos |z| = (|z| — pu)* + |z| A p. De (5.2) e (5.3) obtemos
|z] € [=p, p] + €Bp.

O Teorema 5.1.11 garante que o conjunto [—u, p] + eBg é sélido. Como |z| < |z|, segue
que = € [—pu, u] + eBg para todo x € A. Estd provado que A é quase ordem limitado.

Agora suponha que A é quase ordem limitado, entdao para todo € > 0 existe p € E™
tal que
A C [—p, ) + eBg.

Pelo Lema 5.1.18 sabemos que E é um K B- espaco, logo E tem norma ordem continua.
Dai, pelo teorema 5.1.10 [—p, ] é fracamente compacto para todo € > 0. Pelo teorema
5.1.27 A é relativamente fracamente compacto.

(d) = (e) Seja T : E — ¢ um operador de Dunford-Pettis. Para todo p € E, o
ordem intervalo [—pu, | é quase ordem limitado, logo [—pu, ] é relativamente fracamente
compacto por hipotese. Como [—p, ] é um subconjunto convexo, pelo Teorema de Mazur

(Teorema 1.2.9) temos que [—p, ] = [, ] = [—p, 4] 6 fracamente compacto. Por T ser
um operador de Dunford-Pettis, T'([—pu, p]) é compacto em ¢q. E pelo Lema 5.2.1 sabemos
que conjuntos compactos em ¢y sao limitados em ordem. Vejamos que T' é um operador
ordem limitado. Para isso seja A C E ordem limitado. Podemos tomar p € ET tal que
A C [—p, p], dai T(A) C T([—p, p]) que é ordem limitado, portanto, T' € L°(E, ¢y). Como
co ¢ Dedekind completo, do Teorema 5.1.9 decorre que L°(E, cy) C L7(E, ¢y), donde segue
que T é regular.

Reciprocamente, suponha que 7' : E — ¢ seja regular. Neste caso existem operado-
res lineares positivos Py, Py: E — ¢ tais que

T:.Pl—PQ.

Devemos provar que T' é de Dunford-Pettis. Para isto tomaremos um subconjunto relati-
vamente fracamente compacto em E e mostraremos que sua imagem por 7" é relativamente
compacta em ¢g. Como a soma de dois conjuntos relativamente compactos é relativamente
compacto, basta provar para operadores positivos. Sejam entao T : ' — ¢y um operador
positivo e A C F relativamente fracamente compacto. Por hipdtese, A é quase ordem
limitado, isto é, existem € > 0 e u € E™ tais que A C [—pu, u]+€eBg. Chamando z = T'(p),
segue que

T(A) < T([=p,p) + €T (Bg)

C [—z,z]|+ €I'(Bg)
C [=2, 2]+ €Be (0, |T1)
C [~z 2]+ €||T|| B,

Isso prova que T'(A) é quase ordem limitado em ¢y. Do Corolério 5.2.4 segue que T'(A) é
relativamente compacto, provando que 1" é um operador de Dunford-Pettis.
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A hipétese garante que todo ordem intervalo em E é relativamente fracamente com-
pacto. Do Teorema 5.1.10 segue que E é o-Dedekind completo.

(e) = (f) A ideia é tomar uma sequéncia disjunta positiva normalizada em E e, por meio
de operadores, mostrar que ela nao possui uma subsequéncia fracamente de Cauchy. Em
seguida usaremos o Teorema de Rosenthal para concluir. Seja entao (z,), uma sequéncia
normalizada positiva disjunta. Para n fixo, considere o subespago [z,] de E gerado por
x,. Por ter dimensdo finita, [z,]| é fechado e, para todo A € R,

Az = (A || = A2, € [22].
Isso mostra que [x,] é um subreticulado fechado. Vejamos que

foilzn] — R
ATy, > M|z,

é um funcional linear positivo. A linearidade é 6bvia. Se Azx,, > 0, como z, > 0, temos
A > 0. Logo fn(Az,) = Al|x,|| > 0. Isso prova a positividade. Mais ainda,

[full = sup {[fu(@)] - llzfl = 1,2 € [2n]}

= sup {|Az|l| : [Azn| =1} = 1.
Isso prova que f, é continuo. Note também que f,(z,) = ||x,||. Pelo Teorema 5.1.15, f,
admite uma extensao linear positiva g, definida em E tal que ||f,|| = ||gn||. Pelo Lema

5.2.6 todo operador positivo é ordem limitado, logo g, € E~ para todo n € N. Pelo
Teorema 5.1.16 existe uma sequéncia positiva disjunta de funcionais (h,), C (E~)* tal
que |h,| < |gn|. Segue que ||h,]] < ||lgal| =1 e

ho(2n) = gn(n) = fu(Tn) = |20 = 1.

Pelo Lema 5.1.18 sabemos que E é um K B- espaco, logo E' tem norma ordem continua
pelo Teorema 4.2.4. Como a sequéncia (h,), é disjunta, pelo teorema 5.1.17 temos

hn, “% 0 em E.
O operador

T:E — ¢
r — (hp(x))n,

estd bem definido pois A, 0. Vejamos que T' é positivo: se x > 0, como h,, > 0, entao
hn(x) > 0 para todo n € N. Dai, T' é regular por ser positivo. Pela hipétese, T' é de
Dunford-Pettis. Agora suponha que (x,), possua uma subsequéncia (x,, ) fracamente
de Cauchy. Como E é um K B—espaco, E é fracamente sequencialmente completo pelo
Teorema 1.4.13, o que implica que (z,,); € fracamente convergente a algum = € FE.
Como essa subsequéncia esta contida no conjunto relativamente fracamente compacto
{zy, : k € N}, pelo Teorema 1.4.17 concluimos que essa subsequéncia é fracamente nula,
isto é,
Ty, — 0.
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Por T ser um operador de Dunford-Pettis,

sup hi (@) = (i (n))illoe = 1T (@) lloc — 0.

ieN
Mas para i = ng temos hy, (x,,) = ||z, ] = 1, e portanto, sup h;(z,, ) > 1. Essa
ieN
contradi¢ao nos permite concluir que (z, ), nao possui subsequéncia fracamente de Cauchy.
Pelo Teorema ¢; de Rosenthal (Teorema 1.2.6), a sequéncia (), possui uma subsequéncia
equivalente a base canonica de ¢;. Provamos que toda sequéncia positiva, disjunta e
normalizada em E admite uma subsequéncia equivalente a base canonica de /7.

(f) = (a) Seja A C E um conjunto disjunto fracamente compacto. Suponha que A nao
seja disjunto compacto. Neste caso existe uma sequéncia disjunta positiva (z,), C Sol(A)
tal que

Tn #— 0.

Como A é disjunto fracamente compacto, temos x, — 0. Seguindo os passos da de-
monstracao do Teorema 3.2.2, concluimos que existe em F uma sequéncia positiva, dis-
junta e normalizada (yy)x fracamente nula. Pela hipétese, (yx)r possui uma subsequéncia
(Yx, )m equivalente & base canonica de £;. Como 3, — 0, temos 1, — 0. Isso é uma
contradicao pois a base canonica de ¢; nao é fracamente nula. Portanto, A é disjunto
compacto. ]

Corolario 5.2.8. Seja E um reticulado de Banach. E ¢é 1-disjunto homogéneo se, e so-
mente se, toda sequéncia positiva, normalizada e disjunta possui uma subsequéncia equi-
valente ¢ base canodnica de ¢;.

Demonstracao. Segue direito do teorema anterior e do teorema 3.2.4 O]

A seguir concluiremos nosso estudo provando as caracterizagoes da propriedade de
Schur positiva em espagos duais por meio de operadores lineares compactos e fracamente
compactos.

Teorema 5.2.9. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para um reticulado de Banach

(i) E* tem a propriedade de Schur positiva.

(ii) Todo operador linear fracamente compacto definido em E e tomando valores em um
espaco de Banach qualquer é M — fracamente compacto.

(iii) Todo operador linear fracamente compacto T : E — ¢o € M — fracamente compacto.

(iv) Todo operador linear positivo e fracamente compacto T : E — ¢y é M — fracamente
compacto.

(v) Todo operador linear positivo e fracamente compacto T : E — cq € um operador
de Dunford-Pettis e E nao contém copia reticulada de ¢;.

(vi) Todo operador linear positivo e fracamente compacto T : E — ¢q € compacto.
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Demonstragao. (i) == (ii) Seja T' um operador linear fracamente compacto definido
em F a valores em um espaco de Banach X. Por hipotese, E* tem a propriedade de
Schur positiva, logo E* é um K B—espaco pelo Corolario 3.2.8. Aplicando o Teorema
1.4.13 podemos concluir que E* é uma faixa de E***. Do Teorema 5.1.8 segue que todo
subconjunto relativamente fracamente compacto de E* tem envoltéria sélida relativamente
fracamente compacta. Sabemos pelo Teorema de Gantmacher (Teorema 5.1.4) que T™* é
fracamente compacto, e portanto, T7*(Bx+) é um subconjunto relativamente fracamente
compacto de E*. Seja (x,), C Sol(T*(Bx+)) uma sequéncia disjunta. Pelo Teorema
1.4.17, como T*(Bx-) é relativamente fracamente compacto, temos z,, — 0. Usando
novamente que E* tem a propriedade de Schur positiva, temos que z,, — 0 para toda
sequéncia disjunta em Sol(T*(Bx+)). Isso implica que T*(Bx+) é um conjunto disjunto
compacto. Isso prova que o operador T* é L—fracamente compacto. Segue que T é
M —fracamente compacto pelo Teorema 5.1.24.

As implicagoes (ii) == (iii) e (iii) = (iv) sdo imediatas e nao requerem demons-
tragao.
(iv) = (v) Seja T : E — ¢g um operador linear positivo fracamente compacto. Por
hipétese temos que T' é M — fracamente compacto. Pelo Teorema 5.1.25 concluimos que
o operador T' ¢ semi-compacto, e portanto para todo € > 0 existe um vetor u € cg tal que

1T (x)] = )|l < e

para todo x € Bg. Chamando w = T'(u), temos

(1T ()| = w)* = (IT()] = T(n))"
De |T'(x)] <|T|(]z|) segue que |T'(z)| — w < |T|(|z|) — w. Portanto,
(7@ —w)™ < (7T|(l2]) —w)*

= (T(|2]) - T(n)*
— (T(J] — )"

E de
T(lz] = p) = (T(lx| = p)" = (T(|2| = p))~

segue que

T(jel =) = T((|z] = p)" = (2] = p)7)
= T((Jel = w)") = T((lz] = 1)7)-

Pelo Teorema 1.4.8,
(Tl = p)" < T((|2] = )7)-

Assim,
(IT(2)] = w)*" < T((|l] — p)").

Como a norma de ¢; é reticulada, temos
1(T(2)] —w) ™| < 1T ((|lz] = ) Il < e
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Isso implica que (|7'(z)| — w)*™ € eB,,. Sabemos ainda que
0<T(z]) Nw < w,
portanto T'(|z| A w) € [—w,w]. Assim, da igualdade
T(jxl) = (T(jxl) = w)" +T(|z]) A w,
segue que
T(|z]) € €Bey + [—w, w]

para todo x € Bg. Usando que a soma de dois conjuntos sélidos é também um con-
junto sélido, temos que €B,, + [—w,w] é um conjunto sélido. Combinando isso com a
desigualdade |T'(z)| < T'(|x|) segue que

T(z) € €B,, + [—w, w]

para todo = € Bpg. Isso prova que T(Bg) é um conjunto quase ordem limitado. Logo
T(Bg) é totalmente limitado em norma em ¢ pelo Corolario 5.2.3. Isso implica que T é
um operador compacto, e portanto 7' é de Dunford-Pettis pelo Teorema 5.1.20.

Resta provar que E nao contém copia reticulada de ¢;. Argumentando por contradicao,
suponha que F tenha uma cépia reticulada de /1. Neste caso, EY tem uma cdpia reticulada
complementada de ¢; pelo Teorema 1.4.19, e portanto existe um operador linear

Sigl—>E,

que ¢ isomorfismo de Banach e de Riesz sobre um subespaco complementado de E. Po-
demos entao escrever E = p(f1) @ F para algum subespago fechado F de E. E claro que
o operador projecao

WliE:S(gl)@F — S(@l)
r+y —> x,

¢ um operador linear positivo. Consideremos agora o operador inverso
S_l : S(El) — 51

e a inclusao

ifl :gl > Co,
que também sao operadores lineares positivos (relembre que, por ser um homomorfismo
de Riesz, S e S~! sao positivos). Obviamente, o operador composicao g, 0 S™% o 7y,

E 5 S(6) 55 0, 1

é um operador positivo. Provemos que é fracamente compacto. Para isso considere as
inclusoes
11 51 HEQ e 19: 62 — Cp.

Considerando a composigao
1 571 i1
EF— 5(61) — 61 — 52,
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o operador i; o S~! o 7 toma valores no espaco reflexivo £y, e portanto é fracamente
compacto pelo Lema 5.2.5. Por este mesmo teorema e pelo mesmo motivo, o operador i,
é fracamente compacto. Considerando a composicao,

£1 L>£2 i)CQ,

novamente pelo Lema 5.2.5 temos que 7507, é fracamente compacto. E claro que 19011 = 1p,,
logo iy, é fracamente compacto. Aplicando o Lema 5.2.5(b) obtemos que o operador

TI:iKIOS_loﬂli E — ¢

¢ fracamente compacto. Por hipdtese, T' é M —fracamente compacto. Como S é homo-
morfismo de Riesz e (e,), é uma sequéncia disjunta limitada em /1, a sequéncia (S(ey)),
¢ disjunta e limitada em E. Para todo n,

T(S(en)) = (ie, 087 om)(S(en))
(i, © S71)(S(en))

iﬁl (6n>

= e,

Assim, (S(en)), ¢ uma sequéncia disjunta e limitada em F, mas (T'(S(e,)))n = (én)n
nao converge para zero em co pois ||e,||oc = 1 para todo n. Isso prova que T nao é
M —fracamente compacto. Essa contradicao completa a demonstracao de que F nao
contém uma copia reticulada de ¢;.

(v) = (vi) Seja T': E — ¢y, um operador linear positivo e fracamente compacto. Por
hipétese, T' é um operador de Dunford-Pettis e E nao contém cépia reticulada de ¢;. Seja
(), uma sequéncia disjunta e limitada em norma em E. Pelo Teorema 1.4.19,

z, — 0 em F.

Por ser um operador de Dunford-Pettis, logo T'(x,) — 0. Provamos que T'(x,,) — 0
para toda sequéncia disjunta e limitada em E. Como a bola Bg é um conjunto sélido
(Exemplo 1.4.2), aplicando o Teorema 5.1.13 temos que para cada ¢ > 0 existe algum
e ET tal que

IT((lz| = ) ")l < e

para todo x € Bg. Repetindo o procedimento que fizemos anteriormente, tomando w =

T (1) € cf, temos
(IT(@)| —w)" = (IT(=)] = T(n)).

Como |T'(x)| < |T|(|x]),
T (z)| —w < |T|(|2]) — w.

Dali,
(IT@)] =w)" < (T[(Jz]) — w)*

= (T(jz]) = T(w)"
= (T(jx| = )"



T(|lz| = p) = (T(Jz| = )" = (T(|z] = ),
obtemos
T(lz|=p) = T((Jz| = )" = (2] —p)7)
= T((Jz| = )") = T((Jz] — 1)7).
Pelo Teorema 1.4.8,
(T(Jz] = )" < T((|2] — p)").

Assim,

(IT(2)| —w)™ < T((lx] = ) 7).
Como a norma em c¢; é reticulada,
1(IT(2)] —w) ™| < 1T ((|lz] = )l < e

Isso prova que T é semi-compacto, e também que (|T(z)| — w)* € eB,. Sabemos que
T(lz)) ANw <w e T(Jz| ANw) € [—w,w], assim, pela igualdade

T(lz)) = (T(|z]) — w)" + T(|l2]) Aw
segue que
T(|z]) € €Bey + [—w, w]
para todo x € Bg. Como soma de dois conjuntos sélidos é também um conjunto sélido,
eB., + [—w,w] é um conjunto sélido. De |T'(z)| < T'(|x|) temos

T(z) € B,y + [—w, w]

para todo € Bpg. Isso mostra que T(Bg) é um conjunto quase ordem limitado e, pelo
Corolario 5.2.3, é totalmente limitado em norma em ¢y. Esté provado que 7' é um operador
compacto.

(vi) = (i) Seja (fim)m C uma sequéncia positiva e fracamente nula em E*. Em
particular, para cada z € E, como Jg(z) € E**, temos

fm<x) = JE(I)(fm) — 0.
Entao, esta bem definido o operador

T:-E — ¢
o — (fm(2))m:

O operador T ¢é linear e positivo pois cada f,, € um funcional linear e positivo. Segue
que T é continuo por ser um operador linear e positivo entre reticulados de Banach.
Consideremos seu adjunto

T (Co)* = 61 — E*.
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Considerando novamente a sequéncia (e} ), dos funcionais biortogonais associados a base
canodnica (ey,), de {1, para todosn € Nez € E,

T(ep)(x) = en(T(x))
en((fn(2))m)

= Z‘f;fz‘(x)

Isso mostra que T*(e’) = f, para todo n. Assim, T*(eX) = f, — 0. Do Teorema
5.1.19(ii) segue que T' é um operador fracamente compacto. Por hipdtese, T é compacto.
Aplicando agora o Teorema 5.1.19(iii), obtemos que a sequéncia (fy,)m = (T*(e},))m ¢
nula em norma em E*. Esta provado que E* tem a propriedade de Schur positiva. O
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