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Resumo

Neste trabalho apresentamos a teoria bésica das equacgoes diferenciais ordinarias de primeira
e segunda ordem, seus métodos de resolucao e dedicamos uma atengao especial as aplica-
¢oes, pois as equagoes diferenciais ordinarias modelam diversos fen6menos nas mais variadas
areas do conhecimento. Abordamos os fenémenos de crescimento populacional, decaimento
radioativo, resfriamento de um corpo, diluicao de solucoes, vibracoes mecanicas, curvas de
perseguicao e deflexdo de vigas. Além disso, discutimos algumas técnicas avancadas para
a resolucao de equacgoes diferenciais ordinarias como o método de resolucao por séries de
poténcia e transformada de Laplace.

Palavras-chave: Equacoes diferenciais ordinarias, aplicacoes, métodos de resolucao.

Abstract

In this work, we present the basic theory of first and second-order ordinary differential equa-
tions, their solution methods, and we dedicate special attention to applications, as ordinary
differential equations model various phenomena in a wide range of fields of knowledge. We
address phenomena such as population growth, radioactive decay, body cooling, solution
dilution, mechanical vibrations, pursuit curves, and beam deflection. Additionally, we dis-
cuss some advanced techniques for solving ordinary differential equations, such as the power
series method and the Laplace transform.

Keywords: Ordinary differential equations, applications, method of solving.



INTRODUCAO

As Equagoes Diferenciais constituem um dos ramos mais belos e promissores da Ciéncia
Matematica pela sua relagao intrinseca com as mais variadas areas do saber e pelas suas apli-
cagoes. Diversos fendmenos sao modelados por Equacoes Diferenciais, como o crescimento
populacional, a queda livre de um corpo, a desintegracao radioativa, o resfriamento de um
corpo, o sistema massa-mola, circuitos elétricos ligados em série, perseguicao entre presa e
predador, entre outros, comprovando a importancia das Equagoes Diferenciais nas outras
Ciéncias.

A compreensao dos fendémenos de crescimento populacional tem importancia destacada
na Biologia, Geografia e até mesmo nas Ciéncias Sociais ou Ciéncia Politica, para prever
investimentos na satude e previdéncia social. A queda livre de um corpo é um fenémeno fisico
classico e evidencia o importante papel da Mateméatica como uma ferramenta para a Fisica.
A desintegracao radioativa é um fenomeno de interesse na Quimica e também possibilita
a datacao de fosseis, importante para o entendimento da Historia e para a compreensao
de como se deu o desenvolvimento da humanidade. O resfriamento de um corpo obedece
a lei do resfriamento de Newton e a correta compreensao deste fendmeno é de extrema
importancia nas Ciéncias Forenses e Medicina Legal, ajudando os peritos a desvendar crimes.
O conhecimento sobre o sistema massa-mola e o estudo de oscilagoes é fundamental nas
engenharias, além do estudo da frequéncia de tais oscilacoes que se observa aplicagoes na
musica, na afinacao de instrumentos e na engenharia para estudo de desgaste de pecas. O
entendimento do fenémeno de perseguicao tem importancia na robotica e em astrodinamica,
onde é aplicada no controle de satélites artificiais para otimizar as trajetérias das manobras
orbitais.

O objetivo desse trabalho é apresentar a teoria que envolve as equacgoes diferenciais
ordinarias, seus métodos de resolucao e aplicagoes. Foi realizada uma revisao bibliogréfica
da literatura nas obras [l], [2] e [3] que contribuiram com a construgao desse trabalho.
Para isso, este trabalho foi dividido em seis capitulos. No primeiro, estudamos as equacgoes
diferenciais de primeira ordem. No segundo, apresentamos as aplica¢oes das equacgoes de
primeira ordem. No terceiro, estudamos as equagoes lineares de segunda ordem. No quarto,
apresentamos as aplicagoes das equacoes de segunda ordem. No quinto, apresentamos o caso
em que as equagoes diferenciais tem coeficientes variaveis e seu método de resolucao. No
sexto, apresentamos o método da Transformada de Laplace para a resolucao de equacgoes

diferenciais.



EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE
PRIMEIRA ORDEM

Neste capitulo, vamos explorar os conceitos fundamentais das equagoes diferenciais ordi-

narias de primeira ordem, suas propriedades e métodos de resolucao.

1.1 Teoria preliminar

Definicao 1.1. Uma equagdo diferencial ordindria de primeira ordem, € uma equagdo da

forma:
dy
— = f(¢ 1.1
dt j( 7y)7 ( )
onde f: Q — R é uma funcao definida no conjunto aberto 0 C R?.
Definicao 1.2. Uma fungao y = y(t) € uma solu¢ao da equagio (1.1) em um intervalo
J CR se:
(9) (,y(t) € Q, VteJ;

(49) y'(t) = f(t,y(t), Vte,
onde f € definida em (1.1).

A representacao geométrica da definicao 1.2 pode ser visualizada na figura 1.

Figura 1: Representagao geométrica de uma solugao de uma equagao.
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Fonte: Compilagao do autor.

Exemplo 1.1. Considere a sequinte equacao diferencial:

dy t
- _ 2. 1.2
dt y ( )

4



Observe que a funcao y(t) = v/4 — 2, com t € (—2,2) é uma solucio da equacao (1.2).
De fato, se t € (—2,2), entdo (¢,v4 —t2) € Q = {(t,y) € R%y > 0}, pois V4 —12 > 0.
Além disso, temos que y/(t) = (V4 — 12) = . f(t,y) para todo t € (—2,2).

Um problema de valor inicial associa a uryna equagao diferencial uma condigao inicial,

conforme a seguinte definicao.

Definigao 1.3. A forma geral de um problema de valor inicial para a equagao (1.1) é:

dy
A (1.3)
y(to) = Yo

A solucao para tal problema, se existir, € uma curva que satisfaz a equacdo diferencial no

intervalo J e passa pelo ponto (to, yo).

Nem todo problema de valor inicial pode ser solucionado, e se houver uma solugao, nem

sempre podemos afirmar que é tnica. Observe os seguintes exemplos.

dy 2
st 1=0
(dm) e

nao tem solugao em termos reais, logo, nenhum problema de valor inicial associado a tal

A equacao

equacao pode ser solucionado.

O problema de valor inicial,

dy 1
— = ty2
dt y Y
y(0) =0,

t4
apresenta duas solugoes que passam pelo ponto (0,0), a saber y;(t) = 0 e ys(t) = 6 Logo,

ambas as curvas satisfazem a equagao e passam pelo ponto, nao havendo uma solucao tnica
para o problema de valor inicial.
O proximo teorema estabelece condigoes para a existéncia e a unicidade de solugao para

um problema de valor inicial, sua demonstracao serd omitida mas pode ser encontrada em
4]

Teorema 1.1. (O Teorema de Existéncia e Unicidade) Seja R wma regigo retangular no
plano xy definida por a < x < b,c < y < d, que contém o ponto (xg,yo) em seu interior.
Se f(xz,y) e ? sao continuas em R, entao existe um intervalo J contendo xy e uma unica
fungao y(x) definida em J que satisfaz o problema de valor inicial (1.3).

Exemplo 1.2. Determine em qual intervalo estd definida a solucao do sequinte problema de

valor inicial
ty' + 2y = 42

1.4
y(l) =2. 4



Solugao: Se em (1.4), t = 0, temos que y = 0, porém a func¢do constante nula ndo é solugao
do problema de valor inicial. Assim, podemos assumir que ¢t # 0 e dividir ambos os lados da

equagao (1.4) por t, obtendo
42 — 2y
v ="
42 — 2y 2 L :
Logo, f(t,y) = — fy(ty) = - Como a funcao s6 esté definida para t > 0 ou
t < 0 e é continua, sendo ty = 1, temos J = (0,+00). Portanto, o Teorema 1.1 garante a

unicidade de solucao no intervalo J.

Exemplo 1.3. Determine se o sequinte problema de valor inicial tem solugao unica

Solugao: A fungao f(t,y) = y3 & uma funcao continua para todo (t,y) em seu dominio,
porém f,(t,y) = 3—2, nao esta definida para y = 0. Logo, o teorema 1.1 nao garante a
3

unicidade de solugao para o problema de valor inicial.
Nao ha um método geral para encontrar solugbes para a equagao (1.1). Por isso, na
proxima secao, apresentaremos os principais tipos de equacgoes diferenciais ordinarias de

primeira ordem e seus respectivos métodos de resolugao.

1.2 Equacgoes diferenciais ordinarias lineares de primeira ordem.

Nesta secao, apresentaremos as equagcoes diferenciais ordinarias lineares de primeira or-

dem e seu método de resolucao.

Definicao 1.4. Uma equacao diferencial ordindria linear de primeira ordem € uma equacao

da forma:

Y b plt)y = ol0), (15)

onde p(t) e g(t) sao fungoes continuas em seu dominio. Se g(t) =0, dizemos que a equagao
(1.5) € uma equagao diferencial ordindria linear homogénea de primeira ordem,
caso contrdrio, € uma equagao diferencial ordindria linear nao homogénea de pri-

meira ordem.

Para resolver a equagao (1.5), utilizaremos o método do fator integrante, o qual pode ser

encontrado em [1] ou 2] e serd apresentado a seguir.
1.2.1 Meétodo de resolucgao

O método do fator integrante consiste em multiplicar ambos os lados da equagao (1.5)

por uma fun¢ao u(t) adequada, resultando em um expressao que geralmente é facilmente

6



integrada, ou seja,
dy
)= + pO)p(t)y = u(t)g(t). (1.6)
O termo a esquerda na equacdo (1.6), pode ser tomado como a derivada de um produto

desde que
1 (t) = p(t)u(t), (1.7)

sendo pu(t) # 0, dividimos ambos os lados da equagao (1.7) e depois integramos de ambos os
lados, obtendo

(0 = p(0) = (o) = [ p(e)it+

Tomando £ = 0, podemos aplicar a funcao exponencial de ambos os lados da equagao,
obtendo
(t)] = el PO, (1.8)

Voltando & expressao em (1.6), com a condigao (1.7) satisfeita, o termo a esquerda é retornado
como a derivada do produto entre as fungoes. Sendo assim, integramos ambos os lados de

to até t, obtemos:

mwwz/mm@@+a

to

onde ¢ é a constante de integragao. Portanto,

ww:i;[épwmwm+4,
e y(t) = e Jrt)dt. [ /1t t e p<s>dsg(s)ds+c] . (1.9)

A expressao em (1.9) é a solugao geral para a equagao (1.5).
No caso particular em que a fungao g(t) = 0, ou seja, a equagao ¢ uma equagao diferencial

ordinaria linear homogénea de primeira ordem, sua solucao geral sera dada por
y(t) = ce” [Pt (1.10)
Exemplo 1.4. Determine a solucao geral da sequinte equagao diferencial:
ty' + 2y = 4t°. (1.11)

Solugao: Supondo t # 0, temos
2
v+ = 4t.

2
Logo, p(t) = Te g(t) = 4t. Sendo assim, de (1.9), temos que a solugao geral para a equagao



(1.11) é
y(t) = 2 + t% (1.12)

Exemplo 1.5. Determine a solu¢ao geral da sequinte equagao diferencial:

ty' +2y = 0. (1.13)
Solugao: Supondo t # 0, temos
2
y' + ;y =0.

2
Sendo p(t) = o de (1.10), a solugao geral para a equagdo (1.13) é
y(t) = ct™2. (1.14)

Note que as expressoes em (1.12) e (1.14) representam uma familia de curvas. Ao definir
valores diferentes para a constante ¢, obtemos curvas diferentes para a solucao da equacao

no intervalo J. Podemos observar isso nas figuras 2 e 3.

Figura 2: Solugoes da equagao (1.11).

Y

h

vy o~

Fonte: Compilacao do autor.



Figura 3: Solugbes da equagao (1.13).
Y

A

Fonte: Compilacao do autor.

1.3 Equacoes de variaveis separaveis

Nesta segao apresentaremos as equacoes de variaveis separaveis e seu método de resolucao.

Definicao 1.5. Uma equacao diferencial na forma

Ccii_?z = %7 h(y) # 0, (1'15)

onde g(t), h(y) e W' (y) sdo funcoes continuas num intervalo aberto de J, é chamada equagao

de varidveis separdveis.

As equagoes a seguir sao equagoes na forma de (1.15),

@_2 dy t @_et

a7 dt 2 dt oy
1.3.1 Meétodo de resolucao

Seja y(t) é uma solucdo para a equacao (1.15) no intervalo J, podemos escrever

h(y(®)y'(t) = g(t), Vte J (1.16)

Ao integramos de ambos os lados da equagao (1.16) em relagao a t, temos

/ By () (1)d = / g(t)dt + .



Utilizando a definigao de diferencial dy = y/(t)dt, obtemos

/h(y)dy= /g(t)dHc,

que é a familia de solugoes dada implicitamente para a equagao (1.15).

Exemplo 1.6. Resolva a sequinte equagao diferencial

dy

14+t)— —y=0.
(1+1)—
Solucao: Ao separar as varidveis, temos

1 1

—dy = ——dt,

Y 1+t

que ao integrarmos de ambos os lados, obtemos

/ dy / dt
y ) 1+t
Resolvendo as integrais, obtemos

In|y| =In|l+1|+c = y(t) = £ (1 +1).

Logo a solucao geral é y(t) = ¢(1 +t), sendo ¢ = £e.

1.4 Equagoes diferenciais exatas

Nesta secao apresentaremos as equacoes diferencias exatas e o seu método de resolucao.
Seja ® : D C R?> — R, uma funcao diferenciével, onde D é um subconjunto aberto, tal

que a equagao
O(t,y) =c (1.17)

define y = y(t) implicitamente no intervalo aberto J.

Derivando ambos os lados da equagao (1.17) em relacao a t, da regra da cadeia, obtemos

d

ou seja,
d
(cbt(ta y)7 (I)y(t7y)) ’ <1a d_i) = 0.

Calculando o produto interno, obtemos

d
Du(ty) + D, (ty)5 =0, (1.18)

10



A expressao (1.18) é uma equacao diferencial ordinéria de primeira ordem e a fungao y(t)

é uma solucao de (1.18). Isso motiva a seguinte definigao,
Definicao 1.6. Considere a equacao

P(t,y)+Q(t,y)% = 0. (1.19)

Se existir uma fungao ®(t,y) diferencidvel em um subconjunto aberto de R? tal que

Di(t,y) = P(ty) e Pt y) =Qty), (1.20)

entio as solugoes de (1.19) sao dadas implicitamente pela equagio ®(t,y) = ¢ e a equagao

(1.19) é chamada de equagao diferencial exata.
Exemplo 1.7. Mostre que a sequinte equacgao € exata:

d
1+ cos(t +y) + cos(t + y)d—i =0.

Solucgao: Seja ®(t,y) =t + sin(t + y), entdo,
Dy(t,y) =1+ cos(t +y) = Pt,y) e Py(t,y) = cos(t +y) = Qt,y).
Logo, a equacao é exata e sua solucao geral é dada implicitamente por
t+sin(t+y) =c.

O proéximo teorema apresenta a condigao que garante quando uma equagao é exata,

Teorema 1.2. Suponha que as funcgoes P e () tenham derivadas parciais de primeira ordem

-

continuas em uma regiao retangular R : o <t < B, v <y < §. Entao a equagao (1.19) é

uma equacao diferencial exata em R se, e somente se,

Py(t,y) = Qu(t, y) (1.21)

em cada ponto de R. Isto é, existe uma func¢io ® satisfazendo as equagoes (1.20) se, e

somente se, P e Q satisfazem a equagdo (1.19).

Demonstracao: (=) Como a equagao (1.19) é exata, entdo existe uma fungao ®(t,y)

diferenciavel satisfazendo as equagoes (1.20). Assim,

P?J(t?y) = (I)ty(tvy) € Qt<t7 y) = (I)yt(t7y)'

Da hipotese, P e @ tem derivadas parciais de primeira ordem continuas, segue que ®(t,y)

tem derivadas parciais de segunda ordem continuas. Logo, concluimos pelo Teorema de
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Clairaut, que pode ser encontrado em [5], que

(I)ty(ta y) = (I)yt(t7 y)

Portanto,
Py(t7 y) = Qt(tv y)

(<) Se P(t,y) e Q(t, y) satisfazem a equagao (1.21), entdo provaremos que a equagao (1.19) é
exata. A demonstragao envolve a construc¢ao de uma fungao ®(¢,y) satisfazendo as equagoes
(1.20), ou seja

Pu(t,y) =P(ty) e Py(ty) =Q(Ly).

Comecamos integrando ambos os lados da equacao a esquerda em relagao a t, mantendo y

constante, obtendo

(1, y) / Pt y)dt + h(y). (1.22)

onde h(y) é uma fungao arbitraria de y, fazendo o papel de um constante arbitraria em
relagao a t. Agora precisamos mostrar que é sempre possivel escolher h(y) de modo que as
equagoes (1.20) sejam satisfeitas. Derivando ambos os lados da equagao (1.22) em relagao a

y e igualando o resultado a Q(¢,y), obtemos

(% V P(t,y)dt] + 1 (y) = Q(t,y),

ou seja,

W(y) = Q(ty) — a% U P(t,y)dt} : (1.23)

Para que possamos determinar h(y) da equagao (1.23), o membro da direita da igualdade
tem que ser uma funcao que depende apenas da varidvel y. Para mostrar isso, basta derivar

a expressao em relagao a t, ou seja

Como a funcdo P(t,y) e suas derivadas parciais de primeira ordem sdo continuas, podemos
mudar a ordem de integracao em (1.24), obtendo

90 oP

por (1.21). Portanto, para determinar h(y), integramos a equagao (1.23), substituindo o
resultado na equagao (1.22). Assim, obtendo a fungao ®(¢,y) desejada.
U
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1.4.1 Meétodo de resolugao

Se sabemos que a equagao é exata, como determinar a fungao ®(t,y)?
(i) Como ®4(t,y) = P(t,y), temos

d(t,y) = /P(t,y)dHh(y),

onde h(y) é determinada usando o fato de que

(I)y(tv y) = Q(t7 y)

ou
(ii) Como ®,(t,y) = Q(t,y), temos

Ot y) = /Q(t, y)dt + k(t),
onde k(t) é determinada usando o fato de que

Py(t,y) = P(t,y).

Exemplo 1.8. Resolva a equacao

dy
2ty + (£* — 1)% =0.
Solugao: Observe que as fungoes P(t,y) = 2ty e Q(t,y) = t* — 1 sao continuas em todo
o plano ty. Além disso, s@o fungoes cujo as derivadas parciais de primeira ordem também
sao continuas. Temos também que P,(¢,y) = 2t = Q(t,y), portanto, pelo Teorema 1.2, a
equacao é exata.
Seja ®;(t,y) = 2ty, apos integrarmos em relagao a t, temos que ®(¢,y) = t2y + g(y).

Ao derivar a tltima expressao com relac¢ao a y e igualando o resultado a Q(¢,y), temos
Oy (t,y) =t +4¢(y) =t - 1L
Portanto ¢'(y) = —1 e g(y) = —y + k. Logo, a soluc¢ao geral para a equagao é dada

implicitamente pela equacao

t2y —y=c.
1.5 Equagoes diferenciais homogéneas

Nesta secao, apresentaremos as equacoes diferenciais homogéneas e seu método de resolu-

¢ao. As equacgoes recebem esse nome devido a presenca de fungoes homogéneas na equacao.
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Portanto, antes de apresentarmos as equacoes em si, vamos relembrar a definicao de fungoes

homogéneas.

Definigao 1.7. Uma funcdo f: D C R?> — R ¢ dita homogénea de grau n, se
fltx, ty) =t"f(z,y), comt,z,y € R

para algum n € R.

Exemplo 1.9. Determine o grau de homogeneidade das fungoes abaizo:
a) f(z,y) = 6zy’ — 2?y*;
b) glz,y) =2 —y.

Solugao:

a) Observe que podemos escrever a fungao como f(tz,ty) = t*f(x,y). Portanto, a fungao

¢ homogénea de grau 4.

b) Observe que a fungao pode ser escrita como g(tx,ty) = t?z* — ty. Portanto, a fungao

nao é homogénea.
Definicao 1.8. Uma equacao diferencial da forma
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 (1.25)
€ chamada de homogénea, se M e N sao funcoes homogéneas do mesmo grau.
As seguintes equagoes sao equagoes homogéneas,
20%ydr + (2 +yNdy =0 e (v —y)dr + xdy = 0.

1.5.1 Meétodo de resolugao

Equagoes como a apresentada em (1.25) podem ser resolvidas por meio de uma subs-
tituicao algébrica. Especificamente, ao substituirmos y = ux ou x = vy, onde u e v sao
as novas variaveis independentes, transformamos a equacao em uma equagao diferencial de
primeira ordem separavel. Para ver isso, ao considerarmos y = ux, temos dy = udx + xdu.

Substituindo tais resultados em (1.25), obtemos:
M (z,ux)dx + N(z,ux)(udx + xdu) = 0. (1.26)
Como M e N sao fung¢oes homogéneas, podemos escrever a equagao (1.26) como
"M (1,u)dx + 2" N (1, u)(udz + xdu) = 0.
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Supondo z™ # 0, temos
(M(1,u) +uN(1,u))dx + xN(1,u)du = 0.

Desse modo,
dx N(1,u)du
— 4+ = 0.
x  M(1,u)+uN(1l,u)

Essa tltima expressao ¢ uma equacao de varidveis separaveis, que pode ser resolvida pelo
método visto na secao 1.3. A demonstracao para a substituicao x = vy é analoga a apresen-
tada.

Exemplo 1.10. Resolva a equag¢ao
(z* 4+ y*)dz + (2° — wy)dy = 0.

Solugao: Observe que M(z,y) e N(z,y) sao fun¢oes homogéneas de grau dois. Tomando

y = ux, temos dy = udxr + xrdu. Logo,
(2% + v?z?)dr + (2% — uz®)[udz + wdu] = 0,

ou seja,
2*(1 + u)dz + 2°(1 — u)du = 0,

dividindo ambos os lados da equacao por x? # 0 e separando as variaveis, encontramos

[—1 + ] du— - (1.27)

Integrando ambos os lados da equagao (1.27), encontramos
—u+2In|l+u|+1n|z| =In|c|.

Sendo u = %, temos

—=+2In|l+ %’ +1In|z| =1In|c|.

Podemos reescrever como,

(z+y)?
CT

Y.
x

In

Obtendo a solucao implicita
(z +y)? = caer.
Exemplo 1.11. Resolva a sequinte equac¢ao
;L nye(%)z
Y 20 £ 202G
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Solugao: Tal equacao é homogénea de grau 2, utilizaremos a substituicao z = vy. Sendo

assim, ao realizar a substituicao e separar as variaveis, obtemos

2vev?
dv.
1+ ev®

1
“dy =
)
Ao integrar a equacao de ambos os lados, temos
Inly| =In|l + e |+
Logo, temos que a solugao da equacao sera
_ v? _ (2)?
yt)=c(l+e") = yt)=c(l+ev).

Assim, finalizamos a teoria basica de equagoes de primeira ordem. No proximo capitulo,

veremos algumas aplicagoes das equagoes de primeira ordem.
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APLICACOES DE EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS DE PRIMEIRA ORDEM

Neste capitulo, apresentaremos algumas das aplicagoes mais comuns das equagoes dife-

renciais ordinarias de primeira ordem e suas solugoes.

2.1 Crescimento populacional

Nesta secao apresentaremos dois modelos cléssicos para o problema de crescimento po-

pulacional.
2.1.1 O modelo de Malthus

Thomas Robert Malthus (1766- 1834), segundo [2], foi um economista britanico. Se
formou na Universidade de Cambridge em matemaética aos 22 anos e em filosofia aos 25. Seu
primeiro livro, An Essay on the Principle of Population (1798), é considerado como o inicio
dos estudos sobre demografia. Malthus defendia a ideia de que “A variacao da populagao
é diretamente proporcional & populagao existente”.

Seja y = y(t), uma funcdo que descreve a populagao no instante ¢, entao pelo modelo de

Malthus, temos
dy
dt

onde « é a constante de proporcionalidade.

= oy, (2.1)

Observe que a equacao é uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem linear
homogénea, cujo método de solugao foi visto na segao 1.2. Sendo assim, sua solucao geral é
dada por

y(t) = ce™. (2.2)

Sendo y(0) = Py, temos que ¢ = P,. Logo, a solugao do problema é
y(t) = Pye™. (2.3)

Exemplo 2.1. O numero de bactérias cresce numa razao proporcional a quantidade presente.
Se a populacao triplica em uma hora e a populacao inicial € Py, qual serd a populagcao apds

1 h 30 min? Em quanto tempo a populacao dobra?

Solugao: Seja y = y(t) a populacdo de bactérias no instante ¢, como o fendémeno ¢ modelado

pela equagao (2.1), tendo que y(0) = P, sua solugao sera dada por (2.3). Para determinar
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o valor de «, sendo ¢ medido em horas, utilizamos de que y(1) = 35, logo
e® =3 = a=In(3),

obtemos a funcao
y(t) = Pyem®, (2.4)

Para determinar a populacao ap6s 1h 30 min, fazemos t = 1,5 em (2.4), obtendo
y(1,5) = Pye"®15 =5 196 R,

ou seja, ap6s 1h 30min a populagao era de 5,196 F.

Na figura 4, podemos observar o grafico da fungao (2.4).

Figura 4: Gréafico de (2.4).

5.196F;

Fonte: Compilagao do autor.

Para determinar o valor de t, para quando y(t) = 2P,, substituimos o valor na equagao
(2.4). Assim, obtemos

In(2)
2P = Pyt = ¢t =
L NE))

Logo, a populacao de bactérias dobra em 37,9 minutos.

= 0, 6509.
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2.1.2 O modelo de Verhulst

O modelo de Malthus fornece uma representacao de crescimento populacional, segundo
[1], apropriado quando a populagao é “pequena’. Na realidade, a quantidade e qualidade de
recursos do ambiente associado a acao de predadores, limita o crescimento de uma populagao.
Portanto, adicionamos um termo & equagao (2.1) que estabele¢a um limite para o crescimento
populacional. Seja y = y(t) a popula¢ado num instante ¢, o modelo, descrito em |2, conhecido

como modelo logistico de Verhulst, ¢ dado pela equagao:

dy Yy
W (1 — E) ; (2.5)

onde o > 0 é a taxa de crescimento intrinseca da populagao e § > 0 é a capacidade méaxima
de suporte do ambiente. O termo (1 — %) limita o crescimento da populagao & medida que
ela se aproxima de . Suponha que a populacgao no instante t = 0 seja .

A equagao (2.5) é conhecida como equagao logistica, e é uma equagao diferencial de
variaveis separaveis, cujo método de solugao foi visto na se¢ao (1.3). Tal equagao em geral
apresenta solugoes dadas implicitamente, mas nesse caso queremos determinar uma solugao
explicita.

Observe primeiramente que

ay(l—%)zo = y=0ouy=0,

ou seja, y(t) = 0 ou y(t) =  s@o solugdes triviais para a equagao.

Supondo que y(t) # 0 e y(t) # 3, separando as varidveis em (2.5), obtemos

Utilizando fragoes parciais e integrando de ambos os lados de (2.6) , obtemos

L2
/<—+15y>dy:/adt,
yo1-3

dy = adt. (2.6)

ou seja,
vl _
Inly| —In|l —Z| =at + ¢.
g
Utilizando a propriedade do logaritmo, reescrevemos essa tltima como
In y =at+cy.
3
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Aplicando a funcao exponencial de ambos os lados da equacao, temos

. vy _ ce®,  onde ¢ = e (2.7)

e

Impondo a condigao inicial y(0) = yo, obtemos ¢ = - Portanto, temos a solugao

Yo
B

5y0 )
e~ (B —yo) + Yo

y(t) = (2.8)
Exemplo 2.2. Cinco protozodrios foram colocados num tubo de ensaio com nutrientes. No
sequndo dia haviam 200 e a populacao cresceu até saturar o tubo, num total de 375 pro-
tozodrios no tubo, t dias apos o inicio do experimento. Determine a curva que descreve o

crescimento da populacao.
Solugao: Sendo yp =5 e 5 = 375, temos da equagao (2.8),

b 315
YW = =et(375 - 5) + 5

Sabendo que y(2) = 200, temos que o = 2,2188. Portanto, a curva que descreve o cresci-

mento de tal populacao é
1875

vt) = gpe i 15

Na figura 5, podemos observar que tliin y(t) = 375.
—+0c0

(2.9)

Figura 5: Gréafico de (2.9).

375—---------

Fonte: Compilacao do autor.
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2.2 Decaimento radioativo

O decaimento radioativo é um processo natural no qual ntcleos atémicos instaveis per-
dem energia através da emissao de particulas subatomicas ou radiacao e transformam-se
em nicleos mais estaveis. “Tal decaimento é proporcional a quantidade de atomos
presentes no meio”. Tal aplicagao ¢ descrita em [3].

Seja N = N(t) a quantidade de atomos presentes em uma amostra em um determinado
instante ¢, entao o decaimento ¢ modelado pela seguinte equacao:

dN
— =kN 2.10
= kN, (2.10)

onde k é a constante de decaimento.
Observe que que tal modelo é andlogo ao visto na secao 2.1.
A equagao (2.10) é uma equagao de primeira ordem linear homogénea, cuja solugao geral
foi vista na secao 1.2 e é dada por
N(t) = cet. (2.11)

Sabendo que N(0) = Ny, temos que ¢ = Ny, sendo assim, a solu¢do do problema é
N(t) = Noe* (2.12)

Exemplo 2.3. Em uma determinada amostra, inicialmente existem 50 miligramas de ma-
terial, se apds duas horas, esse material perde 10% da sua massa original, determinar a
expressao da massa remanescente em um instante t, a massa do material apos quatro horas

e o tempo para qual o material perde metade da sua massa original.

Solugao: Seja N = N(t¢) a quantidade de material presente na amostra, como o problema

¢ modelado pela equagao (2.10), sabendo que y(0) = 50, temos da equagao (2.12), a fungao
N(t) = 50e*. (2.13)

Supondo que ¢ é medido em horas, temos que y(2) = 45, logo

1 45
45 =50e* = k= -In( — | ~ —0,053.
‘ o (50) ’
Portanto, a fungao solucao para a equacgao é
N(t) = 50e~ 0% (2.14)

Para determinar a quantidade de material apos 4 horas, fazemos t = 4 em (2.14), logo
N(4) = 50e~%9%3®) = 50(0,809) = 40, 5mg.
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Portanto, apos 4 horas, teremos 40,5 mg de material da amostra.
Para determinar em que instante a massa se reduz pela metade, fazemos N = 25 em
(2.14), obtendo

1
25 = 50e %93 = In <§> = t=13.

Portanto, o material sera reduzido pela metade apés 13 horas, como podemos observar no

grafico da funcdo (2.14) presente na figura 6.

Figura 6: Gréafico de (2.14).

509

25

v

Fonte: Compilagao do autor.

2.3 O resfriamento de um corpo

Nessa segao apresentaremos o fenémeno de resfriamento de um corpo e utilizaremos a lei
de resfriamento de Newton para modelar tal fenémeno.

A lei de resfriamento de Newton que pode ser encontrada em [!] afirma que: “A taxa de
variagao de temperatura de um corpo em resfriamento é proporcional a diferenca
entre a temperatura do corpo e a temperatura constante do ambiente”.

Se T'=T(t) é a temperatura de um corpo em um instante ¢ qualquer e T, é a temperatura

do ambiente, pela lei do resfriamento, temos,

dT

— =k(T-T,), 2.15
o = ) (2.15)
onde k é a constante de proporcionalidade.

A equagao (2.15) é uma equagao diferencial ordinéria de primeira ordem linear nao ho-
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mogénea, cuja solugao geral foi vista na secao 1.2 e é dada por
T(t) =T, + ce™.
Seja T'(0) = Ty, temos que ¢ = Ty — T,, logo, a solugao para o problema é
T(t) =T, + (To — T,)e™. (2.16)

A seguir, apresentaremos o exemplo que pode ser encontrado em [3].

Exemplo 2.4. Em um quarto fechado, cuja temperatura ambiente permanece constante a
28,7°C', coloca-se certa quantidade de café numa xicara a uma temperatura inicial de 84°C.
Apds b minutos o café atinge 76,2°C'. Determine, a temperatura do café apos 10 minutos, e

em quanto tempo o café chegard a temperatura de 30°C.

Solugao: Pelo enunciado, temos que T, = 28,7°C. Sabendo que T'(0) = 84°C, temos a
equacao
T(t) = 28t + 55, 3e™ (2.17)

Supondo que t seja dado em minutos, temos pelo enunciado que #(5) = 76,2°C, logo, de
(2.17), obtemos

76,2 = 28,7 + 55,3e* = " =0,86 = k= —0,03.
Assim, a funcao que descreve a temperatura do café em relagao ao tempo é
T(t) = 28,7 + 55, 3¢ "%, (2.18)
Para determinar a temperatura do café apos 10 minutos, fazemos ¢t = 10 em (2.18), logo

T(10) = 28,7 + 55,3000 = 69 9°C.

Portanto, apos 10 minutos, a temperatura do café sera de 69, 9°C'.
Para determinar em que instante a temperatura do café sera de 30°C, fazemos T'(t) = 30
em (2.18), obtendo

30 = 28,7 + 55,3 003 = 7003 — () 023508 = t = 125, 014.

Portanto, a temperatura do café serd de 30°C' em aproximadamente duas horas e cinco

minutos, como podemos observar no grafico de (2.18) presente na figura 7.
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Figura 7: Gréfico de (2.18).

844

30

L J

0 125

Fonte: Compilagao do autor.

2.4 Queda de corpos

Nessa sec¢ao, estudaremos o fenémeno da queda de corpos, considerando ou nao a resis-
téncia do ar. Tal fenomeno é estudado a partir da Segunda Lei de Newton, que diz que “O
produto entre a massa do objeto e sua aceleracao é igual a forca total atuando

sobre o objeto”, ou seja,

F. =ma, (2.19)
onde m e a massa do corpo, d a sua aceleragao e Féa forca total agindo sobre o corpo. Tal

aplicacao pode ser encontrada em [1] e [2].
2.4.1 Queda com resisténcia.

Nessa secao, estudaremos o fendomeno da queda de um corpo considerando a resisténcia
do ar. Seja v = v(t) a velocidade do corpo em queda em um instante ¢, considerando para
baixo como sentido positivo, temos as seguintes forcas agindo sobre o corpo:

(i) Forga peso: dada por F; =m- g, em que ¢ ¢ a aceleracao da gravidade.

(ii) Forca de resisténcia do ar: varia de acordo com o corpo que estd em queda, mas em
geral é proporcional a velocidade em que o corpo se encontra. Logo, é dada por Fry= —kuv,
onde k é a constante de resisténcia.

Podemos observar o fenémeno na figura 8.
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Figura 8: Corpo em queda.

—

nFres:_k'U

Fonte: Compilagao do autor.

Logo, temos que a forca resultante nesse sistema, sera a soma entre a forga peso e a forga
de resisténcia F, = F), + Fes.

Substituindo na equagao (2.19), obtemos

mg — kv = ma.

dv
Sendo a= —, temos
dt

v
m— + kv = mg,

dt
ou seja,
dv kv
— 4+ —=9. 2.20
w9 (2.20)

que é uma equacao de primeira ordem linear nao homogénea, cujo método de solugao foi

visto na sec¢ao 1.2. Sendo assim, sua solugao geral é

o(t) = % +ee . (2.21)

Exemplo 2.5. Uma bola de ago de 1 kg cai de wma altura de 1000 m sem velocidade inicial.
Na queda, a bola experimenta uma resisténcia do ar igual a 0,25N. Determine a velocidade

limite da bola.

Solugao: Seja v(t) a velocidade da bola em um instante ¢, sendo m = lkg, g = 9,8m/s% e
k =0,25N, temos
v(t) = 39,2 + ce "% (2.22)
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Sabendo que v(0) = 0, temos ¢ = —39, 2. Assim, a fungao solugao para o problema é
v(t) = 39,2 — 39,2e "2, (2.23)

Observe que tlirn v(t) = 39,2, logo a velocidade limite da bola é de 39,2 m/s, como pode ser
—00

visto na figura 9.

Figura 9: Gréfico de (2.23).

39.2

Y

Fonte: Compilagao do autor.

2.4.2 Queda livre.
Observe que se a resisténcia do ar for desprezada, a equagao (2.20) se reduz a

dv
- = 2.24

que é uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem de varidveis separaveis cujo
método de solugao é apresentado na secao 1.3. Portando, a sua solugao geral é
v(t) =gt +c. (2.25)

Sabendo que v(0) = vy, temos que ¢ = vy, assim, a solugao para o problema é

v(t) = gt + vo. (2.26)
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Seja x = x(t) a posi¢ao do corpo em algum instante ¢, da equagao (2.26), temos

v _ v
— = Vp.
dt g 0

Tal equagao é uma equagao diferencial ordinaria de primeira ordem linear nao homogénea,

cujo método de solugao foi visto na secao 1.2. Portanto, sua solucao geral é

v
o(t) = ——= 4 ce 9. (2.27)

g
Exemplo 2.6. Um corpo de 75 kg cai de uma altura de 30 m com velocidade inicial nula.
Admitindo que nao haja resisténcia do ar, determine a expressio da velocidade do corpo no
stante t, a expressao para a posi¢cao do corpo no instante t e o tempo necessdrio para o

corpo atingir o solo.

Solugao: Seja v = v(t) a velocidade do corpo em um instante ¢, sendo g = 9,8 m/s* e vy = 0,

como nao ha resisténcia de ar, de (2.26), temos que a fun¢ao que descreve a velocidade do

corpo €
u(t) = 9, 8t. (2.28)
d
Seja x = x(t), a posi¢ao do corpo em um instante ¢, temos que v = d—f, logo de (2.28), a
equacao
dx
&9 st 2.29
pm (2.29)

A solugao de (2.29) é dada pela fungao
z(t) = 4,9 + c.
Sabendo que x(0) = 0, temos que ¢ = 0, logo, a solugao para o problema é
x(t) = 4,9t%. (2.30)

Para determinar o tempo gasto para o corpo chegar ao solo, fazemos z(t) = 30. Sendo ¢

medido em segundos, obtemos o tempo de 2,47s, como podemos observar na figura 10.
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Figura 10: Gréfico de (2.30).

2=(®)

Ly .

v

o
b
I
-3

Fonte: Compilagao do autor.

2.5 Diluicao de solucoes

O problema que envolve diluigdo de solugoes tem uma aplicagao especial na area da
Quimica. Nesta secao estudaremos o modelo simplificado de dilui¢ao de solugoes, o qual é
apresentado em [3]. Vamos considerar um tanque contendo inicialmente Vj litros de salmoura
com a kg de sal como mostrado na figura 11. Outra solucao de salmoura, contendo b kg de
sal por litro é despejada nesse tanque a uma taxa de gl/min, enquanto, simultaneamente,
a mistura, bem agitada e uniforme, sai do tanque a taxa de fl/min. O problema consiste

em determinar a quantidade de sal no tanque no instante de tempo t.

Figura 11: Tanque com Vj litros de salmoura.

min

f

main

Fonte: Compilagao do autor.

Seja @@ = Q(t) a quantidade de sal, em quilos, no tanque em um instante de tempo ¢.

A taxa de variacao de sal no tanque, serd dada pela diferenca entre a taxa de sal que é
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adicionado ao tanque pela taxa de sal que sai do tanque. Temos dois casos a considerar:

(i) Se f # g, entao,
a taxa de entrada de sal é dada por

e a taxa de saida de sal é dada por

Q kg_fy:f( Q >kg

Vo+gt—ft 1 7 min Vo + gt — ft min

Portanto, a variagao de sal no tanque sera dada por

dq) Q _

que é uma equagao diferencial ordinaria de primeira ordem linear nao homogénea, que pode

ser resolvida utilizando o método visto na secao 1.2. Sua solucao é

Q) = b(Vo + gt — ft) + (Vo + gt — f1)73,

I~

P 9
onde ¢ ¢ constante. Sabendo em Q(0) = a, temos que ¢ = aV? " — bV’ ', sendo assim, a

solucao para o problema é
_f 9
Q) = b(Vo + gt = 1) + (V7' 7 — bV 7) (Vo + gt = f)T7. (2.32)

Exemplo 2.7. Um tanque de 50 litros contém inicialmente 10 litros de dgua pura. Uma
solugao de salmoura contendo 0,1 kg de sal por litro, é adicionada ao tanque a razao de
41/min, enquanto a mistura sai do tanque a razdo de 21/min. Determine o instante em que

ocorre o transbordamento e a quantidade de sal no tanque neste instante t.

Solugao: O volume da mistura da salmoura no instante ¢ é dada por
Vo + gt — ft.

Sabendo que V) = 10, g = 4 e f = 2, temos que o volume da mistura no instante ¢ é dado
por
10 + 2¢.

Para determinar o instante do transbordamento, fazemos
2t + 10 = 50,

obtendo t = 20. Portanto, o transbordamento ocorre apés 20 minutos.

Seja Q(t) a quantidade de sal no tanque em um instante ¢, sendo a = 0, b = 0, 1, V5 = 10,
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g =4 e f =2 substituimos tais valores em (2.32), obtendo a solugao

0,4t% + 4t
Qt) = ———- 2.
(*) 2t + 10 (2.33)

Para determinar a quantidade de sal no momento do transbordamento, fazemos ¢t = 20 na

fungao (2.33), obtendo 4,8 kg de sal. O grafico da fungao (2.33) pode ser observado na figura
12.

Figura 12: Gréafico de (2.33).

2Q()

T Y T et °
Lt
[ & >
0 20
Fonte: Compilagao do autor.
(ii) Se f = g, entdo, a taxa de entrada de sal ¢ dada por
kg 1 kg
22— =g
1 min min
e a taxa de saida de sal é dada por
Qks 1 (Q) s
|7 min Vo / min
Portanto, a variagao de sal no tanque sera dada por
dQ Q
— — | =b 2.34
()=t (2.34)

que é uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem linear nao homogénea, que pode

ser resolvida utilizando o método visto na segao 1.2, sua solugao é

Qt) = bngo + ce T .

Sabendo que Q(0) = a, temos que ¢ = m, logo, a solucao para o problema é

Q(t) = bng” + (f“ _fbg%) e . (2.35)
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Exemplo 2.8. Um tanque contém inicialmente 350 litros de salmoura com 10 kg de sal.
Agua pura comega a ser adicionada ao tanque a uma taza de 20 [/min, enquanto a mistura

sat do tanque a mesma taxa. Determine a quantidade de sal no tanque no instante t.

Solugao: Seja Q(t) a quantidade de sal no tanque no instante ¢, sabendo que Vy = 350,
a=10,b=0e f =g =20, temos que a solucao é dada por
—2t

Q(t) = 10e 3 (2.36)

cujo grafico pode ser visualizado na figura 13.

Figura 13: Grafico de (2.36).

AQ(1)

10

v
=~

Fonte: Compilagao do autor.

Pela figura 13, podemos observar que a quantidade de sal no tanque, com o passar do

tempo, se aproxima de b, que nesse caso é 0.

2.6 Circuitos elétricos

Nessa se¢ao, estudaremos os sistemas de circuitos elétricos conectados em série, que é uma
das formas basicas de se conectar componentes elétricos ou eletronicos. Nos dedicaremos
aos circuitos de primeira ordem, que sao quaisquer circuitos que possam ser reduzidos a
um circuito equivalente formado por um resistor e um tnico elemento de armazenamento de
energia (indutor ou capacitor), tais circuitos sd@o de primeira ordem, pois seu comportamento

é descrito por uma equagao diferencial de primeira ordem, conforme [6].
2.6.1 Circuito RL

Para um sistema de circuito elétrico do tipo RL, como na figura 14, caracterizado pela

presenca de uma resisténcia R, que é medida em ohms e um indutor L, medido em henrys,
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conseguimos determinar a corrente elétrica i(¢), medida em amperes em determinado instante
t.

Figura 14: Sistema RL em série.

R

AAMAAMAA
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A

Fonte: Compilagao do autor.

Supondo que esse sistema seja fechado, temos pela Segunda Lei de Kirchhoff que a tensao
total fornecida pela fonte E(t), medido em volts, é igual & soma das quedas de tensao nos
componentes do circuito

E(t) = Ep + ER.

A queda de tensao no resistor é dada pela Lei de Ohm, Er = R -7, sendo R a constante

de resisténcia. i

1

A queda de tensao no indutor é dada pela Lei de Faraday para indutores, £, = L%’
sendo L a constante de indutancia, Portanto, temos a seguinte equagao

di
L— + Ri = E(t
o Ri = E(1),
ou seja,
di R. E(t)
Sy =2 2.
dt—l—Lz 7 (2.37)

uma equacao diferencial de primeira ordem linear nao homogénea, cuja solucao é vista na

secao 1.2. Portanto, sua solucao geral é
i(t)= —=+ce L. (2.38)

Sabendo que i(0) = ig, temos que ¢ = ig — %, logo, a solucao para o problema é

i(t) = % + (io - %) eL (2.39)

Exemplo 2.9. Um circuito RL tem uma tensao gerada na fonte de 5 volts, wuma resisténcia
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de 50 ohms, uma indutincia de 1 henry e nao apresenta corrente inicial. Determine a

corrente no circuito em um instante t.

Solugao: Sejam, £ =5, R =50, L =1 e iy =0, temos de (2.39) que a solugao ¢ dada pela
funcao
1 |-
=31

cujo grafico dessa solugao é apresentada na figura 15.

(2.40)

Figura 15: Gréafico de (2.40).

2 i(t)

Fonte: Compilagao do autor.

Exemplo 2.10. Um circuito RL tem uwma tensdo gerada na fonte de 3sen(2t), uma re-
sisténcia de 10 ohms, uma indutdincia de 0.5 henry e uma corrente inicial de 6 ampéres.

Determine a corrente no circuito no instante de tempo arbitrdrio t.

Solugao: Neste caso, temos que E(t) = 3sen(2t), R = 10 e L = 0.5, logo a equacao se
resume a

di
d_jf + 20t = 6sen(2t),

cuja solucao é

30 3
N 20t _
i(t) = ce + —10186n(2t) —101005(225).

609

Sabendo que i(0) = 6, temos ¢ = 101 Logo a solucao da equagao é

609 30 3
() = —e 29 4 —— 2t) — —cos(2t). 2.41
i(t) 1016 + 101sen( ) 1Olcos( ) ( )

Na figura 16, podemos visualizar o grafico de (2.41).
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Figura 16: Gréafico de (2.41).

P

Fonte: Compilacao do autor.

2.6.2 Circuito RC

Para um sistema de circuito elétrico do tipo RC, como na figura 17, caracterizado pela
presencga de uma resisténcia R, que é medida em ohms e um capacitor C, medido em farads,
conseguimos determinar carga elétrica ¢(¢), medida em coulombs em determinado instante
t.

Figura 17: Sistema RC em série.

R

AMAAAALL
AARARARAY

Fonte: Compilagao do autor.

Supondo que esse sistema seja fechado, temos pela Segunda Lei de Kirchhoff que a tensao
total fornecida pela fonte E(t), medido em volts, é igual & soma das quedas de tensao nos

componentes do circuito
E(t) = Ec + Erg.

A queda de tensao no resistor é dada pela Lei de Ohm, Er = Rd—;], sendo R a constante
de resisténcia.
Para um capacitor, a queda de tensao é proporcional a carga armazenada no capaci-

tor e inversamente proporcional & capacitancia, logo, Ec = —q, sendo C' a constante de

C
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capacitancia. Portanto, temos a seguinte equacao

dg 1
R—+ —q=E(t
ou seja,
dq 1 E(t)
— 4+ —q=—" 2.42
it " RC'T R (242)

uma equacao diferencial de primeira ordem linear nao homogénea, cuja solucao é vista na

secao 1.2. Portanto, sua solucao é
q(t) = CE(t) + ce e
Sabendo que ¢(0) = qo, temos que ¢ = g9 — C'E(t), logo, a solu¢do para o problema é
q(t) = CE(t) + (g0 — CE(t)) e”7e. (2.43)

Exemplo 2.11. Um circuito RC recebe da fonte, uma tensao de 4 volts, tem uma resisténcia
de 100 ohms, e uma capacitancia de 1072 farad. Inicialmente, ndo existe carga no capacitor.

Determine a corrente no circuito no instante de tempo t.

Solugao: Seja g = ¢(t) a carga em coulombs em um instante ¢ qualquer, segundo a equagao
(2.42), temos

dq
A =4
at
. De (2.43), temos a solugao
4 4
t)=— — —ec". 2.44
)= 156~ 100° (2:44)

d
Para determinar a corrente no circuito, utilizamos de que i(t) = d—;] Logo, derivando

ambos os lados de (2.44), obtemos

. 4
Z(t) = 1—006

Na figura 18, conseguimos observar o grafico da equagao (2.45).

-t (2.45)

Figura 18: Gréafico de (2.45).
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Fonte: Compilagao do autor.

35



2.7 'Trajetorias ortogonais

Nessa se¢ao estudaremos a aplicagao conhecida como trajetoérias ortogonais, uma aplica-
¢ao geométrica que pode ser encontrada em [2] e [3]. Inicialmente, consideraremos a familia

de curvas

F(z,y,c) =0, (2.46)

descrita no plano zy, onde ¢ é o parametro e F'(x,y, c) é diferenciavel. O problema consiste
em determinar outra familia de curvas tal que em toda interse¢ao com a familia (2.46) forme
angulos de 90°, ou seja, que toda interse¢ao da curva forme segmentos ortogonais.
Solugao: Inicialmente, derivamos implicitamente (2.46) em relagao a x, obtendo
% _ _%. (2.47)
Como a derivada de uma funcao no ponto, indica a inclinagdo da reta tangente a curva
naquele ponto, e na interse¢ao, os pontos pertencem a ambas as curvas, e observando que o
produto entre a inclinacao de retas ortogonais é igual a -1, para obtermos a expressao para
as trajetorias ortogonais, basta calcular o inverso do oposto de (2.47), assim, as trajetorias

ortogonais de (2.46) sao as solugoes de

dy F,
Y, 2.48
de F, ( )
Exemplo 2.12. Determine as trajetorias ortogonais da familia de curvas x2 + y? = c.

Solugao: Seja F(z,y,c) = x*+1y?—c?, derivamos implicitamente a equacao dada em relagao

a x, obtendo

d
2+ 2y =0 = L-_T
dx Yy
Como, f(z,y) = —4, a partir de (2.48), temos que as trajetorias ortogonais serdo dadas
pela solucao de
dy _ v
dr x

Por se tratar de uma equagao diferencial de varidveis separaveis, a solucao geral da
equacao ¢ a familia y(z) = kx. Podemos observar a intersegao das familias de curvas y(z)

em vermelho e F(z,y,c¢) em azul na figura 19.
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Figura 19: Trajetorias ortogonais.

Fonte: Compilagao do autor.
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3

EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS
LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

Neste capitulo estudaremos as equagoes de segunda ordem lineares, comecemos com o

estudo da teoria preliminar.

3.1 Teoria preliminar

Nesta secao estudaremos as equagoes diferenciais ordinarias lineares de segunda ordem.

Definicao 3.1. Uma equacao diferencial ordindria de segunda ordem tem a segquinte forma:
Ty p (g (3.1)
dt2 - ' Y dt ) .

onde f : Q2 C R?® = R uma funcio continua definida em um conjunto aberto 2. Uma solugdo

para tal equagao diferencial é uma fungao y = y(t), onde t € J, J € um intervalo tal que

y'(t) = f(t,y(t),y' (1), Vtel

A equagao (3.1) é dita linear se a fungao f tem a forma

(1) = st = )5~ e,

sendo g, p e q fungdes continuas em um intervalo J. Reescrevemos tal equacao como

y' +p(t)y +q(t)y = g(t). (3.2)

Definicao 3.2. Um problema de valor inicial para uma equagao diferencial de sequnda ordem

linear €
y"(t) +p)y (1) + q(t)y = g(t),
y(to) = Yo,
y'(to) = yo-
onde toy pertence ao intervalo I e yo ey pertencem a R. Uma solug¢do para o problema de

valor inicial € uma funcgdao y(t) que satisfaz tanto a equagao diferencial quanto as condigoes

iniciais fornecidas.

Como no caso do problema de valor inicial de primeira ordem, o seguinte teorema garante

a existéncia e unicidade de solucao para o problema de valor inicial sob certas hipoteses.
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Teorema 3.1 (Existéncia e unicidade de solugao). Sejam p(t) e q(t) fungdes continuas em
um intervalo J. Se x = x¢ € algum ponto deste intervalo, entao existe uma unica solu¢ao

y(t) para o problema de valor inicial (3.2) neste intervalo.

Demonstragao: Ver [1].

Veremos nessa se¢ao que para determinar uma familia de solugoes para equacoes lineares
de segunda ordem, é necessario encontrar uma combinagao linear entre duas solucoes cujo
conjunto formado entre elas seja linearmente independente. Nesse contexto, é importante

revisar alguns conceitos sobre dependéncia linear de fungoes.

Definicao 3.3. Dizemos que um conjunto de fungoes {fi(t),..., fn(t)}, onde f; - J — R
para v = 1,2,...,n, € linearmente dependente sobre R em wm intervalo J, se existem

constantes reais cq, Ca, ..., C, naGo todas nulas, tais que
lel(t) + CQfQ(t) + ...+ Cnfn(t) =0 VtelJ

Caso contrario, dizemos que o conjunto € linearmente independente no intervalo.

Definicao 3.4. O determinante

A R F®)
Wh ooy = | 0 RO L
0 e e
onde f;: J — R parai=1,2,...,n, é chamado de Wronskiano das funcées no ponto t.

Para saber se um conjunto de n funcoes é linearmente independente sobre R, utilizaremos

o seguinte teorema.

Teorema 3.2. Sejam fi(t), fo(t), ..., fn(t) fungdes diferencidveis pelo menos n — 1 wvezes,

onde f;: J — R parai=1,2,... n. Se

W(fl?f?v 7fn)(t0) 7é O,

entio o conjunto formado pelas fungoes { f1(t), f2(t), ..., fu(t)} serd linearmente independente

no intervalo.

Demonstragao: Faremos a prova para o caso n = 2, suponha que W(f1, f2)(to) # 0 para
algum ¢y no intervalo J. Além disso, suponha que { fi(t), f2(t)} seja linearmente dependente

sobre R no intervalo, entao existem constantes reais c; e ¢ nao todas nulas tais que

lel(t) + Cgfg(t) =0 Vie (33)
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Derivando ambos os lados da equagao (3.3), temos

e fi(t) + c2f3(t) = 0.

Em particular, obtemos
c1fi(to) + cafa(to) =
a fi(to) + caf5(to)

um sistema linear homogéneo nas incognitas ¢; e ca. Como ¢ e ¢, nao sao todas nulas, segue

0,
0,

que
fi(to)  f2(to) _
fi(to)  fa(to)
ou seja, W{fi(to), f2(to)] = 0 o que contradiz a hipotese. Portanto { fi(t), f2(t)} é linearmente

independente sobre R.

A demonstragao no caso geral é analoga ao caso n = 2. 0

3.2 Equacgoes lineares homogéneas de segunda ordem

Nesta secao definiremos as equagoes lineares homogéneas de segunda ordem e veremos

as propriedades das solugoes.

Definigao 3.5. Se na equagao (3.2) a fungao g(t) = 0, entdao a equagdo € denominada
equacao diferencial ordindria linear homogénea de seqgunda ordem. Logo, podemos

TeesCrever a equagdo como
y' + o)y +q(t)y = 0. (34)
Teorema 3.3 (Principio da Superposigao). Sejam y;(t) e y2(t) solugoes da equagao (3.4)

em um intervalo J. Entao, a combinacao linear

y(t) = iy (t) + cappl(t),

onde ¢y e ca sio constantes arbitrdrias, também € uma solugao de (3.4) no intervalo.

Demonstracao: Sejam y;(t) e y2(t) solugdes de (3.4) no intervalo J. Seja y(t) = c1y1(t) +
coy2(t). Entao, y'(t) = c1yy(t) + c2ys(t) e y'(t) = cryf () + c2y3 (). Logo,

[y + coys] 4+ p(t)[cry) + cavh] + q(b)[cryn + c2y2]
= 1Yy +p(t)yy + q(t)y] + calyh + p(t)ys + q(t)ye] (3.5)
—c-04e-0=0, Vel

pois y; e Yo sao solugdes por hipotese, logo y(t) é solugao de (3.4). O

Estamos interessados em determinar quando a dupla de solugoes yi(t) e yo(t) para a

equagao (3.4) tal que {y1(t),y2(t)} é linearmente independente.
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Teorema 3.4 (Critério para Independéncia Linear de Solugoes). Sejam y1(t) e yo(t) solugoes
para a equacao (3.4) em um intervalo J. Entao, {y:(t),y2(t)} € linearmente independente

em J se, e somente se, W(y1,y2)(t) # 0 para todo t em J.

Demonstragao: Primeiramente, se W (y1,y2)(t) # 0 para todo t em J, segue imediata-
mente do teorema 3.2 que o conjunto {y;(t),y2(t)} € linearmente independente.
Agora, suponha que {yi(t),y2(t)} seja linearmente independente, como y; = yi(t) e

Yo = ya2(t) sdo solugoes de (3.4), segue pelo teorema 3.3 que

y(t) = iy (t) + caya(t)

também é solucao para c; e ¢y constantes.

Supondo que Wy, yo](to) = 0 para algum ¢y € J, temos que o sistema linear homogéneo

y1(to) w2(to) el _ 0 (3.6)
yi(to) w4(to)| |2 0
possui solugao nao trivial, ou seja, existem constantes nao nulas c¢; e ¢ que o tornam verda-

deiro.

De (3.6) segue que y(t) satisfaz o seguinte problema de valor inicial

y'(t) +p)y'(t) +q(t)y(t) =0
y(te) =0, y'(to) =0.

Por outro lado, a fungao identicamente nula também é solugao do problema de valor inicial.

Logo, pelo Teorema (3.1) devemos ter y(t) = 0, V¢ € J, ou seja
ci(t) + caya(t) =0, VieJ

com constantes reais nao todas nulas, donde segue que {y;(t),y2(t)} é linearmente depen-
dente, mas isso contraria a hipotese inicial. Portanto {y;(¢),y2(¢)} é linearmente indepen-

dente sobre R no intervalo. O

Definicao 3.6. Sejam y,(t) e y2(t) solugoes de (3.4) no intervalo J tais que {y,(t),y2(t)}
¢ linearmente independente sobre R. O conjunto {yi(t),y=(t)} € chamado de conjunto

fundamental de solugoes no intervalo J.

Teorema 3.5. Sejam yy(t) e y2(t) solucoes de (3.4) tais que {yi(t),y2(t)} € linearmente
independente sobre R para a equagao (3.4) no intervalo J. Entao toda solugao y(t) para
a equagao (3.4) € uma combinagao linear entre yi(t) e yz2(t), ou seja, podemos encontrar

constantes c; e co reais tais que
y(t) = c1yi(t) + caya(t).
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Demonstragao: Sejay = y(t) uma solugao de (3.4) no intervalo J. Fixado ¢y € J, suponha
que

ylto) =vyo e Y'(to) = ).

Como y; = y1(t) e ya = ya(t) s@o solugoes de (3.4) no intervalo J, segue do teorema 3.3 que

P(t) = cryi(t) + caya(t)

também ¢ solugao de (3.4) no intervalo J, do teorema 3.1, devemos ter ¢(ty) = yo ¢ ¢'(to) =
Yo, OU seja
cyi(to) + c2y2(to) = vo; (3.7)
a1y (to) + cays(to) = o,
desde que seja possivel obter as constantes reais ¢; e ¢ que tornem (3.7) verdadeira.
Da hipotese temos que {y;(t), y2(t)} é linearmente independente sobre R no intervalo J,

donde segue pelo Teorema 3.5 que Wy, (), y2(t)] # 0, ¥t € J. Em particular

Wiyi(to), ya2(to)] # 0,

donde segue que o sistema linear nao homogéneo tem uma tnica solucao.
Assim, ¢(t) ¢ uma solucdo de (3.4) que satisfaz as condigbes y(ty) = yo € ¥'(t0) = v,
portanto, do teorema 3.1 segue que ¢(t) = y(t), V¢ € J, ou seja,

y(t) = cryi(t) + cop(t), VE € J.

3.2.1 Reducao de ordem

Seja y; (t) uma solugao para equagao (3.4) no intervalo J, buscamos uma segunda solugao

na forma
y2(t) = y1 (D) (),

tal que {yi(t), y2(t)} seja linearmente independente sobre R em .J.

Portanto, substituindo y»(t) e suas derivadas em (3.4), obtemos

91 (®)o(t) + 291 (D)0 (1) + 2 ()" ()] + p(t) [W1 (B0 (E) + v2 ()" (2)]
VI (ya () + 0 (1) 261 (1) + p()ya ()] + 0(8) [97 () + p(t)
= V'([Oyt) + (1) [2

+ q(t) [y (£)v(t)]
yi(t) + () (t)]
y1(t) + p(t)ya(t)]

0
0,
0,

pois y; (t) é solugao de (3.11).
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Seja w(t) = v/(t), temos

w' () [y ()] + w ()24 (8) + p(H)ya(1)] = 0. (3.8)

A equagao (3.8) é uma equacgao linear homogénea de primeira ordem cujo método de

solugdo foi visto na se¢ao 1.2. Sendo p(t) = 2y;(t) + p(t)y1(t), obtemos

e—fp(t)dtd
t)= | ———dt-
v(®) / i (1)?

Assim,

e—fP(t)dt
y2(t) = yl(t)/Wdt' (3.9)

3.2.2 Equacgao diferencial linear homogénea com coeficientes constantes

A equagao (3.4) pode ser escrita na forma

P(t)y" + Q)y(t) + R(t)y(t) =0, (3.10)

desde que P(t) # 0, pois dividindo ambos os lados de (3.10), por P(t), obtemos a forma da
equagao (3.4).
Nesta secao, abordaremos exclusivamente as equagoes em que as fungoes P(t), Q(t) e

R(t) sao constantes.

Definigao 3.7. A equagao (3.10) escrita como

ay” + by +cy =0, (3.11)

onde a, b e ¢ sao constantes, sendo a # 0, € chamada de equagao diferencial ordindria

de segunda ordem linear homogénea com coeficientes constantes.
3.2.3 Meétodo de resolugao

Foi mostrado o caso particular onde a equacdo (1.5) é homogénea e tem coeficiente
constante que sua solugao geral ¢ da forma y(t) = ce .

Agora, tratando-se de uma equagao de segunda ordem, inspirando-se no caso de primeira
ordem, supomos que y(t) = e seja uma solugao de (3.11). Calculamos suas derivadas e as

substituimos na equacgao, obtendo

ar’e™ + bre™ + ce™ = 0,= " [ar® + br + ¢] = 0.

Como €™ # 0, Vt € J, podemos concluir que
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ar®* +br +c=0. (3.12)

A equagao (3.12) é chamada de equagao caracteristica associada a equagao diferencial
(3.11). Portanto, se r for a raiz da equagao quadratica (3.12) entao y(t) = e’ é uma solugao
da equagao diferencial (3.11). Temos trés possibilidades de solugdo a partir da natureza das
raizes r.

(i) Raizes reais e distintas

Se r1 e 19 sao raizes distintas de (3.12) temos as solugoes

yi(t) = et e yo(t) = e™".
Assim,

ent ergt

Wi (1), y2(t)] = = el eIl L0 e g

rot

riemt rye

pois r1 # ro.
Logo, {y1(t),y2(t)}é um conjunto fundamental de solugdes para a equagdo. A solugao

geral para (3.11) nesse caso ¢

y(t) = cre™ + cpe™.

Exemplo 3.1. Encontre a solu¢ao geral para equagao

y'(t) =3y (1) + 2y(t) = 0.

Solucao: Neste caso, a equacao caracteristica ¢ r2 — 3r + 2 = 0. As raizes da equacdo sao

ry =1 e ro = 2. Portanto, a solug¢ao geral da equacao diferencial é dada por
y(t) = cre’ + cpe®,

onde ¢; e ¢y sdo constantes.
(ii) Raizes reais iguais

b

Se r = —3= & a Unica rafz para equagao (3.12), temos que

—bt

yi(t) = ez

¢ uma solucao para (3.4).

Podemos definir uma segunda solugao para a equagao a partir de (3.9). Assim,

_ — [ Lat _
yg(t):eﬁt-/e — dt:teTZt,

(3
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e a solucao geral é
y(t) = cre™ + cote’™, (3.13)

onde r = _2—? Como a segunda solugao foi obtida pelo método de reducao de ordem, temos

que {y1(t),y2(t)} € linearmente independente.

Exemplo 3.2. Encontre a solugao geral para a sequinte equag¢ao

y'(t) — 4y (1) + 4y(t) = 0.

Solugao: Neste caso, a equacao caracteristica é r> —4r+4 = 0, onde r; = ry = 2. Portanto,
uma solugao para a equagao é y;(t) = e*. Assim, de (3.13) temos que a solugdo geral da
equagao nesse caso €

y(t) = cre® + cote®.

(iii) Raizes complexas
Seri =a+if ery =a—if, sendo a e 5 nimeros reais positivos, e § # 0 sdo raizes

complexas para equagao (3.12). Logo,

sao solugoes complexas.

Como queremos solugoes em termos reais, utilizaremos a féormula de Euler,
" = cos(0) +isen(), (3.14)

para deduzir uma solugao real a partir da complexa encontrada.

A partir de (3.14), temos que
y(t) = el@tBt — gat . Bt — pol(cos(Bt) + isen(Bt)), (3.15)

Lema 1. Se y(t) = y1(t) + iy2(t) € solugao complexa da equagio (3.11), entao yi(t) e yo(t)

sao solucoes reais.

Demonstracao: Como y = y(t) é solugao de (3.11) no intervalo J, segue que

alyy () +iy5 (1)) + b(yy (t) +iys(t)) + c(yr(t) +iya(t)) = 040, Vi€ J,
< [ayy(t) + byi(t) + cyr(t)] + i[ays (t) + bys(t) + cy2(t)] = 04 0i, Vt € J.

Logo,
ayy () + byy (1) + ey (t) = 0 e ayy(t) + bys(t) + cya(t) =0, Vi€ J.
Portanto, y;(t) e y2(t) sao solugoes de (3.11). O
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Do lema 1 e de (3.14), podemos afirmar que y;(t) = e*cos(ft) e ys(t) = e*sen(St) sao

solugoes reais de (3.11). Observamos que ao calcular o Wronskiano entre y; () e y(t),

e cos(t) e sen(Ot)

= ﬁ(€2at) #0, VieR,
ae®cos(0t) — fetsen(Bt)  ae*sen(Bt) + fe*tcos(Bt)

que {y1(t),y2(t)} é conjunto linearmente independente. A solucdo geral da equagao nesse
caso €
y(t) = cre™cos(Bt) + coe™'sen(ft), Vt e R.

Exemplo 3.3. Encontre a solugao geral para a sequinte equagao
y"(t) +2y'(t) +5y(t) = 0.

Solugao: Neste caso, a equacao caracteristica é r2+2r+5 = 0 e as suas raizes sao r, = —1+2i

ery=—1—2¢. Assim,
y(t) = e = cre7(cos(2t)) + cre H(sen(2t)) Vi € R,

¢ a solucao geral da equagao.

3.3 Equacgoes lineares nao homogéneas de segunda ordem

Nessa secao estudaremos as equacoes lineares nao homogéneas de segunda ordem e seus
métodos de resolucao.
Assim como na segao 3.2.2, inicialmente faremos uma discussao a respeito da solugao

geral da equagao (3.2).

Teorema 3.6. Sejam y1(t) e yo(t) solugdes para a equagao (3.4) em um intervalo J e seja
Yp(t) uma solugdo particular para a equagdo (3.2) no mesmo intervalo, onde g(t) € uma

funcao continua em J. Entao,

y(t) = aryr(t) + caya(t) + yp (1) (3.16)

€ uma solugao para a equagao nao homogénea em J para quaisquer constantes ¢y e cs.

Demonstragao: Seja y(t) = c1y1(t) + caya(t) + yp(t), entdo y'(t) = cry; (t) + c2ys(t) + (1)
e y'(t) = a1y (t) + cayy (t) + y, (t). Assim, temos

(crff (8) + oy () + 45 (1) +p
+q(t) (c1y1(t) + caya(t) + yp(t)

= (c1 () (t) + p()yi (1) + q(t)y(t))
+yn (t) + p()y,(t) + q(t)y,(t)) = g(t),



pois, y1(t) e y2(t) sdo solugdes de (3.4) e y,(t) é solucao de (3.2).

Portanto, a fungao y(¢) é uma solucao de (3.2) para quaisquer constantes c; e cs. O

Teorema 3.7. Seja y,(t) uma solugao particular da equagio (3.2) em um intervalo J e
sejam y1(t) e ya(t) solugoes de (3.4) tais que {yi(t),y2(t)} € linearmente independente sobre
R no intervalo J. Entdo, para qualquer solu¢ao y(t) da equagdo em J, podemos encontrar

constantes ci e ¢y tais que

y(t) = crya(t) + caya(t) + yp(1).

Demonstracao: Sejam y(t) e y,(t) solucoes para a equagdo (3.2). Definindo a funcao
u(t) = y(t) — yp(t), obtemos

" () =y, (O] + p()[Y (1) — y, ()] + () [y(t) — yp(t)]
=y"(t) + pt)y' (t) + q(t)y(t) — [y, () + p(t)y,(t) + ¢()yp(t)] = g(t) — g(t) =0

pois, y(t) e y,(t) sdo solucoes de (3.2).
Portanto, y(t) — y,(tf) ¢ uma solugdo para a equagao (3.4), e como {yi(t),y2(t)} ¢ um

conjunto linearmente independente sobre R em J, segue do teorema 3.5 que

u(t) = c1y1(t) + caya2(t),

para quaisquer valores das constantes c; e ¢y, assim,

y(t) = c1yi(t) + coya(t) — yp(t).

O

Definicao 3.8. Seja y,(t) uma solugdo para a equagao (3.2) em um intervalo J e seja
Ye(t) = ayi(t) + caya(t) a solugdo para a equag¢io homogénea associada no intervalo. A

solugao geral para a equag¢do nao homogénea no intervalo € definida por

y(t) = ye(t) + yp(t)

a fungao y.(t) é chamada de fun¢ao complementar.

Conhecendo a solu¢ao geral para a equagao (3.2), veremos agora dois métodos utilizados
para encontrar uma solucao particular presente em tal solucao. Estudaremos o método de

coeficientes a determinar e o método de variagao de parametros.
3.3.1 Coeficientes a determinar

O método de coeficientes a determinar é utilizado para encontrar uma solugao particular

para a equacao (3.2) quando seus coeficientes sdo constantes.
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Para aplicar o método, é necessario primeiramente verificar se a fungdo ¢(t) pode ser
escrita como e P, (t) cos(8t) + e P, (t)sen(ft), ou seja se g(t) é uma fungao polinomial,
exponencial, seno, cosseno, bem como a soma e produto destas funcgoes;

Encontramos a solucao geral da equacao homogénea associada, e assumimos uma solucao
particular para a equagao na mesma familia que ¢(t), com coeficientes a determinar. Em [2],
podemos encontrar uma tabela de supostas solugoes particulares;

Calculamos as derivadas dessa funcao e substituimos na equacao diferencial, o que nos
leva a resolver um sistema linear para determinar seus coeficientes;

Se a solugao particular encontrada ja esta na solu¢ao homogénea, multiplicamos a solugao
suposta por t", onde n é o menor inteiro que remove a duplicagao. Nos proximos exemplos,

apresentaremos algumas situagoes que podem ocorrer durante a aplicagao do método.

Exemplo 3.4. Encontre uma solugao particular de
y' — 3y — 4y = 3e*. (3.17)

Solugao: Neste caso, supomos y,(t) = Ae*, pois g(t) = 3e¢*. Assim, y)(t) = 24¢” e
yy(t) = 4Ae®. De (3.17), obtemos (—6A)e* = 3e*, sendo A = —3. Portanto, uma solugao
1 2t

particular para (3.17) & y,(t) = —5e

Exemplo 3.5. Encontre uma solu¢ao particular de
y" — 3y — 4y = 2sen(t). (3.18)

Solugao: Ao supor uma solugado particular na forma y,(t) = Asen(t) nos deparamos com
uma indeterminagao. Ao considerar a presenca de termos cosseno e seno durante os célculos,
é razoavel concluir que nossa suposicao deve incluir ambos os termos. Portanto, a escolha
adequada para a suposigao inicial ¢ y,(t) = Asen(t) + B cos(t).

Ao substituir a funcao e suas derivadas em (3.18), obtemos (—5A + 3B)sen(t) + (—3A —
5B) cos(t) = 2sen(t).

Que é equivalente ao problema de resolver o sistema linear

—5A+3B =2
—3A—-5B =0,
cuja solucao é A = —% e B= % Portanto, uma solugao particular para a equagao (3.18) é

yp(t) = —sen(t) + < cos(t).

Exemplo 3.6. Encontre uma solucao particular para a equagao diferencial
y' — 3y — 4y =2e"" (3.19)

Solugao: Como a solugao y;(t) = e ' ja estd compreendida na solugao da homogénea

associada, supomos a solucao particular y,(t) = Ate™. Ao substituir essa fun¢do e suas
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. Assim, a solucao

[\

derivadas em (3.19), obtemos —5Ate™" = 2e~*, 0 que nos leva a A = —

particular ¢ y,(t) = —2te™".
3.3.2 Variagao de paradmetros

O método de variacao de parametros é utilizado para determinar a soluc¢ao particular da
equagao (3.2) quando seus coeficientes sao fungoes continuas em J.

Sejam 1y (t) e yo(t) solugdes para equagao homogénea associada a (3.2) tais que
{11(t),y2(t)} € linearmente independente sobre R, buscaremos uma solugao particular para
equacao do tipo

yp(t) = ur(t)yr(t) + ua(t)y2(t), (3.20)

onde uy () e uz(t) sdo os pardmetros variaveis.
Para definirmos quem s@o esses parametros, vamos impor condigboes aos mesmos. Ao

calcular a derivada de ambos os lados da equagao (3.20), obtemos

Yp(t) = ur(D)yn (t) + ua (w1 (1) + us(£)y2(t) + u2(t)ys ().

Nossa primeira condicao, é que

uy (H)yr () + us(t)ya(t) =0, (3.21)

deste modo a derivada se resume a

Yp(t) = ua (£ () + ua ()5 (t). (3.22)

Ao derivar a equagao (3.22) de ambos os lados, encontramos

Yy (1) = ui ()yy (t) +wa (B)yy (1) + ua(H)ys(t) + ua(t)ys (t).

Agora, substituindo y,(t) e suas derivadas na equagao (3.2), encontramos

uy (O (t) + w5 ()ys (1) = g(t), (3.23)

que vamos fixar como nossa segunda condigao.

Das condigoes (3.21) e (3.23), obtemos o seguinte sistema

cuja forma matricial é
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[yl(t) y2(t)] _ l%(ﬂ] _ |0 ] _ (3.24)
Vi) wh(]  [w®)]  [9()

Observe que o determinante da primeira matriz ¢ o Wronskiano das fungoes y;(t) e ya(¢)
e como {y1(t),y2(t)} é linearmente independente sobre R, temos que W (y1,y2)(t) # 0.

Desse modo, o sistema possui uma tnica solucao que pela regra de Cramer é dada por

—9(1)y2 (ti dt e ug(t /W TR dt. (3.25)

u(t) =
W (y1,92)(t)
Sendo assim, pelo método de variagao de parémetros, uma solugao particular para a

equagao (3.2) é

Exemplo 3.7. Encontre a solugao geral para equagao
49" + 36y + cosec(3t) (3.27)

Solugao: Primeiramente, colocamos a equagao na forma padrao,

cosec(3t)

!
Oy =
Yy +y 1

Assim, a equacao caracteristica associada é 72 +9 = 0, tendo como raizes, r; = 3i e ry = —3i.

Portanto, como vimos na secao 3.2.3, a solucao da equagao homogénea associada é
Ye = €1c08(3t) + cosen(3t).

Sendo y;(t) = cos(3t) e ya(t) = sen(3t), temos que Wy, y2](t) = 3. Logo,

t = In|sen(3t)|
36

Uma solucao particular é dada por

tcos(3t) N sen(3t)in|sen(3t)|
12 36

Yp(t) = —
Portanto, sua solugao geral é

tcos(3t) N sen(3t)in|sen(3t)|
12 36

y(t) = cicos(3t) + casen(3t) —
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4

APLICACOES DE EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS DE SEGUNDA ORDEM.

4.1 Vibragoes mecanicas

O estudo de vibragoes mecanicas esta presente principalmente em areas como Engenharia
Elétrica, Engenharia Mecanica, Fisica, etc. Nessa se¢ao, estudaremos as vibragoes mecanicas,
considerando ou nao a presenca de um amortecimento ou forca externa.

Suponha a seguinte situagao: Em um instante inicial, uma mola de constante elastica k,
como presente na figura 20, com massa desprezivel esté presa verticalmente a uma superficie
de apoio em uma das suas extremidades. Em um segundo instante, um objeto de massa m é
ligado a outra extremidade da mola, a mola entao comeca a oscilar e apds algum periodo de
tempo volta a ficar estatica, o que provoca um alongamento L comparando-a com o estagio
inicial. Vamos considerar aqui apenas os casos onde ocorre uma deformagao elastica na mola,

ou seja, se retirassemos o peso, a mola retornaria a sua forma original.

Figura 20: Mola comprimida/esticada.

Em equilitbrio

u(t)

Fonte: Compilagao do autor.
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Com o sistema em equilibrio, temos que
m-g=kL.

Agora, seja u = u(t) o alongamento da mola em um instante ¢, definimos a fungao z = x(t)
que descreve o alongamento da mola a partir do ponto de equilibrio L, x(t) = wu(t) — L.
Ao analisar as forcas que agem sobre o objeto e considerando o sentido “para cima” como
positivo, temos a acao da forca peso, ﬁp = m - g, positiva ao movimento; a forga elastica
da mola, contraria ao sentido positivo, que segundo a lei de Hooke, é determinada por
F. = —ku(t) = —k(x(t) + L). Além disso, ha também a presenga de outra forga no sistema,
que esta diretamente ligada a viscosidade do meio ou a constante de resisténcia do ar, que
sera tomada por F, = —bu/(t) = —bx'(t), onde b é a constante de resisténcia.

Da segunda lei de Newton, temos
Fres =m-a = mu"(t) = mg — ku(t) — bu'(t)
Como u(t) = z(t) + L, obtemos
ma” (t) =m-g— k(xz(t) + L) — ba'(¢). (4.1)

Sendo m - g = kL, obtemos a equagao

d*z dz 9
W + Y % -+ Wo = O,
onde v = — ¢ o coeficiente de atrito ou coeficiente de viscosidade e wg = — ¢ o coeficiente
relacionado a frequéncia angular natural de oscilagao do sistema. "
Se em um terceiro instante, concomitante ao inicio do movimento do objeto, uma forca

externa comeca a agir sobre o mesmo, temos a equagao

dx dx

W-FvaerSx:F(t). (4.2)

A partir da equagao (4.2), conseguiremos identificar o regime de amortecimento do sis-

tema, assim como isolar os casos sem amortecimento ou sem forca externa.
4.1.1 Vibracoes livres sem amortecimento.

Seb=0e F(t) =0, temos
d*z 9
— twyr =0.

dt

A equacao caracteristica associada a essa equagao tem raizes ;. = +iwg € Ty = —iwp.
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Portanto, a solucao geral nesse caso é
x(t) = ¢ cos(wpt) + casen(wot).
4.1.2 Vibragoes livres com amortecimento.

Se b>0e F(t) =0, temos a equagao

d*z N dx e =0
— +y— twijr =
ezt Y ’
) . e . L . )2 9
que tem as raizes da equacao caracteristica associada iguais a r; = —5 T (5) —wp €
=—1-4/()) -2 leva a trés possivei lugiio geral
Ty = —1 5 w§, 0 que nos leva a trés possiveis casos para a solugao geral.
. oy ~\2 2 p ~ cpt
Amortecimento supercritico: Se (5) > wg, as raizes da equagao caracteristica as-
sociada & equagao serdao reais e distintas, dadas por r; = —2 +w e 1, = —3 — w, onde
2 . , .
w = (%) —w?. Quando a metade do valor do coeficiente de arrasto é maior que a

frequéncia natural do sistema, estamos em um regime de amortecimento supercritico, o que
geralmente indica a presenga de um meio com uma taxa significativa de viscosidade.

A solucao geral para esse tipo de equacao seré, portanto,
z(t) = cle(_%+w°)t + 026(_%_“0)t.

. . 2
Amortecimento critico: Se (%) = w}, temos que r; = —3 =13. Neste caso, obtemos
apenas uma solucao a partir da equagao caracteristica. Devemos, portanto, encontrar uma

segunda solugao a partir da primeira utilizando o método de reducao de ordem, visto em
i

(3.9). Sendo z;(t) = e~ %, temos que z5(t) = te 7.

Dessa forma, a solugao geral para a equagao sera

x(t) = cre” % + cyte

Quando o valor da frequéncia natural do sistema, coincide com o coeficiente de amorte-
cimento, dizemos que ocorreu um amortecimento critico.

. s 2 . .
Amortecimento subcritico: Se (%) < wi, temos ry = —3 +iw e ry = —3 —iw, onde

—% e w sdo numeros reais. Assim, a solu¢ao complexa para equagao é
_2_5 _2_5
£(t) = ey T 4 ppel-3-)t (43)

A partir de (4.3), obtemos a solugao geral

~yt

z(t) = e 2 (crcos(wt) + casen(wt)) .

Nesse caso, quando o valor da metade do coeficiente de amortecimento é menor do que o da
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frequéncia natural do sistema, dizemos que ocorreu um amortecimento subcritico.
4.1.3 Vibragoes forgadas amortecidas.
Nessa subsegao, ao considerar a presenga de uma forga externa na equagao (4.2), vamos

assumir que F'(t) = Fycos(t). Prosseguindo, temos que a equagao (4.2), se torna,

Lo do
a7

onde a solu¢ao complementar, obtida da equacao homogénea associada, ja é conhecida, resta

+ wiz = Fycos(0t), (4.4)

agora conhecer uma solucao particular para determinarmos a solucao geral da equagao.
Assumimos uma solucao particular da forma:
x,(t) = Acos(0t) + Bsen(6t),

onde A e B sao coeficientes a serem determinados, e 6 é a frequéncia angular da forga externa.

Calculamos as derivadas da solugao e substituimos na equacao diferencial obtendo o sistema

A(wi — 0%) +yBO = Fy,
B(wi — 0*) —vA0 = 0.

Resolvendo esse sistema, obtemos os valores de

F 0
A= L e B= SLEE. / &
2 _ 2 9 w§ —
(g —62) (1+2) 0
Dessa forma, uma solucao particular para a equacao sera
F 0 F,
xp(t) = 0 cos(0t) + #sen(&t).
(3 -7 (1+2) wp — 0

Considerando z.(t) = ¢jcos(wot) 4 casen(wopt) como solugao geral da equagao homogénea

associada, temos que a solucao geral sera

z(t) = crcos(wot) + casen(wot) +

E O F

4 - cos(6t) + Z—(;Qsen(é’t).
2 _ 2 0 Wi —

(wi — 62) (1 - 7) 0

4.1.4 Vibragoes forgcadas sem amortecimento.
Se b=0e F(t) # 0, temos a seguinte equagao,
d*x

yr) + wiz = Fycos(6t). (4.5)
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, k . ) . .
Se wi = — uma solugdo particular para a equagao (4.5), temos dois casos a considerar

(i) Se wy # 0, uma solugao particular para equagao (4.5) sera dada por
z,(t) = Acos(0t) + Bsen(0t),

pois Acos(0t) e Bsen(6t) nao serao solugoes da equagao homogénea associada. Pelo método
dos coeficientes a determinar, visto na subsecao 3.3.1, temos que uma solugao particular para

equagao (4.5) ¢
Fy
xp(t) = 7 cos(6t).

Portanto a solucao geral nesse caso é

z(t) = crcos(wot) + casen(wot) + cos(0t).

0
2 _ 2
wy — 0

(ii) Se wp = 0, como visto na subsecao 3.3.1, uma solugao particular para a equagao (4.5)
sera da forma
z,(t) = t[Acos(0t) + Bsen(6t)].

Portanto, a solugao geral nesse caso é

E
z(t) = cicos(wot) + casen(wot) + Q—Stsen(Gt).

4.2 Circuitos elétricos
Num sistema de circuito elétrico conectado em série a uma fonte de tensao F, com uma
resisténcia (R) medida em ohms, um indutor (L) medido em henrys e um capacitor (C)

medido em farads, o circuito é classificado como do tipo RLC.

Figura 21: Sistema RLC em série.

y . R

E(1) I c

[
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De acordo com a Lei das Tensoes de Kirchhoff, em um sistema elétrico ideal, a soma das
quedas de tensao em cada componente do circuito é igual ao valor da tensao fornecida pela
fonte.

Considerando inicialmente que a fonte nao fornece tensao para o circuito, temos que a

queda de tensdo no resistor é dada pela Lei de Ohm (Er = Ri), onde R é o coeficiente de

di
resisténcia e i é a corrente elétrica, a queda de tensao no indutor e dada por (Ep = LE)’
onde L ¢é o coeficiente de indutancia e a queda de tens@o no capacitor e dada por (F. = 6)’

onde, g é a carga elétrica e C é o coeficiente de capacitancia. A partir disso, temos a equagao

y
En+tE. +E =0=Ri+L%+4_y

dt C
.. dg . .
Seja i = e a equacao acima se torna
d*q dg ¢
L—2 T S 4,
dt2+Rdt+C’ 0, (4.6)

que é uma equacao de segunda ordem linear homogénea com coeficientes constantes. A
equacao que modela o circuito elétrico RLC tem uma forte ligagdo com a equagao que
modela o sistema vibratorio. Se na equagao (4.6), dividimos ambos os lados da equagao por
L, obtemos ,

% + 7% +wag =0, (4.7)
onde nesse caso, y = %, onde o coeficiente 7 esta diretamente relacionado ao comportamento
dinadmico do circuito, especialmente em resposta a mudancas na corrente elétrica ao longo do
tempo e w3 = 0 onde wy implica diretamente na frequéncia angular natural do sistema.

Se em determinado instante, a fonte comega a fornecer tensao ao circuito, ou uma fonte
externa intervem no circuito, a equagao (4.7) se torna

d*q dq 2

) + 7% +whq = b (4.8)
Observe que a equagao (4.2) e a equagao (4.8) sao idénticas, sendo assim, suas solugoes tanto

homogéneas quanto nao homogéneas sao obtidas e analisadas da mesma forma.

4.3 Curvas de perseguicao

O estudo dos problemas de curvas de perseguicao abordam conceitos presentes em diver-
sas areas da ciéncia e engenharia, onde um objeto modvel segue uma trajetoria predefinida
em relagao a outro objeto. Segundo |7], essa abordagem é comumente utilizada em robética,

controle de sistemas dinadmicos, design de jogos e animacao, etc.
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Figura 22: Curva de perseguicao.

C = (0,vt)]

v

Fonte: Compilacao do autor.

Como visto na figura 22, em um dado instante ty, predador e presa se encontram sobre
eixo x do plano zy. A presa estd posicionada na origem e o predador esta posicionado em
um ponto B qualquer de coordenadas (xg,0). Com o inicio da perseguicdo, a presa corre ao
longo do eixo y com uma velocidade constante igual a v, enquanto o predador a persegue
com uma velocidade constante u, mantendo sempre o olhar fixado na presa. Em um segundo
instante ¢, a presa se encontra sobre o ponto C' de coordenadas (0, vt) e o predador em um
ponto D de coordenadas (x,y). A reta que contempla os pontos C' e D, é uma reta que é
tangente a curva formada pelo movimento do predador, y(x). O coeficiente angular da reta
tangente sera a derivada da curva naquele ponto, logo com o auxilio da equacao da reta,
teremos a informagao sobre quem é a curva.

Desse modo, a equacao da reta que contempla os pontos C' e D é
y—vt= y/(l’)l’, (49>

onde y'(z) é coeficiente angular da reta.
Quando isolamos ¢ na equagao (4.9), determinamos a expressdo que descreve o tempo
que foi gasto pela presa no intervalo de tempo entre ¢y e t; para sair da origem e chegar no

ponto C. Portanto, da equagao (4.9), temos

t = y_?iﬂ (4.10)

Para determinarmos uma expressao para o tempo gasto pelo predador no intervalo de
tempo entre ty e t; para sair do ponto B e chegar no ponto D, observamos que a velocidade

u do predador pode ser obtida por meio de

S
= - 4.11
=", (411)



onde s ¢ o deslocamento do predador. Isolando t na expressao (4.11) e levando em consi-

deracao que o deslocamento realizado pelo predador descreve um pedago de arco de curva,

- —%/xm (v () ds. (4.12)

Diferente da definicao habitual de comprimento de arco de curva, a expressao apresenta

obtemos

um sinal negativo e os limites de integragao invertidos, tal alteracao ¢ para manter a inte-
gracao coerente com o sentido seguido pelo predador.
Como o tempo descrito pelas expressoes em (4.9) e (4.12) é o mesmo, igualamos as

expressoes, obtendo

_ / 1 T
y—y@ae _ ——/ VI (y(s)2ds. (4.13)
v U Sy

Ao multiplicar ambos os lados da equacao por v e derivi-la em relacao a = de ambos os

vy (2) = T+ (y/(2))%, (4.14)

u

lados, obtemos

uma equagao de segunda ordem nao linear. Para soluciona-la, utilizaremos o método de

redugao de ordem visto na segao 3.9. Fazendo y/(x) = w(x), na equagao (4.14), obtemos

o' (@) = —/T+ (w(z))?,

u
que é uma equagao de variaveis separaveis que pode ser resolvida pelo método visto na secao

1.3. Escrevendo w'(z) na linguagem de Leibniz e separando as variaveis temos

dw v
_iﬂjﬂgﬁ:@ﬂm (4.15)

Integramos ambos os lados de (4.15), observe que a expressao a esquerda é uma integral
que é resolvida por uma substituicao trigonométrica resultando em

In|v/1+ w(@)? + w(z)| = %mm +ei, (4.16)

onde utilizamos a propriedade do logaritmo natural, no lado direito de (4.16). Agora, apli-

cando a funcao exponencial de ambos os lados da equagao, obtemos
v

1+ w(x)? 4+ w(z) = c|x|5, (4.17)

onde ¢ = e“'.
Sabendo que no primeiro instante, o predador se encontra sobre o eixo x olhando fixa-

mente para a presa que estd na origem, temos a informagcao que y'(x¢) = 0, logo w(zy) = 0.
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Impondo essa condigdo em (4.17), temos

v

A JCE
J— u J— u
0=cry = c=ux,

JIF ) = <_> — w(a). (4.18)

Ao elevar ambos os lados da equagao (4.18) ao quadrado, temos

1+ w(z)? = (%) 9 (%) w(z) + w(z)2

Ao subtrair w(z)? de ambos os lados e isolar w(z), obtemos

=5 ((2) - (2))

&l

Sendo w(z) = y'(z), temos

Zo

@\
&
|
N | =
VR
VR
| =
~~_
c

i (%)) . (4.19)

Para determinar a expressao para y(x), integramos (4.19) em relagao a x, obtendo

2+1 _£+1
i) T \“ ) T “

Sabendo que y(xo) = 0 pela posigao inicial do predador, obtemos

y(x) = + Co.

1
2

ToUv
Cy = ———-
w2 — 12

Portanto, a expressao que descreve a curva y(x) é

ENS] —v41
Zo r \"“ Xy X “ 4 ToUv
24+1 \ 7o —2+1 \ o u? — v?

y(z) =

1
2
4.4 A catenaria
O problema da curva catenéaria, segundo [3], foi proposto inicialmente por Jakob Ber-
noulli. Jakob procurava a curva formada por um cabo suspenso em ambas as extremidades
e sob a acao da forca do seu proprio peso. Ao tentar solucionar o problema, pensou que a

curva em questao se tratava de uma parabola. O problema foi solucionado posteriormente

por Johann Bernoulli, que evidenciou o erro do irmao.
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Figura 23: A curva catenéria.

T
Fonte: Compilagao do autor.

Nosso objetivo é determinar a forma tomada por uma cabo flexivel e inextensivel, como
apresentado na figura 23, suspenso, preso em dois pontos A e B, e que esti sob a acao do
seu proprio peso.

Analisando a porcao do cabo compreendido entre o ponto mais baixo P, e um ponto
arbitrario P,. Tomamos um sistema de coordenadas onde a origem do plano coincide com o
ponto Pj, sendo o eixo z tangente a curva neste ponto.

Suponha que o comprimento entre P, e P, seja s e a densidade linear do cabo seja
correspondente a w = | — |. Entao o peso deste comprimento de cabo serd w - s.

m
Analisando as forcas presentes no sistema, temos, o peso w - s e as tensoes T} e Ty que

agem sobre os pontos P; e P, respectivamente. Como o sistema esta em equilibrio, temos

Trsen(f) =w-s e Tycos(0) =T;.

Dividindo as equagoes, obtemos

w- S
tg(0) =
ou seja,
dy w-s
— = . 4.20
dt T, ( )

Sabemos que o que comprimento da curva entre os pontos P; e P, é expresso por

T dy2
= 1 —= | dzx.
s /Oﬁ/ +(dx) .

Portanto, segue do Teorema fundamental do célculo que
ds dy 2
— =4/1 = - 4.21
dz * (dx) (421)
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Derivando ambos os lados de (4.20) com relac¢do a z e utilizando (4.21), obtemos

d?y _wds
dz?2  Tydx’
ou seja,
&y dy\*
— =k4/1 — ] . 4.22
dx? * (dm) (422)

w ~ . . .. ~ 1
onde k = 7> €ssa & uma equagao diferencial ordinéria nao linear de segunda ordem, para
1

encontrarmos sua solugao geral, utilizamos o método de reducao de ordem. Seja, vy = u a

equagao (4.22) se torna

du
— = kvV1+u?,
dx
que é uma equacao diferencial ordinaria nao linear de primeira ordem que podemos solucionar
pelo método visto na secao 1.3. Logo, separando as variaveis e integrando ambos os lados

da equacao, obtemos

d
/ = - / kda.
Vv1+u?
Ao solucionar a as integrais, obtemos

In(u+ V1+u?) =kx+ A,

onde A é a constante de integracao.

Aplicando o exponencial de ambos os lados, temos
V14 u? = efmt Ay,
ao elevar ambos os lados da equacgao ao quadrado, obtemos
1+ u? = 2katA) _ oyekatAd 4 42, (4.23)

Isolando u em (4.23), obtemos

—(kz+A)
u(zr) = = senh(kx + A).

Retornando para y, integramos u, obtendo a solugao

y(x) = %cosh(kx + A) + B,

) . . w .
onde B é a constante de integracao. Como k = ) @ €Xpressao se torna,
1
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T
y(z) = —Lcosh <£x + A) + B.

w
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EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS COM
COEFICIENTES VARIAVEIS.

Neste capitulo estudaremos as equacao diferenciais ordinérias com coeficientes variaveis

e seu método de resolugao.

5.1 Teoria preliminar

Quando o problema requer a resolu¢ao de uma equagao de segunda ordem com coeficientes
variaveis, uma estratégia € tentar encontrar uma solucao na forma de uma série de poténcias,
tal estratégia, nesse caso, é similar ao método de coeficientes a determinar, visto na subsecao
3.3.1, onde previamente assumimos um formato geral de solucao.

Seja

y" + P(x)y + Q(x)y = 0, (5.1)

uma equagao diferencial ordinéria linear homogénea de segunda ordem com coeficientes va-
ridveis, nessa secao veremos quando serd possivel encontrar uma solucao em formato de
séries de poténcias para tal equagao e apresentar algumas equagoes especiais. No caso onde
a equagao (5.1) é ndo homogénea, se existirem solugdes para a equagao homogénea associada,
podemos encontrar uma solugao particular pelo método de variagao de parametros.

Uma série de poténcias é sempre centrada em algum ponto xg. A natureza desse ponto
para a equacao é o que vai determinar o método a ser utilizado para sua solugao. Supomos
que o ponto onde a série esta centrada é o ponto zy = 0, caso contrario, a substituicao
t = x — x( provocaré a translacao para solugoes na vizinhanca de ¢ = 0.

A depender da equacao, o ponto o = 0 pode ser um ponto ordinario da equacao ou um

ponto singular.

Definicao 5.1. Dizemos que um ponto xy € um ponto ordindrio ou nao-singular da equa¢ao
diferencial (5.1) se P(x) e Q(x) sio analiticas em xo. Um ponto que nao é ordindrio €

considerado como um ponto singular da equagao.

Definicao 5.2. Uma funcao f : J — R, onde J é um intervalo, é analitica em xq se
a fungao pode ser escrita como uma Série de poténcias e essa série converge em alguma

vizinhanga de xg.

Observe que as fungoes f(z) = e” e g(x) = sen(x) podem ser escritas como uma série de

poténcias,
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A série de Taylor para f(x) = e* em torno de x =0 ¢

2 3 4 Ooxn
_1+x+§+§+z+ z;ﬁ'

A série de Taylor para g(x) = sen(x) em torno de x =0 é

3 5 7 o 2n+1

o’
sen(aj)—x—g—ky—ﬁ-i——— ; Tl

Portanto, ambas as fungoes sao analiticas. Em geral, as fungoes elementares, assim como

as somas e produtos entre elas sao fungoes analiticas.

5.2 Solucgoes na vizinhanca de pontos ordinarios

Se o = 0 é um ponto ordinario na equagao (5.1), a solugdo em forma de séries de

poténcias serd dado pelo seguinte teorema.

Teorema 5.1. Se g = 0 for um ponto ordindrio da equa¢ao diferencial (5.1), podemos

sempre encontrar duas solucoes linearmente independentes na forma de série de poténcias

= i Crx". (5.2)
n=0

A série converge para uma solu¢ao em |x — x| < R, em que R € a distancia do ponto xo ao

centrada em xg = 0.

ponto singular mais proximo.
Demonstragao: Ver [9]. O

Para obter a solugao geral de (5.1), supomos que y(t) dada em (5.2) seja solugdo,
substituindo-a e suas derivadas na equacao, no processo, encontraremos a chamada equa-
¢ao de recorréncia, que de forma iterativa gera os coeficientes da solugao. Os coeficientes
se formam em termos de ¢y e ¢;, definindo duas solu¢oes cujo conjunto formado por elas é

linearmente independentes sobre R, conforme o Teorema 5.1.

Exemplo 5.1. Encontre a solugio em forma de séries de poténcia da equagao
y" — xy + 2y = 0. (5.3)

Solugao: Observe que nesta equacao, P(z) = —x e Q(x) = 2 sdo ambas fungoes elementares
que serao analiticas para todo x € R. Logo, g = 0 é um ponto ordinario para a equacao.
Supondo a solugao geral (5.2), calculamos suas derivadas e substituimos na equagao (5.3),
obtendo
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oo o [o.¢]
g n(n —1)c,z E ne,x’" + E 2c,2" =0

Observe que no segundo somatoério, consideramos o somatorio iniciando em n = 0, isto é
possivel devido o primeiro termo da série ser igual a 0. Na primeira série, fazemos a mudanca

k = n — 2 nas demais faremos k =n

Z kE+2)( k+1)ck+2x —chkx +220kx = 0.
k=0 k=0 k=0

Com os somatoérios iniciando em k = 0, podemos uni-los, colocando o termo z*

em evidéncia.
Logo,

> ¥ [(k +2)(k + Degsa — (k —2)ei] = 0.

k=0

Como z* # 0, Vo € R, temos

(k+2)(k + 1)cpre — (k — 2)e, = 0,

ou seja,
(k-2

w2 Gk D (5.4)

A equagdo (5.4) é a relagdo de recorréncia para os coeficientes da solugado, portanto,
seguimos com as iteracoes.

Para k=0, k =1 e k = 2, temos respectivamente

Cy = —Cp,
1

C3 = ——=Cq.
6

cy =0-c0=0.

Como os proximos valores pares de k dependem de ¢4, todos serao nulos. Continuaremos
com os valores impares.

Para k = 3 e k = 5, temos respectivamente

1 1

5 = —C3 = ———

DT 120 °
1 1

T 1A% T 16307

Muitas vezes, determinar uma forma geral para os termos gerados por uma relagao de recor-
réncia é uma tarefa complexa. Portanto, a solugao sera dada na forma da série expandida.
Com os resultados obtidos pela relagao de recorréncia, temos que a solucao geral para o

problema seréa
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1 1 |
D = (] — 22 e B S SN
ylt) = cll =) +a (x 6" 1200 T 1680

5.3 Solugoes na vizinhanca de pontos singulares regulares

Se xy = 0 é um ponto singular para a equagao (5.1), nem sempre sera possivel obtermos
uma solucao em forma de série de poténcias. Porém, se g = 0 é um ponto singular regular,
podemos utilizar o Método de Frobenius que pode ser encontrado em |[I|, para encontrar
pelo menos uma solugao para a equagao (5.1). Antes de apresentar o método, necessitamos

da seguinte definicao.

Defini¢ao 5.3. Se o ponto xg = 0 é um ponto singular da equagio (5.1) ele serd um ponto
singular reqular se, xP(x) e r?Q(z) sdo funcoes analiticas em o = 0. Se g = 0 ndo €

reqular é chamado de ponto singular irreqular da equagao.
O proximo teorema é conhecido como teorema de Frobenius.

Teorema 5.2. Se xg = 0 for um ponto singular reqular da equagdo (5.1), entao existe pelo

menos uma solugao em série na forma

y(x) =" Z Cnx™. (5.5)

n=0
em que o numero r € uma constante a ser determinada.

Um possivel questionamento nesse ponto é sobre o motivo de buscar solugoes na vizi-
nhanca de pontos singulares, a explicagdo pode ser encontrada em [l], e é motivada por
problemas fisicos, pois na vizinhancga de pontos singulares, obtemos informagoes especificas
sobre o problema, como quinas, descontinuidades, etc.

Para resolver a equagao (5.1), seguimos um padrao semelhante ao caso onde xy = 0
¢ um ponto ordinario para a equagao, dessa vez tomamos a funcdo (5.5) como solugdo,
substituindo-a e suas derivadas em (5.1). Diferente do caso onde xy = 0 é um ponto ordinério
para a equagao, ao proceder com os calculos, encontraremos uma equacao conhecida como
equacao indicial.

Se £y = 0 é um ponto singular regular para a equagao (5.1), como visto anteriormente,
as fungoes zP(r) e 22Q(x) serao fungoes analiticas em zy = 0. Disto, temos que os desen-
volvimentos

zP(x) = po + pra + pea® + - --

2’Q(z) = qo + Qi + g’ + - - -
sao validos em intervalos que tém raios de convergéncia positivos. Ao substituir a fungao

(5.5) em (5.1) e simplificar, temos que a equacao indicial é uma equagao quadratica em r
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obtida igualando a 0 o coeficiente da menor poténcia de x. A forma geral para a equacao
indicial é

r(r—1) 4+ por + qo = 0.

Com a solucao da equacao indicial, podemos encontrar trés casos distintos,

Raizes indiciais

A natureza das solugoes apresentas pelo método de Frobenius pode ser previsto pelo
comportamento de suas raizes indiciais. Conseguimos definir trés casos distintos:

Caso I: Seja r; e ry raizes da equacao indicial sendo r; > ry, se 1 — ry < 1, entao
o método de Frobenius ird apresentar duas solugoes y;(z) e yo(z) tais que {yi(z),y2(x)} &

linearmente independente sobre R. As soluctes serao:

chaj””l co#0 e yoflx Zb "2 by # 0.

n=0

Exemplo 5.2. Determine a soluc¢ao
20"+ (1+2)y +y =0

Solugao: Supondo a solugao (5.5), substituimos a expressao e suas derivadas na equagao,
obtendo

x| r(2r — 1ozt + Z[(k +r+1)(2k +2r + Degq + (K + 7+ Degla®| = 0.
k=0
Logo, nossa equagao indicial é r(2r — 1) = 0, com as raizes r = % e ro = 0. Além disso,
temos a relacao de recorréncia (k+ 17+ 1)(2k +2r + 1)cgy1 + (K + 7+ 1), = 0.

Sendo r =1ry = 37 a relacao de recorréncia se resume a

Chpl = =~
k+1 2(]{—1—1)’
que gera
b "G _—a_ @ ot _ —C R Gt DI
LT @799 29 BT 93 gy O onp|

Logo, temos a solucao,
n

— (=D +3
_COZ 2nn/! o

n=0

Para r = r, = 0, temos a relacao de recorréncia

Ck+1 = —(Qk 1)
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que gera

—Co —C1 Co . —C2 —Co
GOQ=—73; CG=—F =77 G

_ T _ . (
1 3 1-3 5 1-3.5° 7 1-3-5-7...(2n — 1)

Portanto, a segunda solugao ¢é

y2(x) = co 1+21.3.5-7...(2n—1)$
n=1

Como as raizes da equagao indicial nao diferem por um inteiro, temos que o conjunto

{y1(x),y2(x)} é linearmente independente. Sendo assim, a solugao geral sera dada por y =

ayi(z) + caya ().
Caso II: Se r; e r9 sao raizes da equacao indicial. Se r1 — ry = n, n € Z, entao as

solugoes para equacgao serao dadas por
yi(x) = Z ™ g £0 e ya(z) = cyi(z) In(x) + Z b2 by # 0, (5.6)
n=0 n=0

onde ¢ é uma constante que pode ser nula.

Exemplo 5.3. Encontre uma solugao para a sequinte equag¢ao
xy” + 3y —y=0. (5.7)

Solucao: Observe que xy = 0 é uma singularidade regular para a equagao. Supondo a

solugao (5.2), substituimos tal solucao e suas derivadas na equacao (5.7), obtendo

" | r(r+2)cor™ + Z 2" [(k+r+1)(k+7r+3)cr — ]| =0.
k=0

Sendo r(r 4+ 2) = 0 a equagao indicial, temos as raizes 1, =0 e ro = —2.

Seja r = 0, temos a relacao de recorréncia

Ck

ST e+ D(k+3)

Para k= 0,1, 2, 3,4, temos respectivamente

Co 200 260 200
= —; C=—": (3= —': (4= —
YT oo o3 T 46
ou seja,
200
n — > :17273a"'
‘ nl(n +2)! "

68



Assim, uma solugao para (5.7) em forma de série de poténcias é

yi(w )—Cox

9
1+Z—n,n+2 ]—ozn|n+2 : (5.8)

Observe que 11 — ro = 2, logo, um nimero inteiro positivo. Desse modo, vamos definir
uma segunda solugao a partir de y;(z) da forma de (5.6). Ao calcular as derivadas de y»(x)

e substituir em (5.7), obtemos

2 oo
In(z) o (2) + 304 ) — (o)) + 204 2) + 22 4 S 0 - 2)(n — B
n=0
00 - o0 - 2y1 (.CIZ’ [e'e) - 00 -
3 — )bz =) b =2y — b,z =Y b =0
+ nz%(n Yonx ; x Yy (z) + . +n2%(n ynb,x HX% x
(5.9)
Derivando (5.8), e substituindo em (5.9), obtemos
k1 +1)
—(by 4 by)z ™2 + Zx —>‘ + k(k + 2)bjrs — byga | = 0. (5.10)
De (5.10), obtemos by = —by, e
E@iil+kw+2w — b1 =0, k=0,1,2
kf‘(kf+2)' k+2 k+1 — Y, — Yy Ly 4 )
Para k = 0, temos que by é arbitréario, e que by = 2, logo by = —2. Escrevendo no formato

de relagao de recorréncia, temos

b1 4(k+1)
k(k+2)  k'(k+2)k(k+2)’

bk+2 =

que para k = 1,2 temos respectivamente

=

1 25
g — ——-

24 288

2

4
=22y
3 3 97 4 =

Portanto, uma segunda solucao para (5.7) é dada por
yo(x) = yi(x)In(x) + box ™2 + byz™ + by + bgw + -+

by 4
= y(z)In(x) — 2272 + 227 + by + {§—§}x+~~,

em que by é arbitrario.

Caso III: Raizes indiciais iguais. Seja r; e 9 solugoes da equacao indicial, se ry = ry, as
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solugbes y1 () e yo(x) tais que {y1(z),y2(z)} é linearmente independente, serdo dadas por

o0
= g ™ g A0 e
n=0

yo(z) = y1(z) In(z) + wav””, by # 0. (5.11)
n=0
Exemplo 5.4. Encontre a solugao geral para
xy" +vy — 4y =0. (5.12)

Solugao: Sendo xy = 0 um ponto singular regular para a (5.12), temos sua solu¢do em série

de poténcias dada por (5.5), substituimos a expressao e suas derivadas na equagao, obtemos

" | rleox ™t + Z [(kz + 74 1)1 — 4ck} zF| =0,
n=0

onde a equacao indicial, 72 = 0, possui a raiz r; = 0. Portanto, seja r = 0, temos a seguinte

relacao de recorréncia
4Ck

Ck+1 = m>

onde conseguimos a solugao
o 4n .
n=0

Uma segunda solugao para equagao (5.12), sera dada por (5.11). Portanto, sendo r = 0,

calculando suas derivadas e substituindo em (5.12), temos
In(z) [z} (z) + i () — 1 ()] + 2y (x) + Z n?ba" =) " db,at =

O termo entre colchetes certamente é nulo, prosseguindo, calculamos a derivada de (5.13),

fazemos a mudanca de indice no somatorio e agrupando os termos, obtemos

o0 22k+3 k_,_ )
A3 P S 4 k+ 1)%bp.q — 4| = 0.
kz:% T { i+ 1) ) + (k4 1)%bgsy k

Como o conjunto {1,z,2?% ---} ¢ linearmente independente sobre R, a expressao entre

colchetes sera nossa relagao de recorréncia, ou seja,

4by, 2273(k + 1)
(k+1)2  (k+1)2((k+1))?

bk+1 =
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Para k =0, 1, 2, temos respectivamente,
166y — 144
by = 4by — 8; by = 4by — 12; by = OT'

Logo, uma segunda solugao para a equacao é

160y — 144
Yo () = by + (4bg — 8)x + (4by — 12) 2* + (60—) z® +

9
5.4 Equacoes especiais

Nessa se¢gao vamos ver algumas equacgoes especiais que sao solucionadas pelos métodos

de séries de poténcia
5.4.1 A equacao de Bessel
Defini¢ao 5.4 (Equagao de Bessel). Uma equagao da forma
22+ zy + (22 —v*)y =0, (5.14)

onde v > 0 € chamada de Equacao de Bessel.

Solugao: Sendo xy = 0 um ponto singular regular para a equagao (5.14), supomos a solugao

(5.5), substituindo a expressao e suas derivadas na equagao, obtemos

D eanAr)ntr—02"T ) en(n+ )2 £ a0 e, =0,
n=0 n=0 n=0

n=0
ou seja,
oo o
co(r? —v*)a" + 2" g e [(n+7)? =0 2" + 2" E cp™ 2,
n=0 n=0
onde temos que a equacao indicial é r?> —v? = 0, obtendo as rafzes 1, = v e r, = —v. Sendo

r =171 = v, temos

2 [(L+20)erz+ ) [(k+2)(k+ 2+ 20)cppe + cx]2" | =0,

n=0
onde obtemos as expressoes

—ck
14 20)e; = 0 _ .
(L2v)er =0 e e = G500

A primeira expressao nos informa que ¢; = 0 e isto implica que se k + 2 = 2k 4+ 1 temos
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que cg,+1 = 0. Portando, sendo k + 2 = 2n, temos

Con = ___n=2
an 22n(n +v)
Com as iteracoes, obtemos

Co
Co—m——7-—"7"-—-
2T 2201 (14 )

Co Co
Cp = — = .
2.2 240) 20-1-2-(1+0)(2+0)

Cq Co
CcpR=—-— — — .
T 22.3.(3+0) 26.1-2-3-(1+v)(2+v)(3+0)

—1)"
Com (=1)"co

- 22m)(14+0)(2+v)... (n+v)

O valor de ¢y é comumente tomado como

1
O 2T o)
onde I'(1+wv) é a fun¢do Gama, que esta definida nos apéndices de [1|. Sendo assim, o termo

geral da relagao de recorréncia se torna

(=n"

~ 22T (1 + v +n)

Con

Sendo assim, a solu¢ao para a equagao (5.14) é

s —1)" T\ 2n+v
Jo(e) = Z n!l“(g + 2} +n) (5) ' (5.15)

n=0

Se tomarmos 7 = —v, obtemos a solugao

- —1)" T\ 2V
Iool) = Z n!F(i — 2} +n) (5) ' (5.16)

n=0

As fungoes (5.15) e (5.16) sao conhecidas como Fungoes de Bessel de Primeira Especie,
a primeira de ordem v e a segunda de ordem —uv.

Algumas consideragoes tem que ser feitas antes de definirmos uma solugao geral para a
equagao (5.14). Se v = 0 as equagoes (5.15) e (5.16) sao iguais e portanto definiremos uma

segunda solucao utilizando o Caso III do método de Frobenius. Agora, se v > 0 e a diferenca
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entre v e —v nao é um inteiro, segue do Caso I do método de Frobenius que a solucao geral
para a equagao (5.14) é y(z) = c1Jy(z) + J_,(z). Quando v > 0 e a diferenca entre v e —v
for um inteiro positivo, definimos uma segunda solugao utilizando o Caso II do Método de
Frobenius.

Em geral, definimos a solugao geral para a equagao (5.14) como
y(z) =1 dy(z) + J_p(x), v ¢&Z.

Exemplo 5.5. Encontre a solugao geral para a equagao

1
?y" + xy + < 2—Z>y:0.
Solugao: Como v = %, a solugao geral da equacao sera
y(@) = ey () + J_y (@),

5.4.2 Equacao de Bessel de segunda espécie.

Seja v é um ntmero nao inteiro, a func¢ao

cos(vm)Jy(x) — J_p(x)
sen(vm)

Yy(z) =

e a funcdo J,(x) sao solugoes da equagao (5.14) e {Y,(x), J,(x)} é linearmente independente
sobre R. Sendo assim, se v ¢ um nimero nao inteiro, uma outra forma para a solugao solugao

geral para a equagao (5.14) ¢
y(x) = c1Jy() + Y, (x). (5.17)

Se v — m, sendo m um ntmero inteiro, a equacao (5.17) se torna uma indeterminagao.
Porém pela regra de L’Hospital, sabemos que lim Y, (z) existe.
Sendo assim, a funcao o
Y, (z) = lim Y, (x)

v—m
e Jn(z) sdo solugoes da equagao =%y’ + xy' + (2 — m?)y = 0, tal que {Y,,(z), J.(z)} &
linearmente independente sobre R. Logo, para qualquer valor de v, a solugao de (5.14) pode
ser escrita como

y(x) = c1Jy(z) + Yo ().

Tal fungao é conhecida como fungao de Neumann, mas segundo [1], é comumente chamada

de Funcao de Bessel de Segunda Espécie de ordem wv.
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Exemplo 5.6. Encontre a solugao geral para a equagao
o2y + xy + (2 — 9)y = 0.

Solugao: Segue da equacao que v = 3, sendo assim, sua solugao geral seré
y(x) = c1J3(x) + coYs(z).

5.4.3 A equacao paramétrica de Bessel.

Se na equagao (5.14), fazemos a mudanca de x por Az, com o uso da regra da cadeia,
obtemos a Equacao Paramétrica de Bessel
2. 1

22y + zy + (Na2? — 0Py = 0. (5.18)

A solugao geral para a equacao (5.18) é
y(x) = c1J,(A\x) + oY, (Ax).
5.4.4 A equacgao de Legendre
Definicao 5.5. A equacao
(1—2*)y" —2xy + n(n+ 1)y =0, (5.19)

onde n € um numero inteiro nao negativo, € conhecida como Equagao de Legendre.

Observe que o ponto g = 0 é um ponto ordinario para a equagao (5.19), portanto,
supomos uma solugao da forma (5.2). Substituindo a expressao e suas derivadas na equagao
(5.19), temos

(1—a?) Z crk(k —1)zF2 -2 Z crka® +n(n+1) Z k.
k=0 k=0 k=0
Assim, obtemos
[n(n+1)co +2¢2) + [(n—1)(n+2)cy + 6¢c3]x
+ [0 +20 + Dejea + (n =) +j + Dejla? =0,
j=2

onde temos

n(n+1)cog+2c, =0, (n1)(n+2)c; +6c3 =0
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e a relacao de recorréncia
(U +2)(+ )2+ (n—j)(n+j+1)e; =0.

Dessas expressoes obtemos

n(n+1)c . . :_(n—l)(n—I—Q)
— @ 3

Cy = —

Além da relagao
(n—j)n+j+1)

PR
que gera
64:_(n—2)(n+3)c _ (n—2)n(n+1)(n+3)c
4-3 ? 41 v
. :_(n—3)(n+4)c _ (n—3)(n—1)(n+2)(n—|—4)c
5 5.4 3 5l 15
. :_(n—4)(n+5)c _ (n—4)(n—2)n(n+1)(n+3)(n—|—5)c
° 6-5 ! 6! v
. :_(n—5)(n+6)c :_(n—5)(n—3)(n—1)(n+2)(n+4)(n+6)c
! 7-6 ° 7! b
Sendo assim, temos as solugoes
0@ = o [1 B n(nQ—'l— 1):][:2 N (n — 2)n(n44!— 1)(n+ 3):154
(n—=4)(n—=2)n(n+1)(n+3)(n+5) |
- . v +}
n—1)n+2) ;, (mn=3)n—-1)Mn+2)(n+4) ,
RN FRCEL AR P T LSS )

_ (n=>5)n-3)n—-1)n+2)(n+4)(n+6) ., n

7l v

Observe que quando n é um inteiro nao negativo, obtemos uma solucao polinomial de

grau n, visto que se n for um inteiro par, a primeira série é finita e se n for um inteiro impar,
a segunda série se torna finita.

Como miiltiplos das solugoes obtidas também sao solugoes, é comum definirmos valores
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especificos para ¢ e ¢1, dependendo se n for um inteiro par ou impar. Para n = 0, escolhemos

co=1eparan=24,0,..., temos

nl-3- (n—l)
-1
=0
Para n =1, escolhemos ¢; =1 e paran = 3,5,7, ..., temos
-1 1-3---(n)
= (=1 .
a=CD T S Tmo

Exemplo 5.7. Defina a solu¢ao para a equacao de Legendre quando n = 4.
Solugao: Como n ¢ um ntmero par, a solugao y;(x) se torna finita,

4.5 2-4-5-7 35
y1(x) =¢o |1 — 5 x4+ o x4] = ¢y {1—10x2—|—§x4]-

Sendo n = 4, definimos ¢y = 3/8, logo,
1 2 4
n() =2 [3 — 302 + 352 -
5.4.5 Polinémios de Legendre

Denotamos por P,(x) os polinomios formados através das séries yi(x) e yz(x) e pelas

escolhas de ¢y e ¢;. Alguns polinomios de Legendre:

Po(z) =1,

Pi(z) =z,

Pyfa) = 5(32> ~ 1),

Py(a) = 5(52° — 32),

Py(z) = é(35x — 302% + 3),

Ps(z) = é(63m 702° + 15),

Ps(z) = %(231956 — 3152" + 1052° — 5),

onde Py(x), Pi(x), Ps(z), P3(z),. .., sdo solugbes particulares para a equagao (5.19) quando
n=20,1,2,3,...
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Figura 24: Alguns polinémios de Legendre.

Yy Py(x)

Py(x)
Pi(x)

Py(z)

Py(x

Fonte: Compilagao do autor.
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A TRANSFORMADA DE LAPLACE

O uso de transformadas de Laplace na resolucao de equacgoes diferenciais é 1til pois
transforma o problema de resolver uma equacao diferencial ordinaria no problema de resolver

uma equacao algébrica.

6.1 Teoria preliminar

Antes de falarmos sobre o método em si, vamos apresentar a teoria basica sobre as

transformadas de Laplace.

Definigao 6.1. Seja f(t) uma fungdo definida para t > 0, sua Transformada de Laplace,

representada por F(s) é dada por

LUF()} = F(s) = / e (. (6.1)

Como a integral presente em (6.1) é uma integral impropria, podemos resolvé-la utilizando

o seguinte limite:
b

lim [ e *'f(t)dt.

b—o0 0

Se o resultado dessa integral for +00, dizemos que a integral diverge. Se o resultado for
uma constante finita ¢, a integral converge. Nosso objetivo é identificar para qual intervalo

de s, a integral convergira.
Exemplo 6.1. Calcule L{1}, para t > 0.

Solugao: Pela definigao, temos

+oo b —sb
el 1
£{1} :/ et 1dt=lim | e ldt=lim 1~ =1
0

b—o0 0 b—o0 S S

desde que s > 0.
Exemplo 6.2. Calcule £{e*}, para t > 0.
Solugao: Pela definigao, temos

i ’ e 1 1
L{e’'} = e *tedt = lim e st dt = lim = ,
0 b—o0 J b—oo (3 —5) 5—3

desde que s > 3.
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Teorema 6.1. A transformada de Laplace é um operador linear, ou seja,

L{af(t) + Bg(t)} = aL{f (1)} + BL{g(t)} = aF (s) + BG(s).

Demonstragao: De definicao de transformada, temos

Llaf(t) + Bg(t)) = / " e af (1) + Belt))dt = a / Tt (bt + B / " ety (t)de
= aF(s)+ pG(s).

Para o préoximo teorema, precisamos da seguinte defini¢ao.

Definicao 6.2. Dizemos que uma func¢ao € de ordem exponencial, se existem ¢, M > 0 e
T >0, tal que
If(t)| < Me®, Vvt >T. (6.2)

Exemplo 6.3. Verifique se a fun¢io f(t) =t € de ordem exponencial.

Solucgao: Observe que

t t 1
lim M = lim u = lim =0
t—+oco et t—+oo et t——+oo cect

Y

para ¢ > 0. Da definicao de limite segue que podemos obter M > 0, T' > 0 para algum ¢ > 0

satisfazendo (6.2). Portanto, f(t) = t, ¢ de ordem exponencial.

t2

Exemplo 6.4. Verifique se a fungio f(t) = e € de ordem exponencial.

Solucgao: Observe que

t 2
lim £) = lim |6—| = lim " = +00.
t—4oco et t—+oo eCt t——+o00

Da defini¢ao de limite segue que nao podemos obter M > 0 satisfazendo (6.2). Portanto,
f(t) = €' ndo ¢ de ordem exponencial.

Uma questao que deve ser levantada é se toda funcao tem uma transformada de Laplace.
O proximo teorema, que pode ser encontrado em |[1], define as condigoes de suficiéncia para

a existéncia da transformada.

Teorema 6.2. As condi¢des de suficiéncia para o ezisténcia de L{f(t)} sao:

(i) f(t) € uma funcao continua por partes no intervalo [0, +00), ou seja, em todo intervalo
[a,b], com a > 0, a fungao tem um nidmero finito de descontinuidades e toda descontinui-
dade € de primeira espécie, ou seja, para todos os pontos nesse intervalo, existem os limites
laterais.

(i) A fungao f(t) € de ordem exponencial parat > T.
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Exemplo 6.5. A funcao
1,sex € N,

fz) =

0, caso contrdrio,

€ uma fungao continua por partes, pois embora a fun¢ao ndo seja continua em todos os

naturais, os limites laterais nos naturais existem.

Teorema 6.3. Seja f(t) uma fungdo continua por partes no intervalo [0, 4+00) e de ordem

exponencial para t > T entao, sua transformada de Laplace existe para todo s > c.

Demonstragao: Da hipotese que f(t) é continua por partes, temos

+00 T +oo
/0 e~ F(1)dt = /0 e £ (1)dt + /T e F ()t = I + Ty,

Para I, temos que certamente a integral converge, pois no integrando temos o produto
de duas fungoes que s@ao continuas no intervalo [0, 7], logo o produto entre elas é integravel.

Para I3, vamos usar a hipotese inicial que diz que f(t) é de ordem exponencial, portando

|f(t)] < Me, Vt>T.

Isso nos diz que

+o0 +oo
yhkg/ﬁ MSVQWﬁSAJ/ e *edt.
T T

A integral a direita pode ser resolvida como

b —(s—c)b —(s—c)T
—M(e=(=0b _ o—(s—0)
lim M [ e 9%t = lim ( )
b—o0 T b—o0 (8 — C)
Me—(s—c)T
Se s > ¢, o limite existe e converge para —— - Isso implica que a integral I, existe
—c

e converge para todo s > ¢. Logo sua transformada de Laplace também ira existir para todo
5> c. 0

A partir de agora, vamos assumir que s sempre pertence a um intervalo que garante a

convergéncia da integral.

Teorema 6.4 (Transformada de algumas fungoes basicas).

1
o L{1} = 3
|
. cﬁ@}zsﬁﬁ, n=1,2,3,..
. 1
o L{eM} = ——;
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k

S
L4 £{COS(kt)} = m,
k; .
L4 ﬁ{Sth(kt)} = m,
S
e L{cosh(kt)} = Tl
Demonstracao: Ver [10]. O

A seguir, veremos o primeiro teorema de translagao para transformadas de Laplace.

Teorema 6.5. Se a € um numero real, entao

LA{e"f()} =F(s—a).

Demonstracgao: Pela defini¢cao, temos

Li{ef(t)} = /OOO e e f(t)dt = /000 e~V (1) dt = F(s — a).

O

O teorema 6.5 é classificado por [1| como o Primeiro Teorema de Translagao, pois, como
o nome sugere, o grafico de F'(s—a) é simplesmente o grafico de F'(s) transladado a unidades

para a direita.

Exemplo 6.6. Calcule a sequinte transformada

L {e5tt3} )

_ 3!
Solugao: £ {t} = et logo, com a translagao, temos £ {e’t3} = (5= 5)4'

Exemplo 6.7. Calcule a sequinte transformada
L {e * cos(4t)}

(s+2)

Solugao: L {cos(4t)} = T

ﬁ, logo, com a translacao, temos £ {e2 cos(4t)} =
s

6.2 A transformada inversa de Laplace

A existéncia da operacao inversa da transformada de Laplace segue diretamente da injeti-

vidade da operacao transformada de Laplace, isso pode ser verificado pelo seguinte teorema,
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Teorema 6.6. Sejam f(t) e g(t) funcgdes continuas por partes e de ordem exponencial,
suponha que ezista um numero real sy tal que L{(f(s))} = L{(g(s))},Vs > so. Entao, com
a possivel exce¢do de pontos de descontinuidade, f(t) = g(t),¥t > 0.

Demonstragao: Ver [1]. O

Definicao 6.3. Denotamos a transformada inversa de Laplace como

L7HF(s)} = f(1).
A transformada inversa de Laplace também é um operador linear, ou seja, podemos escrever
L7HaF(s) 4+ BG(s)} = af(t) + By(t).
(1
Exemplo 6.8. Calcule L7} {3_5} .

Solugao: Ao conferir o Teorema ?7, notamos a semelhanca com a transformada do caso

polinomial, quando n = 4. Portanto, para obter o termo 4!, multiplicamos a expressao por

24
1 1 4
-1) ~ —_ -1 ) = — .
£ {35} 2ic {55} 24

249
3s+5
E lo 6.9. Calcule L1 ~
xemplo atcute {32+7}

3s 5
-1 -1 _
L {52+7}+£ {32+7}

Observe que os casos se assemelham & transformada inversa da funcao cosseno e seno,

logo

Solugao: Escrevemos,

respectivamente. Portanto, fazemos as multiplicagoes:

. s 5 ) VT 5
3L {82——1—7}—%%/: {82+7}—3COS(\/7t)+WSBTL(\/?t).

6.2.1 Fracgoes parciais.

Nem sempre a fungao F'(s) sera facil de ser identificada no Teorema ??, deste modo ¢é
necessario e conveniente o uso de fragoes parciais. No que segue, veremos trés exemplos que
ilustram a utilizacao das fragoes parciais.

Caso (i) Denominador com fatores lineares distintos.

RSRNSY S —

Observe que
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1 A(s+2)(s+4)+B(s—1)(s+4)+C(s—1)(s+2)

(s—1)(s+2)(s+4) (s=1)(s+2)(s+4)

Assim, obtemos o sistema

A+B+C =0,
6A+3B+C =0,
8A —4B —2C = 1.

1 1 1
A solugao do sistema é, A= —, B=——-e(C = —-
15 6 10

Deste modo,

ﬁl{@—JX&im@+®} - %ﬁ1{si1}_%£1{si2}+%ﬁl{si4}

Caso (ii) Denominadores com fatores lineares repetidos.

s+1
Calcul L1 ——— -
alculemos {52(s+2)3}
Utilizando fra¢oes parciais, temos
s+1 A n B n C n D n E
s2(s+2)3 s 82 s+2 (s+2)2 (s+2)3

(6.3)

Multiplicando ambos os lados de (6.3) por s2(s + 2), obtemos
s+1=As(s+2)°+B(s+2)°+Cs*(s +2)* + Ds*(s + 2) + Es>.
Assim, obtemos o sistema

)
A+C =0,
6A+B+4C + D =0,

12A + 6B +4C + 2D + E = 0,

SA+12B =1,
8B =1,
\
1 1 1 1
] l a : A:—— B:— _ — D: E:__
cuja solugao é, 16’ g C 16’ 0,
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Deste modo,

S8 SEELE T GRS D 3 G D S QNN S SRR G S S
£ {s%s+2w} = - {s HERER S T 5+ 2 s- (s +2)3

1 1 1 1
N PRI S e
68 T 16" g ©

Caso (iii) Denominador com fator quadratico irredutivel.

35 — 2
~1
Calculemos £ {m} .
Utilizando fracoes parciais, temos

3s—2 _A+B+C+D3+F (6.4)
s3(s2+4) s 82 3 s244 '

Multiplicando ambos os lados de (6.4) por s3(s* + 4), obtemos
3s —2 = As*(s* +4) + Bs(s* +4) + C(s* + 4) + (Ds + E)(s%).

Assim, obtemos o sistema,

(A+D—0,

B+ E=0,

4A+C =0,

4B = 3,

\4C:—2,
cujasolugéoé,A:é,B:%eC:—17D:—1eE:_z

Deste modo,

L[ B2 ) 1) S 1) (1) L s
£ {83(82+4) B 8£ s +4£ s? 2£ 3 8£ s?2+4
3 . 2
a §£ {52+4}

1 3 1 1 3
= 3 + Zt — Zt2 - §005(2t) — gsen(Qt).

Nem toda funcao de s é transformada de Laplace de alguma funcao continua por partes

de ordem exponencial.

Teorema 6.7. Seja f(t) continua por partes no intervalo [0,4+00), e de ordem exponencial

para t > T, entao

lim F(s) =0.

5§—00
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Demonstragao: Ver [1]. O

Sejam F(s) = s? e G(s) = i
s

acordo com o teorema 6.7, F(s) ¢ G(s) ndo podem ser transformadas de fun¢des continuas

repare que lim F(s) = 400 e lim G(s) = 1, logo de
S§—00 S5§—00

por partes no intervalo [0,4+00] e de ordem exponencial. Portanto, tais fun¢oes nao tem
transformada inversa.

Em casos onde o sistema estudado pode apresentar uma mudanca quase que instantanea
de valores, como o simples ato de acender e apagar luzes, é conveniente o uso uso da fun¢ao

degrau unitario.

Definigao 6.4. A funcio U(t — a) € definida por

0, se0<t<a,

1

U(t—a) =
, set>a.

Quando multiplicada por uma outra funcao definida para ¢t > 0, a funcao degrau unitario
cancela uma porc¢ao do grafico da funcao. Devido a isso, a funcao degrau unitario é usada
para escrever fungoes definidas por partes em uma forma compacta.

Observe que a funcao definida por partes

g(t), se 0<t<a

ft) =
h(t), se t> a,

pode ser escrita como
f(t) =g(t) = g@OU(t —a) + h(HU[ — a). (6.5)
A demonstragao de (6.5) vem diretamente da defini¢ao 6.4, ou seja,

g(t) —g(t)-0+h(t)-0, se 0<t<a,
g(t)—g(t)-1+h(t)-1, se t>a.

ft) =

Tal propriedade é ilustrada pelo proximo exemplo, que pode ser encontrado em |[1].

Exemplo 6.10. A voltagem em um circuito € dada por

20t, se 0<t<H
0, se t=>5.

E(t) =
FEzxpresse E(t) em termos de fungoes degrau unitdrio.
Solugao: Se g(t) = 20t e h(t) =0, temos de (6.5) que
E(t) = 20t — 20tU(t — 5).
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Teorema 6.8. Se a for uma constante positiva, entdao
L{f(t—a)U(t —a)} = e"F(s),

em que F(s) = L{f(t)}.

Demonstracao: Pela definicao 6.1, temos

L{ft—a)lU(t—a)} = /000 e f(t —a)U(t — a)dt

_ / et — QU (t — a)dt + /Oo e F(t — alU(t — a)dt

0 a

= /aoo e " f(t—a)dt

= [ e g = i),

poisUU(t—a) =0,Vt € [0,a[, U(t—a) =1, Vt € |a, +0o0[ e utilizamos a mudanca de variavel
v=1t—a.

O
O teorema (6.8) ¢ denominado por [1], como o Segundo Teorema de Translagao.

Exemplo 6.11. Calcule a sequinte transformada:
L{(t—2)°U(t - 2)}.

Solugao: Como a = 2, do Teorema 6.8 temos que

36
L{(t=2PUt -2} = e 5 = o™

Exemplo 6.12. Calcule a sequinte transformada:

L{sen(t)U(t — 2)}.

Solugao: Como a = 2w, pelo Teorema 6.8, temos

L{(t—2°U(t — 2)} = e 2™ L{sen(t)} = Se

O teorema 6.8 tem a forma inversa.

Definicao 6.5. A forma inversa do Teorema 6.8 é
ft —a)(t —a) = L7H{e ™ F(s)}, (6.6)
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em que a >0 e f(t) = L7HF(s)}.

Exemplo 6.13. Calcule a sequinte transformada inversa:
TS

e 2

5249

-1

1
5249

Solugao: Como a = § e sabendo que L1 { } = %sen(Bt). Temos pela defini¢ao 6.6 que

s

2 1 3 7r
L 2a0( 3sen (Bt 2 )U t 5)

Teorema 6.9. Seja n € N, entao

L)) = (-1 S F(s), (6.7

em que F(s) = L{f(t)}.

Demonstracao: A demonstragao é feita por inducao sobre n. Para n = 1, temos

Fls) = / et (),

ao derivar a equagao em ambos os lados em relacao a s, temos

GP6) = [T St = [ et = —£{ero),

ou seja,
LT} = (1)L F ().

Agora, assumimos que a afirmacgao (6.7) é verdadeira para algum n = k € N, ou seja,

L) = ()R (D

Temos que provar que a afirmagao é verdadeira para n = k + 1, ou seja,

d(k—i—l)
{1 F(0)} = (1)1 F )

A transformada de Laplace de t*T1f(t) ¢ dada por:

k k+1
—1% [(—1)’6%17(5)1 = (—1)’”1%}7’(3).

HI)

LU0} = — el )
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Portanto, (6.7) é valida para todo n € N. O

Exemplo 6.14. Calcule a seguinte transformada

L{te’}.

~ d 1 1
Solugao: L{te} = 7 (s — 3) =

Exemplo 6.15. Calcule a seguinte transformada

L{tsen(kt)}.
3 d k 2ks
Solugao: L{tsen(kt)} = s <s2 n /{:2) = (5% + k2)2‘

Para o uso das transformadas de Laplace no calculo de equagoes diferenciais, sera neces-

sario definir a transformada de uma derivada.

Teorema 6.10. Se f(t), f'(t),..., f"~V(t) forem continuas em [0,+00), e de ordem expo-

nencial, e se fM™(t) for continua por partes em [0, +00), entdo
L{FW )}y = s"F(s) = s"71f(0) = s"2f/(0) = --- = f7D(0), (6.8)

em que F(s) = L{f(t)}.

Demonstragao: A demonstragao é feita por inducao sobre n. Para n = 1, temos

+00 +o00
C{f(1)) = / e (1)t = e ()] + s / e (t)dt = sF(s) — f(0).

Portanto, a afirmacao é verdadeira para n = 1. Agora, assumimos que a afirmacao é

verdadeira para algum n = k € N, ou seja,

E{f(k) (t)} _ SkF(S) o Skflf(o) o 8k72f/(0) . f(k71)<0). (HI)

Temos que provar que a afirmacao é verdadeira para n = k + 1, ou seja,

L) = S (s) = $-£(0) — 8 170) = -+ — FO(0),
A transformada de Laplace de f*+(t) ¢ dada por:
£{f(k+1) (t)} — /OO efstf(kJrl) (t)dt
0
= [ O]~ +s / e f® (t)dt
0

T FHR(s) = 8 £(0) = 8 f(0) — - — sfETV(0) — £D(0).
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Portanto, a igualdade (6.8) é valida para todo n € N. O

6.3 Convolucao

Definig¢ao 6.6. Se f e g sao fungoes continuas por partes em [0, +00), entdo a convolu¢ao

de f e g, denotada por f x g, € dada pela integral

(f * g)(t /f g(t —7)d (6.9)

Teorema 6.11. Sejam f(t) e g(t) funcoes continuas por partes em [0,+00) e de ordem

exponencial, entao

L{USx9))} = L{F ()} L{g()} = F(s)C(s).

Demonstracao: Das defini¢oes de transformada de Laplace e convolucao, temos

cisea®y = [ e[ [ et a
:/ va-u |—1|du}
- [Catw |- u)dv] du
= [T | [T e rwla]

_ [ /0 ooe‘swf(w)dw} /0 " g2)e s dz = F(s)G(s),

onde utilizamos as mudancas de variaveis

u=t—T v=w+u
e
v=1 U=z
e observamos que os jacobianos das mudangas de variaveis sao respectivamente J(u,v) = —1

e J(w,z) = 1. Além disso, fizemos uma mudanca na ordem de integragao.

Corolario: 1. A forma inversa do teorema 6.11 é

LUF()GE)} = (F0)(0).
Se a fungao f(t) for uma fungao periddica, com o periodo T, T > 0, entdo sua transfor-
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mada de Laplace é descrita no seguinte teorema

Teorema 6.12. Seja f(t) uma fun¢dao continua por partes em [0, +00) e de ordem exponen-

cial. Se f(t) for periddica de periodo T, entao

LU0 = oy | e

Demonstragao: Seja f(t) continua por partes, entao

L{f(t)}:/o estf(t)dt+/+oo e S f(t)dt. (6.10)

T

Fazendo t = u + T, a integral a direita se torna

+oo +o0
/ e " f(t)dt = / e W) f(y + T)du
T 0

=T /;OO e " f(u)du
=e T L{f()}.

Portanto, de (6.10), temos

C{f)} = / et ()dt + e TL{f ()}

1 T
S /0 e S f(t)dt.

O

Finalizamos essa se¢ao com o teorema que descreve a transformada de Laplace de uma

integral.

Teorema 6.13. Seja f(t) uma fungao continua por partes e de ordem exponencial. Se

g(t) = f(f f(r)dr, entao, t
E{/O f(T)dT} _ Ffj).

Demonstragao: Pelo teorema fundamental do célculo, temos que ¢'(7) = f(7). Observe

que
L{g' ()} = LLfF)} = sL{g(t)} — 9(0) = F(s).

Sabendo que g(0) = 0, temos que
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6.4 Aplicacoes

Como visto no teorema 6.10, £L{y™(¢)}, com n > 1, depende de y(t) e de suas n — 1
derivadas no ponto ¢t = 0. Portanto, é conveniente o uso das transformadas de Laplace na
resolucao de problemas de valor inicial cuja equagao é uma equacao diferencial ordinaria
linear com coeficientes constantes. Tal equacao pode ser reduzida a uma equacao algébrica
na func¢do da transformada Y'(s), que ao ser calculada a transformada inversa de Laplace,
resulta em y(t). Considere o seguinte problema de valor inicial:

. 4y d"ly

+a TSI (t)
Qpn— a apy = )
" Vg1 Vg T =9

y(0) = 30,5/ (0) = ¢/, ...,y D(0) = 4" ",
(n—1)

em que a;, i =0,1,....,n €Yo, Y-, Yp sao constantes. Pela propriedade de linearidade
da transformada de Laplace, temos

0l {dzytf) } b an L {%} b dal{y(t) = L{g(D)}.

Assim, pelo teorema (6.10), obtemos

an[s"Y (s) — s"y(0) — ... — y("_l)(())}

Logo,

[Clnsn + an—lSn_l + ...+ ao] Y(S) =a, |:S7L—1yo 4.+ y(()n—l)i|

+ p [sn_2y0 +...4 y(()n_Q)} + ...+ G(s).
Ao explicitar Y (s), encontramos y(t) através da sua transformada inversa.

Definicao 6.7. A equacao

0+ [ some-

onde as funcoes g(t) e h(t) sao conhecidas, é conhecida como equagdo integral de Volterra

para f(t).
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6.4.1 Circuitos elétricos

Se na equagao (4.8), a queda de tensdo no capacitor for dado por = fo T)dT, temos a
equacao
L —I— Ri+ = . 6.11
5 [ ity = B (6.11)
Em [1], é apresentado o seguinte exemplo:

Exemplo 6.16. Determine a corrente i(t) em um circuito em série RCL, quando L = 0,1

henry, R =20 ohms, C = 1072 farad, i(0) = 0 e a voltagem impressa por E(t) é dada por

120¢, se 0<t<1
t) = (6.12)
0, se t>1.

O grdfico de (6.12) pode ser visualizado na figura 25.

Figura 25: Gréfico de E(t) em fungao de t.

E(t),

1209

I @mmmmmmmmemmmmemm e ———————

Fonte: Compilagao do autor.

Solugao: Observe que para t > 1, a voltagem esta desligada. Utilizando a defini¢ao 6.4, de
(6.12), obtemos
E(t) =120t — 120tU(t — 1).

Como para o termo a direita é conveniente o uso do teorema 6.8, fazemos a mudanca

E(t) =120t — 120(¢t — 1)U(t — 1) — 120U(¢ — 1).
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Portanto, da equagao (6.11), temos

di t
0, 1d—; + 200 + 103/ i(r)dr = 120t — 120(t — DU(t — 1) — 12004(t — 1).
0
Calculando a transformada da equagao, utilizando o teorema 6.13 no terceiro termo,
obtemos

I 1 1 1
0,1sI(s)+20I(s)+ 103@ =120 i ?6_5 - —6_8] .

Agora, multiplicando a equacao por 10s, obtemos

1 1 |
I(s) = 1200 ~ T e
(5) L(s 11002 s(s+1002° (s +100)2° 1 ’

que, com o uso de fracoes parciais, temos

11 1 1 1 1

I = - _
(5) {104 s 10451100 102 (s+ 100)?

11, 1 1 _, 1 1 _

000 1075 +100C 10 (s + 100)2°

Utilizando a definigao descrita em (6.6), temos

3 3
i(t) = 2—5[1 ~Ut—1)] - %[emt — 00Ut —1)] — 12t 10 — 1188(t — 1)e 10U Ngf(t —1).
6.4.2 Deflexao de vigas

Nessa se¢ao vamos apresentar o fendémeno conhecido como deflexao de vigas, a equagao
que modela tal fenémeno, assim como sua solu¢ao e um exemplo de aplicacao.

O problema de deflexao de vigas ¢ estudado principalmente pelas ciéncias envolvidas em
construgao civil, como arquitetura, engenharia civil, etc. Tal aplicacao é descrita por [1] e
serd apresentada a seguir.

Primeiramente, supomos que a viga, como a presente na figura 26, é homogénea e tem
segoes transversais uniformes ao longo de seu comprimento. Seja L o comprimento da viga.
Na auséncia de carga na viga (incluindo seu peso), a curva ligando os centroides de todas as

secoes transversais é uma linha reta chamada de eixo de simetria.
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Figura 26: Eixo de simetria em (a), curva de deflexdo em (b).

Eixo de simetria

Fonte: Compilacao do autor.

Se uma carga for aplicada & viga em um plano vertical contendo o eixo de simetria,
entdo, como mostrado na figura 26, em (b) a viga sobre uma distorgao e a curva ligando os
centroides de todas as segoes transversais ¢ chamada de curva de deflexao ou curva elastica.

Consideramos inicialmente uma viga fixa em sua extremidade esquerda e solta em sua
extremidade direita.

Utilizando o sistema de coordenadas do plano zy, temos que a extremidade esquerda da
viga coincide com o ponto x = 0 e o extremo direito com o ponto z = L. O eixo z coincide
com o eixo de simetria e a deflexdo y(x), medida a partir desse eixo é considerada positiva
se estiver para baixo.

Na Teoria da elasticidade, mostra-se que o momento defletor M (x) em um ponto = ao
longo da viga esta relacionado com a carga por unidade de comprimento w(z) através da

equacao
d*M
dz?

O momento defletor também é proporcional a curvatura k da curva elastica

= w(x). (6.13)

M (z) = Elk, (6.14)

em que F e [ sao constantes. E é o moédulo de elasticidade de Young racionado com o
material da viga, e [ € o momento de inércia de uma secao transversal da vida. O produto

El é chamado de rigidez defletora da viga. Temos que a equagao

B y//
k‘ﬁ:@ﬁ? (6.15)

Nlw

descreve a curvatura k em um ponto de uma curva plana.
Quando a deflexdo y(z) é pequena, a inclinagao y'(x) = 0 resulta que o denominador de

(6.15) é igual a 1. Sendo y” = k, a equagao (6.14) se torna
M = Ely". (6.16)

De (6.16), temos
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dz? dat

Sendo assim, de (6.13), temos que a deflexdo y(z) satisfaz a equagao diferencial de quarta

d*M g dYy

ordem:
By (z) (6.17)

— = w(x). .
dzt

Além disso, temos as seguintes condi¢oes de fronteira associadas:

e y(0) =0, pois nao ha deflexdo no extremo esquerdo;

e y/(0) =0, pois a curva de deflexdo é tangente ao eixo x na extremidade esquerda;

e (L) =0, pois o momento defletor é nulo no extremo livre (direito);

e y"(L) =0, pois a for¢a de cisalhamento é zero na extremidade livre (direita).

Solugao: Observe que por se tratar de uma viga homogénea, w(x) é constante, logo, apli-

cando a transformada de Laplace em ambos os lados da equagao (6.17), temos

dWy

EIC {m} = w(z)L{1}.

— BUls'Y (s) — s%(0) — £2/(0) — sy/(0) — " (0)] = ).

S

Aplicando as condigoes de fronteira,

gy o W) _ w(z)
Els*Y (s) = P Y(s) = Tl
Logo, temos
~w(z)t!
Y@ = S0k

No caso onde a viga esté apoiada em ambas as extremidades, a equagao (6.17) é associada

as seguintes condicoes de fronteira:
e y(0) =0, pois nao ha deflexdo no extremo esquerdo;
e ¢/(0) = 0, pois a curva de deflexao é tangente ao eixo = na extremidade esquerda;
e y(L) =0, pois nao ha deflexdo no extremo direito;
e /(L) =0, pois a curva de deflexdo é tangente ao eixo x na extremidade direita.
Solugao: Ao aplicar a transformada na equagao (6.17), temos

w(z)

El[s"Y (s) — s°y(0) — s™y/(0) — sy"(0) — y/"(0)] =

S
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Logo, ao aplicar as condicoes de fronteira em x = 0, obtemos,

¢ ¢ w(z)
3 st Els®

Y(s) =
onde ¢; = y"(0) e co = ¥ (0). Sua transformada inversa é

_a s G W) 4
y(x) = 5T+ 57 +24Elx' (6.18)

Ao aplicar as condigoes de fronteira em x = L, de (6.18) e de sua derivada, temos o

seguinte sistema

Arpg2psq 0pa_y,

2 6 24FEl
Co Wo
L+—=I[%+ —L3=
C1 + 9 + 6El O,
L? L
onde determinamos ¢; = 111); Vo7 e cy = —ZJLEZ. Sendo assim, a deflexao é dada por
L? L
y(x) = WoZ 2 Mo 3+ W04,

T ouplt T el T 24E

A transformada de Laplace também pode ser utilizada para resolver sistemas lineares de

equagoes diferenciais.
6.4.3 Diluicao de Solugoes

Nesta subsecao apresentaremos o problema da diluicao de solugoes envolvendo dois re-
servatorios que serd resolvido utilizando a transformada de Laplace. O problema pode ser

encontrado em [11] e é ilustrado pela figura 27.

Figura 27: Problema da dilui¢ao de solugoes.

3L/ min ) 1L/ min

3L/ min )

Reservatorio A Reservatorio B

Fonte: [11].
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Um reservatorio A, contém 50 litros de dgua em que foram dissolvidas 25 gramas de sal.
Um reservatorio B, contém 50 litros de agua pura. Bombeia-se dgua pura a uma taxa de 3
litros/minuto no reservatoério A, a mistura suposta uniforme resultante é bombeada para o
reservatorio B a uma taxa de 4 litros/minuto. No reservatério B uma parte da mistura é
bombeada para o reservatorio A a uma taxa de 1 litro/minuto e a outra parte ¢ descartada
a uma taxa de 3 litros/minuto.

Admitindo as seguintes hipoteses simplificadoras para o o problema:

(H1) supde-se que exista um mecanismo de agitagdo no fundo dos reservatorios A e B
que mantém homogéneas as solugoes que vao sendo formadas;

(H2) O processo de bombeamento dos liquidos para dentro e fora dos reservatorios A e
B sao simultaneos;

Determine a quantidade de sal nos reservatérios A e B num instante t.
Solugao: Sejam 1 = z1(t) e x2 = z5(t) as quantidades de sal respectivamente nos reser-
vatorios A e B. Lembrando do significado da derivada podemos escrever o seguinte modelo

para o reservatorio A:

dry 31 Og 11 T2g\ 41 149
dt <mm> (l>+<mm> (50[) (mm) <50l>

2 1
= ——r+ —=z
251 T 50"

onde a primeira parcela do lado direito da tltima equagao representa a taxa de saida de sal
no reservatorio A e a segunda parcela do lado direito da tltima equacao representa a taxa

de entrada do sal no reservatorio A. Analogamente no reservatério B, temos:
dry 41 (x1g> 11 (:@g) 31 <:r:29>
dt  \min 501 min 501 min 501

2 2
~ 2571 T 5"

Assim, obtemos o seguinte problema de valor inicial associado ao sistema de equagoes dife-

renciais ordinarias de primeira ordem lineares com coeficientes constantes:

( d.I‘l . 2 i 1

e 25t T 5™

dIL‘Q . 2 2

dr ot T 5™ (6.19)
L 1'2(0) = 0.
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Agora, aplicamos a transformada de Laplace em ambos os lados das duas equacgoes, obtendo

( sX1(s) —x1(0) = —2—5X1(s) + %Xg(s),
$Xo(s) — 22(0) — +%Xl(s) - %XQ(S),
xl(o) = 257
\ 1‘2(0) = 0.

Aplicando as condig¢oes iniciais e resolvendo o sistema, obtemos

15625s + 1250 1250
= 5 s XQ(S) = 5 :
6255 + 100s + 3 6255 + 100s + 3

Xl(S)

Utilizar fracoes parciais, e aplicando a transformada inversa de Laplace, obtemos

25
x1(t) = ?e_% (e% + 1) ,

xo(t) = 25¢ 3 (e% - 1) :
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