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Resumo

Nesta dissertagdo, realizaremos um estudo tedrico sobre alguns aspectos fundamentais das equagdes
diferenciais ordindrias generalizadas (EDOs generalizadas). Nosso objetivo € apresentar conceitos e
resultados importantes dessas equacdes, com €nfase no teorema da existéncia e unicidade de solugdes
das EDOs generalizadas para fungdes com valores no espaco de Banach. Para isso, fazemos um breve
estudo sobre a integral de Kurzweil, que é fundamental para essa teoria. Além disso, apresentamos
resultados sobre o prolongamento de soluc¢des e solugdes maximais das EDOs generalizadas, e
descrevemos uma correspondéncia entre as equagOes diferenciais em medida (EDMs) e as EDOs
generalizadas, mostrando que alguns resultados das EDOs generalizadas também sdo validos no
contexto das EDMs.

Palavras-chave: integral de Kurzweil; EDOs generalizadas; existéncia; unicidade; solugdes.
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SILVA , L.G. Differential equations. 2024. x + 52 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of
Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this dissertation, we will conduct a theoretical study of some fundamental aspects of generalized
ordinary differential equations (generalized ODEs). Our objective is to present important concepts
and results related to these equations, with an emphasis on the theorem of existence and uniqueness of
solutions for generalized ODEs with values in a Banach space. To achieve this, we provide a brief
study of the Kurzweil integral, which is fundamental to this theory. Additionally, we present results on
the prolongation of solutions and maximal solutions of generalized ODESs, and we describe a corres-
pondence between measured differential equations (MDEs) and generalized ODEs, demonstrating that

some results for generalized ODEs are also valid in the context of MDE:s.

Keywords: Kurzweil integral; generalized ODEs; existence; uniqueness; solutions.
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Introducao

As equagdes diferenciais ordindrias (EDOs) exercem um papel importante em diversas areas,
como nas ciéncias, principalmente na matemaética aplicada, e nas engenharias. O estudo dessas
equacdes nos permite obter ferramentas eficazes para modelar sistemas continuos e bem comportados.
No entanto, a necessidade de obter solu¢des de sistemas mais complexos, os quais possuem alguma
irregularidade, levou ao desenvolvimento das equagdes diferenciais ordindrias generalizadas (EDOs

generalizadas).

As EDOs generalizadas foram introduzidas em 1957 pelo matemaético tcheco Jaroslav Kurzweil
em seu artigo intitulado “Generalized ordinary differential equations and continuous dependence on a
parameter”. Nesse artigo, Kurzweil ([10], 1957) descreve a teoria das integrais de Perron generalizadas
e das EDOs generalizadas, incluindo a existéncia e a unicidade de solu¢des para fungdes com valores
no espaco euclidiano. No ano seguinte, Kurzweil aprofundou seus estudos e publicou outro artigo [11]

com novas contribui¢des para a teoria.

De modo geral, a integral de Perron generalizada, mencionadas neste trabalho como integral
de Kurzweil, surge como uma generalizacao da integral de Riemann e de Lebesgue, possibilitando a
integracdo de funcdes com irregularidades, isto €, fungdes que nem sempre satisfazem as hipdteses
classicas de continuidade e suavidade. Além disso, a integral de Kurzweil € a base para a teoria das

EDOs generalizadas, em que as condicdes iniciais e as solu¢cdes podem nao ser suaves.

Em 1992, no livro intitulado “Generalized Ordinary Differential Equations”, Schwabik desen-
volve resultados de grande relevancia a respeito da teoria das EDOs generalizadas para fungdes com
valores no espaco R”. Em sintese, Schwabik ([14], 1992) estuda as integrais de Kurzweil, apresentando
sua definicdo e algumas propriedades fundamentais dessas integrais. Bem como, descreve sobre
as EDOs generalizadas, estabelecendo fundamentos para suas solucdes e apresentando resultados

importantes, como o da existéncia e unicidade de solugdes das EDOs generalizadas.

Recentemente, Bonotto, Federson e Mesquita ([2], 2021) fazem uma grande contribuicdo para
essa drea, trazendo em seu livro um compilado de diversos trabalhos desenvolvidos por um grupo
de pesquisadores a respeito das EDOs generalizadas para fungdes com valores no espaco de Banach.
Além dos conceitos cldssicos, o livro expande sua teoria apresentando correspondéncias entre as EDOs
generalizadas e outros tipos de equagdes diferenciais, dentre elas: as equagdes diferenciais em medida
e as equacoes diferenciais funcionais em medida. Também, desenvolve teorias sobre prolongamentos

de solugdes, estabilidade, controle, dicotomias, dependéncia continua em parametros, entre outros.

Diante do exposto, a teoria das EDOs generalizadas € muito utilizada para abordar outras classes



de equacdes, principalmente equacdes em que as fun¢des envolvidas possuem muitas descontinui-
dades e/ou sdo de variacdo ilimitada. Por exemplo, € possivel utilizar resultados obtidos nas EDOs
generalizadas para estudar teorias mais avangadas, como as equacdes diferenciais funcionais, equacoes
dindmicas em escalas temporais, equacoes diferenciais do tipo neutro, entre outras, que por vezes

facilita muito o processo.

Nessa perspectiva, tendo como principais referéncias [2] e [14], este trabalho tem por objetivo
estudar conceitos e propriedades das integrais de Kurzweil e mostrar resultados importantes para a
teoria. Bem como, estudar conceitos e propriedades fundamentais das EDOs generalizadas, tendo
como foco demonstrar um dos principais resultados, a saber: o teorema da existéncia e unicidade de
solugdes das EDOs generalizadas para fungdes com valores no espago de Banach. Além disso, obter
resultados de prolongamento de solugdes e solucdes maximais das EDOs generalizadas, assim como
obter uma correspondéncia entre as equacdes diferenciais em medida (EDMs) e as EDOs generalizadas.

Desse modo, este trabalho estard dividido em cinco capitulos especificados a seguir.

No primeiro capitulo, dedicado a preliminares, apresentaremos conceitos de espaco de Banach,
funcdo escada e funcdo regrada, juntamente com alguns exemplos, e um resultado fundamental para a

teoria das fungdes regradas, que se destacam por ter algumas relacdes tteis com as fungdes escadas.

No segundo capitulo, faremos um estudo da teoria basica da integral de Kurzweil, apresentando
os conceitos de divisdo marcada, calibre, divisdo marcada J-fina e da integral em questdo. Além disso,
mostraremos resultados importantes para a teoria, dentre eles: o Lema de Cousin, o Critério de Cauchy

para a integral de Kurzweil, o Lema de Saks-Henstock e a Extensdo de Cauchy.

No terceiro capitulo, apresentaremos a teoria das EDOs generalizadas, demonstrando alguns
resultados importantes a respeito das solugdes dessas equacgdes. Depois, utilizando o Teorema do Ponto
Fixo de Banach e alguns resultados auxiliares, demonstraremos o Teorema da Existéncia e Unicidade
de Solugdes para fungdes com valores no espaco de Banach, um dos resultados mais importantes da

teoria.

No quarto capitulo, dedicaremos ao estudo de prolongamento de solucdes e solugdes maximais
das EDOs generalizadas, estabelecendo conceitos e resultados que agregam a teoria, dentre os quais
se destaca o teorema que garante a existéncia e unicidade das solu¢des maximais. Em sintese, esse
capitulo traz uma visdo geral de que é possivel estender solu¢des locais para intervalos maiores, sendo

muito util para entender a estabilidade e a evolucdo ao longo prazo dos sistemas modelados.

No quinto capitulo, mostraremos uma correspondéncia entre as EDMs e as EDOs generalizadas,
apresentando uma teoria basica sobre as EDMs e, em seguida, alguns resultados relacionados a essa
correspondéncia. Incluiremos, também, a teoria de prolongamento e solu¢do maximal das EDMs,

provando que os resultados obtidos para as EDOs generalizadas sdo vélidos para as EDMs.

Laurienny Gondim Silva

Uberlandia-MG, 23 de julho de 2024.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢cdes bdsicas e um resultado, que serdo tteis mais
adiante. Assumiremos, no decorrer de todo o trabalho, que X € um espaco de Banach. Sendo assim,
iniciamos apresentando o conceito de um espaco de Banach e para estudos mais avangados veja [3],
[91e [12].

Definicdo 1.1:  Seja X um espaco vetorial. Uma norma em X é uma fung@o ||| de valor real em X

tal que, para quaisquer vetores x,y € X e qualquer escalar ¢, as seguintes condi¢des sao satisfeitas:

() x| > 0¢ [l =0 & x=0:
(i) floux] =

(i) e+ I} < [l + [Iv1]-

O par ordenado (X, ||-||) ¢ denominado de espago normado, isto é, um espago vetorial munido de uma
norma. E, ainda, um espaco normado é completo se toda sequéncia de Cauchy em X convergir para
um elemento de X. Além disso, uma métrica d em X definida por d(x,y) = ||x — y|| € denominada de
métrica induzida pela norma. Finalmente, todo espaco normado que € completo na métrica induzida

pela norma chamamos de espaco de Banach.

Agora, considere X um espago de Banach e [a,b] um intervalo compacto em R, a < b. Deno-
minaremos de divisdo de [a, D] todo conjunto finito d = {t9,?1,...,t,} de pontos no intervalo fechado
la,b] tal que a =1y < 1] < ... < t,, = b, 0 qual denotaremos por d = (#;). Os elementos da divisdo de
[a, b] serdo denotados por fo,t1,. . ., 4, em que |d| € o nimero de intervalos no qual [a,b] € dividido.

Designaremos o conjunto das divisdes de [a,b] por Dy, .

As definicdes a seguir estabelecem os conceitos de fun¢do escada e de fungdo regrada, respecti-

vamente, ambas fundamentadas em [2].

Definicdo 1.2 (Funcdo escada): Uma fungdo f: [a,b] — X serd dita fun¢do escada se existirem uma
divisiod = (t;) € Dy e c; € X,i=1,...,|d|, tais que f(t) = c;, paratodo t € (t;—1,1;),i=1,...,|d
isto é, f é constante em cada intervalo (#;_1,f;).

’



Definicio 1.3 (Funcio regrada): Uma fungdo f: [a,b] — X serd dita regrada se os limites laterais

lim f(s) = f(t7), t € (a,b], e lim f(s)=f("), t€[a,b),

st~ s—t
existirem. Denotaremos o espago das funcdes regradas de |a,b] em X por G([a,b],X).

E notério que qualquer funcio escada é regrada. As funcdes continuas sdo outro exemplo visivel
de fungoes regradas. Cabe ressaltar, ainda, que as func¢des regradas apresentam relacdes importantes
com as funcdes escadas, as quais serdo destaque do proximo resultado. Em 1975, Honig [8] mostrou a
equivaléncia das trés primeiras afirmagdes. Ja em 2019, Frankov4 [7] estabeleceu uma nova versao,

provando uma quarta equivaléncia no resultado. A demonstragao feita aqui segue como em [7, Theorem
2.3].

Teorema 1.4:  Seja uma fungdo f: [a,b] — X. As afirmacdes abaixo sdo equivalentes:
(i) f:[a,b] — X é regrada;

(ii) existe uma sequéncia finita de funcées escadas, g,: la,b| — X, tal que g, — f uniformemente

em |a,bl;
(iii) para cada € > 0, existe uma fungdo escada g: [a,b| — X tal que || f — g|| < €.

(iv) para cada € > 0, existe uma divisdo d = (1;) de |a, D] tal que || f (") — f(t')||x < &, para todo
<t <t'<tiei=1,2,...,/d|

Demonstragdo. (i) = (iv): Seja € > 0 dado. Para cada x € (a,b|, defina
re=inf{r € (a,x): se .7 € (nx), entio || £(") — f(2)]x < g} (1.1)

e, para cada x € [a,b), defina

se=sup{s € (1,b): se ¢/, 7" € (x,5), entdo ||f(+") — £(z')x < g} (1.2)

Como os limites f(x~) e f(x) existem, entdo r, < x € s, > x. Veja que,

la,s,)U U (ry,8x) U (rp,b] = [a,b]

x€(a,b)
e, como [a,b] é compacto, existem k € N e um conjunto finito {#1,7,,...,%_1} de pontos em (a,b) tal
quet) <t <...<ty_1,de modo que
k—1
[a,sq) U U (r4;,84,) U (rp,b] = |a,b]. (1.3)
i=1
Agora, verificaremos que r;, < s;,_,, paracadai € {1,2,...,k}. Suponha, por absurdo, que existe

o tal que s, | < 6 <ry,. Pelaequagio (1.3), existe j & {i— 1,i} tal que o € (ry;,s;). Se j<i—1,

4



entdo pela equagdo (1.2), || f(t") — f(7')lx < §, paratodo 7/, 7" € (t},5,), 0 que também vale para
todo 7/,7" (ti-1,81,). Logo, s, <5, ; < 0 < sy, 0 que € contradi¢do. Da mesma forma, se j > i

chegaremos, também, em uma contradi¢ao.

Considere a divisdo d = (¢;) de [a, b], com t) = a e t; = b. Note que, para qualqueri € {1,2,...,k},
a intersecdo (ry,s;,_,) N (ti—1,t;) € ndo vazia. Entdo, escolhemos b; € (ry,, s, ) N (ti—1,t;). Assim, se
i1 <t <t”"<t, paraalgum i € {1,2,... k}, teremos trés possibilidades: 7;_; < <" < b; ou
b <t <t'"<tiouti_1 <t <b;<t'<t.

Na primeira possibilidade, #',t" € (ti_1,s,_,) e, pela equagdo (1.2), || f(t") — f(t')|[x < §. Na
segunda possibilidade, t',1" € (r;,,#;) e, pela equagdo (1.1), || f(¢") — f(¢')||x < §. Na terceira possibi-
lidade, t',b; € (ti_1,s1,_,) e bi,t" € (ry;,1;), 0 que implica

LF @) = F@E)lx < ") = FB)llx + 1 (Br) = £()x <&

Dai, segue a veracidade de (iv).

(iv) = (iii): Dado € > 0, seja d = (t;) uma divisdo de [a,b] tal que || f(t") — f(¢')||x < €, para
todoti 1 <t' <t <t;ei=1,2,...,|d|. Paracadai=1,...,|d|, escolha 7; € (t;_1,t;) e defina
g(t)=f(7) parat € (ti_1,4), g(t;) = f(t;),i=0,1,...,|d|. Entdo, g: [a,b] — X é uma funcdo escada
e |lg(t)— f(7)|lx < &, paracada 7 € [a,b].

(iii) = (ii): Para todo n € N, seja g, [a,b] — X uma fun¢@o escada tal que || f — gnl/ < % E claro
que {g, tnen € uma sequéncia de fungdes escadas que converge uniformemente para f, quando n — oo.

(ii) = (i): Sejat € [a,b). Mostraremos que lim,_,,+ f(s) existe. O caso em que lim,_,,- f(s) existe
¢ provado de forma andloga. considere a sequéncia {t, },cn em [a, D] tal que 1, >t paratodon € N
e t, converge para ¢ quando n — oo; e a sequéncia {g, },cn de fun¢des escadas de [a,b] em X tal
que g, converge uniformemente para f quando n — oo. Entdo, dado € > 0, existe k € N tal que
|f(r) — gk(t)|| < §, para todo ¢ € [a,b]. Além disso, como gx é uma fungdo escada, existe Ny € N tal
que ||gk(t,) — g (t")|| < §, para todo n > Ny. Logo, se n,m > Ny,

1 () = FCtm) ] < 1Lf (1) — grt) | + 185 (8n) — 8 () + N8k (1) — 8ictm) || + [k (tm) — f (1) ] < €.

Como X é um espaco de Banach, lim,_,,+ f(s) existe. O

Importante ressaltar que a composi¢ao de funcdes regradas nem sempre € regrada. Um exemplo
disso pode ser encontrado em [2, Example 1.7] e [5, Problem 2, p. 140], o qual sera reproduzido aqui

com mais detalhes.



Exemplo 1.5: Note que a fungdo f: [0,1] — R dada por

xsen (l> , x€(0,1],
1) = x
0, x=0,

¢ continua e, portanto, regrada. Também, a func¢do sinal g: R — R definida por

-1, x<0,
gx) =40, x=0,
1, x>0,

¢ regrada. Por outro lado, a fungdo composta go f: [0,1] — R ndo é regrada, visto que o limite
lim,_,o+ g o f(x) ndo existe. De fato, sejam as sequéncias {t, },en € {sn }nen tais que

2 2

l’n:— n— o7 -
@ntr © " Gn—1)n

Note que, t,,,5, — 0" quando n — . Além disso, f(t,) > 0e f(s,) < 0. No entanto,

limgof(t,) =1 e limgof(s,) =—1.
n—oo

n—oo
Isto prova que o limite lim,_,o+ g o f(x) ndo existe.
A Figura 1.1, a seguir, representa geometricamente a fungdo composta 7 = go f, além de
apresentar os graficos das funcgdes f e g.

Figura 1.1: Gréfico das fungdes f, g e da fungéo composta h = go f.

1

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

De modo geral, as funcdes regradas desempenham um papel essencial no contexto das EDOs
generalizadas, proporcionando a flexibilidade necessaria para abordar solu¢des com caracteristicas
mais complexas do que aquelas contempladas pelas teorias tradicionais de integracdo. Para mais
detalhes e informagdes sobre as funcdes regradas, consulte as referéncias [7] e [8].



Capitulo 2
Integral de Kurzweil

Neste capitulo, faremos uma breve descricao da teoria bdsica da integracao de Kurzweil, também
conhecida por integral de Perron generalizada. Os resultados que apresentaremos sao baseados em [2]
e [14], cujo objetivo é dar embasamento tedrico para o estudo das equagdes diferenciais ordindrias
generalizadas (EDOs generalizadas) que serdo introduzidas no préximo capitulo. Iniciamos definindo

uma divisdo marcada.

Definicdo 2.1 (Divisdo marcada): Sejam [a,b] um intervalo compacto e d = (¢;) uma divisdo de

la,b]. Se paracadai=1,...,|d|, 7; € [ti_1,t], 0 conjunto de pontos
a=t0<T<H<H<H<..<fy 1< Ty <tg=>b

serd dito uma divisdo marcada de [a,b|. Neste caso, escreveremos d* = (1;,1;) € Df‘m p> €M que Df‘a b
denota o conjunto de todas as divisdes marcadas de [a,b] e os pontos 7; € [t;—1,4], i =1,...,|d|, sdo

chamados de marcas.

Denominaremos de divisdo marcada parcial de |a,b] qualquer subconjunto de uma divisao
marcada de [a,D]. Além disso, qualquer func¢do positiva §: [a,b] — (0,00) serd chamada de calibre
em [a,b]. Dessa maneira, uma divisdo marcada d* = (1;,t;) € Di; ) Seré O-fina de [a,b] se, dado um
calibre § em [a,b], [ti—1,t] C {t € [a,b]: |t — 7;| < 6(7;)}, sempre que i = 1,2,...,]|d|, isto quer dizer
que, parai=1,2,...,|d|, teremos 7; € [t;—1,4] C (i — 8(7;), T+ 6(T;)).

A existéncia de uma divisdo marcada d-fina para um determinado calibre 6 é garantida no
resultado a seguir, o qual é conhecido por Lema de Cousin. A demonstracdo apresentada aqui foi
extraida de [13, Lemma 6.2.3 (COUSIN)].

Lema 2.2 (Lema de Cousin): Dado um calibre § em |[a,b|, existe uma divisdo marcada 6-fina
d* = (Ti,t,’) de [a,b].

Demonstragdo. Considere um calibre § em [a,b] e seja A o conjunto de todos ¢ € (a,b] para os
quais existe uma divisdo marcada J-fina de [a,c]. O conjunto A é ndo vazio, pois se ¢ € (a,b] tal que
¢ < a+ 8(a), entdo a divisdo marcada d* = (1;,1;), com 7; = (a) e t; = {a,c}, é 5-fina de [a,c|.



Seja d = supA e note que d > a. Vejamos que d € A. Por definicdo de supremo, existe
c€(d—0(d),d]NA. Sec=d, entdo d € A. Se ¢ # d, tome uma divisdo marcada d-fina (7/,/) de
la,c]. Como [c,d] C (d—6(d),d+6(d)), ((t7,- .., |d|7d),ti U{d}) é uma divisdo marcada d-fina de
[a,d]. Provando, assim, que d € A.

Agora, vejamos que d = b. Suponha, por absurdo, que d < b e escolha uma divisdo marcada
(t”,t) de (a,d]. Além disso, tome ¥ € (d,d + 8(d)) N (d,b]. Como [d,y] C (d—(d),d+ d(d)),
((zf-... 7)1’ U{}) € uma divisdo marcada do intervalo [a, y]. Assim, y € A, contradizendo o
fato de que d = supA. Portanto, d = b e a prova esta completa. [

A préxima defini¢do conceitua uma integral de Kurzweil. Assumiremos, no decorrer de todo o

capitulo, que X € um espaco de Banach.

Defini¢do 2.3: Uma funcdo U : [a,b] X [a,b] — X serd Kurzweil integrdvel em [a,b] se existir um
elemento / € X tal que para cada € > 0, existe um calibre 6 em [a,b] tal que

ld|

Y U(wt) = U(mi,ti1)] —1

i=1

<&,

para cada divisdo marcada 8-fina d* = (1;,1;) € Dra B Neste caso, I é denominado de integral de

Kurzweil de U sobre [a, b] e serd denotado por | f DU (7,1).

Observe na defini¢do 2.3 que a integral de Kurzweil estd bem definida, visto que o Lema de
Cousin (Lema 2.2) garante que, para um determinado calibre, existe pelo menos uma divisdo marcada
0-fina. Em particular, quando a integral de Kurzweil existir, definiremos [, DU(7,t) = — |, ab DU (t,t)
sempre que b > a, e se a = b, entdo fcf’DU(’L',t) =0.

Além disso, quando f: [a,b] — X e U(t,t) = f(7)t, teremos f:DU(’c,t) = fabf(s)ds, a qual
denominaremos de integral de Perron. E, quando f: [a,b] — X, g: [a,b] > Re U(1,t) = f(7)g(1),
teremos |, f DU(t,t) = |, f f(s)dg(s), a qual denominaremos de integral de Perron-Stieltjes.

Veja, ainda, que se U(7,7) = f(7)t, T, € [a,b], entdo

d| |d|

SWU,d*) =Y [U(t,t) =U(t;,ti1)] = Y f(m) (ti = ti1)

i=1 i=1
representard a soma de Riemann para a funcéo f: [a,b] — X e a divisdo marcada d* de [a,b]. Assim
como, se U(7,t) = f(7)g(t), 7,t € [a,b], entdo
d| |d|
S(U,d*) =) [U(mi,t) = U(mti-1)] = Y f(7)(8(t:) —g(ti-1))

i=1 i=1

representard a soma de Riemann-Stieltjes para as fungées f: [a,b] — X, g: [a,b] — R e a divisdo

marcada d* de [a, b].

Esta soma de Riemann serd utilizada nos préximos resultados, os quais tratam-se de algumas



propriedades fundamentais das integrais de Kurzweil. Denotaremos por K ([a,b], X ), ou simplesmente
K([a,b]), o conjunto de todas as fung¢des U : [a,b] X [a,b] — X que sdo Kurzweil integraveis sobre
[a,b].

A fungio f: [0,1] — R definida por f(x) = 2x sen (x~2) —2cos(x2), se x € (0,1],e f(0) =0
€ um exemplo classico de fun¢cdo Kurzweil integravel. Observe, na Figura 2.1, que essa funcao possui
muita oscilag@o, no entanto, a integral de Kurzweil nos fornece ferramentas eficazes para garantir esse

tipo de integracao.

Figura 2.1: Gréfico da fungio f.

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

O resultado a seguir estabelece um critério de Cauchy para as fungdes Kurzweil integraveis. A
demonstrac¢do deste foi adaptada de [14, Theorem 1.7] para o caso em que a fungdo assume valores em

um espaco de Banach. Também, pode-se encontrar um resultado semelhante em [4, Teorema 1.20].

Teorema 2.4 (Critério de Cauchy para a integral de Kurzweil): A funcdo U: [a,b] x [a,b] — X
serd Kurzweil integrdvel sobre |a,b| se, e somente se, para cada € > 0 existir um calibre & em [a,b]
tal que |S(U,d}) —S(U,d3)|| < €, para quaisquer divisbes marcadas 8-finas dy,d; de |a, D).

Demonstracdo. Se U : [a,b] X [a,b] — X for Kurzweil integrdvel, entdo dado € > 0, existird um calibre

0 em [a,b] tal que

HS(U,d*)—/abDU(T,t) < ;

para cada divisdo marcada J-fina d* de [a,b].

Logo, para quaisquer divisdes marcadas &-finas dj,d; de [a,b], obtemos

IS(U,d}) —S(U,d3)|| = HS(U,d;‘)—/abDU(r,r)— (S(U,di“)—/abDU(r,t))H

< HS(U,di‘)—/abDU(’c,t) <e.

+ HS(U,d;)—/abDU(r,t)

Por outro lado, suponha que, para cada € > 0, exista um calibre § em [a, D] tal que
* * 8
HS(U7d1)_S(U7d2)H < 57 (21)

9



para quaisquer divisdes marcadas 8-finas dj,d; de [a,b]. Denotaremos por M o conjunto de todos os
elementos s € X tal que existe um calibre @ em [a,b] em que s < S(U,d*), para cada divisdo marcada
o-fina d* de [a,b].

Pela desigualdade (2.1), para cada divisdo marcada §-fina de [a, b], vale as desigualdades

) £
S(U.df) —5 < S(U.d") < S(U.d§) + 5. (2.2)

Assim, (—o0,S(U,dj) —5) CMeM C (—e0,S(U,dj;)+ %), isto é, o conjunto M ¢ ndo vazio e
limitado superiormente. Logo, o supremo supM do conjunto M existe e pelas desigualdades (2.2),

€ E
S(U,dy) — 5 < supM < S(U,dg) + >
Com isso, ||S(U,dg;) —supM|| < §. Entdo, para cada divisdo marcada &-fina d* de [a, b],

IS(U,d") —supM|| < [|S(U,d") = S(U,dp)|| + IS(U, dy) — supM|| < &.

Portanto, pela Defini¢do 2.3, a fungdo U : [a,b] X [a,b] — X serd Kurzweil integravel sobre [a, D]
effDU(T,t):supM. O

O proximo teorema diz respeito a linearidade das integrais de Kurzweil e sua demonstragao
segue como em [2, Theorem 2.3].

Teorema 2.5 (Linearidade): SeU,V € K([a,b]) e c1,c2 €R, entdo c;U + ¢,V também serd Kurzweil
integradvel e

/kaﬂKrJy+QVCLO]:cl/ﬁDU(L0+1Q/%DVH¢)

Demonstracdo. Sejam uma divisdo marcada d* = (1;,1;) € Df‘a p € aS constantes ¢y, cy € R. Consi-
dere S(U,d*) e S(V,d*) as somas de Riemann correspondentes as fun¢des U,V : [a,b] X [a,b] — X,
respectivamente. Assim,

|d|
S(ciU + eV, d*) = [(c1U 4 2V ) (7, 1) — (c1U + V) (T3, ti-1))]
i=1
|d|
=) _(caU)(mi,t;) + (2V) (T, 1) — (c1U) (T, ti-1) — (2V) (T ti-1)]
i=1
|d| |d|

[(c1U) (7, ti) — (1U) (T, ti-1)] + ; [(2V) (i, 1) — (e2V ) (Tisti-1))]

N
I
—_

c1S(U,d*) + c28(V, d").

Como U,V € K(|a,b]), ao escolher os calibres apropriados, o resultado segue. O

10



Outra propriedade importante das integrais de Kurzweil, apresentada a seguir, refere-se a in-
tegrabilidade em subintervalos e sua demonstracdo se baseia em [2, Theorem 2.5] e [14, Theorem
1.10].

Teorema 2.6 (Integrabilidade em Subintervalos): Suponha que U € K([a,b]) e [c,d] C [a,b], entdo
U € K([c,d)).

Demonstragdo. Seja € > 0 dado. Se U € K([a,b]), entdo pelo Teorema 2.4, existe um calibre § em
[a,D] tal que

IS(U,di) =S(U,dy)| < &

para quaisquer divisdes marcadas §-finas df,d; de [a,b]. Sejam d e d; divisdes marcadas §-finas
arbitrdrias de [c,d] e suponha que a < ¢ < d < b. Considere, também, d; uma divisdo marcada O-fina
de [a,c] e dj; uma divisdo marcada d-fina de [d, b], as quais sdo garantidas pelo Lema de Cousin (Lema
2.2).

Defina df = dj Ud~i‘ Udp e d; =dj Udé‘ Udj. E claro que tanto d; quanto d; s@o divisdes
marcadas O-finas de [a, ] e, ainda,

ISW,di) =S(U.d)| = ISW,d}) = S(U.d3)]| <&,

uma vez que os termos da soma S(U,d;) — S(U,d3) que correspondem as partes comuns de d; e dy
aparecem em cada uma das divisdes marcadas dj e d; e, assim, se cancelam. Portanto, pelo Teorema

2.4, a integral fcd DU (1,t) existe, ji que dj, d; foram divisdes marcadas arbitrérias de [c,d]. O

As integrais de Kurzweil também possuem a propriedade de aditividade em intervalos adjacentes,
sendo esta nosso proximo resultado. A demonstracio feita aqui foi emprestada de [14, Theorem 1.11].
Schwabik ([14], 1992) comenta em seu livro que a construgdo de um calibre §: [a,b] — (0,) que
satisfaz 8 (¢) < min(8(t), |7 — c|) para T # ¢, forca uma divisdo marcada 8-fina de [a, b], com ¢ € [a, b],
a ter uma marca no proprio ponto c. Este fato pode ser util em vdrias construcdes de somas de integrais

e, especialmente, serd utilizado na demonstracdo a seguir.

Teorema 2.7 (Aditividade em intervalos adjacentes): Sejam c € (a,b) e U: |a,b] X [a,b] — X uma
fungdo tal que U € K([a,c]) e U € K([c,b]). Entdo, U € K([a,b)) e

/abDU(r,t) = /aCDU(r,t)+/CbDU(T,,)‘

Demonstragdo. Seja € > 0 dado. Denotaremos por I, = [y DU(7,1) e Iz = beDU(T,t). Como

U € K([a,c]), existe um calibre &y em [a, c| tal que
L E
Is(w.a) 1 < &,

para cada divisdo marcada 5-fina d* de [a,c]. Assim como, se U € K([c,b]), existe um calibre 8 em

11



[c, b] tal que

E
IS@,d") ~Iell < &,

para cada divisdo marcada 5-fina d® de [c, b).

Defina
8.(1), T € [a,c),
§(t) = { min(.(1), 8 (1)), T=c
8 (1), 7€ (¢,b],

e escolha §: [a,b] — (0,00) tal que &§(7) < min(5(t),|t—¢|) se T#c e 8(c) = &(c). E claro que
0 ¢ um calibre em [a,b]. Suponha que d* = (7;,;) é uma divisdo marcada d-fina de [a,b]. Seja m
tal que ¢ C [t;—1,tn]. Afirmamos que ¢ = 1,,. De fato, se 7,, # ¢, obtemos a seguinte desigualdade
contraditdria

|Tm —¢| < 0(Tm) < |Twm —c|,

que € valida, pois [tyy—1,tm] C [T — O (Tm), Tn+ 6(Tw)] € 6(T) < |7y — c| para T # c. Assim, necessa-

riamente, T,, = c¢. E, ainda,

m—1 |d|
S(U,d*) = Z [U(Ti,ti>—U(Ti,ti_l)]+U(C,tm) C s bn— 1 + Z Tl,tl (Ti,ti_l)]
i=1 i=m+1

m—1
= [U(Ti,fi) - U(Tiuti—l)] + U(C,C) - U(Cutm—l) + U(Cvtm) - U(C7C)
i=1
|d|
+ Z Tlvtl (Tivti—l)]
i=m+1

=S(U,dr) +S(U, dg),

L L R R ~
em que dz = {l‘o,’L’l,ll, et 1, T = Gt = C} e d;s = {tmfl =C, T, = Cilyy ... 7t|d|flaf\d\7t\d\} sao
divisdes marcadas de [a,c]| e [c,b], respectivamente. Além disso, d] e dj sdo 0-finas em virtude do

calibre 8. Portanto, para uma divisdo marcada 8-fina d* de [a, b),
[S(U,d*) = (IL+Ir)|| = IS(U,dr) +S(U,dg) — I — Ig|| < |S(U,dy) —IL|| + [[S(U, dg) — Ir|| <,
0 que resulta na existéncia da integral [”DU(t,1) e [P DU(t,t) = [DU(t,1) + [*DU(1,1). O

O proximo resultado, conhecido por Lema de Saks-Henstock, € uma ferramenta indispenséavel
para a teoria das integrais indefinidas de Kurzweil. Sua demonstra¢do, incluida aqui, segue como em
[2, Lemma 2.7].

Lema 2.8 (Saks-Henstock): Seja U € K([a,b]). Dado € > 0, considere um calibre § em [a,b] tal

12



que

ld|

b
Z [U(’L’i,ti) — U(Tiytifl)] _/a DU(Tvt)

i=1

<&, (2.3)

para cada divisd@o marcada S-fina d* = (71;,t;) € Dfa b
Sea<Pi <& <n<B<&H<p<... <Bu<én < Ym < bforuma divisdo marcada parcial
5-fina & — (&1, [B 1)) € Dl . i5t0 6, & € 1By, 1) € (& 8(E1).&+ 8(2,), entdo

u Vi
)3 [U (&,7) = U(&):B)) — / DU(r,r)] 2.4)
j=1 Bj

Demonstragdo. Por hipétese, B; < y; para qualquer j = 1,2,...,m. Podemos supor, sem perda de

generalidade, que f8; < y; para qualquer j = 1,2,....me que Yo =a e Buy1 =b. Se y; < Bjt1
para algum j =0,1,...,m, entdo a existéncia da integral | ab DU (7,t) juntamente com o Teorema 2.6
implicardo na existéncia da integral f}fjj“ DU(7,t). Assim, dado 1 > 0, existird um calibre J; em

['}/j,ﬁj+1] tal que

n

< —,
m+1

Bit1
S(U,d;)— DU (t,t)
Yi

para cada divisdo marcada J;-fina dj de [7j,B+1]. Podemos considerar §; como um refinamento
de 0, isto &, §; satisfaz 0;(7) < 6(7) para cada 7 € [;,,4+1]. Por outro lado, se y; = B+1, entdo
S({U ,a’;‘) =0.

Como a unido de d* = (&;,[B;,7;]) de [a,b] e todo di,j=12,....m, de [y, Bj+1] forma uma
divisdo marcada 6-fina d* de [a,b], cuja soma de Riemann correspondente é dada por

f UE7)—U(EB) + i(u,d;f),
Jj=1 J

entdo, pela equacdo (2.3),

m b
Y W& 1)~ U B+ X 5W.a5) - [ Ut <
j=1 j a
Note que,
/DUrt Z/ DUTt—I—Z " DU (1),
Logo,
g,l [U(ﬁj#j)—U(fj,ﬁj)—/;DU(W)] H
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I
M§

mo B b
5},}’] (éj?ﬁj)]—'—z DU(T7t)_/ DU(TJ)
j=0"% a

:1

~.

IN
Ms

b m
U1 —UEB)I— [ DU+ Y SU.d)| +
a j:()

i (U,d}) - Z " buea)
=

j=1 J=0
m b m i m . ﬁj+1
<| L& -vEB- [ DU+ Y sw.d||+ L |sw.dp)- [ pu
Jj=1 a j=0 j=0 Yi
n
<€ 1) —— =¢ ,
+ (m+ )m | +n
vélido para todo 11 > 0. Portanto, a equacdo (2.4) é satisfeita, o que completa a demonstragao. [

O resultado a seguir, emprestado de [2, Corollary 2.8], € uma consequéncia do Lema de Saks-
Henstock.

Corolario 2.9: Seja U € K([a,b]). Dado € > 0, existe um calibre 8 em [a,b] tal que, se [¢,v] C [a,b],

entdo

i) (v—@) < 8(¢) implica ||U(9,v) —U(p,9)— [, DU(T,1)|| <&

(ii)) (v—@) < 6(v) implica ||U(v,v) —U(v, Q) —f(:,)DU(r,t)H <E.

Demonstragdo. Seja € > 0 dado. Como U: [a,b] X [a,b] — X é Kurzweil integravel sobre [a, b], existe
um calibre 6 em [a, b] tal que a equagdo (2.3) vale para cada divisdo marcada §-fina d* = (1;,1;) € D[ B
No item (i), se [@,v] C [a,D] tal que (V— @) < 6(¢), entdo (@, [, v]) serd uma divisdo marcada
parcial de [a,b]. No item (ii), se [¢,v] C |a,b] tal que (v — @) < 6(v), entdo (v, [@,v]) também serd
uma divisdo marcada parcial de [a,b]. Portanto, pelo Lema de Saks-Henstock (Lema 2.8), o resultado

segue. [

Em seguida mostraremos uma extensao de Cauchy para a integral de Kurzweil, a qual é muito
util para calcular o valor de integrais que envolvem fung¢des escadas. A demonstracdo apresentada aqui

segue as ideias de [14, Theorem 1.14].

Teorema 2.10 (Extensdo de Cauchy): Seja U: [a,b| X [a,b] — X uma fungdo.
(i) Se U for integrdvel em |a,c] para cada c € |a,b) e o limite

fim [/;DU(‘L',I) _U(b,e) + U(b,b)] .y

c—b~
existe, entdo a fungdo U serd integrdvel em [a,b] e [ = | f DU (7,1).

(ii) Se U for integrdvel em [c,b] para cada ¢ € (a,b] e o limite

c—at

lim [ / " DU(t.0)+ Ula,c) —U(a,a)] y 2.5)
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existe, entdo a fungdo U serd integrdvel em [a,b] e [ = | ab DU (1,1).

Demonstragcdo. Provaremos o item (ii) e de forma anédloga prova-se o item (i), o qual esta feito em
[14]. Como (2.5) existe por hipStese entéo, dado € > 0, existe um Y € (a, b] tal que, para cada ¢ € (a, 7],
vale a desigualdade

/CbDU(’c,t) 4 U(a,¢)—Ula,a) —IH <e. 2.6)

Seja {cp} pen uma sequéncia decrescente de (a, b] tal que lim,_...c, = a e denote ¢y = b. Assim,
U € K([cp,b]) para cada p € N, isto &, para cada p € N, existe um calibre 6, em [c,,b] tal que

HS(U &) / DU(1,1)| < 2.7

€
217
para cada divisdo marcada &,-fina d;, de [c, D].

Além disso, para qualquer 7 € (a,b], existe um tnico p(7) € N tal que T € (¢, (7),¢p(r)—1]- Dado
7 € (a,b], escolha §(t) > 0 tal que §(7) < Op(r)(T) € [T~ 5(t),7+6(1)N(a,b] C (¢p(z),b]. Suponha
que ¢ € (a,b] e seja d* = (tj,;),j =2,3,...,k, uma divisdo marcada 8-fina de [c,b]. Se p(t;) = p,
entdo [oj1, 0] C [7j— 6(7)),7j + 6(7;)] C [cp,b] e [atj1, )] C [ — 6,(1;), 7 4 8p(7))]. Logo,
levando em consideracdo (2.7) e aplicando o Lema 2.8, obtemos

ocj €
i=2,p(zj)=p aj_
Consequentemente,
k b
Z[U(Tjaaj)—U(Tjaajl)]—/ DU(t,t)
j=2 c
- L [ o i
=Y Y |U(e)-Uyam) —/ DU(z,t)
p=1j=2,p(tj)=p Lt ®j-1 i
[ k B a] 7 (o< 8
<y ¥ U(;i,aj)—u(rj,aj_l)—/ DU(z,1) Z S=e 09
p=1|j=2.p(tj)=p - -1 ] =1

Considere um calibre 8 em [a, b] tal que 0 < 8(7) < min{5(7),7—a}, 7 € (a,b], e 8(a) > y—a.
Seja d* = (7, 0;),i = 1,2,...,k, uma divisdo marcada J-fina de [a,b]. Veja que, pela escolha do
calibre, 7| = a. Portanto, usando (2.6) e (2.8),

k

U(ti,on)—U(t,00) + Y [U(t),05) = U(tj,051)] =1
=2

1SU,d*) =1 =
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k b
< || XU (r),05) = U(7),0-1)] — DU(,1)
j=2 !
b
+ DU(”L’,t)+U(a,O£1)—U(a,a)—lH<28,
(0]
0 que conclui a prova. [

Em particular, a extensdo de Cauchy também vale para as integrais de Perron-Stieltjes. Este
resultado pode ser encontrado em [2, Corollary 2.10] e seré repetido a seguir.

Corolario 2.11:  Considere as fungées f: [a,b] — X e g: [a,b] — R.

() Se, para cada s € [a,b), a integral de Perron-Stieltjes [, f(t)dg(t) existe e

im | /" o0delo)+ 1(0)6(6) (61| =1

s—b

Entdo, [? f(t)dg(t) = 1.

(ii) Se, para cada s € (a,b], a integral de Perron-Stieltjes fsb f(t)dg(t) existe e

im, | (7 £0)ds(0)+ 1(@)¢(0) - @) =1

Entdo, [? f(t)dg(t) = 1.

Demonstragdo. Provamos, apenas, a primeira afirmacgdo e a segunda segue de forma anédloga. Seja
U: [a,D] X [a,b] — X uma funcdo dada por U(7,t) = f(7)g(¢). Note que, U é Kurzweil integravel
sobre [a, s] para todo s € [a,b), ja que por hipétese, a integral de Perron-Stieltjes [ f(¢)dg(r) existe
para cada s € [a,b). Assim, pelo Teorema 2.10, U é Kurzweil integravel sobre [a,b]. Além disso,

lim [/:DU(r,t)—U(b,s)-l—U(b,b)] — lim [/ F(6)dg(t) + £(b)(g(b) — g(s)) | =1.

s—b— s—b~

Portanto, pelo Teorema 2.10 novamente, fff(t)dg(t) = fabDU(r,t) =T O

O préximo resultado, decorrente do Teorema 2.10, nos mostra que a integral indefinida de uma
funcéo Kurzweil integravel U : [a,b] X [a,b] — X nem sempre é continua. No entanto, a integral
indefinida serd continua em um ponto ¢ € [a,b] se, e somente se, a fun¢do U(c,-): [a,b] — X for
continua no ponto c. Este resultado pode ser consultado em [2, Theorem 2.12] e [14, Theorem 1.16],

porém, a demonstracdo que faremos aqui serd diferente de ambos.

Teorema 2.12:  Sejam U € K([a,b]) e ¢ € [a,b]. Entdo,

}Lng{/SDU(T,t)— (c,s)+U( cc] / DU (t,1), (2.9)
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s—C

1imU DU(t,0) +U(c,s) — } /DUrt (2.10)

Demonstragcdo. Provaremos a igualdade (2.9) e analogamente prova-se a igualdade (2.10). Seja
s € [a,b]. Como U € K([a,b]) e [a,s] C [a,b] entdo, pelo Teorema 2.6, U € K([a,s]). Assim, pelo item
(1) do Teorema 2.10,

N
lim [/DU(T,t)— cs—i—Ucc} /DU‘L‘I

Naxd

Por outro lado, pelo item (ii) do Teorema 2.10,

lim {/SDU(’L’J)—U(c,s)+U(c,c)] ~ _ lim [/apu(r,t)+u(c,s)—u(c,c)

s—ct s—ct
a C
——/ DU(T,t):/ DU(1,1).
Cc a

Como os limites laterais sdo iguais, o resultado segue. [

Um caso especial do teorema anterior trata das integrais indefinidas de Perron-Stieltjes, que
podem ndo ser continuas, como ja visto. Mas, serdo regradas sob certas condicdes. Esse resultado

pode ser encontrado em [2, Corollary 2.14] e [13, Corollary 6.5.5], o qual sera repetido a seguir.

Corolario 2.13:  Considere as funcoes f: [a,b] — X e g: |a,b] — R, tais que g é regrada e a integral
de Perron-Stieltjes |, : f(t)dg(t) existe. Entdo, as funcdes

/fdg e Kt /fdg

sdo regradas em |a,b] e satisfazem

em que Atg(t) =g(t™) —g(t) e A"g(r) = g(t) — g(¢7).

Demonstragdo. Provaremos a primeira igualdade e as demais seguem de forma anédloga. Considere a
fungio U : [a,b] x [a,b] — X definida por U (7,1) = f()g(). Por hipétese, [” DU (t,t) = [? f(t)dg(t)
existe e U é Kurzweil integravel sobre [a, b]. Logo, pelo Teorema 2.12,

S
lim {/DU(”L’,u)— (t,5) —I—Utt] /DU”L’u
s—tt a

parat € [a,b), o que implica

tim | [* adgto — 10s06) + £0e(0)] = [ gt

17



isto €,

im | [* (gt = [ rde + 70le(%) - g0

Portanto, h(t™) = h(t) + f(t)AT g(1). O

O préximo resultado nos fornece uma estimativa da integral |, f DU (t,t) por uma outra integral

de uma funcao de valor real. A demonstragcdo deste teorema foi emprestada de [2, Theorem 2.15].

Teorema 2.14:  Considere uma fungdo Kurzweil integrdvel U : [a,b] X [a,b] — X sobre [a,b]. Se

V: [a,b] X [a,b] — R for uma fun¢do Kurzweil integrdvel e se existir um calibre 0 em [a,b] tal que
e —l|U(7,1) = U(7,7)[| < (¢t = 7)[V(7,2) =V (7,7)]

para cadat € (T—0(7),7+ 6(7)), entdo

Demonstragdo. Fixe € > 0 arbitrario. Como as integrais de Kurzweil fab DU(t,t) e [ : DV (t,1)

/abDU(*c,t) < /abDV(f,t).

existem, podemos encontrar um calibre § em [a,b], com d(s) < 0(s) para todo s € [a, D], tal que

d| b
Z[U(Tj,lj)—U(Tj,tj—l)]_/ DU(t,t)|| <e (2.11)
j=1 a

c
d| b
Z[V(r,-,z,-)—vuj,zjl)]—/ DV(z,1) <e, 2.12)
Jj=1 a

para cada divisdo marcada §-fina d* = (7;,t;) € Dfa,b]'

Por hipétese, para cadai=1,2,...,|d|,

(ti — Ti) HU(T,‘,I,') — U(Ti, ’L',') H < (ti — Ti)[V(Ti,ti) — V(Ti, Ti)], com t; > T,.

Assim, |U(7;,t;) —U(7, )| < V(t,t) — V(1:,7;), para i = 1,2,...,|d|. Do mesmo modo,
HU(’L’i,ti_l) — U(Ti,fi)H < V(’L’,‘, ”L'i) — V(’L’i,l‘l’_l), parai=1,2,..., |d’ Dai,

|U (7, t;) = U (i, ti1) || < U (% 1) = U (%, )| + U (%, 7) — U (T tie1) ||
<V(ti,t;) =V (7,%)+V(t,7%) = V(T,ti-1)
=V(t,4)—V(t,ti_1),

paracadai=1,2,...,|d|.
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Entdo, pelas equagdes (2.11) e (2.12), obtemos

b ld| b |d|
/HDU(W) < Z[U(Tjafj)—U(Tij—l)]—/a DU (7,t)|| + Z[U(Tj,fj)—U(Tj,fj—l)]H
j=1 j=1
ld| b b
<e+ LVt~ Vgt - [ pviza+ [ (e
j=1 a a
b
<28—|—/ DV (1,t).
a
Como € > 0 € arbitrario, o resultado segue. O

Finalizamos este capitulo, apresentando dois resultados fundamentais para o segundo caso da
demonstracdo do teorema da existéncia e unicidade de solu¢des das EDOs generalizadas (Teorema
3.14).

Lema 2.15:  Considere V: [a,b] X [a,b] — X e a: [a,b] — X tais que V(7,t) = a(T), para todo
(1,t) € |a,b] X [a,b]. Entdo, V é Kurzweil integrdvel e fabDV(T,t) =0.

Demonstracdo. Note que, para qualquer divisdo marcada o-fina d* = (7;,1;) € Di‘a B vale
V(Ti,l‘l’> — V(’L’i,l‘l;l) = OC(”L',') — OC(”L',') =0.
Portanto, pela Defini¢do 2.3, V é Kurzweil integravel em [a,b] e | : DV (t,t) =0. O

O resultado a seguir € uma consequéncia imediata do lema anterior.

Corolario 2.16:  Seja U: [a,b] X [a,b] — X Kurzweil integrdvel sobre [a,b]. Se V: [a,b] x [a,b] — X
for dada por V(t,t) = a(7) e z: [a,b] x [a,b] — X for tal que z(t,t) = U(t,t)+V(7,t). Entdo,
z: [a,b] X [a,b] — X serd Kurzweil integrdvel sobre [a,D] e

/abDZ(T,l‘) :/abDU(r,t).
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Capitulo 3

Equacoes Diferenciais Ordinarias
Generalizadas

Neste capitulo, dedicaremo-nos ao estudo das equacgdes diferenciais ordindrias generalizadas
(EDOs generalizadas), tendo como principais referéncias [2] e [14]. A priori, apresentaremos algumas
propriedades fundamentais dessas EDOs generalizadas, as quais serdo uteis para a demonstra¢io do
principal resultado deste capitulo, a saber: o teorema da existéncia e unicidade de solucdes das EDOs

generalizadas para fungdes com valores no espaco de Banach.

Schwabik ([14], 1992) afirma que “uma equacdo diferencial ordindria generalizada € um objeto
formal semelhante a uma equacdo para o qual definimos suas solu¢des”. Deste ponto de vista,
apresentaremos a seguir o conceito para uma solucao da EDO generalizada. Para isso, considere X um
espaco de Banach, O C X um conjunto aberto, / C R um intervalo e F': Q — X uma funcao, em que
Q=0xI.

Definicdo 3.1: Uma funcdo x: J — X, J C I, serd solugdo da EDO generalizada

dx
o =DF(x,1) 3.1)
no intervalo J, sempre que (x(¢),7) € Qe
B
x(B)=x(@) = [ DF(x(x).0). (2

para todo ¢, B € I, em que a integral |, 5 DF (x(7),t) estd no sentido da integral de Kurzweil (Defini¢ao
2.3), com U(7,t) = F(x(7),1).

Importante ressaltar que Kurzweil ([10], 1957), o precursor da teoria, ndo define uma equagao
diferencial, isto é, % € apenas uma notacao, ndo significa que a solucdo x seja diferencidvel em relacdo
a 7. A equacdo (3.1) remete a equacgdo integral (3.2), cuja solugdo é definida como a solugdo de (3.1).
O primeiro resultado deste capitulo trata-se de uma consequéncia imediata da defini¢do anterior e sua

demonstracao, repetida aqui, pode ser encontrada em [14, Proposition 3.5].
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Teorema 3.2: Se x: I — X for uma solucdo da EDO generalizada

dx
— = DF(x,t 3.3
 —DF(x1) (33)
no intervalo I, entdo, para cada 7y € I fixado,
S
x(s) = x(y) + / DF(x(7),1), s€el. (3.4)
Y

Reciprocamente, se x: I — X satisfazer a equagdo (3.4) para algum y € I e para cada s € 1, e

(x(¢),t) € Q, entdo x serd uma solu¢do da EDO generalizada (3.3).

Demonstragdo. A primeira afirmacdo segue diretamente da Defini¢do 3.1, para o casoem que oc =y e

B =s. Agora, se x: I — X satisfazer a equagdo (3.4), entdo, pelo Teorema 2.7,

B a
() ~x(0) =20 + [ D20 [xtn)+ [ DR
- / " DF(x(2),1) + / ¥ DF(x(1).1) = / ¥ DF (1))
o ’ Y ’ o ’ ’
para cada «, B € I e, portanto, x serd solugdo de (3.3). [

Com o objetivo de apresentar um teorema que garanta a existéncia e unicidade de solugdes para
as equacoes diferenciais ordindrias generalizadas, vamos definir uma classe especial de fun¢des, a qual
tem inspiracao nas hipéteses do teorema de existéncia e unicidade para EDOs classicas (Teorema de
Picard-Lindelof).

Definicdo 3.3: Sejam A: I — R uma fung¢io ndo decrescente e @: [0,0) — [0, 0) uma fung¢do conti-
nua e crescente tal que ®(0) = 0. Diremos que uma fungio F: Q — X pertence a classe F (Q,h, ®)
sempre que

[1F (x,82) = F(x, 1) || < [h(s2) —h(s1)], (3.5)

1F (x,82) = F(x,51) = F(y,582) + F (y,51) | < @(([x = yl[)|~(s2) — h(s1)], (3.6)
para todo x,y € O e todo s1,s7 € I.

Quando @ for uma fun¢ao identidade, denotaremos por .% (Q,h) em vez de .7 (Q,h, ).

Observe que a condi¢do (3.5) nos diz que, fixado um valor da primeira coordenada de F, na
segunda coordenada a fun¢do F possui a mesma “regularidade” da fungdo 4. Por exemplo, a funcdo F
serd continua nos pontos em que 4 for continua. Isto €, de um certo modo, uma extensao do conceito

de ser Lipschitziana.

O préximo resultado pode ser deduzido a partir do Teorema 2.12 e sua demonstra¢do segue como
em [2, Theorem 4.4].

Teorema 3.4: Sejam O C X um conjunto aberto e x: |a,b] — X uma solug¢do da EDO generalizada
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(3.1) em [a,b] C I. Entdo, para cada ¢ € [a,D),

lim [x(s) — F(x(o0),s) + F(x(0),0)] = x(0).

s—0

Demonstra¢do. Como x: [a,b] — X é uma solugdo da EDO generalizada (3.1), entdo x(¢) € O para
cadar € [a,b]. Seja o € [a, D] fixado. Pelo Teorema 3.2,

—/:DF(X(”L'),Z) — x(o)

o que implica
x(s) —F(x(0),s)+ F(x(0),0) —x(0) = /C:DF(x(‘L'),t) —F(x(0),s)+F(x(0),0),

para cada s € [a,b)].

Por outro lado, pelo Teorema 2.12, obtemos

S
lim [/ DF(x(2),1) — F(x(6,5) + F (x( } / DU(1,1) =
s—O0 o
0 que garante a existéncia da integral

lim [x(s) — F(x(0),s) + F(x(0),0) —x(0)],

§—0

que, por sua vez,

lim [x(s) — F(x(0),s) + F(x(0),0) —x(0)] =0,

s—0

0 que conclui o resultado. 0

Veja, no Teorema 3.4, que se x: |a,b] — X for uma solugdo da EDO generalizada (3.1) entdo,
para cada o € [a,b], o valor de x(s) poderd ser aproximado por x(c) + F(x(o),s) — F(x(0),0), desde
que s € [a,b] esteja suficientemente préximo de 6. Os lemas, a seguir, nos ddo uma estimativa para as
fungdes F : Q — X que pertencem a classe .7 (Q, h, @), cujas demonstragdes foram emprestadas de [2,

Lemma 4.5 e Lemma 4.6].

Lema 3.5: Seja [a,b] C I e suponha que F: Q — X satisfaca a condi¢do (3.5). Se x: [a,b] — X for
tal que x(t) € O para cada t € |a,b] e se a integral f DF (x(7),t) existir, entdo

/DF

< |h(s2) —h(s1)|

para quaisquer s1,sy € [a,b.
Demonstragdo. Pela condigdo (3.5),

[t = Tl[|F (x(7),1) = F(x(7), 7) || < |t —7[[(2) — h(7)]|
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para quaisquer ¢, T € [a,b]. Além disso, a integral | ab dh(r) existe e

/S " dh(t) = h(sz) — h(s)

para quaisquer s1,s2 € [a,b]. Assim, pelo Teorema 2.14,

[  dn(e)

para quaisquer s, 52 € [a,b]. O

<

[ 12 DF(x(1),1)

= |h(s2) = h(s1)]

Lema 3.6:  Suponha que F: Q — X pertenga a classe F (Q,h,®). Se as fungées x,y: [a,b] CI1— O

forem regradas, entdo

Demonstragcdo. Note que a fungio @(||x(-) —y(-)||) é regrada, ja que é composi¢do de fungio continua

/  DIF(x(t).5) — F(3(2).5)]

a

< [ o) 505 hants). 67)

e de funcdo regrada. Assim, usando este fato e o de que /4 € uma fungdo ndo decrescente, a integral de
Perron-Stieltjes do lado direito da desigualdade (3.7) existe. Entdo, escolhendo uma divisdo marcada

arbitrdria d* = (1;,s;) de |a, b], obtemos a seguinte estimativa

ld|
;[F(X(Ti),si) —F(x(1),8i-1) = F(y(1),8:) + F(y(:),8i-1)] H
|d|
< Zi |F(x(T),5:) — F(x(7;),8i-1) — F(3(%),8:) + F(y(%),5i-1) |
|d|
§;“’(HX(T1‘)—y(fi)H)|h(Si)—h(Si—l)!, (3.8)

na qual usamos o fato de que F € .Z (Q,h, ®) na ultima desigualdade.
Por outro lado, dado € > 0, existe uma divisdo marcada d* = (1;,s;) € D?‘a 3 tal que

/bD[F(x(’L'),S) —F(y(7),s)]

a

— Z[F(X(Ti>,si) —F(X(T,'),Sifl) —F(y(ri),s,-) -I—F(y(‘L'i),si,l)] < € (3.9)

\d|

/ab o(||x(s) = y(s))dh(s) = Y o (|lx(z:) = y(z) ) h(s:) — h(si-1)l| <e&. (3.10)

i=1

Em consequéncia das desigualdades (3.8), (3.9) e (3.10), obtemos

[ PIFG().9) - FO().9)
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<|| Y [F(x(m),5i) = F(x(%),5i-1) = F(y(%),5:) + F (y(%),5i1)]

i=1

d| H

ld|
+

/abD[F(x(T)aS) —F(y(1),s)] - ;[F(X(Ti)ysi) —F(x(7i),8i-1) — F(y(%i),8:) + F(y(T:),5:-1)]

ld|

< ; o([lx(7:) = y(z) [)Ihsi) —h(si1)[ +€

d|

; o([lx(zi) =y (7)) |Asi) = ~lsi-1)] = /ab o([|lx(s) —y(s)[)dh(s)

b

<

Como € € arbitrdrio, o resultado segue. O

Outro fato interessante sobre as solu¢des das EDOs generalizadas é que, se F: Q — X satisfazer
a condi¢do (3.5), as solucgdes serdo funcdes de variacdo limitada. Essa afirmag@o pode ser garantida no

lema a seguir, emprestado de [2, Lemma 4.9].

Lema 3.7: Suponha que F: Q — X satisfaca a condi¢do (3.5). Se [a,b] C 1 e x: [a,b] — X for uma
solugdo da EDO generalizada (3.1), entdo, para quaisquer sy,s; € [a,D],

[[x(s2) = x(s1) [} < |A(s2) = h(s1)] (3.11)

e, consequentemente,
var’(x) < h(b) — h(a) < oo, (3.12)

isto é, x serd de variagdo limitada em |a,b). Além disso, se h for continua em t € [a,b), entdo t serd

um ponto de continuidade da solugcdo x: [a,b] — X.

Demonstracdo. A desigualdade (3.11) segue diretamente do Lema 3.5, ja que, pela definicao de
solugdo da EDO generalizada (Definigao 3.1), x(s2) —x(s1) = [> DF (x(7),t) para todo s1,s> € [a,b].
Agora, seja d = (s;) uma divisdo arbitrdria no intervalo [a,b]. Por (3.11),

ld| d|

; [lx(si) = x(si1)l| < ; |1 (si) = h(si1)| = h(b) — h(a).

Considerando o supremo sobre todas as divisdes de [a,b], obtemos (3.12). E, a terceira afirmagio é

consequéncia imediata de (3.11). L]

Vale acentuar que as solu¢des das EDOs generalizadas podem nao ser continuas em geral e isso
¢ resultado do lema seguinte, o qual pode ser encontrado em [2, Lemma 4.10] para espagos de Banach
e [14, Lemma 3.12] para o espaco R".
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Lema 3.8: Suponha que F: Q — X satisfaca a condi¢do (3.5). Se [a,b] C I e x: [a,b] — X for uma
solucdo da EDO generalizada (3.1), entdo

x(sT) —x(s) = Gli_>r1;1+x(6) —x(s) = F(x(s),sT) — F(x(s),s), s€[a,b), (3.13)
x(s) —x(s7) =x(s) — Cyli_}rrslix(G) = F(x(s),s) — F(x(s),s™), s€ (a,b], (3.14)

em que F(x,s7) =limg_,+ F(x,0) para s € [a,b) e F(x,s”) =limg_, F(x,0) para s € (a,b].

Demonstragdo. Note que os limites F (x(s),st) e F(s(x),s™) existem para cada x € O, pois F satisfaz
(3.5) e h possui limites laterais em cada ponto de [a,b]. Como x ¢ solu¢do da EDO generalizada (3.1)
em [a,b], entdo (x(¢),1) € O X [a,b] e x(6) —x(s) = [ DF (x(),t) paraa < s < ¢ < b. Assim,

lim x(o)—x(s) = lim cyDF(x(’L‘),t) = lim [F(x(s),0) — F(x(s),s)],

o—st o—stJs o—st

e, portanto, fica provado a igualdade (3.13). Analogamente, prova-se a igualdade (3.14). 0

O préoximo resultado (Teorema 3.10), encontrado em [1, Proposition 2.1] e [2, Theorem 4.7],
garante a existéncia da integral |, : DF (x(t),s) envolvida na defini¢do 3.1. Mas, antes disso, apresen-
taremos um lema que garante a existéncia da integral | ab DF(¢(7),s) para cada fun¢do escada finita
¢: [a,b] — O, o qual serd muito Util para a demonstra¢do do teorema seguinte. A demonstracdo desse

lema segue como em [14, Corollary 3.15] e [2, Theorem 4.7].

Lema 3.9: Sejam F € % (Q,h) e [a,b] C 1. Se ¢: [a,b] — X for uma fungdo escada finita, entdo

existird a integral

b
/a DF(¢(7),s).

Demonstragdo. Se ¢: [a,b] — X for uma fung@o escada finita, entdo existird uma divisdo d = (s;) de
[a,D] tal que @(s) =¢; € O para cada s € (s;_1,s;),i = 1,2,...,|d|, em que ¢; € uma constante para
todoi=1,2,...,|d|. Suponha que (¢(s),s) € Q, para cada s € [a,b|. Claramente, pela defini¢do da
integral de Kurzweil (Defini¢do 2.3), se 5,1 < 0] < 03 < s, entdo a integral |, gf DF(¢(7),s) existird
e fgf DF(¢(7),s) = F(ci,02) — F(ci,01).

Seja oy € (si—1,s;) dado. Assim,

lim [ [ DE(@(@).5) 4 F (@510~ Flogtsi1).5i-1)

t—rst

= lim [F(c;,00) = F(cit) + F(@(si-1),1) = F(@(si-1),5i-1)]

=84

= F(ci,00) — F(ci,s7 ) + F(@(si-1),57 1) = F(@(si-1),si-1)-

Logo, pelo Teorema 2.10, a integral de Kurzweil | S‘iol DF(¢(7),s) existe e ¢ igual ao limite
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calculado anteriormente. Da mesma forma, conclui-se que a integral [ DF(¢(7),s) existe e

SiDF(‘P(T)»S) = F(ci,s; ) = F(ciy 00) = F(@(si),s; ) +F(@(si),5)-

00

Com isso, pelo Teorema 2.7, a integral de Kurzweil [* DF(¢(7),s) existe e

/Si DF (¢(7),s) = F(ci,00) — F(ciysi )+ F(@(siz1),57 ) — F(@(si—1),8i-1) + F(ci,s7)

Si—1

—F(Ci,G())—F(QD(Si),Si_)‘i‘F((P(Si),S,‘)
= F(ci;s; ) = F(ciss_1) + F(@(siz1),57,) = F(@(si-1),5i-1) — F(9(si),57)
+F(o(si),si)-
Portanto, procedendo como antes, para todo intervalo [s;_1,s],i = 1,...,|d|, a integral de

Kurzweil | abDF (p(71),s) existe e

d|

/abDF(q)(f),S) - ;[F(Chsi_)_F(ci’S;r—l)]

|d|
+Z[F Q(si-1);57 1) = F(@(si-1),5i-1) = F(@(si),57 ) +F(9(s),5:)],

0 que completa a prova. 0

Teorema 3.10: Sejam F € % (Q,h) e [a,b] C 1. Se x: [a,b] — X for o limite uniforme de uma
sequéncia {xy ren de fungdes escadas xy.: |a,b] — X tais que (x(s),s) € Q e (x(s),s) € Q, para cada
k € Ne cada s € [a,b), entdo a integral f DF (x(7),s) existird e

b
/ DF(x(7).) = lim ["DF(x(¢).s).
k—oo
Demonstragdo. Pelo Lema 3.9, para cada k € N, a integral de Kurzweil |, : DF (x¢(7),s) existe. Como

{xx }xen tende uniformemente para x, quando k — oo, entdo, dado € > 0, seja kg € N tal que, para
k > ko,

&

[l (s) = x(s)] < 3(0) — @)’

s € [a,b].

Pela existéncia de |, f DF (xx(7),s), seja 0 um calibre em [a, b] tal que, para k > ko,

4|

Y F((2).8) ~ Fls@), )]~ [ DP(s(2),9)

i=1

<£
2

para cada divisdo marcada 6-fina d’' = (7;,1;) € Df‘a b Entdo, para cada k > ko,
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|d'| b
; [F(x(Ti),ti) — F (x(%),ti-1)] — /a DF (x(7),s)
|d'|

< ; |F (x(7i),t;) — F (x(7),ti—1) — [F (% (), i) — F (X (i), ti—1) ||

|d'| b
| Y 1 (r(50),80) = F (ra(50),101)] — / DF (x,(7),5)
i=1 a
d'| €
< ) [h() = h(tio1)] max [lx(7;) —xe()|| + 5
=~ 1<i<|d'| 2
€
= |h(b) —h Ti) — Ti —
h(5) ~ @] max (%) (%) + 5
<S4f-e
2 2
0 que conclui a demonstragdo. [

Sabemos que as fungdes regradas sdo limites uniformes das fun¢des escadas (ver Teorema 1.4) e

isso nos leva a seguinte consequéncia imediata do teorema anterior.

Corolario 3.11:  Sejam F € % (Q,h), x: |a,b] — X uma funcdo regrada em |a,b| C I (em particular,
uma fungdo de variagdo limitada em [a,b]) e (x(s),s) € Q para cada s € |a,b|. Entdo, a integral
fab DF (x(t),t) existe e a fungdo G: [a,b] — X dada por G(s) = [;] DF (x(t),t), s € [a, D), é de variagdo

limitada em |a,b) e, portanto, também regrada.

Demonstracdo. A existéncia da integral |, ab DF (x(7),t) segue diretamente do Teorema 3.10, ja que
toda funcdo regrada é limite uniforme de fung¢des escadas. E, a fungio G: [a,b] — X é de variag@o

limitada em [a, b] por consequéncia do Lema 3.5. O

A seguir, apresentamos um lema e enunciamos o teorema do ponto fixo de Banach, cuja demons-
tracao pode ser encontrada em [9, Banach Fixed Point Theorem 5.1-2]. Ambos serdo fundamentais na

demonstracao do principal teorema deste capitulo.

Lema 3.12:  Seja F: Q — X uma funcdo que pertence a classe .7 (2,h), em que h: [a,b] — R é

uma fungdo ndo decrescente. Se h: [a,b] — R for uma func¢do ndo decrescente, definida por

h(t) + [h(to) — h(ty )], t<to,
h(t) = § (), t =g,
h(t) = [h(ty) — h(t0)], > 1o,

27



ese F: Oxla,b]— X for tal que

F(x,t)+[F(x,t0) — F(x,t, )], t<to,
F(xat) = F(xvt)7 r = 1o,
F(x,t) — [F(x,tf ) — F(x,00)], t>1o.

Entdo, F pertencerd a classe 7 (0 x [a,b],h).

Demonstracdo. Sejam x,y € O e s1,s3 € |a,b]. Mostraremos apenas para s; < fy < 57, as demais pos-
sibilidades seguem de forma andloga. Para isso, devemos mostrar que F (x,?) satisfaz as desigualdades
(3.5) e (3.6) da Definicao 3.3. Assim, para s| < ty < $2,

|1F (x,52) — F(x,51)]| = ||F (x,52 x,taL) + F(x,10) — [F(x,51) + F(x,10) — F (x,1; )] ||

(x,52) = F (
= ||F(x,82) — F(x,tf") — F(x,51) + F (x,15)|
< [P (x,52) = F e tdll+ I (e,1g) = F(xs0)|
< h(s2) —h(ty) +h(ty ) — h(s1)
= h(s2) —h(s1)
e
1F (x,52) = F(x,51) = F(y.82) + F (v,50)l| = [|F (x,52) = F (x,15") + F (x, 10)
— [F(x,81) + F(x,10) — F(x,1, )]
—[F(y,52) = F(3,15) + F (3, 10)]
+F(y,51) +F(y,00) = F (3,10 )|
< |IF(x,52) = F(x,15) = F(y,52) + F(v.1)|
T F(x,tg) = F(x,s1) =F(,15 ) + F (y,51)
< [l =ylllA(s2) = hltg) 1+ [l = yll1A(ty ) — h(s1)]
= [lx—yll[A(s2) —h(ty) +h(ty ) — h(s1)]
= [lx = yll[A(s2) = ()],
0 que completa a demonstragdo. 0

Teorema 3.13 (Teorema do Ponto Fixo de Banach): Seja X um espaco de Banach com a norma
|-|- Se uma aplicagdo T : X — X for uma contragdo em X, isto é, se existir um niimero positivo o, < 1

tal que |T (y) — T (x)|| < a|ly — x|| para quaisquer x,y € X, entdo existird um tinico ponto z € X tal
que T (z) =z

Finalizamos este capitulo com um dos principais teoremas do estudo das EDOS generalizadas.
Em esséncia, este teorema garante a existéncia e a unicidade local de uma solu¢ao da EDO generalizada.
E importante destacar que, na teoria estudada (ver [2] e [14]), o Teorema 3.14 assume que /4 é continua

a esquerda. Contudo, verificamos que também € possivel garantir uma solucao a esquerda de #y de
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forma andloga. Por esse motivo, decidimos remover essa hipdtese, sendo necessario, em contrapartida,

inserir a condi¢do (3.15) e realizar os ajustes apropriados.

Teorema 3.14 (Teorema da Existéncia e Unicidade de Solucoes das EDOs generalizadas): Sejam
X um espago de Banach e O C X um conjunto aberto. Considere F: O X [a,b] — X uma fun¢do
pertencente a classe # (0 X [a,b],h), em que h: [a,b] — R é uma fun¢do ndo decrescente. Se
(%,10) € O X |a,b] for tal que

¥_=X+F(X1,)—F(%1)€O, (3.15)

fp =X+F(%15)—F(%10) €0, (3.16)

entdo existirdo A~ ,AT > 0 tais que, no intervalo [to — A™ 1o —|—A+], existird uma tnica solugcdo
x: [to—A",to+A"] — X da EDO generalizada (3.1) para a qual x(ty) = %.

Demonstragdo. 1° caso: quando 1o for ponto de continuidade de h, ou seja, h(ty) = h(t, ) = h(ty ).

Suponha que A~,A" > 0 tais que [tp — A™, 7o+ AY] C (a,b), h(to+AT) —h(ty— A7) < 1 e,
ainda, que x € O sempre que ||x—%_|| < |h(t) —h(ty)|, 1 € [to— A" ,10) € |[|x — 4 || < |A(t) — h(t))],
t € (fo,t0+AT].

Seja A o conjunto de todas as fungdes z € G([fo — A~ , 7o+ A™],0) tais que

* lz(t) =2 < [n(r) = Aty )], £ € [to = A7 10),
* [lz() =% | < [h(e) = (gl 1 € (10,10 + AT,

» 7(tg) = X.

Note que, se z € A, entdo z(fp) = £, z(t; ) = %_ e z(1]") = X+, jd que 1y é ponto de continuidade de
h. Além disso, A C G([tg — A~ 10+ AT],0) é fechado. Com efeito, seja {zx }reny C A uma sequéncia
que converge para a fungdo Z. Logo, dado € > 0, existe k € N tal que ||zx(z) —Z(7)|| < &, para todo
t € [to— A~ 1o+ A™] e, portanto,

12() = X[ < llza (1) = 2(0) [ + [lzx () =% || < €+ |A(2) = h(1y )], 1 € [0 — AT 10),
12() = %l < llzi(t) = Z(0) ||+ [lax(t) — %[l < &+ [A(t) = h(tg)], 1 € (10,20 +AT].

Além disso, como z;(fy) = X, para todo k € N, Z(#9) = X. Consequentemente, 7 € A, o que implica que
A € fechado.

Agora, para s € [fo— A~ ,fo+A"]| e z € A, defina uma aplicagdo T: A — G([tp — A ,to+AT],X)
por

(Tz)(s) =%+ tSDF(Z(T),t),

de modo que a integral do lado direito existe devido ao Coroldrio 3.11. Veja que (Tz)(tg) = X. Além
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disso, pelo Teorema 2.10 e pelo Lema 3.5,

s+ [ DF(z(0),1) — [f+ F(x.17) — F(%.10)]

Iy

I(T2)(s) =%l =

S
i+ [ DF(z(7),1) —%_
Iy




"DF(2(7),1)

r

"DF((2).1) ~ F (o).t ) + F(<(10). )

Iy

- - Jim|
< lim |h(s) —h(r)| = h(s) — h(ty ),

r%to

para s € [fp —A™,1y). Da mesma forma,
I(T2)(s) = %4 || < h(s) —h(ty),

para s € (to,fo +AT]. Com isso, T, € A e, consequentemente, 7 (A) C A. Resta mostrar que 7: A — A
¢ uma contra¢do. Para isso, considere ) — A~ <571 <t9+ A" e 71,25 € A. Pelo Lema 3.6,

i+ [ D)) —5— [ DF(z1(2).1)

Ty Io

[(T22)(s1) - (T21)(s1)]| =
< [l -1 @)anty

< e@-awl /:dh(t)

t€[tg—A" fp+AT

/SID[F(Zz(’C),t) — F(z1(7),1)] H

Io

= llz2 =21l - [A(s1) = hz0).
Consequentemente,
_ 1
I(Tz2) = (Tz) | < e =2l [(to + A7) = h(to = A7)] < S22 = zll;

e, portanto, 7 € uma contragdo. Entdo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach (Teorema 3.13), o
resultado segue.

2° caso: quando fy for ponto de descontinuidade de A.

Defina uma fungio auxiliar : [a,b] — R por

h(t) +[h(to) — h(ty )], t <to,
h(t) = h(t)7 t =1y,
h(t) = [h(ty) — h(1)], t>1o.

Note que / é uma fungio ndo decrescente e continua em #o. Defina, também, para todo x € O,

F(x,t)+[F(x,t0) — F(x,t, )], t<to,
F(x,t) =< F(x,1), 1= to,
F(x,t) — [F(x,tf ) — F(x,00)], t>1o.

Pelo Lema 3.12, F € .7 (O x [a,b], k). Assim, pelo 1° caso desta demonstracio, a EDO generali-
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zada

dz
g = DF(z,1) 317
z(to) =2

possui uma unica solugdo, qualquer que seja 7 € O. Assim, defina

Zl(t), t <t,
X(l) = X? =1y,
22(t), t> 1,

tal que z; : [fo —A ™, %] — X é solugdo de (3.17) com Z =X+ F (X1, ) — F(%,t0) e 2 [to,to+AT] = X
é solugdo de (3.17) com Z = £+ F(%,1;) — F(%,1y). Observe que, em ambos os casos, Z € O por

hipdtese.

Resta provar que x: [fo — A~ 79+ A*] — X é solucdo da EDO generalizada 45 dx — DF(x,t),n

qual x(fp) = %, isto €, vamos mostrar que

x(s) =5+ [ DE(x(1),1), 5 € [to— A~ 1o+ A™].

Ty

E claro que x(fp) = %. Agora, seja s € (tg,t9 +AT]. Como z,: [to,to +A¥] — X é solugdo da
EDO generalizada % 42 — DF(z,1), entdo z5(s) = z2(to) + i DF (z(7),t). Assim,

x(s) = 22(s) = 2(t0) + [ DE(a(1).1).

To

Pelo Teorema 2.10 e usando a definigio de F (x,t) para r > 1,

x(s) = 22(19) + lim { / DF(2(1),1) + F(2(1 )r)—F(z(to),to)}

= 2a{t0) + lim [ DF((2).0)+ lim [F(z(t0),r) = F(c(t0),10)]
= 2a{t0) + lim [ DF((2).0)+ lim [F(c(t0),r) = Fclto) i) + Felto) o) = Fz(o).to)

= 22(t0) + lim SDF(Z(T)J) +F(2(t0),19) = F(2(t0),19 ) + F (2(t0) . 10) — F (2(t0). 10)

i
r—ty

(t0)+11m DF( (1),1)

r—)to
N

=2(to) + lim | DI[F(2(1),1) + F(2(1).10) — F(2(7),15 )]

r—ty Jr
Logo, tomando a/(7) = F(z(7),t)) — F(z(7),t4 ) e usando o Coroldrio 2.16, obtemos

x(s) = z2(to) + lim DF(() 1) = z2(to) + lim DF( (7),1).

r—>t0 r—>t0

31



Pelo Teorema 2.10, novamente, e considerando as condi¢des iniciais z,(#) e x(t),

S S
x(s) :)Z—FF()E,IJ) —F(%,t0)+ | DF(x(7),t) —F()Z,tar) +F(X,t0) =X+ | DF(x(7),t),
o To
provando, assim, que x: [fy,fo +AT] — X € solu¢do da EDO generalizada % = DF(x,t), na qual
x(ty) = X.
Analogamente, se considerarmos z;: [fo — A~ ,#] — X como solu¢do da EDO generalizada
% = DF(z,t), x: [to— A, 9] — X serd solugdo da EDO generalizada Z—;‘ = DF (x,t), na qual x(fg) = *.
Portanto, existe uma dnica solugdo x: [to — A~ o+ A"] — X da EDO generalizada (3.1) para a qual
x(l‘()) =X. ]
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Capitulo 4

Prolongamento de Solucoes e Solucoes
Maximais das EDOs generalizadas

Neste capitulo, veremos que as solu¢cdes das EDOs generalizadas, definidas em intervalos
compactos, podem ser prolongadas para intervalos maiores. A teoria apresentada aqui serd baseada em
[2] e [6].

Sejam O C X um conjunto aberto, Q = O x R e considere a EDO generalizada

dx
— =DF(x,t 4.1
- =DF(x.1), (“.1)

em que F € . (Q,h) e h: R — R é ndo decrescente.

Para o estudo de solu¢des maximais e, do mesmo modo que no teorema de existéncia e unicidade

de solugdes, vamos assumir que para todo (x,7) € Q
x+F(x,t7)—F(x,t) €0 e x+F(x,t7)—F(x,t) € 0. 4.2)

Observacdo 4.1: A condigio (4.2) garante que se x(¢) estd na trajetéria de uma solugdo da EDO
generalizada (4.1), os pontos x+ F (x,t ") — F(x,t) € O e x+ F(x,7) — F(x,t) € O também estdo na
mesma trajetoria e podem coincidir com x(t), caso a trajetdria seja continua (a direita ou a esquerda)
em 7. Também é importante mencionar que assumindo a hipétese x + F (x,7~) — F(x,t) € O, podemos
enfraquecer a hipétese h: [ty,o0) — R continua a esquerda, assumindo, apenas, que h: [ty,0) — R é

ndo decrescente.

Para facilitar a notag@io, vamos denotar o conjunto dos pares (x,¢) € Q que satisfazem (4.2) por

Qp, isto €,

Qp ={(x,t) €Q: x+F(x,t7)—F(x,t) €O ex+F(x,t")—F(x,t) € O}. 4.3)

Iniciamos apresentando um resultado que nos garante que a “colagem” de duas solu¢des da EDO

generalizada (4.1) também € solucao dessa mesma EDO generalizada. Esse resultado € baseado em [6,
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Theorem 3.1]. No entanto, a hipdtese de s ser continua a esquerda € substituida por uma condi¢ao
conforme a seguir.

Teorema 4.2:  Sejam Jy,J; intervalos, com B =supJ; =infJy, F € Z(Q,h), x: Jj > Xey: Jh =X
solucoes da EDO generalizada (4.1). Além disso, defina z: J1 UJ, — X por

(1) = x(t), teJy, 44
y(t), te.
(i) SeB €J2\J1 e
x(B7)=y(B)+F(B).L7)—F((B),B) €O (4.5)

entdo a 7 serd uma solu¢do da EDO generalizada (4.1).

(ii) Se peti\ e
y(BT) =x(B)+F(x(B),B")—F(x(B),B) € 0 (4.6)

entdo a z serd uma solucdo da EDO generalizada (4.1).

(iii) Se B e JiNJy ex(B) =y(B), entdo a fungdo z: Jy UJ, — X definida em (4.4) serd uma solugdo
da EDO generalizada (4.1).

Demonstragdo. (1) Sejaz: JiUJ, — X como em (4.4). Note que z estd bem definida e € uma fun¢do
regrada, ja que x e y sdo fungdes regradas pelo Lema 3.7. Agora, mostraremos que z € uma solugdo da
EDO generalizada (4.1) em J; UJ,. Para isso, vamos mostrar que

/ U DF((1),1) = 2(52) — 2(s1), 1,52 € Iy U, @.7)

Sejam 51,57 € J1UJp. Se sy, 52 € Jp ou 51,52 € Jo, entdo € claro que (4.7) estd satisfeita. Suponha
que s1 € J; e 52 € J,. Pelo Teorema 2.10 e pela defini¢do de z,

/: DF(z(7),t) = /f DF (z(7),1) + /BSZDF(Z(f),;)
- U:DF(Z(T)J)—F(Z(ﬁ),c)JrF(z(ﬁ),ﬁ)} + [*Dr((e

c—p~ B
= tim | ["DPG(0 - FO(B).)+FOE)B)| + [ DFOE
= lim x(0) —xs1) — FO(8).0) + FOB).B)]+3(52) —>(B)

=x(B7) =x(s1) =F(y(B), B7) +F(y(B), B) +¥(s2) —¥(B)
= y(s2) =x(s1) +x(B7) = [y(B) + F(y(B),B™) = F(»(B). B)]

= 2(s2) —z(s1),

jé que, por hipétese, x(B~) — [y(B) +F(y(B),B~) —F(y(B),B)] =0 e, assim, conclui a demonstragio
deste item.
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(i1) Andlogo ao primeiro item.

(ii1) Repetindo os passos do primeiro item, basta mostrar que (4.7) vale para s; € J; e 5o € J>. Nova-
mente, usando o Teorema 2.10 e a defini¢do de z,

/ " pE(e)0) = | DF((e).0) + : DF (2(7).1)

0 que conclui a demonstragdo. 0

A Figura 4.1 I a seguir, ilustra geometricamente os itens do Teorema 4.2.

Figura 4.1: Esbogo do Teorema 4.2.

0] (i) (ii)
i —~ A —7
’1_\—/0 N x |
5} 3 3

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Diante disso, podemos definir prolongamento de solu¢do e solucdo maximal para EDOs genera-

lizadas.

Definicao 4.3 (Prolongamento de Solucdo): Seja x: I — X uma solucdo da EDO generalizada (4.1)
no intervalo I. A solucdo y: J — X da EDO generalizada (4.1) serd um prolongamento de x se [ & J
e y|r =x. Se supl < supJ, diremos que y é um prolongamento a direita de x e, de modo andlogo, se

infJ < inf/, diremos que y é um prolongamento a esquerda de x.

Definicao 4.4 (Solucao Maximal): Uma solucdo x: J — X, no intervalo J, da EDO generalizada
(4.1) serd maximal a direita, se ndo existir prolongamento a direita de x e, de modo andlogo, sera
maximal a esquerda, se ndo existir prolongamento a esquerda de x. Além disso, se x: J — X for

solu¢do maximal a direita e a esquerda, entdo diremos, simplesmente, que x € maximal.

Observacao 4.5: Note que, quando x: J — X é solucdo da EDO generalizada (4.1), o Lema 3.8 nos
diz que
x(s) —x(s™) = F(x(s),s) = F(x(s),s7), s <supJ, (4.8)

10 grifico foi feito apenas para esbogar a solu¢io z em cada um dos casos apresentados no Teorema 4.2.
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x(sT) —x(s) = F(x(s),sT) — F(x(s),s), s> infJ, 4.9)

isto €, se s for um ponto de descontinuidade a esquerda de x, entdo o “salto” em s serd igual a
F(x(s),s) — F(x(s),s™) e se s for um ponto de descontinuidade a direita de x, entdo o “salto” em s serd
igual a F(x(s),sT) — F(x(s),s).

Deste modo, podemos ter x;: J — X, xo: J — X solucdes da EDO generalizada (4.1) e s € J,
tais que x; (1) = x2(t), para todo t € J N (—oo,s), e x1(s) # x2(s). Para isso, basta que F(x(s),s) —
F(x1(s),s7) # F(x2(s),5) — F (x2(s),s™), pois

xi(s) —x2(s) =x1(s™) +F(x1(s),s) — F(x1(s),s7) — [x2(s7) + F (x2(s),5) — F (x2(s),s7)]
= F(x1(s),5) — F(x1(s),s7) — [F(x2(s),5) — F(x2(s),s7)] #0.

Em outras palavras, x| e x; s@o solucdes que coincidem para valores menores que s, mas, cada uma

“salta” para um valor diferente em s.

Como estamos em busca de garantir a existéncia e unicidade de solu¢do maximal, o fendmeno
descrito na observagao anterior ndao pode ocorrer. Para isso, assumiremos, ao longo deste texto, uma

condic¢do adicional, a qual descremos a seguir.

Dadas duas solugdes x: J; — X, y: J, — X da EDO generalizada (4.1) e B € J; N J;, assumire-

mos que:
Jim x(1) = lim 5(0) = y(8) ~3(B7) = F(x(B).B)~F(x(B).B7) (410
Jim x(e) = lim y(0) = y(B*) ~y(B) = F(x(§).B*) ~F(x(B).B). 41D

Observe que tais condi¢des garantem que quaisquer duas solugdes que “saltam” de um mesmo

ponto devem chegar num mesmo ponto, isto €, ndo podem saltar para lugares diferentes.

Vale ressaltar também que, no caso de a fun¢@o & ser continua a esquerda em f3, a condicdo
(4.10) é trivialmente satisfeita, uma vez que as solugdes serdo continuas a esquerda em f3. De modo

andlogo, se a funcao & for continua a direita em 3, entéo a condi¢@o (4.11) é trivialmente satisfeita.

As condi¢des descritas acima nos levam a um importante resultado que nos garante que duas
solugdes que passam por um mesmo ponto devem coincidir na interse¢do de seus dominios. Esse
resultado serd utilizado para garantir a existéncia e unicidade de solucdo maximal mais adiante. O

lema apresentado a seguir € adaptado de [6, Lemma 3.8].

Lema 4.6: Sejam F € F(Qp,h), x: [ - X e y: J — X solugcoes da EDO generalizada (4.1), na
qual x(t9) = y(70) = xo, 1,J sao intervalos com 1y € INJ. Entdo x(t) = y(t) para todot € INJ.

Demonstragdo. Vamos mostrar que x(¢) = y(t) paratodor € INJN[1y,00). O casot € (—oo, 79| NINJ
¢ andlogo. Sejad = supINJ. Se d = 1y o resultado é trivial. Suponha d > 1) e considere A = {r €
[t0,d): x(s) = y(s), s € [70,1]} € A = supA. Primeiro, observe que se A € INJ entdo x(1) = y(4).
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De fato, do Lema 3.8,
x(A)=x(A7)+F(x(A),A)—F(x(1),A7). (4.12)

Como x(s) = y(s), para todo s € 19,4 ), entdo x(A ™) = lim,_,, - x(s) =lim;_,;- y(s) =y(A7) e, da
condi¢do (4.10), o lado direito de (4.12) é igual a y(A) isto é, x(1) = y(A). Afirmamos que A =d.
De fato, se A < d entdo, pela defini¢do de solugdo, (x(1),A) = (y(1),4) € QF e, pelo Teorema 3.14,
existe uma tnica solugéo z: [A,4 + 8] — X da EDO generalizada (4.1) tal que z(A) = x(1) = y(1),
com & < d— A. Por outro lado, observe que x| AA+8] € V| (2,A+8] $30 solugdes de (4.1) e, pela unicidade
de solugdes,

x(s) =y(s) =z(s), s € [A, A+ 6].

Logo, A + 0 € A, o que é uma contradicéo, concluindo a demonstragéo. 0

Teorema 4.7: Sejam F € F(QF,h) e (x0,7) € Q. Entdo, existe uma tinica solu¢cdo maximal
x: J — X da EDO generalizada (4.1), na qual x(Tty) = xo, J € um intervalo com 1y € J.

Demonstracdo. Considere S o conjunto de todas as solugdes x: J, — X da EDO generalizada (4.1),
tal que x(7y) = xo, Jx € um intervalo com 7y € J,. Note que S é ndo vazio, visto que o Teorema 3.14
garante a existéncia e unicidade das solugdes. Sejam J = [J,cgJy € note que, se y e z pertencerem a S,
entdo, pelo Lema 4.6, y(s) = z(s), para todo s € J,NJ;. Assim, x: J — X dada por x(t) = y(¢), com
y € Set € J,, é uma solucdo maximal da EDO generalizada (4.1), na qual x(7) = xo com 7y € J.

Agora, suponha que x1: J| — X e x3: Jo, — X sdo solugdes maximais da EDO generalizada (4.1),
com x1(Tp) = x2(T0) = xo e J1, J2 sdo intervalos tais que 79 € J; NJ>. Seja z: J; UJ, — X, dada por

(1) = xi(t), t€Jy,

X2(l‘), te .

Observe que, pelo Lema 4.6, z estd bem definida e z(7p) = xo. Além disso, é claro que z é solugdo
da EDO generalizada (4.1), com z|;, = x1 e z|7, = x2. Como x; e x; sdo solu¢des maximais, z nao
¢ um prologamento de x| nem de xy, isto é, J; = J; UJ, = J,. Portanto, x; = x», o que conclui o

resultado. O]

O resultado a seguir nos mostra que, se x for uma solu¢do maximal a direita, entdo o intervalo de
existéncia da solucdo x serd aberto a direita. A demonstracdo deste foi emprestada de [2, Theorem
5.12].

Teorema 4.8: Sejam F € .7 (Qr,h) e x: J — X uma solugdo maximal a direita da EDO generalizada
(4.1). Entdao supJ ¢ J.

Demonstragdo. Suponha, por contradi¢do, que @ = supJ € J. Logo, pela definicdo de solugdo,
(x(@),®) € QF e, pelo Teorema 3.14, existe uma tdnica solugdo y: [®, ® +A] — X da EDO generali-
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zada (4.1) tal que y(®) = x(@). Pelo Teorema 4.2,

x(t), teJ
y(t), te€[o,0+A]

¢ uma solucdo da EDO generalizada (4.1), com z(79) = xo. Note que, z ¢ um prolongamento de x, que

por sua vez é assumido como solu¢do maximal, chegando a uma contradi¢do. Portanto, @ ¢ J. [

Observacao 4.9: De modo andlogo, se x: J — X for uma solu¢do maximal a esquerda da EDO
generalizada (4.1) entdo infJ ¢ J. Logo, se x: J — X for uma solu¢do maximal da EDO generalizada

(4.1), entdo J € um intervalo aberto. Note que J pode ser limitado ou ilimitado.

O préximo resultado, extraido de [6, Theorem 3.11], nos garante que se uma soluc¢ao for maximal
a direita, entdo para qualquer conjunto compacto dentro do dominio da fungdo F, a partir de um
determinado ponto do intervalo, o grafico de x ndo pertencerd mais a esse conjunto. Esse resultado
¢ uma propriedade importante que nos ajuda a entender o comportamento de solu¢des das EDOs

generalizadas a longo prazo.

Teorema 4.10:  Sejam F € .7 (QF,h) e x: J — X uma solu¢do maximal a direita da EDO generali-
zada (4.1). Entdo, para cada conjunto compacto K C Qp, existe tx € J tal que (x(t),t) ¢ K, para todo
t€JN(tg, o).

Demonstracdo. Seja @ = supJ. Suponha, por contradicdo, que existam um conjunto compacto
K C QF e uma sequéncia {t, },cy C J tal que limy,_,0ot, = @ € (x(t,),1,) € K, para todo n € N. Como
K é compacto, a sequéncia {(x(t,),?,) }nen admite uma subsequéncia convergente, que denotaremos no-
vamente por {(x(#,),%,) }nen. Assim, existe (y,7T) € K tal que limy,_,eo(x(2,),2,) = (v, 7). Em particular,
lim, e, = T €, portanto, @ = T < oo, Como (y, ®) = (y,7) € QF, entdo y+ F(y,®") — F(y,®) € O.
Logo, pelo Teorema 3.14, existe A > 0 tal que, no intervalo [@, ® + A], existe uma tnica solugo
z: [, + A] — X da EDO generalizada (4.1), com z(®w) = y. Defina a fungéo u: JU[w,® +A] — X

por
x(t), telJ,
u(t) = (1)
z(t), teo,o+Al.
Pelo Teorema 4.2, u: JU|[w,® + A] — X é uma solugdo da EDO generalizada (4.1) e, portanto,
u é um prolongamento de x, o que nos leva a uma contradicdo, e conclui a demonstragao. U

Observacao 4.11:  Vale o resultado andlogo para solu¢ao maximal a esquerda, isto é,se x: J — X
€ uma solucdo maximal a esquerda da EDO generalizada (4.1), entdo para cada conjunto compacto
K C Qp, existe sg € J tal que (x(),7) ¢ K, para todo t € J N (—oo,sg).

A seguir apresentaremos duas consequéncias do teorema anterior, as quais foram provadas pela

primeira vez em [6]. O resultado seguinte nos diz que se a solu¢do maximal a direita pertencer a um
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conjunto compacto em todo o intervalo, entdo esse intervalo deve ser ilimitado a direita.

Corolario 4.12: Sejam F € .7 (QF,h) e x: J — X uma solu¢do maximal a direita da EDO generali-
zada (4.1). Se N C O € um conjunto compacto tal que x(t) € N, para todo t € J, entdo supJ = oo.

Demonstragdo. Suponha, por contradi¢do, que @ = supJ < « e seja Ty € J fixado. Desse modo,

K = N X [1, ] é um subconjunto compacto de QF e
(x(2),t) €K, t € [1,0). (4.13)

No entanto, como as hipéteses do Teorema 4.10 sdo satisfeitas, existe 7x € [79, ®) tal que (x(¢),7) ¢ K,

para todo ¢ € (tx,®), o que contradiz (4.13). Portanto, @ = oo. O

Observacao 4.13: De modo andlogo, se x: J — X for solucdo maximal a esquerda da EDO generali-
zada (4.1) e N C O for um conjunto compacto tal que x(¢) € N, para todo ¢ € J, ento infJ = —oo.

O préximo resultado nos afirma que, se uma solu¢do maximal a direita for definida em um

intervalo finito, entdo o gréafico de x tenderd a fronteira do conjunto Qp.

Corolario 4.14: Sejam F € .7 (QF,h) e x: J — X uma solu¢cdo maximal a direita da EDO generali-
zada (4.1). Se @ = supJ < oo, entdo existird o limite y = lim,_, - x(t) e (y,®) € IQF.

Demonstragcdo. Seja € > 0 dado. Como & é nao decrescente, o limite lim,_, - A(?) existe. Assim, pela
condi¢do de Cauchy, existe 6 > 0 tal que |h(r) — h(s)| < €, para quaisquer 7, s € (0 — 8, ®). Mas, pelo
Lema 3.7,

() = x(s)[| < [A(r) — h(s)] <,

para quaisquer 7,5 € (0 — §,®). Logo, usando novamente a condi¢do de Cauchy, y = lim,_, ,,- x(¢)
existe. Note que (y,®) € Qr, restando apenas mostrar que (y,®) ¢ Qr. Suponha, por contradigdo, que
(y,m) € Qp. Pelo Teorema 3.14, existe A > 0 tal que, no intervalo [@, @ + A], existe uma tnica solu¢do
z: [, + A] — X da EDO generalizada (4.1), com z(®@) = y. Defina a fungéo u: JU[w,® +A] — X
por

u(t) = x(t), ted,

z(t), t€[w,0+A].

Pelo Teorema 4.2, u: JU |[w, ® + A] — X é uma solucdo da EDO generalizada (4.1) e, portanto,

u é um prolongamento de x, o que nos leva a uma contradicao, e conclui a demonstracao. [

Observacao 4.15: De modo andlogo, se x: J — X for uma solu¢do maximal a esquerda da EDO
generalizada (4.1) e —eo < infJ = @, entdo existe o limite y = lim,_, o+ x(¢) € (y, &) € Q.

Finalizamos este capitulo apresentando um resultado que garante a existéncia de solug¢des
maximais globais, isto é, quando o intervalo maximal de solucao € ilimitado. Veja [2, Corollary 5.27]
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e [6, Corollary 3.14].

Corolario 4.16: Sejam F € .F(Q,h) e (x0,70) € Q. Se O =X, entdo existe uma tinica solugdo
x: R — X da EDO generalizada (4.1), na qual x(t) = xo.

Demonstragcdo. Primeiramente, mostraremos que = Qp. Para isso, basta mostrar que Q C Qr. Seja

(z0,50) € Q arbitrario. Como 4 € ndo decrescente, entdo o limite lim gh(s) existe. Assim, pela

S§—>S,

condic@o de Cauchy, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que se s,¢ € (59,50 + 0), entdo |h(t) — h(s)| < €.
Além disso, como F € .7 (Q,h), entdo

1F (z0,2) = F(z0,8)|| < [h(2) = h(s)| <&,

para cada t,s € (s0,50+ &). Logo, o limite lim_, o F (z0,5) existe e denotaremos por F(z9,sg ). Da,
20+ F (20,55 ) — F (20,50) € X. De modo andlogo, zo + F (20,5, ) — F(20,50) € X, isto &, (z0,50) € Qp.
Portanto, Q C QF.

Agora, sejam (xg,To) € Q. Pelo Teorema 4.7, existe uma unica solu¢do maximal x: J — X
da EDO generalizada (4.1), para a qual x(7p) = x9, com Ty € J. Mostremos que @ = supJ = oo.
Suponha, por contradi¢do, que @ < oo. Assim, pelo Corolério 4.14, o limite y = lim,_, .- x(¢) existe.
Sejam {t, }pen C J tal que lim,, oty = @, N = {x(,) }nen U{y} € K = N X [10, ®], 0 qual é compacto.
Assim, pelo Teorema 4.10, existe tx € [Ty, ®) tal que (x(¢),7) ¢ N x [Ty, ®), para todo ¢ € (tx, ®), 0
que contradiz o fato de que x(#,) € N, para todo n € N e lim,_,#, = ®. Portanto, ® = 0. De modo

andlogo, —eo = infJ, o que completa a prova. [
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Capitulo 5

Equacoes Diferenciais em Medida e sua
correspondéncia com as EDOs Generalizadas

Neste capitulo, fazemos um breve estudo das equacdes diferenciais em medida (EDMs) e
apresentaremos uma correspondéncia entre essas equagdes e as EDOs generalizadas, baseados em [2]
e [6]. Para isso, considere X um espago de Banach, O C X um conjunto aberto, / C R um intervalo,
f: Q — X uma fun¢do, em que Q = O x I, e g: I — R uma fun¢do ndo decrescente. Além disso, seja
uma EDM, na forma integral, definida por

B
X(B) = x(0)+ [ 1(x(s).5)dg(s). a.B 1. 6.1

em que a integral fol? f(x(s),s)dg(s) estd no sentido da integral de Perron-Stieltjes. Iniciaremos
apresentando a defini¢do de uma solu¢do da EDM.

Definicdo 5.1: Seja O C X aberto. Uma funcdo x: J C I — X serd solucdo da EDM (5.1), se
satisfazer as seguintes condicoes:

(i) x€ G(J,0) e (x(1),t) € Q;
(ii) aintegral de Perron-Stieltjes [ 5 f(x(s),s)dg(s) existe, para quaisquer a, 8 € J;
(iii) a equagdo (5.1) vale para quaisquer o, 3 € J.

Além disso, se 1y € I e xp € O entdo dizemos que x: J C [ — X é solugdo de (5.1) com x(7y) = x se
to € J e satisfaz a equagdo

x(t) =xo+ tf(x(s),s)dg(s), telJ (5.2)

fo

A partir deste momento, dadas as fungdes f: Q — X e g: I — R, para quaisquer x,y € G(1,0) e
s1,82 € I, assumiremos as seguintes condig¢des:

(I) A fungdo g: I — R € ndo decrescente;
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(I) A integral de Perron-Stieltjes [J* f(x(s),s)dg(s) existe;

(III) Existe uma func¢do integravel Perron-Stieltjes M : I — R com respeito a g tal que

(IV) Existe uma funcdo integravel Perron-Stieltjes L: I — R com respeito a g tal que

Assim como feito no contexto das EDOs generalizadas, e para facilitar a notagdo, diremos que

[ rets) szt

</ sz<s>dg<s>;

/Slsz [£(x(s),s) — f(y(s),s)]dg(s)

< =yl [ Lsdgs).

1

f: Q — X pertence a classe ¢4(Q, g) se as condigdes (I)-(IV) estdo satisfeitas.

O resultado a seguir nos garante que, sob certas condi¢gdes, a integral de Perron-Stieltjes
S rt(, f(x,s)dg(s) pertence a classe . (Q,h). A demonstracdo apresentada aqui é baseada em [2, Theorem
4.11] e [6, Theorem 4.2].

Teorema 5.2:  Sejam f € 4 (Q,g). Escolha um ty € I arbitrdrio e defina F: Q — X por
t
F(x,t) = | fl(x,s)dg(s), (x,1) €Q. (5.3)
To

Entdo, F € #(Q,h), em que h: I — R dada por
t
h(r) = / M(s)+L(s)|dg(s), 1 €1 (5.4)
T

0

é uma fungdo ndo decrescente.

Demonstragcdo. Note que a funcdo s estd bem definida, ja que, pelas condi¢oes (IIT) e (IV), M e L sao
fun¢des Perron-Stieltjes integraveis. Além disso, # € uma func¢do ndo decrescente. De fato, sejam
s1,82 €1, 51 < 53, e x € G(I,0). Logo, pela condigao (1),

o<|

[ #xts),9)dss)

S1

< [“ Mgt = [ Ms)dsto) [ ME)ds(s),

S1 To To
To € 1, 0 que implica
S1 \)
| M(s)dg(s) < [ m(s)dg ).
T0 To

isto é, para todo 7 € I, a fungdo r — thO M(s)dg(s) é ndo decrescente. Assim como, pela condigio (IV),
paratodo s € I, a fungdo 7 +— | TIO L(s)dg(s) também é ndo decrescente. Portanto, 4 € uma func@o nao
decrescente.

Veja também, que F estd bem definida. Com efeito, dados t € I e x € O, defina a funcao

auxiliar o, : I — O tal que a,(s) = x. Primeiramente, note que a, € G(I,0). Usando a condicéo (II),
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garantimos a existéncia da integral ffto f(x,s)dg(s)e ffo flon(s),s)dg(s) = ffto f(x,s)dg(s), concluindo
que F estd bem definida.

Agora, verificaremos que F € .% (,h). Dados x € O arbitrdrio, s; < s, e usando a condi¢o
(III), obtemos

Pt~ Pl = | [
| Flonts) s)agte)
/Mdg
/[Mm+meaw

= [6) + L0)da(5) ~ [ M)+ L(ds(5) = hisa) ~ his).

0

x,5)dg(s)
(s)

x,5)dg(s

- [ rxs)ds(s

0

I
I

Além disso, dados x,y € O, s1 < 53 e usando a condicdo (IV), obtemos

/ f(x,s)dg(s)
_ /m f(y,s)dg(s)+ /TO f(y,s)dg(s)

[ 1) = £09)1dg(s)

51

IF(r,52) — F(x,51) — F(y,52) + F (1)

[ 1 (@n(s).)  Flon5).5)1dg(s)

51

<=yl [ M(s) +Lis)]dg(s)

51

= [lx = yll{A(s2) = A(s1)],
concluindo a demonstracao. [

O préximo resultado (Teorema 5.4) descreve uma relacio entre a integral de Kurzweil e a integral
de Perron-Stieltjes. Mas, antes, apresentaremos um lema que serd fundamental para a demonstracio

deste resultado. Ambos podem ser encontrados em [6, Theorem 4.7].

Lema 5.3: Sejam f: Q — X uma funcdo integrdvel Perron-Stieltjes, 1o € I e F': Q — X uma funcdo
definida por F(x,t) = frto f(x,5)dg(s), em que (x,t) € Q. Além disso, sejam a,b € I, com a < b e
¢: [a,b] — O uma fungdo escada finita. Entdo

b b
| #0).9)ds() = [ DF(o(2).0)
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Demonstragdo. Suponha que ¢: [a,b] — O seja uma fun¢do escada finita, entdo ¢ é uma funcio
regrada em [a,b] e, assim, a integral de Kurzweil fabDF (p(7),t) e a integral de Perron-Stieltjes
/ f f(o(s),s)dg(s) existem. Além disso, como ¢ é uma fun¢io escada, existem uma divisdo d = (t;) e

ci€0,i=1,..,n,tais que ¢(s) = ¢;, paracada s € (s;_1,s;), i=1,2,...,n.
Se s 1 <01 <0y <si, ke{l,2,...,n}, entdo
(o7} (¢}
| DF(e().0) = [ DF(at) = Fla02) — Fa,01).

(o] O]

Do mesmo modo,

(o7} ()
| r0().5)ds(s) = [ flensdg(s)

(9] (9]
02

= [ rtenidss) = [ senndsts

o )
= F(Ck,Gz) —F(Ck,Gl).

Logo,

CDF(p(e0 = [ Fl9(s),5)ds (),

O] O]

Agora, seja ¢ € (sx_1,5¢), k € {1,2,...,n}. Pelo Teorema 2.10,

[ pFGoe0) = tim | [ DF(o(E)0)+ F(p(s1-0).8)~ Flo(or-1)sin)]

Sk—1 Eos)

: 9 g Sk—1
=, lim | /5 DF(@().0)+ [ F(glsicr) )dg(s) - / f<<p<sk1>,s>dg<s>]
— qim |F F(cx, & : d
- Jim |F(e.0)~Fla8)+ [ ot g<s>}

= F(cy,0) —F(ck,s,j_l)

Sk

¢ ~1
# tim | [ ot s)ds)~ [ r(o(oi.9ae00)

+
E—s, L/to 1o

= F(ck,0) = F(ci,53_1) + (@ (sk—1),5k—1)ATg(s%—1), (5.5)

onde a ultima igualdade segue do Corolario 2.13. Por outro lado, pelo Corolério 2.13,

/ F(0().9)ds(s) — F(9(se1) st )A glsier) = Lim [ £(@(s),5)dg(s)

k é_mk,] ¢

= i [ [ asagts)— [ sleusaets)

é—)slj_l o

= lim [F(cx,0)—F(ck,&)]

E—si

= F(Ck7 G) _F(Ck7s]—:_1>7
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isto €,

/G F(@(s),5)dg(s) = F(ck,0) — F(ck, 53 1)+ F(@(sk—1),5k—1)ATg(s5_1). (5.6)

Sk—1

Assim, pelas equacdes (5.5) e (5.6), obtemos

(o) (e}
| DFe.0= [ flo(s).5)dgls),
Sk—1 Sk—1
paratodo o € (s;_1,5;) e k € {1,2,...,n}. Analogamente, mostra-se que

| pFe@0 = [ f00s).5)ds(o)

(e (o3

paratodo o € (sg_1,s;) ek € {1,2,...,n}.

Dai,
Sk n Sk b
[ ore@.0=Y [ pre@.0=Y [ (o)) = [ ro(s).)as(s),
k=1"5k-1 k=1"5k-1 a
0 que conclui o resultado. [

Teorema 5.4:  Sejam f € 9(Q,g), 19 €1 e F: Q — X definida por F (x,t) = f;o f(x,s)dg(s), em que
(x,t) € Q. SeJ C I ex:J— O for fungdo regrada entdo, dados quaisquer a,b € J, tanto a integral
de Kurzweil fab DF (x(7),t) quanto a integral de Perron-Stieltjes f:f(x(s),s)dg(s) existirdo e serdo
iguais.

Demonstragcdo. Se x: [a,b] — O é uma fung¢do regrada, entdo existe uma sequéncia de fungdes escadas
finitas ¢y : [a,b] — O, k € N, tal que

I =5l = sup [gi(s) —x(s)| € fim g — x|l = 0.

s€la,b]
Pelo Lema 5.3,
b
| o) / DF(¢i(t (57)
a
e, pelo Teorema 3.10,
b
lim DF (o(T / DF (x . (5.8)
k—ro0

Assim, pelas equacdes (5.7) e (5.8),

b b
lim [ f(ge(s).5)dg(s) = lim | DF(gu(x / DF(x(7),1). (5.9)

k—oo Jg k—roo
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Por outro lado, a condi¢do (IV) implica

b b
[ U (00(5).9) = £ x(6) )l (s)| < llox =l | L(5)dg(s).

Mas, como limy_,.|| @x — x|/ = 0, segue que

b

b
im [ f(gu(s),s)dg(s) = / F(x(s), $)dg(s)- (5.10)

k—o Jq
Por (5.9) e (5.10),
b b
| oF(e).0 = [ r(x(s).9)ds ).

concluindo a demonstracao. [

Finalmente, apresentaremos uma correspondéncia entre uma solu¢do da EDM e uma solugado da

EDO generalizada, cuja demonstragdo segue como em [2, Theorem 4.14].

Teorema 5.5: Seja f € 9(Q,g). Entdo, a funcdo x: J — X serd uma solu¢do da EDM (5.1) em

J C I se, e somente se, for uma solucdo da EDO generalizada

dx
— = DF(x,t 5.11
7t (x,1) (5.11)
em J, em que a fungdo F é definida por F (x,t) = f;o f(x,5)dg(s), (x,t) € Q, para algum 7 € I.

Demonstragdo. Suponha que x: J — X é uma solu¢do da EDM (5.1). Logo, (x(z),7) € Q. Pelo
Teorema 5.4, para quaisquer s1,s2 € J, a integral de Kurzweil [{> DF (x(7),t) existe e

) ~x(s0) = [ x(5).9)d(s) = [ DF(x(2).0),

isto €, x € uma solucdo da EDO generalizada (5.11).

Agora, suponha que x: J — X é uma solu¢do da EDO generalizada (5.11). Pelo Lema 3.7,
x: J — X é uma func¢do localmente de variacdo limitada e, portanto, uma funcio regrada. Novamente

pelo Teorema 5.4,

x(s2) () = | DF(x(7).1) = [ 1”f<x<s>,s>dg<s>,

para quaisquer sp,s> € J, isto €, x € uma solu¢do da EDM (5.1). [

5.1 Prolongamento de Solucao e Solu¢cao Maximal das EDMs

Nesta secao, dedicamo-nos ao estudo de prolongamento de solugdes e solu¢des maximais no

contexto das EDMs, tendo como principais referéncias [2] e [6]. Mais precisamente, veremos que
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os resultados obtidos no capitulo anterior a respeito das solucdes maximais das EDOs generalizadas

também sdo validos para as EDMs, ja que existe uma correspondéncia entre elas.

Para o estudo de solucdes maximais e, assim como no contexto das EDOs generalizadas, vamos

assumir que, para todo (z,s) € Q,
2+ f(z,8)A g(s) €0 e z+ f(z,8)ATg(s) € O. (5.12)

Observacao 5.6: Note que a condicao (5.12) é igual a condi¢ao (4.2) assumida no capitulo anterior
e, portanto, Q = Qr. Com efeito, seja F': Q — X definida como no Teorema 5.2. Assim, para cada
(ZQ,S()) €Q,

20+ F (20,85 ) — F(20,50) = 20+ lim sf(Zo,r)dg(r) _/:Of(Zoar)dg(")

S%Sar T0 0

=20+ f(20,50)A"g(s0) € O,

essa dltima igualdade vem do Coroldrio 2.13. Entdo zg + F(zo, saL ) — F(z0,50) € O. De modo anélogo,
verifica-se que zo + F (20,53 ) — F (20,50) = 20 + f (20, 50)A~g(s0), concluindo que Q = Q.

Desse modo, podemos denotar o conjunto dos pares (z,s) € Q que satisfazem (5.12) por QF,
isto é,
Qr ={(z,5) €Q: z+ f(z,5)A g(s) € O e z+ f(z,5)ATg(s) € O}. (5.13)

Iniciamos apresentando os conceitos de prolongamento de solucdo e de solu¢ao maximal no
contexto das EDMs.

Definicao 5.7 (Prolongamento de Solucdo): Seja x: I — X uma solu¢do da EDM (5.1) no intervalo
I. A solucdo y: J — X da EDM (5.1) serd um prolongamento de x se I & J e y|; = x. Se supl < supJ
dizemos que y é um prolongamento a direita de x e, de modo andlogo, se infJ < inf/ dizemos que y é

um prolongamento a esquerda de x.

Definicao 5.8 (Solucao Maximal): Uma solucdo x: J — X, no intevalo J, da EDM (5.1) serd
maximal a direita se ndo existir prolongamento a direita de x e, de modo andlogo, serda maximal a
esquerda se ndo existir prolongamento a esquerda de x. Além disso, se x: J — X for solugdo maximal

a direita e a esquerda entdo diremos, simplesmente, que x € maximal.

Vejamos, a seguir, um resultado que garante uma correspondéncia entre solu¢cdes maximais entre
EDMs e EDOs generalizadas.

Lema 5.9: Seja f € 9(Q,g). Entdo, a funcdo x: J — X serd uma solu¢cdo maximal a direita (a
esquerda) da EDM (5.1) em J C I se, e somente se, for uma solucdo maximal a direita (a esquerda) da
EDO generalizada (5.11).

Demonstragcdo. Primeiramente, suponha que x: J — X seja solu¢do maximal a direita da EDM (5.1).
Entdo, pelo Teorema 5.5, x: J — X € uma solu¢do da EDO generalizada (5.11). Suponha, por absurdo,
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que a solugdo y: J — X da EDO generalizada (5.11) seja um prolongamento a direita da solucdo
x: J — X. Mas, pelo Teorema 5.5, y € uma solucdo da EDM (5.1), o que contradiz a maximalidade a

direita da solucdo x na EDM (5.1). De modo andlogo mostra-se o outro lado da equivaléncia. 0

O proximo resultado, emprestado de [2, Theorem 5.21], garante a existéncia e unicidade de
solu¢do maximal da EDM (5.1).

Teorema 5.10:  Sejam f € 9(Qr,g) e seja (x9,T) € Q. Entdo, existe uma nica solu¢do maximal
x:J — X da EDM (5.1), na qual x(t) = xo, J é um intervalo com 1y € J.

Demonstragcdo. Considere a EDO generalizada

dx

— = DF(x,1),

dt (5.14)
x(To) = X0,

em que F: Q — X é dada por F(x,t) = fT’O f(x,s)dg(s), para todo (x,7) € Q. Pelo Teorema 5.2,
F € .7 (Q,h), em que h é uma fungdo ndo decrescente, e, pela Observagio 5.6, Q = Qp. Como as
hipéteses do Teorema 4.7 sdo satisfeitas, entdo existe uma unica solu¢do maximal x: J — X da EDO

generalizada (5.14), em que J € um intervalo com 7y € J. O resultado segue do Lema 5.9. [l

O préximo resultado, similar ao Teorema 4.8, afirma que o intervalo da existéncia da solucao
maximal a direita € aberto a direita. A demonstracio deste segue as ideias de [2, Theorem 5.23] e [6,
Theorem 4.13]

Teorema 5.11:  Sejam f € 9 (Qp,g) e x: J — X uma solugcdo maximal a direita da EDM (5.1).
Entdo supJ ¢ J.

Demonstragdo. Se x: J — X é uma solu¢do maximal a direita da EDM (5.1), entdo, pelo Lema 5.9,
x: J — X € uma solu¢do maximal a direita da EDO generalizada (5.14), em que F: Q — X é dada
por F(x,t) = fT’O f(x,5)dg(s), para todo (x,7) € Q. Pelo Teorema 5.2, F € . (Q,h),em que h: [ - R
¢ uma funcdo ndo decrescente. Além disso, pela Observacdo 5.6, Q = Qp. Como as hipéteses do

Teorema 4.8 sdo satisfeitas, entdo supJ ¢ J. O]

Observacao 5.12: De modo andlogo, se x: J — X for uma solu¢cdo maximal a esquerda da EDM
(5.1), entdo infJ ¢ J. Logo, se x: J — X for uma solu¢do maximal da EDM (5.1), entdo J € um
intervalo aberto. Note que J pode ser limitado ou ilimitado.

No contexto das EDMs, o gréfico das solu¢des maximais também “escapa” do conjunto compacto
depois de um certo tempo. Isso é o que garante o resultado a seguir e pode ser encontrado em [2,
Theorem 5.24] e [6, Theorem 4.14].

Teorema 5.13:  Sejam f € 9 (Qp,g) e x: J — X uma solu¢cdo maximal a direita da EDM (5.1). Entdo,
para cada conjunto compacto K C Qp, existe tx € J tal que (x(t),t) ¢ K, para todo t € J N (tg, o).
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Demonstracdo. Sejam K um subconjunto compacto de Qr e F': Q — X uma funcio definida por
F(x,1) = ff.o f(x,s)dg(s), para todo (x,7) € Q. Pelo Teorema 5.2, F € % (Q,h),emque h: [ - R é
uma fun¢do ndo decrescente, e pela Observagdo 5.6, Q = Qp. Além disso, como x: J — X € solucao
maximal a direita da EDM (5.1), entdo, pelo Lema 5.9, x: J — X € uma solu¢do maximal a direita da
EDO generalizada (5.14). Portanto, como as hipéteses do Teorema 4.10 sdo satisfeitas, existe trx € J
tal que (x(¢),7) ¢ K, para todo t € J N (tg, o). O

Observacao 5.14:  Vale o resultado andlogo para solucdo maximal a esquerda, isto €, se x: J — X é
uma solu¢do maximal a esquerda da EDM (5.1), entdo para cada conjunto compacto K C QF, existe
sk € J tal que (x(¢),t) ¢ K, paratodot € JN(—o0,sk).

Como consequéncia do teorema anterior, temos os seguintes resultados.

Corolario 5.15:  Sejam f € 9(Qr,g) e x: J — X uma solu¢do maximal a direita da EDM (5.1). Se
N C O é um conjunto compacto tal que x(t) € N, para todo t € J, entdo supJ = oo.

Demonstragcdo. Sejam x(t) € N, paratodot € J, em que N é um conjunto compactode O,e F: Q — X
uma funcdo dada por F(x,1) = frt(, f(x,s)dg(s), para todo (x,t) € Q. Pelo Teorema 5.2, F € .7 (Q,h),
em que i: I — R é uma funcdo ndo decrescente, e pela Observagao 5.6, Q = Qr. Além disso, como
x: J — X é solu¢do maximal a direita da EDM (5.1), entdo, pelo Lema 5.9, x: J — X € uma solugdo

maximal a direita da EDO generalizada (5.14). Portanto, pelo Corolario 4.12, supJ = oo. U

Observacao 5.16: De modo andlogo, se x: J — X for solu¢do maximal a esquerda da EDM (5.1) e
N C O for um conjunto compacto tal que x(¢) € N, para todo ¢ € J, entdo infJ = —co.

Corolario 5.17:  Sejam f € 4(QF,g) e x: J — X uma solugdo maximal a direita da EDM (5.1). Se
® = supJ < oo, entdo existe o limite y =1im,_, - x(t) e (v, ®) € Q.

Demonstragdo. Sejam @ < o e x: J — X uma solucdo maximal a direita da EDM (5.1). Pelo Lema
5.9, x: J — X é uma solu¢do maximal a direita da EDO generalizada (5.14), em que F': Q — X é dada
por F(x,1) = frlo f(x,5)dg(s), para todo (x,7) € Q. Pelo Teorema 5.2, F € #(Q,h),emque h: I - R
¢ uma funcao ndo decrescente. Além disso, pela Observacao 5.6, Q = Qr. Como as hipdteses do

Corolério 4.14 sdo satisfeitas, o resultado segue. O

Observacao 5.18: De modo andlogo, se x: J — X for uma solu¢do maximal a esquerda da EDM

(5.1) e —oo < infJ = @, entdo existe o limite y = lim,_, o+ x(¢) € (y, &) € Q.

Finalizamos este capitulo mostrando que o resultado que nos garante a existéncia de solugdes
maximais globais das EDOs generalizadas também € vélido para as EDMs. Veja [2, Corollary 5.27] e
[6, Corollary 4.17].

Corolario 5.19: Sejam f € 9(Q,g) e (x0,70) € Q. Se O =X, entdo existird uma tinica solugdo
x: R— X da EDM (5.1), na qual x(7y) = xo.
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Demonstrag¢do. Sejam (xp,7p) € Qe F: O x Q — X dada por F(x,1) = ffto f(x,s)dg(s), para todo
(x,1) € Q. Pelo Teorema 5.2, F € .%(Q,h), em que h: I — R é uma fungdo ndo decrescente, e pela
Observacgado 5.6, Q = Qp. Assim, pelo Coroldrio 4.16, existe uma dnica solu¢do x: R — X da EDO

generalizada (5.14). Portanto, pelo Lema 5.9, o resultado segue. U

Concluimos, por meio deste estudo tedrico, que as EDOs generalizadas desempenham um papel
fundamental na pesquisa matematica, especialmente em sua correspondéncia com outras classes de
equagdes, permitindo a ampliacio das técnicas de andlise e solu¢do. Para mais aplica¢des de equagdes
relacionadas as EDOs generalizadas, sugere-se ao leitor consultar as referéncias bibliograficas aqui
apresentadas, com destaque em [2].
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