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DINIZ, G. F. Metodologia de projeto ótimo-robusto de sistemas aeroeletromecânicos

com harvesters piezocerâmicos e circuitos multimodais para amortecimento passivo

e supressão de flutter 2024. 99 f. Tese de Doutorado, Universidade Federal de Uberlândia,

Uberlândia.

Resumo

O advento de estruturas cada vez mais leves e flexíveis, bem como a possibilidade do aumento

de velocidade de operação na indústria aeronáutica, trouxe consigo a necessidade de controle

mais rigoroso de vibrações e/ou fenômenos de instabilidade que podem gerar falhas catastrófi-

cas. Nesse sentido, torna-se necessário a utilização de estratégias eficientes de controle desses

fenômenos, tendo em vista as demandas cada vez mais rigorosas de segurança e confiabilidade

principalmente na indústria aeronáutica. Portanto, estudos voltados ao desenvolvimento de

técnicas de controle aplicadas a estruturas compósitas que hospedam materiais inteligentes

se mostram cada vez mais aplicadas no âmbito da dinâmica das estruturas aeronáuticas. A

aplicação de materiais inteligentes ao controle de vibrações despertou a possibilidade de, con-

juntamente, aproveitando características de materiais que acoplam o domínio elétrico, realizar

a recuperação de energia de sistemas sujeitos a vibrações indesejáveis. O fenômeno de flutter

é o mais complexo de se prever com precisão e menos investigado em estruturas compósitas

sujeitas a fluxos de regime subsônico. No que tange a aplicação de técnicas para o controle

de flutter, a literatura aberta possui maior densidade de trabalhos voltados às técnicas ativas.

A utilização de circuitos multimodais como estratégia passiva de controle de flutter subsônico

é uma lacuna de estudo, principalmente no que se refere às estruturas compósitas. Atrelado

a isso, a possibilidade simultânea de recuperação de energia de sistemas aeroelásticos com-

pósitos do ponto de vista ótimo não é explorado. Com base nisso, esta tese apresenta uma

técnica de controle passivo para instabilidade de flutter subsônico, estruturada no emprego

de circuito multimodal com aplicação em estruturas compósitas. A modelagem em elementos

finitos combinou a teoria de primeira ordem via camada equivalente, junto ao Doublet Lattice

para a modelagem do carregamento aerodinâmico e a teoria da camada discreta para modela-

gem do potencial elétrico. A configuração com aplicação parcial do piezocerâmico apresentou

ganho total de aproximadamente 14, 7 % em fronteira de flutter quando se emprega uma técnica

de otimização multiobjetivo dos parâmetros do circuito via algoritmo genético. A otimização

multiobjetivo robusta proposta neste trabalho foi aplicada através do uso de rede neural artificial.

Observou-se maior vulnerabilidade para com o objetivo de potência harvesting, dado mesmo

nível de perturbação das variáveis de projeto. A robustez do sistema para com a velocidade

de flutter foi comprovada através dos envelopes de diagramas de velocidade e amortecimento,

demonstrando a potencialidade da metodologia proposta para aplicações práticas de interesse

industrial.

Palavras-chave: Estruturas inteligentes. Flutter. Circuitos shunts multimodais. Otimização multi-

objetivo robusta. Harvesting.
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DINIZ, G. F. A robust-optimal design methodology for aeroelectromechanical systems with

multimode hybrid shunted piezoceramics harvester for passive damping and subsonic

flutter suppression. 2024. 99 f. Dr. Thesis, Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia.

Abstract

The advent of increasingly lighter and more flexible structures and the possibility of higher ope-

rational speeds in the aerospace industry have required more stringent control of vibrations and

instability phenomena that can lead to catastrophic failures. Consequently, efficient strategies to

control these phenomena are essential given the ever-stricter safety and reliability demands, par-

ticularly in the aerospace industry. Therefore, studies focused on developing control techniques

for composite structures incorporating smart materials are becoming increasingly prevalent in

aerospace structural dynamics. The application of smart materials for vibration control has also

opened the possibility of energy harvesting from systems subject to unwanted vibrations, given

their coupling properties with the electrical domain. The flutter instability is the most complex

to predict accurately and the least investigated in composite structures subjected to subsonic

flow regimes. Regarding the application of techniques for flutter control, the open literature has

a higher density of work focused on active techniques. Using multimodal circuits as a passive

strategy for subsonic flutter control is an understudied area, especially concerning composite

structures. Additionally, the simultaneous possibility of optimally harvesting energy from com-

posite aeroelastic systems remains unexplored. Based on this, this thesis presents a passive

control technique for subsonic flutter instability using a multimodal circuit applied to composite

structures. The finite element modeling integrates first-order theory via equivalent layer, the

Doublet Lattice Method for aerodynamic loading, and the discrete layer theory for modeling

the electric potential. The configuration with partial application of piezoceramic showed a total

gain of approximately 14, 7% in the flutter boundary when using a multi-objective optimization

technique of the circuit parameters via genetic algorithm. The robust multi-objective optimization

proposed in this work was applied using an artificial neural network. Greater vulnerability was

observed with regard to the harvesting power objective, given the same level of disturbance

of the design variables. The system’s robustness to flutter speed was demonstrated through

velocity and damping diagram envelopes, showcasing the potential of the methodology proposed

here for practical industrial applications.

Keywords: Smart structures. Flutter. Multimodal shunt circuits. Robust multi-objective optimiza-

tion. Energy harvesting.
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C A P Í T U L O I

INTRODUÇÃO

O avanço tecnológico tem permitido projetos de engenharia considerados cada vez

mais ousados. No âmbito das engenharias mecânica e aeronáutica, projetos de veículos e

aeronaves envolvem estruturas cada vez mais leves, flexíveis, resistentes e capazes de operar

sob altas velocidades. Como resultado, é de se esperar que problemas de vibrações e, no

caso específico de estruturas aeronáuticas, problemas de instabilidades ocorram com mais

frequência. Vibrações indesejáveis podem ser induzidas por efeitos operacionais ou ambientais

e podem causar fadiga, desgaste, ruído e desconforto aos passageiros e/ou usuários e, em

algumas situações, levar a catástrofes. Nesse sentido, as demandas internacionais em termos

de confiabilidade, segurança, qualidade, conforto e atendimento às normas ambientais têm

sido fatores determinantes nesses projetos, que tem motivado os pesquisadores e industriais

investigarem em técnicas cada vez mais eficientes do controle de vibrações (Wright; Kidner,

2004; Gripp; Rade, 2018), com destaque ao uso dos materiais denominados inteligentes.

De maneira geral, as técnicas de controle de vibrações são classificadas como ativas,

passivas ou híbridas. Das aplicações de controle ativo no âmbito da engenharia mecânica

pode-se citar aplicações em suspensão veicular (Jin et al., 2022), usinagem de ultra precisão

(Aggogeri; Merlo; Pellegrini, 2021), controle de risers (Lou et al., 2021), entre outras. As

técnicas de controle passivo são fundamentadas no emprego de materiais ou dispositivos

absorvedores de energia, tais como os materiais viscoelásticos (Lima, 2007), absorvedores

dinâmicos de vibrações (Acar; Yilmaz, 2013) e materiais piezoelétricos (PZT’s) associados a

circuitos elétricos shunt (Ribeiro; Lima, 2021), objeto de estudo desta tese. As técnicas que

combinam metodologias ativas e passivas, denominadas híbridas, são amplamente utilizadas

em sistemas estruturais, conforme discutido em Hiramoto, Matsuoka e Sunakoda (2016).

A escolha da técnica a ser utilizada depende de características específicas do problema

em análise. No entanto, as técnicas passivas apresentam vantagens por não necessitarem de

uma fonte de energia externa, como no caso das técnicas ativas. Nessa linha, a aplicação de

materiais piezoelétricos para o controle de vibrações apresentam vantagens, uma vez que estes

são materiais de baixo custo, são eficientes em uma ampla faixa de frequência de operação,

simplicidade de manuseio e implementação, e versatilidade de formas. Além disso, podem ser

encontrados em uma ampla gama de características mecânicas, desde cerâmicas muito rígidas

até polímeros flexíveis e leves (Gripp; Rade, 2018).
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Os materiais piezoelétricos representam a classe de materiais inteligentes mais estu-

dados na literatura aberta, com diversas aplicações práticas em que atuam como sensores,

atuadores e transdutores, nas mais diversas áreas da engenharia. Estes acoplam os domínios

físicos mecânico e elétrico sob uma via dupla, ou seja, apresentam respostas elétricas advindas

de estímulos mecânicos e vice-versa (Leo, 2007). A resposta elétrica advinda de um estímulo

mecânico é chamada de efeito direto piezoelétrico e foi descoberto pelos irmãos Curie em 1880.

Por outro lado, a detecção de deformações mecânicas quando da aplicação de diferença de

potencial define o efeito inverso. Essas características permitiram o surgimento das estruturas

inteligentes, capazes de realizar sensoriamento, atuação e controle de forma autônoma. Neste

sentido, a possibilidade de combinar as características dos materiais inteligentes com as me-

cânicas de outros materiais, como os compósitos, permitiu a construção de estruturas leves e

resistentes de interesse aeronáutico e aeroespacial, a exemplo da estrutura de interesse desta

tese.

No contexto da dinâmica das estruturas, PZT’s são principalmente aplicados para

controle, monitoramento de saúde estrutural (Structural Health Monitoring - SHM) e composição

de sistemas com recuperação de energia ou harvesting. As aplicações em controle envolvem a

supressão ou amortecimento de vibrações indesejadas que podem causar falha. O trabalho de

Ribeiro e Lima (2021) apresenta o controle de vibrações e do fenômeno de flutter supersônico

em estruturas compósitas como placas planas. Na engenharia civil, o material piezoelétrico

é utilizado para controlar estruturas sob carregamentos sísmicos (Karegar; Bidgoli; Mazaheri,

2021), como ilustra a Fig. 1.1. Outra aplicação dos PZT’s em engenharia civil, pode-se citar o

monitoramento de dano de estruturas de concreto armado, onde os mesmos são colados na

armação (Jiang et al., 2021). O trabalho de Ihn e Chang (2008) mostra a aplicação de SHM

em painéis de interesse aeronáutico. Os autores monitoraram a saúde estrutural em juntas de

painéis metálicos e compósitos, visando detectar rachaduras e descolamentos em fuselagens,

por exemplo. A Fig. 1.2 mostra o aparato e uma ilustração da disposição de elementos PZT’s

utilizados como atuadores, entre duas fileiras de rebites, e como sensores, perfazendo 18

caminhos de diagnóstico.

No que diz respeito ao harvesting, diversas estratégias e dispositivos têm sido propostos,

visando captar energias de fontes ambientais disponíveis e convertê-las em energia elétrica

(Cook Chennault; Thambi; Sastry, 2008). Em particular, o harvesting a partir de vibrações

é especialmente atraente, pois as fontes de vibração ocorrem amplamente em um grande

número de cenários técnicos e contextos físicos, dos quais a utilização da piezoeletricidade

é destaque. Varias aplicações utilizam PZT‘s para harvesting de vibrações, ou simplesmente

PVEH (Piezoelectric Vibration Energy Harvesting), das quais pode-se citar aplicações de

engenharia civil em pontes (Ali; Friswell; Adhikari, 2011) e estradas (Wang; Jasim; Chen, 2018),

biomédicas (Karami; Inman, 2012), e sistemas aeroelásticos e aeroespaciais (De Marqui Junior

et al., 2010; Anton; Erturk; Inman, 2012) de interesse desta tese.

Estruturas aeroespaciais modernas são também nichos perfeitos para aplicação de

técnicas passivas combinadas ao aproveitamento de energia de vibração, tendo em vista as

demandas de leveza, flexibilidade e, portanto, maiores amplitudes de vibração. Além disso, no

que concerne o projeto, as exigências de segurança demandam análises cada vez mais refina-
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material increases the frequency of structure. Djojodihardjo et al. [10] 
presented an active vibration for a piezoelectric cantilevered beam using 
different control approaches such as PID and LQR. Nonlinear vibration 
and instability of rotating piezoelectric nanocomposite sandwich cy-
lindrical shells including axially 昀owing and rotating 昀uid particle 
mixture is considered by Ghorbanpour Arani et al. [11]. Thein and Liu 
[12] applied an alternative method for predicting the power output of a 
bimorph cantilever beam using a 昀nite-element method. Crovella and 
Kyanka [13] applied a method for non-destructive determination of the 
initial rotational stiffness of timber joints using the natural frequency of 
vibration of the beam. Vibration and Smart control of viscoelastic shells 
based on layerwise theory is studied by Hajmohammad et al. [14]. 
Nonlinear vibrations of piezoelectric actuators beams are investigated 
by Przybylski and Gasiorski [15]. A method for design of piezoelectric 
smart beams under low frequency condition is prepared by Zhao et al. 
[16]. Thermoelastic De昀ection Responses of CNT Reinforced Sandwich 
Shell Structure using Finite Element Method is investigated by Mehar 
et al. [17]. In another research, Mehar et al. [18] calculated the me-
chanical parameters of carbon nanotube reinforced sandwich plate 
numerically under the effect of thermo- mechanical loading. The 
de昀ection of carbon nanotube-reinforced composite plate is explored 
numerically by Mehar and Panda [19]. Mallek et al. [20] studied 
nonlinear dynamic behavior of piezo laminated functionally graded 
carbon nanotube-reinforced composite shell. Paral et al. [21] presented 
a mode shape derivative-based damage index in arti昀cial neural 
network for structural damage identi昀cation in shear frame building. Qu 
et al. [22] investigated seismic response of multistory reinforced con-
crete moment-resisting frames. Zhao et al. [23] presented the Green s 
functions for the vibrations of smart piezoelectric laminated beams 
subjected to thermal load. They applied the Lindstedt-Poincare pertur-
bation method for solving the governing nonlinear geometric equations. 
Hu et al. [24] proposed Concrete-昀lled double-skin steel tube (CFDST) 
frame with beam-only-connected precast reinforced concrete shear wall 
system. Pandey et al. [25] applied a 昀nite element method for consid-
ering the effect of nano glass cenosphere 昀ller on hybrid composite 
eigenfrequency responses. Ranjan et al. [26] analyzed the free vibration 
of functionally graded panel including the temperature gradient. The 
thermal buckling of the functionally graded composite shell reinforced 
by carbon nanotube is studied by Mehar and Panda [27]. Also, Ramteke 
and Panda [28] developed a geometrical model for the analysis of uni-
axial functionally graded porous structure using the higher-order shear 
deformation theory. Khaje khabaz et al. [29] investigated the active 
optimum vibration control of a micro-beam sandwiched with piezo-
electric actuator and sensor based on surface stress elasticity theories 
and modi昀ed couple stress. Motezaker et al. [30] considered the buck-
ling, nonlocal vibration and bending response of nanoplates with 
piezoelectric layers based on nonlocal piezoelasticity theory using the 
differential cubature method. Gao et al. [31] presented the in昀uence of 
steel brace buckling on inelastic torsion of steel braced concrete frame 
structure. Yang et al. [32] studied experimental and numerical investi-
gation on seismic behaviours of beam-column joints. Zhang et al. [33] 
studied seismic performance of buckling-restrained braced concrete 
frame. Free vibration of a deploying laminated beam with spinning 
motion in hygrothermal environment was studied by Wang et al. [34]. 
Mehar et al. [35] investigated the effect of shape memory alloy (SMA) on 
the thermomechanical bending strength of polymer composites rein-
forced by carbon nanotubes using multiscale 昀nite element method. The 
transient de昀ections of the functionally graded porous structure 
including various types of patterns are considered by Ramteke et al. 
[36]. 

In the recent years, the various mechanical tests and experimental 
observations have been done about the modeling of smart concrete 
beams with piezoelectric layers. Liao et al. [37] considered the struc-
tural health monitoring of concrete columns subjected to earthquak 
excitations using piezoceramic sensors. Voueaki et al. [38], applied a 
new experimental method for damage assessment of reinforced concrete 

beams using piezoelectric transducers. Investigation the damage of 
reinforced concrete steel bars using piezoelectric sensors is done by 
Karayannis et al. [39] experimentally. damage analysis of concrete by 
means of electromechanical impedance method is prepared by liu et al. 
[40]. Damage evaluation of FG reinforced concrete beams using 
cementitious composites with hybrid 昀ber is studied by Sridhar and 
Prasad [41]. Pan et al. [42] considered the effect of water-to-cement 
ratio on piezoelectric properties of cement-based composites including 
PZT particles. 

In the 昀eld of analytical modeling of concrete smart structures sub-
ject to earthquake load, very limited works have been presented. Smart 
control of building structures using piezoelectric actuators is studied by 
Fallah and Ebrahimnejad [43]. Zamani et al. [44] investigated the 
seismic response of pipes reinforced by piezoelectric materials using 
HDQ-Newmark methods. Analysis of the stresses of concrete pipes 
reinforced with iron oxide nanoparticles is considered by Heidarzadeh 
et al. [45]. Arbabi et al. [46] analyzed the buckling of reinforced con-
crete beams strengthened with zinc oxide nanoparticles under the 
electric 昀eld. Seismic analysis of AL2O3 nanoparticles-reinforced con-
crete plates based on sinusoidal shear deformation theory is studied by 
Amoli et al. [47]. Seismic investigation of concrete beams reinforced 
with Tio2 nano particles under earthquake load is investigated by Shari昀 
et al. [48]. Jassas et al. [49], considered the forced vibration of a con-
crete slab strengthened by SiO2 nanoparticles. 

According to the search in the scienti昀c databases of the world, no 
scholar has presented mathematical modelling of concrete frame with 
smart layer subjected to seismic load based on numerical method. This 
topic is important in design process and construction of novel engi-
neering structures. Therefore, in this study, the dynamical response and 
optimization of concrete frames with smart layer under earthquake load 
is investigated. The optimization analysis of this frame is studied based 
on GWO. The structure is mathematically modeled using HSDT and the 
DQ numerical scheme is used to achieve the dynamic de昀ection of the 
frame. The main purpose of this research is to investigate the in昀uences 
of the external voltage, thickness of smart layer, boundary conditions; 
geometrical parameters of frame and structural damping on the dynamic 
displacement of the frame. 

2. Motion equations 

Fig. 1 shows a concrete frame with the smart layer under the 
earthquake load. Using the theory of hyperbolic, displacement 昀eld is as 
follows (Thai and Vo [50]) 

Fig. 1. Concrete frame strengthened with smart layer under earthquake load.  

M. Karegar et al.                                                                                                                                                                                                                                

Figura 1.1 – Estrutura de concreto reforçada com camada inteligente sob carga de terremoto
(extraída e traduzida de Karegar; Bidgoli; Mazaheri, 2021).
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Figura 1.2 – Amostra de junta rebitada sobreposta com faixas piezoelétricas (adaptada de Ihn;
Chang, 2008).

das com vistas à estabilidade dinâmica e fenômenos aeroelásticos. A estabilidade dinâmica

de estruturas aeroespaciais está ligada à interação entre as forças aerodinâmicas, elásticas

e de inércia, como ilustrado pelo triângulo de Collar (Fig. 1.3), que define o campo de estudo

nomeado aeroelasticidade (Wright; Cooper, 2015).

A aeroelasticidade dinâmica concentra-se em estudar os efeitos oscilatórios provenien-

tes das interações aeroelásticas, sendo o fenômeno de flutter o mais importante e mais difícil

de ser previsto com exatidão. Essa instabilidade dinâmica se manifesta em determinada veloci-
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Figura 1.3 – Triângulo de Collar (adaptada de Wright; Cooper, 2015).

dade, na qual qualquer pequena perturbação acidental, resulta no crescimento exponencial da

amplitude de vibração da estrutura e, consequentemente, a falha estrutural catastrófica (Fung,

1993; Kuo, 2011). O flutter não é uma instabilidade exclusiva de aeronaves, tendo em vista o

clássico exemplo da ponte de Tacoma Narrows nos anos 1940, mas, no que diz respeito ao

projeto de aeronaves, deve ser previsto ainda na fase de concepção para que se evite retrabalho

nas fases de certificação da aeronave.

Os problemas de instabilidade aeroelástica como o flutter, acentuaram-se com o advento

de aeronaves cada vez mais leves e velozes que surgiram a partir da segunda guerra mundial.

No entanto, somente no pós guerra, com o advento de computadores mais robustos, foi possível

realizar análises mais complexas através da aplicação do Método dos Elementos Finitos (MEF)

em várias configurações estruturais, bem como utilização de métodos aerodinâmicos mais refi-

nados (Garrick; Reed, 1981). A abordagem acoplada dos modelos estruturais e aerodinâmicos,

ainda hoje, é bastante empregada através de técnicas computacionais fluidodinâmicas (CFD).

Os estudos referentes ao flutter têm se concentrado em melhorias quanto a predi-

ção, principalmente no regime transônico, ou no controle via técnicas ativas ou passivas. O

campo das técnicas ativas, denominado aeroservoelasticidade, tem tido avanços relativos a

eletrônicas e sistemas digitais empregados. Do outro lado, abordagens passivas envolvem

técnicas de construção, utilização de materiais compósitos, materiais viscoelásticos, materiais

funcionalmente de propriedades variáveis (Functionally Graded Materials - FGM), bem como

o desenvolvimento de estratégias empregando estruturas inteligentes, combinando PZT’s e

circuitos dissipadores (Gupta; Talha, 2015; Cunha Filho et al., 2016; Leao et al., 2016; Borges,

2019; Ribeiro; Lima, 2021).

Diante das técnicas utilizadas para controle do flutter, a modelagem dos carregamentos

aerodinâmicos não-estacionários, de grande importância para análises de estabilidade em

estruturas flexíveis, é também um obstáculo a ser superado. Isso porque, as técnicas CFD

empregadas em análises fluido-estrutura de um modo geral, apesar de mais precisas, são

muito mais custosas computacionalmente e, portanto mais restritas para análises de projeto

aerodinâmicos envolvendo o emprego de técnicas de otimização, por exemplo, como as de
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interesse deste trabalho. Sendo assim, análises aeroelásticas recorrem a métodos mais simples

para modelagem não-estacionária, como o Doublet Lattice Method (DLM), ainda muito utilizado

pelas indústrias aeronáuticas e aeroespaciais (Blair, 1992; Borges, 2019), e será também

empregado nesta tese.

1.1 Estado da arte

Esta seção apresenta o estado da arte de trabalhos recentes relacionados a aeroelasti-

cidade de painéis finos com vistas ao fenômeno de flutter, a aplicação de circuitos shunt como

técnica de controle passivo, bem como trabalhos relevantes sobre harvesting relacionados a

sistemas aeroelásticos.

1.1.1 Estudos de flutter em estruturas compósitas

Os relatos de ocorrência de fenômeno similar ao flutter em aeronaves data da primeira

guerra mundial, quando o biplano Handley Page 0/400 experimentou oscilações violentas

antissimétricas da fuselagem e cauda (Garrick; Reed, 1981). O flutter de painéis foi detectado

pela primeira vez na década de 1950 em análises de foguetes V-2 que falharam, por causas

desconhecidas, na segunda guerra. A mesma falha ocorreu em operações de voo do X-15,

nos testes em túnel de vento durante o desenvolvimento do X-20, nos Titan II e III, e no S-IVB

(Dowell, 1972).

Estudos sobre formas de predição do flutter e refinamento de modelos aerodinâmicos

foram realizados pós década de 50. No entanto, somente em meados da década de 1980,

o interesse quanto ao estudo de flutter se intensificou, dado desenvolvimento e aplicação

dos materiais compósitos na indústria aeronáutica. A motivação para aplicação destes foi o

aumento da eficiência de estruturas aeronáuticas, como redução de peso, aumento de carga

transportável, alcance da aeronave e manobras de voo (Shirk; Hertz; Weisshaar, 1986). Além

disso, os materiais compósitos permitiram o enrijecimento estrutural direcional como técnica

de melhorias (controle) de flutter, definindo o termo aeroelastic tailoring. Ou seja, técnica

que se aproveita da anisotropia dos materiais compósitos para obter melhorias aeroelásticas,

principalmente em instabilidades de flutter e divergência (Hollowell; Dugundji, 1984).

No que diz respeito ao estudo de flutter em placas compósitas, um dos primeiros

trabalhos encontrados na literatura aberta é o de Hollowell e Dugundji (1984), onde os autores

investigaram, analítica e experimentalmente, o flutter e divergência de asas retangulares não

enflechadas, simuladas por placas em balanço de grafite/époxi. Os autores utilizaram o método

de Rayleigh-Ritz para modelar a deformação da asa e o diagrama velocidade do fluxo versus

amortecimento (conhecido como diagrama V -g) para identificar o flutter. Os testes experimentais

comprovaram a variação da resposta aeroelástica, proveniente da mudança de rigidez direcional

obtida pela variação de direção das fibras do compósito estudado.

Analisando as bases de dados das últimas duas décadas, observa-se uma pequena

quantidade de trabalhos envolvendo flutter subsônico em placas (asas) compósitas. Majid e
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Basri (2008) estudou uma asa compósita laminada em vidro/epóxi (quasi-isotrópico), idealizada

como uma placa fina em balanço, a qual foi testada experimentalmente e os resultados com-

parados com os obtidos pelo modelo implementado no código comercial Nastran. Os autores

concluíram que a estrutura está sujeita a oscilações de ciclo limite, o que indica a ocorrência

de não linearidades do sistema. O trabalho de Stanford, Jutte e Wu (2014) analisou o flutter

subsônico e tensão aeroelástica estática em placas laminadas de grafite/epóxi tow sterred, ou

seja, laminados em que a fibra possui caminhos curvilíneos dentro de cada lâmina constituinte.

Os autores utilizaram algoritmos genéticos para obter a fronteira de Pareto de tensão e flutter, e

concluíram que as placas tow sterred apresentaram pouco ganho (≤ 2 %) no que diz respeito

ao flutter, mas melhoras na tensão da ordem de 24 %.

Com o avanço das maiores velocidades e, portanto, regimes transônico e supersônico,

uma grande gama de trabalho da última década se dedicou a análise de flutter nesses regimes.

Scarth et al. (2014) estudaram a estabilidade de asas laminadas sujeitas a incertezas na

orientação em regime supersônico. Os autores utilizaram o modelo de placas de Kirchhoff

e a teoria de Rayleigh-Ritz acoplada com a teoria de faixas modificada para modelagem

aerodinâmica. Nezami e Gholami (2016) aplicaram uma técnica ativa para o controle de flutter

supersônico em painéis de honeycomb, em que o algoritmo genético foi aplicado para encontrar

as melhores posições de sensores e atuadores PZT’s. O trabalho de Cunha Filho et al. (2016)

fez uso de materiais viscoelásticos como técnica passiva para o controle de flutter supersônico.

Outros trabalhos realizaram análises de flutter em placas e cascas através da aplicação de

materiais com memória de forma combinadas a análises térmicas e não-linearidades, sempre

em regime supersônico (Donadon; de Faria, 2016; Samadpour; Asadi; Wang, 2016).

Mais recentemente, trabalhos voltados ao regime subsônico, de interesse desta tese,

podem ser consultados. Swain et al. (2019) estudaram a dinâmica aeroelástica de placas com-

pósitas reforçadas com nanotubos de carbono, em que a teoria de primeira ordem foi utilizada

para modelagem de deslocamento e o carregamento aerodinâmico gerado via Nastran. Varun,

Mondal e Mahato (2022) estudaram o efeito de delaminação de um laminado inteligente no

desempenho de flutter exposta a um ambiente higrotérmico, em que variações de temperatura

e umidade foram analisadas. O trabalho mais recente encontrado sobre flutter em placas

compósitas é o de Duan et al. (2024), em que placas laminadas compostas com atuadores

Macro Fiber Composite (MFC) embutidos são analisadas do ponto de vista aeroelástico. Neste

trabalho, a influência da voltagem aplicada ao controlador, bem como umidade e temperatura

são avaliadas quanto ao comportamento aeroelástico. Os autores utilizam a teoria de grandes

deflexões e um modelo subsônico baseado na equação de Bernoulli. Os autores demonstram

que a velocidade de flutter é significativamente deteriorada pelo ambiente higrotérmico, mas

pode ser fortalecida pela ação do controlador.

A grande maioria dos trabalhos apresentados utiliza técnicas ativas para supressão do

flutter de forma geral e quase sempre fazem uso do acoplamento entre o modelo estrutural e

códigos comerciais que realizam a modelagem aerodinâmica. Mais especificamente no que

tange a utilização de PZT’s para o controle de vibrações e de flutter, pode-se citar alguns

trabalhos das últimas duas décadas. Dentre estes, alguns pesquisadores propuseram o uso de

materiais piezoelétricos para o controle de flutter. Moon e Hwang (2005) apresentaram uma
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estratégia de controle ativo de flutter supersônico em painéis compósitos usando atuadores

piezoelétricos, posicionados otimamente via algoritmo genético e a teoria do pistão quasi-

estacionária. Raja et al. (2006) empregaram atuadores piezoelétricos multicamadas para

aumentar a velocidade crítica de flutter em superfícies sustentadoras sob regime subsônico,

utilizando o Nastran para a obtenção do carregamento aerodinâmico. Otiefy e Negm (2010)

estudaram a capacidade de atuadores piezoelétricos auto-sensíveis para suprimir o flutter

de uma asa caixão em regime transônico. Song e Li (2012) analisaram as propriedades e

os limites do flutter supersônico em placas compósitas laminadas usando algoritmos ativos

com sensores e atuadores piezoelétricos. Mais recentemente, Kuriakose e Sreehari (2021)

estudaram como o dano piora o comportamento aeroelástico com vistas ao flutter e como, de

forma ativa, atuadores PZT’s podem agir de forma a recuperar as características reduzidas.

A utilização de circuitos shunt atrelados a elementos piezoelétricos para o controle pas-

sivo é a estratégia adotada nesta tese, bem como a utilização desse aparato para recuperação

de energia ou harvesting. Dessa forma, a subseção seguinte traz um breve levantamento biblio-

gráfico de publicações científicas relacionadas ao controle passivo pelo emprego de elementos

piezoelétricos combinados com circuitos shunt e alguns envolvendo harvesting.

1.1.2 Controle passivo via circuitos shunt e harvesting

Circuitos shunt passivos fazem uso de elementos, como resistores, capacitores ou

indutores. Estes podem ser aplicados para controle de vibração monomodal ou multimodal

a depender do projeto do circuito utilizado. O primeiro trabalho publicado descrevendo a

utilização de PZT’s combinado com circuitos shunt foi o de Forward (1979), onde o aparato

foi utilizado para o controle de um modo de vibrar de uma viga em balanço sujeita a flexão.

O trabalho mais citado, no entanto, é o de Hagood e von Flotow (1991), em que os autores

desenvolvem a teoria pertinente dos shunts resistivos e ressonantes (indutor e resistor em

série). Os autores mostraram, experimentalmente, que a utilização do circuito resistivo gera um

comportamento vibratório semelhante ao comportamento dos materiais viscoelásticos, já na

topologia ressonante, o comportamento vibratório se assemelha ao de um absorvedor dinâmico

de vibrações amortecido. Esses trabalhos despertaram o interesse de muitos autores, que se

dedicaram ao aprimoramento da técnica de shunt através de novas propostas de topologias

de circuito, como capacitiva e chaveado (Lesieutre, 1998), desenvolvimento de expressões

ótimas para os parâmetros do shunt, expansão ao controle multimodal e estudo de sistemas

adaptativos.

Um autor relevante para o desenvolvimento da temática de circuitos shunt foi Shu-yau

Wu. Em 1996, Wu contesta a formulação em série do circuito ressonante proposta por Hagood

e von Flotow (1991), argumentando não ser adequada para altos valores de resistência (Wu,

1996). Ainda neste trabalho, o autor desenvolve a formulação dos circuitos shunt ressonante

paralelo e apresenta resultados experimentais de uma estrutura tipo viga. No ano seguinte, Wu

testa o circuito ressonante paralelo em uma placa compósita visando o controle do primeiro

modo (Wu; Bicos, 1997). Em outro trabalho, Wu apresenta a formulação para o controle

multimodal através da aplicação dos denominados ramos de bloqueio (Wu, 1998), diferente da
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forma proposta inicialmente por Hollkamp (1994).

Vários trabalhos que utilizam circuitos ressonantes, principalmente para estruturas

com baixas frequências naturais, relatam os elevados valores requeridos de indutância, o

que prejudica a aplicação prática nos casos em que a massa é determinante. Alguns autores

propuseram utilizar capacitores associados ao circuito ressonante como maneira de reduzir a

indutância (Fleming; Behrens; Moheimani, 2002; Park; Inman, 2003). No entanto, uma maneira

mais difundida é o uso de indutores sintéticos, os quais consistem de circuitos eletrônicos

baseados em amplificadores operacionais capazes de similar o comportamento de indutores

reais. Os principais indutores sintéticos utilizados são os de Riordan e Antoniou (Zambolini

Vicente, 2019). Viana e Steffen Júnior (2006) investigaram esses dois tipos de indutores no

controle de vibração de uma viga dotada de circuitos shunts ressonantes série e paralelo. Mais

recentemente, Dekemele, Torre e Loccufier (2021) propuseram um indutor sintético de alta

tensão mais adequado às estruturas mecânicas flexíveis, análises experimentais e numéricas

foram realizadas e comprovaram a adequação do indutor para amortecimento de vibrações.

No início dos anos 2000, uma nova configuração de circuito shunt baseada no conceito

de capacitância negativa começou a ser estudada. A ideia dessa estratégia consiste em anular

a capacitância do PZT e maximizar a energia de dissipação através do resistor. A capacitância

negativa é criada de forma similar aos indutores sintéticos. Um trabalho deste ano, Wang,

Yao e Liu (2024), aplicou a capacitância negativa para controle de vibração de uma placa sob

regime subsônico e concluiu que a técnica é capaz de melhorar ainda mais o amortecimento

de vibração da estrutura.

A aplicação de circuitos shunt multimodais é a de interesse desta tese. Além do trabalho

de Viana e Steffen Júnior (2006) já mencionado, alguns outros trabalhos de relevância dos

últimos vinte anos cabem destaque. Trindade e Maio (2008) investigaram o desempenho de

um controlador passivo multimodal de vibrações, baseado em circuitos resistivos, aplicado a

uma viga sanduíche. Cheng, Wang e Oh (2009) aplicaram um shunt eletromagnético para

supressão de vibrações de estruturas flexíveis. No trabalho de Goldstein (2011) um método

de projeto e autoadaptação de shunts piezoelétricos multimodais é apresentado. Berardengo,

Manzoni e Conti (2017) propuseram um modelo de shunt piezoelétrico multimodal passivo

baseado desigualdades matriciais, em que visam encontrar a impedância ótima para o controle

de vibração.

No que se refere a aplicação de shunts piezoelétricos multimodais em aplicações aero-

elásticas, algumas pesquisas realizadas no Laboratório de Mecânica das Estruturas (LMEst),

sediado na Universidade Federal de Uberlândia (UFU), se destacam. Zambolini Vicente, Silva e

Lima (2015) utilizaram PZTs acoplados a circuitos shunt e técnicas de otimização para controlar

a vibração de vigas compósitas. No trabalho de Leao et al. (2016) os autores fizeram uma

análise do comportamento aeroelástico de placas compósitas inteligentes acopladas a circuitos

shunt multimodais, com vistas aos limites ao flutter supersônico. Por fim, Ribeiro e Lima (2021)

propuseram uma ferramenta robusta de controle passivo de vibração em painéis compósitos sob

regime supersônico de escoamento. Os autores utilizaram pastilhas piezocerâmicas ligadas a

circuitos ressonantes, um modelo em elementos finitos estocásticos e modelaram as incertezas
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das variáveis que mais influenciam na eficiência do dispositivo amortecedor.

Vários estudos quanto ao harvesting podem ser consultados na literatura, sendo aqueles

que apresentam relação com problemas aeroelásticos de interesse dessa tese, mais especifica-

mente, com vistas ao flutter em que os dispositivos são nomeados de flutter-style harvester.

Uma investigação inicial quanto ao harvesting via fluxo de ar é o trabalho de Tan e Panda (2007),

que emprega uma viga com PZT sujeita a um fluxo transversal. Os autores não avaliaram o

fenômeno de flutter, mas mostraram a influência de um circuito resistivo e em qual velocidade

se obtém a melhor potência.

De Marqui Junior, Erturk e Inman (2009) também apresentam certo pioneirismo quanto

a modelagem de harvesting em sistemas aeroelásticos. Nesse trabalho, os autores apresentam

um modelo em elementos finitos eletromecanicamente acoplado para prever a potência elétrica

de saída de placas piezoelétricas. No ano seguinte, Akaydin, Elvin e Andreopoulos (2010) inves-

tigaram experimentalmente a eficiência de harvesting de uma viga com camada piezoelétrica

polimérica submetida a um escoamento longitudinal turbulento. Um ano mais tarde, De Marqui

Junior et al. (2010) apresentam uma modelagem denominada piezoaerolástica no domínio da

frequência aplicada a uma placa em balanço e piezocerâmicas embutidas para harvesting.

Similarmente ao que é utilizado nesta tese, os autores utilizaram modelagem aerodinâmica

não-estacionária via DLM e o método pk, embora, no que diz respeito ao circuito utilizado,

tenham analisado circuitos resistivos e ressonantes sem aplicação de otimização de parâmetros.

No mesmo ano, Sousa et al. (2011) exploraram as não-linearidades combinadas de um sistema

aeroelástico de seção típica para análise de harvesting. Ainda nesse sentido, o trabalho de

Dias, De Marqui Junior e Erturk (2013) propôs um projeto de harvester baseado em aerofólio

com transdução piezoelétrica e indução eletromagnética para harvesting e dois anos depois,

estendeu o modelo para três graus de liberdade (Dias; De Marqui Junior; Erturk, 2015).

Mais recentemente, Kameyama e Makihara (2017) estudaram o harvesting no ponto de

flutter de uma estrutura laminada contendo elemento piezoelétrico na raiz da viga em balanço.

Silva e De Marqui Junior (2017) apresentaram o conceito de controle ativo autoalimentado para

oscilações de base e aeroelásticas através de PZT’s explorando os efeitos de sensor e atuador.

Os autores utilizaram placa e duas camadas de PZT’s na raiz da asa para investigar, numérica

e experimentalmente, onde foi demonstrado eficiência para amortecimento de vibrações. Tang

e Dowell (2018) desenvolveram um novo modelo não linear para um sistema piezoaeroelástico,

em que os autores investigaram estruturas laminadas com PZT’s sob fluxos de guinadas

modelados via teoria de Vortex. Já Abdehvand, Roknizadeh e Mohammad-Sedighi (2021)

apresentam um novo modelo contínuo para melhorar o harvesting das vibrações induzidas

via flutter em uma estrutura composta de aerofólio ligado a uma viga elástica recoberta por

material magneto-eletro-elástico. Neste, os autores utilizam o método p e a teoria de Peter para

resolução do problema de flutter e modelagem aerodinâmica, respectivamente.

De acordo com a revisão apresentada, a maioria dos trabalhos que envolvem harvesting

e/ou controle de flutter via utilização de circuitos shunts e transdutores piezoelétricos, fazem uso

de circuitos mais monomodais simples (resistivo ou ressonante) com análises mais focadas em

obter o comportamento da potência em relação a um parâmetro do circuito. Pouco se encontra
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na literatura trabalhos que envolvem flutter-style harvester com aplicação de circuitos passivos

multimodais, como o apresentado por Ribeiro e Lima (2021) voltado ao regime supersônico.

Além disso, algumas modelagens apresentadas estão no domínio do tempo, tornando-as

mais custosas e não fazem uso de modelagens abertas e mais robustas do carregamento

aerodinâmico. As aplicações de coleta de energia padrão e de amortecimento de vibrações,

embora as principais funções sejam coleta de energia e dissipação de energia, respectivamente,

estas podem ser comparadas em termos de capacidade de amortecimento (Lesieutre; Ottman;

Hofmann, 2004). Referindo-se à comparação entre as duas aplicações, nota-se que é possível

que as duas funções possam coexistir em uma determinada condição e ambas afetem o

amortecimento estrutural. Dessa forma, a proposta deste trabalho está ligada ao projeto de um

sistema híbrido (Hybrid Resonant Multimodal Shunted Piezoceramics Harvester - HRMSPH)

dedicado a realizar, simultaneamente, a supressão do flutter subsônico em painéis compósitos

e harvesting.

1.2 Objetivos

A presente tese faz parte do grupo de pesquisas do LMEst, o qual, entre outros ramos,

analisa a instabilidade e controle de sistemas aeroelásticos sujeitos a regime de fluxo subsônico.

Nesse sentido, esta tese tem como foco principal o projeto ótimo-robusto de uma técnica de

controle e supressão do fenômeno do flutter, com vistas à recuperação de energia de sistemas

aeroelásticos dotados de piezocerâmicos acoplados a circuito elétrico shunt multimodal. Para

tal, alguns objetivos específicos se fazem necessários:

• Realizar a modelagem aeroeletromecânica do problema acoplado, empregando MEF

para modelo estrutural e DLM para o aerodinâmico;

• Inserir circuito elétrico de controle multimodal ao modelo;

• Propor modificações do método pk para resolver o problema aeroeletroelástico resul-

tante;

• Propor uma estratégia ótima-robusta do Hybrid Multimodal Resonant Shunted Piezo-

ceramics Harvester (HMRSPH) para otimizar simultaneamente a supressão do flutter

e a potência de harvesting.

1.3 Organização da tese

Além deste capítulo introdutório esta tese possui mais seis capítulos. O Capítulo II

aborda a teoria envolvida na modelagem eletromecânica de estruturas compósitas, partindo da

exposição das teorias de modelagem compósita, passando pelas características do problema

em elementos finitos, pelo acoplamento ao domínio elétrico e finalizando na inserção do circuito

shunt ao modelo.
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No Capítulo III, é apresentado de forma sumarizada o método DLM, apresentando

as particularidades matemáticas para utilização deste na modelagem do carregamento ae-

rodinâmico não-estacionário. O acoplamento dos modelos eletromecânico e aerodinâmico é

apresentado no Capítulo IV, em que o desenvolvimento do método pk é explanado com vistas

à análise de estabilidade de flutter. Além disso, são apresentados os conceitos referentes ao

harvesting, principalmente no que diz respeito ao cálculo de potência obtida.

O Capítulo V apresenta os conceitos pertinentes à formulação de problemas de otimiza-

ção multiobjetivo determinístico, definição de dominância de Pareto e a inserção da robustez.

O conceito de ótimo-robusto inclui a análise das funções de vulnerabilidade referente a cada

objetivo do problema. O Capítulo também aborda o algoritmo genético NSGA II, utilizado para

as análises de otimização realizadas.

O Capítulo VI apresenta o detalhamento e resultados obtidos das simulações numéricas

realizadas e, por fim, o Capítulo VII traz as conclusões gerais e sugestões para trabalhos

futuros.
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C A P Í T U L O II

MODELAGEM POR ELEMENTOS FINITOS DO PROBLEMA ELETROMECÂNICO

O contexto no qual está inserido este trabalho advém de uma série de outras pesquisas

envolvendo estruturas compósitas laminadas contendo materiais inteligentes para aplicação

aeronáutica, visando o controle de vibrações e/ou de fenômenos aeroelásticos. Nesse sentido,

este capítulo abordará os principais conceitos sobre as teorias que são utilizadas para a

modelagem em elementos finitos de estruturas compósitas, conforme os trabalhos de referência

do grupo de pesquisa do LMEst (Faria, 2006; Silva, 2014; Ribeiro, 2019). Será apresentada

a formulação do acoplamento eletromecânico proveniente da camada piezoelétrica segundo

a abordagem apresentada por Chee (2000). Por fim, é feita a inclusão do circuito shunt à

modelagem estrutural.

2.1 Teorias de laminados compósitos

A modelagem de laminados, seja placas ou cascas, baseia-se em premissas cinemáti-

cas sobre os campos de deformações e deslocamentos. Há uma variedade de teorias utilizadas

que advêm de extensões das formulações de placas ou cascas homogêneas e isotrópicas.

Basicamente, essas teorias são baseadas na Camada Equivalente Única (Equivalent Singu-

lar Layer - ESL), na elasticidade tridimensional e de modelos múltiplos. As teorias ESL são

derivações da teoria da elasticidade tridimensional com hipóteses que reduzem o problema

para o plano. Já as teorias tridimensionais tratam cada lâmina do compósito como um sólido

tridimensional (Reddy, 2003).

As teorias da categoria ESL assumem campos de deslocamento ou de tensão como

sendo uma combinação linear de funções desconhecidas e da espessura. A ESL contém as

teorias denominadas Clássica dos Laminados (Classical Laminated Theory - CLT) e as de

deformação cisalhante, conhecidas como Teoria da Deformação Cisalhante de Primeira Ordem

(First-order Shear Deformation Theory - FSDT) e Teoria da Deformação Cisalhante de Ordem

Superior (High-order Shear Deformation Theory - HSDT). Nas teorias tridimensionais estão as

modelagens clássicas e as teorias de camadas (Layerwise Theory - LW) (Reddy, 2006).

As categorias ESL e LW, evidenciadas como principais categorias na literatura, diferem

no que diz respeito à continuidade do campo de deslocamento dos laminados. As teorias LW
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assumem que o campo de deslocamento possui apenas continuidade C0 ao longo da espessura.

Ou seja, as derivadas dos deslocamentos podem ser descontínuas ao longo da espessura

do laminado. Dessa forma, análises de efeitos locais em materiais compósitos, tais como

mecanismo de delaminação entre camadas, ruptura de fibras e efeitos de borda, requerem

o uso da teoria LW. De outra forma, análises de desempenho global, como determinação de

frequências naturais, modos de vibrar e deslocamentos, podem ser realizadas via teorias ESL

(Reddy, 2003).

Determinados problemas utilizam uma combinação das teorias ESL e LW para aproxi-

mar grandezas diferentes do mesmo problema, simplificando-o (Viana; Steffen Júnior, 2006;

Zambolini Vicente, 2014; Ribeiro; Lima, 2021). Essa combinação é o que se chama de teoria

Mista, sendo muito utilizada para a modelagem de laminados inteligentes, ou seja, que possuem

atuadores e/ou sensores piezoelétricos. Nestes casos, faz-se uso de uma ESL para aproxima-

ção dos campos de deslocamento mecânico e da LW para aproximar os potenciais elétricos. A

estrutura objeto de estudo desta tese é um laminado inteligente submetido a um carregamento

aerodinâmico, cuja teoria, mais detalhada nos capítulos posteriores, requer os deslocamentos

e frequências naturais da estrutura. Dessa forma, a aplicação de uma combinação de alguma

teoria ESL com uma LW se mostra uma boa opção.

2.1.1 Teoria Clássica dos Laminados - CLT

A CLT é a teoria mais simples das que compõem a categoria ESL e é uma extensão

da teoria de placas de Kirchhoff para placas laminadas, mantendo as mesmas hipóteses para

formulação do campo de deslocamento e deformação (Mendonça, 2019). As hipóteses de

Kirchhoff referem-se às linhas normais transversais das placas em flexão, informando que estas

são retas e permanecem retas após a deformação, que são inextensíveis e que permanecem

perpendiculares à superfície de referência, como ilustra a Fig. 2.1.
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Figura 2.1 – Ilustração das hipóteses de Kirchhoff em uma placa (extraída de Reddy, 2003).
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As hipóteses sobre as normais transversais possuem consequências para a definição

do campo de deslocamento e, consequentemente, deformação. De forma geral, as hipóte-

ses implicam no deslocamento transversal independente da coordenada de espessura e em

deformações normal (εzz) e transversais de cisalhamento (εxz e εyz) nulas.

O caso dos laminados ainda requer duas hipóteses adicionais. A primeira que o laminado

possui lâminas perfeitamente coladas e, portanto, não deslizam ou descolam. A segunda é

sobre a camada de resina que é considerada infinitesimalmente fina e não deformável por

cisalhamento, implicando assim em deslocamentos contínuos através das lâminas. Dessa

forma, define-se o campo de deslocamentos da CLT como sendo (Mendonça, 2019; Reddy,

2003):

u(x, y, z, t) = u0(x, y, t) − z
∂w0

∂x
(x, y, t) (2.1a)

v(x, y, z, t) = v0(x, y, t) − z
∂w0

∂y
(x, y, t) (2.1b)

w(x, y, z, t) = w0(x, y, t) (2.1c)

onde u0, v0 e w0 são as componentes de deslocamentos de um ponto do plano médio do

laminado ao longo das direções coordenadas x, y e z, respectivamente. Os termos
∂w0

∂x
e

∂w0

∂y
representam as inclinações da normal à superfície média num ponto (x, y) da superfície de

referência.

A CLT tem sido usada na análise de tensões e deslocamentos de placas compostas

carregadas mecânica e termicamente. No entanto, algumas limitações devem ser ponderadas

quando da aplicação desta. De forma geral, as limitações envolvem a predição de tensão

interlaminar, efeito de borda nos casos isotrópicos e problemas quanto a um dos principais

modos de falhas dos laminados, a delaminação. Além disso, a CLT também considera uma

distribuição linear de deslocamento ao longo da espessura, fazendo com que seja mais precisa

para laminados finos e, assim, o erro da CLT aumenta a medida que a relação espessura/largura

da placa composta laminada aumenta (Mendonça, 2019).

2.1.2 Teoria da Deformação Cisalhante de Primeira Ordem - FSDT

A limitação quanto à modelagem da deformação transversal da teoria CLT traz a

necessidade de avaliar a utilização de outras teorias que consigam aproximar as tensões

interlaminares. É nesse sentido que surgiram as teorias de deformação cisalhante. A teoria de

primeira ordem FSDT, também denominada teoria de Reissner-Mindlin, ou ainda teoria dos

laminados semi-espessos, considera a existência de cisalhamento transversal constante ao

longo da espessura (Reddy, 2003).

A FSDT foi postulada de modo a obedecer a hipótese de placa semi-espessa de

Mindlin/Reissner, que considera que uma reta normal à superfície de referência indeformada

(normais transversais definidas anteriormente) permanecem retas e inextensíveis após a

deformação, porém não necessariamente normais à superfície de referência deformada, o que
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permite, até certo grau, a aproximação do cisalhamento transversal (Mendonça, 2019). A Fig.

2.2 ilustra, para o plano, o conceito da hipótese de Mindlin/Reissner.
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Figura 2.2 – Ilustração da placa segundo a FSDT (adaptada de Reddy, 2003).

Pode-se entender, de outra forma, que a formulação da FSDT é um relaxamento da

terceira hipótese de Kirchhoff mantendo a inextensibilidade, o que permite escrever o campo de

deslocamento da seguinte forma (Reddy, 2003):

u(x, y, z, t) = u0(x, y, t) + zϕx(x, y, t) (2.2a)

v(x, y, z, t) = v0(x, y, t) + zϕy(x, y, t) (2.2b)

w(x, y, z, t) = w0(x, y, t) (2.2c)

onde u0, v0 e w0 são os mesmos deslocamentos da CLT, e os termos ϕx e ϕy representam

rotações de uma normal transversal sobre os eixos x e y, ou seja,
∂u

∂z
= ϕx e

∂v

∂z
= ϕy.

O campo de deslocamento da FSDT supõe, intrinsecamente, constância da deformação

de cisalhamento (e portanto, tensão de cisalhamento constante) ao longo da espessura da

placa, o que não condiz com a realidade. Em placas homogêneas, a distribuição de tensão

segue um padrão parabólico e em compósitos laminados varia, pelo menos, quadraticamente

através da espessura de cada lâmina. Sendo assim, uma forma de corrigir essa distorção é a

aplicação de fatores de correção de cisalhamento (k) (Reddy, 2003; Mendonça, 2019).

Trabalhos datados a partir de 1940 já faziam análises em placas isotrópicas homogê-

neas, sujeitas a carregamentos estático ou dinâmico para levantamento dos fatores de correção

(Reissner, 1945; Mindlin; Deresiewicz, 1953). Este é essencial para melhorar a precisão na

obtenção dos deslocamentos de placas via FSDT. Para placas homogêneas, existem duas

formulações básicas, nomeadamente método de Timoshenko e método de Reissner. Ambas as

formulações dependem de uma estimativa prévia acurada das tensões de cisalhamento. Essa

estimativa parte da equação de equilíbrio e, como já citado, mostra a distribuição parabólica da

tensão cisalhante ao longo da coordenada de espessura do laminado (Mendonça, 2019).

O método de Timoshenko considera o laminado como sendo monolâmina e faz uma

equivalência com a estimativa no ponto máximo de tensão, resultando em um fator de correção

de 2/3. O segundo método é uma extensão do método de placas isotrópicas de Reissner para

placas laminadas homogêneas em que o fator de correção é obtido a partir de expressões
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derivadas da energia total de deformação e vale 5/6 = 0, 83333 (Mendonça, 2019). Esse ultimo,

não difere muito obtido dinamicamente por Mindlin e Deresiewicz (1953) de Ã2/12 ≈ 0, 822467.

Vale pontuar uma questão envolvendo a utilização do fator k para a estrutura de estudo

desta tese. As teorias dispostas se referem a placas homogêneas e não laminadas. No entanto,

a aplicação da teoria mista faz da estrutura laminada, pelo menos no que diz respeito aos

deslocamentos mecânicos, uma única lâmina homogênea, permitindo assim a aplicação dos

métodos supracitados. A escolha de qual fator utilizar depende da natureza do problema. No

entanto, Whitney (1987) faz algumas análises comparativas e recomenda o fator k = 5/6. A Fig.

2.3 mostra uma dessas análises que faz o comparativo dos deslocamentos obtidos via CLT,

FSDT com diferentes k e a solução exata da elasticidade para flexão cilíndricas em placas com

diferentes razões de aspecto.

Figura 2.3 – Comparativo de deflexão máxima (adaptado de Mendonça, 2019).

A aplicação da FSDT para casos laminados discretos, ou seja, considerando cada

camada independente não são triviais. Esses fatores dependem não só dos parâmetros de

laminação e geométricos, mas do tipo de carregamento e das condições de contorno. A

complexidade é ainda maior quando para laminados sujeitos a carregamentos dinâmicos, onde

há presença de forças de inércia e a necessidade de dois fatores para cada direção ortogonal

(Reddy, 2003). Toda a formulação para obtenção dos fatores placas laminadas ortotrópicas

pode ser consultada em Mendonça (2019).

2.1.3 Teoria de ordens superiores - HSDT

As teorias de ordem superior são assim chamadas por acrescentarem mais termos

polinomiais desconhecidos à formulação de seus campos. Essas teorias podem representar
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melhor a cinemática do problema, não necessitando de fatores de correção e ainda são mais

precisas na representação da distribuição de tensão interlaminar. No entanto, envolvem termos

de difícil interpretação física e requerem alto esforço computacional, uma vez que acrescem o

número de funções desconhecidas (Reddy, 2003; Faria, 2006).

A teoria original de terceira ordem (Third-order Shear Deformation Theory - TSDT) é

mais conhecida como HSDT, sendo proposta por J. N. Reddy e data de 1987 (Reddy, 2003).

Essa teoria possui as mesmas hipóteses da FSDT, com exceção sobre a retidão e normalidade

de normais transversais após deformação. Para tal, os deslocamentos são expandidos como

funções cúbicas do tipo:

u(x, y, z, t) = u0(x, y, t) + zϕx(x, y, t) + z2¹x(x, y, t) + z3¼x(x, y, t) (2.3a)

v(x, y, z, t) = v0(x, y, t) + zϕy(x, y, t) + z2¹y(x, y, t) + z3¼y(x, y, t) (2.3b)

w(x, y, z, t) = w0(x, y, t) (2.3c)

onde é possível observar a presença de nove parâmetros desconhecidos. Reddy (2003) mostra

uma formulação com determinadas condições que consegue reduzir o número de parâmetros

dependentes para cinco.

Muitas teorias de ordem superior foram desenvolvidas nos últimos 40 anos, a saber:

teoria de Touratier (1991) (distribuição de deformação transversal como uma função senoidal),

Soldatos (1992) (teoria de deformação por cisalhamento hiperbólico), Karama, Afaq e Mistou

(2003) (variação exponencial para a deformação transversal) e Shi (2007) que, assim como

Reddy, propôs uma variação parabólica para deformação por cisalhamento transversal. Mais

recente, a tese de Kolvik (2012) apresenta análises com uma abordagem unificada das teorias

apresentas por Reddy e Shi.

O trabalho de Faria (2006) realizou a modelagem em elementos finitos da HSDT para

placas compostas dotadas de sensores e atuadores piezoelétricos. Nas simulações numéricas,

a modelagem mostrou-se eficiente quanto a previsão de deflexões quando comparada aos

resultados analíticos clássicos apresentados na literatura.

No entanto, a aplicação destas, como já mencionado, é de maior interesse para pre-

visões acuradas de tensões interlaminares de laminados espessos, o que não representa o

interesse desta tese. O fato das teorias ESL apresentarem maior simplicidade e baixo custo

computacional, além de precisão suficiente para análises globais, fazem destas a melhor esco-

lha para o objeto de estudo desta tese. Devido ao destaque da FSDT quanto a previsão dos

deslocamentos sem aumento demasiado no custo de modelagem, bem como a natureza global

da modelagem do problema desta tese, esta será a teoria utilizada para a modelagem dos

deslocamentos mecânicos.
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2.2 Formulação do problema mecânico

Exposta a parte relativa à teoria que envolve a modelagem de placas compostas lami-

nadas, bem como a melhor escolha para o problema proposto, será desenvolvida nesta seção

a formulação em elementos finitos para modelagem mecânica do compósito multicamadas

baseando-se na teoria FSDT. O objetivo é equacionar as matrizes de massa e rigidez a nível

elementar, mediante as particularidade do elemento finito escolhido e da teoria de deslocamen-

tos. A formulação matricial é obtida via energia cinética e de deformação para o elemento, e

depois extrapolada para o nível global da discretização.

A obtenção das matrizes de massa e rigidez, explanadas posteriormente, requer a

definição dos campos de deslocamento e de deformação em suas respectivas formas matriciais.

Dessa forma, toma-se o campo de deslocamentos da FSDT por:

U(x, y, z, t) = A(z)u(x, y, t) (2.4)

com:

U(x, y, z, t) = {u(x, y, z, t) v(x, y, z, t) w(x, y, z, t)}T (2.5a)

A(z) =







1 0 0 z 0

0 1 0 0 z

0 0 1 0 0







(2.5b)

u(x, y, t) = {u0(x, y, t) v0(x, y, t) w0(x, y, t) ϕx(x, y, t) ϕy(x, y, t)}T (2.5c)

onde os termos são os mesmos já apresentados no desenvolvimento da FSDT e servirão para

definir as relações com deformações.

As relações deformação-deslocamento partem de hipóteses simplificadoras do tensor

de deformação Green-Lagrange. Assumindo que os gradientes de deslocamento são da mesma

ordem das deformações, e que as deformações e rotações são pequenas (deformações

menores que 5% e 5◦), define-se as seguintes relações (Reddy, 2003; Mendonça, 2019):

εxx =
∂u

∂x
, εyy =

∂v

∂y
, εzz =

∂w

∂z

εxy =
1

2

(
∂u

∂y
+

∂v

∂x

)

, εxz =
1

2

(
∂u

∂z
+

∂w

∂x

)

, εyz =
1

2

(
∂w

∂y
+

∂v

∂z

)
(2.6)

Aplicando as Eq. 2.2 nas relações da Eq. 2.6 acima e tomando as relações εxy = µxy/2,

εxz = µxz/2 e εyz = µyz/2, obtém-se o campo de deformação:
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εxx

εyy

εzz

µyz

µxz

µxy







=

























∂

∂x
0 0 z

∂

∂x
0

0
∂

∂y
0 0 z

∂

∂x

0 0 0 0 0

0 0
∂

∂y
0 1

0 0
∂

∂x
1 0

∂

∂y

∂

∂x
0 z

∂

∂y
z

∂

∂x































u0(x, y, t)

v0(x, y, t)

w0(x, y, t)

ϕx(x, y, t)

ϕy(x, y, t)







(2.7)

em notação matricial:

ε(x, y, z, t) = D(z)u(x, y, t) (2.8)

onde ε é o vetor de deformações e D(z) é uma matriz de operadores diferenciais. A notação do

campo de deformações pode ainda ser colocada de modo a separar os efeitos de membrana

(relativo ao plano médio) e flexão (Ribeiro, 2019; Mendonça, 2019).

2.2.1 Discretização dos deslocamentos mecânicos

A construção do modelo em elementos finitos baseou-se em elementos retangulares

planos da família Serendipity, a qual faz parte dos elementos Lagrangeanos com oito nós

(Reddy, 2006). Além disso, foi adotado o sentido anti-horário (positivo de z) para disposição

dos nós e um sistema de coordenadas locais (À, ¸, ·). A Fig. 2.4 ilustra o elemento finito

em perspectiva tridimensional, os sistemas de coordenadas, a disposição dos nós e suas

coordenadas locais, e a representação dos graus de liberdade em um dos nós.

Figura 2.4 – Elemento finito da família Serendipity.

O sistema de coordenadas locais permite maior clareza quando se está analisando o

elemento finito numa combinação nodal. Dessa forma, é conveniente descrever o deslocamento
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do elemento “e” como sendo uma combinação dos deslocamentos dos nós (nne) que o compõe,

ou seja:

u(À, ¸, t) = N(À, ¸)ue(t) (2.9)

onde, de forma genérica, ue(t) = {u0i
v0i

w0i
ϕxi

ϕyi
}T é o vetor de deslocamento nodal

do elemento, com i = 1 . . . nne, e, portanto, dimensão 5nne × 1; e N(À, ¸) é a matriz que

representa o conjunto das nne funções de forma do elemento “e” e possui dimensão de 5 × 5nne.

As funções de forma Ni(À, ¸) que compõem a matriz N(À, ¸) são associadas a cada nó e, para

o elemento Serendipity, são definidas por:

N1(À, ¸) = −1

4
(1 − À)(1 − ¸)(1 + À + ¸)

N2(À, ¸) =
1

2
(1 − À)(1 + À)(1 − ¸)

N3(À, ¸) = −1

4
(1 + À)(1 − ¸)(1 − À + ¸)

N4(À, ¸) =
1

2
(1 + À)(1 + ¸)(1 − ¸)

N5(À, ¸) = −1

4
(1 + À)(1 + ¸)(1 − À − ¸)

N6(À, ¸) =
1

2
(1 − À)(1 + À)(1 + ¸)

N7(À, ¸) = −1

4
(1 − À)(1 + ¸)(1 + À − ¸)

N8(À, ¸) =
1

2
(1 − À)(1 + ¸)(1 − ¸)

(2.10)

A análise em coordenadas nodais proporciona uma configuração para representação

simples e clara das características do elemento. No entanto, quando se faz a análise das

deformações, as derivadas parciais de u e v devem ser tomadas em coordenadas globais x e y.

A relação de transformação entre as derivadas parciais das coordenadas locais para as globais

se dá através da matriz Jacobiana (J), como mostra a Eq. 2.11 (Chandrupatla; Belegundu,

2015).







∂

∂À

∂

∂¸







=









∂x

∂À

∂y

∂À

∂x

∂¸

∂y

∂¸









︸ ︷︷ ︸

J







∂

∂x

∂

∂y







(2.11)

No entanto, a Eq. 2.11 evidencia a necessidade de definir uma relação entre os sistemas

de coordenadas para que se possa escrever a matriz J em função das coordenadas globais de

cada nó, ou seja:
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x =
1

2
[À(x4 − x8) + x8 + x4]

y =
1

2
[¸(y6 − x2) + y6 + y2]

(2.12)

Dessa forma, é possível reescrever J como sendo:

J =









∂x

∂À

∂y

∂À

∂x

∂¸

∂y

∂¸









=
1

2

[

(x4 − x8) 0

0 (y6 − y2)

]

(2.13)

onde os termos (x4 − x8) e (y6 − y2) representam a largura e altura do elemento finito, res-

pectivamente. Como será visto mais adiante, o uso dessas relações será útil para se obter a

matriz de rigidez elementar, principalmente a expressão dx dy = det(J) dÀ d¸ (Chandrupatla;

Belegundu, 2015).

Diante do exposto, é possível escrever os campos de deslocamento e de deformação

sob coordenadas locais combinando as Eqs. 2.4 e 2.8 com a Eq. 2.9 e obtendo:

U(À, ¸, z, t) = A(z)N(À, ¸)ue(t) (2.14)

ε(À, ¸, z, t) = D(z)N(À, ¸)ue(t) = B(À, ¸, z)ue(t) (2.15)

2.2.2 Matrizes elementares

A matemática apresentada na seção anterior é de nível elementar laminar, ou seja,

um elemento finito de uma única camada. O laminado de várias camadas será tomado como

monolâmina para predição do campo de deslocamentos. Dessa forma, os efeitos da quantidade

de camadas (n), do material (Äk) e da direção das fibras (¹k) em cada camada devem estar

contidos na formulação das matrizes. O elemento finito multicamada com representação desses

efeitos, sentido de numeração e camada piezoelétrica está ilustrado na Fig. 2.5.

A obtenção das matrizes elementares partem da aplicação das equações dos campos

de deslocamento e deformação nas expressões das energias cinética (Ke) e de deformação

(Ue) a nível elementar, a saber:

Ke =
1

2

∫

Ve

ÄU̇TU̇ dVe (2.16)

Ue =
1

2

∫

Ve

εTσ dVe (2.17)
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Figura 2.5 – Ilustração do elemento finito para placa composta laminada inteligente.

onde Ä é a densidade do material, U̇ é a derivada no tempo do vetor U, Ve o volume do elemento

finito e σ o vetor de tensões principais definido mais adiante.

A aplicação da Eq. 2.14 na Eq. 2.16, tomando as derivadas e as propriedades matriciais,

resulta em:

Ke =
1

2
u̇e(t)T

∫

Ve

ÄN(À, ¸)TA(z)TA(z)N(À, ¸) dVe

︸ ︷︷ ︸

Me
uu

u̇e(t) (2.18)

onde Me
uu é a matriz de massa elementar para uma única camada. Tomando agora o laminado

genérico de n camadas e expansão do volume em coordenadas locais, é possível escrever a

matriz elementar de massa como:

Me
uu =

n∑

k=1

z=zk+1∫

z=zk

η=1∫

η=−1

ξ=1∫

ξ=−1

ÄkN(À, ¸)TA(z)TA(z)N(À, ¸) det(J) dÀ d¸ dz (2.19)

Para obter a expressão da matriz de rigidez elementar se faz necessário definir a relação

tensão-deformação para materiais ortotrópicos, que são objeto de estudo desta tese. Materiais

ortotrópicos possuem uma tríplice simetria entre planos ortogonais de propriedades, resultando

na lei de Hooke (σ = Cε) conforme a Eq. 2.20 (Mendonça, 2019):







Ã1

Ã2

Ã3

Ã4

Ã5

Ã6







=


















C11 C12 C13 0 0 0

C21 C22 C23 0 0 0

C31 C32 C33 0 0 0

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C55 0

0 0 0 0 0 C66
























ε1

ε2

ε3

ε4

ε5

ε6







(2.20)
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onde os elementos Cij , com i e j = 1 . . . 6, são os elementos do tensor de rigidez C do material,

os quais podem ser calculados através dos coeficientes de poisson e módulos elásticos do

material (Reddy, 2003; Mendonça, 2019).

O fato de estruturas laminadas possuírem várias camadas empilhadas, cada uma com

orientação específica (¹k), faz com que a adoção de um sistema de coordenadas para cada

lamina seja inexequível. Sendo assim, utiliza-se um sistema de coordenadas global único que,

em geral, não corresponde com o sistema principal de nenhuma das lâminas. Dessa forma,

dada a variada disposição de camadas ao longo do eixo z do laminado, o ajuste do tensor C

para adequação ao sistema global de coordenadas é feito através da matriz de transformação

T, dada por:

T =















c2 s2 0 0 0 −2sc

s2 c2 0 0 0 2sc

0 0 1 0 0 0

0 0 0 c s 0

0 0 0 −s c 0

sc −sc 0 0 0 c2 − s2















(2.21)

onde c = cos(¹k) e s = sen(¹k), com ¹k medido conforme mostra a Fig. 2.5.

Aplicando a relação matricial tensão-deformação e a Eq. 2.15 na Eq. 2.17, obtém-se:

Ue =
1

2
ue(t)T

∫

Ve

B(À, ¸, z)TC B(À, ¸, z) dVe

︸ ︷︷ ︸

Ke
uu

ue(t) (2.22)

onde Ke
uu é a matriz de rigidez mecânica elementar considerando uma lâmina, tal qual mostrado

para matriz de massa. Expandindo para as n camadas de um laminado e considerando a

variação de rigidez lâmina a lâmina, tem-se:

Ke
uu =

n∑

k=1

z=zk+1∫

z=zk

η=1∫

η=−1

ξ=1∫

ξ=−1

B(À, ¸, z)TTCTTB(À, ¸, z) det(J) dÀ d¸ dz (2.23)

Determinadas as matrizes elementares para cada elemento finito da malha, a equação

do movimento matricial em nível global pode ser obtida. Para tal, as matrizes globais são

construídas via procedimento padrão de montagem em elementos finitos, que se dá atra-

vés da conectividade de nós. Dessa forma, a equação global para a estrutura compósita,

desconsiderando o amortecimento estrutural e no domínio do tempo, possui a seguinte forma:

Muuüg(t) + Kuuug(t) = Fg(t) (2.24)

onde: Muu =
nelem⋃

e=1

Me
uu e Kuu =

nelem⋃

e=1

Ke
uu são as matrizes globais de massa e rigidez do

sistema mecânico, respectivamente. O símbolo
⋃

indica a montagem da matriz, nelem o

número de elementos da discretização, ug é o vetor global de graus de liberdade mecânicos e

Fg é o vetor de carregamentos externos generalizados.
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2.3 Formulação do problema eletromecânico

O problema de acoplamento eletromecânico surge da inserção da camada de material

piezoelétrico ao laminado, tornando-o inteligente. Geralmente, considera-se uma estrutura

inteligente aquela que possui sensores e atuadores com capacidade de sentir e realizar ações

corretivas. Essas estruturas possuem parte passiva, que suporta o carregamento mecânico, e

parte ativa, responsável pelo sensoriamento e atuação (Faria, 2006; Mendonça, 2019).

Os materiais piezoelétricos são conhecidos por apresentarem acoplamento entre os

domínios físicos mecânico e elétrico, bem como a capacidade de transitar nos dois sentidos,

definindo os efeitos direto e inverso (Leo, 2007). Sinteticamente, o primeiro material piezoelétrico

foi produzido na década de 1950 através da cerâmica titanato zirconato de chumbo (PZT). Esse

material apresenta módulo elástico semelhante ao do alumínio, capacidade de desenvolver

deformações elásticas de 0, 1% e capacidade de trabalhar em larga banda de frequência.

Além disso, os cerâmicos PZT são os materiais piezoelétricos mais facilmente encontrados no

mercado (Mendonça, 2019).

Além dos cerâmicos, desde 1969, há também materiais piezoelétricos poliméricos

como o polifluoreto de vinilideno (PVDF). Estes possuem baixa densidade e maior flexibilidade,

são utilizados como filmes finos e mais adequados para aplicações em que se comportam

como sensores. Como desvantagens, os piezopolímeros apresentam difícil polarização e baixa

constante dielétrica, o que dificulta a construção de circuitos de detecção (Faria, 2006).

O problema proposto nesta tese utilizará camada de piezocerâmica, nominada daqui

para frente apenas de PZT, como constituinte do laminado inteligente. Neste caso, será tomada

a polarização ao longo do eixo z e que as deformações mecânicas induzidas estão nas direções

x e y. As relações constitutivas para os materiais piezoelétricos podem ser encontradas em

trabalhos dos mais clássicos aos mais recentes. Para o caso piezoelástico ortotrópico, a relação

constitutiva eletromecânica é dada por (Tiersten, 1969; Chee, 2000; Faria, 2006; Ribeiro, 2019):







Ã1

Ã2

Ã3

Ã4

Ã5

Ã6

D1

D2

D3







=




























C11 C12 C13 0 0 0 0 0 −e31

C21 C22 C23 0 0 0 0 0 −e32

C31 C32 C33 0 0 0 0 0 −e33

0 0 0 C44 0 0 0 −e24 0

0 0 0 0 C55 0 −e15 0 0

0 0 0 0 0 C66 0 0 0

0 0 0 0 e15 0 Çe
11 0 0

0 0 0 e24 0 0 0 Çe
22 0

e31 e32 e33 0 0 0 0 0 Çe
33


































ε1

ε2

ε3

ε4

ε5

ε6

E1

E2

E3







(2.25)

ou de forma matricial condensada:







σ

D






=




C −eT

e χe











ε

E






(2.26)
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onde: D
[
C/m2

]
representa o vetor de deslocamentos elétrico; C

[
N/m2

]
é a matriz de elastici-

dade do material piezoelétrico obtida a campoe elétrico constante; e [N/(V m)], ou, de forma

equivalente, em
[
C/m2

]
, é a matriz de rigidez piezoelétrica; χe [F/m] é a matriz de constantes

dielétricas obtidas para deformação mecânica constante; e E é o vetor campo elétrico em [V/m]

ou [N/C].

Assim como para o caso mecânico apresentado na seção anterior, o equacionamento

exposto deve incluir a transformação de coordenadas para o sistema global. No entanto, as

propriedades elétricas advindas da inclusão do PZT são transformadas através de uma outra

matriz, dada por:

Q =







c −s 0

−s c 0

0 0 1







(2.27)

com c e s possuindo o mesmo significado da matriz de transformação mecânica T.

A transformação da relação constitutiva geral pode ser realizada aplicando as transfor-

mações de coordenadas termo a termo, do sistema local (subscrito l) para o global (subscrito

g), segundo as Eq’s. 2.28.

σg = Tσl

εg = (T−1)Tεl

Dg = QDl

Eg = QEl

(2.28)

e assim, reescrever a relação constitutiva no sistema de coordenadas global como:







σ

D







g

=




TCTT −TeTQ−1

QeTT QχeQ−1











ε

E







g

(2.29)

2.3.1 Discretização do potencial elétrico

A discretização do potencial elétrico desenvolvido no laminado será feito via teoria LW.

Neste caso, é preciso definir o potencial elétrico em termos do campo elétrico. Essa relação é

apresentada na literatura clássica como uma relação constitutiva elétrica entre o vetor campo

elétrico (E) e a função escalar potencial eletrostático (φ), dado segundo a Eq. 2.30 (Tiersten,

1969).

E = −∇φ (2.30)

onde φ [V] representa o potencial elétrico de uma superfície e ∇ é o operador diferencial nabla.
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A teoria a ser utilizada é a teoria LW, conhecida como teoria da camada discreta, e

baseia-se na técnica de separação de variáveis, onde a coordenada de espessura da casca z é

desacoplada das coordenadas da superfície de referência x − y. Em termos gerais, a teoria

extrapola determinada variável de interface para o nível de espessura ou camada através de

funções lineares, conforme a Eq. 2.31 (Chee, 2000):

φ(x, y, z, t) =
n+1∑

j=1

Lj(z)φj(x, y, t) (2.31)

onde Lj(z) são as denominadas funções de camadas (layerwise functions) e φj(x, y, t) são as

funções da variável da j-ésima interface, potencial elétrico no caso em questão, ambas indo

até o número de interfaces (n camadas mais um).

Dado um laminado genérico de n camadas como ilustra na Fig. 2.6, a função potencial

elétrico da n-ésima camada (φ(n)) é uma combinação das duas funções potencial elétrico

referentes às interfaces inferior (φn) e superior (φn+1) e é dada por:

φ(n)(x, y, z, t) = Lni(z)φn(x, y, t) + Lns(z)φn+1(x, y, t) (2.32)

onde Lni(z) e Lns(z) são as funções layerwise referentes às interfaces inferior e superior da

camada n, respectivamente e são dados por:

Lni(z) =
z − zn+1

zn − zn+1

Lns(z) =
z − zn

zn+1 − zn

(2.33)

Figura 2.6 – Representação dos potenciais elétricos de um laminado genérico.

O potencial elétrico da Eq. 2.32 pode ser posto de forma matricial geral para uma

camada k qualquer como sendo:

φ(k)(x, y, z, t) = [. . . Lki(z) Lks(z) . . . ]1×(n+1) ϕk(x, y, t) (2.34)
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onde ϕk(x, y, t) é o vetor de potenciais elétricos das interfaces e possui ordem (n + 1) × 1.

Assim como para o caso mecânico, a discretização elétrica faz uso dos elementos

finitos Serendipity. No entanto, agora para cada n camadas de laminado, há n + 1 interfaces

de elementos finitos, as quais possuem oito nós com um grau de liberdade elétrico cada. Este,

refere-se ao potencial elétrico nodal (φij), com i representando a i-ésima interface e j o nó

referente. A Fig. 2.7 ilustra a discretização elétrica para a primeira camada de um laminado

genérico.

Figura 2.7 – Ilustração dos potenciais elétricos nodais de uma camada de laminado.

Dessa forma, é possível aproximar o potencial elétrico das n + 1 interfaces a partir dos

potenciais nodais e das funções de forma, matematicamente:

ϕk(À, ¸, t) = N(À, ¸)ϕe(t) (2.35)

onde ϕe é o vetor de potenciais nodais de ordem 8(n + 1) × 1.

A Eq. 2.35 expressa o potencial elétrico em termos das interfaces. No entanto, devido

a natureza discreta da formulação em camadas do problema, é mais conveniente definir o

potencial, em termos de funções de forma, da k-ésima camada de um elemento e qualquer,

para posterior definição do campo elétrico. Combinando a Eq. 2.34 com a Eq. 2.35, obtém-se

(Saravanos; Heyliger, 1995):

φ(k)(À, ¸, z, t) = [. . . Lki(z) Lks(z) . . . ] N(À, ¸)







φ11(t)
...

φ(n+1)1(t)
...

φ(n+1)8(t)







(2.36)
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ou ainda:

φ(k)(À, ¸, z, t) = [Nϕ(À, ¸, z)]1×8(n+1)

{

ϕe(t)8(n+1)×1

}

= Nϕ(À, ¸, z)ϕe(t) (2.37)

onde Nϕ(À, ¸, z) é a matriz de funções de forma elétricas.

A aplicação da Eq. 2.37 na definição de campo elétrico apresentada no início desta

seção, resulta no campo elétrico em coordenadas locais para uma camada elementar qualquer,

conforme a Eq. 2.38:

E(k)(À, ¸, z, t) = −∇φ(k)(À, ¸, z, t) = −∇Nϕ(À, ¸, z)ϕe(t) = −Bϕ(À, ¸, z)ϕe(t) (2.38)

onde Bϕ contém as derivadas das funções de forma. Essas relações podem ser consultadas

no trabalho de Faria (2006).

2.3.2 Matrizes de rigidez eletromecânicas elementares

O caso acoplado eletromecânico inclui parcelas mecânicas e elétricas elementares na

formulação da energia de deformação, a qual pode ser calculada segundo a Eq. 2.39 a seguir.

Ue =
1

2

∫

Ve

(εTσ − ETD) dVe (2.39)

A aplicação das relações constitutivas da Eq. 2.29 na expressão de energia de deforma-

ção da Eq. 2.39 resulta em:

Ue =
1

2

∫

Ve

[

εTTCTTεT − εTTeTQ−1E − ETQeTTε − ETQχeQ−1E
]

dVe (2.40)

onde cada um dos termos entre chaves gera matrizes de rigidez do problema eletromecânico

acoplado.

A primeira integral da Eq. 2.40 resulta na matriz de rigidez mecânica (Ke
uu) tal qual

aquela da Eq. 2.23. As demais integrais geram as matrizes eletromecânicas cruzadas (Ke
uφ e

Ke
φu ) e a matriz puramente elétrica (Ke

φφ), e são calculadas por:

Ke
uφ =

n∑

k=1

z=zk+1∫

z=zk

η=1∫

η=−1

ξ=1∫

ξ=−1

B(À, ¸, z)TTeTQ−1Bϕ(À, ¸, z) det(J) dÀ d¸ dz (2.41a)

Ke
φu =

n∑

k=1

z=zk+1∫

z=zk

η=1∫

η=−1

ξ=1∫

ξ=−1

Bϕ(À, ¸, z)TQeTTB(À, ¸, z) det(J) dÀ d¸ dz (2.41b)

Ke
φφ =

n∑

k=1

z=zk+1∫

z=zk

η=1∫

η=−1

ξ=1∫

ξ=−1

Bϕ(À, ¸, z)TQÇeQ−1Bϕ(À, ¸, z) det(J) dÀ d¸ dz (2.41c)
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De posse de todas as matrizes elementares do problema acoplado, pode-se montar

as matrizes globais via conectividade e escrever a equação global do sistema eletromecânico

como segue:




Muu 0

0 0











üg(t)

ϕ̈g(t)






+




Kuu Kuφ

Kφu Kφφ











ug(t)

ϕg(t)






=







Fg(t)

Qg(t)






(2.42)

onde o subscrito g informa a natureza global do equacionamento, ϕ é o vetor de graus de

liberdade elétricos e Qg é o vetor de fluxo de cargas elétricas generalizado.

2.4 Inclusão do circuito elétrico shunt

A capacidade de conversão de energia mecânica em elétrica dos materiais piezoelétri-

cos permite a inclusão de circuitos elétricos que possam dissipar essa energia, caracterizando

uma técnica de controle passivo. A técnica de inclusão de circuitos dissipadores, nomeados

shunt, apresenta características desejáveis para aplicações aeroelásticas, uma vez que não

introduz alto amortecimento à estrutura e possui facilidade de aplicação (Ribeiro, 2019).

A utilização da combinação de piezoelétricos colados à estruturas e circuitos shunt

como uma técnica de controle de vibrações em sistemas mecânicos data da década de 90 no

trabalho de Hagood e von Flotow (1991). Basicamente, um circuito externo com determinada

impedância (Z) é ligado ao piezoelétrico e sintonizado para absorção de energia de determinado

modo de vibrar. Um exemplo de arranjo típico de utilização dessa técnica de amortecimento é

ilustrado na Fig. 2.8 (Caruso, 2001).

3

Circuito shunt e 

sua impedância Z 

Viga em balanço 

Acelerômetro 

Z 
y 

z 

x 

Figura 2.8 – Ilustração de uso do circuito shunt (adaptada de Caruso, 2001).

Os circuitos shunt podem ser monomodais, quando utilizados para amortecimento de

um único modo específico, ou multimodais, para o amortecimento de vários modos. Alguns

autores propuseram, inicialmente, a utilização de vários elementos piezoelétricos tanto quanto

o número de modos a serem amortecidos (Viana; Steffen Júnior, 2006). No entanto, no contexto

de aplicações práticas de engenharia, tais como as indústrias automotiva e aeronáutica, o peso

adicional e o espaço necessário para acomodação dos PZT’s torna essa saída inviável. Assim,
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Wu (1998) e Fleming, Behrens e Moheimani (2002) propuseram circuitos shunt ressonantes

multimodais em arranjos paralelo e série, respectivamente, para controlar simultaneamente

vários modos de vibrar da estrutura usando apenas um único elemento piezoelétrico, os quais

representam o interesse de estudo desta tese.

2.4.1 Formulação dos circuitos shunt

O circuito elétrico a ser inserido no sistema eletromecânico estrutura/PZT é conectado

às superfícies dos eletrodos que estão sobre o PZT. A modelagem considera que os nós

que constituem os eletrodos são equipotenciais elétricos, condição que é inserida através de

uma transformação no vetor de potenciais elétricos. Para evidenciar a inserção do circuito na

equação global do movimento, escreve-se a Eq. 2.42 no domínio de Fourier, negligenciando as

condições iniciais, resultando em (Silva, 2014):

(Kuu − É2Muu)U(É) + Kuφϕ(É) = Fg(É) (2.43a)

KφuU(É) + Kφφϕ(É) = Qg(É) (2.43b)

onde ϕ(É) é o vetor de potenciais elétricos que permanecem independentes entre si.

A medida que a estrutura se deforma e o PZT converte energia mecânica em elétrica,

cargas elétricas fluem através dos eletrodos para o circuito shunt. Aplicando a lei de Ohm, que

relaciona fluxo de cargas (corrente elétrica) de forma direta à diferença de potencial elétrico e

inversa à impedância do circuito (Boylestad, 2011), pode-se escrever o vetor carga elétricas do

domínio de Fourier como sendo :

Qg(É) =
1

iÉ
Z−1(É)Lϕ(É) (2.44)

onde i representa o número complexo e L é uma matriz que permite selecionar os potenciais

elétricos correspondentes aos eletrodos em que o circuito está conectado. Aplicando a Eq. 2.44

na Eq. 2.43a e combinando o resultado com a Eq. 2.43b, deduz-se a equação eletromecânica

acoplada no domínio da frequência por:

[

Kuu − Kuφ

(

Kφφ − 1

iÉ
Z−1(É)

)
−1

Kφu − É2Muu

]

U(É) = F(É) (2.45)

A Eq. 2.45 representa a formulação da equação do movimento com a inserção do

circuito shunt, independentemente da topologia a ser utilizada. A seguir serão apresentados os

conceitos do circuito multimodal paralelo apresentado por Wu (1996) e que será utilizado nesta

tese.

2.4.2 Circuitos shunt multimodais

Mediante a ineficiência relativa à utilização de vários circuitos individuais para amorteci-

mento de mais de uma frequência, Wu (1996) propôs a utilização de circuitos ressonantes em
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paralelo, pela facilidade de sintonização, com a quantidade de ramos igual a número de modos

a ser controlados. No entanto, devido a complexidade e interferência existente entre os ramos,

Wu (1998) fez alterações na proposta inicial, inserido circuitos filtros, denominados circuitos de

bloqueio formados por um indutor e um capacitor em paralelo entre si, e em série com o circuito

de controle do modo.

No circuito multimodal com filtros, cada ramo deve possuir bloqueios para os demais

modos existentes. A Fig. 2.9 ilustra o caso mais simples para dois modos de vibrar, evidenciando

que cada um dos N ramos de controle deve possuir N − 1 circuitos de bloqueios. Os circuitos

de bloqueio agem de forma a inserir uma impedância infinita para as frequências (Éi) dos ramos

referentes aos outros modos. Dessa forma, os componentes do circuito de bloqueio Li e Ci

devem ser escolhidos de forma a obedecer a relação LiCi = 1/É2
i .

Cpzt

L2 C2

L
0

1
R

0

1

L1 C1

L
0

2
R

0

2

ω1ω2

Figura 2.9 – Circuito shunt multimodal para controle de dois modos (adaptado de Wu, 1998).

Na Fig. 2.9 é possível observar, no primeiro ramo, por exemplo, a indicação É2 que se

refere à frequência do ramo 2. Ou seja, a impedância infinita do circuito de bloqueio formado por

L2 e C2 está sintonizada de tal forma a “curto-circuitar” o segundo ramo do circuito, e portanto

manter somente o primeiro ramo em funcionamento, quando a frequência É2 for atingida.

O correto funcionamento do circuito requer que a indutância seja a mesma antes e

depois da adição do circuito de bloqueio. Os parâmetros do circuito ressonante antes da

adição do bloqueio são calculados pelas equações de parâmetros ótimos para o caso paralelo,

conforme as Eqs. 2.46 e 2.47 (Hagood; von Flotow, 1991; Viana; Steffen Júnior, 2006).

Rparalelo
OT IM =

1√
2CP ZT ÉnKij

(2.46)

Lparalelo
OT IM =

1

CP ZT É2
n

(

1 −
K2

ij

2

) (2.47)

onde Én é a frequência do respectivo modo, CP ZT é a capacitância da pastilha piezoelétrica e

Kij é o fator de acoplamento eletromecânico generalizado, o qual quantifica a troca de energia

entre os domínios mecânico e elétrico e pode ser definido como (Wu; Bicos, 1997):
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Kij =

√

É2
OC − É2

SC

ÉSC
(2.48)

sendo ÉOC e ÉSC as frequências de ressonância estrutural quando os terminais do PZT estão

abertos e em curto-circuito, respectivamente.

Vale destacar a natureza inversamente proporcional dos valores ótimos dos componen-

tes nas Eqs. 2.46 e 2.47 para com a frequência de controle. Tal fato implica em valores altos

para sistemas mecânicos que possuem baixas frequências a serem controladas, principalmente

no que se refere ao indutor, que é inversamente proporcional ao quadrado da frequência, tor-

nando inviável o uso de indutores tradicionais nestes casos. Nesse sentido, o uso de indutores

sintéticos se mostra como uma alternativa viável sem maiores adição de massa. Isso porque,

estes são, basicamente, circuitos eletrônicos capazes de emular grandes valores de indutância

(Zambolini Vicente, 2019).

A forma de circuito apresentada por Wu ilustrada na Fig. 2.9 requer muitos circuitos de

bloqueios a medida que se aumenta o número de modos a ser controlados. Dessa forma, Wu

(1998) pontuou que quando as frequências são tais que É1 < É2 < . . . Éi é possível eliminar

alguns circuitos de bloqueios sem prejuízo quanto ao controle. Para uma análises de dois

modos de vibrar, o circuito shunt modificado é apresentado na Fig. 2.10.

Cpzt L1 R1

L1 C1

L
0

2
R

0

2

ω1

Figura 2.10 – Circuito shunt multimodal modificado (adaptado de Wu, 1998).

A forma modificada possui a vantagem de possuir menos componentes e, para o

controle de mais modos, maior versatilidade. Como é possível observar, os componentes do

primeiro do ramo permanecem inalterados e, portanto, calculados conforme o equacionamento

ótimo das Eqs. 2.46 e 2.47. Os componentes de bloqueio obedecem a sintonia da impedância

infinita descrita anteriormente. Por fim, a indutância e resistência de controle do segundo ramo,

após a adição do bloqueio, são calculados por:

R
′

2 =
R1R2

(R1 − R2)
(2.49)
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L
′

2 =
(L1L2 + L2L1 − L1L1 − É2

2L1L2L1C1)

(L1 − L2)(1 − É2
2L1C1)

(2.50)

onde os números subscritos representam o ramo de cada componente, e os componentes sem

nenhum sobrescrito indica que são valores antes da adição do circuito de bloqueio. O trabalho

de Silva (2014) mostra o equacionamento para o caso em que se deseja controlar três modos

de vibrar.

O circuito definido em termos de componentes resistivos, indutivos e capacitivos deve

ser convertido em termos de impedância para a inclusão na equação do movimento. O cálculo da

impedância equivalente do circuito apresentado na Fig. 2.10 envolve componentes em paralelo

entre si, bem como conjuntos em série. Cada componente elétrico possui sua impedância a ser

incluída nas associações do circuito apresentado, cujas são dadas por:

Zresistor(É) = R (2.51a)

Zindutor(É) = iÉL (2.51b)

Zcapcitor(É) =
1

iÉC
(2.51c)

Aplicando as Eqs. 2.51 nas associações do circuito da Fig. 2.10, é possível definir a

impedância equivalente Z(É) a ser inserida na equação global do movimento no domínio da

frequência, como sendo:

Z(É) =

R1L1É







L1

C1

(

L1iÉ − i

C1É

) +
L

′

2R
′

2iÉ

R
′

2 + L
′

2iÉ







i

(R1 + L1iÉ)







L1

C1

(

L1iÉ − i

C1É

) +
L1R1iÉ

R1 + L1iÉ
+

L
′

2R
′

2iÉ

R
′

2 + L
′

2iÉ







(2.52)

A depender do tipo de topologia do circuito e quantidades de modos a serem controlados,

a expressão para a impedância equivalente mudará. A dissertação de Silva (2014) apresenta as

equações de Z para três modos de vibrar, bem como para a topologia em série. O autor mostra

também a similaridade de ambos os circuitos, quando sintonizados em parâmetros ótimos, para

com a atenuação dos picos de vibração dos três primeiros modos de uma viga engastada-livre.

No entanto, com a utilização de otimização determinística, a topologia paralelo mostrou-se mais

eficiente na atenuação referente ao primeiro e segundo modo de vibrar.
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C A P Í T U L O III

MODELAGEM AERODINÂMICA

A análise de estabilidade de sistemas aeroelásticos está diretamente ligada a previsão

do fenômeno de flutter. Este é um fenômeno aerelástico de natureza dinâmica, altamente

destrutivo e de maior dificuldade para ser previsto com exatidão (Wright; Cooper, 2015). A

natureza do flutter requer a inclusão de carregamentos aerodinâmicos não-estacionários

nos modelos, o que representa uma certa dificuldade nas análises aeroelásticas. Apesar da

variedade de códigos comerciais e métodos computacionais existentes, a limitação quanto ao

uso de supercomputadores ainda existe. Nesse sentido, uma técnica amplamente utilizada

nas etapas iniciais de projetos aeronáuticos para modelagem não-estacionária é o Método

Doublet Lattice (DLM), o qual vem sendo empregado nas pesquisas em aeroelasticidade do

grupo LMEst (Silva, 2018; Borges, 2019; Delgado Filho, 2021) e também será considerado

nesta tese. Dessa forma, este capítulo tem como objetivo elencar os principais pontos teóricos

envolvendo o DLM, partindo do potencial aerodinâmico linearizado até o cálculo dos esforços

aerodinâmicos. Uma literatura mais profunda sobre o método pode ser encontrada no trabalho

de Blair (1992).

3.1 Formulação do método DLM

Inicialmente proposto por Albano e Rodden (1969) e posteriormente refinado por Rod-

den, Taylor e McIntosh (1998), o DLM é um método de painel adaptado do Vortex Lattice Method

(VLM), desenvolvido no domínio da frequência para resolver escoamentos não-estacionários

através de superfícies sustentadoras. O método é baseado na teoria de fluxo potencial, equa-

ções linearizadas para pressão e equações de ondas acústicas, e é utilizado para obtenção da

distribuição de sustentação de superfícies oscilantes sob fluxo subsônico.

A aplicação do método parte da discretização da superfície sustentadora em painéis

e da suposição de que a distribuição de pressão é constante nestes. A Fig. 3.1 ilustra a

discretização em painéis, evidenciando a presença de uma linha de dipolos (doublet) e um

ponto interno, denominado ponto de controle. A linha de dipolos, posicionada a 1/4 da corda do

painel (cpn), é responsável por induzir um escoamento e gerar uma solução elementar para o

potencial aerodinâmico linearizado em torno de um escoamento subsônico existente. O ponto

de controle, localizado a 3/4 de cpn e a meia envergadura (epn), é onde se calcula a velocidade
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normal induzida (normalwash). A solução elementar gerada, em conjunto com as condições

de contorno para a velocidade induzida no ponto de controle, é empregada para obtenção da

distribuição de pressão da superfície sustentadora, cujo detalhamento será apresentado ao

longo desta seção.

Direção do
escoamento

Ponto de controle Linha de dipolos

Figura 3.1 – Superfície sustentadora discretizada em painéis (adaptada de Kotikalpudi; Pfifer;
Balas, 2015).

3.1.1 Potencial aerodinâmico linearizado e a solução elementar

A aplicação do DLM requer a linearização do potencial aerodinâmico. O trabalho de

Blair (1992) apresenta as manipulações matemáticas, restrições e suposições pertinentes para

definir o potencial de velocidade (ϕ) como sendo composto de uma componente estacionária

(ϕ) e outra dependente do tempo (ϕ̃), relativa à pequena perturbação na velocidade, como

disposto na Eq. 3.1.

ϕ(x, y, z, t) = ϕ(x, y, z) + ϕ̃(x, y, z, t) (3.1)

A elaboração do método parte de equações diferenciais parciais para o comportamento

de ϕ̃ em um escoamento invíscido, irrotacional e incompressível. A linearização deste em torno

do escoamento paralelo, uniforme, com velocidade U∞ ao longo do eixo x, resulta na equação

nomeada por Blair de equação do potencial aerodinâmico, dada por:

(1 − M2
∞

)
∂2ϕ̃

∂x2
+

∂2ϕ̃

∂y2
+

∂2ϕ̃

∂z2
− 1

a2
∞

(

∂2ϕ̃

∂t2
+ 2U∞

∂2ϕ̃

∂x∂x

)

= 0 (3.2)

onde M∞ = U∞/a∞ é o número de Mach do escoamento subsônico em torno do qual se faz a

linearização e a∞ é a velocidade do som. Nas etapas de linearização, as velocidades U∞ e a∞

foram consideradas constantes, o que implica em M∞ também constante em todo o campo de

escoamento.

A solução para a equação de potencial linearizado se dá através da superposição de

soluções aerodinâmicas elementares. Uma solução específica para a Eq. 3.2 é obtida a partir
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do potencial de aceleração de Prandtl (Ψ) de um dipolo. Por definição, um dipolo é um caso

especial de escoamento aerodinâmico gerado pela superposição dos casos elementares fonte

e sumidouro, que por sua vez são infinitesimalmente próximos (Anderson Jr, 2010).

A definição da solução elementar parte da definição do potencial de aceleração Ψ e da

sua relação para com ϕ, dada pela seguinte derivada:

Ψ(x, y, z, t) =

[
∂

∂t
+ U∞

∂

∂x

]

ϕ(x, y, z, t) (3.3)

ou de forma inversa:

ϕ(x, y, z, t) =
1

U∞

x∫

−∞

Ψ

(

µ, y, z, t − x − µ

U∞

)

dµ (3.4)

onde µ é a variável de integração.

Especificamente para o dipolo, onde a fonte e o sumidouro são separados por um vetor

N⃗s, define-se o potencial de aceleração do dipolo (Ψdipolo) como sendo a derivada direcional do

potencial da fonte (Ψfonte) ao longo de N⃗s, matematicamente:

Ψdipolo =
∂Ψfonte

∂Ns
(3.5)

Tomando soluções harmônicas para a fonte, portanto Ψfonte = Ψfonte exp (iÉt), cujo módulo

Ψfonte é dado por:

Ψfonte =
AΨ

Rh
exp

{
iÉ

a∞´2
∞

[M∞(x − À) − Rh]

}

(3.6)

em que AΨ é a amplitude da solução harmônica proposta e representa a intensidade do dipolo,

É a frequência de oscilação, ´∞ é o fator de Prandtl-Glauert, com ´2
∞

= 1 − M2
∞

, e, por fim, Rh

é o raio hiperbólico definido segundo a Eq. 3.7.

Rh =
[

(x − À)2 + ´2
∞

(y − ¸)2 + ´2
∞

(z − ·)2
] 1

2 (3.7)

Neste caso, pode-se escrever o potencial de aceleração do dipolo, de forma completa, como

sendo:

Ψdipolo =
∂

∂Ns

{
AΨ

Rh
exp

{
iÉ

a∞´2
∞

[M∞(x − À) − Rh]

}}

exp (iÉt) (3.8)

Definida a expressão para o potencial de aceleração de um dipolo, a aplicação da Eq.

3.8 na Eq. 3.4 permite obter a magnitude do potencial de velocidade induzido por um dipolo de

aceleração potencial ϕ conforme a Eq. 3.9, o qual representa a solução desejada para a Eq.

3.2.
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ϕ = − AΨ

U∞

∂

∂Ns
exp

[
iÉ

U∞

(x − À)

] x−ξ∫

−∞

1

R
′

h

exp

{

iÉ

[

µ

U∞

+
M∞µ

a∞´2
∞

− R
′

h

a∞´2
∞

]}

dµ (3.9)

Com R
′

h dado por:

R
′

h =
[

µ2 + ´2
∞

(y − ¸)2 + ´2
∞

(z − ·)2
] 1

2 (3.10)

3.1.2 Distribuição de pressão

A diferença de pressão entre as superfícies superior e inferior de uma asa fina pode

ser obtida através do normalwash (w) induzido pelo arranjo de dipolos de aceleração potencial

descrito na seção anterior. Para tal, deriva-se o potencial ϕ ao longo do vetor normal à superfície

sustentadora N⃗r, ou seja, w =
∂ϕ

∂Nr
, resultando em:

w = − AΨ

U∞

∂

∂Ns

∂

∂Nr
exp

[
iÉ

U∞

(x − À)

] x−ξ∫

−∞

1

R
′

h

exp

{

iÉ

[

µ

U∞

+
M∞µ

a∞´2
∞

− R
′

h

a∞´2
∞

]}

dµ

(3.11)

Os trabalhos de Vivian e Andrews (1965) e Blair (1992) mostram, de forma detalhada, a

relação entre o diferencial de pressão (∆p) e a amplitude AΨ. Objetivamente, o módulo do salto

de pressão através do arranjo de dipolos em um ponto (À, ¸) é:

∆p =
4ÃÄ∞AΨ

dÀd¸
(3.12)

sendo dÀd¸ a área incremental do arranjo de dipolos.

Aplicando a Eq. 3.12 na Eq. 3.11, tomando toda a integral por toda a superfície e

realizando a normalizando pela velocidade do escoamento livre U∞, obtém-se o normalwash

induzido normalizado wN :

wN =
w

U∞

= − 1

4ÃÄ∞U2
∞

∫ ∫

S

∆p(À, ¸)K(x − À, y − ¸, z − ·)dÀd¸ (3.13)

onde K é a função kernel, dada por:

K(x0, y0, z0) ≡ exp

[
iÉx0

U∞

]
∂

∂Nr

∂

∂Ns

x0∫

−∞

1

R
′

h

exp

[

iÉ
µ − M∞R

′

h

U∞´2
∞

]

dµ (3.14)

sendo (x0, y0, z0) um sistema de coordenadas relativo, entre o fixo e local, dado por: x0 ≡ x − À;

y0 ≡ y − ¸; z0 ≡ z − ·.

As funções kernel são transformações algébricas elementares que representam um

domínio tridimensional como sendo uma fonte ou um ponto dipolo instável com intensidade
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concentrada. São entendidas como funções que representam, em um domínio fechado, o gap

de pressão devido à variação da intensidade do dipolo. A solução da função kernel é bastante

complicada e envolve aproximações de integrais devido à transformação. Uma forma de solução

destas é apresentada por Vivian e Andrews (1965) e maiores detalhes podem também ser

encontrados nos trabalhos de Silva (2018), Borges (2019) e Delgado Filho (2021).

Uma vez obtida a solução da função K, rearranja-se a Eq. 3.13 para a discretização

de painéis, no intuito de escrever a velocidade induzida em um painel receptor (subscrito r),

calculada no seu respectivo ponto de controle, devido a contribuição de todos os demais painéis

emissores (subscrito s) da discretização, resultando na Eq. 3.15:

(wN )r =
∑

s

−(∆cp)s
(cpn)s

8Ã

∫ ∫

S

K(x − À, y − ¸, z − ·)dÀd¸ (3.15)

onde (∆cp)s é o coeficiente de pressão de um painel emissor, dado por:

(∆cp)s =
∆ps

1
2Ä∞U2

∞

(3.16)

A extensão da Eq. 3.15 para definir o conjunto de velocidades normalwash de todos os

painéis é dada como segue:

wN = Dd∆cp (3.17)

onde Dd é uma matriz quadrada complexa da ordem de número de painéis, que relaciona

a diferença de pressão devido à influência de um painel para outro. Esta também pode ser

denominada como matriz de fatores downwash, cuja inversa, denominada matriz de coeficientes

de influência aerodinâmicos (Aerodynamics Influence Coefficients Matrix - AIC), pode ser

utilizada para determinar o vetor de coeficientes de pressão ∆cp. Assim, reescreve-se a Eq.

3.17 como:

∆cp = AIC wN (3.18)

em que AIC = Dd
−1.

A avaliação da distribuição de pressão, ∆cp, depende da obtenção de AIC e de wN.

Objetivamente, a matriz de coeficientes é calculada e o vetor de velocidades é obtido a partir

da imposição das condições de contorno do escoamento, ambos procedimentos descritos nas

subseções seguintes.

3.1.3 Avaliação da matriz dos coeficientes de influência aerodinâmicos

A obtenção da matriz AIC depende da natureza da matriz de downwash Dd, conforme

apresentado anteriormente. A matriz Dd é dada pela soma dos termos, estacionário (DdE) e

não-estacionário (DdNE), e possui dependência para com o número de Mach, geometria da



Capítulo 3. Modelagem Aerodinâmica 39

superfície e um parâmetro adimensional denominado frequência reduzida (kr). Este, representa

o número de oscilações sofridas por um aerofólio durante o intervalo de tempo que o escoa-

mento U∞ leva para percorrer a distância da semi-corda (b), sendo calculado da seguinte forma

(Wright; Cooper, 2015):

kr =
Éb

U∞

(3.19)

Segundo Albano e Rodden (1969) para casos de regime estacionário de escoamento,

ou seja, quando kr = 0, o DLM converge para o VLM, o que permite aplicação deste para

obtenção da parte estacionária de Dd. Ainda segundo os autores, essa abordagem apresenta

uma vantagem para com a convergência dos resultados em frequências próximas de zero.

A obtenção do termo não-estacionário apresenta maior complexidade e depende da

forma como a pressão é distribuída ao longo da linha de dipolos. A formulação original de

Albano e Rodden (1969), considerou uma aproximação parabólica para realizar o ajuste do

numerador do integrando da função kernel. Posteriormente, a aproximação quártica foi proposta

por Rodden, Taylor e McIntosh (1998), garantindo mais estabilidade para o método. Borges

(2019) implementou ambas aproximações, e apresenta a formulação de DdE , inclusive, para

casos não planares. Nesta tese, as análises se detêm a casos planares e, dessa forma, somente

a formulação planar está apresentada, para melhor leitura, no Apêndice A.

3.1.4 Cálculo do normalwash

Conforme comentado ao longo da seção, a velocidade induzida age no ponto de

controle do painel e é formulada com base nas condições de contorno do potencial aerodinâmico

linearizado da Eq. 3.2. Mais especificamente, essas condições referem-se a não penetrabilidade

e a inexistência de escoamento normal à superfície sustentadora, imposto matematicamente

por:

∂h

∂t
+ V · ∇h = 0 (3.20)

onde h (x, y, z = 0, t) é uma função que descreve uma superfície variante do tempo em três

coordenadas e, para o caso de asas finas, pode ser escrita como função da deformação do

seu plano médio (hm) e do envelope de espessura (ht) relativo ao plano médio não deformado

(z = 0), sendo representada pela seguinte forma:

h (x, y, t) = hm (x, y, t) ± ht (x, y, t) (3.21)

O vetor velocidade V para um fluxo linearizado em torno do escoamento uniforme,

como descrito anteriormente, pode ser escrito como sendo:

V = (U∞ + up) î + (vp) ĵ + (wp) k̂ (3.22)

no qual up, vp e wp são pequenas perturbações no escoamento livre.
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Aplicando as Eqs. 3.21 e 3.22 na Eq. 3.20, com h = hm ± ht, tem-se:

−∂h

∂t
− (U∞ + up)

∂h

∂x
− vp

∂h

∂v
+ wp = 0 (3.23)

estendendo a linearização do potencial às condições de contorno, ou seja, desprezando os

termos não lineares, obtém-se a expressão disposta na Eq. 3.24.

wp =
∂h

∂t
+ U∞

∂h

∂x
(3.24)

A linearização aplicada limita a modelagem às superfícies sustentadoras finas. Além

disso, em geometrias de asas simples, é conveniente representar deformações como funções

polinomiais no espaço e harmônicas no tempo que, em forma de série, são escritas como (Blair,

1992):

h (x, y, t) =

[
nx∑

j=0

ny∑

k=0

ajkXjY k

]

exp (iÉt) = h exp (iÉt) (3.25)

em que ajk são as constantes do polinômio, X e Y são coordenadas no ponto de aproximação

e nx e ny designam a ordem dos polinômios nas direções x e y, respectivamente.

Substituindo a Eq. 3.25 na Eq. 3.24, obtém a velocidade normal induzida (wp = wN ):

wN =

{

iÉ

[
nx∑

j=0

ny∑

k=0

ajkXjY k

]

+ U∞

[
nx∑

j=0

ny∑

k=0

jajkXj−1Y k

]}

exp (iÉt) (3.26)

a aplicação da frequência reduzida kr na Eq. 3.26 e da normalização pela velocidade do fluxo

livre U∞, resulta em:

wN =

{

ikr

b

[
nx∑

j=0

ny∑

k=0

ajkXjY k

]

+

[
nx∑

j=0

ny∑

k=0

jajkXj−1Y k

]}

exp (iÉt) =
ikr

b
h +

∂h

∂x
(3.27)

A Eq. 3.27 pode ser utilizada para definição do carregamento aerodinâmico sem nenhum

problema. No entanto, para utilização no DLM, o carregamento será descrito em coordenadas

modais, conforme será descrito no modelo acoplado do próximo capítulo. Para isso, é mais

conveniente apresentar o conjunto de normalwash evidenciando o vetor de deslocamentos h,

da seguinte forma:

wN = (DR + ikrDI) hT (3.28)

onde a matriz DR denota a amplitude das inclinações e DI a magnitude dos deslocamentos h,

ambas relativas a cada painel e a cada modo.

Definidos ambos os termos necessários para o cálculo dos coeficientes de pressão

na Eq. 3.18, define-se o vetor de esforços aerodinâmicos (Fa) em termos de AIC e de wN,

segundo a Eq. 3.28, como:
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Fa = q∞ S AIC wN = q∞ S AIC (DR + ikrDI) hT (3.29)

sendo q∞ =
1

2
Ä∞U2

∞
a pressão dinâmica e S é a matriz de integração aerodinâmica que, para

o caso da placa plana, é composta pelas área dos painéis.

A Eq. 3.29 representa o carregamento aerodinâmico no domínio físico e ainda requer

manipulações para o cálculo no ponto de controle de cada painel. Isso porque, como será

apresentado no próximo capítulo, análises de estabilidade como as de flutter faz uso da equação

do movimento, e portanto os esforços aerodinâmicos, em coordenadas modais.
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C A P Í T U L O IV

MODELAGEM DO PROBLEMA AEROELETROELÁSTICO

Desenvolvidos os modelos estrutural eletromecânico e o aerodinâmico, faz-se neces-

sário apresentar a metodologia de acoplamento destes para avaliação do comportamento

aeroelástico do sistema. No contexto do grupo de pesquisa LMEst envolvendo estruturas

aeronáuticas em regime subsônico, Silva (2018) analisou a estabilidade de sistemas aero-

viscoelásticos utilizando o programa comercial NASTRAN para o cálculo do carregamento

aerodinâmico. Borges (2019) elaborou e validou a ferramenta Aerosolver para análise de

flutter em sistemas aeroelásticos simples. Nesta, o carregamento aerodinâmico foi modelado

via DLM e acoplado a modelos estruturais para análises de estabilidade de asas modeladas

como placas planas (plate like wing) puramente metálicas e estruturas sanduíches dotadas de

camadas viscoelásticas. Em continuidade, Delgado Filho (2021) fez alterações no Aerosolver

com o intuito de inserir efeitos de incertezas através da modelagem estrutural via elementos

finitos estocásticos. Ambos estudaram estruturas sujeitas à escoamentos subsônicos, porém se

limitando ao domínio físico mecânico. Neste capítulo, serão abordados os principais aspectos

referentes ao modelo aeroeletroelástico acoplado no que diz respeito à análise de estabilidade,

passando pela formulação da equação aeroelástica deste modelo até a estruturação do método

pk, utilizado para análises de flutter.

4.1 Acoplamento entre os modelos estrutural e aerodinâmico

A obtenção do carregamento aerodinâmico não-estacionário via DLM, conforme deta-

lhado no capítulo anterior, está limitada à malha aerodinâmica descrita. O efetivo acoplamento

dos modelos se dá através da interação do modelo aerodinâmico com estrutural correspon-

dente, neste caso, o eletroelástico já formulado. Para tal, combina-se as malhas estrutural e

aerodinâmica, ilustradas na Fig. 4.1, através de um artifício de interpolação de deslocamentos

via splines.

As malhas estrutural e aerodinâmica são sobrepostas e as linhas splines funcionam

como uma grade fixa que interliga ambas as malhas. Dessa forma, os deslocamentos dos nós

na malha estrutural, especificamente da direção z, são interpolados aos pontos de controle da

malha aerodinâmica através das splines, representadas, matematicamente, pela matriz Tas.

Isso permite escrever o vetor de deslocamentos estrutural hT como disposto na Eq. 4.1.
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Spline Linha de dipolos

Ponto de controle

Malha Estrutural (MEF)

Malha Aerodinâmica (DLM)

Figura 4.1 – Malhas estrutural e aerodinâmica (adaptada de Kotikalpudi; Pfifer; Balas, 2015).

hT = Tasug (4.1)

Os termos da matriz Tas são calculados por (Delgado Filho, 2021):

Tas =
nx∑

i=0

ny∑

j=0

aijXi
aY j

a (4.2)

em que Xa e Ya representam as coordenadas dos pontos de controle dos painéis e aij são

constantes de interpolação das formas modais, obtido pela Eq. 4.3

aij =

[
nx∑

i=0

ny∑

j=0

XiY j

]

ug (4.3)

com X e Y , neste caso, representando as coordenadas nodais da malha estrutural. Destaca-se

ainda, que a interpolação utilizada nesta tese para obtenção dessas constantes é linear.

O equacionamento apresentado permite escrever o carregamento aerodinâmico medi-

ante os deslocamentos físicos da malha estrutura. No entanto, a análise de sistemas aeroelásti-

cos com vistas à instabilidade de flutter, requer avaliação do comportamento dos modos de

vibrar com a variação da velocidade do escoamento. Dessa forma, é conveniente obter a equa-

ção dinâmica do movimento em coordenadas modais (q). Essa abordagem faz uso da matriz

das formas de vibrar, ou matriz modal (Φ), para transformar equações de movimento acopladas

escritas em coordenadas físicas em uma forma de coordenadas diferente, denominada modal

ou principal, onde o acoplamento está ausente (Wright; Cooper, 2015). A transformação de

coordenada física em modal é dada, matematicamente, por:
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ug = Φq (4.4)

A equação do movimento acoplada no domínio do tempo, como apresenta a Eq. 2.42,

pode ser escrita de forma única, tomando Qg(t) = Z−1(t)ϕg(t), como:

Muuüg(t) +
[

Kuu − Kuφ(Kφφ − Z−1)−1Kφu

]

︸ ︷︷ ︸

KT

ug(t) = Fg(t) (4.5)

em que KT representa uma matriz de rigidez completa, incluindo o circuito shunt, contendo

a impedância do circuito no domínio do tempo. Aplicando a transformação modal à Eq. 4.5 e

pré-multiplicando ambos os lados da equação pela transposta de Φ:

ΦTMuuΦ
︸ ︷︷ ︸

Mq

q̈ + ΦTKT Φ
︸ ︷︷ ︸

Kq

q = ΦTFg(t) (4.6)

sendo Mq e Kq as matrizes de massa modal e rigidez no domínio modal, respectivamente

O lado direito da Eq. 4.6 representa o carregamento externo na base modal. Para o

modelo aeroeletroelástico, o carregamento Fg representa o carregamento aerodinâmico. Nesse

sentido, o carregamento da Eq. 3.29 deve ser escrito em coordenadas modais através da

combinação da Eq. 4.1 e da Eq. 4.4, resultando em:

Fa = q∞ S AIC (DR + ikrDI) TasΦq (4.7)

o qual, aplicado à Eq. 4.6 e transferindo a força para os nós da malha estrutural:

Mqq̈ + Kqq = ΦTTT

as q∞ S AIC (DR + ikrDI) TasΦq
︸ ︷︷ ︸

Fq

(4.8)

onde Fq representa o vetor de carregamento aerodinâmico em coordenadas modais depois de

todas as interpolações. Este, é geralmente escrito de forma a explicitar a matriz aerodinâmica

generalizada Qa (Generalized Aerodynamics Matrix - GAM), complexa, função da frequência

reduzida e obtida, para cada modo individualmente, por:

Qa(ikr) = ΦTTT

as S AIC (DR + ikrDI) TasΦ (4.9)

e, dessa forma, a equação do movimento para o sistema aeroeletroelástico acoplado em

coordenadas modais é:

Mqq̈ + Kqq = q∞Qa(ikr) q (4.10)

A Eq. 4.10 explicita o acoplamento dos modelos estrutural eletromecânico e aerodinâ-

mico, e será empregada para a análise de estabilidade. Vale destacar os efeitos derivados do

carregamento aerodinâmico, o qual insere uma parcela de rigidez e outra de amortecimento,

provenientes das partes real e imaginária de Qa, respectivamente.
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4.2 Estabilidade e predição do flutter

A obtenção da equação aeroelástica da estrutura eletromecânica é o primeiro passo

para análise de estabilidade. Nesta tese, a análise de estabilidade será realizada com vistas

ao flutter, que é uma instabilidade aeroelástica dinâmica proveniente do desequilíbrio entre as

forças aerodinâmicas induzidas pelo movimento e as forças elásticas e de inércia (Djojodihardjo,

2023). O flutter também é definido como uma vibração instável e auto excitada, em que a

estrutura extrai energia do escoamento, passando a oscilar com amplitudes elevadas que,

frequentemente, culminam em falha estrutural catastrófica (Wright; Cooper, 2015).

A ocorrência do flutter também é relatada como um acoplamento desfavorável entre dois

modos de vibrar a uma determinada velocidade de escoamento, denominada crítica, a partir da

qual qualquer perturbação acidental desencadeia as oscilações instáveis (Fung, 1993). Diante

da natureza complexa e destrutiva, geralmente recomenda-se que o flutter seja completamente

eliminado nas fases de projeto ou impedido de ocorrer dentro do envelope de voo (Garrick;

Reed, 1981).

A previsão do flutter é realizada através da solução da equação aeroelástica do sistema,

que consiste num problema de autovalor. No entanto, a natureza da GAM exige um procedimento

iterativo de acoplamento de frequências (Wright; Cooper, 2015), isso porque a frequência

reduzida é entrada e solução do problema ao mesmo tempo. Os métodos iterativos mais

consolidados são o k e o pk, ambos baseados em suposições simples de movimento harmônico,

que são aceitáveis no limite do flutter. Os métodos podem prever a mesma velocidade crítica,

mas certa imprecisão no comportamento subcrítico. O fato do amortecimento do método k

não ser confiável, faz do método pk ser frequentemente mais utilizado, por conta da sua

confiabilidade (Yuan; Zhang, 2023). Neste caso, relaciona-se o autovalor ao coeficiente de

amortecimento estrutural g, e identifica-se a velocidade crítica quando a parte real do autovalor

for nula para um determinado o modo. Esse procedimento é graficamente representado pelo

diagrama V -g, conforme ilustra a Fig. 4.2.

Figura 4.2 – Diagrama V -g para análise de estabilidade (adaptada de Garrick; Reed, 1981).



Capítulo 4. Modelagem do problema aeroeletroelástico 46

4.2.1 O método pk

A utilização do método parte da equação aeroelástica escrita como um problema de

autovalor não-linear de segunda ordem do tipo:

[

p2Mq +

(

Cq − 1

2

b

kr
ÄV QI

a

)

p +

(

Kq − 1

2
ÄV 2QR

a

)]

q = 0 (4.11)

onde: QR
a e QI

a são as matrizes de rigidez e amortecimento modal aerodinâmicas, computadas

como sendo a parte real e imaginária da GAM função de kr, respectivamente; a matriz Cq

representa o amortecimento estrutural em coordenadas modais que, conforme desenvolvido no

capítulo anterior, não foi incluído na modelagem; e p = É

(
g

2
± i

)

é o autovalor do problema.

É importante destacar, que a matriz de rigidez reduzida às coordenadas modais Kq

advém da matriz KT . Entretanto, a impedância nesta formulação se dá no domínio da frequência,

tal qual apresentado na Eq. 2.45. Isso porque, o método pk, como detalhado a seguir, analisa

pontos de velocidade modo a modo.

Para obter a solução via método pk, a Eq. 4.11 é reescrita na forma canônica de

espaço-estado, conforme a Eq. 4.12, dobrando a ordem do problema.

[A − pI] q = 0 (4.12)

sendo I a matriz identidade e A dada por:

A =







0 I

− M−1
q

(

Kq − 1

2
ÄV 2QR

a

)

M−1
q

(
1

2

b

kr
ÄV QI

a

)







(4.13)

Dessa forma, são necessárias iterações para a solução da Eq. 4.11 de tal modo que

a frequência reduzida, agora calculada com base no autovalor p, também seja satisfeita. O

autovalor é complexo e possui É como parte imaginária (ℑ), sendo assim a kr a ser satisfeita é

dada por:

kr =
Éb

V
=

ℑ(p)b

V
(4.14)

Para tal, estima-se um valor de kr com base nas frequências naturais e calcula-se o

problema de autovalor da Eq. 4.11. Obtido o autovalor, calcula-se a nova kr correspondente e

faz uma comparação com a estimativa anterior até que se atingida a tolerância (tol) requerida.

Enquanto não se atinge a tolerância requerida, o processo é repetido através da atualização

de kr. Atingida a tolerância, a análise avança ao modo de vibrar seguinte. O procedimento é

ilustrado no fluxograma da Fig. 4.3.

O critério de convergência de kr deve atender critérios de parada avaliados pelo erro

absoluto entre as frequências de cada j-ésima iteração do loop descrito, os quais são:
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Velocidade de interesse

Modo de interesse

Estimativa inicial para 
frequência  

Cálculo da GAM

Cálculo da nova      a 
partir de 

Satisfaz 
a       ? 

Próximo modo

SIM

Atualizar

NÃO

Figura 4.3 – Fluxograma do método pk (adaptada de Borges, 2019).

∣
∣
∣
∣k

(j)
r − k(j−1)

r

∣
∣
∣
∣ < tol, se k(j−1)

r < 1

∣
∣
∣
∣k

(j)
r − k(j−1)

r

∣
∣
∣
∣ < tol · k(j−1)

r , se k(j−1)
r g 1

(4.15)

em que o valor de tolerância usual é de 0, 001 (Rodden; Johnson, 1994).

Observa-se, por fim, que para cada ponto de velocidade analisado, em cada modo de

vibrar, é possível calcular o valores do amortecimento g a partir do autovalor p por:

g =
2ℜ(p)

ℑ(p)
(4.16)

os quais são utilizados para o levantamento do gráfico V -g e, consequentemente, análise de

flutter.

4.2.2 Aproximação da matriz GAM

No método DLM, a análise de flutter requer o cálculo da matriz GAM a cada iteração,

resultando em grande esforço computacional para sua predição. Uma forma de contornar essa

problemática está na utilização de interpolações das matrizes aerodinâmicas. Nesse sentido, a

aproximação de Roger é bastante utilizada em análises aeroelásticas envolvendo controle ativo,
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bem como a modelagem de superfícies de controle em asas e empenagens. De forma geral, se

trata de uma ferramenta para transformação da matriz GAM para o domínio temporal, onde é

realizada aproximação destas via método dos mínimos quadrados e o uso de múltiplos estados

de atraso (Kotikalpudi; Pfifer; Balas, 2015; Borges, 2019).

No entanto, apesar da aproximação de Roger ser amplamente utilizada para conversão

das matrizes aerodinâmicas para o domínio do tempo, nesta tese, a aproximação será utilizada

como recurso de minimização de esforço computacional para os cálculos repetitivos da GAM

no método pk. A função de transferência, também denominada função racional de aproximação,

utilizada para aproximar a GAM é:

Q̂a(kr) = A0 + (ikr) A1 + (ikr)2
A2 +

Np+3
∑

p=3

ikr

(ikr + µp)
Ap+2 (4.17)

onde Q̂a representa a matriz GAM aproximada, as matrizes Am, com m = 0, 1, . . . 6, são as

matrizes de aproximação de Roger obtidas por um ajuste de curva de mínimos quadrados

proveniente de valores discretos de kr. Por fim, a soma da Eq. 4.17 define os estados aerodinâ-

micos, onde µp indica o atraso aerodinâmico associado ao estado ¼p, para p = 3, . . . , Np, e é

calculado para o range de kr desejado (Jonsson et al., 2019; Cea; Palacios, 2021). Maiores

detalhes sobre o cálculo das matrizes de aproximação podem ser encontrados no trabalho de

Borges (2019).

A estrutura modelada possui características de um típico sistema de coleta/aproveitamento

de energia baseado em vibração, do inglês Vibration-based Energy Harvesting system (VEH).

Estes são constituídos de um dispositivo mecânico fonte de vibrações, um dispositivo de con-

versão eletromecânica, um circuito elétrico extrator para converter a energia elétrica recuperada

em elétrica utilizável e, por fim, um sistema de gerenciamento e/ou armazenamento (Aouali,

2021). No caso desta tese, a estrutura compósita vibra devido o escoamento, ao passo que

possui elementos piezoelétricos (conversor eletromecânico) que estão ligados ao circuito shunt

(extrator) que controla a estrutura. A parcela de gerenciamento/armazenamento refere-se a

capacitores e baterias para utilização da energia e não está contemplada nesta tese. Na seção

seguinte, o conceito de harvesting vai ser melhor explanado e o equacionamento para obtenção

da potência obtida será desenvolvido.

4.3 Energy harvesting

O termo energy harvesting, em definição, refere-se às técnicas pelas quais a energia

desperdiçada no ambiente é aproveitada e convertida em alguma forma útil, como a eletricidade

(Rosso, 2024). Esse termo causa confusão quando traduzido ao português, sendo definido

como coleta, colheita ou aproveitamento de energia. Sendo assim, para que não haja confusões,

os termos em inglês serão utilizados. Além desse, é comum encontrar na literatura o termo

harvester, em referência aos dispositivos que são utilizados para finalidade de harvesting, ou

que realizam, em outras palavras, a captura de energia.
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Os recentes avanços de eletrônicos de baixa potência e sistemas sem fio (wireless) têm

motivado ainda mais pesquisas envolvendo energy harvesting. Os dispositivos VEH são objetos

de estudos nas últimas três décadas e, apesar de serem idealizados para dispositivos de

pequeno porte eletrônicos (Aouali, 2021), estes também estão sendo aplicados em dimensões

de centímetros (mesoescala) (Rosso, 2024). A vibração nesses dispositivos pode ser convertida

para energia elétrica através de mecanismos eletromagnéticos (Han et al., 2022), piezoelétricos

(Gedeon; Dorsch; Rupitsch, 2021) e/ou eletrostáticos (Li et al., 2023). Sendo aqueles que

utilizam PZT vantajosos por conta das maiores densidade de potência, facilidade de aplicação

e projetos mais simples e compactos.

Técnicas de harvesting através de mecanismos piezoelétricos, também denominados

Piezoelectric Vibration Energy Harvesting - (PVEH), são bastante estudadas através de dife-

rentes modelos numéricos. O modelo mais simples é o de um único grau de liberdade que, no

entanto, pode apresentar resultados imprecisos. Dessa forma a utilização de técnicas como a

de elementos finitos também são empregadas para análises de sistemas PVEH (Amini et al.,

2016; Deng et al., 2021).

No âmbito de sistemas fluido-estrutura, as modelagens de PVEH possuem maior

complexidade, uma vez que existe troca de informação por três vias em domínios físicos

diferentes. Além disso, a deformação da estrutura e a potência a ser gerada somente podem

ser identificadas após o cálculo dos carregamentos aerodinâmicos. E em contrapartida, o

carregamento aerodinâmico não pode ser calculado sem informações de deformação estrutural

e influência elétrica sobre essas deformações (Ravi; Zilian, 2019).

Alguns trabalhos se destacam quanto à modelagem de harvesting em sistemas fluido-

estrutura. Erturk et al. (2010) apresentaram um modelo matemático para análises de harvesting

de sistemas denominados piezoaeroelásticos, em que um harvester foi acoplado a uma se-

ção típica de asa para análise de potência elétrica de saída. De Marqui Junior et al. (2010)

desenvolveram um modelo em elementos finitos de um sistema piezoaeroelástico acoplado no

domínio da frequência e modelagem aerodinâmica via DLM. Neste caso, os autores analisaram

uma estrutura de placa embebida de camadas de PZT, apresentaram Funções de Resposta em

Frequência (FRF) elétricas para o caso e obtiveram parâmetros ótimos para maximizar a potên-

cia de saída. Mais recentemente, Amini, Emdad e Farid (2014) apresentaram um modelo em

elementos finitos para análises de harvesting a partir de interações fluido-estrutura, utilizando

estrutura unimorfa (PZT em apenas um lado da placa) ligada a um circuito resistivo e sujeita a

escoamento turbulento.

O modelo estruturado ao longo desta tese já inclui o carregamento não-estacionário e

os efeitos elétricos advindos de um circuito elétrico qualquer, como já apresentado. Resta, no

entanto, desenvolver a forma de obtenção da potência captada que, nas análises realizadas,

são para a frequência de flutter.
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4.3.1 Potência de harvesting

A escassa literatura envolvendo análise de harvesting com modelos em elementos finitos

mostram o levantamento das chamadas FRF’s elétricas (voltagem, corrente e/ou potência) de

acordo com os modelos estruturais pertinentes. No caso desta tese, a estruturação do modelo

se dá no domínio da frequência, tendo em vista a natureza do DLM. Dessa forma, a obtenção

da expressão de FRF em voltagem para o modelo proposto parte das equações do movimento

no domínio do tempo, tomando respostas harmônicas para os graus de liberdade mecânicos,

força e carga elétrica, do tipo:

ug(t) = u0 exp (iÉt)

ϕg(t) = ϕ0 exp (iÉt)

Fg(t) = F0 exp (iÉt)

Qg(t) = Q0 exp (iÉt)

(4.18)

A aplicação das respostas harmônicas da Eq. 4.18 na Eq. 2.42, incluindo o carregamento

aerodinâmico do lado direito da equação, tem-se:

[

Kuu − É2Muu

]

u0 exp (iÉt) + Kuφ ϕ0 exp (iÉt) =F0 exp (iÉt)

+ iÉ
ÄV

2
QI

aF u0 exp (iÉt)

+
ÄV 2

2
QR

a F u0 exp (iÉt)

(4.19)

onde o subíndice F nas matrizes aerodinâmicas representa uma transformação das mesmas à

base denominada física, ou seja, Q
R/I
a F = ΦQ

R/I
a ΦT, realizada para que se tornem compatí-

veis com a dimensão dos demais termos da Eq. 4.19. Aplicando a relação entre as coordenadas

física e modal, e tomando a resposta harmônica, reescreve-se a Eq 4.19 como:

[

Kuu − ÄV 2

2
QR

a F − iÉ
ÄV

2
QI

aF − É2Muu

]

︸ ︷︷ ︸

AA

u0 + Kuφ ϕ0 = F0 (4.20)

Aplicando o mesmo a segunda equação acoplada, chega-se em:

Kφuu0 +

[

Kφφ − Z−1(É)

iÉ

]

ϕ0 = 0 (4.21)

Por fim, substituindo a Eq. 4.20 na Eq. 4.21 e fazendo algumas manipulações matemáticas,

chega-se à seguinte expressão da FRF elétrica em voltagem por unidade de força:

ϕ0(É)

F0(É)
=

[

KφuA−1
A Kuφ − Kφφ +

Z−1(É)

iÉ

]
−1

KuφA−1
A = DDP(É) (4.22)
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Neste ponto, vale ressaltar que os circuitos onde a tensão e/ou corrente são representa-

das por senoides ou cossenoides, como o caso da resposta harmônica adotada aqui, possuem

potência aparente dissipada P dada por (Boylestad, 2011):

P =
VpIp

2
(4.23)

onde Vp e Ip representam a tensão e corrente de pico, respectivamente. Como a corrente de

pico é dada por Ip =
Vp

Z
pode-se escrever a potência dissipada em função da impedância do

circuito. Expandido esse conceito às equações matriciais desenvolvidas pode-se definir a FRF

de potência como sendo:

P0(É) =
DDP2

2|Z(É)| (4.24)

A Eq. 4.24 representa um indicativo de potência aparente a ser obtida do circuito

conectado à estrutura e, apesar de estar disposta como uma FRF, será utilizada para obtenção

da potência do circuito na frequência de flutter mediante a configuração estrutural existente.

Essa potência, assim como a velocidade de flutter, serão otimizadas com base nos parâmetros

do circuito através da técnica de otimização apresentada com mais detalhes no próximo capítulo.
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C A P Í T U L O V

PROJETO ÓTIMO ROBUSTO

O projeto de sistemas mecânicos modernos requer, cada vez mais, aumento de confia-

bilidade e segurança de operação. Estruturas aeronáuticas e aeroespaciais são exemplos do

aumento de segurança empregado ao longo dos anos. Aplicações com demandas múltiplas

de projeto com busca de melhorias em desempenho caracterizam-se como Problemas de

Otimização Multiobjetivo (POMO). Estes, consistem em minimizar (ou maximizar) um conjunto

de objetivos simultaneamente, obedecendo um conjunto de restrições. Concepções ótimas

e/ou robustas atuam como importantes ferramentas para garantir a confiabilidade, robustez e

maximização de desempenho ainda na fase de projeto, reduzindo assim os custos de produção

O estudo de caso abordado nesta tese se enquadra como um problema de multi

atributos desejados, uma vez que a concepção robusta de circuitos shunt, visando a obtenção

de máxima potência e supressão do flutter, é de grande interesse deste trabalho. Nesse sentido,

este capítulo abordará conceitos relativos às técnicas de otimizações determinística e robusta a

serem utilizadas, conceitos sobre dominância de Pareto, o método de otimização via algoritmo

evolucionário Non-dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA) e funções de vulnerabilidade

serão apresentados.

5.1 Formulação de um problema de otimização multiobjetivo determinístico (POMD)

Diferentemente dos problemas mono-objetivo, os POMO buscam obter um conjunto

de pontos soluções que satisfaça as restrições e otimize as funções objetivo, geralmente,

conflitantes. Os pontos, neste caso, são ditos soluções não-dominadas. A formulação clássica

matemática de um POMO é definida pela expressão (Deb, 2001):

Min (ou máx) y = fm(x) = [f1(x), f2(x), . . . , fm(x)] , m = 1, 2, . . . , M

Sujeito a







g(x) = [g1(x), g2(x), . . . , gj(x)] f 0 j = 1, 2, . . . , J

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X ¢ R
n

xL
i f x f xU

i i = 1, 2, . . . , n

y = (y1, y2, . . . , ym) ∈ Y ¢ R
k

(5.1)
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onde x é o vetor das n variáveis de projeto; xL
i e xU

i são os limites inferiores e superiores de cada

componente de x, respectivamente; Rn e R
k representam os espaços de decisão e objetivos,

respectivamente; X ¦ R
n também é conhecido como espaço factível e está associado às J

funções de restrições (de igualdade e desigualdade) g(x); e, por fim, y é o vetor de objetivos a

serem otimizados.

A função f : Rn → R
k representa a transformação a partir do espaço de decisão X no

espaço objetivo Y e pode ser utilizada para avaliar a qualidade de cada solução. A imagem

de X sob a função f representa o espaço conhecido como espaço objetivo factível Y = f(X).

A inexistência de uma hierarquia de soluções nos problemas multiobjetivos impede que seja

realizada uma comparação direta quanto à qualidade das soluções, como nos problemas

mono-objetivo. Dessa forma, uma relação usualmente adotada para comparar soluções em

POMO’s é conhecida como dominância de Pareto (Kumar; Yadav, 2019).

Para definir o conceito de dominância, considera-se a minimização simultânea de todos

objetivos de um POMO qualquer, dados por y1 = (y1
1, . . . , y1

m) e y2 = (y2
1, . . . , y2

m), e seus

respectivos vetores decisão x1 e x2. Dessa forma, define-se que: x1 { x2 (x1 domina x2) se

nenhum componente de y2 for maior que o componente de y1 correspondente, e pelo menos

um componente de y1 seja maior que o correspondente y2 (Rostami; Neri; Gyaurski, 2020).

Matematicamente:

∀k = 1 : n, y1
k g y2

k

e

∃k = 1 : n | y1
k > y2

k

(5.2)

caso x1 não domine x2 e vice-versa, diz-se que ambos são indiferentes (x1 ∼ x2) ou possuem

mesmo nível de dominância. A Fig. 5.1 ilustra o conceito de dominância de Pareto, analisando

a dominância de outras soluções em relação a B.

f₂

f₁

is

dominated

dominates indifferent

indifferent

B

E

D

C

Figura 5.1 – Noção de dominância e indiferença (extraída e traduzida de Rostami; Neri;

Gyaurski, 2020).

A região composta pelo retângulo azul na Fig. 5.1 representa o espaço objetivo com

soluções que dominam B. Ou seja, todos os vetores objetivos nessa região possuem ao menos
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um valor objetivo que supera o correspondente de B, e o outro objetivo que é maior ou igual

que o objetivo do vetor B. O retângulo lilás contém vetores objetivos que são dominados pelo

vetor B, os demais são indiferentes.

O conceito de dominância é a base de definição da otimalidade e, finalmente, da

fronteira de Pareto. Por definição, uma solução x
∗ ∈ X é Pareto-ótima se não houver outra

solução x ∈ X que a domina. Ou seja, não há outra solução capaz de melhorar determinado

objetivo em detrimento da qualidade de, pelo menos, um outro objetivo (Eschenauer; Koski;

Osyczka, 1990). O conjunto dessas soluções Pareto-ótimas (P ∗) é definido matematicamente

por:

P ∗ = {x ∈ X | ∄x
∗ ∈ X : x

∗ ° x} (5.3)

Finalmente, a fronteira (ou frente) de Pareto PF∗ é definida como sendo a imagem do

conjunto Pareto-ótimas P ∗ no espaço objetivo, ou seja:

PF∗ = {f(x) | x ∈ P ∗} (5.4)

a Fig. 5.2 ilustra o conjunto Pareto-ótimo e a respectiva fronteira no espaço objetivos.

x₂

x₁

f₂

f₁
Pareto frontPareto optimal set

Decision Space Objective Space

Pareto front

=
k

=
k

Figura 5.2 – Ilustração do conjunto Pareto-ótimo e a respectiva fronteira (adaptada de Rostami;
Neri; Gyaurski, 2020).

Ao longo dos anos, vários métodos foram apresentados para resolução de POMO’s sob

diferentes abordagens. Alguns métodos tradicionais de resolução se valem da transformação

do POMO em um problema mono-objetivo, onde os vários objetivos são agregados em um

único. Estes métodos demandam ainda mais conhecimento do projetista acerca do problema

em análise, uma vez que este atua antes mesmo da obtenção das soluções, ou seja, a priori

(Srinivas; Deb, 1994; Arroyo, 2002). De outra forma, uma outra abordagem busca resolver

o POMO através do conceito de otimalidade de Pareto apresentado anteriormente. Nestes

casos, o projetista decide sobre o problema somente após obtenção do conjunto Pareto-ótimo,

o que caracteriza abordagem a posteriori (Lobato, 2008). Geralmente, o projetista pondera qual

objetivo pode ser mais negligenciado em detrimento do outro para a escolha dentro da fronteira

obtida, reduzindo a ação do tomador de decisão para um conjunto mais restrito. Fica claro, que
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abordagens de solução de POMO’s desse tipo são ferramentas de auxílio à tomada de decisão,

uma vez que a escolha final é facultada ao projetista. Uma categoria de métodos para solução

de POMO’s via otimalidade de Pareto é a dos Algoritmos Evolucionários, como o Algoritmo

Genético (AG).

5.1.1 Algorítimos genéticos (AG)

Os AG’s são algoritmos que fazem analogia ao processo evolutivo natural biológico,

imitando a teoria darwiniana de sobrevivência dos mais aptos, ou seja, um conjunto de soluções

potenciais competem entre si e “sobrevivem” caminhando em direção à solução ótima (Lobato,

2008). O AG foi proposto por em 1988 por John Holland e possui como elementos básicos a

representação de cromossomos, seleção de aptidão e operadores biologicamente inspirados,

como seleção, mutação e cruzamento (Holland, 1992; Goldberg, 1989). Esses algoritmos são

frequentemente utilizados para criar soluções de alta qualidade para problemas de otimização

e busca, onde a população inicial evolui por meio dos operadores biológicos.

Existe uma variedade de algoritmos evolucionários voltados para resolução de POMO’s

na literatura. O pioneiro foi proposto por Schaffer (1984), denominado VEGA (Vector Evaluated

Genetic Algorithm). Dentre outros mais populares cita-se: MOGA (Multi-objective Genetic Algo-

rithm) (Fonseca; Fleming, 1993); NSGA (Nondominated Sorting Genetic Algorithm) (Srinivas;

Deb, 1994); NPGA (Niched Pareto Genetic Algorithm) (Horn; Nafpliotis; Goldberg, 1994); SPEA

(Strength Pareto Evolutionary Algorithm) (Zitzler; Thiele, 1998); PESA (Pareto Envelope-based

Selection Algorithm) (Corne; Knowles; Oates, 2000); NSGA-II (Deb et al., 2000), utilizado nesta

tese; MOMGA (Multiobjective Optimization with Messy Genetic Algorithm) (Veldhuizen; Lamont,

2000); PESA-II (Corne et al., 2001); SPEA2 (Zitzler; Laumanns; Thiele, 2001); e NSGA-III (Deb;

Jain, 2014).

5.1.1.1 NSGA-II

O algoritmo NSGA (Srinivas; Deb, 1994) foi um dos primeiros algoritmos evolucioná-

rios baseado no conceito de dominância. No entanto, o mesmo utiliza uma abordagem de

classificação lenta (Deb, 2001) quanto a distribuição da população em diferentes níveis não-

dominados. Além disso, neste, a complexidade computacional se relaciona com o cubo da

população, tornando-o computacionalmente caro para grandes tamanhos populacionais (Kumar;

Yadav, 2019). Com base nisso, Deb et al. (2000) propuseram o NSGA-II, cujo busca soluções

não-dominadas em diferentes frentes de forma iterativa, reduzindo a complexidade.

O NSGA-II baseia-se em quatro princípios básicos, nomeadamente: classificação com

base na não-dominância; elitismo; preservação de diversidade via distância de aglomeração

(crowding distance - CD); e operador seleção (Verma; Pant; Snasel, 2021). O algoritmo tem

início com a construção de uma população de soluções candidatas geradas aleatoriamente.

Cada um dessas soluções é avaliada e atribuída a um ranking de aptidão igual ao seu nível de

não-dominância, sendo o nível 1 o melhor. Uma distribuição genérica das soluções ranqueadas

é ilustrada na Fig. 5.3.
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Ranque 1

Ranque 2

Ranque 3

Figura 5.3 – Ranking de soluções não-dominadas (adaptada de Kumar; Yadav, 2019).

Após a classificação da população inicial, os operadores bioinspirados de seleção,

recombinação, mutação e cruzamento são aplicados para obtenção de uma população inicial de

descendentes. Aqui se inicia um loop geracional, onde as populações de pais e descendentes

são combinadas, e as melhores soluções de ambas são incluídas de forma que o elitismo seja

assegurado (Rostami; Neri; Gyaurski, 2020). Ou seja, as soluções melhores são levadas à

próxima geração, até que sejam também dominadas, e a nova população é particionada em

frentes (Verma; Pant; Snasel, 2021). O algoritmo percorre o conjunto de frentes e adiciona

suas soluções à população para a próxima geração até que não seja mais possível acomodar

todas as soluções de uma determinada frente. Utiliza-se o parâmetro CD durante o processo

de seleção com o intuito de garantir a diversidade na frente. O CD, para uma i-ésima solução

qualquer, é o comprimento lateral médio do cuboide azul ilustrado na Fig. 5.3 e calculado

por(Kumar; Yadav, 2019):

CDi =
M
∑

p=1

f i+1
p − f i−1

p

fmax
p − fmin

p

(5.5)

onde f i+1
p e f i−1

p indicam o p-ésimo objetivo das soluções individuais i + 1 e i − 1, respectiva-

mente, e fmax
p e fmin

p são os valores máximos e mínimos da p-ésima função objetivo. Todo o

processo de funcionamento do NSGA-II é condensado no fluxograma da Fig. 5.4

5.2 Formulação de um problema de otimização multiobjetivo robusto (POMR)

As soluções Pareto-ótimas são de extrema importância para um POMO do ponto de

vista teórico, mas esbarram na dificuldade de implementação prática. Isso ocorre pelo fato

da abordagem determinística empregada desconsiderar as possíveis variações inerentes às

variáveis de projeto e/ou restrições (Lee; Park, 2001). Se uma solução ótima teórica é sensível

às perturbações/incertezas não consideradas de suas variáveis, a solução implementada pode

resultar em objetivos distintos do ótimo calculado. Dessa forma, do ponto de vista prático,

soluções comparativamente menos sensíveis às perturbações de suas variáveis, portanto

robustas, são muito mais interessantes (Deb; Gupta, 2006).
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Figura 5.4 – Fluxograma NSGA-II (adaptada de Kumar; Yadav, 2019).

Vários trabalhos envolvendo abordagem ótima robusta de POMO’s em várias áreas

da engenharia são encontrados na literatura. Goli et al. (2019) aplicaram otimização robusta

para o cálculo de risco de um portfólio de produtos sob incerteza de retorno. O artigo de Reis,

Manzanares Filho e Lima (2019), voltado para projeto de aerofólios, otimizou a distribuição de

pressão e analisou o desempenho de robustez do aerofólio. Long et al. (2021) investigaram a

demanda de socorro para logística epidêmica, onde um modelo robusto de otimização analisou

tempo, custo e inutilidade do serviço. No contexto de controle passivo de sistemas aeroelástico

poucos são os trabalhos encontrados. No entanto, cabe o destaque de alguns trabalhos do

grupo em que esta tese está inserido quanto ao uso de otimização robusta, modelagem

estrutural e/ou aplicação de circuitos shunt. Zambolini Vicente, Silva e Lima (2015) propuseram

uma metodologia ótima-robusta de circuitos shunt multimodais para o controle de vibrações

de estruturas compósitas. Ribeiro e Lima (2021) aplicaram a modelagem robusta de circuitos

multimodais em painéis compósitos sujeitos a escoamento supersônico. Mais recente, Rosa

et al. (2022) propuseram uma metodologia de projeto robusto para problemas estocásticos de

fadiga.

5.2.1 Robustez e aplicação em POMO

Uma solução é definida robusta quando se apresenta insensível, até determinado

limite, à perturbação nas variáveis de decisão x em sua vizinhança (Deb; Gupta, 2006), como

ilustra a Fig. 5.5. Nesta, destaca-se duas soluções mínimas, a solução B apresenta-se como

robusta, uma vez que a pequena perturbação ∆x impõe pouca ou irrelevante variabilidade na
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função objetivo fóti-rob. Por outro lado, a mesma variação aplicada à solução azul A, obtida

pela abordagem determinística, impõe alta sensibilidade para o objetivo fótimo. Observa-se que,

apesar da solução A representar um mínimo global, é mais instável às incertezas existentes

nas variáveis de projeto e, portanto, mais indesejada do ponto de vista prático.

Figura 5.5 – Ilustração de soluções ótima e ótima-robusta (adaptada de Choi, 2005).

A extensão da robustez aos problemas multiobjetivos deve garantir a análise de sen-

sibilidade para todos os objetivos, ou aqueles escolhidos pelo projetista, incluindo os efeitos

combinados. Além disso, nesses casos poder existir muitas soluções a serem analisadas

quando a robustez. A Fig. 5.6 ilustra a sensibilidade de incertezas em um POMO de dois

objetivos. O artigo de Deb e Gupta (2006) detalha formas de extensão da robustez em proble-

mas mono-objetivo para os POMO. No entanto, a abordagem utilizada nesta tese é a mesma

apresentada nos trabalhos de Lima (2007), Zambolini Vicente, Silva e Lima (2015) e Ribeiro

(2019), dada através da função de robustez (f r).

Figura 5.6 – Ilustração da sensibilidade de soluções ótima e ótima-robusta (adaptada de Deb;
Gupta, 2006).

A função de robustez é definida como sendo um estimador que avalia o impacto das



Capítulo 5. Projeto ótimo robusto 59

perturbações das variáveis de projeto sobre a função objetivo. Geralmente, a construção desta

baseia-se na média (µ) e desvio padrão (σ) das funções objetivo. A f r de uma função objetivo

f(x) utilizada nesta tese é definida por:

f r =

(

σf

µf

)

−1

(5.6)

em que a razão

(

σf

µf

)

mensura a dispersão e é denominada função de vulnerabilidade de f(x),

denotada por fv(x).

A inclusão do conceito de robustez e vulnerabilidade no POMO define o POMR capaz de

obter soluções estáveis (ou insensíveis) para variáveis de projetos com determinada incerteza

(ou variabilidade). No POMR deseja-se otimizar, simultaneamente, as funções objetivo e suas

respectivas robustezes, sendo definido para um problema de M objetivos por:

Min (ou máx) y∗ = f∗

m(x) = [f1(x), fv
1 (x), . . . , fm(x), fv

m(x)] , m = 1, 2, . . . , M

Sujeito a



































g(x) = [g1(x), g2(x), . . . , gj(x)] ≤ 0 j = 1, 2, . . . , J

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X ⊂ R
n

xL
i ≤ x ≤ xU

i i = 1, 2, . . . , n

y∗ = (y1, yv
1 , . . . , yv

m) ∈ Y ⊂ R
k

(5.7)

em que o vetor de objetivos f∗

m agora possui o dobro da ordem do POMD devido a inclusão das

vulnerabilidades. Ressalta-se aqui que a obtenção das funções de vulnerabilidade requerem a

geração de amostras aleatórias para cada variável de projeto. Nesta tese o método clássico

de Monte Carlo (Papadrakakis; Kotsopulos, 1999) foi substituído pelo Hiper Cubo Latino (HCL)

(Florian, 1992) para geração de amostras.
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C A P Í T U L O VI

SIMULAÇÕES NUMÉRICAS

Neste capítulo serão apresentados os resultados obtidos ao longo da pesquisa, deta-

lhando as particularidades das simulações, validações realizadas e, principalmente, as análises

de estabilidade com vistas ao flutter dos sistemas aeroelásticos analisados. Por fim, serão

apresentados os resultados relativos às otimizações e o impacto da robustez no modelo

estudado.

6.1 Características e parâmetros de simulação

O conjunto de simulações realizadas ao longo desta pesquisa possui alguns parâme-

tros adequadamente escolhidos para obtenção de resultados representativos. Eventualmente,

simulações comparativas adotaram configurações distintas, que serão pontuadas no momento

da explicação. Alguns parâmetros e propriedades cabem destaque, como a discretização

(elementos finitos e painéis aerodinâmicos), quantidade de modos de vibrar, parâmetros de

escoamento, quantidade de camadas compósitas, dimensões geométricas e propriedades dos

materiais (compósito e PZT).

6.1.1 Estrutura da asa e parâmetros de escoamento

A asa utilizada nas simulações que seguem é retangular sem enflechamento e/ou

afilamento, ou seja, plate like wing e, dessa forma, representada por uma placa plana em

balanço (cantilevered), conforme ilustra a Fig. 6.1. A estrutura da asa é um laminado de quatro

camadas dispostas simetricamente com ângulo de fibra 75◦, ou seja, [0◦/75◦]s = [0◦ 75◦ 75◦ 0◦].

Visando alguns testes, configurações de ângulos distintos foram simuladas, sendo a direção 75◦

foi a principal estudada. Foi utilizado um único compósito de densidade ρ = 1578 kg/m3, cuja

espessura de camada é hcamada = 0, 3 mm, perfazendo a espessura completa do laminado de

h = 1, 2 mm. Além disso, a placa possui dimensões de comprimento (envergadura) L = 500 mm

e largura (corda) b = 300 mm.

Na Fig. 6.1, somente as quatro camadas de compósito são representadas. A adição do

PZT à estrutura foi testada de duas formas ao logo do desenvolvimento da pesquisa, ora uma

camada completa recobrindo todo o laminado, ora em tratamento parcial, melhor representado
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Figura 6.1 – Ilustração da asa laminada.

ao longo deste capítulo. Em todos os casos, o PZT utilizado foi o G1195, também utilizado por

Zambolini Vicente (2014) e Ribeiro (2019), com densidade ρ = 7700 kg/m3 e, em todas análises,

espessura de 0, 5 mm. As propriedades mecânicas, eletromecânicas e elétricas pertinentes do

compósito e PZT estão definidas na Tab. 6.1 (Ribeiro; Lima, 2021):

Tabela 6.1 – Propriedades físicas dos materiais.

Mecânicas [Pa] Eletromecânicas
[

C/m2
]

Elétricas
[

F/m2
]

Compósito PZT G1195 PZT G1195 PZT G1195

C11 1,72 × 1011 9,2885 × 1010 e15 0 χ11 1,59 × 10−8

C12 1,48 × 109 3,9808 × 1010 e24 0 χ22 1,59 × 10−8

C13 1,48 × 109 3,9808 × 1010 e31 −18.2998 χ33 1,59 × 10−8

C22 7,58 × 109 9,2885 × 1010 e32 −9.0133

C23 2,28 × 109 3,9808 × 1010 e33 −9.0133

C33 7,58 × 109 9,2885 × 1010

C44 1,38 × 109 2,4200 × 1010

C55 3,45 × 109 2,4200 × 1010

C66 3,45 × 109 2,4200 × 1010

em que os valores das constantes C foram obtidos através dos módulos elásticos e coeficientes

de poisson de cada material, que podem ser consultados em Ribeiro e Lima (2021).

As simulações realizadas foram todas para um regime de escoamento subsônico de

ar com densidade ρ∞ = 1, 225 kg/m3, em que a linearização do potencial aerodinâmico foi



Capítulo 6. Simulações numéricas 62

realizada em torno de um M∞ = 0, 25. O intervalo de velocidade selecionado variou a depender

da necessidade e é especificado ao longo das análises.

6.1.2 Discretização e verificação estrutural

A inclusão de mais nós no elemento finito onera o custo para utilização de malhas muito

refinadas. Conforme descrito no Capítulo 4, os painéis aerodinâmicos são alocados de forma

que sejam iguais a malha estrutura de elementos finitos. Uma análise de convergência das

frequências naturais dos cinco primeiros modos de vibrar quanto à variação da discretização

foi realizada para estrutura sem nenhum PZT, visando a escolha da malha adequada. A Tab.

6.2 condensa os dados das discretizações testadas para os cinco primeiros modos de vibrar,

mostrando que, sem muita perda, é possível fazer análises utilizando a malha 12 × 12, uma vez

que o erro relativo, tomando a discretização 20 × 20 como referência, é menor que 0, 5 %.

Tabela 6.2 – Influência da discretização nas frequências naturais da estrutura.

Frequências naturais [Hz]

Malha 10 × 10 12 × 12 15 × 15 20 × 20

1◦ 7, 61 7, 60 7, 60 7, 60

2◦ 11, 25 11, 24 11, 23 11, 23

3◦ 48, 06 47, 87 47, 72 47, 61

4◦ 51, 51 51, 34 51, 21 51, 12

5◦ 59, 96 59, 83 59, 72 59, 65

A configuração de discretização escolhida foi validada com resultados obtidos pelo

programa comercial Ansys®, mais especificamente, através da ferramenta Ansys Structural

Tools em que uma malha construída de elementos finitos SHELL181, mais adequado para

modelagens de placas compósitas, foi empregada. A fidedignidade do modelo implementado

em Matlab®, quanto a estrutura multicamada compósita [0◦/75◦]s (nomeada como referência na

tabela), foi comprovada, como disposto na Tab. 6.3. Os dados comparativos entres os modelos

para os cinco primeiros modos de vibrar, evidenciam a pouca variação entre os dois primeiros

modos, envolvidos no fenômeno de flutter binário.

Tabela 6.3 – Comparativo das frequências naturais do laminado referência.

Frequências naturais [Hz]

f1 f2 f3 f4 f5

Aerolsolver compósito: 7, 600 11, 240 47, 870 51, 340 59, 830

Ansys®: 7, 586 11, 188 47, 482 50, 764 59, 056
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6.2 Validação comparativa de estabilidade

Verificado o sistema multicamadas, buscou-se duas formas de validação do modelo

quanto às análises de estabilidade. Inicialmente, uma análise com propriedades isotrópicas

do alumínio aeronáutico 6061-T6 modelado por Borges (2019) foi realizada. O autor fez uma

comparação com a simulação de estabilidade realizada no programa comercial FEMAP®.

O sistema de quatro camadas de hcamada = 0, 375 mm, dimensões geométricas citadas na

subseção 6.1.1 e propriedades E = 68, 9 GPa, G = 25, 8 GPa, ρ = 2700 kg/m3 e ν = 0, 34

retornou frequência e velocidade de flutter como mostra a Tab. 6.4, incluindo os resultados

apresentados por Borges (2019).

Tabela 6.4 – Validação isotrópica.

Flutter FEMAP® Borges (2019) Aerosolver compósito

Vf [m/s] 44 43 43, 9

ff [Hz] 12, 68 14, 21 14, 34

Os diagramas V -f e V -g para esse caso são apresentados na Fig. 6.2, em que as velocidade e

frequência de flutter, Vf e ff , respectivamente, estão indicadas nas mesmas figuras.
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Figura 6.2 – Diagramas V -f e V -g da análise aeroelástica isotrópica.

Como uma segunda verificação, foi feito um comparativo com os resultados apresen-

tados por Hollowell e Dugundji (1984) que estudaram o flutter em estruturas laminadas como

a desta tese. Os autores fizeram um comparativo entre um modelo analítico e resultados

experimentais de diversas configurações de orientação de laminados. Aqui, foi comparada a

placa em balanço, laminada com seis camadas de grafite/epóxi com orientação [0◦

2/90◦]s e

dimensões de largura e corda L = 305 mm e c = 76 mm, respectivamente. A Tab. 6.5 mostra os

valores de Vf obtidos experimentalmente, pelo modelo dos autores e do Aerosolver compósito

que foi implementado neste trabalho.
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Tabela 6.5 – Velocidades de flutter do laminado.

Hollowell e Dugundji (1984) Aerosolver
compósitoFlutter Experimental Modelo

Vf [m/s] 25 21 20, 4

Assim como o modelo dos autores, o valor da velocidade crítica obtido pelo Aerosolver

foi menor que o experimental. Hollowell e Dugundji (1984) citam como satisfatório a predição

realizada pelo modelo proposto, que utilizou a teoria das faixas. O valor obtido pelo Aerosolver

é menor e, portanto, pode ser considerado mais conservador do ponto de vista de predição da

instabilidade, que ocorreu, em ambos os casos, no primeiro modo de torção.

6.3 Análise de estabilidade

O sistema compósito padrão testado, ou seja, com orientação [0◦/75◦]s e demais

parâmetros descritos na subseção 6.1.1 apresentou comportamento instável de flutter para o

segundo modo de vibrar, ou primeiro de torção, conforme mostra os diagramas da Fig. 6.3. No

diagrama V -f , é possível observar a aproximação dos modos de vibrar de flexão e torção, em

que as frequências de instabilidade são assinaladas por fff e fft, respectivamente.
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Figura 6.3 – Diagramas V -f e V -g da estrutura laminada.

A análise mostra que os modos não coalescem completamente e mesmo assim há

ocorrência da instabilidade. Conforme define Wright e Cooper (2015), os casos de coalescência

completa somente ocorrem quando se negligencia os amortecimentos estrutural e aerodinâmico

do modelo, o que não ocorre no modelo implementado. As formas de vibrar dos modos

envolvidos no flutter estão dispostas na Fig. 6.4, do próprio modelo, e na Fig. 6.5 da análise

realizada no Ansys®.
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Figura 6.4 – Formas modais da estrutura laminada obtidas pelo Aerosolver.

Figura 6.5 – Formas modais da estrutura laminada obtidas pelo Ansys®.

6.3.1 Influência da direção das fibras

Apesar de não ser o foco principal desta tese, uma avaliação simples quanto à influência

da direção das fibras quanto a estabilidade de flutter foi realizada. Inicialmente, uma análise

modal foi realizada para identificar a fidedignidade do modelo quanto a variação das fibras

quando comparado com o modelo no Ansys®, através do mesmo laminado, mas com orientação

[0◦/90◦]s. Mantidas as mesmas quantidades de camadas, dimensões e demais propriedades

dos materiais, foi possível mostrar a eficiência do modelo, conforme disposto os dados na Tab.

6.6.

Tabela 6.6 – Comparativo das frequências naturais do laminado.

Frequências naturais [Hz]

Modelo f1 f2 f3 f4 f5

Aerolsolver compósito: 7, 601 10, 893 47, 893 52, 353 60, 410

Ansys®: 7, 585 10, 862 47, 499 51, 929 59, 579

Em seguida, análises de estabilidade foram realizadas em laminados de quatro confi-

gurações. Os resultados de velocidade de flutter e cinco primeiras frequências naturais das
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configurações comparada estão sumarizadas na Tab. 6.7:

Tabela 6.7 – Influência da direção das fibras e o fenômeno de flutter.

Frequências naturais [Hz]

Orientação f1 f2 f3 f4 f5 Vf [m/s]

[0◦/75◦]s 7, 600 11, 240 47, 870 51, 340 59, 830 14, 6

[0◦/90◦]s 7, 601 10, 893 47, 893 52, 353 60, 410 15

[0◦/45◦]s 7, 692 13, 086 42, 415 48, 679 58, 944 18, 8

[45◦/90◦]s 2, 520 13, 025 19, 380 36, 711 56, 873 -

a configuração [45◦/90◦]s apresentou o fenômeno de divergência no primeiro modo de flexão

e por isso não consta Vf na Tab. 6.7. A variação nas velocidades críticas, bem como no tipo

de instabilidade detectada pelo modelo se dá pela característica anisotrópica dos laminados,

ou seja, a variação dos módulos flexurais a depender da direção das fibras. Além disso,

acoplamento flexo-torcional particular de cada configuração pode ser benéfico para atrasar ou

suprimir a divergência, como aponta o trabalho de Hollowell e Dugundji (1984).

6.4 Inserção de uma camada de PZT

Até a configuração final a ser otimizada, a estrutura laminada foi sendo estudada

sob diversos aspectos, inclusive quanto à inclusão de elementos piezoelétricos. No primeiro

momento, o PZT foi aplicado como uma camada completa que recobre toda a área do laminado

ilustrado na Fig. 6.1. Essa foi apenas uma análise prévia, visto que essa aplicação torna a

estrutura inviável do ponto de vista prático, dada densidade do PZT e, portanto, excessivo

acréscimo de massa.

A inclusão de um elemento ou camada PZT à estrutura, altera a dinâmica desta de

duas maneiras a depender da forma que os polos do PZT estão ligados. Essas formas definem

as condições de circuito aberto (OC) e circuito fechado (SC) que, como sugere a nomenclatura,

referem-se aos polos do PZT que não possuem ligação ou estão “curto-circuitados”, como ilustra

a Fig. 6.6. A condição de circuito aberto é equivalente a uma resistência elétrica infinita, uma

vez que a corrente não flui através dos polos do PZT. Por outro lado, o caso de circuito fechado,

ou curto-circuito, equivale a uma resistência zero. O estudo dessas condições é necessário para

o cálculo do fator de acoplamento generalizado Kij (Eq. 2.49) para cada estrutura analisada.

Nesse sentido, análises OC e SC foram realizadas com vistas ao flutter como uma

forma preliminar de observar o efeito de um circuito resistivo conectado à estrutura. Do ponto

de vista estrutural, a condição OC não possui o fator elétrico agindo, resultando numa rigidez

majoritariamente mecânica. A Tab. 6.8 apresenta as frequências naturais da estrutura [0◦/75◦]s +

PZT nas duas condições e as respectivas velocidades de flutter.

Como é possível observar a aplicação de uma camada completa de PZT implicou num

ganho de estabilidade expressivo em ambos os casos. No entanto, o custo do aumento de
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Circuito aberto

Circuito fechado

Figura 6.6 – Representação esquemática das condições de circuito aberto e fechado.

Tabela 6.8 – Condições OC e SC da estrutura.

Frequências naturais [Hz]

Condição f1 f2 f3 f4 f5 Vf [m/s]

Circuito aberto 7, 238 12, 817 40, 769 50, 228 87, 889 30, 9

Circuito fechado 6, 243 12, 718 39, 162 50, 016 84, 792 32, 4

massa é relevante e impraticável neste caso. Mais especificamente, os ganhos na fronteira de

flutter passam dos 110% com o aumento de 203% na massa da estrutura em ambos os casos.

Dessa forma, optou-se por seguir uma estratégia de tratamento parcial da estrutura no que diz

respeito a alocação de PZT.

Antes da aplicação da estratégia de tratamento parcial, a inclusão de um circuito

puramente resistivo foi analisada com o intuito de observar a relação da estabilidade entre as

condições de OC e SC, bem como verificar o resultado destas análises. A Tab. 6.9 apresenta a

análise paramétrica do efeito resistivo na estrutura resenta as frequências naturais da estrutura

[0◦/75◦]s + PZT, em que é possível observar um comportamento não monotônico da velocidade

de flutter para com o aumento da resistência, no entanto, obedece o intervalo obtido nas

condições de OC e SC. Destaque para o ponto R = 1 × 104 Ω, o qual apresenta um ganho

“ótimo” de velocidade de flutter entre o intervalo OC e SC para a topologia puramente resistiva

analisada.

Tabela 6.9 – Variação da resistência e a velocidade crítica de flutter.

R [Ω]: 10−6 . . . 101 102 103 104 105 106

Vf [m/s]: 32, 3 32, 3 32, 4 30, 9 30, 9 34, 3 31, 2 30, 9
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6.4.1 Aplicação parcial de PZT

O impasse prático quanto a aplicação de uma camada inteira de PZT leva à necessidade

de alocação parcial de pastilhas de PZT ao longo da área da estrutura. A incorporação destas, no

âmbito do projeto de estruturas inteligentes, é ponto importante, uma vez que está diretamente

ligado a capacidade de harvesting e amortecimento de vibrações. No entanto, a incorporação

de elementos PZT apresenta certo desafio quanto à fabricação, otimização e, em determinados

casos, pode ser até desvantajosa (Bachmann; Bergamini; Ermanni, 2012). A literatura apresenta

vários trabalhos que envolvem otimização de número, configuração, posição e forma dos

elementos. No caso específico de posição, alguns trabalhos utilizam algoritmos genéticos para

alocação ótima de PZT’s (Zhang et al., 2000; Kudikala; Kalyanmoy; Bhattacharya, 2009).

Nesta tese, a aplicação parcial de PZT limitou-se ao uso de pastilhas retangulares e

baseou-se na energia de deformação da estrutura, com vistas a energia de cada elemento

(Ue) da discretização no modo de vibrar instável, ou simplesmente MSE (Modal Strain Energy ).

A energia de deformação elementar é obtida pela Eq. 2.22 considerando as condições de

contorno de cada elemento. Essa abordagem utiliza o dado de energia de deformação da

estrutura para melhor aproveitamento do PZT que deformará em conjunto com a estrutura

hospedeira. A análise de MSE para os dois primeiros modos de vibrar da estrutura laminada

[0◦/75◦]s pode ser vista na Fig. 6.7:

Figura 6.7 – Mapas de energia de deformação dos modos 1 a) e 2 b) do laminado.

A Fig. 6.7 b) ilustra o mapa de energia de deformação do primeiro modo de torção (ou

segundo modo), onde as regiões mais claras, de amarelo ao branco, são as que possuem

elementos com mais energia de deformação e, portanto, mais eficientes para aplicação de PZT.

Na mesma figura, pode-se notar a assimetria de deformação em relação ao eixo de simetria da

estrutura, efeito decorrente da orientação das fibras.

Analisando o mapa de energia do modo instável é possível identificar elementos pontuais

da discretização para aplicação do PZT. Dessa forma, algumas configurações de tamanho de

pastilhas foram analisadas com vistas ao ganho de velocidade de flutter e reduzido acréscimo

de massa à estrutura base. Inicialmente, pastilhas 3 × 3 foram aplicados às regiões mais claras,
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definindo a configuração C1, como ilustra a Fig. 6.8.

Figura 6.8 – Configuração C1 de aplicação parcial de PZT.

A região grifada em amarelo representa as pastilhas de PZT que foram incorporados

à estrutura base. Essa configuração apresentou ganho de 10, 27% em velocidade de flutter

com acréscimo de 25, 41% de massa em relação a estrutura de referência. A substituição das

pastilhas da Fig. 6.8 por outras de tamanho 4 × 4 (estendendo-se aos elementos 4, 16, 28, 37 −

40, 97 − 100, 112, 124 e 136), definindo a configuração C2, acrescentou 45, 18% de massa em

relação a estrutura referência e um ganho menor que 1% em flutter quando comparada à

configuração C1.

A adição de massa pelo PZT é um problema inevitável a medida que se aumenta o

tamanho das pastilhas. Como estratégia de avaliação para análise de outras configurações

com menor adição de massa, a região da extremidade direita sob o eixo de torção da estrutura

laminada [0◦/75◦]s apresenta-se como uma opção. A Fig. 2.9 mostra os níveis de energia

relativa ao modo de torção.

Figura 6.9 – Nível de energia relativo do modo de torção para o laminado.

Pode-se perceber os elementos ao centro da extremidade direita em balanço, con-

tornados em preto, com níveis medianos de energia relativa, mas que podem interferir no
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controle do segundo modo, uma vez que estão próximos ao eixo de torção. Apenas para melhor

visualização, os valores apresentados na Fig. 6.9 representam 30 vezes o percentual relativo

de energia de cada elemento para com a placa completa, tendo em vista a discretização de 144

elementos.

Dessa forma, mais três configurações foram analisadas. Partindo da configuração

C1, aplicou-se mais uma pastilha tamanho 2 × 2 aos elementos 71, 72, 83 e 84, definindo a

configuração C3. Essa mesma pastilha foi utilizado na configuração C4, que possui a pastilha

da base esquerda com tamanho 2 × 2 (elementos 1, 2, 13, 14, 121, 122, 133 e 134). Por fim, a

configuração C5, ilustrada na Fig. 6.10, foi a melhor obtida.

Figura 6.10 – Configuração C5 de aplicação parcial de PZT.

A Tab. 6.10 apresenta o comparativo entre as estruturas de referência puramente

compósita, as tratadas parcialmente e a recoberta com uma camada de PZT. A configuração C5

mostra-se como sendo a melhor opção, dada a relação ganho de flutter /acréscimo de massa

assinalada pelo indicador de eficiência estrutural eest =↑ Vf [%] / ↑ m [%]. As análises de flutter

nestes casos foram todas em condição OC.

Tabela 6.10 – Ganhos de massa e velocidade de flutter para as configurações parciais.

Configuração Massa [g] Vf [m/s] ↑ m [%] ↑ Vf [%] eest

[0◦/75◦]s 281, 04 14, 6 − − −

[0◦/75◦]s + PZT 861, 54 32, 4 203, 31 121, 92 0, 60

[0◦/75◦]s + PZT parcial C1 356, 23 16, 1 25, 41 10, 27 0, 40

[0◦/75◦]s + PZT parcial C2 412, 37 16, 3 45, 18 11, 64 0, 26

[0◦/75◦]s + PZT parcial C3 372, 27 19, 7 31, 06 34, 93 1, 12

[0◦/75◦]s + PZT parcial C4 332, 16 18, 9 16, 94 29, 45 1, 74

[0◦/75◦]s + PZT parcial C5 332, 16 19, 1 16, 94 30, 82 1, 82
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6.5 Inclusão do circuito shunt multimodal

A configuração C5 selecionada foi escolhida para a aplicação do circuito multimodal

paralelo para fins de controle de flutter e recuperação de energia. Inicialmente, foi realizada a

sintonização do circuito conforme as equações Hagood e von Flotow (1991) combinadas ao

exposto por Wu (1998). A sintonia foi realizada na condição OC de acordo com o procedimento

descrito na seção 2.4, retornando os valores dispostos na Tab. 6.11.

Tabela 6.11 – Parâmetros ótimos segundo Hagood e von Flotow (1991).

R1 [kΩ] L1 [H] R
′

2 [kΩ] L
′

2 [H] L1 [H] C1 [µF]

73, 801 547, 278 109, 541 304, 329 0, 927 470

Pode-se observar que, tomando indutores tradicionais, os valores de indutância obtidos

são considerados de aplicação impraticável. Conforme observado no desenvolvimento teórico,

os valores altos já eram esperados, tendo em vista que a estrutura possui baixas frequências

naturais e a indutância de controle, como posto na Eq. 2.47, é inversamente proporcional com

o quadrado da frequência natural do modo a ser controlado. Dessa forma, a utilização prática

desses dispositivos deve partir para aplicações sintéticas Riordan ou Antoniou, como apresenta

os trabalhos de Viana e Steffen Júnior (2006) e Zambolini Vicente (2019).

A análise de estabilidade do sistema parcialmente recoberto com PZT e com aplicação

dos parâmetros ótimos de Hagood pode ser observada na Fig. 6.11:
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Figura 6.11 – Diagramas V -f e V -g com o comparativo da estrutura sem e com o shunt multi-
modal.

onde é possível observar o comparativo da estrutura sem (curvas vermelhas) e com o shunt

(curvas azuis), bem como ganho de fronteira de flutter proveniente da ação do shunt que,

traduzido em termos percentuais, foi de 8, 9%, mostrando a capacidade do circuito quanto ao
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controle da estabilidade, mesmo sendo projetado por equações voltadas ao amortecimento de

vibração.

6.6 Problema de otimização multiobjetivo

O problema que se deseja otimizar neste trabalho é tipicamente um POMO, ao modo

descrito no Capítulo 5. Deseja-se obter o melhor compromisso entre a velocidade crítica de

flutter e o indicativo de potência a ser extraída pelo circuito shunt. A aplicação do algoritmo

de otimização na ferramenta Aerosolver age logo após o cálculo de flutter, nas perspectivas

determinística e robusta, como ilustra a Fig. 6.12.

Cálculo AIC

Cálculo e interpolação da  
matriz GAM

Aerosolver

Análise modal
Cálculo de      a   

Método pk modificado

Ponto de flutter
potência e velocidade

Gráficos

Matrizes globais 
estruturais

Condições de contorno

Otimização dos
parâmetros do circuito

Figura 6.12 – Fluxograma de funcionamento do Aerosolver com otimizador.

6.6.1 Problema determinístico - POMD

O POMD a ser resolvido é definido na Eq. 6.1:

Minimizar







f1 = −Vf

f2 = −P0f

(6.1)

em que as variáveis de projeto são valores referentes às grandezas elétricas dos respectivos

seis dispositivos passivos do circuito multimodal. Os valores nominais utilizados são os mesmos

ótimos analíticos apresentados na Tab. 6.11 e a variações admissíveis, restrições do POMO,

foram tomadas de forma a analisar uma faixa mais ampla da escala comercial de resistores e

capacitores. A Tab. 6.12 sumariza o intervalo de valores utilizados para cada variável de projeto.

Os parâmetros relativos ao NSGA-II foram tomados conforme os trabalhos pertencentes

ao grupo de pesquisa no que diz respeito a análise de placa (Lima, 2007), bem como os que



Capítulo 6. Simulações numéricas 73

Tabela 6.12 – Faixa de variação dos parâmetros de projeto.

Variáveis de projeto Faixa de busca

R1 [kΩ] 0, 1 ≤ 73, 801 ≤ 1200

L1 [H] 0, 5 ≤ 547, 278 ≤ 3290

R
′

2 [kΩ] 0, 2 ≤ 109, 541 ≤ 1800

L
′

2 [H] 0, 3 ≤ 304, 329 ≤ 1830

L1 [H] 0, 001 ≤ 0, 9269 ≤ 5, 60

C1 [µF] 0, 4 ≤ 470 ≤ 8000

envolveram inserção de circuito shunt (Silva, 2014; Ribeiro, 2019) e estão dispostos na Tab.

6.13.

Tabela 6.13 – Parâmetros NSGA-II.

Parâmetro Valor

Probabilidade de seleção 0, 25

Probabilidade de reprodução 0, 25

Probabilidade de mutação 0, 25

Número de gerações 100

Número de indivíduos 50

A frente de Pareto do POMD é mostrada na Fig. 6.13. Nesta, o ponto de melhor

compromisso, designado por A, foi definido através do método Min-Máx, amplamente utilizado

para obter o melhor compromisso em uma frente de Pareto, onde o desvio relativo de cada

solução entre os máximos de cada objetivo é o utilizado para definir o melhor compromisso

(Belegundu; Chandrupatla, 2019).

O comparativo entre o circuito referência (sintonizado segundo o procedimento de

Hagood; von Flotow, 1991) e o circuito otimizado é apresentado na Tab. 6.14. No que diz

respeito aos parâmetros do circuito, nota-se que o ponto de melhor compromisso do circuito

otimizado também requer altos valores de indutâncias, tendo em vista as baixas frequências da

estrutura a serem controladas e a relação destas para com as indutâncias do circuito. A título

de comparação, as indutâncias requeridas são ainda maiores do que àquelas apresentadas no

trabalho de Ribeiro (2019), que analisou um painel compósito quadriengastado, e portanto com

maiores frequências naturais. O trabalho de Silva (2014) fez análises de controle de vibração

em vigas compostas em balanço, mais próximo do analisado nesta tese, e apresentou valores

de 627 H para o controle do primeiro modo de vibrar, o que não difere muito do obtido no

circuito otimizado. No que se refere às análises de estabilidade a Tab. 6.14 também apresenta

o comparativo entre as configurações de shunt e mostra que o otimizador conseguiu obter um

ganho moderado de ≈ 5% para a velocidade de flutter e um valor expressivo do indicativo de

potência a ser extraída, indicando alta sensibilidade desta para com os parâmetros do circuito.
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Figura 6.13 – Frente de Pareto do POMD.

Tabela 6.14 – Comparativo das configurações de circuito shunt.

Descrição Referência Ótimo determinístico

Parâmetros do circuito

R1 [kΩ] 73, 801 367, 193

L1 [H] 547, 278 708, 090

R
′

2 [kΩ] 109, 541 602, 746

L
′

2 [H] 304, 329 980, 851

L1 [H] 0, 927 5, 073

C1 [µF] 470 3601, 558

Objetivos
Vf [m/s] 20, 8 21, 9

P0

[

W N−2
]

× 10−6 0, 365 2, 589

Ganhos
↑ Vf [%] − 5, 288

↑ P0 [%] − ≈ 600

Avaliando apenas o ganho de flutter, observa-se que o circuito shunt multimodal otimi-

zado via NSGA-II apresentou um ganho total, quando comparado à estrutura referência sem

circuito, de aproximadamente 14, 7 %. Graficamente, os diagramas V -g condensando as três

configurações da estrutura estão apresentados na Fig. 6.14, com as velocidades de flutter

indicadas pelas letras A, B e C.

6.6.2 Problema robusto - POMR

Para a análise do problema robusto, incertezas devem ser incorporadas às variáveis de

projeto durante a resolução do POMO, que agora possui o dobro de funções objetivos devido a

inserção da vulnerabilidade de cada um dos objetivos determinísticos, conforme foi explanado
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Figura 6.14 – Diagramas V -g para as condições sem shunt, com shunt paralelo e shunt otimi-
zado.

no Capítulo 5. Sendo assim, o POMR a ser resolvido é definido conforme a Eq. 6.2.

Minimizar



































f1 = −Vf

f2 = −P0f

f3 = σ1/µ1

f4 = σ2/µ2

(6.2)

A aplicação das incertezas ao problema proposto levou a um alto custo computacional,

tendo em vista a quantidade de processos iterativos internos. A resolução do POMD da seção

anterior demandou, aproximadamente, 84 horas para ser resolvido dada as configurações

mencionadas. A extensão ao problema robusto multiplica o tempo requerido conforme o número

de amostras, ou seja, para 10 amostras o POMR já demandaria um mês de análise, tornando a

otimização impraticável. Dessa forma, como alternativa à problemática, optou-se por realizar

metamodelagem via Rede Neural Artificial (RNA) para análise do POMR, mesmo não sendo

essa abordagem o foco desta tese.

As RNAs são importantes ferramentas bioinspiradas utilizadas para processar e aproxi-

mar funções e/ou respostas de sistemas complexos. Como o próprio nome sugere, essas redes

mimetizam o comportamento de aprendizagem de neurônios humanos que, dadas entradas,

transmitem uma saída. De forma objetiva, a demanda a ser realizada pela rede é decomposta

em tarefas elementares a serem realizadas pelos neurônios, os quais são organizados em

camadas, formando o perceptron multicamadas (PMC), como ilustra a Fig. 6.15. As RNAs

também possuem a característica de adaptatividade, onde os parâmetros de entrada de cada

neurônio podem ser modificados e usados para adaptação à uma tarefa específica. Essas

modificações definem o processo de aprendizagem da rede (Lima, 2007).
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Figura 6.15 – Ilustração de uma rede de neurônios PMC.

No esquema de PMC ilustrado na Fig. 6.15 cada neurônio realiza uma operação de

produto escalar entre os vetores de entrada e de parâmetros e, adicionado de um viés, utiliza

uma função de ativação para determinar a saída. As camadas compostas de multi neurônios se

interligam e passam suas saídas às outras camadas, que aplicam operações e passam mais

saídas ao longo do processo, até que se obtenha a saída final. Como as saídas das camadas

intermediárias não são visíveis do lado de fora da rede, essas são denominadas ocultas.

Para tratativa de resolução do POMR da pesquisa, foi utilizado a própria Neural Network

Toolbox do Matlab. A realização do processo de aprendizagem da RNA requer certa quantidade

de dados de respostas e variáveis de projeto do problema e, dessa forma, 10000 simulações

foram realizadas no modelo Aerosolver, em que as variáveis de projeto foram tomadas alea-

toriamente dentro do intervalo definido na Tab. 6.12. O conjunto de dados foi então tratado

e aplicado o processo de normalização zscore nas variáveis de projeto e logarítmica para o

objetivo de potência. Após o tratamento, o conjunto foi então dividido em 70 % para treinamento

e 30 % para teste da rede. A medida de desempenho da rede foi o erro médio quadrático (EMQ)

e a configuração que apresentou melhor desempenho para ambos os objetivos Vf e P0 foi

aquela composta por 6 camadas ocultas com 10 neurônios cada.

A avaliação do EMQ para cada objetivo nas fases de treino e teste são apresentados

na Tab. 6.15 e os gráficos contendo a regressão entre as previsões da RNA nas mesmas

fases apresentados nas Figs. 6.16 e 6.17. Nestas, é possível observar menor coeficiente de

determinação R2 quanto as previsões do objetivo de velocidade de flutter, no entanto o EMQ é

razoável para utilização da RNA.

Tabela 6.15 – Erro médio quadrático da RNA treinada.

Objetivo EMQ Treino [%] EMQ Teste [%]

f1 = Vf 1, 807 2, 118

f2 = P0 1, 054 2, 179

O POMD foi resolvido pela RNA em pouco mais de 30 minutos, reduzindo em 99 %

o tempo requerido para resolução. A avaliação do POMR tomou um conjunto 100 amostras
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Figura 6.16 – Regressões para o objetivo f1 no treino a) e no teste b).
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Figura 6.17 – Regressões para o objetivo f2 no treino a) e no teste b).

geradas aleatoriamente, que obedecem uma distribuição normal com desvio padrão de 5 %.

Além disso, tomou-se uma distribuição 3σ que, na prática, resulta numa perturbação de 15 %

de cada variável de projeto, ou seja, de cada constituinte do circuito. Obtida a RNA descrita,

os problemas foram avaliados para um número maior de população e geração, fixados em 100

e 200, respectivamente. A resolução do POMR demandou aproximadamente 5, 14 horas para

essa configuração de população, geração e amostras descrita.

As frentes de Pareto para os problemas POMD e POMR, juntamente com os seus

respectivos melhores pontos de compromisso são apresentados na Fig. 6.18. Nesta, é possível

observar que as curvas determinística e robusta se confundem, mais especificamente para

velocidades de flutter maiores que 23 m/s, indicando robustez inerente do modelo nessa faixa.

O comparativo das variáveis de projeto para os pontos de melhor compromisso A, B e os valores
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do shunt referência é mostrado na Tab. 6.16.

Figura 6.18 – Frentes de Pareto do POMD e POMR obtidas via RNA.

Tabela 6.16 – Variáveis de projeto dos pontos de melhor compromisso determinístico e robusto.

Ponto R1 [kΩ] L1 [H] R
′

2 [kΩ] L
′

2 [H] L1 [H] C1 [µF]

A 115, 659 1611, 429 450, 504 668, 654 4, 983 57, 748

B 118, 081 1657, 257 414, 119 633, 024 1, 889 2799, 194

Referência 73, 801 547, 278 109, 541 304, 329 0, 927 470

As Figs. 6.19 e 6.20 apresentam as soluções de Pareto correspondentes as análise

dos objetivos de vulnerabilidade, em que é possível observar a maior vulnerabilidade existente

relacionado ao objetivo de potência, o qual apresenta dispersão pela média entre 18 % e 105 % .

Contrariamente, a vulnerabilidade máxima da Vf não ultrapassa os 7 %. No entanto, é possível

observar que os objetivos possuem a mesma característica de sentido de vulnerabilidade, ou

seja, a medida que se deseja projetar uma estrutura com melhores desempenhos de flutter e

potência, maior a vulnerabilidade, portanto menos robusto, será o projeto.

6.6.2.1 Avaliação da robustez das soluções determinística e robusta

A avaliação da robustez das soluções foi realizada com vistas ao flutter, mais especi-

ficamente ao diagrama V -g. Para tal, foram geradas 30 amostras aleatórias para o conjunto

de variáveis de projeto, via Hipercubo Latino, tal qual descrito para o POMR anterior, ou seja,

distribuição normal 3σ que resulta em 15 % de perturbação das variáveis de projeto dos pontos

A e B. Com isso, o levantamento das repostas máximas e mínimas para as condições ótima e

ótima-robusta foram obtidas e condensadas como envelopes V -g apresentados na Fig. 6.21.
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Figura 6.19 – Frente de Pareto para o POMR: vulnerabilidade da velocidade de flutter.
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Figura 6.20 – Frente de Pareto para o POMR: vulnerabilidade da potência.

Numericamente, observou-se que as soluções determinísticas apresentaram uma varia-

ção de 23, 1−20, 1 = 3 m/s, enquanto que as soluções robustas 23, 6−21, 9 = 1, 7 m/s. Nota-se

uma menor variação na velocidade de flutter obtida com o problema robusto quando comparada

com a variação advinda do problema determinístico, demonstrando o interesse da metodologia

proposta neste trabalho, principalmente para aplicações práticas de interesse industrial.



Capítulo 6. Simulações numéricas 80

0 5 10 15 20 25

V [m/s]

-0.3

-0.25

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

g

Min (Det)

Máx (Det)

Min (Rob)

Máx (Rob)

19 20 21 22 23 24
-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

Figura 6.21 – Envelopes dos diagramas V -g para as soluções ótima e ótima robusta.
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C A P Í T U L O VII

CONCLUSÕES GERAIS E PERSPECTIVAS DE TRABALHOS FUTUROS

A pesquisa desenvolvida nesta tese é uma continuidade dos trabalhos desenvolvidos

pelo grupo de pesquisa do LMEst no âmbito de projeto e modelagem de estruturas compósitas

de interesse aeronáutico. Mais especificamente, no que diz respeito ao controle de vibrações

e/ou instabilidades aeroelásticas através do uso de circuitos shunt acoplados a elementos

piezoelétricos hospedados na estrutura, avaliação de incertezas e robustez desses sistemas. A

principal contribuição desta tese refere-se ao projeto ótimo-robusto de sistemas eletroaeroe-

lásticos em regime subsônico com vistas à supressão do flutter e recuperação de energia. Ao

término desta tese, uma ferramenta numérica de código próprio de nomeado Aerosolver foi

desenvolvida para análises de sistemas aeroeletromecânicos em regime subsônico, incluindo a

modelagem aerodinâmica não-estacionária via implementação do método DLM, combinada

com a modelagem de sistemas estruturais do tipo painéis finos compósitos via MEF.

Algumas conclusões específicas podem ser enumeradas, a saber:

• O desenvolvimento do modelo mecânico estrutural multicamadas em MEF acoplado ao

modelo aerodinâmico do DLM se mostrou representativo para análises de diferentes

estruturas laminadas, conseguindo representar o efeito existente da variação de rigidez

proveniente da configuração das camadas e orientações de fibras, e, consequente-

mente, alteração da estabilidade de estruturas laminadas compósitas;

• O processo de acoplamento do modelo aerodinâmico deu origem à ferramenta compu-

tacional própria Aerosolver para análises de estabilidades de estruturas inteligentes

do tipo painéis finos incorporando PZT’s acoplados a circuitos shunt. Além disso, a

inserção do circuito com vistas ao harvesting demandou uma formulação em MEF

adaptada para problema de cálculo da potência do sistema eletroaeroelástico resul-

tante no domínio da frequência, bem como modificações no método pk para estimar

as velocidades de flutter em regime subsônico;

• A inserção do elemento piezoelétrico mostrou-se satisfatoriamente condizente com

as condições de circuito aberto e circuito fechado, bem como a esperada expansão

na fronteira de flutter como consequência do acréscimo de massa e rigidez do PZT.

Entretanto, como mostrado pelos resultados numéricos, o elevado acréscimo apresen-
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tado pela inserção de uma camada direcionou o desenvolvimento da modelagem de

aplicação parcial através da avaliação da energia de deformação modal;

• Verificou-se, através do MSE, o efeito que a aplicação parcial do PZT causa na

estabilidade de flutter na configuração de OC. Dessa forma, foi possível elencar uma

configuração mais eficiente quanto à disposição das pastilhas de PZT, com vistas à

obtenção de uma melhor eficiência estrutural que foi medida pela razão da velocidade

de flutter e a massa adicionada. Observou-se também que as configurações em que

a aplicação dos PZT’s por sobre o eixo de torção da estrutura apresentaram mais

eficiência na melhoria do flutter, em função do modo de torção ser o modo causador

da instabilidade;

• Os circuitos multimodais são amplamente utilizados com vistas ao amortecimento de

vibrações. No entanto, apesar da área de atuação formada pela rede de pastilhas,

observou-se um ganho de aeroelástico moderado mediante a inclusão do circuito

multimodal paralelo, sintonizado via expressões ótimas para o amortecimento estrutural

de Hagood e von Flotow (1991);

• A utilização do circuito multimodal para estruturas com baixas frequências naturais,

como a apresentada nesta pesquisa, requerem valores elevados de indutâncias a

serem utilizadas para o controle dos primeiros modos de vibrar da estrutura objeto de

estudo desta tese. Nesse sentido, visando aplicações práticas de interesse industrial,

essa problemática pode ser resolvida através da utilização de circuitos eletrônicos

capazes de emular indutores elevados;

• No que se refere ao POMD dos parâmetros do circuito, observou-se mais extensão da

fronteira de flutter e maior ganho de potência a ser extraída pelo circuito. No entanto, o

circuito otimizado requer indutores ainda maiores tanto para o POMD, quanto para o

POMR. Portanto, mais uma vez, o uso de indutores sintéticos se faz necessário;

• A avaliação do POMR apresentou comportamento menos robusto para o objetivo de

potência, demostrando assim, que esse objetivo é muito mais suscetível às pequenas

variações das componentes constituintes do circuito. Além disso, a avaliação de

robustez das respostas de flutter demonstraram certo grau de robustez do sistema

para com esta, no entanto, em pequeno grau, sugerindo a possibilidade de robustez

intrínseca do modelo quanto à fronteira de flutter.

7.1 Sugestões de trabalhos futuros

Ao término do desenvolvimento desta tese, algumas possibilidades de continuidade das

pesquisas se tornaram evidentes como as citadas na sequência:

• Validação do modelo proposto através de ensaios experimentais em túnel de vento e

eletrônica embarcada;
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• Adaptação dos desenvolvimentos ao caso de estruturas mais complexas com enflecha-

mento e/ou diedro. Nesse sentido, aplicar também teorias HSDT para modelagem de

estruturas compósitas, visando a análise de estruturas mais espessas e, consequente-

mente, avaliação das não-linearidades nas repostas de estabilidade e potência;

• Estudo de outras topologias de circuito inseridas na modelagem eletromecânica, como

a de capacitância negativa, buscando maximizar a energia de dissipação, bem como a

avaliação de outras combinações (série e paralelo);

• Aplicação de técnicas de otimização para localização mais precisa das pastilhas piezoelé-

tricas com o intuito de melhora dos objetivos aqui estudados;

• Inserção de elementos piezoelétricos atuadores para avaliação de técnicas de controle

híbridas (ativo-passivo) ou projeto de controle auto alimentado;

• Avaliar o comportamento aeroeletroelástico do sistema mediante aplicação de incertezas

geométricas dimensionais da estrutura, como na direção das fibras do laminado, dada a

influência destas na estabilidade do sistema;

• Proposições de outras técnicas de metamodelagem atreladas ao DLM e predição do

flutter.
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Apêndice A

Tomando uma superfície plana e a aproximação quártica para pressão, a componente

DdNE da matriz de fatores downwash é composta pela contribuição não-estacionária de cada

painel DdNE , dada por:

DdNE =
cpn

8π

eph
∫

−eph

P (η)

r2
dη (A.1)

com:

P (η) = Aη2 + Bη + C + Dη3 + Eη4 ≈

{

K exp

[

−iω
(x − η tan Λs)

U∞

− K0

]}

T (A.2)

em que P (η) representa a aproximação de pressão ao longo da linha de dipolos, η a coorde-

nada ao longo da envergadura do painel com origem na meia envergadura deste, eph a meia

envergadura do painel e r o raio cilíndrico, dado por:

r =
[

(y − η)2 + (z − ζ)2
]1/2

(A.3)

A aproximação quártica para pressão da Eq. A.2 requer o cálculo dos coeficientes A, B,

C, D e E, são obtidos a partir dos valores do numerador da função kernel em cinco pontos,

localizados sobre a linha de dipolos ( −eph, −eph/2, 0, eph/2, eph), resultando em:

A = [P (−eph) − 16P (−eph/2) + 30P (0) − 16P (eph/2) + P (eph)] /6e2

ph (A.4a)

B = [P (−eph) − 2P (−eph/2) + 8P (eph/2) − P (eph)]/6eph (A.4b)
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C = P (0) (A.4c)

D = [−P (−eph) − 2P (−eph/2) + 2P (eph/2) − P (eph)]/(3e3

ph/2) (A.4d)

E = [P (−eph) − 4P (−eph/2) + 6P (0) − 4P (eph/2) + P (eph)]/(3e4

ph/2) (A.4e)

Analisando a segunda parte da Eq. A.2 faz-se necessário definir alguns termos pre-

sentes. Inicialmente, a barra por sobre as coordenadas, símbolo que indica a expressão das

coordenadas no plano do elemento emissor e relativo ao centro da linha de dipolos (ξc, ηc, ζc).

Define-se então:

x = x − ξc (A.5a)

y = (y − ηc) cos Γs + (z − ζc) sen Γs (A.5b)

z = (z − ζc) cos Γs − (y − ηc) sen Γs (A.5c)

ξ = ξ − ξc (A.5d)

η = (η − ηc) cos Γs + (ζ − ζc) sen Γs (A.5e)

ζ = (ζ − ζc) cos Γs − (η − ηc) sen Γs (A.5f)

em que Γs é o ângulo de de diedro do painel emissor. O termo T é função do ângulo Γ dos

painéis emissor e receptor, dado por T = cos(Γr − Γs). O ângulo Λs representa o ângulo de

enflechamento do painel emissor. Por fim, os termos K0 e K representam os termos estacionário

e planar do kernel, obtidos por (Landahl, 1967):

K0 = 1 +
(x − ξ)

Rh
(A.6)

K =

∞
∫

u1

exp (−ik1u)

(1 + u2)3/2
du +

M∞r

Rh

exp (−ik1u1)

(1 + u2
1
)1/2

(A.7)
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onde os termos k1 e u1 são definidos no sistema de coordenadas relativo (x0, y0, z0) e dados

por:

k1 =
ωr

U∞

(A.8a)

u1 =
(M∞Rh − x0)

β2
∞

r
(A.8b)

com o Rh sendo o mesmo definido na Eq. 3.7. Quanto a integral presente na Eq. A.7, Borges

(2019) apresenta a metodologia de aproximação de Laschka utilizada na avaliação numérica

desta que, por motivos de simplificação, será omitida aqui.

Diante de todo equacionamento exposto e substituições pertinentes na Eq. A.1, o

cálculo dos componentes da matriz DdNE é feito por:

DdNE =
cpn

8π

{[

(

y2 − z2
)

A + yB + C + y
(

y2 − 3z2
)

D +
(

y4 − 6y2z2 + z4
)

E

]

f

+

[

yA +
1

2
B +

1

2

(

3y2 − x2
)

D + 2y
(

y2 − z2
)

E

]

log

[

(y − eph)2 + z2

(y + eph)2 + z2

]

+ 2eph

[

A + 2yD +

(

3y2 − z2 +
1

3
e2

ph

)

E

]}

(A.9)

sendo f dado pela integral:

f =

eph
∫

−eph

dη

(y − η)2 + z2
=

1

|z|
tan−1

[

2e |z|

y2 + z2 − e2

ph

]

(A.10)
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