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RESUMO

O objetivo do presente trabalho ¢ dar um enfoque geométrico as conicas, abordando-as por
meio da propriedade foco-diretriz. E apresentada uma definicio geral e, posteriormente,
defini¢oes especificas para cada uma das conicas nao degeneradas a partir da relacao entre
o foco e a respectiva diretriz. Além disso, sao abordadas propriedades dessas curvas que
permitem estabeler conexoes entre as definicoes aqui apresentadas e as definicdes con-
vencionais encontradas em bibliografias e nos cursos de geometria analitica. Também ¢
evidenciado o conceito de diretriz, apresentando uma definicao de diretriz de uma conica
como lugar geométrico. A metodologia empregada na pesquisa é de carater bibliografico,

tendo, como principal referéncia, um tratado geomeétrico sobre conicas.

Palavras chaves: conicas; propriedade foco-diretriz; diretriz; enfoque geométrico; corda-

focal.
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INTRODUCAO

As curvas hoje conhecidas como cdnicas (ou se¢des conicas) comegaram a ser estudadas
na Grécia antiga. Acredita-se que esses estudos se iniciaram a partir das tentativas de
Menaecmo (350 a. C.) em solucionar um dos trés problemas classicos da antiguidade:
a duplicagdo do cubo (veja [3]). Atualmente, sabe-se que nao é possivel resolver esse
problema por métodos estritamente euclidianos, como acreditavam os matematicos da
época. O problema atraiu a atencao de muitos matemaéticos, dentre eles, Menaecmo, que
se destacou pelas tentativas de solucionar o problema a partir de interse¢oes de um plano
com um cone, fato que justifica o nome secoes cénicas, ou simplesmente conicas. Por esse
motivo, Menaecmo ¢ considerado o descobridor das conicas. Porém, os nomes de Euclides,

Arquimedes e Apolonio também se destacam por contribuigoes nos estudos dessas curvas.

As intersecoes de um plano com um cone podem resultar em: uma elipse, uma hipér-
bole, uma parabola, um ponto, duas retas concorrentes, uma reta ou uma circunferéncia.
As elipses, parabolas e hipérboles sao chamadas de conicas nao degeneradas, enquanto

que as demais sao ditas conicas degeneradas.

As conicas desempenham um papel fundamental em vérias areas da matemética e da
fisica, possuindo aplicacoes em Optica, mecanica celeste, engenharia, dentre outras. Suas
formas e propriedades tém sido exploradas e apreciadas ao longo dos séculos devido as
suas aplicagoes praticas e riqueza intrinseca.

As conicas, além de serem obtidas por meio de se¢oes de um cone por um plano, podem
ser construidas com régua e compasso, de forma totalmente independente do cone, a partir

de suas respectivas propriedades.



Enquanto a definicao da parabola exprime a relacao das distancias de seus pontos a
um ponto fixo, chamado foco, e de uma reta fixa, denominada diretriz, as definicoes de
elipse e hipérbole, comumente apresentadas nos cursos de geometria analitica, exprimem
a relacao das distancias de seus pontos a dois pontos fixos, chamados de focos. Em outras
palavras, o conceito de diretriz nao aparece, explicitamente, nas definicoes usuais das

elipses e hipérboles.

Neste trabalho ¢é evidenciado o conceito de diretriz de uma conica, apresentando uma
definicao geral dessas curvas a partir da relacao entre o foco e a respectiva diretriz, a
qual ao longo do texto serd chamada de propriedade foco-diretriz. A diretriz, do ponto de
vista das conicas como secoes de um cone, é a reta de intersecao do plano que contém a
conica com o plano que contém uma se¢io paralela (circunferéncia de interse¢ao entre o
cone e uma esfera interior ao cone) de uma esfera que passa pelo respectivo foco (mais
detalhes sobre essa relacdo pode ser encontrada na referéncia [2]). E apresentado ainda
um importante resultado que permite que a diretriz de uma conica seja definida como
um lugar geométrico. Este resultado foi apresentado na XIII Semana de Matematica do
Pontal (XIIT SEMAP) e publicado nos anais do evento. Foi realizada uma busca em di-
versas bibliografias e constatou-se que a definicao da diretriz como um lugar geométrico,
apresentada no capitulo 2, caso exista, ndo é comumente conhecida. Além disso, no decor-
rer do trabalho percebeu-se que era possivel apresentar uma demonstracao, geométrica,
baseada no conceito de média harménica, de que o latus rectum é a corda focal de menor
comprimento. Buscando sobre tal propriedade percebeu-se a auséncia de uma abordagem
geométrica; geralmente ela é apresentada como uma definicao ou é demonstrada por meios

puramente algébricos.

Sao apresentadas diversas demonstracoes de resultados que auxiliam na compreensao
das propriedades das conicas e também as demonstracoes de propriedades utilizadas nas
definicoes das conicas. Como resultado, estabelece-se uma equivaléncia entre as defini¢oes
geralmente estudadas nos cursos de geometria analitica e as definicoes aqui apresentadas,
as quais envolvem a propriedade foco-diretriz.

A principal referéncia para o desenvolvimento desse trabalho foi o livro Conic Sections
Treated Geometrically, do autor W. H. Besant([I]), disponibilizado pelo Projeto Gutem-

berg[[] Compreender o contetido do livro foi um desafio significativo devido a duas razoes

1O Projeto Gutemberg digitaliza e distribui livros em formatos digitais, de forma livre, proporcio-
nando acessibilidade a uma ampla gama de obras
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principais. Em primeiro lugar, trata-se de uma obra datada de 1895, que pode ser con-
siderada antiga, o que implica em um estilo de escrita diferente dos padroes atuais, o
que exigiu um esforgo extra para a compreensao do material. Além disso, o livro esta
escrito em inglés, fato que representou um desafio adicional aos estudos da pesquisa. Re-
conhecendo a importancia de fornecer uma abordagem clara e concisa, foram incluidas
explicacoes adicionais e exemplos ilustrativos, buscando-se, no presente trabalho, suprir
as lacunas de detalhes encontradas na fonte, visando tornar a abordagem mais acessivel
e compreensivel para estudantes de graduacao.

O presente trabalho, tem um enfoque primordialmente geométrico, evitando o uso de
ferramentas puramente algébricas, sendo a geometria euclidiana, a principal ferramenta
utilizada para explorar as propriedades das conicas.

Todas as figuras aqui apresentadas foram criadas utilizando o software GeoGebra, com
o objetivo de facilitar a visualizacao e compreensao do conteiido abordado. Quanto aos
procedimentos de estudo, a pesquisa é de carater bibliografico.

O presente trabalho esta dividido da seguinte maneira:

e No capitulo 1, sao apresentados alguns pré-requisitos, incluindo algumas definicoes
e teoremas da geometria euclidiana que sao extrinsecos a teoria das conicas. Poste-
riormente, é apresentada uma definicao geral das conicas por meio da propriedade

foco-diretriz, juntamente com algumas construcoes que exploram essa propriedade.

e No capitulo 2, sao realizados estudos referentes as propriedades das conicas, explo-
rando suas caracteristicas compartilhadas, incluindo propriedades envolvendo retas
tangentes e média harmonica, e estabelecendo as bases para estudos de propriedades

especificas para cada uma das curvas.

e No capitulo 3, as conicas sao divididas em centradas, que sao as elipses e hipér-
boles, e nao centradas, que sao as parabolas. Nesse capitulo é apresentada uma
definicao para cada uma das conicas, por meio da propriedade foco-diretriz, explo-
rando propriedades especificas de cada uma, além de estabelecer, para cada uma,
a equivaléncia com as definicoes dessas curvas utilizadas nos cursos de geometria

analitica.



CAPITULO 1

SECOES CONICAS

Neste capitulo serd apresentada uma construcao das codnicas por meio da propriedade
foco-diretriz. Tal propriedade permite estudar as conicas sem a necessidade de conhecer
seu traco e sem fazer distin¢ao ao tipo da conica (parabola, elipse ou hipérbole). Esta ¢ a

propriedade que permite estabelecer o que se conhece por definicao unificada das conicas.

No que se segue, ao longo do texto, todos os objetos geométricos considerados estarao
em um mesmo plano. A palavra curva, eventualmente serd usada como sinonimo de

conica.

Os pontos serao denotados por letras maitsculas. As retas serao denotadas por uma
letra mindscula, ou, no caso em que se tratar de reta determinada por dois pontos A e
B, ela podera ser expressa como reta AB, ou simplemente jﬁ, enquanto que a semirreta
de origem em A na direcdo de um ponto B é expressa por 1@ Um segmento de reta
determinado por A e B podera ser expresso como segmento AB ou simplesmente AB,
enquanto que a medida desse segmento serd expressa por AB. Para um angulo de vértice
A, determinado por trés pontos A, B e C, cujos lados sao as semirretas AB e AC, serao
utilizadas as notacoes BAC ou, simplesmente, dngulo BAC, e sua medida sera denotada
por £ BAC. O simbolo AABC' denotaré o triangulo de vértices A, B e C. As cordas de

extremidades P e P’ e passando por um ponto () especifico, serdo expressas como PQP’.

4



CAP.1 ¢ SECOES CONICAS

1.1 Pré-requisitos

Definicao 1.1. (fing’u,lo externo) Os angulos externos ao angulo AOB sao os angulos
AOC e BOD, tais que O esta entre B e C, e O esta entre A e D, respectivamente.

Defini¢ao 1.2. (Bissetriz e bissetriz externa) A bissetriz de um angulo AOB é a
reta que contém uma semirreta OC', com C' no interior de A/O\B, tal que A0C = Eb?,
isto &, LAOC' = £LBOC. A reta que divide cada um dos angulos externos ao angulo AOB

em dois angulos de mesma medida é denominada a bissetriz externa do angulo AOB.

Definicao 1.3. Sejam A, B e O trés pontos distintos de uma circunferéncia c¢. Um
dngulo AOB inscrito na circunferéncia ¢ € um angulo cujo vértice é o ponto O e cujos
lados intersectam a circunferéncia em A e B. Quando A e B sao as extremidades de um

—_—
diametro, diz-se que AOB estd inscrito em uma semicircunferéncia de c.

Dois pontos de uma circunferéncia determinam dois arcos em uma circunferéncia. O
arco que nao contém o ponto O é chamado de arco correspondente ao angulo inscrito na

circunferéncia. Diz-se, nesse caso, que o angulo esté inscrito no arco.
Lema 1.4. Todo angulo inscrito em uma semicircunferéncia é um angulo reto.

Observacao 1.5. Segue do lema e do fato de que trés pontos distintos e nao coline-
ares determinam uma circunferéncia de forma tnica, que todo tridngulo retangulo pode
ser inscrito em uma semicircunferéncia, cuja medida do diametro é igual a medida da

hipotenusa do triangulo.
Lema 1.6. Angulos inscritos em um mesmo arco sao congruentes.

Os lemas e sao, na verdade, corolarios de um teorema que afirma que a me-
dida de um angulo inscrito em uma circunferéncia é a metade da medida do seu arco

correspondente, cuja demonstragao pode ser encontra na referéncia [5].

Defini¢ao 1.7. (Reta suporte de um segmento) A reta que contém os extremos (e

portanto todos os pontos) de um segmento AB é chamada de reta suporte de AB.

Definicao 1.8. (Média geométrica) Seja X = {x1,x2, 3, ..., ,,} um conjunto formado
por n elementos nao nulos e positivos (ou seja, z; € R, Vi = 1,...,n), onde n > 1. A

média geométrica entre os elementos de X é definida por

g = \n/.fﬂl'l'g'l'g'...‘l’n.
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A meédia geomeétrica também é conhecida como média proporcional.

Mais detalhes, incluindo uma interpretacao geométrica da média proporcional entre a

medida de dois segmentos, pode ser encontrada na referéncia [4].

A demonstracao do teorema a seguir (teorema |1.9)) pode ser encontrada na referéncia

[5].

Teorema 1.9. Seja ABC' um triangulo cujo angulo BAC' é reto. Seja ainda D um
ponto sobre o lado BC' tal que o segmento AD ¢ a altura desse triangulo com relagao a

hipotenusa. Entao AD é a média geométrica (ou média proporcional) entre BD e BC.

Defini¢ao 1.10. (Média harmoénica) Seja X = {xy, x3, x3, ...z, } um conjunto formado
por n elementos nao nulos, onde n > 1. A média harmonica h entre os elementos de X é

dada pela razao entre n, e a soma dos inversos de todos esses elementos. Ou seja,

n

h= :
i e e O e
1 T2 xs3 Tn

Observe que quando n = 2 a seguinte relacao é equivalente a relacao apresentada na
definicao [I.10

Tl -T2

T+ X2

h=2

A seguir, sera feita a representacao e interpretacao geométrica da média harmonica:

Sejam AB e BC' dois segmentos colineares, e O o ponto médio do segmento AC'. Logo
¢ possivel construir uma semicircunferéncia de centro O e raio AC (veja a figura [1.1]).
Sejam 7 a reta perpendicular ao segmento AC, passando por B, D o ponto de intersecao

de r com a semicircunferéncia, e E o pé da perpendicular baixada de B ao segmento OD.

Afirmacao 1.11. A medida do segmento DFE ¢é a média harmonica entre AB e BC.
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Figura 1.1: Representacao geométrica da média harmonica.

"/

o
B
Fonte: Elaborada pela autora.

Demonstracao. Os triangulos OBD e DEB sao semelhantes pelo caso A.A.A., pois
OBD = BED = 90° (por construgao), e o angulo com vértice em D é um angulo comum
entre eles (veja a figura , o que implica que DOB = DBE. Dessa semelhanca, segue

que

OD BD
- -~ = BD-BD=0D-DE 1.1
BD ED 0 ’ (L)

onde BD é a média geométrica de AB e BC, enquanto OD (raio da semicircunferéncia

¢) é a média aritmética entre AB e BC, sendo assim,

BD —vAB BC e oD~ AB+BC

2
Logo, reescrevendo tem-se
AB + BC AB - BC
AB-BC=———— - DE=DE=2- ———.
¢ 2 - AB+ BC
Portanto, DFE é a média harmonica entre AB e BC. O]

Observacao 1.12. Note que, considerando-se uma circunferéncia cujo diametro é a soma
da medida de dois segmentos adjacentes, a média harmonica entre esses dois segmentos é
sempre a medida de um segmento menor ou igual ao raio dessa circunferéncia, sendo que
igualdade ocorre apenas quando os dois segmentos possuirem a mesma medida. Nesse

caso, a média harmonica coincide com a média geométrica.

Teorema 1.13. (Teorema fundamental da semelhancga de tridngulos) Sejam AABC
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um tridngulo e r uma reta paralela ao lado AB, tal que r corta os lados AC' e BC em A’
e B’, respectivamente. Entao os triangulos ABC e A'B'C' sao semelhantes. A seguinte

nomenclatura seri usada nesse trabalho:
ANABC ~ NA'B'C;

(onde 1é-se: o triangulo ABC' ¢ semelhante ao tridangulo A'B'C).

A demonstracao do teorema segue do caso A.A.A. (angulo, angulo, angulo) de
semelhanga de triangulos (ver figura[.2).

Figura 1.2: Representacdo do teorema fundamental da semelhanga de tridangulos.

Fonte: Elaborada pela autora.

Os teoremas [1.14] [1.15] [1.16] e [L.17] apresentados a seguir, serao tuteis no entendi-

mento de alguns resultados desse trabalho. Suas demonstracoes podem ser encontradas

na referéncia [5].

Teorema 1.14. (Teorema da desigualdade triangular) A soma das medidas de dois

lados de um triangulo é sempre maior que a medida do outro lado.

Teorema 1.15. (Teorema fundamental da proporcionalidade) Sejam AABC um
triangulo e r uma reta paralela ao lado AB, tal que r intersecta os lados AC' e BC' em A’

e B, respectivamente. Entao,

CA OB

CA"  CB'’

O teorema, [1.16]| é o teorema reciproco do teorema fundamental da proporcionalidade

(teorema |1.15]).
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Teorema 1.16. Sejam AABC um triangulo e » uma reta que intersecta os lados AC' e

BC em A’ e B’, respectivamente, tal que

CA CB

CA"  CB'’

Entao, r é paralela ao lado AB.

Teorema 1.17. (Teorema de Tales) Sejam r e s duas retas transversais a um con-
junto de trés ou mais retas paralelas. A razao entre os comprimentos de dois segmentos
quaisquer determinados sobre r é igual & razao entre os comprimentos dos segmentos

correspondentes determinados sobre s.

Observe que, em um triangulo onde uma reta intersecta dois de seus lados em pontos
distintos dos vértices, de modo que essa reta é paralela ao outro lado (e consequentemente
¢ paralela & reta suporte desse segmento), a existéncia de uma terceira reta pode estar
omissa. Entretanto, no contexto da geometria euclidiana sempre é possivel tracar uma
reta s paralela a uma reta r por um ponto P que nao esta sobre r. Logo, se ABC for um
triangulo, e r uma reta tal que r intersecta os lados AB e BC em pontos distintos dos
vértices, de modo que r seja paralela a reta suporte do segmento AC, entao existe ainda
uma terceira reta, denominada por s, que é paralela as retas r e AC, e que incide sobre

o vértice B. Portanto, em casos assim, o teorema de Tales ainda é aplicavel.

A demonstracao do teorema a seguir segue do recipro do teorema fundamental da

proporcionalidade.

Teorema 1.18. (Reciproco do teorema de Tales) Sejam r e s duas retas transversais
a um conjunto de trés ou mais retas, tais que a razao entre os comprimentos de dois
segmentos quaisquer determinados sobre r ¢é igual a razao entre os comprimentos dos
segmentos correspondentes determinados sobre s. Entao, o conjunto de retas é formado

por retas paralelas.

Teorema 1.19. Seja ABC um triangulo retangulo em A. Se D é ponto médio do segmento
BC, entao AD = BD =CD.
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Figura 1.3: Os segmentos AD, BD e C'D possuem a mesma medida.

Cc

A F B

Fonte: Elaborada pela autora.

A demonstracao segue do fato de que a mediana relativa a hipotenusa de um triangulo
retangulo é igual & metade da hipotenusa. Observe que, como consequéncia disso, tem-se
que a medida do segmento E'D da figura (altura do triangulo AC'D) é a metade da
medida do segmento AB.

Proposicao 1.20. A bissetriz externa de um angulo AOB é perpendicular a bissetriz

interna desse angulo.

Demonstracao. Seja C' um ponto tal que O esteja entre A e C, logo, BOC ¢ um angulo
~— SR G — —_—
externo de AOB. Sejam M e N pontos tais que OM e ON bissectam AOB e BOC,

respectivamente (ver figura [L.4).

Entao,
LAOM = LMOB e ABON = £NOC. (1.2)
Sabemos que

LAOB + £BOC =(4LAOM + £MOB) + ({BON + 4NOC) = 180°
B «MOB + £4MOB) + ({BON + £{BON) = 18(°
—2. (LMOB + £BON) = 18(0°
—4MOB + £BON = 90°.
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Figura 1.4: A bissetriz externa do angulo AOB ¢é perpendicular & bissetriz interna desse angulo.

Fonte: Elaborada pela autora.

Portanto, a reta OM é perpendicular & reta ON, o que significa que a bissetriz externa

do angulo AOB é perpendicular & bissetriz interna desse angulo. O

Teorema 1.21. (Teorema da bissetriz interna de um tridngulo) Sejam ABC um
triangulo e D um ponto tal que D esteja entre B e C ( B— D — C) (ver figura[L.5). A

reta AD é a bissetriz interna do angulo BAC se, e somente se,

BD CD
AB  AC

Figura 1.5: Representacao do teorema da bissetriz interna de um triangulo.

i

Fonte: Elaborada pela autora.
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Demonstragao.
(=)

Como a reta AD ¢ a bissetriz interna de BAC, segue que
BAD = DAC (1.3)

Sejam r uma reta que incide sobre C' e paralela ao lado AD e E o ponto de intersecao
de r com a reta suporte do lado AB.

Observe que

BAD = AEC , Ppois sao angulos correspondentes;

DAC = A/C’\E, pois sao alternos internos.
Logo, por , conclui-se que
AEC = ACE, (1.4)
e que o triangulo AC'E é isoésceles de base C'E, ou seja
AE = AC. (1.5)

Pelo teorema [1.17] segue que

BD CD @ CD
BA AE  AC

(<)
Seja E' um ponto sobre a reta suporte do lado AB, tal que a medida do segmento AE
seja igual & medida do lado AC' e A esteja entre os pontos B e E. Logo, o triangulo ACE

é isosceles de base C'E, o que implica que
AEC = ACE.

E, como AC' é igual a C'E, segue que

BD CD CD
BA AC AE’
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Logo, as retas AD e C'E sao, pelo reciproco do teorema de Tales (teorema|1.18)), paralelas.

Entao, os angulos BAD e AEC sdo congruentes, pois sao alternos internos.

BAD = A/E\C’, pois sao angulos correspondentes;

DAC = A/C\E, pois sao angulos alternos internos.

E, como os angulos AEC' e AC'E sao congruentes, segue que

BAD = DAC. (1.6)
Portanto, a reta suporte do segmento AD ¢é bissetriz do angulo BAC' O

Teorema 1.22. (Teorema da bissetriz erterna de um tridngulo) Sejam ABC um
triangulo e D um ponto, tal que D esta sobre a reta suporte do lado BC' mas D nao esta

entre B e C. A reta AD é a bissetriz externa do angulo BAC se, e somente se,

BD CD
AB  AC’
Demonstragao.
(=)
Suponha, sem perda de generalidade, que o lado AC' seja menor que o lado AB. Seja
r a reta paralela ao lado AB passando por C. Sejam ainda, C’ o ponto de intersecao da

reta r com a reta suporte do segmento AB e E um ponto sobre a reta AB, tal que A
esteja entre B e E (ver figura [L.6).

Figura 1.6: Representacao do teorema da bissetriz externa de um triangulo.

.0
.
. ..
. .
M ¢ E
. -

ree. .
. )

. ..

Fonte: Elaborada pela autora.
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Observe que, por construgao, tem-se que

CAD = ACC , Ppois sao alternos internos;
AC'C

DAE = AC'C pois sao angulos correspondentes.

E, por hipétese,

CAD = DAE.
Logo, segue que
ACC = AC'C.

O que implica que o triangulo ACC" é isosceles de base CC’ e que os lados AC' e AC’

possuem a mesma medida (ou seja, AC = AC").

Como as retas r e AD sao paralelas (por construgio), segue, pelo teorema de Tales
(teorema [1.17)) que

BD CD CD
AB ~ AC" T ACT

(<)

Suponha, sem perda de generalidade, que AC' seja menor que AB. Seja C’' um ponto
sobre o segmento AB, tal que AC = AC".

Por hipotese, tem-se que

BD CD CD
AB ~ AC ~ AC"

Logo, pelo teorema reciproco de Tales (teorema [1.18)), segue que as retas AD e C'C’ sao

paralelas.

Seja E/ um ponto sobre a reta AB tal que A esteja entre B e E. Entao

CC'A = ﬁA\E, pois sao angulos correspondentes; e

C'CA = @, pois sao angulos alternos internos.
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O que implica que

CAD = DAE.
Portanto, a reta AD é a bissetriz externa do angulo BAC. O

A exclusdo, na demonstracao do teorema anterior (teorema , da possibilidade
dos lados AB e AC possuirem a mesma medida se da pelo fato de que, nesse caso em
particular, o triangulo é isosceles com base BC' e, portanto, a bissetriz do angulo BAC
é perpendicular ao segmento de extremidades B e C. Logo, se r é a bissetriz externa
do angulo BAC, tem-se, pela proposicao [1.20] que r é perpendicular a bissetriz interna
desse mesmo angulo, o que implica que r é paralela ao lado BC. Portanto, a reta r nao

intersecta a reta BC' e o teorema nao se aplica.

1.2 Propriedade foco-diretriz

Nessa se¢ao serd apresentada uma definicao geral para as conicas nao degeneradas por meio
da propriedade foco-diretriz. Posteriormente, no terceiro capitulo, serd apresentada uma
definicao semelhante para cada uma dessas conicas, ainda envolvendo tal propriedade e, ao
final, serd demonstrada a equivaléncia dessas defini¢coes com as definicoes que geralmente

sao apresentadas nos cursos de geometria analitica.

Definig¢ao 1.23. (Cémnica) Sejam d uma reta, e F' um ponto, ambos fixos em um plano.

D(P, F
Uma conica é o lugar geométrico dos pontos P do plano, sujeitos a condigao D((T’d; =e,

onde e ¢ uma constante real estritamente maior que zero.

A propriedade satisfeita pelos pontos P na definicao [1.23] é chamada de propriedade

foco-diretriz.

Defini¢ao 1.24. (Foco, diretriz e excentricidade) O ponto F da defini¢do é
chamado de foco, a reta d é chamada de diretriz correspondente a F', e a constante e é

denominada de excentricidade da secao conica.

e Quando 0 < e < 1, a conica é chamada de elipse.

e Quando e =1, a conica é chamada de pardbola.
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e Quando 1 < e < 0o, a conica é chamada de hipérbole.

A diretriz é um elemento pouco enfatizado nos cursos béasicos de geometria. £ comum,
ao falar de diretriz, pensar na parabola. Entretanto, qualquer conica, incluindo as elipses
e hipérboles, também podem ser definidas em funcao de suas diretrizes, de forma que
as definigoes das conicas como lugares geométricos dos pontos que satisfazem uma dada
relacao de distancia entre o foco e a diretriz, comumente usada ao se definir a parabola,

pode se estender também as elipses e hipérboles.

Defini¢ao 1.25. (Reta focal) Uma reta focal é qualquer reta que passa pelo foco da

coOnica.

Defini¢ao 1.26. (Corda) Uma corda é qualquer segmento que une dois pontos distintos

de uma coénica.

Defini¢ao 1.27. (Corda supra-focal) Uma corda supra-focal é uma corda cuja reta

suporte é uma reta focal.

Definigao 1.28. (Corda focal) Uma corda focal é uma corda supra-focal, tal que o foco
esta entre as extremidades. Ou seja, uma corda PF P’ é uma corda focal se P e P’ forem

pontos de uma conica cujo foco F esta entre P e P’ (P — F — P').

Definicao 1.29. (Latus rectum) Uma corda focal paralela a diretriz é chamada de latus

rectum.
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Figura 1.7: O segmento PP ¢ uma corda focal, o segmento QQ ¢ uma corda supra-focal e a

corda HH ¢é o latus rectum de uma hipérbole.

Fonte: Elaborada pela autora.

Observe que nem toda corda supra-focal ¢ uma corda focal, entretanto, toda corda

focal é uma corda supra-focal.

1.3 Construcgoes

1.3.1 Construgao geométrica de uma cdnica por meio da

propriedade foco-diretriz.

No que se segue serdo apresentadas as construgoes das conicas (ndo degeneradas) a partir
de uma reta e um ponto, a saber: a diretriz d e o foco F, respectivamente.
Considere um ponto A sobre a diretriz d tal que A é o pé da perpendicular baixada

do foco F até a diretriz.

Observacao 1.30. A reta AF, a qual passa pelo foco de uma conica e é perpendicular a

sua diretriz é chamada de eixo da cénica, ou simplesmente eizo.
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Seja V um ponto entre Ae FF (A—V — F), com A, V e F, colineares e distintos dois

a dois.

No que se segue, serd mostrado que fixado o ponto V', sempre é possivel encontrar
outro ponto, digamos P, distinto de V', de forma que V seja um vértice e P um ponto

arbitrario de uma cédnica.

A veracidade disso serd comprovada verificando que a relacao

D(V.F) _D(P.F) _

D(V.d)  D(P,d)

¢ satisfeita, onde e é a excentricidade da conica (ver defini¢do [1.24)).

Tome um ponto M na diretriz d, distinto de A, e trace as retas MV e M F (ver figura
a esquerda). Trace por F' a reta s simétrica ao eixo com relagao a reta M F. Seja P
o ponto de interse¢ao entre a reta s e a reta MV (ver figura [1.8] & direita).

Figura 1.8: Construgao de um ponto P da conica.

Fonte: Elaborada pela autora.

Afirmacao 1.31. Os pontos V' e P sao, ambos, pontos da mesma conica.

Demonstracao. Sejam K o pé da perpendicular baixada de P até a diretriz e L o ponto
de intersecao da reta PK com a reta M F. Seja ainda O um ponto sobre o eixo, tal que

F esté entre os pontos A e O (ver figura [1.9)).
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Figura 1.9: Elipse, parabola e hipérbole, respectivamente, construidas por meio da pro-

priedade foco-diretriz.

Fonte: Elaborada pela autora.

Observe que PLF = ZﬁT\O, pois ambos sao angulos altermos internos congruentes
relativos as retas paralelas AF e PK. Além disso, LFO = ZTFTD, pois, por construcao,
a reta LF é bissetriz do angulo PFO. Entao, PLF = L/ﬁ, e consequentemente, o

triangulo FPL é isosceles de base F'L. Disso, é possivel concluir que

PF = PL. (1.7)

Por outro lado, pelo teorema fundamental da semelhanca de triangulos (teorema(1.13)),

¢é possivel observar que:

AMPL ~ AMVF (1.8)
AMKP ~ AMAV (1.9)

Logo,

PL @MP @ PK
VF MV VA

_PL_PK
VF VA
:>PL_VF
PK VA
@PF _VF

% = V1 (1.10)
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Como PF esta para PK assim como V F estd para VA, podemos dizer que D(P, F)
esta para D(K, P), assim como D(V, F') esta para D(V, A). E é possivel observar que
D(K, P) = D(P,d) e D(V, A) = D(V,d). Logo,

D(P,F) D(V,F)
D(P,d) _ D(V.d) _* (L.11)

Portanto, segue da definicao [1.23| que tanto o ponto P, quanto o ponto V' sao pontos

da coénica. O]

O ponto V' é chamado de wvértice da conica e, escolhendo sucessivos pontos M na
diretriz, é possivel encontrar sucessivos pontos da conica.

E possivel observar que ao escolher um ponto M’ na diretriz d, simétrico ao ponto M
com relacao ao eixo, obtém-se um ponto P’, pertencente a conica, tal que P’ é simétrico
ao ponto P, com relagdo ao eixo (veja a figura . Logo, como M ¢ arbitrario entao
P também serd um ponto arbitrario. Disso, conclui-se que uma coénica é simétrica em

relacao ao eixo.

Figura 1.10: Ponto P’ simétrico ao ponto P com relagiao ao eixo da conica.

Fonte: Elaborada pela autora.

Ao longo de todo o texto os pontos F, V, K e A seguirao indicando o foco, o vértice,
o pé da perpendicular baixada de P até a diretriz e o ponto de intersecao do eixo com a

diretriz, respectivamente.

Afirmacao 1.32. A reta s, determinada pelos pontos P e I da construcao anterior,

intersecta a conica em um ponto P’, distinto de P.
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Demonstracao. Sejam M, O e P os mesmos pontos da construcao anterior e r a reta
perpendicular a reta M F. Sejam ainda, M’ o ponto de intersecao da reta r com a diretriz
e P’ o ponto de intersecio da reta M’V com a reta s (ver figura . Como MF é a
bissetriz interna de ]%, entao r € a bissetriz externa desse dngulo. Assim, como a reta s
¢ simétrica ao eixo com relacao a reta M F', tem-se também que s é simétrica ao eixo com
relacao a reta r. Como P’ é a intersecao entre M'V e s, segue, pelo método de construcao
da conica apresentado anteriormente, que P’ é um ponto da conica distinto de P, tal que

ambos estao sobre a reta supra-focal s. O

Figura 1.11: A reta s intersecta a conica em P e P’

Fonte: Elaborada pela autora.

A afirmagao garante que a reta que une o foco F' e um ponto P de uma conica,
distinto do vértice V, intersecta a conica em um ponto P’ distinto de P. Entretanto, o
que se pode falar sobre a reta r, perpendicular a reta M F?7 Essa reta intersecta a conica?

A resposta é dada pela afirmacao a seguir (afirmagao [1.33):

Afirmacgao 1.33. A reta r incidente ao foco (determinada pelos pontos F' e M’') e per-

pendicular a reta M F', intersecta a conica em dois pontos distintos.

Demonstragao. Sejam n a bissetriz interna do angulo M'FO (onde M’ e O, definidos
na afirmacao , se mantém os mesmos) e H o ponto de intersecao entre as retas n e d.
Note que a reta F'M' é a reta simétrica ao eixo com relagao a reta HF (ver figura .
Seja R o ponto de intersecao entre as retas HV e FM'. R, assim determinado, é um

ponto da conica obtido pela construcao, apresentada no inicio dessa secao, tomando-se o
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ponto H na diretriz (respectivo ao ponto M da construcao). Pela afirmacao [1.32] segue
que existe R/, distinto de R, que também pertencente & conica, tal que RR' é uma corda

supra-focal. n

Figura 1.12: A reta M'F intersecta a conica em R e R'.

Fonte: Elaborada pela autora.

Observacao 1.34. Pela construcao do inicio da secao fica evidente que por um ponto
M na diretriz, distinto de A, é possivel determinar um ponto P de uma conica. Pelas
afirmacoes e pode-se concluir que, tomando-se um ponto M na diretriz, distinto

de A, é possivel determinar uma corda supra-focal RR' ortogonal a reta M F.

Posteriormente, no capitulo 2, serd provado que M é o ponto de intersecao entre as
retas tangentes a conica nas extremidades de RR'.
a s ~ . L, . ~ VF
No que se segue, caso a conica nio seja uma pardbola (ou seja, a razao v = e # 1),
serd mostrado que é possivel descobrir um outro ponto da curva que esta sobre a reta

K P, perpendicular a diretriz pelo ponto P.

1.3.2 Construcao geométrica de um segundo ponto da codnica
sobre a perpendicular a diretriz pelo ponto P.
Afirmacao 1.35. Sejam P um ponto de uma conica c, distinto do vértice V' e t a reta

simétrica a reta F'P com relacao a reta F'K. Seja R o ponto de intersecao entre as retas

te PK. O ponto R é também um ponto da conica construida anteriormente.



CAP.1 ¢ SECOES CONICAS

Demonstracao. Seja v uma reta incidente a K e paralela a reta F'P. Seja J o ponto de

intersecao entre as retas v e t (ver figura [1.13)).

Figura 1.13: Construcao de um segundo ponto da conica que pertence a reta K P.

Fonte: Elaborada pela autora.

O triangulo KJF & isosceles de base KF, pois, como PFK ¢ congruente a FKJ
(angulos alternos internos), e PFK ¢ conguente a KFJ (por construgao), entao FKJé
congruente a I?E]

Pelo teorema fundamental da semelhanga de triangulos (teorema é possivel con-

cluir que os tridngulos JK R e F PR sao semelhantes. E, pelo teorema de Tales (teorema

1.17), segue que,

JF JR JR KR KR- JF
e P st - - 1.12
Pk KR JF pPK ~HT T KP (1.12)
Segue ainda da semelhanca dos referidos triangulos que,
FR JR ERJE _ PR _KR JF (1.13)
FP JK  JK FP PK JK '

Como o triangulo K JF ¢ isosceles de base KF, os lados JF e JK sio congruentes. Assim,

JE |
JK 7
logo, segue de (L.13) que,
FR KR

FP~ KP
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entao,

RF _ PF @) VF

RK PK VA (1.14)
Portanto, obtemos de que R pertence a conica, pois,
D(R,F) D(P,F) D(V,F)
D(R,d) _ D(P,d)  D(V,d) *
O

A seguir sera apresentada uma forma de se obter o latus rectum sem o conhecimento

do traco da conica.

1.3.3 Construgao geométrica do latus rectum da codnica.

Considere uma conica construida pelo método apresentado na secao [1.3.1) com todos os
seus elementos, porém tomando o ponto M sobre a diretriz d, tal que a distancia de M ao
ponto A é igual a distancia entre os pontos A e F, ou seja D(A, M) = D(A, F). Assim,
o triangulo M AF é isésceles de base M F. E importante observar também que esse é um
triangulo retangulo, pois MAF é um angulo reto. Logo, AMFE = AFM = 45°.

Segue da construcao da conica (ver figura que a reta F'P é simétrica ao eixo

(reta FO), com relacao a reta F'L (por construcao), entao

£LPFO =2£LLFO.

Como LF/\O = AFM = 45°, entao P/Z@ = 90°, ou seja, P/}@ é um angulo reto, e
consequentemente, o segmento F'P é paralelo a diretriz.

Nesse caso em particular, o ponto P sera chamado de P. Tomando um ponto P’ sobre
a reta F'P, simétrico de P com relacdo ao eixo, obtém-se o segmento PFP’, o qual é o

latus rectum. Os segmentos FP e FP' sio chamados de semilatus rectum.

Observe que P’ também pertence & conica e que

FP=FP. (1.15)
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Figura 1.14: Construcdo do latus rectum.

L'V

Fonte: Elaborada pela autora.

Se o traco da conica fosse conhecido, bastaria tracar pelo foco F' a perpendicular ao

eixo, determinando o latus rectum como sendo a corda focal PFP'.

Observacao 1.36. O latus rectum é a tnica corda focal que possui o foco como ponto
médio, visto que, caso existisse uma corda PFP’, distinta do latus rectum, que satisfizesse
tal propriedade, entao P’ seria o simétrico de P com relacao a F', porém a reta suporte
da corda PF P’ nao seria paralela a diretriz, o que implicaria que D(P,d) # D(P’,d) e,

consequentemente,




CAPITULO 2

ALGUMAS PROPRIEDADES DAS
CONICAS NAO DEGENERADAS

Nas construgoes do capitulo anterior foi explorado um método geral para a construgao

das conicas. A seguir serao abordadas algumas propriedades comuns a essas curvas.

Serao apresentados os resultados necessarios para mostrar a equivaléncia entre a de-
finicao das conicas por meio da propriedade foco-diretriz e a definicao usual, geralmente

adotada nos cursos de geometria analitica.

Proposigao 2.1. Sejam P e P’ dois pontos distintos de uma conica, tal que a reta PP’
nao incide sobre o foco. Seja ainda H o ponto de intersecao da reta PP’ com a reta
diretriz d. Se P e P’ estdo no mesmo semiplano determinado pela diretriz, entdo a reta
HF ¢ a bissetriz externa do angulo PFP’. Caso contrério, ou seja, se P e P’ estdo em

semiplanos distintos, entao a reta H I é a bissetriz interna do angulo PF P’.

Demonstracao. Sejam K e K’ os respectivos pés das perpendiculares baixados de P e
P’ até diretriz (ver figura [2.1)).

Como P e P’ pertencem & conica, segue de (1.10) que,

26
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PF _VF
PK VA’
PF _VF
PK' VA
logo,
PF  PF
PK  PK"
€ consequentemente,
PF  PK
PF~ PK" (2.1)

Figura 2.1: FH é a bissetriz externa do angulo PFP’.

Fonte: Elaborada pela autora.

Observe agora que as retas PP’ e d sao transversais cortadas pelas retas paralelas PK
e P'K' e que os triangulos PHK e P'H' K’ sao semelhantes pelo caso A.A.A., logo, pelo
teorema [I.T5] segue que

PK  PH
PK'  PH

(2.2)
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De (2.1)) e (2.2), obtém-se que

PF _PH _ PF _PF
PF~ PH  PH PH

(2.3)

Observe que, caso P e P’ estejam no mesmo semiplano determinado pela diretriz, o
ponto H, que é um ponto sobre a diretriz, ndo esta entre P e P’ (ver figura , entao,
nesse caso, pelo teorema m (teorema da bissetriz externa), segue que a reta F'H é
bissetriz externa do angulo PF'P’. Caso P e P’ estejam em semiplanos distintos, o ponto
H estéa entre P e P’ (ver ﬁgura, e, nesse caso, pelo teorema da bissetriz interna, segue

que F'H ¢é a bissetriz interna do angulo PF'P’.

Figura 2.2: FH ¢ a bissetriz interna do angulo PFP’.

Fonte: Elaborada pela autora.

Proposicao 2.2. Uma reta intersecta uma conica em no méaximo dois pontos.

Demonstracao. Sejam c uma conica e d sua diretriz. Sejam P um ponto de c e H um
ponto de d (ver figura . Seja () um ponto qualquer tal que H/}@ seja um angulo reto.
Seja r a reta simétrica & reta PF com relacao a reta QF, e seja P’ o ponto de intersecao

da reta r com a reta HP. Entao o ponto P, caso exista, ¢ um ponto pertencente a conica.
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Figura 2.3: Intersecio de uma conica com uma reta.

Fonte: Elaborada pela autora.

<
De fato, sejam K e K’ pontos distintos da diretriz tais que ﬁ( e PPK’ sejam as

respectivas perpendiculares a diretriz por K e K'.

Observe que, caso P e P’ estejam no mesmo semiplano determinado pela diretriz, Iﬁ
bissecta o angulo externo relativo ao angulo PFP' em F. E, caso P e P’ estejam em

semiplanos distintos determinado pela diretriz, Iﬁ ¢ a bissetriz interna do angulo PF P’

(proposigao . Em ambos os casos, segue de (2.2)) e (2.3) que,

PF PH PK
PF PH PK'
_pr_PE
PK ~ PK"

Interpretando a informagao de (2.4) em termos de distancia, tem-se

D(P.F) _D(P.F) _

D(P.d)  D(P'.d)

Portanto, P’ € um ponto da conica.

Suponha que exista um ponto P” sobre a reta H P que também pertenca a conica, entao
FQ bissecta o angulo PFP” (caso P e P’ estejam no mesmo semiplano determinado pela
diretriz) ou F'@Q bissecta o angulo externo relativo ao angulo PFP” (caso P e P’ estejam
em semiplanos distintos determinado pela diretriz). Entao, pela unicidade da bissetriz,
P’ e P" sao coincidentes. Portanto, uma reta intersecta uma conica em no maximo dois

pontos. O]
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Segue da proposicao que uma reta r, contida no mesmo plano de uma cénica c, a

intersecta em um, dois ou em nenhum ponto.

Proposicao 2.3. Seja SS’ uma corda supra-focal, e seja P um ponto qualquer da conica.
—
Sejam M e N os pontos de intersecao de ﬁ e PS’ com a diretriz, respectivamente. O

angulo M F'N é um angulo reto.

Demonstracao. Quatro casos podem ocorrer:

i) P, S e S’ pertencem a um mesmo semiplano. Ou seja, SS’ é uma corda focal e P
¢ um ponto pertencente ao mesmo semiplano determinado pela diretriz que contém

SS9

Pela proposigao W/[ ¢ a bissetriz externa de P/F\S, e ﬁ\f é a bissetriz externa de
PES'. Pode-se observar que PFS é bissectado por W, pois PFS & um angulo
externo de PFS. Analogamente, tem-se que ﬁ\f bissecta PFS. Logo, segue da
proposi¢ao m que m é perpendicular a ﬁ\/’, ou seja, MFN é um angulo reto

(ver figura [2.4)).

Figura 2.4: O angulo M FN ¢é um angulo reto (caso ).

Fonte: Elaborada pela autora.

ii) SS" é uma corda focal e P é um ponto que nao pertence ao mesmo semiplano

determinado pela diretriz que contém SS’;

Pela proposi¢ao ([2.1) FM ¢ a bissetriz interna de JD/ES’, e FNV 6 a bissetriz interna
de PFS. Pode-se observar que o angulo externo relativo ao angulo PFS é bis-
sectado por ?M, pois PFS ¢ um angulo externo de PFS. Analogamente, tem-se
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que W\f hissecta externamente PFS. Logo, segue da proposicao m que I%M é
perpendicular a Wv, ou seja, MFN ¢ um angulo reto (ver figura .

Figura 2.5: O angulo MFN ¢ um angulo reto (caso ii)

T
\

Fonte: Elaborada pela autora.

iii) Os ponto S e P pertencem ao mesmo semiplano (determinado pela diretriz) que

contém I, enquanto S’ pertence ao outro semiplano.

Figura 2.6: O angulo M FN é um angulo reto (caso iii).

TN
RN

Fonte: Elaborada pela autora.

Observe que, nesse caso, F' nao é um ponto entre S e S, logo, S’ pertence a semi-
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reta ﬁg, 0 que significa que PFS = PFS. Pela proposigao (2.1 I%M é a bissetriz
externa de ﬁg, e ﬁ\f ¢ a bissetriz interna de PEFS. Portanto, segue da proposicao
que %M é perpendicular a ﬁ\f), ou seja, MFEN éum angulo reto (ver figura

23).

iv) O ponto S pertence ao mesmo semiplano (determinado pela diretriz) que comtém

o foco, e os pontos S’ e P pertencem ao outro semiplano.

Assim como no caso iii, S’ pertence a semi-reta FS, 0 que significa que PFS =
PFS. Pela proposicao a reta F'N & bissetriz externa de PFS e a reta FM é a

—_—
bisseriz interna desse mesmo angulo. Portanto, M F'N é um angulo reto (ver figura

27).

Figura 2.7: O angulo MFN ¢ um angulo reto (caso iv).

~

/ P
Fonte: Elaborada pela autora.

]

Proposigao 2.4. As retas que unem as extremidades de duas cordas supra-focais se

intersectam na diretriz.

Demonstracio. Sejam P, P, S e S’ pontos da conica, tais que PP’ e SS' sdo duas
cordas supra-focais.

A demonstragao sera dividida em casos, como segue:

i) Os pontos P, P'; S e S" estao no mesmo semiplano determinado pela diretriz que

contem F;
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Observe que PFS ¢ P'FS sio angulos alternos internos, logo possuem a mesma
bissetriz. Seja r a bissetriz de PFSe PFS e seja T a reta perpendicular a r. Sejam
M o ponto de intersecao da reta © com a diretriz e N o ponto de intersecao de r
com a diretriz. Pela proposicao areta 7 é a bissetriz externa de PFS e P'FS

(ver figura 2.8)).

Figura 2.8: Intersegao das retas que unem as extremidades de duas cordas supra-focais caso (7).

i)

Fonte: Elaborada pela autora.

—— > <
Conclui-se da proposicao que % e P'S’" se intersectam em M, e P'S e PS’ se

intersectam em N

Os pontos P e S pertencem ao mesmo semiplano que F', enquanto P’ e S’ pertencem

ao semiplano que nao contem [
Observe que PFS = PFS = PFS = P'FS.

Considere a corda supra-focal SS’ e o ponto P. Seja N o ponto de intersecao da reta
PS’ com a diretriz d e M o ponto de interse¢ao da reta PS com d (ver figura .
Pelo caso (iii) da proposi¢ao segue que ﬁ\f é a bissetriz interna do angulo PF'S
(consequentemente FN também ¢ a bissetriz interna de W) e FM ¢ a bissetriz
externa de PFS (consequentemente FM ¢ a bissetriz externa de P/F\S’)

Considere agora a corda supra-focal SS” e o ponto P’. Seja N’ o ponto de intersecao
da reta P'S com a diretriz d e M’ o ponto de intersecdo da reta P'S’ com d.

Pelo caso (iii) da proposigao , segue que F'N' é a bissetriz interna do angulo



34

P'F'S (consequentemente FN' também ¢ a bissetriz interna de P/’ﬁ’) e FM ¢ a
bissetriz externa de P'FS’ (consequentemente W também é a bissetriz externa
de m) Entretanto, como PFS = PFS = P'FS = P/’F\S’, segue da unicidade
da bissetriz interna que ﬁ\f = ]W e como N e N’ sdao pontos da diretriz, N e N’
sao coincidentes. Analogamente, pela unicidade da bissetriz externa, tem-se que M

e M’ também sao coincidentes.

Figura 2.9: Intersecdo das retas que unem as extremidades de duas cordas supra-focais caso

(id).
Fe
o —o—

Fonte: Elaborada pela autora.

iii) Os pontos S S’ e P pertencem ao mesmo semiplano que F, enquanto o ponto P’

pertence ao semiplano que nao contem F’;

Observe que nesse caso
PFS=PFS e PFS =DPFS

Sejam N e M os ponto de intersecao das retas PS’ e PS com a diretriz, respecti-
vamente. Pela proposicao , a reta FN é a bissetriz interna de PFS enquanto a

reta F'M é a bissetriz externa desse mesmo angulo.

Sejam N’ e M’ os respectivos pontos de intersecao das retas P'S e P'S’ com a
diretriz. Pela proposicao a reta FN' é a bissetriz interna de P'FS’ e FM' ¢ a
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bissetriz externa do referido angulo. Como PFS = m, segue pela unicidade da
<~

bissetriz interna um angulo que ﬁ\/ = FN'" e como N e N’ sdo pontos da diretriz,

N e N’ sao coincidentes. Analogamente, pela unicidade da bissetriz externa, tem-se

que M e M’ também sao coincidentes.

Figura 2.10: Intersecao das retas que unem as extremidades de duas cordas supra-focais caso

(iid).

Fonte: Elaborada pela autora.

Portanto, as retas que unem as extremidades das cordas supra-focais PP e S5’ se

intersectam na diretriz. O]

2.1 Tangentes as conicas

Defini¢ao 2.5. (Tangente a comica) Se uma reta, tragada por um ponto P de uma
conica, encontra a conica novamente em P’, a reta tangente a conica ¢ a posicao para

onde a reta PP’ tende & medida que P’ se aproxima de P.
A reta tangente a uma conica a intersecta em um tnico ponto.
Observacao 2.6. A reta tangente no vértice de uma conica é paralela a diretriz.

A seguir, serd apresentada uma ideia da demonstracao geométrica que remete & com-

provacao desta afirmagao. Nao sera apresentada uma demonstracao rigorosa pelo fato de
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que, quando um ponto P da conica se aproxima do vértice V', a distancia do ponto M (de
intersecao da reta PV com a diretriz) ao ponto A, "tende ao infinito" enquanto o 4ngulo
entre a reta PM e o eixo "tende a 90°".

Sejam P, F, V, M, K, L e O os pontos utilizados na constru¢ao da conica por meio
da propriedade foco-diretriz (segao .

Segue da referida construgao que toda reta determinada pelos pontos P e V intersecta
a diretriz no ponto M. Como P é um ponto arbitrario da conica, ¢ possivel tomar o ponto
P tao proximo do vértice V' quanto se queira.

Observe que F esta entre A e O; K é o pé da perpendicular baixada de P a diretriz e
L & o ponto de intersecao da reta que une M ao foco F' com a reta PK (ver figura .

Figura 2.11: Quando P se aproxima de V', a distancia de M a A "tende ao infinito" enquanto

o angulo entre a reta PM e o eixo "tende a 90°".
| 1

]
|

» I
1
I ]
| ]
1 /]

1
|
|
1
|
|
|
|

L

Fonte: Elaborada pela autora.

Como P é um ponto muito préoximo de V', segue que o angulo PF'V tende a zero e,
consequentemente, o angulo PFO tende a um angulo de 180°.

Segue ainda da construgao apresentada, que o angulo LF'O é metade do angulo PFO
(pois, por construcao, a reta F'L é a bissetriz do angulo PFO). Logo, o angulo LFO &
um angulo reto.

Portanto, a reta tangente, no ponto V, é perpendicular ao eixo (ver figura [2.12)).
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Figura 2.12: Reta tangente a conica no vértice, paralela a diretriz.

d A

Fonte: Elaborada pela autora.

A proposicao a seguir é valida para as retas que sao tangentes a uma codnica, em

qualquer ponto distinto do vértice.

Proposicao 2.7. A reta tragada do foco ao ponto em que a tangente encontra a diretriz,

¢ perpendicular a reta tracada do foco ao ponto de tangeéncia.

Demonstracao. Pela proposi¢cao se P e P’ forem dois pontos de uma conica, e T
for o ponto de intersecao da diretriz da conica com a reta PP’, entao F'T é a bissetriz
externa do angulo PFP'.

Sejam r a bissetriz interna do angulo PF P’ e R um ponto de r. Pela proposigao [1.20}
temos que a reta F'R é ortogonal a reta F'I. Ou seja, o angulo TF'R é um angulo reto.

Quando o ponto P’ se move ao longo da curva e se aproxima da coincidéncia com P,
a reta TPP’ (onde, W = ﬁ = THP’) se aproxima, e finalmente se torna, a tangente
da conica em P. Quando P coincide com P’ a reta F'R coincide com a reta F'P. Logo,

os angulos T'F'P e TF'R sao congruentes, o que implica que TFP é um angulo reto. [

Observacao 2.8. Segue da proposicao que se P é um ponto arbitrario da conica e T’
um ponto da diretriz tal que o angulo PF'T" é um angulo reto, entao, pela unicidade de

uma reta definida por dois pontos, tem-se que a reta PT é tangente & conica em P.

Teorema 2.9. Seja c uma conica e PF P’ uma corda supra-focal de c. As retas tangentes

a conica nos pontos P e P’ se intersectam na diretriz (ver figura 2.13)).
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Figura 2.13: As retas tangentes nas extremidades de uma corda focal se intersectam na diretriz.

Q.

d T A

Fonte: Elaborada pela autora.

Demonstracao. Seja T o ponto de interse¢ao da tangente a conica, no ponto P com a
diretriz. Segue da proposicao que a reta TF' é ortogonal ao segmento PF', e conse-
quentemente, é ortogonal & corda supra-focal PP’. Isso nos diz que a reta TF também
é ortogonal ao segmento F'P’. Logo, pela proposicao tem-se que a tangente em P’

também intersecta a diretriz no mesmo ponto 7. O]

Corolario 2.10. As retas tangentes nas extremidades do latus rectum se intersectam no

pé da perpendicular baixada do foco a diretriz.

Demonstracio. Sejam PFP’ o latus rectum de uma conica, t e t' as retas tangentes &
conica nos pontos P e P, respectivamente. Seja 7' o ponto de intersecdo de t e t'. Pelo
teorema tem-se que T é um ponto da diretriz.

Pela proposigao 2.7 tem-se que a reta que une o ponto 7" ao foco, é perpendicular
ao latus rectum, e por definicao, o latus rectum é uma corda focal paralela a diretriz e,
consequentemente, ortogonal ao eixo. Portanto, a reta que une 7T ao foco, coincide com
o0 eixo. E como T é um ponto da diretriz, T coincide com o ponto de intersecao do eixo

com a diretriz. O

Observacao 2.11. Segue, como consequéncia do teorema [2.9| que, dado um ponto qual-
quer sobre a diretriz de uma coOnica é sempre possivel construir por esse ponto duas

tangentes a conica.

De fato, pelo teorema [2.9| e pela observacao [1.34] segue que, dado um ponto M na

diretriz, distinto de A, é possivel determinar uma corda supra-focal RR’, tal que as retas
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tangentes nas extremidades dessa corda, se intersectam em M. Quando M coincide com
A, tem-se, pelo corolario que M é o ponto de intersecao entre as retas tangentes nas
extremidades do latus rectum. Sendo assim, a diretriz pode ser definida como um lugar

geométrico, como segue:

Definicao 2.12. A diretriz é o lugar geométrico dos pontos de intersecao entre as retas

tangentes nas extremidades das cordas supra-focais de uma conica.

Proposigao 2.13. Se a corda PP’ encontra a diretriz em T', e a reta que bissecta o angulo
PF P’ intersecta a conica em @ e @), entao T'QQ e T'Q)' sao as respectivas retas tangentes

a essa conica nos pontos @ e Q'

Demonstragao. Pela proposicao 2.1 tem-se que a reta F'T é a bissetriz externa de
PFP. E, como a reta que incide sobre a corda focal QF Q' é a bissetriz de P/F?’, segue
da afirmacao m, que a reta QQ' é perpendicular a reta F'T. Logo, Q/F\T = Cﬁ = 90°.
Portanto, pela proposi¢ao conclui-se que as retas T'QQ e T'(Q sdo tangentes a conica
nos pontos @, e @), respectivamente (ver figura . O

Figura 2.14: TQ e TQ' sao tangentes & conica nos pontos @ e @', respectivamente.

Fonte: Elaborada pela autora.

Corolario 2.14. Sejam ¢ uma conica, QF' Q)" uma corda focal de ¢, t e t’ as retas tangentes
a conica em @ e (), respectivamente, e T o ponto de intersecao entre ¢ e t'. Seja ainda

r uma reta que incide sobre T' e intersecta a conica em P e P’, distintos. A corda focal
QF Q' bissecta o angulo PFP’.
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Demonstracao. Segue direto da proposicao visto que as retas T'F e QF sao per-
pendiculares (satisfazendo a proposi¢ao [1.20) e do fato que, fixado @, essas retas sao

anicas. []

Teorema 2.15. Se a reta tangente em um ponto P qualquer de uma conica intersecta a
diretriz em um ponto 7', e essa reta intersecta ainda a reta [, que contém o latus rectum,

em um ponto D, entao

FD FV

FT ~ VA
Demonstracao. Seja K o pé da perpendicular baixada do ponto P até a diretriz. O
angulo TK P, assim determinado, ¢ um angulo reto.

Segue da proposicao que TFP também ¢ um angulo reto. Logo, os triangulos
TKP e TFP sao triangulos retangulos, com hipotenusa comum 7' P. Segue, portanto, da
observagao[1.5], que os pontos T', P, F' e K sao todos pontos de uma mesma circunferéncia,
cujo diametro coincide com a hipotenusa dos triangulos.

Seja KF o segmento de reta que une K ao foco F. Pelo lema , os angulos PKF' e
PTF sao congruentes (ﬁ(? = P/TTV, ver figura . Observe ainda que PTF = ﬁT\F,

pois sao angulos comuns aos triangulos PTF e DTF. Logo, por transitividade,
APKF = £DTF. (2.5)

Seja P” o simétrico de P em relacdo ao eixo. Seja m uma reta paralela a [ passando

pelo ponto P, entao,
AFPP" = ADFP, (2.6)

pois sao angulos alternos internos.
L T : 1
Pela proposicao , tem-se que TFP é um angulo reto. Além disso, o angulo K PP

¢ um angulo reto, por construcao.
Observe que a reta [ divide o plano em dois semiplanos. Queremos demonstrar que
os angulos KPF e DF'T sao congruentes, e para isso serao considerados os trés casos

possiveis:

i) O ponto P esta no semiplano determinado pela reta [, que nao contém a diretriz

(ver figura [2.15));
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observe que o angulo F'PP" ¢ o complementar de KPF eo angulo DFP ¢é o com-
plementar de TFD. Logo, por segue que KPF=TFD.

Figura 2.15: P ndo estd no mesmo semiplano que a diretriz.

T

A

Fonte: Elaborada pela autora.

ii) O ponto P estd no semiplano, determinado pela reta [, que contém a diretriz (ver

figura [2.16));

Figura 2.16: O ponto P e a reta diretriz estdo no mesmo semiplano.

Fonte: Elaborada pela autora.
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observe que,

LKPF =90° + {FPP", e
ATFD = 90° + £PFD.

Logo, por , segue que KPF =TFD.

iii) O ponto P ¢ uma das extremidades do latus rectum (ver figura [2.17));

Figura 2.17: O segmento PF é um semilatus rectum.

Fonte: Elaborada pela autora.

Nesse caso, KPF éuma angulo reto, pois ﬁ( é perpendicular a ﬁ Observe ainda
que TFD também é um angulo reto, pois pela proposicao ﬁ ¢ ortogonal a
W (veja que o ponto D coincide com o ponto P). Portanto, KPF =TFD.

De (i), (ii) e (iii), segue que

FD FP
FT PK
_FV
VA

O

Proposigao 2.16. Sejam ¢ uma conica, e P e P’ dois pontos arbitrarios de ¢. Seja J o

ponto de intersecao das retas tangentes a conica em P e P’. Entao, JFP=JFP.
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Demonstragao. Sejam T e T” os pontos de intersecao das retas tangentes a conica em
P e P’ com a diretriz, respectivamente. Sejam D e D’ os pontos de intersecao das retas

TP e T'P' com a reta suporte do latus rectum, respectivamente (ver figura [2.18]).

Figura 2.18: Os angulos JFP e JFP' sdo congruentes.

Fonte: Elaborada pela autora.

Seja H o ponto de intersecao da diretriz com a reta que passa pelos pontos F e J.

Observe que

ANTHJ ~AFDJ e NT'HJ ~ AFD'J.

Dai, segue que

HT HJ
FD FJ
_HT'
- FD’
Logo,
HT FD
HT' FD’
FT

~
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pois, pelo teorema tem-se

FDiFviFD’jFDiFD’
FT VA FT FT  FT'

Logo, pelo teorema da bissetriz interna 1) segue que JFT = JFT'. O]
Corolario 2.17. O ponto J equidista das retas FP e FP'.

Demonstracao. Sejam M e M’ os pés das perpendiculares baixadas de J até as retas
FP e FP' respectivamente. Logo, como FMJ e FM'J sio ambos angulos retos, tem-se

—

que FMJ=FMJ (ver figura [2.19).

Figura 2.19: O ponto J equidista das retas F'P e FP’.

Fonte: Elaborada pela autora.

Da proposicao anterior 1} segue que JET = JFT'. Observe ainda que o segmento
JF & um lado comum aos triangulos JFM e JFM’. Logo, pelo caso L.A.A., tem-se que

ANJFM = ANJFM'.

Portanto
JM = JM'.
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]

Proposicao 2.18. Sejam ¢ uma coénica, e P um ponto de c¢. Seja ainda J um ponto
qualquer da reta tangente a essa conica no ponto P. Sejam N o pé da perpendicular

baixada de J até a diretriz de ¢, e M o pé da perpendicular baixada de J até a reta focal
PF. Entao,

FM _VE
JN VA

Figura 2.20: FM esta para JN assim como V F' esta para V A.

\P
© F
°®
\\
—
Qy
—) ] @ o
K H N T A

Fonte: Elaborada pela autora.

Demonstragao. Pelo teorema fundamental da proporcionalidade (teorema|l.15)), obtém-

se que

FM JT JI'  JN

rp 1P ° TP~ PK’

isso implica que

FM JN
FP PK
:>FM_FP_VF
JN PK VA
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A proposicao anterior (proposicao [2.18) serd importante para apresentacao de um

método de construcao das retas tangentes a uma conica por um ponto externo.

Construcao da reta tangente por um ponto externo a codnica

Sejam .J um ponto arbitrario externo a conica, r a reta perpendicular a diretriz d passando
por J, N o ponto de intersecao entre as retas r e d. Seja ainda X o ponto de intersecao
definido pela reta determinada pelos pontos V e J com a diretriz d e seja M a intersecao
entre as retas r e XF (ver figura [2.21)).

Figura 2.21: JM esta para JN assim como VF esta para V A.

r

X N A

Fonte: Elaborada pela autora.

Pelo teorema fundamental da semelhanga de triangulos ((1.13)) tem-se que

AFVX ~ AMJX, e (2.7)
AVAX ~ AJNX. (2.8)
Dessas semelhancas, segue que

VFVXVA:>VF7JM
JM  JX  JN VA JN’

Sejam a uma circunferéncia de centro F' e raio JM e b uma circunferéncia que tem o
segmento JF como didmetro. Sejam ainda M e M’ as interse¢oes de a com b. Como M

e M’ fazem parte de semicircunferéncias com didmetro JF', entao

—

FMJ = FMJ = 90°.
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Além disso,

EM propprry VE
JN VA

Logo, a intersecao das retas F'M e F'M’ com a conica sao os pontos cujas retas tan-

gentes se intersectam em J (ver figura [2.22)).

Figura 2.22: As retas tangentes em P e P’ se intersectam em .J

d N T

Fonte: Elaborada pela autora.

Observacao 2.19. Caso nao se conheca o traco da curva, mas se conheca a diretriz, basta
tracar as perpendiculares as retas F'M e F M’ passando por F' e determinar os pontos T’
e T" como sendo as respectivas intersecoes dessas retas com a diretriz. As retas T.J e T'J
serao tangentes a conica. Os pontos P e P’ determinados pela intersecao das retas F'M

com T'J e M’ com T'J, respectivamente, sdo os pontos de tangéncia.

Proposig¢ao 2.20. Sejam ¢ uma conica, P um ponto de c e t a reta tangente & conica
no ponto P. Sejam ainda, r a reta perpendicular a ¢ passando por P, e E o ponto de

intersecao da reta r com o eixo da conica. Entao,

FE VF
FP VA

Demonstracao. Sejam 1" o ponto de intersecao da reta t com a diretriz, e D o ponto de

intersegao da reta t com a reta que contém o latus rectum (ver figura [2.23)). Observe que
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os angulos FFPE e DTF sao, ambos, complementares ao angulo F'PD, o que implica que
FPE = DTF. Note ainda que os angulos FFP e DF'T sao complementares ao angulo
TFA, logo EFP = DTF. Portanto, segue que PEF = ﬁ, e que APEF ~ ATDF,
pelo caso A.A.A.

Figura 2.23: FE esta para FP assim como V F esta para V A.

N

X

Fonte: Elaborada pela autora.

Da semelhanca dos referidos triangulos, obtém-se

FE FD
FP FT

VF
=V (pelo teorema [2.15)).

]

Proposigao 2.21. Sejam ¢ uma conica, P um ponto de c e t a reta tangente a conica no
ponto P. Sejam ainda r a reta perpendicular a t passando por P, E o ponto de intersecao
da reta r com o eixo da conica. E L o pé da perpendicular baixada de E até a reta que
contém a corda focal PF. Entao o segmento PL possui a mesma medida do semilatus

rectum.

Demonstracao. Seja T' o ponto de intersecao da reta t com a diretriz. Na proposicao
foi observado que FPE = PTF , pois ambos sao complementares de FPT. Por
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construcao, PLE = T/FTD, logo PEL = F/P\T, e APEL ~ AFPT, pelo caso A.A.A. (ver
figura [2.24)).

Dessa semelhanca, obtém-se que

PL FT
- - FT.LE = PL-FP 2.
IE _FP (2:9)

Figura 2.24: O segmento PL possui a mesma medida do semilatus rectum.

Fonte: Elaborada pela autora.

Observe ainda que os tridngulos F'ILE e TAF sdo semelhantes (caso A.A.A.), visto

que

FLE = Z{ﬁ’, pois ambos sao angulos retos e

LEF = ﬁ??x, pois LE e F'T sao retas paralelas cortadas pela reta AF' (que é o eixo),

e, consequentemente LF/\E = fTTTT
Dai, segue que

LE FE

Y PP LE-FA.FE. 9.1
FA_FT (2.10)
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De (29) ¢ (10). scguc que

PL.FP—FA.FE = LL _ FE poppm VE

FA FP VA (2.11)

Sejam P uma extremidade do latus rectum, e K o pé da perpendicular baixada de P

até a diretriz de c.

Observe que PK = FA. Disso, e do fato de que P é um ponto da conica, segue que

PF VF

Logo, das relagoes e segue que
PL PF
FA FA
o que implica que PL = PF. Ou seja, o segmento PL possui a mesma medida do

semilatus rectum. O]

Teorema 2.22. Sejam r uma reta tangente a uma conica ¢ em um ponto ) e PP’ uma
corda de ¢, paralela a reta r, com P e P’ distintos de ). Sejam t e t’ as retas tangentes
a ¢ nos pontos P e P’, respectivamente, tais que ¢ e ¢’ se intersectam em um ponto J.
Sejam ainda B e B’ os respectivos pontos de intersecao de t e t' com a reta r. Sob essas

condigbes tem-se que @B = B’ (ou seja, o ponto @ é o ponto médio do segmento BB').

Demonstracao. Sejam M o pé da perpendicular baixada de J até a reta F'P, e M’ o

pé da perpendicular baixada de J até a reta FP'.

Sejam ainda, N e L os pés das perpendiculares baixadas de B até F'P e F(Q, respec-
tivamente. De maneira analoga, defina N’ e L' como os pés das perpendiculares baixadas
de B’ até as retas FP' e FQ (ver figura [2.25)).

Do fato de que as retas BB’ e PP’ sao paralelas, e considerando a hipotese de que r

<
é paralela a reta PP’, segue que

Jp _ P
BP B'P’
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mas,

JP JM JP' JM'
= e —_=
BP BN B'P"  B'N'"

o que implica que

MM
BN  B'N"

Porém, pelo corolario 2.17], tem-se que JM = JM’. Segue-se disso que BN = B'N'.

Figura 2.25: O ponto @ é o ponto médio do segmento BB'.

Fonte: Elaborada pela autora.

Observe que B ¢é o ponto de intersecao das retas tangentes a conica em P e Q). E,
como L e M foram definidos como os respectivos pés das perpendiculares baixadas de B
até [I'P e I'Q), segue, pelo mesmo corolario, que BN = BL.

Analogamente, tem-se que B'’N’ = B’L. Logo, como BN = B'N’, tem-se BL = B'L/.
Como BL e B'L' sao ambos perpendiculares a QF, tem-se que E[Z) = m Logo os
triangulos BLQ e B'L'() sao congruentes pelo caso LLA, e portanto,

BQ = B'Q.
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]

Corolario 2.23. Nas condicoes do teorema [2.22] a reta J(, caso o ponto .J exista,

intersecta a corda PP’ em seu ponto médio.

Demonstracao. Seja X o ponto de intersecao entre as retas JQ e PP’.

Do fato das retas PP’ e BB’ serem paralelas cortadas pela transversal definida por J

e (), segue que

pPx JX PX JX

= = ) 2.13
5Q Q" BQ - IQ 213
O que implica que
PX PX
— = . (2.14)
BQ BQ
E como, pelo teorema [2.22], BQ) = B’'Q, obtém-se que PX = P’X. Portanto, X é o ponto
médio do segmento PP’ (ver figura [2.26]). O

Figura 2.26: A reta JQ intersecta a corda PP’ em seu ponto médio.

Fonte: Elaborada pela autora.

E facil ver que, pelas propriedades de paralelogramos, quando as tangentes sio para-
lelas, entao a reta QM (M ponto médio da corda PP’) é paralela a ambas.

O corolario garante, na verdade, que toda corda paralela a uma reta tangente a
uma conica é bissectada pela reta definida pelo ponto de intersecdo (caso exista) entre as

tangentes em suas extremidades e o ponto de tangéncia (ver figura [2.27)).
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Corolario 2.24. Sejam [ e [’ as tangentes a conica em P e P’ respectivamente, e seja
M o ponto médio de PP’. Suponha que exista o ponto J de intersecao entre essas duas
retas. A reta JM intersecta a conica ¢ em um ponto (), tal que a reta tangente a conica

nesse ponto é paralela ao segmento PP’.

Demonstragao. Segue direto do corolario anterior (2.23) e do fato que dois pontos de-

terminam uma reta de forma tnica. O

Teorema 2.25. Qualquer corda paralela a uma corda arbitraria PP’ de uma conica ¢ é
bissectada pela reta determinada pelo ponto de intersecao, caso exista, das tangentes nas

extremidades P e P’ e pelo ponto médio da corda PP’.

Demonstragao. Sejam M o ponto médio do segmento PP’ e sejam R e R’ pontos da
conica tais que RR’ é outra corda de ¢, paralela a corda PP’

Sejam O o ponto de intersecao das retas PR e P'R' ¢ J o ponto de intersecao das
tangentes a conica nos ponto P e P’. Seja s a reta determinada pelo ponto J e pelo ponto
médio M da corda PP’ (ver figura [2.27).

Figura 2.27: A reta s intersecta a corda RR' em seu ponto médio.

S

.

s

% 2
.

Fonte: Elaborada pela autora.

Segue do teorema m (teorema fundamental da proporcionalidade) que:

APMO ~ ARNO e (2.15)
AP'MO ~ AR'NO. (2.16)
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Dessas relacoes de semelhancas segue que

ONRNe ON @1e) R'N
OM  PM OM — P'M’

o que implica que

RN RN
PM ~ P'M

Como PM = P'M, segue que RN = R'N. Ou seja, N é o ponto médio da corda RR'. [J

2.2 Algumas propriedades envolvendo Média

Harmonica

Proposigao 2.26. O semilatus rectum é a média harmonica entre os dois segmentos de

qualquer corda focal de uma conica.

Demonstracao. Sejam ¢ uma conica, PF' P’ uma corda focal distinta do latus rectum,

P uma extremidade do latus rectum de forma que FP é um semilatus rectum.

Queremos mostrar que

2 FpP.-FP
L+ 7 FP+FP’

Seja K o pé da perpendicular baixada de P até a diretriz. Sejam ainda E e E’ os pés
das perpendiculares baixadas de P e P’ ao eixo da conica, respectivamente (ver figura
2.28)).
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Figura 2.28: O semilatus rectum ¢ a média harmonica entre PF e P'F.

1
P

o. 0.

d K éf( I K S

Fonte: Elaborada pela autora.

Observe que os angulos PFE' e P'FE’ sao alternos internos, logo, sdo congruentes.
Os angulos FEP e FE'P’ também sao congruentes, pois ambos sao angulos retos. Obser-
vando os triangulos F'PE e F'P'E’ e conhecendo a propriedade de que a soma dos angulos
internos de um tridngulo é sempre 180°, conclui-se que os angulos F'PE e F'P'E’ também
sao congruentes. Disso, concluimos que os tridngulos PFE’ e P'FE’ sao semelhantes pelo

caso A.A.A.

Dessa semelhanca, segue que

FP FE EA-FA
FP'  FE FA—FEA

(2.17)

Do fato de que P, P', P e V sdo pontos da conica, tem-se que as seguintes relacoes sdo

satisfeitas:

FP FP FP FV
PK PK' PK VA

(2.18)

Porém, como P e E pertencem a uma reta paralela a reta diretriz d, tem-se que
ambos equidistam de d. Logo, PK = FA. De modo anélogo, conclui-se que P’K = E'A
e PK = FA.

Entao,

FP FP FP FV
EA FEA FA VA

Ou seja, FP, FP' e FP sio respectivamente proporcionais a FA, E'A e FA.
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Logo, da relacao (2.17) tem-se que

FP FP-—FP
FP  FP—FpP

O que implica que

FP.(FP—FP)=FP - (FP—FP)
—FP.(FP+FP)=2-(FP-FP)
FP.FP

FP—g. 21 T
= FP 1 FP

Portanto, o semilatus rectum é a média harmonica entre os segmentos F'P e F'P’ da
corda focal PFP'. O

Teorema 2.27. O latus rectum é a corda focal de menor comprimento.

Demonstracao. Sejam ¢ uma conica e PFP’ o latus rectum de c e seja r a medida do
semilatus rectum. Segue de (1.15) que FP = FP’ = r. Seja a uma semicircunferéncia de
raio r. Pela definicio de média harménica tem-se que r é a média harmonica entre PF e
FP.

Figura 2.29: O latus rectum & a corda focal de menor comprimento.

Fonte: Elaborada pela autora.

Por outro lado, pela proposicao tem-se que a medida do semilatus rectum é a
média harmonica entre os dois segmentos de qualquer corda focal (ver a representagio

geomeétrica na figura [2.29)). Ou seja, se o segmento PF P’ for uma corda focal qualquer,
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distinta do latus rectum PFP' entdao PFP' é o diametro de uma circunferéncia de raio
R, de forma que PF = r < R, sendo que a igualdade ocorre, se, e somente se 7 = R, o
que implica, pela observacao [1.12] que F' é o ponto médio da corda focal. Veja que, segue
da observacao que o latus rectum é a tnica corda focal que satisfaz essa propriedade.
Logo, PF + P'F = 2r < 2R = PF + P'F. Portanto, o latus rectum & a corda focal de

menor comprimento. O

Teorema 2.28. Seja PF' P’ uma corda focal de uma conica e seja S o ponto de interse¢ao
da reta suporte da corda PF P’ (corda focal definida por P e P') com a diretriz. Entao

F'S é a média harmoénica entre PS e P'S.

Demonstragao. Sejam ¢ uma conica, PF' P’ uma corda focal de ¢ e S o ponto de interse-
cao da reta PF com a diretriz da conica. Sejam ainda K e K’ os pés das perpendiculares
baixadas de P e P a diretriz da conica, respectivamente (veja figura [2.30, & esquerda).

Por construcao, tem-se que
PKS = PK'S,
pois ambos sao angulos retos.

Figura 2.30: FS é a média harmoénica entre PS e P’S.

Segmento de
medida FS

(]
o."

a O e, é
- 8

Oe
(7]

Fonte: Elaborada pela autora.

Como as retas PK e P'K’ sao paralelas cortadas pela transversal PP’, segue que 0s
angulos KPS e K'P'S sao correspondentes, o que implica que também sdo congruentes.
Entao os triangulos SKP e SK'P’ sao semelhantes, pelo caso A.A.A.

Dai, segue que

PS PKgnFP _PS—FS

P'S PK' FP FS—PS’
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o que significa que PP’ esta dividido harmonicamente em F' e S, ou seja, se S é o ponto

de intersecao da reta PP’ com a diretriz, entao F'S é a média harmonica entre PS e P'S
(ver figura [2.30] a direita), visto que

PSS PS—-FS

P/S:FS_P,S:PS-(FS—PS):PS-(PS—FS)

= (PS-FS)— (PS-P'S)=(P'S-PS)— (P'S - FS)
= (PS-FS)+ (P'S-FS) = (P'S-PS)+ (PS- P'S)
= FS-(PS+P'S)=2-(PS-P'S)

PS-P'S

FS—9.22 4>
= FS5 PS+ P'S



CAPITULO 3

CONICAS CENTRADAS E NAO
CENTRADAS

Até aqui foi utilizada uma defini¢ao unificada para as conicas nao degeneradas. No que se
segue o estudo das conicas seréd dividido em dois casos particulares: cénicas nao centradas
(parabolas) e conicas centradas (elipses e hipérboles).

E importante ressaltar que, no caso das conicas centradas, existem dois focos e duas
diretrizes, e cada foco esta relacionado a uma diretriz.

Nesse capitulo, sempre que forem mencionados diretriz e foco é importante ter ciéncia
de que se trata de um foco e sua respectiva diretriz, independentemente da conica em

questao ser uma elipse, parabola ou uma hipérbole.

3.1 Parabola (conicas nao centradas)

Foi visto na secao que, fixados uma reta d e um ponto F em um plano, o lugar

D(P, F
geométrico dos pontos P desse plano, sujeitos a condi¢ao ﬁ =1, é uma parébola.
D(P,F) . o )
Como m ¢ igual a 1 se, e somente se, D(P, F') é igual a D(P, d), podemos entao

enunciar a seguinte definicao:

Defini¢ao 3.1 (Parabola). A parabola é o lugar geométrico dos pontos P de um plano

que equidistam de um ponto fixo, chamado foco, e de uma reta fixa, chamada diretriz.

59
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Sejam I’ o foco, d a reta diretriz e K o pé da perpendicular baixada de P a d. A
definicao afirma que a parabola é formada por todos os pontos P tais que D(P, F) =
D(P,K).

No capitulo 1 foi apresentado um método geral de construgao das conicas. Veja que,
se denotando por A o pé da perpendicular baixada de F' a diretriz d, a definicao 3.1
afirma que o vértice V' de uma parabola é o ponto médio do segmento F'A. Ou seja, para
que a conica, construida pelo método geral, seja uma parabola, basta escolher o ponto V'

(vértice), sobre o eixo, como sendo o ponto médio entre o foco e o ponto A.

3.1.1 Construcao da parabola

A seguir sera apresentado um método para construcao da parabola.
Seja d uma reta e F' um ponto. Escolhendo-se um ponto K, arbitrario, sobre a reta d

é possivel encontrar um ponto P, tal que

S A (3.1)

Figura 3.1: Construgdo da pardbola usando a mediatriz do segmento F K.

r s

d K

Fonte: Elaborada pela autora.

De fato, sejam K um ponto arbitrario sobre a diretriz d e r uma reta que incide
sobre K, perpendicular a d. Sejam ainda s a mediatriz do segmento FFK e P o ponto
de intersecao entre r e s (ver figura . Como P é um ponto da mediatriz de FK,
entdo P equidista de F' e K (ou seja, D(P,F) = D(P, K)). Observe que K é o pé da
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perpendicular baixada de P até a reta d. Logo, D(P, K) = D(P,d). E, por transitividade,
D(F, P) = D(P,d), o que implica que a relacao (3.1 é satisfeita.

Serad visto mais adiante que a reta s, assim definida, é a tangente & conica no ponto
P.

3.1.2 Algumas definigoes e propriedades da parabola

Proposicao 3.2. Uma reta paralela ao eixo intersecta a pardbola em um tnico ponto.

Demonstracgao. Suponha que exista P’, distinto de P, outro ponto sobre a reta K P, tal

que P’ é um ponto da parabola. Entao,

FP=PK e (3.2)
FP' = PK. (3.3)

Subtraindo F'P’ de ambos os lados de (3.2)), tem-se

FP—rP =Pk — P & pp_pp _ px _ PK
. FP_ FP — pp'
~FP=FP + PP,

o que é um absurdo, pois, os segmentos F'P, FP' e PP' determinam um tridngulo e a
soma da medida de dois lados de um triangulo é sempre maior que o terceiro lado (teorema
1.14)).

Portanto, qualquer reta paralela ao eixo (incluindo o proprio eixo) intersecta a parabola

em um Unico ponto. O

Segue desse resultado que nao é possivel definir um segundo ponto V' sobre o eixo de
uma parabola que também pertenca a ela. Devido a isso, pardbolas sao ditas conicas nao

centradas.

Defini¢ao 3.3. (Didmetro da pardbola) Uma reta paralela ao eixo da parabola é

chamada de didmetro da pardbola.

Proposicao 3.4. Sejam ¢ uma parébola, I’ o seu foco, P um ponto arbitrario de ce K o
pé da perpedicular baixada de P até a diretriz. A reta tangente a ¢ no ponto P bissecta
o angulo FPK.
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Figura 3.2: A reta tangente a uma conica no ponto P bissecta o angulo FPK.

Fonte: Elaborada pela autora.

Demonstracao. Sejam r a reta tangente a pardbola no ponto P e T o ponto de intersecao
da reta r com a diretriz. Pela proposicao tem-se que o Angulo PFT é um angulo reto.

Pela definicao de parabola, tem-se que
D(P,F)=D(P,d)= D(P,F)=D(P,K)

e, consequentemente, os segmentos PF' e PK sao congruentes.

Entao analisando os triangulos PFT e PK'T, conclui-se que sao congruentes pelo caso
L.L.A., pois os lados PF' e PK sao congruentes, o lado PT é lado comum e os angulos
PKT e PFT sao congruentes, pois ambos sao angulos retos. Logo, os angulos TPK e

TPF sao congruentes e, portanto, a reta PT bissecta o angulo FFPK. O

Observacao 3.5. Pela proposi¢ao [3.4 pode-se observar que os segmentos KT e TF

também sao congruentes.

A informagao apresentada na observacao anterior sera ttil na demonstracao do teorema

3.40], presente no final do capitulo 3.

3.2 Conicas centradas

Foi visto na secao [1.3.1] que, fixados uma reta d e um ponto F' em um plano, o lugar ge-

. - . . . D(PF) )
ométrico dos pontos P desse plano, sujeitos a condigao m = e, e constante, é uma
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conica, sendo: uma pardbola se e = 1; uma hipérbole se e > 1; uma elipse se 0 < e < 1;

e, quando e = 0 tem-se uma circunferéncia, que é uma elipse degenerada.

Foi visto também, na proposicao que, quando e = 1, a conica é uma parabola,
que é uma conica nao centrada. No que se segue serd mostrado que elipses e hipérboles
possuem um segundo vértice V' e um segundo foco F’, o que permite determinar um
ponto C' denominado centro, tal que, V' e F’ sdo simétricos de V e F, em relagao a C,

respectivamente. Por este motivo, elipses e hipérboles sao ditas cénicas centradas.

A seguir, seré apresentado um método para encontrar V’, um ponto sobre o eixo e

distinto de V', que pertenga a conica quando essa nao se tratar de uma parabola.

3.2.1 Construgao de um segundo vértice de uma coénica centrada

Seja A o pé da perpendicular baixada do foco F' até a diretriz. No que se segue, V'
denotard um ponto sobre o segmento AF, tal que D(V,F) < D(V,A) ou D(V,F) >

. D(V,F) . . .
D(V, A), ou seja DV A # 1, nesses dois casos, serd mostrado que construindo-se uma
conica pelo método apresentado no capitulo 1, obtém-se uma conica centrada (elipse ou

uma hipérbole, respectivamente), tendo V' como um de seus vértices.

Agora, serd apresentado um método para encontrar um segundo vértice de uma coénica
centrada. Ou seja, busca-se encontrar um ponto V', também sobre o eixo da conica, tal

e DWV' F) DWV' F) DV,F) D((V,F) D(PF)

D(V'.d)  D(V',A) D({V,d) D(V,A) D(P: 7 =e#1.

Sejam r uma reta paralela a diretriz passando por F', a uma circunferéncia de centro

A eraio AV e f outra circunferéncia de centro F' e raio F'V.

Sejam A e F' as intersecoes de a com a diretriz e de f com a reta r, respectivamente.

Seja ainda V' a intersecdo da reta AF com o eixo.

Afirmacao 3.6. O ponto V'’ é um ponto da conica.
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Figura 3.3: Construgéo de um segundo veértice sobre o eixo da elipse e da hipérbole.

Fonte: Elaborada pela autora.

Demonstragao. Observe que, por construgao
rp=VF=FF e r,=VA=AA. (3.4)
Pelo teorema fundamental da semelhanga de tridngulos (teorema|1.13]), tem-se que
AFFV' ~ ANAAV'.

Dessa semelhanca, segue que

V'F  FF @) VF
VAT AA T VA

€.

Escrevendo em termos de distancia, segue que

D(V’,F) _ D(V, F) N D(V’,F) _ D(V, F) — e

DV A)  D(V,A) DV’ d)  D(V,A)

Portanto, V/ ¢ um ponto da conica. O

Repare que, se a distancia do vértice V' ao foco for menor que a distancia de V' ao
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ponto A, entdo FF é menor que AA. Ou seja,
D(V,F) < D(V,A) = FF < AA.

Como os triangulos FFV' ¢ AAV’ tem V' como vértice comum, com lados FF e AA
correspondentes e ambos opostos ao vértice V', entao, pelo teorema fundamental da se-
melhanga de tridngulos (teorema eles sao semelhantes. Como F'Fbarra é menor que
Aabarra segue que cada lado do triangulo FFV’ é menor que o lado correspondente do
triangulo AAV” (ver figura 3.3). E, portanto, FV' < AV’, e consequentemente, o ponto
F esta entre A e V'. Porém, como V esta entre F e A, segue que V estd entre e Ae V.
Nesse caso a conica em questao serd uma elipse.

De maneira analoga, é possivel concluir que, caso a distancia do vértice V' ao foco seja
maior que a distancia de V' ao ponto A, o ponto A esta entre V e V. Nesse caso, a conica
serd uma hipérbole.

Estas observagoes serao importantes para a justificativa da existéncia de um foco F’,
correspondente a uma diretriz d’, ambos simétricos & I’ e d com relacdo ao ponto médio

do segmento V'V'.

3.2.2 Algumas defini¢oes e propriedades das conicas centradas

Nesta secao serao apresentados alguns resultados que sao validos para as conicas centradas

(elipses e hipérboles).

Definicao 3.7. Se ¢ é uma conica e existe um ponto V’, distinto de V, tal que V e V' sao
ambos pontos da conica que estao sobre o eixo, entao o ponto médio do segmento V'V’ é

denominado centro da conica. Nesse caso, diz-se que a conica é uma conica centrada.

Definicao 3.8. (Didmetro de uma conica centrada) As cordas que incidem sobre o

centro de uma conica sao chamadas de didmetro.

Proposigao 3.9. Sejam c uma conica centrada, V e V' os vértices e P um ponto qualquer
de ¢, com P distinto de V e V’. Sejam ainda H e H' os pontos de intersecao das retas

PV e PV’ com a diretriz, respectivamente. O angulo HF H’ é um angulo reto.

Demonstracao. Seja PF P’ uma corda focal. Pela proposicao as retas VP e V'P

intersectam a diretriz no mesmo ponto. Pela proposicao a reta H'F é a bissetriz
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externa do angulo V'FP e, conquentemente, é a bissetriz do angulo VFP. Ainda pela
proposi¢ao [2.1] tem-se que a reta HF ¢é bissetriz externa de VEFP' (ver figura [3.4). Por-
tanto, segue da proposi¢ao que as retas HF e H'F sao ortogonais, o que implica que

o angulo HF H' é um angulo reto. O]

Figura 3.4: Asretas HF e H'F sdo ortogonais

T

d H' A

Fonte: Elaborada pela autora.

A proposicao permite provar a existéncia de outro foco e diretriz de uma conica

centrada, ambos correspondentes ao vértice V.

Afirmacao 3.10. Quando a conica é centrada, a definicao por meio da propriedade foco-
diretriz pode ser extendida a um segundo foco F’ e a uma segunda diretriz d’, simétricos

a F e d, respectivamente, com relacao ao centro C.

Demonstracao. Sejam C' o centro de uma conica centrada, P um ponto, e F’, A" e d',
os simétricos de F', A e d, respectivamente, com relacao ao ponto C. Sejam ainda G e G’
os pontos de intersecao das retas PV e PV’, respectivamente, com a reta d'.

Por construcao, tem-se que

FA=FA, (3.5)
VA=V'A (3.6)

A seguir, tem-se dois casos: no caso (i) a conica é uma elipse e no caso (ii) a conica é

uma hipérbole.
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i) F esta entre V e V' (ver figura [3.5));

VA = VV L VA
VA =VV' + VA
= VA =V'A.

Figura 3.5: Caso i) F estd entre Ve V.

Fonte: Elaborada pela autora.

Observe que os triangulos HAV e GA'V sao semelhantes, visto que

AVH = A/’V\G, pois sao angulos opostos pelo vértice definido pelas retas PV e pelo eixo;
HAV = m, pois ambos sao angulos retos e

AHV = AGV , pois sao angulos alternos internos.

De modo analogo, os triangulos H' AV’ e G'A’V' também sao semelhantes.

ii) V esta entre F e V' (ver figura [3.6);
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Figura 3.6: Caso ii) V esta entre F' e V'
fr
L'e

K
o

e
....

Fonte: Elaborada pela autora.

VA =VA+AA v —via 4 an
= VA =V'A.

Observe que nesse caso tem-se, pelo teorema que os tridangulos HAV e GA'V
sao semelhantes. Pelo mesmo teorema, conclui-se também a semelhanca entre os

triangulos H'AV' e G'A'V".
Em ambos os casos (casos (i) e (ii)), tem-se que

VA = VA, (3.7)
AHAV ~ AGA'V,
AH' AV ~ AGAV

Das semelhancas entres esses triangulos, segue que

GA' VA HA VA
HA VA S aga —var
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Entretanto, pelas relacoes (3.6 e (3.7) conclui-se que

VA" VA
VA VAT
Logo,
GA” H'A b ,
HA_G,A,:>GA-GA—HA'HA

— GA'-G'A = (FAY
GA'-GA' = (F/A).

Entao o angulo GF'G’ & um angulo reto, onde F’A’ é a média proporcional entre os
segmentos GA' e G'A'.

Sejam 7 a reta perpendicular a diretriz passando por P, K e K’ os respectivos pontos
de intersecdo da reta r com as retas d e d’. Sejam ainda L e L’ os respectivos pontos de

intersecao das retas GF' e G'F’ com a reta r. Entao,

PL _FV _FV'
PK' VA VA ©
Pl FV' _FV
PK'  V'A VA

e.
Logo,
PL=PL.

Além disso, LF'L’ é um angulo reto, pois ele é o suplementar de GF'G’, que é um

angulo reto, entao, pelo teorema [1.19] segue que
F'P=PL =PL,

logo,

F'p _F'V'
PK'  V'A

Portanto, uma conica centrada também pode ser definida a partir da propriedade

foco-diretriz por meio do foco F’ e da diretriz d’. O
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Proposigao 3.11. Seja P um ponto de uma conica centrada, distinto de V' e V' e seja

ainda N o pé da perpendicular baixada de P até o eixo. Entao,

(PN)>  (FA)?
VN-VIN VA-V'A

Demonstracao. Sejam H e H' os pontos de intersecao das retas PV e PV’ com a

diretriz, respectivamente. Observe que, pelo teorema fundamental da semelhanca de
triangulos (teorema [1.13)), tem-se que

AH'AV' ~ APNV'.

Dessa semelhanca, segue que

PN H'A
VIN VA

Observe ainda que os triangulos HV A e PV N também sao semelhantes, pelo caso
A.A.A., visto que

FV\N = m, pois sao opostos pelo vértice;
VNP = m, pois ambos sao angulos retos e

NPV = A/H\V, pois sao angulos alternos internos.

Logo,

PN _HA

VN - VA (3.9)

Note ainda que, do fato de que o angulo HFH' é um angulo reto (proposicao [3.9), o
triangulo HF H' ¢ retangulo e, pela proposicao [1.9] segue que

HA-H'A=(FA)? (3.10)
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PN
Multiplicando ambos os lados da relacao (3.9) por ——, obtém-se

VN

PN PN HA PN (PN)?  HA-H'A
VN VIN VA V'N VN-VIN VA-V'A
g (PN)>  (FA)?
VN-VIN VA -V'A

(3.11)

Observe que, como F, A, V e V' sdo pontos fixos de uma coénica, a relagao (3.11)) resulta

em uma constante, independente da escolha do ponto P. O

No que se segue, serao apresentadas algumas definicoes referentes a elipses e hipérbo-

les, separadamente.

3.2.3 Elipses

Definicao 3.12. Sejam d uma reta e F' um ponto, ambos fixos em um plano. O lugar
D(P,F)

D(P, d)

constante real, estritamente maior que zero e menor que um (0 < e < 1), é chamado de

geométrico dos pontos P desse plano, sujeitos a condigao = e, onde e é uma

elipse.

Observe que, na construgao da conica (ver se¢do [1.3.1]), ao escolher o ponto V entre
os pontos A e F, tal que D(V, F) < D(V,d), tem-se que
D(V,F)

AL
DV, d) “= %

o que satisfaz a relagao da definicao [3.12

Definicao 3.13. (Eizo maior) Sejam V e V' os vértices de uma elipse que estao sobre
o eixo. O segmento V'V’ é chamado de eizo maior. Os ponto V e V' sao chamados de

vértices do eizo maior.

Defini¢ao 3.14. (Eixo menor) Seja BB’ a corda perpendicular ao eixo e que incide
sobre o centro da elipse. O segmento BB’ é chamado de eizo menor da elipse. Os pontos

B e B’ sao chamados de vértices do eizo menor da elipse.

Defini¢ao 3.15. (Circulo maior) O circulo que tem o eixo maior da elipse como dia-

metro é chamado de circulo maior.
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Definicao 3.16. (Circulo menor) O circulo que tem o eixo menor da elipse como

diametro é chamado de circulo menor.

Foi visto anteriormente que as conicas sao simétricas em relacao ao eixo. A proposicao

a seguir mostra que as elipses sao, também, simétricas em relacao ao eixo menor.
Proposicao 3.17. A elipse é simétrica em relagao ao eixo menor.

Demonstracao. Os pontos V' e V' sdo simétricos em relacdo ao eixo menor, por cons-

trugao, visto que o eixo menor incide sobre C' que é o ponto médio do segmento V'V,
Sejam P um ponto arbitrario de uma elipse, distinto de V' e V', r a reta perpendicular

a diretriz passando por P e sejam K e K’ os pontos de intersecao da reta r com as retas

d e d', respectivamente. Seja ainda X o ponto de interse¢ao de r com o eixo menor (ver

figura [3.7)).

Figura 3.7: A elipse é simétrica em relagdo ao eixo menor.

dl

Fonte: Elaborada pela autora.

Seja @ um ponto da reta r, distinto de P tal que a distancia de () a X seja igual a
distancia de P a X, ou seja, (Q é simétrico de P em relacao a reta BB’. Sejam N e N’ as

projecoes de P e (), respectivamente, sobre o eixo. Entao, por construcao CN = CN'.
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Observe que os pontos P, N, N’ e () determinam um retangulo, onde C' é o ponto
médio do lado NN’. Caso P seja extremidade de um latus rectum, N coincide com F' e

N’ coincide com F’ e, como
!/
PN =QN’,
entao, nesse caso,

PF = QF' (ver figura [3.8). (3.12)

Figura 3.8: Os segmentos PF e QF’ sdo congruentes.

d, KI Ar

Fonte: Elaborada pela autora.

Agora, se P nao é a extremidade de um latus rectum, entao

i) caso N esteja entre os pontos C' e F, tem-se que
FN=CV —(CN+ FA)

= CV' — (CN'+ F' A"
— F/N/;
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ii) caso N esteja entre os pontos F e V, tem-se que

FN =CV — (VN +CF)
= CV' — (VN' + CF')
— F/N/;

iii) caso N esteja entre os pontos C' e v/, tem-se que

FN=CF+CN
=CF +CN’
= F'N’.

De (i), (ii) e (iii) vemos que os segmentos F'N e F' N’ sdo congruentes, logo os tridngulos
PNF e QN'F’ sao congruentes pelo caso L.A.L., visto que PN é congruo com QN' e os
angulos PNC' e QN'C sao, ambos, angulos retos. Da congruéncia dos referidos triangulos
segue que os lados PF e QF' possuem a mesma medida.

Portanto, independente da posicao de P, tem-se que PF = QF’. Dai, e do fato de
que PK = Q"K' (por construcao), segue que

PF _QF VF VF
PK QK VA V'A

Logo @, simétrico ao ponto P com relacdo ao eixo menor, é um ponto da conica.

Portanto, a elipse é simétrica em relagao ao eixo menor. O

Teorema 3.18. Sejam F' e I os focos e P um ponto de uma elipse. A reta tangente a

elipse em P é a bissetriz externa do angulo F'PF’.

Demonstracao. Sejam t a reta tangente a elipse no ponto P, r a reta perpendicular & ¢

passando por P, e E o ponto de interse¢ao da reta r com o eixo dessa conica (ver figura
3.9). Entao, pela proposicao tem-se

FE VF
FP VA

F'E _VF
F'P VA

e
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Entao,

FE F'E
FP F'P’

Figura 3.9: A reta ¢ é a bissetriz externa do angulo FPF’.

H A
@ L 4
"
\/
PR
—@
d H. |A

Fonte: Elaborada pela autora.

Logo, pelo teorema da bissetriz interna (teorema [1.21)), segue que o angulo FPF’ é
bissectado pela reta determinada pelos pontos P e E (observe que essa reta é a reta
r). Portanto, como r é a bissetriz de FFPF’ e as retas r e t sao perpendiculares (por

construgao), segue do teorema que a reta t é a bissetriz externa desse angulo. [

O teorema [3.18 implica que a reta ortonormal a reta tangente em um ponto P de uma

conica é a bissetriz do angulo determinado pelas semirretas PF e PF'.

Proposicao 3.19. Sejam P um ponto arbitrario de uma elipse, N o pé da perpendicular
baixada de P até o eixo e C' o centro dessa elipse. Sejam ainda V'V’ o eixo maior e BB’

o eixo menor. Entao,

(PN)*  _ (BC)?

VN-V'N (VO (3.13)
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Demonstracao. Pela proposicao tem-se que

(PN)*  (FA)?
VN-VIN VA-V'A

(3.14)

Observe que, como F, A, V e V'’ sao pontos fixos de uma conica, a relacdo (3.14)
resulta em uma constante, independente a escolha do ponto P. Logo, pode-se escolher

qualquer ponto P da elipse para efetuar a analise da equacao (3.14)).

Note que, quando o ponto P coincide com B, N coincide com C' e, nesse caso em

particular,
PN = BC = (PN)* = (BC)? (3.15)
Além, disso, nesse caso,
VN=V'N=VC=VN-V'N=(VO)? (3.16)

Entao, substituindo (3.15)) e (3.16)) em (3.14), obtém-se

(BC)* _ (FA)

(VCO)2 VA VA (3.17)
Logo, de e (8.17), segue que
(PN)? _ (BOY:
VN-VIN _ (VOE
O

Afirmacao 3.20. Quando a conica é uma elipse, a expressao (3.13) pode ser escrita da

seguinte forma

(PN)? _ (BCY
(VO —(CN)2 (VO)*

Demonstracao. Observe que

VN=VC-CN e V'N=VC+CN,
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caso o ponto N esteja entre os pontos V e C'; ou
VN=VC+CN e VN=VC-CN,
caso o ponto N esteja entre os pontos V' e C'. Em ambos os casos, tem-se que
VN-V'N=(VC—-CN)-(VC+CN)=(VC)* - (CN)?

Portanto, a expressao (3.13)) pode ser escrita como

(PN)* _ (BO)?
(VC)?2—(CN)2 (VO)*

(3.18)

Teorema 3.21. Se X é o pé da perpendicular baixada de P até o eixo menor, entao

ou ainda,

(vey o (px)?
(BO)2  BX - -BX’

Demonstracao. Observe que CX = PN e PX = C'N. Entao, reescrevendo a expressao

(3.18), tem-se

(CX)? _ (BC)? (VC)? _(BC)?
(VC? —(PX)2  (VCR ~ (VOP — (PX)?  (CX)?
= (VC)?*- (CX)* = (BC)*- (VO)* — (PX)?)
= (VC)? - (CX)* = (BC)*- (VO)* — (BC)* - (PX)?
— (BO)? - (VC)? — (VC)? - (CX)? = (BC)? - (PX)?
= (VC)?*- ((BC)* — (CX)?*) = (BC)*- (PX)?
_ ey (soy
(PX)?  (BC)>—(CX)?
(Vo (PX)?
7 (BCR ~ (BOY — (CX)? (3.19)
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Observe que
BX B'X
(BC)? - (CX)* =(BC + CX) - (BC — CX)= BX - B'X. (3.20)
Logo, substituindo (3.20) em (3.19)), tem-se
(vey (X))
(BC)2  BX-B'X
O

Proposicao 3.22. Sejam r a reta perpendicular ao eixo de uma elipse passando por P,

N o ponto de intersecao de r com o eixo e () o ponto de intersecao de r com o circulo

maior dessa elipse (ver figura |3.10). Entao,

PN  BC
QN VC’
Demonstracgao. Pela proposicao tem-se que

(PN)? _ (BC)
VN-VIN  (VC)?

Figura 3.10: PN esta para QN assim como BC estd para VC.

Fonte: Elaborada pela autora.

(3.21)
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Pela propriedade de média proporcional, tem-se que
(QN)*=VN-V'N,

pois o triangulo VQV' é retangulo em ().

Portanto, segue que

(PN)* (BC)> PN BC

(QNZ ~ (VOZ ~ QN ~ V('

Teorema 3.23. O centro da elipse bissecciona qualquer diametro.

Demonstracao. Sejam PCP’ um diametro qualquer, r e v’ retas perpendiculares ao eixo
passando por P e P, respectivamente e N e N’ os respectivos pontos de intersecao de r

e r’ com o eixo (ver figura |3.11]).

Figura 3.11: O centro da elipse é o ponto médio de seus diametros.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Pela proposicao |3.11| e pela afirmagao [3.20] segue

(PN)? _(BO)? (P'N')?
(VC)?2 —(CN)?  (VC)2  (VC)2— (CN')?
(PN)? _ (P'N'")?
T (VG = (CNE ~ (VOP — (CN')?
= (PN)*- ((VC)? = (CN'")?) = (P'N")?- ((VC)? = (CN)?)
= (CN)?- (VO)? = (CN)*- (CN")? = (CN")?- (VC)? = (CN)?- (CN")?
= (CN)?-(VC)? = (CN")? - (VC)?
= CN =CN’

Tem-se ainda que

PCN = ]fCW’, pois sao angulos opostos pelo vértice; e

CNP = C'/N/\P’, pois ambos sao angulos retos;

conclui-se que os triangulos PCN e P'CN’ sdo congruentes pelo caso L.A.A. Entao,

PN = P'N’ e PC = P'C. Portanto, C bissecciona qualquer diametro de uma conica. [J

Teorema 3.24. As retas tangentes nas extremidades de um diametro de uma elipse sao

paralelas.

Demonstragao. Sejam PCP’ um didmetro qualquer, ¢ e ¢’ as retas tangentes a conica
em P e P, respectivamente. Sejam ainda X e X’ os respectivos pontos de intersecao das

retas t e t’ com o eixo.

Sabe-se que C' é o ponto médio entre os focos (F' e F’) e, segue do teorema m, que
C também é o ponto médio de PP’. Logo, conclui-se que os segmentos PF, P'F', PF’

e P'F determinam um paralelogramo cuja interse¢ao de seus diametros é o ponto C' (ver
figura 3.12). Dai, segue que

FPF = F'PC' e

FPC = FP'F. (3.22)
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Figura 3.12: As retas tangentes nas extremidades de PC'P’ sao paralelas.

Fonte: Elaborada pela autora.

Pelo teorema [3.18] sabemos que a reta ¢ é a bissetriz externa do angulo FPF’ e que a
reta t’ é a bissetriz externa do angulo F'P'F’, e como esses angulos sao congruentes, segue

que
ﬁ = m’.
Mas,

X/Pz"zﬁ—l—@ e
X'PC=XPF +FPC.

Dai, e por (3.22)), conclui-se que

XPC=XPC,

o que implica que as retas ¢t e t' sao paralelas cortadas pela reta suporte do diametro
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PCP. [l

O teorema a seguir mostra que a definicao de uma elipse (em relacao a propriedade
foco-diretriz) é equivalente & definicdo usual de elipse adotada nos cursos de Gemetria
Analitica, a qual relaciona a soma das distancias de um ponto aos focos com a medida do

€1X0 maior.

Teorema 3.25. Sejam I’ e F’ os focos e P um ponto arbitrario de uma elipse. Entéao,
FP+FP=VV'.

Em outras palavras, a soma das distancias de um ponto de uma elipse aos seus focos é

igual a distancia entre as extremidades do eixo maior.

Demonstragao. Como V e V' sdo pontos da conica, tem-se que

FV _FV'
VA VA

Observe também, que

VV' FV+FV' VV' FV VA FV' VA

AN A4 AN AN VAT A va
Vv VA v
AL T aa T A
YV VA+VA
AA - VAt vVA
LYV VA4VA
AA - CVAtrvVA
vV
= = (3.23)

Seja N o pé da perpendicular baixada de P até o eixo, asssim,
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F’P_NA/_PK':F/PH_
FP NA PK ' FP a

NA
NA

+1
F'P FP NA

NA

“FP TFP_ NA T NA

F'P+FP AA
FP ~ NA
F'P+FP FP
AA  NA
F'P+FP FP
AA" PK
F'P+FP FV
AA VA
F’P +FP vv'!
AA T AA
=F'P+FP=VV,

ou seja, a soma das distancias de um ponto de uma elipse aos seus focos é igual a distancia

entre as extremidades do eixo maior.

]

O resultado anterior, além de ser a propriedade usada na definicao das elipses em

geometria analitica, permite mostrar a seguinte relacao:

(CV)? = (CF)? + (BC)?.

(3.24)

Observe que quando o ponto P coincide com uma das extremidades do eixo menor,

segue do teorema [3.25| que,

BF + BF' =VV'.

Note ainda, que FBF' é um triangulo isésceles de base F'F’, o que implica que BF' = BF".

Logo,

2-BF =VV'=2.CV = BF =CV.

(3.25)
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Figura 3.13: O triangulo FBC ¢é retangulo com hipotenusa BF'.

Fonte: Elaborada pela autora.

Do fato dos segmentos BC' e C'F' serem ortogonais, segue que o triangulo definido

pelos pontos B, C' e F é um triangulo retangulo cuja hipotenusa é o segmento BF' (ver

figura 3.13)).

Logo, pelo teorema de Pitagoras, segue que:

(BF)? = (BC)? + (CF)? &2 (0v)2 = (BO)? + (CF). (3.26)
Determinando
CV =a,
BC =b,e
CF =c,

Obtém-se de (3.26)), que

a’> = b + &2

3.2.4 Hipérboles

Defini¢ao 3.26. (Hipérbole) Sejam d uma reta e F' um ponto, ambos fixos em um

D(P, F
plano. O lugar geométrico dos pontos P desse plano, sujeitos a condicao ﬁ = e,
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onde e > 1 e e ¢ uma constante real, ¢ chamado de hipérbole.

Seja A o pé da perpendicular baixada do foco F' até a diretriz d. A escolha de V, na
construcao apresentada no capitulo 1, determina o tipo da cénica (elipse, parabola, ou
hipérbole).

Na construgao da conica (ver , ao escolher o ponto V' entre os pontos A e I, tal
que D(V, F') > D(V,d), obtém-se que

D(V, F)

— L = 1
DV, d) ¢~

o que satisfaz a relacao da defini¢ao [3.26

Defini¢ao 3.27. (Eizo transversal) O segmento V'V’ é chamado de eizo transversal

da hipérbole.

Definicao 3.28. (Eiro conjugado) Sejam f uma circunferéncia de centro C' e raio C'F
e s a reta perpendicular ao eixo passando por V. Sejam ainda D e D’ os pontos de
intersecao da reta s com o circulo f, e B e B’ as respectivas projecoes ortogonais desses
pontos sobre a mediatriz do eixo transversal (ver ﬁgura. O segmento BB’ & chamado

de ewxo conjugado da hipérbole.

A hipérbole e seus elementos podem ser visualizados na figura [3.14]

Figura 3.14: Hipérbole e seu elementos.

F
Q D
(O] (0]
d f A
B c B'
.................................. @ @ F T PP PPN
q IA'
®
F'

Fonte: Elaborada pela autora.
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As retas CD e CD’, sao chamadas assintotas da hipérbole.
Em algumas bibliografias o eizo transversal é chamado de eizo real, enquanto o eizo

conjugado ¢ chamado de eizo imagindrio.

Figura 3.15: O triangulo V BC é retangulo com hipotenusa sendo o segmento V B.

D D'
@ ) @
c
a
B B'
......................... @ -arernnnnnann
b C
o
®
Fl

Fonte: Elaborada pela autora.

Observe que o segmento V' B possui a mesma medida que C'F, visto que

VB =CD =CF.

Logo, definindo

CV =a,
BC =0,
VC =c,

tem-se, pelo teorema de Pitagoras, que
a?=c -1,

visto que os pontos V', B e C' determinam um tridngulo retangulo, cuja hipotenusa é o
segmento V B (ver figura [3.15)).

Proposicao 3.29. A hipérbole é simétrica com relacao a reta suporte do eixo conjugado.
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Demonstracao. Seja s a reta suprte do eixo conjugado. Os ponto V' e V' sdo simétricos
em relacao ao eixo conjugado, visto que s é perpendicular ao eixo e incidente ao centro,
e C' é o ponto médio do segmento V'V’ por construcao.

Sejam P um ponto arbitrario de uma hipérbole, distinto de V' e V', e r a reta perpen-
dicular & diretriz passando por P. Sejam ainda, K e K’ os pontos de intersecao da reta r
com as retas d e d', respectivamente, e X o ponto de intersegdo entre as retas r e s (ver
figura [3.16)).

Seja () um ponto da reta r, distinto de P tal que a distancia de @) a X seja igual
a distancia de P a X, ou seja, () é o simétrico de P em relagao a reta s. Logo, por
construgao, tem-se que os segmentos PK e QK' sdo congruentes (ver figura .

Sejam ainda, N e N’ as projecoes de P e (, respectivamente, sobre o eixo.

Figura 3.16: A hipérbole é simétrica em relacdo a reta suporte de seu eixo conjugado.

r

Fonte: Elaborada pela autora.

De modo andlogo ao que foi feito para a elipse na proposicao prova-se que 0s

segmentos PF e QF' sao congruentes, o que implica que

PF _QF VF V'F
PK QK VA VA"

Logo @), simétrico ao ponto P com relacao a reta s, ¢ um ponto da conica. Portanto,

a hipérbole é simétrica em relacao a reta suporte do eixo conjugado. O
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Teorema 3.30. Sejam F' e F” os focos e P um ponto de uma hipérbole. A reta tangente

a essa conica no ponto P é a bissetriz interna do angulo F'PF’.

Demonstracao. Seja r a reta ortogonal a reta t passando pelo ponto P e E o ponto de
intersegao de r com o eixo da hipérbole (ver figura [3.17)). Pela proposicao [2.20 tem-se

que

FE VF F'E VF
FP VA °© FpP VA

O que implica que,

FE F'E
FP F'P’

Figura 3.17: A reta t é a bissetriz do angulo FPF".

Fonte: Elaborada pela autora.

Logo, pelo teorema da bissetriz externa (teorema |1.22)), segue que a reta r ¢ bissetriz
externa do angulo F'PF e, como a reta t é ortogonal a reta r, por construcao, segue da

proposigao que a reta t é a bissetriz interna do angulo FPF’. O
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Proposicao 3.31. Se a conica ¢ uma hipérbole, entao

(FA? _ _ (PN)?
VA- VA (CN)2—(VO)?*

Demonstracao. Pela proposicao tem-se que

(FA)?  (PN)?
VA- VA VN-V'N’

Observe que
VN=CN-VC ¢ VVIN=CN-V'C=CN+VC,
caso o ponto V esteja entre os pontos N e C' (ver figura a esquerda); ou
VN=CN+VC e VVN=CN-V'C=CN-VC

caso o ponto V' esteja entre os pontos NV e C' (ver figura [3.18) a direita).

Figura 3.18: A reta t ¢ a bissetriz do angulo FPF".

Fonte: Elaborada pela autora.

Independente dos casos, tem-se que

VN-V'N=(CN-VC)-(CN+VC)=(CN)*—(VC)?
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Portanto, segue que

(FA?  (PN)* (PN)?
VA-VVA  VN-V'N (CN)2—(VC)%

(3.27)

Teorema 3.32. O centro da hiperbole é o ponto médio de seus diametros.

Demonstracao. Caso o diametro seja VCV'| segue, por construcao, que C' é o ponto
médio da corda VV'. Caso contrario, sejam PCP’ um didmetro qualquer, distinto de
VOV, r e r' retas perpendiculares ao eixo, passando por P e P’, respectivamente, e N e

N’ os respectivos pontos de intersegao de r e 7’ com o eixo (ver figura [3.19)).

Figura 3.19: O centro da hiperbole é o ponto médio de seus diametros.

Fonte: Elaborada pela autora.

Observe que os triangulos PNC e P'N'C sao semelhantes, visto que

fé’]\V = FTCTV’, pois sao opostos pelo vértice;
CNP = m’, pois ambos sao angulos retos; e

NPC = N/’P’\C, pois sao alternos internos.
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Dessa semelhanca, segue que

CN PN _ (CN)* (PN)?

CN' ~ PN’ (CN'? ~ (PN'? (3.28)
Pela proposicao tem-se que
(PN} (FA? (PN
(CN2—(VC)?2 ~ VA-V'A~ (CN')2— (VCO)?’
o que implica que
(PN)* _ (CN)* - (VC)Z. 529

= ;= (CN)* - ((CN)* = (VC)*) = (CN')* - ((CN)* = (VC)?)

= (CN)?-(VC)? = (ON')? - (VC)?
= (CN)* = (CN')?
= CN=CN'.

Logo, os triangulos PCN e P'C' N’ sao congruentes pelo caso L.A.A. Consequentemente,
PC = P'C. Portanto, conclui-se que C' bissecciona qualquer diametro de uma hipérbole.
m

Teorema 3.33. As retas tangentes nas extremidades de um diametro de uma hipérbole

sao paralelas.

Demonstracao. Caso o diametro seja VCV', tem-se pela observagao que as retas
tangentes a conica em V e V' sdo paralelas a diretriz, e portanto, o resultado segue. Caso
contrario, seja PC' P’ um diametro qualquer de uma hipérbole h, e sejam t e ¢’ as retas

tangentes a h em P e P’, respectivamente.
Sabe-se que C' ¢é o ponto médio entre os focos (F' e F”) e, pelo teorema [3.32] tem-se
que C também é o ponto médio de PP’. Logo, conclui-se que os segmentos PF, P'F’,

PF’ e P'F determinam um paralelogramo cuja intersecao de seus diametros é o ponto C'
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(ver figura 3.20). Dai, segue que

FPF' = FPF. (3.30)

Figura 3.20: As retas tangentes nas extremidades da corda PCP’ sao paralelas.

Fonte: Elaborada pela autora.

Sejam ainda X e X' os respectivos pontos de intersecao das retas t e t' com o eixo.
Pelo teorema [3.30, segue que a reta t, tangente em P, é a bissetriz interna do angulo
FPFE’, ou seja,

FPX = F'PX.
Da mesma forma, como r é a tangente em P’, segue que
FP'X' = F'P'X.
Observe que

LFPF = {FPX + {F'PX
=2.AFPX, (3.31)
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LFP'F = {F'P'X'+ {F'P'X'
—2.LF'P'X' (3.32)

Segue de (3.30) que os angulos FPF' e FP'F’ sao congruentes, logo, por (3.31) e
(3.32), obtém-se que

FPX = F'P'X". (3.33)

Do fato de que PFP'F’ & um paralelogramo, cujas diagonais se intersectam em C,

tem-se que os angulos F'PC e F'P'C sao congruentes, ou seja

FPC =FPC. (3.34)
Note ainda que,
AFPC = AFPX +ACPX e AFPC=AKFPX +4£CPX'. (3.35)

De (3.33), (3-34) e (3.35)), conclui-se que

CPX =CPX/, (3.36)

o que implica que os angulos CPX e CPX’ sao alternos internos com relacao as retas
paralelas PX e P'X’ (que sdo as tangentes nas extremidade de PCP’) cortadas pela
reta transversal PP’. Portanto, as retas tangentes & hipérbole nas extremidade de um

diametro, sao paralelas, visto que os angulos alternos internos sao congruentes. O

O teorema a seguir mostra que a defini¢ao de uma hipérbole (em relagao a pro-
priedade foco-diretriz) é equivalente a defini¢do usual de hipérbole adotada nos cursos de
Gemetria Analitica, a qual relaciona a diferenca, em modulo, das distancias de um ponto

aos focos, com a medida do eixo transversal.

Teorema 3.34. Sejam P um ponto arbitrério de uma hipérbole e F' e F’ os seus focos.
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Entao,

|PF — PF'|=VV'.

ao. Lembre qu m a n oni m-se qu
Demonstracao. Lembre que, como V' e V' sdo pontos da conica, tem-se que

FV _FV'
VA VA

Observe que

vV FV'-FV _VV' FV' FV
A4~ AA AA  AA A4
L VVI_FVI VA FV VA
A4~ AN VA A4 VA

LYV viA-va
AA AL
LYV vA— v
AA AA

vV AA
AV VRV
Vv
= AN =e

Seja r uma reta incidente ao ponto P. Sejam ainda K e K’ os respectivos pontos de

intersecao da reta r com as retas d e d'.

PF' VFEF y PK'-VF
P va PP =i
PF VF PK - VF

Pr - va P —va—

Note que o caso PF = PF’ ocorre se, e somente se, P ¢ um ponto da reta suporte
do eixo conjugado (que é a mediatriz do segmento F'F”), e isso ndo pode ocorrer. Logo,

suponha, sem perda de generalidade, que PF < PF’, o que implica que PK < PK'.

Observe que

PK'=PK + KK'. (3.37)
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Dali,
PK'-VF — PK-VF
PF' — PF =
VA

@3 (PK + KK')-VF — PK - VF

B VA
_PK-VF+KK’~VF_PK-VF
VA VA VA
:>PF’ - PF VF

KK' VA

O que implica que

PF'—PF VF VV' VV
KK' VA AA KK/

= PF' — PF=VV"

A necessidade de escolher PF' < PF, se d4 pelo fato de que V'V’ é positivo. Entre-
tanto, conhecendo a propriedade apresentada no teorema [3.34) para generalizé-la, basta

calcular a diferenca entre PF e PF’ em moédulo. Logo,

|PF — PF'|=VV'.

3.3 Outros resultados e observacoes

Visto que os resultados apresentados nos teoremas e [3.32] assim como e [3.33]

garantem as mesmas propriedades tanto para a elipse quanto para a hipérbole, seus enun-

ciados podem ser feitos de forma unificada para as conicas centradas, como segue:

Teorema 3.35. O centro de uma conica centrada bissecciona qualquer um de seus dia-

metros.

Teorema 3.36. As retas tangentes nas extremidades de um didmetro de uma conica

centrada sao pararelas.

Neste trabalho optou-se por enuncia-los, inicialmente, de forma separada devido as

suas demonstracoes possuirem especificidades.
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Proposicao 3.37. Se P é um ponto de uma conica centrada, entdo o ponto P’, simétrico

a P com relacao ao centro, também é um ponto da mesma conica.

Demonstracao. Como foi observado na secao|l.3.1, uma conica é simétrica com relagao
ao eixo. Além disso, pelas proposicoes e segue que uma coOnica centrada é
simétrica com relacao a reta paralela & diretriz e incidente a C'. Com isso, conclui-se que,
se P ¢ um ponto de uma conica centrada c, distinto dos vértices de ¢, entao existem R,
P’ e R, todos pertecentes a essa conica, tais que PRP'R’ é um retangulo cujas diagonais
se intersectam no centro C' (ver figura . Portanto, se P é um ponto de uma conica
centrada, entao o ponto R, simétrico do ponto P com relacao ao centro, também é um

ponto da referida coénica. O

Figura 3.21: Os diametros de PRP'R’ se intersectam em C.

Fonte: Elaborada pela autora.

Observacao 3.38. Seja PR uma corda de uma conica centrada que nao incide sobre o
centro. Entdo, o segmento P'R’, simétrico a PR com relacao ao centro é também uma
corda da mesma conica, visto que, pela proposicao |3.37] existem P’ e R, simétricos a
P e R, respectivamente, com relacado ao centro. Assim, os segmentos PP’ ¢ RR' sa0 o0s
diametros do paralelogramo PRP'R’ (ver figura [3.22).
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Figura 3.22: A corda P'R’ é simétrica a corda PR com rela¢ao ao centro C.

.
Vet
.
.

Fonte: Elaborada pela autora.

A seguir serao apresentados dois teoremas, um para conicas centradas e outro para
conicas nao centradas. O teorema [3.39] é vilido para cordas que nao incidem sobre o
centro, visto que, nesse caso em particular, a corda é um diametro e as retas tangentes

em suas extremidas nao se intersectam.

Teorema 3.39. Sejam ¢ uma cdnica centrada, PR uma corda de ¢, M o ponto médio do
segmento PR e J o ponto de intersecao das retas tangentes a c em P e R. O centro C'

pertence a reta JM.

Demonstracao. Pela observagao existe uma corda P'R’, simétrica a corda PR com
relacdo ao centro, paralela a PR. Seja M’ o ponto médio da corda P’'R’. Pelo teorema
2.25| a reta JM intersecta a corda P'R’ em M’ (ver figura [3.23) ou seja, a reta MM’ é,

na verdade, a reta JM.

Seja D o ponto de intersegao entre os segmentos PP" e MM'. Sera mostrado que o

ponto D é, na verdade, o centro C.
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Figura 3.23: A reta JM intersecta P'R’ em M.

Fonte: Elaborada pela autora.

De fato, note que

—_—

PMD = P'M'D, pois sao alternos internos com relacao as retas paralelas PR e P'R';
PDM = m, pois ambos sao angulos opostos pelo vértice; e

PM = P'M'.

Logo, os triangulos PMD e P'M’'D sao congruentes pelo caso A.A.L, o que implica
que os lados PD e P'D possuem a mesma medida. Ou seja D é o ponto médio de PP’
Entretanto, do fato de que, PP’ é um didmetro da conica, e o ponto médio de um didmetro
é o centro, entao, necessariamente, D coincide com C. Portanto, a reta que une M e M’
incide sobre o centro. Mas, como foi observado anteriormente, a reta MM’ é a reta JM,

assim, a reta JM incide sobre C. O

Teorema 3.40. Quando a coénica nao é centrada, a reta determinada pelo ponto de
intersecao das retas tangentes nas extremidades de uma corda PP’ e pelo ponto médio

M de PP’, & um diametro. Ou seja, essa reta é paralela ao eixo.

Demonstracgao. Sejam PF P’ uma corda focal da parabola, M o ponto médio do semento
PP’ r a reta suporte da corda PP’, K e K’ as respectivas projecoes de P e P’ sobre a

diretriz d e T' o ponto de interse¢ao das tangentes nas extremidades da corda focal PF P’

(ver figura [3.24)).



CAP.3 ¢ CONICAS CENTRADAS E NAO CENTRADAS

99

Pelo teorema [2.9sabe-se que T' & um ponto da diretriz. Tém-se ainda, pela proposicao
que os triangulos PFT e PKT sao congruentes, enquanto que o triangulo P'FT ¢é

congruente ao tridngulo P'K'T. Dessas congruéncias, segue que

KT =FT =K'T.

Figura 3.24: A reta MT é paralela ao eixo da parabola.

P
o
M
(4]
F =)
/‘
d A
Q@ T Q@
K + K'

Fonte: Elaborada pela autora.

Observe que as retas PK e P'K’ sao paralelas cortadas pelas transversais r e d, onde
d ¢é a diretriz da parabola.
Como PM = P'M (por construgao) e KT = K'T, segue que

PM KT
PM KT
logo,
PM  P'M
KT K'T’

Pelo teorema reciproco de Tales (teorema/|l.18]), segue que a reta determinada pelos pontos
T e M, necessariamente, é paralela as retas PK e P'K’ e, consequentemente, é paralela
ao eixo.

Como ja foi provado na proposicao [2.25] a reta determinada pelo ponto de intersecao
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das retas tangentes nas extremidades de uma corda PP’ e pelo ponto médio de PP’
bissecta qualquer corda paralela a PP’, logo, a reta T'M bissecta qualquer corda paralela
a corda focal PFP'. O

O teorema[3.39] valido para conicas centradas, garante que qualquer reta, determinada
pelo ponto de intersecao entre duas retas tangentes a uma conica e pelo ponto médio do
segmento que une os pontos de tangéncia, contém o centro da conica. Ja o teorema |3.40
garante que, quando a conica ¢ uma parabola, essa reta ¢ um didmetro, ou seja, é paralela

a0 e1xo.



CONSIDERACOES

A propriedade foco-diretriz é uma abordagem que se concentra na relacdo fundamental
entre o foco, a diretriz e os pontos da curva. Essa propriedade, permite estabelecer uma
definicao geral das conicas nao degeneradas, o que possibilita um estudo abrangente dessas
curvas, sem a necessidade de distinguir seu trago.

No presente trabalho foram apresentadas propriedades interessantes que, em geral, sao
pouco exploradas na literatura matematica atual. O principal objetivo foi estabelecer as
conexoes entre as definicoes das conicas, geralmente encontradas em livros de (Geometria
Analitica, e as defini¢oes decorrentes da propriedade foco-diretriz.

A abordagem da diretriz, em relacao as elipses e hipérboles, é frequentemente omitida
nas discussoes sobre essas conicas. Ao longo do desenvolvimento do presente trabalho,
notou-se que na maioria dos trabalhos académicos consultados, o conceito de diretriz
era abordado apenas para a parabola. A definicao tradicional de elipses e hipérboles
se concentra apenas nas relacoes entre focos e propriedades de distancia. Entretanto, a
diretriz desempenha um papel significativo na caracterizacao e construgao de todas as
conicas nao degeneradas.

O software GeoGebra desempenhou um importante papel no desenvolvimento do tra-
balho, pois possibilitou visualizar e explorar, de forma interativa, as propriedades das
conicas, bem como a geracao das figuras que, além de ilustrar, auxiliam na compreensao

dos resultados apresentados e das relagoes geométricas envolvidas.

101



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1] BESANT, W. H. Conic sections treated geometrically. 9° ed. London: George
Bell and Sons, 1895. Disponivel em: https://www.gutenberg.org/files/29913/29913-
pdf.pdf. Acesso em: 28 set. 2022.

|2] CARVALHO, T. M. M. de. The Dandelin spheres and the method of the conic sections
of the greeks. NEXUS Mathematicae, Goiania, v. 1, p. 30-48, 2018. Disponivel
em: https://revistas.ufg.br/nexus/article/view/51354. Acesso em: 28 set. 2022.

[3] EVES, Howard. Introdugao a histéria da matematica. Traducdo: Hygino H.
Domingues. 5% ed. - Campinas, SP: Editora da Unicamp, 2011.

[4] TRALA, G. C. Relagao de grandezas geométricas entre diferentes médias.
2021. 64p. TCC (Graduagao) — Curso de Licenciatura em Matematica. Universidade
Federal do Pampa, Itaqui, 2021.

[5] QUEIROZ, M. L. B.; REZENDE, E. Q. F., Geometria euclidiana plana e cons-

trucoes geométricas. 2° ed. Campinas, SP: Editora da Unicamp, 2008.

102



	Lista de Figuras
	Seções cônicas
	Pré-requisitos
	Propriedade foco-diretriz
	Construções
	Construção geométrica de uma cônica por meio da propriedade foco-diretriz.
	Construção geométrica de um segundo ponto da cônica sobre a perpendicular à diretriz pelo ponto P.
	Construção geométrica do latus rectum da cônica.


	Algumas propriedades das cônicas não degeneradas
	Tangentes às cônicas
	Algumas propriedades envolvendo Média Harmônica

	Cônicas centradas e não centradas
	Parábola (cônicas não centradas)
	Construção da parábola
	Algumas definições e propriedades da parábola

	Cônicas centradas
	Construção de um segundo vértice de uma cônica centrada
	Algumas definições e propriedades das cônicas centradas
	Elipses
	Hipérboles

	Outros resultados e observações

	Considerações
	Referências Bibliográficas


