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RESUMO

SILVA, T.A. Teoria De Filme Fino Aplicada A Modelagem Matemática De Mancais Flui-
dodinâmicos. 2024. 85 p. Trabalho de Conclusão de Curso (Graduação em Engenharia Aero-
náutica) – Faculdade de Engenharia Mecânica, Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia -
MG, 2024.

A modelagem de mancais fluidodinâmicos tem sido amplamente baseada no modelo clássico de
Reynolds, que possibilita o cálculo da carga sustentada e a posição do eixo em relação a uma carga
específica. Esta abordagem é eficaz para simulações em regime permanente ou pseudotransiente,
onde a carga fornecida é equilibrada pela posição determinada. No presente trabalho propõe-se
uma nova abordagem para a modelagem desses sistemas dinâmicos, fundamentada na teoria
de filmes finos. O modelo proposto é unidimensional para velocidade, pressão e temperatura,
proporcionando uma visão média na direção radial, enquanto considera a dependência da
coordenada tangencial e do tempo. A inovação deste modelo reside na forma como o movimento
do eixo é integrado ao fluido, através da modelagem das tensões entre o fluido e o eixo, e entre o
fluido e o mancal.

O desenvolvimento e a validação do modelo foram baseados na comparação com resultados de
métodos estabelecidos, revelando que o modelo de filmes finos pode ser eficaz na simulação de
escoamentos tangenciais e oferece uma aproximação precisa dos campos de pressão, velocidade
e temperatura. Apesar das diferenças esperadas devido às adaptações necessárias para incorporar
termos não lineares e inerciais nas equações diferenciais da quantidade de movimento linear, os
resultados demonstram a viabilidade e o potencial do modelo. A proposta tem a promessa de
permitir a modelagem e simulação da dinâmica de sistemas de eixo-mancal em regime transiente
com um custo computacional reduzido, devido à sua natureza unidimensional. Os resultados
apresentados são promissores e indicam um avanço significativo na modelagem de mancais
fluidodinâmicos, com a expectativa de melhorar a precisão e a eficiência das simulações.

Palavras-chave: Filme fino, Simulação numérica, Teoria de lubrificação, Mancais fluidodinâmi-
cos, Dinâmica de máquinas rotativas.



ABSTRACT

SILVA, T.A. Thin Film Theory Applied to the Mathematical Modeling of Fluid Dynamic
Bearings. 2024. 85 p. Trabalho de Conclusão de Curso (Graduação em Engenharia Aeronáutica)
– Faculdade de Engenharia Mecânica, Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia - MG,
2024.

Fluid dynamic bearing modeling has traditionally relied on the classical Reynolds model, which
allows for the calculation of the load that can be sustained and the position of the shaft relative
to a specific load. This approach is effective for simulations in steady-state or pseudotransient
regimes, where the given load is balanced by the determined position. This work proposes a
novel approach to modeling these dynamic systems, based on thin film theory. The proposed
model is one-dimensional for velocity, pressure, and temperature, providing an average view in
the radial direction while accounting for the tangential coordinate and time. The innovation of
this model lies in how the shaft’s movement is integrated with the fluid through the modeling of
stresses between the fluid and the shaft, and between the fluid and the bearing.

The development and validation of the model were based on comparisons with established
methods, revealing that the thin film model can effectively simulate tangential flows and provides
a precise approximation of pressure, velocity, and temperature fields. Despite the expected
differences due to the adaptations necessary to incorporate nonlinear and inertial terms into the
linear momentum equations, the results demonstrate the feasibility and potential of the model.
The proposal holds promise for enabling the modeling and simulation of shaft-bearing system
dynamics in transient regimes with reduced computational cost, due to its one-dimensional nature.
The presented results are promising and indicate a significant advancement in fluid dynamic
bearing modeling, with expectations to improve the accuracy and efficiency of simulations.

Keywords: Thin Film, Numerical Simulation, Lubrication Theory, Hydrodynamics Bearings,
Rotordynamics.



LISTA DE ILUSTRAÇÕES

Figura 1 – Esquema de um mancal fluidodinâmico cilíndrico. . . . . . . . . . . . . . . 18
Figura 2 – Representação da idealização de um mancal em uma sapata deslizante. Esco-

amento de Couette em um canal de altura variável. . . . . . . . . . . . . . . 25
Figura 3 – Representação geométrica de um mancal cilíndrico rotativo. . . . . . . . . . 28
Figura 4 – Diferença nas malhas utilizadas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
Figura 5 – Representação esquemática da malha adotada para o problema da sapata

deslizante. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
Figura 6 – Representação esquemática do conceito de malhas deslocadas. . . . . . . . 47
Figura 7 – Representação do eixo ζ para determinação das tensões nas paredes. . . . . 55
Figura 8 – Comparação entre os resultados obtidos para os valores das tensões nas

paredes da sapata deslizante. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
Figura 9 – Comparação entre os resultados obtidos para os valores das pressões com a

modelagem discretizada. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
Figura 10 – Representação dos canais analisados em coordenadas retangulares. . . . . . 64
Figura 11 – Comparação campos de pressão para as diferentes geometrias de sapatas. . . 65
Figura 12 – Comparação campos de velocidades médias para as diferentes geometrias de

sapatas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
Figura 13 – Comparação campos de temperatura para as diferentes geometrias de sapatas. 67
Figura 14 – Evolução temporal da pressão no canal parabólico positivo. . . . . . . . . . 68
Figura 15 – Comparação tempo de processamento para diferentes números de elementos

na malha discreta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
Figura 16 – Comparação entre as modelagens para a função h(θ). . . . . . . . . . . . . 69
Figura 17 – Comparação campos de pressão para diferentes configurações de mancais

bi-dimensional. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
Figura 18 – Comparação campos de velocidade média para diferentes configurações de

mancais bi-dimensional. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
Figura 19 – Comparação campos de temperatura média para diferentes configurações de

mancais bi-dimensional. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
Figura 20 – Comparação campos de pressão para mancais tri-dimensionais. . . . . . . . 74
Figura 21 – Comparação campos de pressão para diferentes excentricidades mancal figura

20a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
Figura 22 – Comparação resultados obtidos pela modelagem FSI. . . . . . . . . . . . . 77
Figura 23 – Comparação campo de tensão com Re∗ > 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . 78



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 – Propriedades fluidodinâmicas e de operação das sapatas. . . . . . . . . . . . 63
Tabela 3 – Configurações geométricas dos canais cartesianos. . . . . . . . . . . . . . . 63
Tabela 5 – Configuração para os diferentes mancais. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
Tabela 6 – Propriedades termodinâmicas mancais bi-dimensionais. . . . . . . . . . . . 73
Tabela 7 – Propriedades termodinâmicas mancais bi-dimensionais. . . . . . . . . . . . 74



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

CFD Dinâmica dos Fluidos Computacional - do inglês Computacional Fluid Dynamics

CFL Coeficiente de Courant–Friedrichs–Lewy

CONV Termo convectivo da equação de balanço de quantidade de movimento linear

FSI Interação Fluido-Estrutura - do inglês Fluid-Structure Interaction

MAC Método de acoplamento pressão-velocidade marker and cell

SC superfície de controle

VC volume de controle elementar

VISC Termo viscoso da equação de balanço de quantidade de movimento linear



LISTA DE SÍMBOLOS

Re — Número de Reynolds

Re∗ — Número de Reynolds modificado

x — Componente horizontal do plano cartesiano

y — Componente vertical do plano cartesiano

z — Componente de profundidade no plano cartesiano e eixo axial em coordenadas cilíndricas

r — Componente radial em coordenadas cilíndricas

θ — Componente angular em coordenadas cilíndricas

u — Componente de velocidade em x

v — Componente de velocidade em y

p — Pressão do fluido

ρ — Massa específica do fluido

ν — Viscosidade dinâmica do fluido

µ — Viscosidade cinemática do fluido

λ — Forma compacta da escrita d2u/dy2

U — Velocidade horizontal imposta na parede da sapata

V — Velocidade vertical imposta na parede da sapata

ω — Velocidade de rotação do eixo

h — Folga no canal

ci — Constantes de equações

L — Comprimento do canal

Ri — Raio do eixo rotativo

Re — Raio do mancal fixo

Rθ — Posição de qualquer ponto do eixo rotativo em relação ao centro do mancal fixo

ex — Excentricidade do eixo rotativo em relação ao centro do mancal fixo

θ0 — Angulo de atitude do eixo rotativo



a — Deslocamento horizontal do eixo rotativo em relação ao centro do mancal fixo

b — Deslocamento vertical do eixo rotativo em relação ao centro do mancal fixo

vθ — Velocidade tangencial do fluido

vz — Velocidade axial do fluido

G — Função de compactação para vθ

dv — Volume de controle elementar

dx — Comprimento infinitesimal na direção de x

t — Variável temporal

A — Área

V — Velocidade

dAx — Infinitésimo de área ortogonal à direção x
−→
∇ — Operador divergente

F — Força

τ — Tensão viscosa

dz — Comprimento infinitesimal na direção z

dθ — Comprimento infinitesimal na direção θ

H — Compactação do termo h−h2/2Re

dAθ — Infinitésimo de área ortogonal à direção θ

dAz — Infinitésimo de área ortogonal à direção z

Cv — Capacidade térmica a volume constante do fluido

k — Condutividade térmica do fluido

ks — Condutividade térmica do sólido

q — Fluxo de calor

φ — Termo de transformação viscosa

η — Termo fonte condições de contorno térmica

T — Temperatura

Req — Resistência equivalente

Rconv — Resistência convectiva

Rcond — Resistência difusiva

hconv — Coeficiente de convecção



ξ — Espessura da parede sólida

Tf — Temperatura na fronteira sólido-fluido

T∞ — Temperatura do fluido de convecção

me — Massa do eixo rotativo

−→a e — Vetor aceleração de translação do eixo rotativo
−→
V e — Vetor velocidade de translação do eixo rotativo
−→
X e — Vetor posição do centro do eixo rotativo

Fx — Força líquida na direção x

Fy — Força líquida na direção y

Fp — Força devido ao gradiente de pressão

Lz — Comprimento axial do eixo rotativo

ψ — Coordenada iniciada no ponto convergente da folga radial

Ω — Domínio da malha discreta

Π — Pontos da malha discreta Ω

∆ — Incrementos de determinadas variáveis

i, j e k — Coordenada discreta de um elemento genérico da malha Π

N — Número de elementos na malha discreta Π

f — Função genérica

m e n — Índices de somatório

ε — Modelagem de transformação viscosa normal à folga

Γ — Compactação do termo do lado direito da equação de Poisson

We — Peso do eixo

ζ — Pseudo eixo vertical

κ — Autovalor da EDO

α — Variável auxiliar para transformada de Laplace

σ — Variável de integração do teorema da convolução



SUMÁRIO

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2 OBJETIVOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3 MODELO MATEMÁTICO-DIFERENCIAL . . . . . . . . . . . . . . 23
3.1 Teoria de filme fino . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.2 A hipótese do contínuo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.3 Modelo de Reynolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.4 Equações de balanço seguindo teoria de filme fino . . . . . . . . . . 28
3.4.1 Coordenadas Cartesianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.4.2 Coordenadas Cilíndricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.5 Modelagem térmica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.5.1 Modelagem térmica aplicada ao modelo de Reynolds . . . . . . . . . 34
3.5.2 Teoria de Filme Fino . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.5.3 Condições de contorno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.6 Modelagem FSI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.7 Modelagem da função h(θ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4 MODELO NUMÉRICO-COMPUTACIONAL . . . . . . . . . . . . . 42
4.1 Discretização do modelo de Reynolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.1.1 Coordenadas Cartesianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.1.2 Coordenadas Cilíndricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.2 Discretização equações filme fino . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.2.1 Discretização Temporal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.2.2 Acoplamento Pressão-Velocidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.2.3 Discretização Espacial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.2.3.1 Coordenadas Retangulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.2.3.2 Coordenadas Cilíndricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.3 Discretização modelagem FSI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5 MODELAGEM DOS TERMOS-FONTE (Fext , η E ε) . . . . 54
5.1 Coordenadas retangulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
5.2 Coordenadas cilíndricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60



6 RESULTADOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
6.1 Coordenadas Cartesianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
6.2 Coordenadas Cilíndricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
6.2.1 Modelagem bi-dimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
6.2.2 Modelagem tri-dimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
6.3 Interação Fluido-Estrutura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
6.4 Violação da exigência Re∗ << 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

7 CONCLUSÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81



17

CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

O estudo do escoamento de fluidos lubrificantes é essencial para o progresso em diversas
áreas da tecnologia, principalmente quando envolve peças rotativas de máquinas. Isto se deve
ao uso generalizado de tais dispositivos no mundo de hoje e à sua existência em contextos
anteriormente inimagináveis. Um bom exemplo do cenário atual é a sua utilização na exploração
do pré-sal para recuperação de petróleo, onde essas máquinas encontram condições adversas
devido a grandes gradientes de pressão e flutuações de temperatura, além de diferentes tipos de
formações perfuráveis. Quanto mais desfavoráveis forem as condições físicas, mais importante
será a análise do escoamento do fluido, o que permite compreender o seu efeito no funcionamento
da máquina.

Mancais são elementos de máquina que fazem uma conexão entre as partes fixas e móveis
em um sistema rotativo (CASTRO, 2007). Para Norton (2013), duas superfícies que possuem
movimento relativo entre si constituem um mancal. São diversos tipos de mancais existentes,
como os de rolamento, planos e radiais, cada um destinado a um tipo de operação. A escolha do
ideal para cada operação depende dos movimentos e esforços envolvidos na aplicação (RAMOS,
2019). De acordo com Alves (2011), um mancal fluidodinâmico possui um fluido lubrificante
entre as peças rígidas cuja finalidade é substituir o atrito seco pelo atrito viscoso, a fim de reduzir
a temperatura de operação, o atrito e o desgaste dos componentes do mancal. Não existindo
contato entre as peças, esses elementos são amplamente empregados em turbomáquinas já que
suportam altas cargas e altas velocidades, e possuem alta durabilidade operacional (MOTA,
2020).

O presente trabalho será focado em mancais fluidodinâmicos rotativos. Uma esquemati-
zação desse tipo de mancal é visto na figura 1.

Segundo White (2022), a lubrificação desempenha um papel crucial na redução do atrito
entre corpos com movimento relativo muito próximos um do outro. O uso de um fluido em um
espaço estreito entre esses corpos permite um deslizamento mais suave, minimizando o atrito e o
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Figura 1 – Esquema de um mancal fluidodinâmico cilíndrico.

Fonte: Ramos (2019).

desgaste.

Newton formulou as leis do movimento e da gravidade, estabelecendo os fundamentos
da física clássica. Mesmo não tendo abordado diretamente o campo dos fluidos, suas leis são
aplicadas para o desenvolvimento das equações que descrevem o comportamento destes.

Contribuições relevantes foram feitas por Euler no campo da matemática e da física.
Euler formulou a equação de balanço de massa e também utilizou de equações diferenciais para
estudar o movimento dos fluidos.

Evoluindo o trabalho de Euler, Navier considerou também a viscosidade dos fluidos em
suas equações, formulando, assim, uma equação que sofre efeitos da tensão viscosa entre as
camadas de fluido. Indo além, Stokes reformulou as equações de Navier para escoamentos a
baixos números de Reynolds. Ele desenvolveu simplificações para escoamentos incompressíveis
e em regime laminar. A combinação dessas equações e simplificações ficaram conhecidas como
equações de Navier-Stokes.

O surgimento da teoria de mancais fluidodinâmicos se deu por Reynolds (1886), que
desenvolveu uma simplificação a partir das equações de Navier-Stokes para descrever o campo
de pressão entre duas superfícies próximas e lubrificadas. Reynolds também estudou uma aproxi-
mação para mancais infinitamente longos. O trabalho foi a base para avanços no desenvolvimento
da teoria de mancais, influenciando o desenvolvimento de técnicas de modelagem e de simulação.
Contudo, o modelo apresenta uma forte limitação, tendo validade em regimes cujo o número de
Reynolds modificado (Re∗) (WHITE, 2022) são muito menores que a unidade (Re∗ << 1).
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Sommerfeld (1904 apud MOTA et al., 2022) obteve uma expressão analítica para mancais
infinitamente longos. Contudo, suas condições de contorno não consideram a ruptura do filme, o
que acabava por exibir uma distribuição de pressão negativa na região divergente do filme de
fluido lubrificante. Swift (1932) e Stieber (1933) adicionaram novas condições de contorno a
fim de modelar a saída do fluido lubrificante, essas condições ainda são usadas em estudos de
mancais com carga constante no eixo. Também amplamente utilizada, Ocvirk (1952) realizou uma
detalhada solução para mancais infimamente curtos. O primeiro relato de uso de computadores
para o cálculo do campo de pressão em mancais foi realizado por Pinkus (1956), que analisou
mancais circulares, elípticos e lobulares.

Trabalhos como de Hamrock (1991), Frene D Nicolas (1997) e, de forma mais recente,
Ishida e Yamamoto (2013) abordam os conceitos básicos de mancais fluidodinâmicos. Equa-
ções aproximadas tanto para mancais longos quanto para mancais curtos são utilizadas nesses
trabalhos.

Uma modelagem mais precisa da geometria dos mancais é proposta por Mota et al.

(2022). Contudo, sua modelagem é um tanto complexa e envolve uma condicional. O presente
trabalho também descreverá uma modelagem alternativa e precisa.

O presente trabalho apresenta uma proposta nova e mais eficaz, já que utiliza também
das forças inerciais em sua modelagem, para a resolução dos campos de pressão e de velocidade
em mancais. Cauchy (1829) 1 propôs em seu trabalho o método das diferenças finitas, o qual será
utilizado para a discretização das equações desenvolvidas. A solução obtida pelo proposto será
comparada com o clássico modelo de Reynolds. Nessa fase do estudo, o modelo será analisado
para mancais cilíndricos com ângulo de atitude e excentricidade do eixo predeterminados.
Contudo, será apresentado uma modelagem inicial para o problema da interação fluido-estrutural
do sistema.

Silva, Cavalini e Neto (2023) foram os primeiros a aplicarem o método aqui apresentado.
Contudo, este estudo propõe melhorias significativas em relação a este primeiro estudo.

Problemas com interação fluido-estrutura envolve a troca de quantidade de movimento
linear e forças entre o fluido e a estrutura (OLIVEIRA; HUEBNER; GRECO, 2017).

Os métodos convencionais para resolver problemas de lubrificação normalmente baseiam-
se na equação clássica de Reynolds e dificilmente estuda-se a interação fluido-estrutura em
rolamentos de deslizamento com água (WANG et al., 2016).

Vários trabalhos são encontrados em diversas áreas da engenharia a respeito do fenômeno
Interação Fluido-Estrutura - do inglês Fluid-Structure Interaction (FSI). Haase (2001) e Liu, Lu
e Xue (2008) analisaram o comportamento da interação em aeronaves. Em turbinas, encontra-se
Kim et al. (2012) em eólicas e Hübner, Seidel e Roth (2010) em hidráulicas. Au-Yang e Galford
1 Embora seja creditado como o criador do método, trabalhos anteriores como Takakazu (1674) utiliza-

ram métodos semelhantes.
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(1982) estudou o comportamento em partes de reatores núcleares. Concli (2020) e (LIU et al.,
2009) estudaram o comportamento estrutural de mancais fluidodinâmicos. E, mais recentemente,
Kamat, Kini e Shenoy (2022) apresentaram os efeitos térmicos e de cavitação em mancais
utilizando de técnicas de Dinâmica dos Fluidos Computacional - do inglês Computacional Fluid

Dynamics (CFD) e FSI.

O FSI pode ser, segundo Zienkiewicz e Taylor (2000), agrupado em duas categorias:
acoplamento forte e acoplamento fraco. De acordo com Jo (2011), o acoplamento forte é aquele
em que as deformações e vibrações do sistema não podem ser negligenciadas, e acoplamento
fraco possui mínimas variações e, com isso, podem ser negligenciadas.

O problema fluido-estrutural pode ser solucionado de forma monolítica ou particionada.
Monolítica é quando o sistema estrutural é discretizado e solucionado de forma simultânea ao
sistema fluido. O custo é elevado, pois a cada iteração do processo uma nova matriz é necessária
(HEIL, 2004). Vierendeels, Dumont e Verdonck (2008) descrevem que métodos particionados
tem como vantagem a possibilidade de utilizar métodos mais eficientes para cada problema
analisado, resolver uma maior gama de problemas e são mais fáceis de implementar.

Nos últimos anos a crescente demanda por eficiência e economia levaram a um aumento
das velocidades de operações de mancais. Ocasionando em uma distribuição de temperaturas
mais elevadas (LI et al., 2019).

Hughes e Osterle (1958) foram os primeiros a apresentarem os efeitos termodinâmicos
na operação de mancais. Em seu trabalho encontrou uma relação da viscosidade sendo função
da temperatura e da pressão no mancal para condições adiabáticas. Chauhan, Sehgal e Sharma
(2011) apresentou um estudo comparativo dos efeitos térmicos em mancais não circulares.
Uhkoetter et al. (2012) incluíram a equação da energia em suas análises CFD para mancais de
grandes escalas.

Por vezes, como neste trabalho, temperatura constante é considerada ao longo da espes-
sura do mancal, fazendo a temperatura variar apenas nas outras direções. Esse tipo de análise é
chamada de bi-dimensional (LORENZ; OFFNER; KNAUS, 2015).

Ahmadkhah e Kakaee (2021) analisou os efeitos térmicos tri-dimensionais de mancais
de eixos texturizados, avaliando os efeitos sobre a massa específica e a viscosidade do fluido
lubrificante.
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CAPÍTULO

2
OBJETIVOS

Os objetivos gerais do trabalho consistem em determinar uma nova metodologia ao
clássico modelo de Reynolds. Apesar de o modelo de Reynolds apresentar até os dias de hoje um
amplo uso no campo da análise de máquina rotativas, o modelo apresenta limitações tais como a
exigência de Re∗ << 1 e não apresentar um modelo transiente.

A adição dos termos não-lineares (inerciais) é uma tentativa de fuga à exigência de
Re∗ << 1. A modelagem transiente abre caminhos para a modelagem da interação fluido-
estrutura do sistema.

Atualmente, a forma de se analisar mancais fluidodinâmicos sem o uso da equação de
Reynolds é a utilização de softwares CFD - comerciais ou não. Entretanto, o custo de análises
CFD tendem a ser muito elevados, mesmo em problemas simples, o que torna inviável em
determinados usos.

O presente trabalho também busca reduzir esses custos elevados de uma análise CFD,
buscando resolver os campos de pressão, de velocidade e de temperatura de forma média ao
longo da pequena espessura de fluido no mancal. Desta forma, se torna necessário apenas um
elemento ao longo da espessura do fluido, tornando uma análise bi-dimensional (x,y ou r,θ ) em
uni-dimensional (x ou θ ) e uma análise tri-dimensional (x,y,z ou r,θ ,z) em bi-dimensional (x,z
ou θ ,z).

Além disso, a abordagem proposta pode melhorar a precisão e a robustez das análises
realizadas, uma vez que permite a incorporação de efeitos não-lineares e transientes de forma
mais eficiente. A metodologia desenvolvida será validada através de comparações com resultados
oriundos do clássico modelo de Reynolds e também com análise CFD, garantindo que a nova
abordagem mantenha um alto nível de precisão e confiabilidade.

Também é objetivo desse trabalho a dedução de uma nova modelagem mais precisa
para função da espessura do filme de fluido lubrificante no sistema, visto que as modelagens
amplamente divulgadas apesar de serem uma boa aproximação apresentam erros.
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A implementação dessa metodologia inovadora pode melhorar significativamente a forma
como os mancais fluidodinâmicos são analisados, proporcionando uma ferramenta útil para
engenheiros e pesquisadores.
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CAPÍTULO

3
MODELO MATEMÁTICO-DIFERENCIAL

O desenvolvimento do trabalho partiu desde a dedução do modelo de Reynolds para
canais cartesianos e cilíndricos, a dedução do balanço de quantidade de movimento e massa
utilizando a teoria de filme fino para canais cartesianos e cilíndricos, dedução do modelo térmico
seguindo a teoria de filme fino, uma dedução precisa para a função da folga radial em mancais
cilíndricos até a modelagem preliminar do problema FSI.

3.1 Teoria de filme fino
Em muitas aplicações de engenharia, é comum a utilização de fluidos lubrificantes para

reduzir o atrito e o desgaste de peças móveis. Nesses casos, os fluidos geralmente apresentam
espessuras muito pequenas.

Devido à sua espessura reduzida, esses filmes exibem variações quase imperceptíveis
em suas propriedades escalares, como pressão e temperatura. Ao aplicar a hipótese de não
escorregamento (o fluido adota exatamente a velocidade da parede no ponto de contato), o
fluido demonstra uma grande variação de velocidade ao longo de sua espessura. No entanto,
esse gradiente de velocidade é irrelevante na maior parte dos estudos aplicados a mancais
fluidodinâmicos, que é o foco deste trabalho.

Assim, as propriedades escalares e vetoriais podem ser calculadas de forma média
ao longo da espessura do filme fino. Essa abordagem traz consigo algumas implicações na
modelagem matemática do problema. Por exemplo, a espessura e sua variação ao longo do
canal, passa a ser inserida em todos os termos dos balanços de quantidade de movimento linear
e de massa. Outra implicação relevante é a desconsideração da variação das propriedades ao
longo da espessura. Supondo que a espessura esteja ao longo da componente y e que β seja uma
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propriedade qualquer, tem-se:

∂β

∂y
= 0. (3.1)

A implicação da Equação 3.1 é a dificuldade na imposição das condições de contorno
do problema. Pela Figura 1, é fácil perceber que as condições de contorno são mais relevantes
nos limites do fino filme lubrificante do canal. A velocidade do fluido, por exemplo, é imposta
nesses limites.

Portanto, modelagens especiais devem ser desenvolvidas para a imposição dessas con-
dições de contorno. Este trabalho é pioneiro nessa temática, apresentando essas modelagens
específicas de forma detalhada.

3.2 A hipótese do contínuo
De acordo com a física moderna, a matéria é composta de maneira descontínua, sendo

formada por átomos, que por sua vez são constituídos por partículas subatômicas. No entanto, a
maioria das aplicações da mecânica na engenharia não se preocupa com o movimento individual
dessas partículas, mas sim com o comportamento médio de um grupo de matéria.

Ao estudar o comportamento mecânico dos meios fluidos, entra-se na área da mecânica
do contínuo. Segundo Spencer (1980), a mecânica do contínuo modela a natureza microscópica
da matéria e a trata como uniformemente distribuída ao longo de todas as regiões do espaço. Isso
permite associar a ela grandezas físicas que são funções contínuas e variam com a posição e o
tempo, o que significa que as variações das propriedades físicas da matéria ocorrem de forma
suave, possibilitando o uso do cálculo diferencial.

Essa hipótese é válida apenas para problemas cujas dimensões características são supe-
riores a um volume-limite, que é um parâmetro que define duas regiões de trabalho distintas:
a primeira para aplicações com comprimento característico menor que o volume-limite, onde
efeitos moleculares e atômicos são explicitamente modelados; e a segunda para aplicações
com comprimentos característicos acima do volume-limite, onde os efeitos microscópicos são
modelados em nível macroscópico. Para meios fluidos, o volume-limite geralmente é maior que
o caminho livre médio molecular (SANTOS, 2022).

3.3 Modelo de Reynolds
Uma idealização do problema de lubrificação é o mancal de sapata deslizante, mostrado

na figura 2. A parte de baixo se movimenta uma velocidade U e cria um escoamento Couette
no canal. Para respeitar a continuidade, a pressão no canal para um máximo e superpõe um
escoamento de Poiseuille ao longo do canal.
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Figura 2 – Representação da idealização de um mancal em uma sapata deslizante. Escoamento de Couette
em um canal de altura variável.

Fonte: White (2022).

Partindo da equação de Navier-Stokes cartesiana, equação 3.2, para a componente x

∂u
∂ t

+u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

=− 1
ρ

∂ p
∂x

+ν

[
∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2

]
(3.2)

e introduzindo as hipóteses de escoamento de Stokes (os efeitos não-lineares são desprezíveis
em relação aos efeitos viscosos, ρu∂u/∂x << µ∂ 2u/∂y2), regime permanente (∂u/∂ t = 0) e
que as sapatas não se movimentam verticalmente (v = 0) a equação 3.2 se torna:

0 =− 1
ρ

d p
dx

+ν
d2u
dy2 . (3.3)

As condições de contorno, considerando que a parede inferior do sistema possui veloci-
dade constante, são:


d2u
dy2 = 1

µ

d p
dx = λ (x)

u(0) =U

u(h(x)) = 0

Integrando a equação 3.3 e aplicando as condições de contorno:
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u(x,y) = λ (x)y

2 + c1(x)y+ c2(x)

u(x,0) = c2(x) =U

u(x,h(x)) = λ (x)y
2 + c1(x)y+U = 0 =⇒ c1(x) =−

(
λ (x)h(x)

2 + U
h(x)

)
A solução contínua para o campo de velocidade do sistema é definido então pela Eq. 3.4.

u(x,y) =
1
µ

d p
dx

y2

2
−
(

1
µ

d p
dx

h(x)
2

+
U

h(x)

)
y+U (3.4)

reescrevendo fica:

u(x,y) =U
(

1− y
h(x)

)
+

h(x)2

2µ

d p
dx

[(
y

h(x)

)2

− y
h(x)

]
(3.5)

A correta distribuição de pressão p(x) é aquela que leva u(x,y) a satisfazer também à
equação da continuidade.

∂u
∂x

+
∂v
∂y

= 0 =⇒ ∂u
∂x

∂y =−∂v =⇒
∫ h(x)

0

∂u
∂x

∂y =−v(h)+ v(0) (3.6)

Derivando u(x,y) na equação 3.5 em relação a componente x fica:

∂u
∂x

=U
y
h2

dh
dx

+
1

2µ

(
y(y−h)

d2 p
dx2 − y

dh
dx

d p
dx

)
(3.7)

Integrando a equação 3.7 em relação a componente y, conforme a equação 3.6 temos, já
de forma simplificada:

∫ h(x)

0

∂u
∂x

∂y = 6Uµ
dh
dx
− d

dx

(
h3 d p

dx

)
= 0 (3.8)

Ou, da forma como é encontrada na literatura, a conhecida Equação de Reynolds para
filmes finos:

d
dx

(
h3 d p

dx

)
= 6µU

dh
dx

(3.9)

Ainda a partir da hipótese do escoamento de Stokes é possível determinar uma das
limitações do modelo de Reynolds, um dos motivadores do desenvolvimento do novo modelo:

ρu
∂u
∂x

<< µ
∂ 2u
∂y2 → ρU

U
L
<< µ

U
h2 ; (3.10)
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ou, de forma mais usual

ρUL
µ

h2

L2 << 1. (3.11)

É notável na equação 3.11 que a primeira fração é o conhecido número de Reynolds (Re),
essa equação recebe o nome de número de Reynolds modificado (Re∗). Contudo, Re pode ser
maior do que a unidade desde que a parcela modificadora seja pequena o suficiente para garantir
que Re∗ << 1.

O modelo de Reynolds apresenta solução contínua para canais cuja variação da espessura
ao longo de x seja constante (∂h/∂x = constante). Do contrário, a única forma de resolução com
campo de pressão e de velocidade é de forma numérica.

Importante relembrar que o escoamento de Stokes, sendo linear, é reversível. Ao impor
uma velocidade negativa na parede da figura 2, isto é, impor um movimento da direita para a
esquerda, a pressão se tornará negativa. Ao considerarmos um fluido real sofrendo efeitos de
compressibilidade, o fluido na verdade não desenvolverá uma grande pressão negativa, mas sim
formará uma região de vapor na folga, efeito conhecido como cavitação. Assim, o fluxo em
uma folga estreita em expansão geralmente não suporta muita carga nem proporciona uma boa
lubrificação. Esse efeito é inevitável em um mancal de deslizamento rotativo, onde a folga se
contrai e depois se expande, e a cavitação parcial frequentemente ocorre (WHITE, 2022).

Em um problema geral de lubrificação, ambas as paredes superior e inferior podem se
mover tangencialmente e ortogonalmente, também existe uma certa componente de profundidade
ao longo de z. É assumido que não existe movimento das paredes ao longo de z. A dedução
modelo tri-dimensional para a equação de Reynolds para fluidos lubrificantes impressíveis segue
os passos citados anteriormente, desta vez considerando a variação da pressão ao longo da
componente z. A dedução detalhada para este caso pode ser encontrada, por exemplo, no trabalho
de Szeri (1980). A equação de Reynolds completa para este caso é descrita por:

∂

∂x

(
h3 ∂ p

∂x

)
+

∂

∂ z

(
h3 ∂ p

∂ z

)
= 6µ

∂

∂x
[h(U(0)+U(h))]+12µ[V (h)−V (0)]. (3.12)

A pressão deve ser conhecida em todos os 4 lados abertos da sapata.

Mancais rotativos são a forma mais comum e mais realista de se tratar o problema de
mancais. São compostos por um cilindro externo fixo e um eixo interno que rotaciona e promove
movimento ao fluido, conforme visto na figura 3.

O processo para a dedução da equação de Reynolds em coordenadas cilíndricas apresenta
o mesmo processo mostrado para a dedução em coordenadas cartesianas. A derivação detalhada
para as equações que determinam os campos de pressão e de velocidade podem ser encontrados
em trabalhos como os de Mota et al. (2022) e de Zirkelback e Andrés (1999).



Capítulo 3. Modelo Matemático-Diferencial 28

Figura 3 – Representação geométrica de um mancal cilíndrico rotativo.

h(  )
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Re

R

x

y

0

Fonte: Elaborada pelo autor.

A equação para a determinação do campo de pressão em um mancal cilíndrico é dado
conforme a equação 3.13, enquanto as equações para a determinação das velocidades tangenciais
e axiais são dadas pelas equações 3.14 e 3.16, respectivamente.

1
R2

i

∂

∂θ

(
h3 ∂ p

∂θ

)
+

∂

∂ z

(
h3 ∂ p

∂ z

)
= 6µω

∂h
∂θ

(3.13)

vθ (r,θ ,z) =
1

2µ

∂ p
∂θ

[
r
(

lnr− 1
2

)
+Gr− R2

e
r

(
lnRe +G− 1

2

)]
+

ωRiRθ(
R2

θ
−R2

e
) (r− R2

e
r

) (3.14)

sendo:

G =
1

R2
e−R2

θ

[
R2

θ

(
lnRθ −

1
2

)
−R2

e

(
lnRe−

1
2

)]
(3.15)

vz(r,θ ,z) =
∂ p
∂ z

R2
θ

4µ

[(
r

Rθ

)2

−
(R2

e−R2
θ
)

R2
i ln(Re/Rθ )

ln
(

r
Rθ

)
−1

]
(3.16)

3.4 Equações de balanço seguindo teoria de filme fino
Formulações diferenciais representam balanços de alguma informação transportada pelo

escoamento, podendo ser massa, quantidade de movimento linear, energia térmica e outras
(NETO, 2020).
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Um dos grandes diferenciais deste trabalho é a redução de um problema bi-dimensional
para um problema uni-dimensional e tri-dimensional para bi-dimensional. Isso se dá devido as
variações das propriedades (velocidade, pressão, e temperatura) serem muito pequenas ao longo
da coordenada radial. Assim, a discretização se torna mais barata e rápida, tanto em termos de
tempo de análise do problema como em custo computacional para o cálculo das variáveis do
problema. A figura 4 mostra uma comparação entre as malhas convencionalmente utilizadas
neste tipo de problema e a malha utilizada seguindo a metodologia apresentada neste trabalho.

Para os dois sistemas de coordenadas (cartesiano e cilíndrico) a resolução via CFD exige
divisão de malha na direção da fenda h. Extinguindo essa divisão o problema se torna mais
simples e seu custo é reduzido de forma proporcional ao número de elementos convencionalmente
adicionados nessa direção.

Figura 4 – Diferença nas malhas utilizadas.

(a) Malha convencionalmente utilizada. (b) Malha utilizada no presente trabalho.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.4.1 Coordenadas Cartesianas

Considerando um volume de controle elementar (VC) , é possível deduzir todas as
equações diferenciais básicas (WHITE, 1988). Escolhe-se um volume de controle pequeno fixo
(dV ) 3.17, utiliza-se as ralações básicas para um volume de controle. Para a modelagem do
problema no plano cartesiano foi realizado apenas o estudo bi-dimensional, assim considera-se
que não existe variação ao longo da componente de profundidade z e que sua dimensão é unitária,
tornando dz = 1.

dv = h(x)dx (3.17)

Supondo uma massa m contida num VC delimitada por uma superfície de controle (SC),
e utilizando a definição de que um sistema deve ser estanque, isto é, não permitindo fluxo de
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massa, a formulação correta para a conservação de massa é a dada por:

∫
VC

∂ρ

∂ t
dv+

∫
SC

ρ(
−→
V ·d−→A ) = 0. (3.18)

O Teorema de Leibniz e o Teorema de Gauss (ÇENGEL; CIMBALA, 2015), também
conhecido como Teorema da divergência, permitem reescrever a integral de superfície como um
integral de volume, resultando em apenas um integrando:.

∫
VC

(
∂ρ

∂ t
+
−→
∇ · (ρ−→V )

)
dv = 0. (3.19)

O balanço de massa também pode ser entendido como a taxa de variação de massa no
volume igual ao negativo do fluxo liquido dentro do volume. Ou, de forma matemática, a equação
3.20. Essa equação utilizada da expansão de Taylor para determinar o fluxo de saída de massa no
VC.

∂

∂ t
ρdv =−

(
ρudAx +

∂ (ρudAx)

∂x
dx−ρudAx

)
(3.20)

sendo que dAx = h(x).

Considerando um fluido incompressível (∂ρ/∂ t = ∂ρ/∂x = 0) e que não existe variação
temporal de h (∂h/∂ t = 0), a equação da conservação de massa para o problema da sapata
deslizante utilizando teoria de filme fino se reduz a:

∂ (uh)
∂x

= 0. (3.21)

A partir da equação da conservação de massa com todas as hipóteses e simplificações
introduzidas determina-se também o operador divergente (

−→
∇ ). Para o caso em questão, é

−→
∇ · () = ∂h()

∂x
. (3.22)

Usando o mesmo volume elementar mostrado na equação 3.17, a relação correta para a
quantidade de movimento linear é dada pela equação 3.23.

∑
−→
F =

∂ (
−→
V ρdv)
∂ t

+∑
i
(ṁi
−→
Vi )sai−∑

i
(ṁi
−→
Vi )ent (3.23)

Para o caso da sapata deslizante bi-dimensional os fluxos de quantidade de movimento
ocorrem nas duas faces, uma entrada e uma saída.
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Utilizando a hipótese de que só há escoamento na direção de x e da expansão de Taylor é
possível reescrever a equação 3.23 para

∑F = ρ
∂hu
∂ t

+hu
∂ρ

∂ t
+ρu

{
∂hu
∂x

}
+hu

∂ρu
∂x

. (3.24)

O termo entre chaves na equação 3.24 é justamente a equação da conservação de massa
(3.21) para o caso em questão, o que torna o termo nulo. Assim, aplicando os efeitos de
incompressibilidade e assumindo mais uma vez que não há variação temporal de h, reduzimos a
equação 3.24 simplesmente para

∑F = ρh
(

∂u
∂ t

+u
∂u
∂x

)
dx. (3.25)

Essas forças assumem dois tipos, forças de campo e forças de superfícies. As forças de
campo se devem a campos exteriores que atuam sobre a massa dentro do volume de controle,
os mais conhecidos são o campo gravitacional, o campo magnético e o campo de potencial
elétrico. Aqui não será considerado as forças de campo. As forças de superfície se dão às tensões
sobre os lados da superfície de controle, são dadas pela soma das pressões hidrostáticas e das
tensões viscosas τi j que surgem do movimento provocado pelo gradiente de velocidades. Não
são as tensões, mas suas diferenças que causam uma força líquida sobre a superfície de controle
(WHITE, 1988).

Utilizando mais uma vez da expansão de Taylor, escreve-se essas forças de superfície
como

Fsup,x =−
(

pdAx +
∂ (pdAx)

∂x
dx− pdAx

)
+ τxxdAx +

∂ (τxxdAx)

∂x
dx− τxxdAx +Fext,xy. (3.26)

Para um fluido newtoniano as tensões viscosas são proporcionais às taxas de deformação
e ao coeficiente de viscosidade. O termo da tensão normal τxx é então descrito como.

τxx = 2µ
∂u
∂x

. (3.27)

O termo Fext,xy na equação 3.26 é um termo fonte que substitui o termo τxy numa
modelagem convencional. Isso se dá devido a não existência de discretização ao longo da seção
vertical do canal, conforme anteriormente explicado. Esse termo será modelado e discretizado
em capítulos posteriores.

Igualando a equação 3.26 à equação 3.25 chegamos finalmente à equação 3.28, que é o
balanço da quantidade de movimento linear cartesiana bi-dimensional utilizando teoria de filme
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fino.

∂u
∂ t

+u
∂u
∂x

=
−1
ρh

∂ ph
∂x

+
2µ

ρh
∂

∂x

(
h

∂u
∂x

)
+

Fext,xy

ρh
(3.28)

3.4.2 Coordenadas Cilíndricas

A formulação em coordenadas cilíndricas é a que mais se aproxima de um sistema
eixo-mancal real. Aqui será demonstrado os passos necessários para a modelagem completa,
tri-dimensional e com variação temporal da posição do eixo, do sistema. Alguns procedimentos
utilizados para a modelagem da equação da quantidade de movimento linear para a sapata
deslizante serão aproveitados nessa seção.

O volume de controle é calculado utilizando a partir da diferença entre o volume ocupado
pelo mancal e pelo volume ocupado pelo eixo,

dv = R2
edzdθ − (Re−h)2dzdθ , (3.29)

a qual podemos simplificar e compactar, reescrevendo como

dv = Re

(
h− h2

2Re

)
dzdθ = ReHdzdθ . (3.30)

o termo H é uma forma compacta de escrever o termo h−h2/2Re.

Para determinar a equação da conservação de massa em coordenadas cilíndricas utiliza-se
os mesmos conceitos apresentados para a obtenção da equação 3.20, se tornando

∂

∂ t
(ρdv)+ρvθ dAθ +

∂

∂θ
(ρvθ dAθ )dθ −ρvθ dAθ +ρvzdAz +

∂

∂ z
(ρvzdAz)dz−ρvzdAz = 0.

(3.31)

os infinitesimais de áreas normais são dadas por dAθ = hdz e dAz = ReHdθ .

Por conveniência aqui será considerado apenas os efeitos de incompressibilidade e que
não há variação da folga radial ao longo da coordenada axial (∂h/∂ z = 0). Assim, a equação da
continuidade em coordenadas cilíndricas para o problema se simplifica a

∂H
∂ t

+
1
Re

∂vθ h
∂θ

+H
∂vz

∂ z
= 0. (3.32)

Mais uma vez pode-se determinar o divergente para o dado problema:

−→
∇ · () =

(
1
Re

∂h()
∂θ

,H
∂ ()

∂ z

)
. (3.33)
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Para a determinação da equação de balanço da quantidade de movimento em coordenadas
cilíndricas a equação 3.23 ainda é válida. Considerando o escoamento também na direção axial
do sistema, a equação é reescrita de forma expandida conforme

∑
−→
F =

[
Re

(
−→
V

∂ρH
∂ t

+ρH
∂
−→
V

∂ t

)
+

(
hvθ

∂ρ
−→
V

∂θ
+ρ
−→
V
{

∂hvθ

∂θ

})

+Re

(
ρ
−→
V
{

H
∂vz

∂ z

}
+Hvz

∂ρ
−→
V

∂ z

)]
dθdz.

(3.34)

Novamente, os termos entre chaves na equação 3.34 é a equação da continuidade do
problema em coordenadas cilíndricas e também são nulos. Aplicando os efeitos de incompressi-
bilidade pode-se reescreve-la de forma simplificada como

∑
−→
F = ρRe

(
H

∂
−→
V

∂ t
+hvθ

∂
−→
V

∂θ
+Hvz

∂
−→
V

∂ z

)
dθdz. (3.35)

As forças de superfície são encontradas de forma análoga à metodologia realizada para
determinar essas forças em coordenadas cartesianas, com suas devidas correções para coorde-
nadas cilíndricas. Essas forças são explicitadas nas equações 3.36 e 3.37 para as componentes
angular e axial, respectivamente.

Fsup,θ =−
(

pdAθ +
∂ (pdAθ )

∂θ
dθ − pdAθ

)
+

(
τθθ dAθ +

∂ (τθθ dAθ )

∂θ
dθ − τθθ dAθ

)
+

(
τθzdAz +

∂ (τθzdAz)

∂ z
dz− τθzdAz

)
+Fext,θ

(3.36)

Fsup,z =−
(

pdAz +
∂ (pdAz)

∂ z
dθ − pdAz

)
+

(
τzzdAz +

∂ (τzzdAz)

∂ z
dz− τzzdAz

)
+

(
τθzdAθ +

∂ (τθzdAθ )

∂θ
dz− τθzdAz

)
+Fext,z

(3.37)

Os termos das tensões viscosas são expandidos conforme as equações 3.38, 3.39 e 3.40.
Essas formas de escrita das tensões são adaptações às encontradas na literatura para adequação
ao modelo proposto.

τθθ =
2µ

Re−h/2
∂vθ

∂θ
(3.38)

τzz = 2µ
∂vz

∂ z
(3.39)



Capítulo 3. Modelo Matemático-Diferencial 34

τθz = µ

(
1

Re−h/2
∂vz

∂θ
+

∂vθ

∂ z

)
(3.40)

De forma análoga, os termos Fext,θ e Fext,z são termos fontes que substituem os equiva-
lente termos τrθ e τrz numa modelagem convencional.

Finalmente, igualando a equação 3.35 às equações 3.36 e 3.37 encontra-se a forma
simplificada do balanço da quantidade de movimento linear cilíndrica tri-dimensional utilizando
teoria de filme fino para as componentes θ e z. São, respectivamente, as equações 3.41 e 3.42.

∂vθ

∂ t
+

vθ h
ReH

∂vθ

∂θ
+ vz

∂vθ

∂ z
=− 1

ρReH
∂ ph
∂θ

+
1
ρ

(
1

ReH
∂τθθ h

∂θ
+

∂τθz

∂ z
+

Fext,θ

ReH

)
(3.41)

∂vz

∂ t
+

vθ h
ReH

∂vz

∂θ
+ vz

∂vz

∂ z
=− 1

ρ

∂ p
∂ z

+
1
ρ

(
∂τzz

∂ z
+

1
ReH

∂τθzh
∂θ

+
Fext,z

ReH

)
(3.42)

3.5 Modelagem térmica
A condição de não escorregamento nas paredes do mancal (ou da sapata) geram um

gradiente de velocidade na direção da fenda (∂
−→
V /∂ r 6= 0 e ∂

−→
V /∂y 6= 0). Esse gradiente de

velocidade gera uma tensão cisalhante entre as camadas do fluido lubrificante. Esse atrito, por
sua vez, produz uma transformação de energia cinética em energia térmica.

Aqui será disposta ambas as modelagens térmicas, para a equação clássica de Reynolds
e para o novo modelo proposto.

3.5.1 Modelagem térmica aplicada ao modelo de Reynolds

Para a modelagem térmica aplicada à equação de Reynolds é possível a utilização de
forma eficaz da modelagem convencional encontrada na literatura. Essa modelagem não apresenta
novidades, portanto, não será aqui apresentada o passo-a-passo. O processo de modelagem é
encontrado com facilidade em trabalhos como os de Çengel e Cimbala (2015) e de Incropera
(2008).

As equações 3.43 e 3.44 apresentam as equações da energia para coordenadas retangula-
res e cilíndricas, respectivamente, para fluidos incompressíveis, com propriedades constantes e
em regime permanente. Como comentado anteriormente, em coordenadas retangulares foram
estudados apenas casos bi-dimensionais sem movimentação das paredes ao longo da direção
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vertical y, para casos em coordenadas cilíndricas foi considerado também casos tri-dimensionais
sem movimentação do eixo na direção da coordenada radial r.

ρCvu
∂T
∂x

= k
(

∂ 2T
∂x2 +

∂ 2T
∂y2

)
+µ

[
2
(

∂u
∂x

)2

+

(
∂u
∂y

)2
]

(3.43)

ρCv

[
vθ

r
∂T
∂θ

+ vz
∂T
∂ z

]
= k
[

1
r

∂

∂ r

(
r

∂T
∂ r

)
+

1
r2

∂ 2T
∂θ 2 +

∂ 2T
∂ z2

]
+µ

[
2
(

1
r

∂vθ

∂θ

)2

+

(
∂vz

∂ z

)2

+

(
1
r

∂vz

∂θ
+

∂vθ

∂ z

)2

+

(
∂vz

∂ r

)2

+

(
∂vθ

∂ r
− vθ

r

)2
] (3.44)

O aparecimento das derivadas das velocidades em relação às coordenadas verticais e
radiais (∂

−→
V /∂y e ∂

−→
V /∂ r) nas equações da energia são possíveis para o modelo de Reynolds pois

este possui equações analíticas para as velocidades em relação à essas coordenadas, conforme
demonstrado na seção 3.3.

3.5.2 Teoria de Filme Fino

Em um fluido em movimento pode-se considerar sem grandes perdas duas formas de
transporte de energia térmica, difusão e advecção. A forma mais simples de entender a difusão
é pensar que essa energia, aqui se tratando da térmica, está sendo transportada pelo contato
intermolecular do próprio fluido. A advecção pode ser entendida como o transporte dessa energia
pelo movimento do fluido, um partícula com dada temperatura T1 em um ponto qualquer x1 é
transportada para um ponto qualquer x2 com uma dada velocidade. Durante o percurso de x1

para x2 essa partícula provoca efeitos em sua vizinhança, bem como a vizinhança causa efeitos
nessa partícula.

O desenvolvimento de uma equação para a energia térmica em filme fino é melhor
realizada utilizando um processo mais intuitivo da relação entre a difusão, a advecção e a
transformação viscosa. Esse processo envolve o cálculo da energia que sai do VC subtraída da
energia que entra no mesmo. Uma dedução intuitiva utiliza-se da expansão de Taylor a fim de
encontrar o fluxo líquido de energia em um VC:

ρCv

(
∂T dv

∂ t
+
−→
V T dAi +

∂
−→
V T
∂xi

dxi−
−→
V T dAi

)
=−

(
q′′i dAi +

∂q′′i dAi

∂xi
dxi−q′′i dAi

)
+φdv.

(3.45)

Em coordenadas retangulares, essa dedução resulta em.

ρCv

(
∂T dv

∂ t
+

∂uT dAx

∂x

)
=−∂q′′x dAx

∂x
dx+ηyhdx+φhdx. (3.46)
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Realizando as devidas simplificações na equação 3.46 é possível reescreve-la como a
equação 3.47.

O termo q′′x é relativo à lei de Fourier (1822). Enquanto ηy é a modelagem ao longo da
coordenada y - sua modelagem será apresentada em seções posteriores - e o termo φ é o termo
de transformação viscosa. O termo φ é apresentado em detalhes em White (2022) e aqui será
feita uma adaptação para o modelo de filme fino.

ρCv

(
∂T
∂ t

+u
∂T
∂x

)
=

k
h

[
∂

∂x

(
h

∂T
∂x

)
+ηy

]
+φ (3.47)

Utilizando desse mesmo processo em coordenadas cilíndricas encontra-se com eficácia
também uma equação diferencial para a energia nessas coordenadas. A equação 3.48 mostra a
dedução para a modelagem térmica em coordenadas cilíndricas.

ρCv

(
∂T dv

∂ t
+

∂

∂θ
vθ T dAθ dθ +

∂

∂ z
vzT dAzdz

)
=− ∂

∂θ
q′′θ dAθ dθ −

∂

∂ z
q′′z dAzdz+ηr +φdv

(3.48)

Fazendo todas as simplificações e aplicando a equação da continuidade para o modelo
em coordenadas cilíndricas (equação 3.32) é possível reescrever para

ρCv

(
∂T
∂ t

+
vθ h
ReH

∂T
∂θ

+
∂T
∂ z

)
=

k
ReH

∂

∂θ

(
2h

2Re−h
∂T
∂θ

)
+ k

∂ 2T
∂ z2 +

ηr

ReH
+φ . (3.49)

3.5.3 Condições de contorno

Tanto para o modelo clássico de Reynolds quanto para o novo modelo proposto as
condições de contorno térmica foram as mesmas. No plano cartesiano considerou-se a parede
fixa superior adiabática e a parede móvel inferior com uma certa espessura ξ de um material
com condutividade térmica ks com um determinado coeficiente de convecção hconv. De forma
análoga, em coordenadas cilíndricas foi considerado o eixo rotativo adiabático e o mancal fixo
com uma certa espessura de um material cujas propriedades podem ser quaisquer e com um
determinado coeficiente de convecção.

Utilizando o conceito de resistências térmicas, é possível determinar a temperatura nas
paredes fixas sem a necessidade da resolução do meio sólido.

A taxa (e o fluxo) pode ser descrita sendo a diferença de temperaturas (∆T ) entre os
meios divididos por uma resistência equivalente (Req)

q =
∆T
Req

, (3.50)
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onde Req para este caso é uma associação em série (soma) da resistência térmica à convecção e
da resistência térmica à condução.

Em coordenadas retangulares essas resistências são descritas como:

• resistência convectiva
Rconv =

1
hconvdA

(3.51)

e

• resistência condutiva
Rcond =

ξ

ksdA
. (3.52)

A fronteira entre o fluido lubrificante e a parede fixa assumem a mesma temperatura Tf

neste ponto. Reescrevendo a equação 3.50 encontra-se uma expressão para o fluxo (e apara a
taxa) de energia térmica na fronteira fluido-sólido:

q =
Tf −T∞

ξ

ksdA
+

1
hconvdA

=⇒ q′′ =
Tf −T∞

ξ

ks
+

1
hconv

. (3.53)

Pela lei da conservação de energia, a energia entregue pelo fluido lubrificante à parede é
igual a energia entregue ao restante do sistema por convecção e por condução. Assim, o balanço
de energia térmica na fronteira é:

q′′|y=h =−k
∂T
∂y

∣∣∣∣
y=h

=
Tf −T∞

ξ

ks
+

1
hconv

(3.54)

Em coordenadas cilíndricas o mesmo processo pode ser aplicado, reescrevendo os termos
das resistências para a forma correta para o tipo de coordenada:

• resistência convectiva
Rconv =

1
hconvdA

(3.55)

e

• resistência condutiva

Rcond =

ln
(

Re +ξ

Re

)
dθLks

. (3.56)
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Então, reescrevendo a equação 3.50 encontra-se o fluxo e a taxa de energia térmica na
fronteira avaliada:

q|r=Re =
Tf −T∞

1
hconvdθ(Re +ξ )L

+
ln
(

Re+ξ

Re

)
ksdθL

=⇒ q′|r=Re =
(Tf −T∞)dθ

1
hconv(Re +ξ )

+
ln
(

Re+ξ

Re

)
ks

. (3.57)

a lei da conservação de energia ainda é válida, tornando o balanço de energia térmica
nessa fronteira:

q′|r=Re =−kRe
∂T
∂ r

∣∣∣∣
r=Re

=
(Tf −T∞)

1
hconv(Re +ξ )

+
ln
(

Re+ξ

Re

)
ks

. (3.58)

Tanto para coordenadas cilíndricas como em coordenadas cartesianas é considerado fluxo
nulo na parede móvel (seja a sapata deslizante ou o eixo rotativo). Fluxo nulo implica que a
variação de energia térmica é inexistente, tornando então:

q′|y=0 = q′|r=Rθ
=

∂T
∂y

∣∣∣∣
y=0

=
∂T
∂ r

∣∣∣∣
r=Rθ

= 0. (3.59)

3.6 Modelagem FSI
O gradiente de pressão ao longo da coordenada angular do mancal produz uma força

liquida de sustentação do eixo. Essa força é responsável por manter o eixo rotativo a uma certa
distância do mancal fixo, garantindo que não haja contato entre essas duas partes, reduzindo o
desgaste das mesmas.

O eixo com uma certa carga aplicada partindo do repouso se movimenta dentro do mancal
fixo até atingir o equilíbrio entre o próprio peso e as forças fluidodinâmicas. Esse equilíbrio é
atingido quando a força fluidodinâmica vertical é igual à carga aplicada ao eixo rotativo e quando
a força horizontal é nula (considerando que não exista uma carga lateral aplicada ao eixo).

Pela segunda lei de Newton é sabido que:

∑
−→
F = me

−→a e = me
∂
−→
V e

∂ t
= me

∂ 2−→X e

∂ t2 . (3.60)

Os subíndices e representam que as variáveis se tratam do eixo rotativo.
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As forças atuantes no eixo são duas: a força peso (We) e a força exercida pelo gradi-
ente de pressão do fluido (Fp). Assim, pode-se reescrever a equação 3.60 em suas respectivas
coordenadas:

Fx = Fp,x = meae,x (3.61)

e

Fy = Fp,y−We = meae,y. (3.62)

As forças exercidas pelo campo de pressão são descritas por Mota et al. (2022) como:

Fp,x = Ri

∫
π

0

∫ Lz

0
p(ψ,z)cos(ψ)sen(θ0)dψdz−Ri

∫
π

0

∫ Lz

0
p(ψ,z)sen(ψ)cos(θ0)dψdz (3.63)

e

Fp,y =Ri

∫
π

0

∫ Lz

0
p(ψ,z)sen(ψ)sen(θ0)dψdz+Ri

∫
π

0

∫ Lz

0
p(ψ,z)cos(ψ)cos(θ0)dψdz, (3.64)

em que ψ é a posição angular iniciada no ponto convergente da folga radial e Lz é o comprimento
axial do eixo.

Conhecidas as forças exercidas pela pressão, o peso do mancal e a massa do mancal é
possível determinar a aceleração −→a e do eixo em cada componente.

Concli (2020) em seu trabalho determina a posição do eixo sendo:

−→
X (t +∆t) =

−→
X (t)+

−→
F (p, t +∆t)∆t2

me
. (3.65)

O proposto trabalho apresenta um proposta alternativa em relação a determinação da
trajetória do mancal, realizando integrações numéricas de segunda ordem que serão melhor
apresentadas em seções futuras deste trabalho.

3.7 Modelagem da função h(θ)

A folga radial de um mancal cilíndrico é o espaço que há entre o mancal fixo e o eixo
rotativo (h = Re−Rθ ). Portanto, é necessário determinar a posição geométrica de qualquer ponto
na superfície do eixo rotativo e então subtrair esse valor da medida do mancal fixo.

É amplamente encontrada na literatura uma função para a determinação da folga radial
em um mancal hidrodinâmico. Trabalhos como os de Riul (1988), Cavalini (2013) e Barbosa
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(2018) trazem a mesma modelagem para a função h(θ) largamente utilizada em trabalhos que
envolvem análises de mancais fluidodinâmicos. Uma adaptação dessa modelagem utilizando
como referência a geometria e os ângulos da figura 3 é a demonstrada na equação 3.66.

h(θ) = (Re−Ri)− ex cos(θ0)cos(θ)+ ex sen(θ0)sen(θ) (3.66)

Essa modelagem é uma boa aproximação para a determinação da folga. Contudo, sendo
aproximação essa função possui um erro que está diretamente ligado à excentricidade e folga
radial do sistema.

Além das inovações propostas pelo presente trabalho, também é objetivo encontrar uma
modelagem exata para a folga radial do mancal. Seguindo a como referencia o sistema mostrado
na figura 3, a equação geral para a circunferência do eixo rotativo é

(x−a)2 +(y−b)2 = R2
i , (3.67)

que pode ser expandida para a equação para

x2−2ax+a2 + y2−2yb+b2 = R2
i . (3.68)

Das leis de mudanças de coordenadas, equação de Pitágoras e regras de senos e cossenos:



x = r cos(θ)
y = r sen(θ)
e2

x = a2 +b2

cos(θ0) = a/ex

sen(θ0) = b/ex

é possível reescrever a equação 3.68 em coordenadas cilíndricas, da seguinte forma:

r2{cos2
θ + sen2

θ}−2exr{cosθ0 cosθ + senθ0 senθ}+ e2
x = R2

i . (3.69)

O primeiro termo da equação 3.69 é exatamente igual a unidade, enquanto o segundo
equivale a cos(θ0−θ). Então, aplicando essas propriedades e isolando o termo r encontra-se:

r = ex cos(θ0−θ)±
√

e2
x cos2(θ0−θ)+R2

i − e2
x . (3.70)

O valor do raio r diz respeito exatamente a distância de qualquer ponto do eixo deslocado
de raio Ri em relação a origem do centro do mancal fixo. Portanto, r = Rθ , assim, finalmente, é
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possível encontrar um função exata para a folga radial h(θ):

h(θ) = Re−Rθ = Re−
(

ex cos(θ0−θ)+
√

e2
x cos2(θ0−θ)+R2

i − e2
x

)
. (3.71)
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CAPÍTULO

4
MODELO NUMÉRICO-COMPUTACIONAL

A matemática atual se mostra um tanto limitada para buscar soluções contínuas de
problemas fluidodinâmicos completos. Dada essas limitações, utiliza-se de modelos numérico-
computacionais a fim de obter soluções aproximadas, através de métodos numéricos bem
estabelecidos, para as equações obtidas através dos modelos matemáticos diferenciais.

O capítulo que se segue tem como objetivo a abordagem da metodologia numérico
computacional utilizada no desenvolvimento do presente trabalho, para solução de problemas
bi e tri-dimensionais da modelagem de fluidodinâmica utilizado teoria de filme fino aplicada
à mancais fluidodinâmicos, utilizando das hipóteses de escoamento incompressível e fluidos
newtonianos.

4.1 Discretização do modelo de Reynolds
O modelo de Reynolds é composto por uma única equação diferencial para a determina-

ção do campo de pressão e outras duas equações contínuas para os campos de velocidade. Muitos
são os métodos métodos numéricos conhecidos para a solução de equações diferenciais parciais.
Para o trabalho proposto utilizou-se do método das diferenças finitas para a discretização e
solução das equações diferenciais parciais.

O modelo de Reynolds sendo permanente exige apenas a discretização espacial das
equações. Primeiro, então, é necessário transformar o conjunto contínuo e infinito de informações
em um sistema discreto e finito.

4.1.1 Coordenadas Cartesianas

Para o caso da sapata deslizante será considerado uma malha retangular Ω = [0,Lx]×
[0,h(x)], o qual será divido em Nx partes iguais na direção da componente x e em Ny na direção
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da componente y, conforme visto na figura 5. Assim, gera-se a malha Π sendo um conjunto de
pontos discretos no domínio Ω:

Π = {(x j,yi);x j = j∆x,yi = i∆y j; j = 1, ...,Nx; i = 0, ...,Ny},

onde ∆x e ∆y j são incrementos espaciais nas direções de x e de y respectivamente,
definidos por ∆x = Lx/Nx e ∆y j = h j/(Ny +1).

Figura 5 – Representação esquemática da malha adotada para o problema da sapata deslizante.

→: velocidade horizontal (u) e Temperatura (T ), •: pressão(p).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na figura 5 a temperatura não representa um vetor, mas ela é calculada nos mesmos
pontos onde são calculados os valores do vetor velocidade.

Aplicando o método das diferenças finitas na equação 3.9 e utilizando de algum método
para resolução de sistemas lineares é possível determinar o campo de pressão na sapata deslizante
utilizando o modelo de Reynolds. A equação 4.1 explicita a discretização utilizando esse método.

(
h3

j+1/2
p j+1− p j

∆x
−h3

j−1/2
p j− p j−1

∆x

)
1

∆x
= 6µU

h j+1/2−h j+1/2

∆x
(4.1)

Determinado o campo de pressão, é possível então determinar o campo de velocidade
dentro da sapata. Aplicando o método das diferenças finitas na equação 3.5 encontramos a
discretização apresentada na equação 4.2, tornando possível determinar também o campo de
velocidade do fluido dentro da sapata.

u j,i =U
(

1−
i∆y j

h j

)
+

h2
j

2µ

p j+1− p j−1

2∆x

[(
i∆y j

h j

)2

−
i∆y j

h j

]
(4.2)

Para o campo de temperatura o mesmo método pode ser aplicado. Tendo também o
campo de velocidade definido fica fácil a determinação do campo de temperatura. A equação 4.3
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mostra como é forma final dessa discretização utilizando o método das diferenças finitas.

ρCvu j,i
Tj+1,i−Tj−1,i

2∆x
=k

(
Tj+1,i−2Tj,i +Tj−1,i

∆x2 +
Tj,i+1−2Tj,i +Tj,i−1

∆y2
j

)

+µ

[
2
(

u j+1,i−u j−1,i

2∆x

)2

+

(
u j,i+1−u j,i−1

2∆y j

)2
] (4.3)

4.1.2 Coordenadas Cilíndricas

Para o caso do mancal cilíndrico será considerado uma malha cilíndrica Ω = [0,2π]×
[0,h(θ)]× [0,Lz], o qual será dividido em Nθ partes iguais na componente angular, Nr partes na
direção radial e Nz partes na direção axial. Assim, a malha Π se torna:

Π = {(θ j,ri,zk);θ j =( j−1/2)∆θ ,ri = i∆r,zk = (k−1/2)∆z;

j = 1, ...,Nθ , i = 0, ...,Nr,k = 1, ...,Nz},

onde ∆θ = 2π/Nθ , ∆r = h(θ)/(Nr +1) e ∆z = Lz/Nz.

A equação 3.12 é o modelo de Reynolds completo tri-dimensional. O presente trabalho
não considerou variação da folga radial ao longo da componente axial, bem como não foi
considerado velocidade radial do eixo. Assim, a equação 4.4 mostra a discretização do modelo
de Reynolds em coordenadas cilíndricas tri-dimensional.

1
Ri

(
h3

j+1/2
p j+1,k− p j,k

∆θ
−h3

j−1/2
p j,k− p j−1,k

∆θ

)
1

∆θ
+h3

j
p j,k+1−2p j,k + p j,k−1

∆z2

= 6µω
h j+1/2−h j−1/2

∆θ

(4.4)

O mesmo processo utilizado em coordenadas retangulares será aqui aplicado. Primeiro a
discretização das equações de velocidade uma vez que o campo de pressão está determinado e
então a determinação do campo de temperatura. A equação 4.5 diz respeito da discretização da
velocidade angular, a equação 4.7 mostra a discretização da velocidade axial e a equação 4.8 a
discretização do campo de temperatura.

vθi, j,k ≈
1

2µ

p j+1,k− p j−1,k

2∆θ

[
i∆r
(

ln(i∆r)− 1
2

)
+Gi, j,ki∆r− R2

e
i∆r

(
lnRe +Gi, j,k−

1
2

)]
+

ωRiRθ j

R2
θ j
−R2

e

(
i∆r− R2

e
i∆r

) (4.5)
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onde:

Gi, j,k ≈
1

R2
e−R2

θ j

[
R2

θ j

(
lnRθ j −

1
2

)
−R2

e

(
lnRe−

1
2

)]
(4.6)

vzi, j,k ≈
R2

θ j

4µ

p j,k+1− p j,k−1

2∆z

( i∆r
Rθ j

)2

−
R2

e−R2
θ j

Ri ln(Re/Rθ j)
ln

i∆r
Rθ j

−1

 (4.7)

ρCv

[vθi, j,k

i∆r
Ti, j+1,k−Ti, j−1,k

2∆θ
+ vzi, j,k

Ti, j,k+1−Ti, j,k−1

2∆z

]
= k
[

Ti+1, j,k−2Ti, j,k +Ti−1, j,k

∆r2 +
1

i∆r
Ti+1, j,k−Ti−1, j,k

2∆r
+

1
(i∆r)2

Ti, j+1,k−2Ti, j,k +Ti, j−1,k

∆θ 2

+
Ti, j,k+1−2Ti, j,k +Ti, j,k−1

∆z2

]
+µ

[
2
(

1
i∆r

vθi, j+1,k− vθi, j−1,k

2∆θ

)2

+

(
vzi, j,k+1− vzi, j,k−1

2∆z

)2

+

(
1

i∆r
vzi, j+1,k− vzi, j−1,k

2∆θ
+

vθi, j,k+1− vθi, j,k−1

2∆z

)2

+

(
vzi, j,k+1− vzi, j,k−1

2∆r

)2

+(vθi+1, j,k− vθi−1, j,k

2∆r
−

vθi, j,k

i∆r

)2
]

(4.8)

4.2 Discretização equações filme fino
Os modelos diferenciais modelados utilizando a teoria de filme fino são compostos por

uma equação diferencial parcial para cada componente de velocidade e mais uma equação para
a temperatura. As limitações presentes no modelo ainda são maiores dado sua natureza não
linear e a necessidade da resolução do campo de pressão e de velocidade na mesma equação, de
forma interdependentes. A discretização para essas equações exigem, além de uma discretização
espacial, uma discretização temporal e algum método de acoplamento pressão-velocidade.

4.2.1 Discretização Temporal

São três formulações existentes para a discretização temporal de equações diferenciais:
explícita, implícita e semi-implícita (LEVEQUE, 1955). Utilizou-se da formulação explícita para
o desenvolvimento deste trabalho, isto é, o conjunto de equações diferenciais é discretizado de
forma que os valores de velocidade e de pressão do próximo passo de tempo são calculados a
partir de termos previamente conhecidos.

O presente trabalho utilizou de uma discretização temporal de segunda ordem, permitindo
a utilização de um maior passo tempo, e, com isso, menor custo computacional.
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Considera-se uma função qualquer f (t), de modo que sua discretização temporal possa
ser realizada efetuando a expansão de Taylor da função f em torno do ponto (t +∆t), com
o objetivo de se obter uma formulação explicita para o ponto em questão. Para se obter uma
discretização de segunda ordem é necessário conhecer dois valores da função f precedentes ao
passo t +∆t. As equações 4.9 e 4.10 são as expansões utilizando como referência os tempos t e
t−∆t respectivamente.

f (t) = f (t +∆t)− f ′(t +∆t)∆t +
f ′′(t +∆t)∆t2

2!
+

∞

∑
m=3

(−1)m f m(t +∆t)∆tm

m!
(4.9)

f (t−∆t) = f (t +∆t)− f ′(t +∆t)2∆t +
f ′′(t +∆t)(2∆t)2

2!
+

∞

∑
m=3

(−1)m f m(t +∆t)(2∆t)m

m!
(4.10)

Os somatórios representam os erros numéricos associados ao processo de discretização,
que para este caso é de ordem 2 (O(∆t2)). Os termos dentro dos somatório tendem a ser muito
pequenos, possibilitando negligenciar esses termos. Ao se realizar uma manipulação matemática
com as duas expansões é possível determinar uma discretização para a função f (t). Para o
caso em específico, multiplica-se a equação 4.9 por 4 e subtrai-se o resultado da equação 4.10,
obtendo finalmente:

f ′(t +∆t) =
3 f (t +∆t)−4 f (t)+ f (t−∆t)

2∆t
+O(∆t2). (4.11)

A função f pode representar qualquer uma das componentes de velocidade e também o
campo de temperatura.

O passo de tempo é calculado através dos métodos propostos por Strikwerda (1989).
Para as coordenadas cilíndricas, um adaptação no método foi necessária para a compatibilidade
das unidades, ficando:

∆td ≤
ρ

2µ

(
∆θ

Re +Ri

2
∆z
)2

(
∆θ

Re +Ri

2

)2

+∆z2

(4.12)

e

∆ta ≤
∆θ

ω
, (4.13)

onde os subíndices a e d representam o passo temporal da discretização da equação da advecção
e da difusão, respectivamente.
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Nas equações de balanço da quantidade de movimento linear aparecem simultaneamente
os termos difusivos e advectivos. Para estes casos, Villar (2007) propõe que o passo de tempo
possa ser calculado por:

∆t =CFLmin(∆td,∆ta), (4.14)

onde CFL é a constante definida por Courant, Friedrichs e Lewy (1967) e admite valores entre 0
e 1. O presente trabalho adotou o valor de 0,01 para a constante.

4.2.2 Acoplamento Pressão-Velocidade

As equações diferenciais parciais de filme fino apresentam ao menos duas equações
diferenciais (equação do balanço de quantidade de movimento linear e equação da continuidade)
para as incógnitas de velocidades e de pressão. A partir de um campo inicial de velocidades e
da pressão, utiliza-se as equações do balanço de quantidade de movimento linear para obter a
evolução temporal da velocidade. Contudo, a equação da continuidade não possui um termo que
possibilite o cálculo da variação temporal da pressão. Sendo um escoamento incompressível,
a pressão não é uma função da massa específica, assim p não é função das propriedades
termodinâmicas do modelo.

O método utilizado para a resolução das equações de balanço da quantidade de movi-
mento linear foi o Método de acoplamento pressão-velocidade marker and cell (MAC) desen-
volvido por Harlow e Welch (1965). Este método foi implementado em uma malha seguindo o
esquema de malha deslocada, figura 6.

Originalmente o método foi desenvolvido para escoamentos com superfícies livres, onde
particular marcadoras definem a localização da superfície livre. Para o presente trabalho, onde
não há a presença de superfícies livres, as particular marcadoras são desnecessárias, visto que o
fluido preenche todo o domínio computacional.

Figura 6 – Representação esquemática do conceito de malhas deslocadas.

→: velocidade horizontal (u), •: pressão e temperatura (p e T ).

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Aqui será descrito o passo-a-passo do método para a equação diferencial que descreve
o movimento do fluido para o caso da sapata deslizante, mas o mesmo pode ser aplicado sem
dificuldades para as equações em coordenadas cilíndricas.

Aplicando a discretização temporal definida na equação 4.11 na equação 3.28 reescreve-
se-a para a equação 4.15. Por comodidade, chama-se o termo advectivo dessa equação de CONV

e o termo viscoso e o termo Fext,xy de V ISC.

3un+1−4un +un−1

2∆t
+CONV n =

−1
ρh

∂ pn+1h
∂x

+V ISCn (4.15)

Os sobre-índices n+1, n e n−1 representam, respectivamente, o passo de tempo em
que se deseja conhecer o valor de u no passo de tempo posterior (análogo ao valor de f (t +∆t)),
o passo de tempo atual (análogo a f (t)) e o passo de tempo precedente (análogo a f (t−∆t)).
Isolando o termo un+1 fica:

un+1 =
−2∆t
3ρh

∂ pn+1h
∂x

+
2∆t
3

[−CONV n +V ISCn]+4un−un−1. (4.16)

A equação 4.16 deve também respeitar a equação da conservação de massa mostrado na
equação 3.21. Aplicando o

−→
∇ · () na equação 4.16 tem-se que:

∂hun+1

∂x
=

∂

∂x

(
−2∆t

3ρ

∂ pn+1h
∂x

)
+

∂

∂x

[
2∆t
3

(−CONV n +V ISCn)

]
. (4.17)

O termo a esquerda da equação 4.17 é exatamente a equação da continuidade, devendo
ser igual a zero. Aplicando as propriedades de derivada e realizando algumas manipulações
encontra-se a chamada equação de Poisson (4.18). Utilizando de métodos computacionais para
resolução de sistemas lineares é possível determinar o campo de pressão pn+1 uma vez que os
termos CONV n e V ISCn são conhecidos.

∂ 2 pn+1h
∂x2 = ρ

∂

∂x
[−CONV n +V ISCn] (4.18)

Determinado o campo de pressão, resta determinar o campo de velocidade. Isso é feito
substituindo os valores obtidos para a pressão, utilizando a equação 4.18, na equação 4.15.

4.2.3 Discretização Espacial

Assim como para o modelo de Reynolds, as equações definidas utilizando teoria de
filme fino também foram discretizadas espacialmente utilizando o método das diferenças finitas
centradas, a fim de obter um discretização também de segunda ordem.



Capítulo 4. Modelo Numérico-Computacional 49

4.2.3.1 Coordenadas Retangulares

As equações que definem os campos de pressão e de velocidade em coordenadas cartesi-
anas foram discretizadas como se segue:

• termo convectivo

CONV n
j+1/2 = un ∂un

∂x
≈ un

j+1/2

un
j+3/2−un

j−1/2

2∆x
; (4.19)

• termo viscoso

V ISCn
j+1/2 =

2µ

ρh
∂

∂x

(
h

∂un

∂x

)
+

Fext,xy

ρh

≈ 2µ

ρh j+1/2

(
h j+1

un
j+3/2−un

j+1/2

∆x
−h j

un
j+1/2−un

j−1/2

∆x

)
1

∆x
+

Fn
ext,xy j+1/2

ρh j+1/2
;

(4.20)

• equação de Poisson (equação 4.18)

pn
j+1h j+1−2pn

jh j + pn
j−1h j−1

∆x2

≈ ρ

(
−CONV n

j+1/2 +V ISCn
j+1/2 +CONV n

j−1/2−V ISCn
j−1/2

∆x

)
;

(4.21)

• equação campo de velocidade (equação 4.16)

un+1
j+1/2 ≈

−2∆t
3ρh j+1/2

pn+1
j+1h j+1− pn+1

j h j

∆x
+

2∆t
3

[
−CONV n

j+1/2 +V ISCn
j+1/2

]
+4un

j+1/2−un
j+1/2.

(4.22)

A modelagem térmica também foi discretizada espacialmente utilizando diferenças
finitas. Ficando:

• termo advectivo

ρCvu
∂T
∂x
≈ ρCv

un+1
j+1/2 +un+1

j−1/2

2

T n
j+1−T n

j−1

2∆x
; (4.23)

• termo difusivo
k
h

[
∂

∂x

(
h

∂T
∂x

)
+ηy

]
≈ k

h j

[
h j+1/2

T n
j+1−T n

j

∆x2 −h j−1/2
T n

j −T n
j−1

∆x2 +ηy j

]
; (4.24)

• termo de transformação viscosa

φ = µ

[
2
(

∂u
∂x

)2

+ ε
2
y

]
≈ µ

2

(
un+1

j+1/2−un+1
j−1/2

∆x

)2

+ ε
2
y j

 . (4.25)

Os termos Fext,xy, ηy e εy apresentam uma modelagem especial como termos fontes
dependendo fortemente das condições de contorno do problema. Esses termos serão apresentados
com todos os detalhes em uma seção especial neste trabalho.
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4.2.3.2 Coordenadas Cilíndricas

As equações de balanço da quantidade de movimento linear em coordenadas cilíndricas
foram discretizadas da seguinte forma:

• termo convectivo

– componente θ (CONV n
θ

)

vθ h
ReH

∂vθ

∂θ
+ vz

∂vθ

∂ z
≈

vθk, j+1/2h j+1/2

ReH j+1/2

vn
θk, j+3/2

− vn
θk, j−1/2

2∆x

+
vn

zk−1/2, j
+ vn

zk+1/2, j
+ vn

zk−1/2, j+1
+ vn

zk+1/2, j+1

4

vn
θk+1, j+1/2

− vn
θk−1, j+1/2

2∆z

(4.26)

e

– componente z (CONV n
z )

vz
∂vz

∂ z
+

vθ h
ReH

∂vz

∂θ
≈ vn

zk+1/2, j

vn
zk+3/2, j

− vn
zk−1/2, j

2∆z

+
vn

θk, j−1/2
+ vn

θk, j+1/2
+ vn

θk+1, j−1/2
+ vn

θk+1, j+1/2

4
h j

ReH j

vn
zk+1/2, j+1

− vn
zk+1/2, j−1

2∆θ
;

(4.27)

• termo viscoso

– componente θ (V ISCn
θ

)

1
ρ

(
1

ReH
∂τθθ h

∂θ
+

∂τθz

∂ z
+

Fext,θ

ReH

)
≈ µ

ρ

[
vn

θk+1, j+1/2
−2vn

θk, j+1/2
+ vn

θk−1, j+1/2

∆z2 +

2
ReH j+1/2

(
2h j+1

2Re−h j+1

vn
θk, j+3/2− vn

θk, j+1/2

∆θ 2 −
2h j

2Re−h j

vn
θk, j+1/2− vn

θk, j−1/2

∆θ 2

)
+

2
2Re−h j+1/2

(
vn

zk+1/2, j+1
− vn

zk+1/2, j
− vn

zk−1/2, j+1
+ vn

zk−1/2, j

∆z∆θ

)]
+

Fext,θ j+1/2

ρReH j+1/2

(4.28)

e

– componente z (V ISCn
Z)

1
ρ

(
∂τzz

∂ z
+

1
ReH

∂τθzh
∂θ

+
Fext,z

ReH

)
≈ µ

ρ

[
2

vn
zk+3/2, j

−2vn
zk+1/2, j

+ vn
zk−1/2, j

∆z2

+
1

ReH j

(
2h j+1/2

Reh j+1/2

vn
zk+1/2, j+1

− vn
zk+1/2, j

∆θ 2 −
2h j−1/2

Reh j−1/2

vn
zk+1/2, j

− vn
zk+1/2, j−1

∆θ 2

+h j+1/2

vn
θk+1, j+1/2

− vn
θk, j+1/2

∆z∆θ
−h j−1/2

vn
θk+1, j−1/2

− vn
θk, j−1/2

∆z∆θ

)]
+

Fext,zk+1/2, j

ρReH j
;

(4.29)
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• equação de Poisson

1
Re

∂

∂θ

(
2

2Re−h
∂ ph
∂θ

)
+H

∂ 2 p
∂ z2 =

ρ

2∆t

(
1
Re

∂hΓθ

∂θ
+H

∂Γz

∂ z

)
≈ 1

Re

[
2

2Re− j j+1/2

pn+1
k, j+1h j+1− pn+1

k, j h j

∆θ 2 − 2
2Re− j j−1/2

pn+1
k, j h j− pn+1

k, j−1h j−1

∆θ 2

]

+H j

[
pn+1

k+1, j−2pn+1
k, j + pn+1

k−1, j

∆z2

]
=

ρ

2∆t

[
1
Re

h j+1/2Γn
θk, j+1/2

−h j−1/2Γn
θk, j−1/2

∆θ

+H j
Γn

zk+1/2, j
−Γn

zk−1/2, j

∆z

]
(4.30)

onde
Γ

n
θ = 2∆t [−CONV n

θ +V ISCn
θ ]+4vn

θ − vn
θ (4.31)

e
Γ

n
z = 2∆t

[
−CONV n

z +V ISCn
z
]
+4vn

z − vn
z ; (4.32)

• equações campos de velocidades

– componente θ

vn+1
θk, j+1/2

=− 2∆t
ρReH

∂ pn+1h
∂θ

+Γ
n
θk, j+1/2

≈− 2∆t
ρReH j+1/2

pn+1
k, j+1h j+1− pk,n+1

j h j

∆θ
+Γ

n
θk, j+1/2

(4.33)

e

– componente z

vn+1
zk+1/2, j

=−2∆t
ρ

∂ pn+1

∂ z
+Γ

n
zk+1/2, j

≈−2∆t
ρ

pn+1
k+1, j− pn+1

k, j

∆z
+Γ

n
zk+1/2, j

. (4.34)

Também realizando a discretização espacial na equação diferencial da energia, fica:

• termo advectivo

ρCv

(
uh

ReH
∂T
∂θ

+
∂T
∂ z

)
≈ρCv

vn+1
θk, j+1/2

+ vn+1
θk, j+1/2

2
h j

ReH j

Tk, j+1−Tk, j−1

2∆θ

+
Tk+1, j−Tk−1, j

2∆z

)
;

(4.35)
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• termo difusivo

k
ReH

(
∂

∂θ

(
2h

2Re−h
∂T
∂θ

))
+ k

∂ 2T
∂ z2 +
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ReH
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ReH j

(
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∆θ 2

)

+ k
(
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∆z2

)
+

ηr

ReH j
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(4.36)

• termo de transformação viscosa

φ = µ

[
2

((
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2Re−h
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)2
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∂ z

)2
)
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2
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)2
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2
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]

≈ µ
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4∆z

2

+ ε
2
rk, j

 .

(4.37)

Assim como para as coordenadas cartesianas, os termos Fext,θ , Fext,z, ηr e εr serão
demonstrados e discretizados numa seção especial.

4.3 Discretização modelagem FSI
Determinadas as acelerações do eixo utilizando as equações 3.61 e 3.62 permite-se isolar

a variável aceleração

ae,x =
Fp,x

me
(4.38)

e

ae,y =
Fp,y−We

me
. (4.39)

Utilizou-se de uma integração numérica de segunda ordem (equação 4.11) para a de-
terminação da velocidade e, por conseguinte, a posição do eixo, será mostrada apenas para
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a componente vertical (y) mas a metodologia é aplicada sem dificuldades para componente
horizontal (x):

ae,y =
∂ve,y

∂ t
=

Fp,y−We

me
≈

3vn+1
e,y −4vn

e,y + vn−1
e,y

2∆t
=⇒ vn+1

e,y ≈
2∆t
3

Fp,y−We

me
+4vn

e,y− vn−1
e,y

(4.40)

e

ve,y =
∂xe,y

∂ t
≈

3xn+1
e,y −4xn

e,y + xn−1
e,y

2∆t
=⇒ xn+1

e,y ≈
2∆tve,y

3
+4xn

e,y− xn−1
e,y . (4.41)
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CAPÍTULO

5
MODELAGEM DOS TERMOS-FONTE

(Fext, η E ε)

Esta seção é, provavelmente, o maior diferencial deste trabalho. O proposto modelo
busca calcular os campos de pressão, de velocidade e de temperatura de forma média ao longo da
coordenada ortogonal a parede deslizante. Dessa forma, não existe variação dessas propriedades
na célula discreta da malha computacional.

Esta seção é dedicada a demonstrar o desenvolvimento da modelagem dos termos fontes
responsáveis por promover movimento e gradiente de temperatura no fluido lubrificante.

5.1 Coordenadas retangulares
Conforme dito na seção 3.4.1, não são as tensões que promovem uma força líquida no

fluido, mas sim suas diferenças. É fácil perceber que tendo uma superfície com movimento
relativo a uma outra superfície cria-se uma diferença de tensões entre essas paredes. Assim,
o termo das forças externas se torna a diferença entre as tensões aplicadas na parede superior
subtraída da tensão aplicada na parede inferior:

Fext = Asupτsup−Ain f τin f . (5.1)

Portanto, o objetivo é determinar os valores dessas tensões. O problema da sapata
deslizante é uma aproximação do problema real do mancal cilíndrico. Uma primeira tentativa foi
encontrar uma modelagem contínua para o campo de velocidade e assim determinar as tensões.
Um pseudo-eixo de raio Ri foi utilizado para a criação de uma coordenada ζ centrada na origem
desse eixo, visto na figura 7.

O método utilizado para a determinação das tensões foi a transformada de Laplace.
Reescrevendo o modelo diferencial nessa nova coordenada tem-se:
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Figura 7 – Representação do eixo ζ para determinação das tensões nas paredes.

Fonte: Elaborada pelo autor.

{
∂u
∂ t =

∂ 2u
∂ζ 2 .

Cujas condições de contorno e inicial são:


u(0, t) =U(t)

u(h, t) = 0
u(ζ ,0) = 0.

O que torna o modelo contínuo no plano laplaciano da seguinte forma:

uL(ζ ,s) = c1eκζ + c2e−κζ . (5.2)

O sub-índice L indica que a função está sendo avaliada no plano laplaciano. Aplicando as
condições de contorno tem-se:

{
u(0, t) =U(t) =⇒ uL(0,s) =UL(s) = c1 + c2

u(h, t) = 0 =⇒ uL(h,s) = 0 = c1eκh + c2e−κh.

Determinadas as constantes, determina-se então uma função para o campo de velocidade no
plano laplaciano, onde sua inversa retorna a função contínua do campo de velocidade temporal:

uL(ζ ,s) =
sUL(s)sen(h

√
s/α(h−ζ ))

ssen(h2
√

s/α)
=⇒ u(ζ , t) = L−1

{
L[U ′(t)]sen(h

√
s/α(h−ζ ))

ssen(h2
√

s/α)

}
.

(5.3)
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Pelo teorema da convolução é sabido que

L−1 [U ′L(s)AL(ζ ,s)
]
=
∫ t

0
A(ζ ,σ)

dU
dt

(t−σ)dσ , (5.4)

onde

A(ζ , t) = L−1

[
sen(h

√
s/α(h−ζ )

ssen(h2
√

s/α)

]
=

(
1− ζ

h

)
− 2

π

∞

∑
n=1

1
n

sen(nπζ/h)e−(nπ)2 αt
h2 , (5.5)

substituindo na equação 5.4 tem-se:

u(ζ , t) =
∫ t

0

{(
1− ζ

h

)
− 2

π

∞

∑
n=1

1
n

sen(nπζ/h)e−(nπ)2 ασ

h2

}
dU
dt

(t−σ)dσ . (5.6)

Especificou-se a velocidade do eixo sendo um função do tempo da forma:

U(t) =UT (1− e−at) =⇒ dU
dt

=UT ae−at (5.7)

sendo que UT é a velocidade terminal do pseudo-eixo e a é uma constante de tempo que diz
respeito a aceleração do eixo desde o repouso até atingir UT .

Substituindo a equação 5.7 na equação 5.6 chega-se a

u(ζ , t) =
∫ t

0

(
1− ζ

h

)
UT ae−a(t−σ)dσ − 2

π

∞

∑
n=1

1
n

sen
(

nπ
ζ

h

)∫ t

0
e−(nπ)2 ασ

h2 UT ae−a(t−σ)dσ ,

(5.8)

resolvendo a integral, mudando a coordenada ζ para y, com a origem de coordenadas no centro
do pseudo-eixo de raio Ri (0≤ y≤ Ri +h =⇒ ζ = y−Ri), e substituindo α por µ/ρ chega-se
finalmente a:

u(y, t) =UT

[(
1− y−Ri

h

)
(1− e−at)

− 2
π

∞

∑
n=1

1
n

1(
1− µ(nπ)2)

aρh2

) sen
(

nπ
y−Ri

h

)
(e
−(nπ)2 µt

ρh2 − e−at)

 . (5.9)

Determinado então uma solução contínua para o campo de velocidade u, é possível
determinar as tensões nas paredes, uma vez que:

τxy = µ
∂u
∂y

. (5.10)
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Substituindo então a equação 5.9 na equação 5.10 nas respecivas paredes determina-se
as tensões nas paredes superior e inferior. Ficando então:

τsup =−µ
∂u
∂y

∣∣∣∣
y=Ri+h

=−µ

UT

h
(1− e−at)+

2UT

h

∞

∑
n=1

(−1)n

1− (nπ)2µ

ρah2

(e
−(nπ)2 µt

ρh2 − e−at)

 (5.11)

e

τin f =−µ
∂u
∂y

∣∣∣∣
y=Ri+h

=−µ

UT

h
(1− e−at)+

2UT

h

∞

∑
n=1

1

1− (nπ)2µ

ρah2

(e
−(nπ)2 µt

ρh2 − e−at)

 . (5.12)

É então possível determinar finalmente o termo Fext,xy conhecido as áreas de atuação
dessas tensões. Aproximando a área superior da área inferior, uma vez que a inclinação da parede
superior tende a ser muito pequena, assim: Asup = Ain f = ∆x, supondo que a componente de
profundidade é unitária (∆z = 1). Substituindo as equações 5.12 e 5.11 na equação 5.1 tem-se
finalmente:

Fextx,y =

2µUT

h

∞

∑
n=1

1− (−1)n

1− (nπ)2µ

ρah2

(e−at− e
−(nπ)2µt

ρh )

∆x. (5.13)

Comparando os resultados das tensões obtidos por esse método com as tensões obtidas
pelo modelo de Reynolds (substituindo a equação 3.5 na equação 5.10) obteve-se resultados
muito satisfatórios para os valores da tensão, validando assim sua formulação. Um dos vários
resultados obtidos para a tensão é mostrado na figura 8. As sub figuras 8a, 8b, 8c e 8d apresentam
diferentes valores entre si pois representam as tensões em diferentes geometrias de canais. Os
perfis exatos dos canais serão melhor descritos em seções futuras deste trabalho.

Apesar da formulação ser elegante e obter exatamente o mesmo resultado apresentado
pelo modelo de Reynolds, quando aplicada diretamente ao modelo numérico-computacional
obtido pelo balanço da quantidade de movimento linear utilizando teoria de filme fino, a mesma
não apresentou convergência computacional. Assim, foi necessário o desenvolvimento de uma
nova formulação para a obtenção do termo Fext,xy.

A formulação correta deveria conter as condições do contorno do problema mas que
também dependesse na própria velocidade média na célula a ser calculada. Isso se deve às peque-
nas variações numéricas computacionais. Embora sejam pequenas, essas flutuações numéricas
são altamente relevantes, pois em sistemas fechados, como no caso da sapata deslizante ou do
mancal cilíndrico, essas flutuações ocorrem em todas as células e o sistema deve se adaptar a
elas.
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Figura 8 – Comparação entre os resultados obtidos para os valores das tensões nas paredes da sapata
deslizante.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma primeira tentativa de impor as condições de contorno foi a adaptação da discre-
tização da equação 5.10 utilizando apenas a velocidade média conhecida no centro da célula
e as condições de contorno. De forma matemática, aproximando a derivada pelo método das
diferenças finitas de segunda ordem, isso se torna:

τxy|in f ≈ µ
−3U +4u j+1/2

h j+1/2
(5.14)

e

τxy|sup ≈ µ
U−4u j+1/2

h j+1/2
. (5.15)
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Assim, substituindo as equações 5.14 e 5.15 na equação 5.1, considerando a mesma área
∆x, tem-se que:

Fext,xy ≈ µ∆x
4(U−2u j+1/2)

h j+1/2
. (5.16)

Essa modelagem apresenta dependência tanto das condições de contorno da sapata
deslizante como da própria velocidade a ser calculada. A modelagem apresentou convergência
numérica, apresentando convergência qualitativa mas não quantitativa. A figura 9 mostra alguns
resultados preliminares com essa primeira modelagem.

Figura 9 – Comparação entre os resultados obtidos para os valores das pressões com a modelagem
discretizada.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Os resultados apresentados na figura 9 acompanham o comportamento de crescimento
e queda de pressão do modelo de Reynolds. Contudo não apresentam os mesmos resultados
quantitativos. Em várias simulações realizadas variando velocidade, perfil do canal, propriedades
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físicas, etc, foi notado que a diferença entre os valores das pressões se aproximava da constante√
2. Assim, a equação 5.16 passou a ser escrita como:

Fext,xy j+1/2 ≈
√

2µ∆x
4(U−4u j+1/2)

h j+1/2
. (5.17)

Os resultados obtidos com a implementação da equação 5.17 serão mostrados na seção
dedicada a resultados obtidos neste trabalho. O motivo da existência da constante

√
2 ainda é

desconhecido, mas como uma primeira proposta de modelagem é o suficiente para o andamento
do estudo.

A modelagem dos termos ηy e εy também se deram de uma adaptação da discretização
convencional utilizando diferenças finitas. Havendo apenas uma célula computacional todas as
condições de contorno devem estar presentes nessa modelagem. O processo das simplificações
matemáticas para a imposição das condições de contorno não são relevantes. A modelagem dos
termos se tornaram:

ηy j ≈
h j

k


(

1− 2k
h j

(
ξ

ks
+

1
hconv

))
Tj−2T∞

−2kh j

(
ξ

ks
+

1
hconv

)
−h2

j

−
Tj

h2
j

 (5.18)

e

εy j =−
U
h j
. (5.19)

5.2 Coordenadas cilíndricas
Não existindo transformada de Laplace em coordenadas cilíndricas e utilizando da

experiência adquirida com a modelagem em coordenadas retangulares, a modelagem dos termos
fonte em coordenadas cilíndricas pôde ser definida de forma mais rápida e objetiva.

A modelagem seguiu o mesmo princípio apresentado para a modelagem em coordenadas
cartesianas, uma adaptação dos modelos já conhecidos na literatura com algum ajuste. Os três
termos fontes ficam então da seguinte forma:

Fext,θk, j+1/2 ≈
√

2µ

(
Re(ωRi−4vθk, j+1/2)

h j+1/2
−

(Re−h j+1/2)(4vθk, j+1/2−ωRi)

h j+1/2
+ωRi

)
, (5.20)

Fext,zk+1/2, j ≈−
√

2µvzk+1/2, j(2Re−h j)

h j
, (5.21)
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ηrk, j ≈

[
1− 2kRe

h j

(
1

hconv(Reξ )
+

ln
(

Re+ξ

Re

)
ks

)]
Tk, j−2T∞

2kReh j

(
1

hconv(Re +ξ )
+

ln
(

Re+ξ

Re

)
ks

)
−h2

j

−
Tk, j

h2
j

(5.22)

e

εrk, j ≈
2vθk, j

2Re−h j
− ωRi

h j
. (5.23)

Vale ressaltar mais uma vez que essas modelagens, assim como para as coordenadas
cartesianas, são adaptações de modelos consolidados.
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CAPÍTULO

6
RESULTADOS

Finalizada a modelagem matemática diferencial e a metodologia computacional, códigos
computacionais são criados a fim de resolver os problemas de mancais fluidodinâmicos. O
presente trabalho utilizou de códigos criados pelo próprio autor na linguagem de programação
Fortran 90 a fim de se obter as soluções aproximadas para os campos de pressão, de velocidade e
de temperatura utilizando tanto o clássico modelo de Reynolds e também a nova metodologia
proposta.

Essa seção é destinada a mostrar, comparar e discutir sobre os resultados obtidos das três
variáveis (pressão, velocidade e temperatura) utilizando a nova metodologia proposta.

Como o objetivo do presente trabalho não é, nesta fase, comparar com resultados experi-
mentais, os fluidos utilizados não representam fluidos reais. As propriedades dos mesmos foram
escolhidas de forma que a exigência Re∗ << 1 fosse respeitada.

6.1 Coordenadas Cartesianas
O problema da sapata deslizante é apenas um exemplo de geometria que pode ser

analisada utilizando os modelos propostos. O problema pode ser estendido para um canal de
geometria qualquer.

Quatro canais de diferentes geometrias foram escolhidos para as análises. Os perfis tem
caráter periódico, isto é, a altura do canal na entrada e na saída são os mesmos, possibilitando que
as propriedades na saída do canal sejam dependentes das propriedades na entrada e vice-versa.
Em outras palavras, a temperatura, a velocidade e a pressão na saída do canal são as mesmas na
entrada e o mesmo acontece na entrada do canal.

Ao se aplicar as equações de Reynolds e a equação diferencial da quantidade de mo-
vimento linear utilizando teoria de filme fino pôde-se determinar os campos de pressão e de
velocidade. A tabela 1 mostra as propriedades físicas do fluido e de operação da sapata.
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Tabela 1 – Propriedades fluidodinâmicas e de operação das sapatas.

Propriedade Valor
Viscosidade (µ) 9,0 [Pa.s]
Massa especifica (ρ) 998,0 [kg/m3]
Velocidade da parede (U) 1,0 [m/s]
Condutividade térmica (k) 700,0 [W/(m·K)]
Capacidade térmica volumétrica (cv) 4186,0 [J/(kg ·K)]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os canais escolhidos são geometria genéricas: um perfil parabólico com concavidade
positiva e um com concavidade negativa, e um perfil em formato de V com concavidade positiva
e um com concavidade negativa. A figura 10 é uma representação gráfica de cada uma das
geometrias, enquanto a tabela 3 mostra as dimensões de cada uma delas bem como o número de
Reynolds modificado (Re∗).

A tabela 3 mostra as dimensões de cada uma das geometrias, enquanto a figura 10 é uma
representação gráfica de cada uma delas.

Tabela 3 – Configurações geométricas dos canais cartesianos.

Canal Comprimento (m) h(x = 0) (m) h(x = L/2) (m) Re∗ []
Parábola positiva 1,00E-1 51,25E-5 50,00E-5 2,91E-4
Parábola negativa 1,00E-1 48,75E-5 50,00E-5 2,77E-4
V positivo 1,00E-1 55,00E-4 50,00E-4 3,35E-2
V negativo 1,00E-1 45,00E-4 50,00E-4 2,77E-2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os campos de pressão e velocidade foram determinados utilizando a modelagem da
tensão nas paredes da sapata conforme a equação 5.17. Uma comparação entre os resultados
obtidos com o modelo de Reynolds e o atual modelo proposto para os campos de pressão e
de velocidade para cada uma das geometrias das sapatas estão mostradas nas figuras 11 e 12,
respectivamente. O campo de temperatura é mostrado na figura 13.

É importante relembrar que o modelo proposto calcula as propriedades médias em
relação a fenda h ao longo do comprimento do canal. Já para o modelo de Reynolds existe, para
a velocidade, uma equação continua para essa propriedade. Assim, a comparação é feita com os
resultados obtidos em regime permanente do proposto modelo com a média dos valores obtidos
utilizado do modelo de Reynolds.

Para o proposto modelo, foi considerado que o regime permanente dinâmico (pressão e
velocidade) e térmico (temperatura) é atingido quando a variação temporal das grandezas fosse
menor do que 1E−10:
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Figura 10 – Representação dos canais analisados em coordenadas retangulares.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

max

(
f n+1

j − f n
j

∆t

)
< 1E−10, (6.1)

em que f pode representar qualquer uma das variáveis. O modelo dinâmico é acoplado, isto é,
pressão e velocidade são calculadas a partir de uma mesma equação. Assim, quando a pressão
atinge esse critério a velocidade também atinge.

As simulações foram realizadas seguindo um padrão de elementos na discretização
espacial, sendo dividida em 100 elementos no eixo horizontal x. O modelo de Reynolds exige
que, além da discretização em x, haja também uma discretização em y para que seja possível
calcular os campos de velocidade e de temperatura. Essa divisão vertical utilizou-se de 40
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Figura 11 – Comparação campos de pressão para as diferentes geometrias de sapatas.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

elementos.

Pela figura 11 é notável que o modelo proposto alcançou com muita precisão (quase que
com exatidão) o clássico modelo de Reynolds. A região negativa dos campos de pressão não
representam por si só um fenômeno físico. Essa região é chamada de região de cavitação, onde o
fluido atinge uma pressão mínima necessária para sair da fase liquida para a fase gasosa. Um dos
artifícios para eliminar esse efeito de cavitação encontrados na literatura, é simplesmente tornar
a região negativa num valor nulo para a pressão. Contudo, para a validação do método isso não é
necessário. Além do mais, é esperado em estudos futuros que haja a integração mais realística
da região de cavitação utilizando o método aqui apresentado, isso é feito considerando o fluido
compressível.

Os campos de velocidade também apresentaram resultados bastante satisfatórios. A
maior discrepância é notada no canal em formato V com a concavidade para baixo (figura 12d).
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Figura 12 – Comparação campos de velocidades médias para as diferentes geometrias de sapatas.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma explicação possível para essa discrepância é o próprio formato do canal, que possui uma
forte descontinuidade em seu formato, deixando de ser divergente para ser convergente de forma
muito abrupta.

O campo de temperatura (figura 13), apesar de não apresentar valores exatos, apresenta
resultados quantitativos e qualitativos muito satisfatórios. O modelo de Reynolds, por ser regime
permanente, exige que o método aplicado para a resolução da equação da energia (equação
4.3) seja puramente implícito. A formulação térmica utilizando a modelagem aqui apresentada
(equações 4.35, 4.36 e 4.37) pode ser tanto explícita quanto implícita. Por facilidade, a metodo-
logia aplicada foi a explícita. Métodos implícitos tendem, em geral, a ser mais estáveis do que
metodologias explícitas.

O campo de temperatura foi calculado utilizando um coeficiente convectivo hconv =

1000W/(m2 ·K) com uma temperatura T∞ = 300K diretamente no fluido lubrificante. Isto é,
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Figura 13 – Comparação campos de temperatura para as diferentes geometrias de sapatas.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

não considerando uma espessura para a parede superior da sapata.

O método proposto, por ser transiente, permite o estudo do comportamento do fluido
dentro da cavidade ao longo do tempo, antes de atingir o regime permanente. A figura 14 mostra
o comportamento da pressão dentro da cavidade em diferentes tempos para a cavidade parabólica
positiva (figura 10a).

Outra vantagem esperada para o método é a redução do tempo necessário para a resolução
das equações diferenciais. Uma comparação do tempo computacional necessário para a resolução
dos campos de pressão utilizando os dois métodos é mostrado na figura 15, a comparação é feita
comparando o tempo necessário para a resolução das equações em diferentes malhas discretas. O
tempo leva em consideração apenas o modelo dinâmico do proposto modelo e apenas a resolução
do campo de pressão do modelo de Reynolds.



Capítulo 6. Resultados 68

Figura 14 – Evolução temporal da pressão no canal parabólico positivo.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 15 – Comparação tempo de processamento para diferentes números de elementos na malha discreta.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Vale lembrar que o modelo dinâmico proposto apresenta velocidade e pressão acopladas
numa mesma equação. Assim, o tempo apresentado na figura 15 é, na verdade, uma comparação
entre o tempo necessário para o modelo proposto calcular os campos de pressão e de velocidade
enquanto o modelo de Reynolds calcula apenas o campo de pressão.



Capítulo 6. Resultados 69

6.2 Coordenadas Cilíndricas
Para coordenadas cilíndricas, uma representação mais fidedigna de um mancal fluidodi-

nâmico, pode-se iniciar mostrando a melhor modelagem da função que descreve a folga radial do
mancal cilíndrico (equação 3.71). A figura 16 é uma comparação entre as modelagens para a folga
radial h. É notável que a clássica modelagem deforma o eixo rotativo em altas excentricidades
enquanto a modelagem proposta neste trabalho mantém o formato perfeitamente cilíndrico do
eixo rotativo. Isso é capaz de reduzir erros nos resultados obtidos numericamente ao se comparar
com um modelo experimental, por exemplo.

Figura 16 – Comparação entre as modelagens para a função h(θ).
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O método proposto neste estudo mostrou-se convergente e estável também para a mode-
lagem em coordenadas cilíndricas. Dentro das limitações impostas pelo modelo de Reynolds
(Re∗ << 1), o potencial completo do novo modelo ainda não foi totalmente explorado. Foram
simuladas várias configurações de mancais, incluindo diferentes velocidades, excentricidades,
folgas e dimensões do eixo, e comparadas ao modelo convencional.

6.2.1 Modelagem bi-dimensional

A figura 17 apresenta uma comparação entre os resultados do campo de pressão obtidos
usando o modelo proposto em sua forma bi-dimensional com o modelo de Reynolds tambpem bi-
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dimensional. A Tabela 5 apresenta as configurações utilizadas para cada um dos casos mostrados
na figura 17.

Figura 17 – Comparação campos de pressão para diferentes configurações de mancais bi-dimensional.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 5 – Configuração para os diferentes mancais.

Caso Re [m] Ri [m] ex [m] ω [RPM] θ0 [◦] µ [Pa.s] ρ [kg/m3] Re∗

Fig. 17a 50,00E-3 48,00E-3 5,00E-4 1000 270 1,0E1 1000 1,02E-2
Fig. 17b 70,00E-3 68,00E-3 1,25E-3 500 270 1,5E0 500 2,89E-2
Fig. 17c 60,00E-3 58,00E-3 1,50E-3 50 270 1,7E0 776 4,58E-3
Fig. 17d 52,00E-3 51,00E-3 8,50E-4 100 0 8,1E-2 914 6,37E-2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim como em coordenadas retangulares, o modelo também apresentou com muita
precisão qualitativa e quantitativa os resultados para o campo de pressão quando comparado
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com o modelo Reynolds. Nessas coordenadas o modelo também apresenta a pressão negativa
na região convergente da folga radial. É perceptível também que a pressão máxima ocorre um
pouco antes do menor valor de h. Esse efeito é o responsável por gerar sustentação num mancal
real com um peso aplicado ao eixo rotativo. Os resultados apresentados não consideram um peso
aplicado ao eixo.

A Figura 18 mostra os perfis de velocidade angular média resultantes. A sequência de
imagens é a mesma apresentada na Figura 17.

Figura 18 – Comparação campos de velocidade média para diferentes configurações de mancais bi-
dimensional.
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O eixo vertical representa a velocidade média vθ em m/s e o eixo horizontal representa a posição angular
θ em graus.

Fonte: Elaborada pelo autor.

As velocidades são um tanto contraditórias quando avaliadas em relação ao princípio
de Bernoulli (BERNOULLI, 1738), mas é importante lembrar que o princípio de Bernoulli é
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válido apenas para fluxos invíscidos, ao contrário do caso avaliado aqui, que possui Re∗ << 1.
Em outras palavras, as forças viscosas predominam sobre as forças inerciais.

A figura 19 mostra a comparação do campo das temperaturas médias obtidas com o
proposto modelo. Mais uma vez, o método utilizado para a discretização temporal da equação da
energia foi o método explícito, contribuindo para que haja algumas discrepâncias dos resultados.
Apesar das discrepâncias os erros são muito pequenos, podendo ser considerado apenas como
erros numéricos.

Figura 19 – Comparação campos de temperatura média para diferentes configurações de mancais bi-
dimensional.
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O eixo vertical representa a temperatura média T em K e o eixo horizontal representa a posição angular θ

em graus.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A determinação do campo de temperatura utilizando o modelo de Reynolds foi demasiada
custosa computacionalmente. Tanto para o proposto modelo quanto para o clássico modelo foram
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utilizadas 360 células na discretização da coordenada angular. Para a determinação do campo
de temperatura utilizando o modelo de Reynolds é necessário também a discretização ao longo
da coordenada radial r. A discretização nessa coordenada exigiu, ao menos, 200 células na
discretização dessa coordenada, resultando um total de 72000 células no total.

Para a determinação de campo de temperatura foi considerado um material de uma certa
espessura para o mancal fixo, a fim de trazer mais realismo. As propriedades térmicas dos fluidos
lubrificantes e do mancal fixo estão dispostas na tabela 6.

Tabela 6 – Propriedades termodinâmicas mancais bi-dimensionais.

Propriedade Valor
Espessura mancal fixo (ξ ) 5,00E-3 [m]
Capacidade térmica (cv) 4001,69 [J/(kg ·K)]
Condutividade térmica do fluido (k) 7,00E-1 [W/(m ·K)]
Condutividade térmica do sólido (ks) 397,00 [W/(m ·K)]
Coeficiente convectivo (hconv) 10000,00 [W/(m2 ·K)]
Temperatura no infinito (T∞) 300,00 [K]

Fonte: Elaborada pelo autor.

6.2.2 Modelagem tri-dimensional

Para a modelagem tri-dimensional foi avaliado apenas o campo de pressão. Isso devido
ao elevado custo computacional exigido pelo modelo de Reynolds ainda em bi-dimensional.

As condições de contorno impostas no eixo axial foram Dirichilet para a pressão e
Neumann para as velocidades, A imposição dessas condições produz um gradiente de pressão
também na direção axial do mancal:


p(θ ,z = 0) = p(θ ,z = Lz) = 0

∂vθ

∂ z

∣∣∣∣
z=0

=
∂vz

∂ z

∣∣∣∣
z=0

=
∂vθ

∂ z

∣∣∣∣
z=Lz

=
∂vz

∂ z

∣∣∣∣
z=Lz

= 0.

A figura 20 mostra o campo de pressão obtido para duas configurações diferentes de
mancais. A figura mostra o campo de pressão obtido no centro axial do mancal e também em
1/4 da dimensão axial do mancal. As configurações desses mancais estão dispostas na tabela 7.

A configuração das figuras 20c e 20d resultaram num campo de pressão muito próximos
ao campo de pressão obtido pelo modelo de Reynolds enquanto o modelo as configuração das
figuras 20a e 20b apresentam discrepâncias consideráveis.

Em investigações realizadas foi observados que essa diferença entre os resultado tende
a aumentar, ou diminuir, com a variação da excentricidade do mancal. A figura 21 mostra os
campos de pressão obtidos no centro axial do mancal variando apenas a excentricidade do mancal
que apresentou maior divergência.
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Figura 20 – Comparação campos de pressão para mancais tri-dimensionais.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 7 – Propriedades termodinâmicas mancais bi-dimensionais.

Propriedade Figuras 20a e 20b Figuras 20c e 20d
Raio do mancal fixo Re [m] 2,01E-3 50,00E-3
Raio do eixo rotativo Ri [m] 2,00E-3 49,8E-3
Comprimento do eixo Lz [m] 13,00E-3 50,00E-3
Velocidade de rotação ω [RPM] 15000 1000
Excentricidade ex [m] 5,00E-6 1,41E-4
Ângulo de atitude θ0 [◦] 270 315
Massa específica ρ [kg/m3] 1060 1060
Viscosidade dinâmica µ [Pa.s] 2,33E-2 2,33E-2
Número de Reynolds modificado Re∗ [] 2,55E-4 8,81E-3

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 21 – Comparação campos de pressão para diferentes excentricidades mancal figura 20a.
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(a) ex = 1,25E−6 m.
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(b) ex = 3,75E−6 m.
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(c) ex = 6,75E−6 m.
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(d) ex = 8,75E−6 m.

Fonte: Elaborada pelo autor.

É notável que o erro tende a aumentar com o aumento da excentricidade do mancal. Após
várias analises tanto no código computacional quando nas modelagens do problema constatou-se
uma inconsistência na modelagem da tensão Fext,z mostrada na equação 5.21. A constante

√
2

foi imposta de forma prévia devido à boa convergência dos modelos bi-dimensionais utilizando
a mesma constante. Contudo, com base nos resultados obtidos, esse fator de ajuste nessa
modelagem não é o suficiente. Uma saída é a determinação de um fator de ajuste função da
excentricidade do mancal.

6.3 Interação Fluido-Estrutura
Poucas são os textos encontrados sobre estudos de FSI em mancais utilizando a formula-

ção transiente. O trabalho de Concli (2020) utiliza de software comercial para a determinação do
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ponto de equilíbrio do mancal utilizando FSI.

Os eixos rotativos partem do centro do mancal (ex = 0) com uma certa carga aplicada
sobre si então a força peso aplicada sobre esse eixo deve se equilibrar com a força exercida pelo
gradiente produzido pelo fluido lubrificante na folga radial.

Os mancais de Concli tem as mesmas propriedades apresentadas do mancal apresentado
na figura 20a variando a carga aplicada e a velocidade de rotação do eixo e, claro, a excentricidade
e o ângulo de atitude, que agora são função do campo de pressão e do peso. A velocidade de
rotação escolhida por Concli é de 328 rad/s para todos os mancais e as massas variam entre 0,05
kg e 1,00 kg. A figura 22 mostra uma comparação entre os resultados obtidos entre a modelagem
FSI mostrada neste trabalho com os resultados obtidos por Concli, o autor não trás uma forma
eficiente de comparar os resultados de forma quantitativa, porém é o suficiente para que se haja a
comparação.

Mesmo não havendo uma fonte precisa de comparação quantitativa, os resultados quali-
tativos obtidos pela modelagem mostrada neste trabalho não se mostraram satisfatórias. A figura
22a mostra uma tendência a se aproximar do ponto de equilíbrio mostrado pela referência, porém
alguma instabilidade o afasta deste ponto. Em ambos os casos, há a passagem do centro do
eixo rotativo para o lado esquerdo do plano cartesiano (x < 0), o que não ocorre nos resultados
mostrados por Concli.

Uma possibilidade para a divergência entre os modelos é a modelagem ainda não sa-
tisfatória do termo Fext,z. Ao se causar uma grande divergência no campo de pressão, ocorre
também uma divergência na força exercida por esse campo (Fp,y e Fp,x).

6.4 Violação da exigência Re∗ << 1

Tendo as modelagem bi-dimensional cilíndrica apresentando bons resultados quando
comparados ao modelo de Reynolds, pôde-se então explorar um pouco do poder da metodologia.
O clássico modelo de Reynolds apresenta, como dito anteriormente, a exigência de que Re∗ <<

1. A título de curiosidade, foi comparado a configuração mostrada na figura 17c com uma
velocidade de rotação do eixo de 5000 RPM e uma viscosidade µ = 1,7E−2 Pa.s, resultando
num Re∗ = 45,8. A comparação é mostrada na figura 23.

Ao se violar a restrição do modelo de Reynolds, tem-se uma predominância das forças
inerciais sobre as forças viscosas. Enquanto o modelo de Reynolds, que não considera as forças
viscosas mantém o mesmo comportamento qualitativo, o proposto modelo apresenta uma grande
alteração no comportamento qualitativo. Ao se violar a restrição do modelo de Reynolds, as forças
inerciais se tornam muito predominantes em relação às forças viscosas. Assim, há o aparecimento
do efeito Bernoulli, apresentando uma pressão mínima no mesmo ponto onde o valor de h também
é mínimo. O modelo ainda não foi validado via software CFD para que se possa afirmar com
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Figura 22 – Comparação resultados obtidos pela modelagem FSI.

Posição espacial do centro do eixo rotativo.

(a) me = 0,5 kg.

Fonte: Elaborada pelo autor.
(b) me = 0,5 kg.

Fonte: Concli (2020).

(c) me = 1,0 kg.

Fonte: Elaborada pelo autor.
(d) me = 1,0 kg.

Fonte: Concli (2020).
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Figura 23 – Comparação campo de tensão com Re∗ > 1.
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CAPÍTULO

7
CONCLUSÃO

No presente trabalho desenvolveu-se e apresentou-se uma nova metodologia para a
análise de mancais fluidodinâmicos utilizando teoria de filme fino. A metodologia proposta foi
comparada com o clássico modelo de Reynolds.

Os resultados mostraram que o novo modelo obteve precisão elevada ao reproduzir os
campos de pressão e velocidade calculados a partir do modelo de Reynolds. Apesar da alta
precisão, os modelos diferem ligeiramente, o que é esperado, visto que a modelagem clássica
não leva em conta nas suas equações os efeitos inerciais do fluido.

Os campos de temperatura também apresentaram resultados bastante satisfatórios in-
dicando que a modelagem proposta é válida também para a análise térmica desse tipo de
escoamento. A escolha por uma formulação explícita, apesar de menos estável, foi suficiente
para demonstrar a eficácia do modelo.

Em coordenadas cilíndricas, o método também se apresentou convergente e estável, repro-
duzindo com precisão os campos de pressão e de velocidade angular para os diferentes mancais.
A nova modelagem para a função da folga radial também obteve resultados significativamente
positivos.

O modelo transiente possibilita o estudo do comportamento ao longo do tempo, antes de
atingir o regime permanente, algo não abordado pelo clássico modelo. Isso permite que a análise
mais realística de mancais, utilizando, por exemplo, efeitos compressíveis.

O proposto modelo utiliza de adaptações de modelagens já conhecidas na literatura para
determinar os termos fontes, não havendo ainda uma modelagem específica para esses termos.
É esperado em trabalhos futuros que haja um melhor desenvolvimento da modelagem desses
termos. Apesar de ainda não validado utilizando softwares comerciais, a validação a partir do
modelo de Reynolds, que é reconhecido e validado, é um forte indicativo da eficácia do método.

A interação fluido-estrutura ainda não mostrou convergência e/ou estabilidade. Contudo,
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é, também, esperado em trabalhos futuros uma exploração de outros métodos mais estáveis e
mais eficientes computacionalmente para resolver as equações do movimento, como o método de
Runge-Kutta de quarta ordem. Isso poderia aumentar a precisão e a eficácia dessa modelagem.

A metodologia se apresentou uma ferramente forte e eficiente para a análise de mancais
fluidodinâmicos, apresentando resultados precisos, principalmente nos casos bi-dimensionais,
e ótimo potencial de otimização de tempo computacional. Estudos futuros poderão explorar a
integração de modelos compressíveis para a modelagem da região de cavitação de forma mais
realística.
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