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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo abrangente sobre técnicas de interpolagao polinomial,
explorando desde os métodos classicos até abordagens mais avangadas, como a interpolacao por
partes. O objetivo principal é fornecer uma base sélida para a compreensao e aplicagao das
técnicas discutidas, de forma a investigar a validade e viabilidade dessas técnicas na aproxima-
¢ao de fungoes e na representacao de conjuntos de dados, analisando suas vantagens, limitacoes
e aplicacoes praticas. Para isso, foram explorados métodos como interpolacao de Lagrange,
forma de Newton e splines naturais, com implementac¢do computacional em MATLAB/GNU-
Octave. A analise detalhada das técnicas de interpolagao polinomial revelou sua importancia
tanto teoérica quanto prética. Além disso, revelaram-se fenémenos oscilatorios que prejudicam
o ajuste de uma funcao, e apresentou-se uma solug¢ao para minimizar esse problema. Ao final,
¢ abordado um problema préatico que reforca a aplicabilidade da teoria estudada ao longo do
trabalho.

Palavras-chave: Ajuste de curvas; aproximacgao de fungoes; fendmeno de Runge; interpolagao
polinomial; splines ciibicos.



ABSTRACT

This works presents a comprehensive study on polynomial interpolation techniques, explo-
ring from classical methods to more advanced approaches, such as piecewise interpolation. The
main objective is to provide a solid foundation for understanding and applying the discussed
techniques, in order to investigate their validity and feasibility in function approximation and
data set representation, analyzing their advantages, limitations, and practical applications. For
this purpose, methods such as Lagrange interpolation, Newton’s form and natural splines were
explored, with computational implementation in MATLAB/Octave. The detailed analysis of
polynomial interpolation techniques revealed their importance both theoretically and practi-
cally. Additionally, oscillatory phenomena that affect the fitting of a function were identified,
and a solution was presented to minimize this problem. Finally, a practical example is addressed
that reinforces the applicability of the theory studied throughout the work.

Keywords: Cubic splines; curve fitting; function approximation; polynomial interpolation;
Runge’s phenomenon.



LisTA DE FIGURAS

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

3.1
3.2
3.3

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

5.1
5.2
5.3

Aproximacao via polinémio nominal - Comparagao entre a funcao f(x) e p3(z). .
Comparagao entre f(z) e o polindmio interpolador de Lagrange, po(x). . . . . .
Interpolagao de Newton - Polinémio interpolador de grau 3. . . . . .. ... ..
Analise do erro - Graficode fM(z). . . . . ...
Analise do erro - A fungao dada e sua aproximacao por ps(z). . . . . . ... ..
Anélise do erro - Ampliacao em torno do ponto avaliado. . . . . . . .. ... ..

Polinémios de Chebyshev - Fenémeno de Runge. . . . . . . . .. ... ... ...
Polinémios de Chebyshev - Os cinco primeiros polinémios de Chebyshev.
Pontos de Chebyshev - Interpolagao de Chebyshev. . . . . . .. ... ... ...

Interpolacao linear por partes - Esquema ilustrativo. . . . . . . .. . . ... ...
Interpolagao de Hermite - Polinomio H7(z) e estimativa para f(0.25). . . . . . .
Interpolagao de Hermite - Comparacao entre H7(z) e f(z). . . . .. .. ... ..
Interpolagao por spline ctbico - As fungoes spline e pchip, e suas derivadas. . . .
Interpolagao por spline ctibico - Ajuste dos pontos. . . . . . .. ... ... ...

Descricao do problema - Mapa das estacoes de énibus da Av. Joao Naves de Avila.
Aplicagao - Resultado das interpolagoes por pchip e splines naturais. . . . . . . .
Analise comparativa - Adequacao dos ajustes na Av. Joao Naves de Avila.

BACHARELADO EM MATEMATICA



IT

LisTA DE TABELAS

2.1
2.2
2.3
2.4

4.1
4.2
4.3

5.1

Conjunto de dados para estimacgao do polinémio interpolador na forma de Lagrange. 9

Interpolagao de Newton - Esquema pratico do célculo das diferencas divididas. . 14
Interpolacao de Newton - Dados tabelados. . . . . . . ... ... ... ... ... 14
Nos de interpolacao para fins de analise doerro. . . . . . .. . . ... ... ... 20
Interpolagao de Hermite - Adequacao das diferengas divididas. . . . . . . . . .. 40
Interpolagao de Hermite - Dados tabelados. . . . . .. .. ... ... ... ... 40
Interpolacao por spline ciibico - Dados para interpolacao. . . . . . . . . ... .. 46
Dados do problema - Coordenadas dos pontos de interpolagao (m). . . . . . .. 50

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA



SUMARIO

Lista de Figuras

Lista de Tabelas

1

2

5

6

Introducao

Aproximagao Polinomial

2.1 Polinébmio nominal . . . . . .. ..
2.2 Interpolacao de Lagrange . . . . . . . . . . ..o
2.3 Imterpolacao de Newton . . . . . . . . . . . . .. . ... ... .
2.4 Existéncia e unicidade do polinémio interpolador . . . . . .. . ... ... ...
2.5 Analisedoerro . . . ...

Polinémios de Chebyshev
3.1 Pontos de Chebyshev . . . . . . .. ... o

Interpolagao por Partes

4.1 Interpolacao linear por partes . . . . . . . . . . ... ... o
4.2 Interpolagao de Hermite . . . . . . . . . . ..o
4.3 Interpolacao por spline ctibico . . . . . . . . ... ... o

Analise Comparativa em um Contexto Pratico

Conclusao

Referéncias Bibliograficas

Apéndice A Resultados Complementares

A.1 Independéncia da ordenagao de pontos (enésima diferenga dividida) . . . . . . .
A.2 Estimacao da enésima derivada através da enésima diferenca dividida . . . . . .
A.3 Existéncia e unicidade do polinémio interpolador (outras formas) . ... .. ..
A4 Outros resultados . . . . . . . . ..

Apéndice B Algoritmos Implementados

B.1 Interpolagoes classicas . . . . . . . . . . L
B.2 Minimizacao doerro . . . . . ... Lo
B.3 Outras interpolagdes . . . . . . . . .

24
28

33
33
35
43

49

52

54

55
25
55
56
o8



INTRODUGAO 1

1. INTRODUCAO

A interpolacao polinomial ¢ uma técnica fundamental na anélise numérica e em diversas
areas da matematica aplicada. Quando estudamos funcgoes, frequentemente nos deparamos
com situagdes em que a obtencao de uma férmula analitica precisa é complexa ou impossivel.
Nesse contexto, a aproximacao por polinémios assume um papel crucial, fornecendo ferramentas
para representar funcoes de forma pratica e eficiente. Em sintese, essa técnica consiste em
encontrar um polindémio que passe por um conjunto finito de pontos conhecidos, permitindo
a aproximagao de uma fungao desconhecida (ou até mesmo conhecida) com base em alguns
valores disponiveis. Isso é especialmente relevante na resolucao de problemas praticos em
diversas areas, como engenharia, fisica, economia e ciéncia da computacao, onde é necessério
modelar fendémenos complexos com métodos matematicos acessiveis e eficazes.

A escolha do tema ocorreu ao despertar interesse no assunto de ajuste de curvas, apos
ter finalizado a disciplina de Calculo Numérico durante a graduagao, tendo como professor da
matéria o presente orientador deste trabalho. Na verdade, a intengao inicial era apresentar um
estudo sobre aproximagoes por minimos quadrados discretos, mas acabamos evoluindo para
a interpolacao polinomial. Sobre isso, é importante ressaltar que a Teoria da Aproximacao
geralmente envolve dois tipos de problemas. Um deles surge quando uma funcao é dada de forma
explicita, mas queremos encontrar um tipo mais simples de funcao, tal como um polinémio, que
possa ser utilizado para estimar valores aproximados da fun¢ao dada. O outro tipo de problema
esta relacionado ao ajuste de pontos dados e a determinacao da melhor funcao em certa classe
para representar os dados. Como veremos, os polinémios interpoladores de Lagrange (ou de
maneira mais geral, os polindmios osculadores) resolvem bem problemas do primeiro tipo e,
em certas circunstancias, os do segundo tipo também. Porém, a técnica de aproximagao por
minimos quadrados oferece uma melhor discussao sobre problemas do segundo tipo, pois dispoe
de outras abordagens e ultrapassa certas limitagoes que a interpolagao polinomial possui.

Os polindmios interpoladores também estao relacionados com os polinémios de Taylor. Pa-
rafraseando Burden [1], os polinémios de Taylor podem ser descritos como um dos blocos de
construgao fundamentais da analise numeérica. Mais especificamente, podemos defini-los (base-

ado em Elon [2]) do seguinte modo:

Definicao. Seja f : I — R definida no intervalo I e n wvezes diferencidvel em xo € I. O

enésitmo polindmzio de Taylor da funcao f em torno de x = xy € o polindomio

//m0 9 (")xo n
f; >(;L‘—SUO> _|_..._|_f—<)<x_3;0) .

p(x) = f(zo) + f'(wo)(x — @0) + ol
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2 INTRODUGAO

Seguindo essa definicao, o polindmio de Taylor de grau n em torno do ponto zy é uma
excelente aproximacao de uma fungao f que seja n + 1 vezes diferenciavel em uma pequena
vizinhanga de xy (isso vem de um resultado conhecido como Teorema de Taylor que, apesar
de nao enunciarmo-lo, pode ser facilmente encontrado em qualquer bibliografia sobre analise
real). Em outras palavras, os polinomios de Taylor coincidem tao bem quanto possivel com
uma certa fungao em um ponto especifico, mas eles concentram sua precisao somente perto
daquele ponto. Nesse sentido, a aproximacao polinomial de Taylor se restringe as situacgoes
nas quais sao necessarias aproximagoes apenas em pontos proximos de xg, pois nao é raro
encontrarmos péssimas aproximagcoes fornecidas por tais polinémios & medida que nos afastamos
de zy. Consequentemente, para propositos computacionais, faz-se necessario utilizar métodos
que incluam informacoes em varios pontos. Dessa forma, a interpola¢ao polinomial surge como
solugdo para esse problema. Ainda segundo Burden [1], a utilizagao dos polinémios de Taylor
em analise numérica nao serve para propositos de aproximacao, mas sim para deducao de outras
técnicas numéricas e estimativas de erro.

Um resultado fundamental, que podemos chama-lo de pedra angular da aproximacao poli-
nomial, é o Teorema da aproximacao de Weierstrass. Apenas o enunciaremos abaixo, mas sua

demonstragao pode ser encontrada em Santos [3].

Teorema 1.1 (Teorema da aproximagao de Weierstrass). Seja f : [a,b] — R uma funcao
continua. Para todo € > 0, existe um polinomio p(t) tal que | f(t) — p(t) |< €, para todo
tela,b).

Assim, esse importante teorema estabelece que qualquer funcao real continua definida em
um intervalo compacto pode ser aproximada uniformemente por uma sequéncia de polinémios.
Em outras palavras, por mais complexa que seja a fungao, é possivel encontrar um polinémio
que se aproxima dela com um grau de precisao arbitrario. Esta propriedade torna os polinémios
extremamente lteis para diversas aplicacoes, tanto na matematica aplicada quanto na propria
analise real. Através deles podemos, por exemplo, estimar rapidamente a derivada ou integral
de fungoes bem complicadas, uma vez que a derivada e integral indefinidas de um polinémio
sao faceis de determinar.

Neste trabalho, exploraremos as técnicas de interpolacao polinomial, aprofundando-se, prin-
cipalmente, em seus fundamentos tedricos e implementagoes computacionais. Abordaremos
diferentes métodos de interpolagao, como o método de Lagrange, o método de Newton e a in-
terpolacao por partes, e analisaremos suas vantagens e desvantagens. O objetivo deste estudo é
fornecer uma base solida para a compreensao e aplicacao de técnicas de interpolagao polinomial
em diversas areas do conhecimento.

O trabalho esta disposto da seguinte maneira: no capitulo 2 esté contida a teoria necessaria
para o entendimento e realizacao da interpolacao polinomial, utilizando um conjunto de nés.
No capitulo 3, é explorada a fraqueza inerente da oscilacao, quando a interpolagao é feita a
partir de uma grande quantidade de nés, e mostrada uma maneira de minimizar esse problema
através dos pontos de Chebyshev. O capitulo 4 é destinado a apresentar a forma mais comu-

mente usada de interpolagao, caracterizada pela economia computacional e extrema precisao,
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INTRODUGAO 3

geralmente supondo informacoes adicionais sobre derivadas. No capitulo 5, abordamos um in-
teressante exemplo pratico, num contexto geogréfico local, aplicando a teoria estudada ao longo
do trabalho. As conclusoes sao expostas no capitulo 6. Nos apéndices estao contidos resultados
e algoritmos que desenvolvemos ao longo do projeto.

Adicionalmente, deixamos no Apéndice A.4 alguns resultados bastante conhecidos, que de
certa forma relacionam-se entre si, aos quais faremos mencao diversas vezes ao longo do tra-
balho. Suas demonstragoes podem ser encontradas na maioria dos textos elementares sobre

célculo/analise real.

BACHARELADO EM MATEMATICA



4 APROXIMAGAO POLINOMIAL

2. APROXIMACAO POLINOMIAL

Iniciamos este capitulo com alguns conceitos fundamentais, colocados a seguir.

Defini¢ao. Diz-se que o conjunto de fungées {¢y,...,¢,} € linearmente independente em

[a,b] se
codo(x) +c11(x) + -+ cppn(z) =0, Vo € [a,b],

implica que cg = ¢4 = --- = ¢, = 0. Caso contrdrio, diz-se que o conjunto de funcgoes €

linearmente dependente.

Teorema 2.1. Se ¢;(x) for um polinomio de grau j, para cada j = 0,1,...,n, entdo
{bo,...,Pn} € linearmente independente em qualquer intervalo [a,b].
Demonstracao:

Suponha que ¢y, ..., c, sdo nimeros reais para os quais

p(x) = cogo(x) + c191(z) + -+ - + cndn(z) =0, YV € [a,b].

Isso implica que p(z) é o polindmio identicamente nulo em todo [a, b]. Logo, os coeficientes

¢ de todas as poténcias de x sao zero. O resultado segue.
O
Teorema 2.2. Seja [[, o conjunto de todos os polindmios de grau no mdzimo n. Se
{po(z), p1(x),...,¢un(x)} for um conjunto de polinémios linearmente independentes em [],,

entdo qualquer polinomio em ], pode ser escrito de forma inica como uma combinagdo linear

de ¢o(x), $1(2), ..., dn(T).

Demonstracao:

2 ..., 2"} forma uma base com

Temos que [ [, é um espaco de dimensao n+ 1, afinal {1, z, x
n + 1 elementos de [],.

Da &lgebra (Boldrini [4], 1980), sabemos que qualquer conjunto de elementos linearmente
independentes de um espago de dimensao finita pode ser completado de modo a formar uma
base do espago. Assim, o conjunto {¢o(x), $1(z),...,d,(z)} de n+ 1 polindmios linearmente
independentes forma uma base de [[,,. De fato, se nao formasse uma base, poderiamos comple-
tar o conjunto até formé-la e dessa forma terfamos uma base com mais do que n + 1 elementos
num espagco de dimensao n + 1, o que é um absurdo.

Seja entdo p(x) € [[,,- Como {¢o(x), p1(x),...,dn(x)} forma uma base de [],, segue que

p(z) é escrito de maneira inica como combinagao linear de ¢g(z), ¢1(x), ..., ¢n(x), ou seja,

p(z) = ag + a1x + axx® + - + anz™ = cpdo(x) + 101 (x) + -+ cadpu(). 0

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA



APROXIMAGAO POLINOMIAL 5

A Interpolacao Polinomial é uma técnica de aproximacoes de funcoes. Essa técnica tem por
base aproximar uma fun¢ao f(z) em um intervalo [a,b] por um polinémio p,(z) de grau no

maximo n.

Para a construcao do polindémio p,(z) em geral definimos
Pal®) =) _¢i05(x) . (2.1)
=0

em que ¢; sao coeficientes que devem ser determinados e ¢; sao fungoes de base L.I. (linearmente
independentes) pré-estabelecidas, polinémios de grau no maximo n.

Os métodos de interpolacao polinomial podem ser aplicados para fornecer uma aproximacao
de uma fungao que ajuste os pontos conhecidos (dados discretos) , isto é, quando tém-se conhe-
cimento de um conjunto de dados tabelados {(z;,y;) ; i = 0,1,...,n} e desejamos encontrar

uma fun¢ao p,(x) que ajusta os valores discretos respeitando
po(zi) =v;, 1=0,1,...,n.

Também podem ser usados quando é necessario lidar com uma funcao “complexa”, em que
deseja-se calcular uma integral ou até mesmo sua derivada num intervalo. Desta forma, pode-
se determinar igualmente uma fungao que aproxima f(x), por exemplo, p,(z), que também

satisfaca
() = f(xs), 1=0,1,...,n.

Nesse tltimo caso, abrimos mao de um pouco de precisao em beneficio da simplificacao dos

calculos.

De todo modo, para que a condigdo p,(x;) = y; seja satisfeita para todo ¢ = 0,1,...,n,

deve-se ter o seguinte sistema linear:

Pn(T0) = Yo ’Co¢0($0) + 101(w0) + caga(w0) + - - - + cadn(0) = Yo
(1) =31 codo(r1) + c101(21) + c22(1) + -+ - + can(x1) = 11
Pu(T2) =12 =  coPo(T2) + c101(w2) + coda(w2) + -+ + Crdn(T2) = Y2

\pn(QJn) = Yn \CO(bO(xn) + 101 (wn) + cada(Tn) + -+ - + Cun(Tn) = Yn
Na forma matricial o sistema pode ser escrito como:

Go(x0) B1(z0) G2(m0) -+ Pnl(x0) Co Yo

Go(x1) d1(x1) Ga(w1) -+ Pnl(T1) 1 1

Po(z2) d1(x2) P2(z2) -+ Pnlx2) Ca | = | Y2 (2.2)
i Go(zn) O1(Tn) G2(xn) -+ Onlwy) 1 L& | | Yn |
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6 APROXIMAGAO POLINOMIAL

Como as fungoes de base ¢;(x) e os pontos (z;, y;) sdo conhecidos, resolve-se o sistema linear
e encontra-se os coeficientes ¢; do polinéomio interpolador.

Dependendo da escolha da base ¢;(x), tém-se um tipo de sistema linear a ser resolvido.
Por exemplo, a construcao dos polinémios nominais, que veremos a seguir, utiliza como base
a base canoénica do espaco vetorial dos polindmios de grau no maximo n, obtendo a matriz
de Vandermonde como matriz dos coeficientes do sistema linear. No entanto, adiantamos que
independente da técnica de interpolagao utilizada para interpolar uma funcao f(x) em n + 1

pontos distintos, o polindémio interpolador no final é sempre o mesmo.

2.1 PoOLINOMIO NOMINAL

Um polinémio nominal é uma funcao polinomial que representa valores conhecidos em pon-
tos especificos, mas nao necessariamente corresponde a uma funcao analitica global. Os poliné-
mios nominais sao construidos para fornecer uma aproximagao geral da fun¢ao entre os pontos

conhecidos.

Definigao. Seja f(z) uma func¢dao, com lei de formagdao conhecida ou nao, com valores co-
nhecidos em (n + 1) pontos distintos x;, com i = 0,1,2,...,n, sendo x; < x;y1, para
i = 0,1,2,...,n — 1. O polinémio, chamado Poliné6mio Nominal, que interpola f(z)
nesses n + 1 pontos distintos € o polinémio p, de grau no mdxrimo n definido em R tal que

pulz;) = f(x4), comi=0,1,2,...,n, sendo:
Pn(T) = ag + ayx + asx® + -+ - + apa™ .

De acordo com essa defini¢ao, ao realizar diretamente a interpolagao polinomial via Po-
linomio Nominal ( p,(z) = > " ja;27 ) estaremos escolhendo as fungoes de base da forma
¢;(x) = a?, e os coeficientes ¢; = a; serao fornecidos ao resolver o sistema linear associado.

Assim sendo, para obter um polinémio de grau no méximo n que interpola uma dada fungao
f(x), com lei de formagao conhecida ou com valores conhecidos em determinados pontos, é
necessario ter conhecimento de valores de f(z) em n+ 1 pontos distintos de tal forma que pela
relagao p,(z;) = f(x;), com i = 0,1,2,...,n, possamos montar um sistema linear com n + 1
equacoes e n + 1 incognitas. E, como foi mencionado, os coeficientes do polinémio interpolador

nesse caso sao as incognitas a; do sistema linear (em forma matricial):

1z f 2t g f(@o)
1 oz 22 - b aq f(z1)
1 zy 23 xy az | = | f(xg) (2.3)
1 x, 22 - 2 an f(zn)
Repare que o erro nos nés de interpolagao sera igual a zero ( | p,(z;) — f(z;) | =0 ).

Mais adiante veremos que este polinémio interpolador existe e é tinico. Por agora, vamos

visualizar um exemplo dessa técnica de aproximagcao polinominal.
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APROXIMAGAO POLINOMIAL 7

EXEMPLO

Considere a integral:
0.9
/ esen(Qﬁ) dr
0

Observe que esta é uma integral muito dificil de resolver analiticamente. Digamos que o
objetivo seja encontrar uma aproximacao para essa integral, utilizando o método numérico que
acabamos de descrever. Vamos entao aproximar, a titulo de exemplo, o integrando por um
polindmio de grau 3. Dai, ao invés de integrar a funcao original, o que devera ser integrado é
o polindmio interpolador com a finalidade de obter uma aproximacao para a integral.

Comece definindo f(z) = e*™2V®)  Para obter os pontos de interpolacio vamos dividir o
intervalo de integracao em 3 subintervalos igualmente espacados, obtendo os seguintes nos de
interpolagao xo = 0, 1 = 0.3, xo = 0.6 e z3 = 0.9. Trabalharemos com 4 casas decimais nas

operagoes aritméticas. Obtemos entao os seguintes valores de f nos pontos de interpolagao:

£(0) = e**Y0) = 10000
£(0.3) = ¥n(2V03) — 2 4330
£(0.6) = ¢¥mV06) — 2 7176
£(0.9) = e*en(2V09) — 9 5783
A partir dessas informacoes, o seguinte sistema linear é obtido:
1 0 0 0 ao | £(0)
103 03 03 | | a | | f(03)
1 0.6 0.6 0.6% | | as £(0.6)
1 09 092 0.9 | | as £(0.9)
1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 | [ aq 1.0000
_, | 10000 0.3000 0.0900 0.0270 | | @ | _ | 24330
1.0000 0.6000 0.3600 0.2160 | | a» 2.7176
1.0000 0.9000 0.8100 0.7290 | | a 2.5783

Utilizando o Método de Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento Parcial (MEGPP) ou

qualquer outro método de resolucao de sistemas lineares, obtemos facilmente a solucao:

ap = 1.0000, a; = 7.4972,as = —10.4100, a3 = 4.4759.

Observacao: Uma solu¢ao mais precisa diferird em algumas casas decimais dos valores acima,

uma vez que no codigo que utilizamos para a resolugao do sistema linear foi colocado um trun-

camento de apenas 4 casas decimais ao longo de todos os cdlculos.

Agora entao, podemos integrar o polinémio ps(x) = ag + a1 + axx? + azz® que aproxima a

fungao f(x):

0.9 0.9
/ ps(z)dr = / 1+ 7.4972z — 10.412% + 4.47592°dxr = 2.1409.
0 0
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8 APROXIMAGAO POLINOMIAL

Assim, obtemos finalmente que
0.9
/ > Vo) 41 x5 2.1409
0

O valor real dessa integral é 2.1721. Perceba que, diante das condi¢des dadas, o valor encontrado
de 2.1409 é uma boa aproximagao. Na Figura 2.1 é possivel visualizar a comparagao entre a
funcao f(x) (curva em azul) e polinomio interpolador ps(x) (curva em vermelho), dentro do

intervalo de integracao.

Figura 2.1: Aproximagao via polindmio nominal - Comparagao entre a fungao f(x) e ps(x).

Gréfico de f(x) e p(x)
3 T T T

25 =

05 &

f(x) —— p(x) o No6s de interpolagao

Fonte: De autoria propria (elaborado através do GNU Octave 8.3.0).

2.2 INTERPOLACAO DE LAGRANGE

De acordo com Burden [1], a formula de interpolac¢ao que recebeu o nome de Joseph Louis
Lagrange (1736-1813) provavelmente jé era conhecida por Isaac Newton por volta de 1675, mas
s6 foi publicada pela primeira vez por Edward Waring (1736-1798) em 1779. Lagrange escre-
veu extensivamente sobre interpolacao e seu trabalho sobre isto influenciou significativamente
matemaéticos posteriores. Esse resultado foi publicado por ele em 1795.

A Interpolagao de Lagrange é uma técnica que nos permite obter a interpolacao de n+1 pon-
tos distintos, (2o, ¥o), (x1,%1), - - -, (Tn, Yn), por um polindémio de grau no maximo n (exatamente

igual ao polindmio nominal), porém sem a necessidade de resolver um sistema linear.
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APROXIMAGAO POLINOMIAL 9

Comegamos definindo as fungdes de base da interpolagao, ¢;(x), como os polinémios L;(z)

de Lagrange, para j =0,1,...,n:

() = - T —Z; _ (l’—l'o)(l’—xl)...(g;'—mj,l)(x—ijrl)...(l-_xn)
Lj(x) 2;0 x;—x; (x;—x0)(x; —a1) - (x; — 1) (5 — xjy) - (2 — @) (2.4)

Repare que a matriz das fungoes de base na Equagao (2.2) serd uma matriz identidade, e
os coeficientes ¢; serao os proprios y; = f(x;).

A forma de Lagrange para o polindmio que interpola uma fungdo f(x) em n + 1 pontos

distintos g, x1, 2, ..., x, é dada por
pu(x) = Lo(z) f(x0) + La(2) f(21) + La(z) f(22) + -+ - + Ln(@) f(20) - (2.5)
Os polinémios L;(z), para j = 0,1,2,...,n, funcionam como se fossem pesos no momento

de avaliar p,(z) em um determinado z. Pode-se notar que

0, i#£7
Liw) =" 26)
1, 1=y

Dessa forma, temos a garantia que p,(z;) = f(z;) em cada um dos pontos de interpolagao.

EXEMPLO

Suponha que queremos obter, a partir da tabela abaixo, uma estimativa para f(0.25) usando

um polinémio interpolador de grau 2.

Tabela 2.1: Conjunto de dados para estimagao do polinémio interpolador na forma de Lagrange.

z; 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
f(z;) 0 0.1350 0.3644 0.7379 1.3280 2.2408

Inicialmente observe que, como desejamos obter um polinémio interpolador de grau 2, deve-
mos escolher trés pontos consecutivos na vizinhanga de x = 0.25 para tentar minimizar o erro.
Como os pontos sao igualmente espacados, temos entao duas possibilidade para tomar nosso
conjunto de pontos, sendo que, independente da escolha o erro da aproximagcao serda da mesma

ordem de grandeza:

T; 0.1 0.2 0.3 X 0.2 0.3 0.4

IT
f(z;) 0.1350 0.3644 0.7379 ) f(z;) 0.3644 0.7379 1.3280

D)

Vamos considerar os dados do segundo conjunto (II):

02 03 04
F(z;) 0.3644 0.7379 1.3280

BACHARELADO EM MATEMATICA



10 APROXIMAGAO POLINOMIAL

Calculando os polinomios Lo(z), Li(x) e La(x), obtemos

Lo(x) = (x—x)(x—x)  (2—03)(z—04)  2°—0.7z+0.12
O = o —a1) (w0 —a2) (02— 0.3)(0.2—0.4) 0.02 :
I (x—zo)(x—x2)  (2—02)(x—04)  —2°+0.60—0.08
() = o )@ — ) (03-02)(03-04) 0.01 ’

(x — x)(x — 27) (x —0.2)(x —0.3) z? — 0.5z + 0.06

B _ ( _
Lo(z) = (22 — 20)(z9 — 1) (0.4 —0.2)(0.4—0.3) 0.02

Portanto, nosso polinomio interpolador de grau 2 na forma de Lagrange é dado por:

p2(z) = Lo(x) f(x0) + Li(x) f(21) + Lao() f(22)

22 —0.7x +0.12
0.02

x? — 0.52 + 0.06
0.02

—224 0.6 — 0.08
0.01

} O.7379—|—{ } 1.3280.

= pa(z) = { } O.3644+[

Reescrevendo esse polindémio na forma geral, segue que
pa(r) = 10.8322 — 1.68x + 0.2672 .

Logo, nossa estimativa para f(0.25) ¢ igual a py(0.25) = 0.5241.

Os dados da Tabela 2.1 para esse problema foram obtidos a partir de f(z) = ze3*. Com isso,
a solugdo exata ¢ f(0.25) = 0.5293 (arredondando para quatro casas decimais). Calculando
| £(0.25)—p2(0.25) |= 0.0051, vemos que o erro relativo foi por volta de 0.98% e que conseguimos
obter uma aproximagao com dois digitos significativos de precisao. Se tivéssemos optado pelos
dados do primeiro conjunto (I), a estimativa para f(0.25) seria 0.5331.

Observe na figura 2.2 a comparagao de f(z) com a interpolac¢do que realizamos.
Figura 2.2: Comparacao entre f(x) e o polindémio interpolador de Lagrange, ps(z).

Grafico de f(x) e pa(x)

0.15 0.25 0.35 0.45
X

Funcéo f(x) original Polinémio interpolador pz(x) *  Pontos de interpolagéo ® Ponto avaliado

Fonte: De autoria propria (elaborado através do GNU Octave 8.3.0).
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APROXIMAGAO POLINOMIAL 11

No capitulo 3 da obra de Moler [5], ¢ detalhado como implementar em MATLAB (com um
exemplo préatico) uma func¢ao de interpolagao baseada na forma de Lagrange, tomando como

base a seguinte instrucao:

function v = polyinterp(x, y, u)

n = length(x);
v = zeros(size(u));
for k = 1:n
w = ones(size(u));
for j = [1:k-1, k+1l:n]
w=(u-x(3)) ./ & -x(3)) .*x w;
end
v=v+wx* yk);
end
end

No ambito de nossas aplicagoes, por enquanto, nao é necessario implementar nenhuma
funcao adicional com a finalidade de realizar a interpolacao polinomial, pois como veremos

mais adiante, o MATLAB/GNU-Octave ja dispoe de fungoes nativas para isso.

2.3 INTERPOLACAO DE NEWTON

Como foi visto, a grande vantagem da forma de Lagrange em relagao ao polinémio nominal
é que nao existe a necessidade de resolver um sistema linear para chegarmos aos coeficientes
do polinémio interpolador. Contudo, o método de Lagrange para determinagao do polinémio
interpolador de uma funcao f(z) sobre um conjunto de n + 1 pontos ainda possui um inconve-
niente: sempre que se deseja passar de um polinémio de grau n construido sobre n + 1 pontos
para um polinémio de grau n + k construido sobre n + k + 1 pontos, todo trabalho tem que ser
praticamente refeito.

Nesse sentido, como veremos, a interpolacao de Newton nos concede justamente essa inte-
ressante possibilidade. Isto é, a partir de um polinémio de grau n, conseguimos passar para um
polindmio, digamos de grau n + 1, aproveitando a maioria dos calculos ja feitos do polinoémio
de grau n. O instrumento por tras dessa técnica é conhecido por diferengas divididas.

Suponha que p,(z) seja o enésimo polindémio interpolador que coincida com a fungao f nos
pontos distintos zg, x1, ..., x, (mesmo que ndo tenhamos nogao da expressao deste polindémio,
sabemos que ele existe). Muito embora esse polinémio seja tnico, em determinadas situagoes
a representacao desse polindomio por formas algébricas alternativas é bastante tutil. Considere

a expressao de p,(x) na seguinte forma:

o) = ag + ar(x — 20) + ao(x — xo)(x — 1) + -+ an(x — 20) ... (T —Tp_1) (2.7)
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12 APROXIMAGAO POLINOMIAL

para constantes ag, ay, ..., a, adequadas. Repare que essa expressao de p,(x) é valida e esta
j—1

de pleno acordo com a forma da Equagao (2.1), onde ¢; = a;, ¢po(x) =1 € ¢j(x) = H(m — ),
i=0
j =1,...,n. Nao é dificil ver que as fungoes ¢o(z), ¢1(x), ..., ¢,(x) definidas dessa maneira

sao linearmente independentes.

Observe que se dispuséssemos as fungoes ¢;(z) do modo como definimos acima em um
sistema equivalente ao da Equacgao (2.2), veriamos que a matriz correspondente a essas fungoes
de base constituem uma matriz triangular inferior, em que todos os elementos da diagonal
principal sao diferentes de zero. Logo, o determinante nesse caso também seria diferente de
zero. Com isso, a solucao desse sistema existe e é tnica. Isso significa que conseguiriamos
resolver esse sistema linear facilmente, bastando para isso realizar sucessivas substitui¢oes (a
fim de encontramos os coeficientes ¢; = a;). No entanto, em vez de fazermos isso, procederemos
de maneira anédloga ao apresentado por Burden [1]| sobre essa técnica. O intuito ¢ evidenciar
a utilidade das chamadas diferengas divididas, que determina a maneira como realiza-se a
interpolagao na prética.

Para determinar a primeira dessas constantes, ag, observe que se calcularmos o valor do

polinémio p,(z) da Equagao (2.7) no ponto z = xg, restarda apenas o termo ag. Isto é,

ap = pn(z0) = f(20).

Da mesma forma, quando p,(x) é calculado em z1, os Ginicos termos nao-nulos que sobram

s&0 os termos constante e linear:

ag + ar(x1 — x0) = f(wo) + ar(x1 — x0) = pu(x1) = f(21)
f(z1) — f(z0) .

1 — Zo

= a; =
Continuando, ao calcular p,(z) em z = x5, temos que

ap + ay(ro — o) + ag(we — o) (T2 — 1)

M) (72 = x0) + az(w2 — m0) (22 — 21) = pn(22) = f(22)

= f(zo) + ( P
f(za) — (W) (z2 — o) — f(20)
(z2 — ) (22 — 1)

F(w2) = (flw1) = (o)) (2222) = f(ao)

(22 — x0) (22 — 71)

= Qg =

= Ao =

. Ty —To T2—T1+T1—Tgp T2—T1
Manipulando o termo = = + 1, obtemos:
T1 — Xo T1 — Xo Ty — Zo

Fla) = (fwr) = flao)) (222 +1) = f(zo)

(29 — 20)(v2 — 71)

a9 =
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Fws) = () = (o)) (222) = f(n) + flg) — Sl

(29 — 20) (72 — 21)

Flws) = Flan) = (Flan) = Flao)) (222)

(22 — x0) (22 — 71)

= Qg9 =

= Ao =

E finalmente, passando (x3 — x1) para o numerador, chegamos na seguinte expressao

flxo)—f(z1)  flz1)—f(zo)

4y = — T2 now (2.8)
To — Xy

Torna-se conveniente apresentar agora a seguinte definicao.

Defini¢ao (Diferengas divididas). Sejam n + 1 pontos distintos, xo, 1, . .., x,, num intervalo
[a,b], e sejam f(xo), f(x1),..., f(x,) os respectivos n+1 valores de uma fungao y = f(x) sobre
r=ux;,1=0,1,...,n. Definem-se indutivamente:

As diferencas divididas de ordem zero:

f[LEZ] = f(JIz), 1= 0, 1, o, ny

As primeiras diferencas divididas (diferencas divididas de ordem um) de f em relagdo a x; e
Lit1-

floi, zip1] = flwia] = fli ,1=0,...,n—1;
Tit1 — T4

E as k-ésimas diferencas divididas (diferencas divididas de ordem k) com rela¢io a
Liy Lit1y Lit2y -5 Titk

flwivt, Tiyo, o Tigw] — floe, Tigy, o wgra]
Flos @1, o Tigpe, Tigg) = —————————— oo ,i=0,...,n—k.
Titr — T4

O processo termina com a unica enésima diferenca dividida:

fl:x())xly"')xn] _ f[xbz?a"wxn] _f[anxlw"axn—l]'
Tn — X

Veja que, a partir dessa defini¢ao, e com base no que estavamos fazendo, podemos reescrever

a; = —f(zg:ig%) como a; = —f[xajl]:ﬁm] = fl

como ag = f(xg) = flze]. Assim, como se pode esperar, retomando o processo a partir de

S (YR NS (R
4y = 227 w-w  _ J1%1,%2 0T flxo, 2] na Equagao (2.8), as constantes
To — X T2 — Zo

procuradas sao:

xg,21]. Da mesma forma que ag pode ser expresso

a; = flro, x1, ..., 24,
para cada j = 0,1,...,n. Assim, p,(z) pode ser escrito na forma chamada diferenca dividida
de Newton como
pn(x) = flzo] + Z flxo,x1, ..., xjl(x —xg) - (2 — xj_q) . (2.9)
j=1
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14 APROXIMAGAO POLINOMIAL

Uma maneira didatica de gerar diferencas divididas é esbocada na Tabela 2.2.

Tabela 2.2: Interpolagao de Newton - Esquema prético do calculo das diferencas divididas.

x  ORDEM 0 ORDEM 1 ORDEM 2 e ORDEM N
Zo flzol |
x| — flz
vy flo] = flwo, 1] = M N\
T — X
xy  flzas] = flon, zo] = % - flwo, z1, 2] | N\
xs  fles] = R flor, xa, 23] —
xy  fled = flws, za] = %ﬁg] - flwa, 3, 24] —
Tn f[xn] — f[‘rnfla'rn] = % — f[xnf%xnflaxn] — f[ZC(), T1y... 7:Cn]

Repare que, assim como na interpolagao de Lagrange, nao precisamos resolver nenhum
sistema linear para determinar os coeficientes do polinomio interpolador pela forma de Newton,
bastando apenas calcular as diferencas divididas relacionadas.

Observe também que em nenhum momento falamos que para calcular determinada diferenca
dividida é necessario haver ordenacao dos pontos x; relacionados a ela. Com efeito, segundo
Burden |1, pode-se provar que o valor de f[xo,1,...,7;] independe da ordem dos pontos
zo,Z1,...,2;. Formalizamos esse resultado através de uma proposi¢ao no Apéndice A.1. Além
disso, se quisermos acrescentar novas informagoes, digamos um novo ponto a fim de elevar o
grau do polindmio interpolador, podemos aproveitar boa parte dos calculos jé feitos e calcular
somente os termos necessarios para gerar o novo polindémio interpolador (a partir de novas

diferencgas divididas).

EXEMPLO

Considere a tabela abaixo e obtenha uma aproximacao para f(1.3) utilizando um polinémio

de grau 3. Vamos trabalhar com 4 casas decimais nas operagoes aritméticas.

Tabela 2.3: Interpolagao de Newton - Dados tabelados.

T 0.80 0.81 1.08 1.12 1.25 1.28 1.41 1.46 1.53 1.68
f(z) 2.5754 25739 2.3470 2.2801 2.0079 1.9353 1.5999 1.4714 1.3044 1.0562

Resolugao: Nesse caso, para determinar um polindémio de grau 3, precisamos de quatro in-
formagoes, mas essa tabela nos fornece muito mais do que isso. Devemos entao considerar 4

pontos consecutivos da tabela acima de tal forma que:
e O valor de z, para o qual se quer estimar f(z), deve estar entre os 4 pontos consecutivos;

e A distancia entre os extremos desses 4 pontos consecutivos seja a menor possivel para

minimizar o erro na estimativa.
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Na verdade, existem outros critérios mais rigorosos que podem ser aplicados a fim de es-
colhermos pontos para determinado tratamento numérico. No entanto, para nosso problema
proposto, esses critérios que foram colocados sao suficientes para caracterizar uma correta se-
lecao de dados. Considere entao os seguintes pontos escolhidos convenientemente com os seus

respectivos valores em f:

x 125 128 141  1.46
f(x) 2.0079 1.9353 15999 1.4714

Montando a tabela de diferengas divididas, da mesma maneira que ilustramos na Tabela

2.2, obtemos

x ORDEM 0 ORDEM1 ORDEM 2 ORDEM 3
1.25 2.0079

1.28  1.9353
141 1.5999 —2.5800

1.46 1.4714 —2.5700 0.0556 5.0267

Assim, o polinémio interpolador via formula de Newton sobre esses quatro pontos tabelados

é dado por

ps3(x) = 2.0079 — 2.42(x — 1.25) — (x — 1.25)(x — 1.28) + 5.0267(z — 1.25)(z — 1.28)(z — 1.41) ,

sendo a aproximagao para f(1.3) dada por

F(1.3) & ps(1.3) = 2.0079 — 2.42(0.05) — (0.05)(0.02) + 5.0267(0.05)(0.02)(—0.11)
= f(1.3) ~ 1.8853.

Veja que o processo para obtenc¢ao do polinémio interpolador utilizando este método é bastante
facil e simples. Na Figura 2.3, exibimos o polinémio p3(z) encontrado passando pelos quatro
no6s de interpolagao. No intervalo que tomamos para a interpolacao, seu grafico se assemelha

muito com o de uma reta.
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Figura 2.3: Interpolacao de Newton - Polindmio interpolador de grau 3.

Grafico de p3(x)
21 T T T T

2 II_;____‘_ =

1 .4 1 1 1 1
1.25 1.3 1.35 14 1.45
X

Polinémio interpolador ps(x) ¢ Nos de interpolacao

Fonte: De autoria propria (elaborado através do GNU Octave 8.3.0).

2.4 EXISTENCIA E UNICIDADE DO POLINOMIO INTERPO-
LADOR

Na Secao 2.1 chegamos a comentar sobre a existéncia e unicidade do polinémio interpola-
dor, mas nao provamos essa asseveracao. Para esta finalidade, enunciamos e demonstramos o
teorema abaixo, que foi extraido e adaptado de REAMAT [6].

Teorema 2.3 (Polinémio Nominal). Seja {(xo,yo), (x1,y1), -, (Tn, Yn)} um conjunto de n+ 1

pares ordenados de nimeros reais tais que x; # x;, se i # j, entao existe um iunico polindmio

pn(x) de grau no mdzimo n que passa por todos os pontos dados, isto €, p,(x;) = y;, i =0,...,n.
Demonstracao:
roblema de encontrar os coeficientes ag, a1, ..., a, do polindbmio
O probl d t ficientes ag, ay,...,a, d 1

() = ag + a1 + apr® + - + a2 = Z apx®
k=0

tal que p,(x;) = y; é equivalente a resolver o sistema linear com n+1 equagoes e n+ 1 incognitas

dado em forma matricial por:
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1 2y xj x( ag Yo
1 oz 22 - ap a, o
1z 23 -+ b as | = | v2 (2.10)
1 2L pn
T, T2 " an, Yn

Essa matriz a esquerda na Equagao (2.10) é uma matriz de Vandermonde' de ordem n + 1,

cujo determinante é dado pelo produtoério duplo

T @i—=).

0<i<j<n

Como z; # z; sempre que ¢ < j, entao esse determinante é diferente de zero. Segue que
a matriz envolvida é inversivel e, portanto, o sistema é possivel e determinado (possui solugao
tnica). Logo, existe um tnico polinémio p,(x) de grau no maximo n que passa por todos os

pontos dados.
O

Acrescentamos também no Apéndice A.3 proposicoes equivalentes a esse teorema para 0s
casos das interpolacoes de Lagrange e de Newton. No entanto, note que uma vez estabelecido o
Teorema 2.3, tratar a existéncia e unicidade do polinémio interpolador para outras técnicas que
assumam as mesmas condigoes desse teorema é um tanto quanto redundante. Isso porque se
obtivermos, por qualquer que seja a técnica utilizada, um polinémio de grau no maximo n que
interpole os n+ 1 pontos distintos dados, entao o Teorema 2.3 nos diz que necessariamente esse
polindémio é igual ao Polinémio Nominal, a menos de possiveis pequenas diferencas decimais
em virtude de aproximacoes e propagacao de erros caracteristicos de cada método.

Ademais, para realizar em MATLAB/Octave a interpolagao polinomial de um conjunto de
dados podemos calcular os coeficientes do polindmio interpolador usando a funcao polyfit e
depois avaliar o polindémio nos pontos de interesse usando polyval. A fungao polyfit, na verdade,
encontra o melhor polinémio aproximador, baseado no método dos minimos quadrados. Po-
rém, se estamos utilizando ela para encontrar o polinémio de grau n que melhor aproxime n+ 1
pontos, esse polindomio coincidird com o polindmio interpolador, pois o erro nos nés de inter-
polagao é sempre zero. Também, se preferivel, é possivel resolver o sistema linear associado a
interpolagao utilizando indiretamente a fungao vander. Supletivamente, deixamos no Apéndice
B.1 dois exemplos de como implementar, nos moldes do que tratamos nesse capitulo, fungoes

auxiliares de interpolagao via forma de Lagrange e de Newton.

2.5 ANALISE DO ERRO

Consoante Burden [1], o seguinte teorema é um resultado muito importante ao tratar de

interpolagao polinomial, uma vez que os polindmios de Lagrange desempenham papel signifi-

'Matematico francés Alexandre-Thedphile Vandermonde (1735-1796).
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cativo na formulacao de diversos métodos numéricos para diferenciagao e integragao. Por meio
dele é possivel calcular o resto, ou melhor, um limitante para o erro envolvido na aproximacao

de uma func¢ao por um polinémio interpolador.

Teorema 2.4 (Teorema do Erro). Sejam xg,x1,...,x, nimeros distintos no intervalo [a, b
e f € C" uma funcao definida em [a,b]. Entdo para cada x € [a,b], existe um nimero

&(x) € (a,b) entre min{x, zg, x1, ..., x,} e max{z,xg,T1,...,Tp}, com:

frIE()

LR RN Gt R (2.11)

f(x) = pn(x) +

onde p,(x) € o polindémio interpolador dado na Equagao (2.5).

Demonstracao:

Observe que se © = xy, para k = 0,1,...,n, entdo f(zx) = pn(xx), e qualquer que seja a
escolha de £(xy) em (a,b) vale a igualdade da Equagao (2.11).

Seja entao x # xy, para todo k = 0,1,...,n. Para t € [a,b], defina a fungao g por:

(t —xo)(t —x1) - (t — xp)
(x —xo)(x —21) - (T — )

— F(t) — pult) — [£(2) — pale)] [T L2

Pl (x — ;)

g(t) = f(t) = pa(t) — [f(z) — pu(z)]

Como f € C"™! em [a,b] e p, € C™ em [a,b], segue que g € C"! em [a,b]. Para t = xy,

temos
B —) B B
g(x) = flar) = palar) = [f (@) = pa(@)] ] | @) 0—[f(z) = pul@)]-0=0.
i=0 !
Além disso,
9(2) = f(2) = pula) = [F(@) = pule)] ]| i jjz (£) = pu(@) = [f(2) = pu(@)] = 0.
z:O Z
Logo, g € C™! em [a,b] e g vale zero nos n + 2 nimeros distintos z, xg, T1, ..., z,. Pelo

teorema generalizado de Rolle, existe um ntmero & em (a, b) para o qual ¢+ (¢) = 0. Entdo,

0= g™ 0(€) = FUI(E) — pV(E) - [1(x) — pale)]) o [H“‘—))] e
=)

Como p,(x) é um polinémio de grau no maximo n, a (n+1)-ésima derivada p%nﬂ)(x) é

identicamente nula. Além disso, [], [((i:?))] ¢ um polinémio de grau (n + 1). Entao temos

n

t_ i 1 . .
H ((:v _i)) = |:Hn (@— x)] t"t + (termos de grau inferior em t),
=0 v 1=0 (2
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antt 2 (t — ;) B (n+1)!
dgn+t 11 (z—z;)  [lie(e—mz)

1=

A Equacao (2.12) agora se transforma em

(n+1)!

0= =0~ [f ) = pu()l g s

e, ao isolar f(z), obtemos finalmente

FrD () -
fla) = m@+7ﬁﬂ,g

0

Apesar de garantida a existéncia do ponto () por este teorema, na pratica nao consegui-
mos determinéa-lo. No entanto, a partir da Equagao (2.11) no referido teorema, conseguimos
calcular o limitante do erro para saber o erro maximo que é possivel cometer em determinada
interpolagao. Neide Franco [7] trata isso como corolario do ultimo teorema, e assim fazemos

também:

Corolario (Limitante do Erro). Seja E,(z) = f(z) — pu(z). Se f € C™ € uma funcao

definida em [a,b], entdo:

| Be) | 1) - i) | < = g 213

sendo M1 = max | f®(z) |. Chamamos

Ln(x):: IrLEE%f;;f%>|A4ﬁ+l

de limitante do erro.

Note que a expressao 2.13 esta em conformidade com o fato de que nos nés de interpolagao
o erro sempre ¢ zero. Isto ¢, | E,(x;) |= 0, para todo i = 0,1,...,n.

Ainda, de acordo com Quarteroni [8], quando estivermos diante de uma distribuigdo uni-
formemente ordenada de nés, isto é, quando dados zy e h > 0 tivermos x;,1 = x; + h, com
i=0,...,n— 1, é possivel mostrar que Vz € (xg, z,) temos

hn—l-l

| En(z) | <

M, , 92.14
= An+ 1) (2.14)

onde M, .1 = max \ F D (z) |. Isso simplifica a Equacao (2.13).
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EXEMPLO

2
" nos pontos zy = 0,

Considere a seguinte tabela de valores para a funcao f(z) = e
ry = 0.3, 1o = 0.7 e z3 = 1.0. Vamos obter uma aproximagao para f(0.5) utilizando um

polindmio de grau 3. Trabalharemos com 5 casas decimais.

Tabela 2.4: No6s de interpolacao para fins de anélise do erro.

z; 0 0.3 0.7 1
f(z;) 1 091393 0.61263 0.36788

Podemos utilizar a forma de Lagrange para obten¢ao do polinémio. Calculando as fungoes

Ly(x), temos:
(x—03)(x—0.7)(z—1) 2°—22*+1.21z—-0.21

o) = =0 —ono-1) 021
L) = =000 -1) _ 27— 17" +07e
(03-0)(03-07)(03—1) 0.084
Lo(z) = (z—0)(z-03)(x—1) _ 2°—132>+03z
(0.7—=0)(0.7 = 0.3)(0.7 — 1) —0.084
La(x) = (x —0)(z —0.3)(z —0.7) _ 3 — 22+ 021z
(1—0)(1—0.3)(1—0.7) 0.21

Assim, o polindémio interpolador de grau 3 é dado por

(0.91393)

23— 222+ 121z —0.21 23— 1722 4+ 0.7x
p3(r) = (1)

—0.21 0.084

2 — 22 +0.21x
0.21

23 —1.322 4+ 0.3z
—0.084

} (0.61263) + { } (0.36788).

Rearranjando os termos:

p3(r) = 0.576827° — 1.243032% + 0.03409z + 1 .

Avaliando p3(0.5) = 0.57682(0.5)% —1.24303(0.5)* +0.03409(0.5) +1 = 0.77839 encontramos
nossa aproximacao desejada. O valor real de f(0.5) é £(0.5) = e~(©5” = 0.77880. O erro que

cometemos nesse caso fOl
| E(0.5) |=| £(0.5) — p3(0.5) |=| 0.77880 — 0.77839 |= 0.00041 .

Vamos mostrar que esse erro cometido na interpolagao para avaliar f(0.5) usando ps(0.5)

nao ultrapassa o limitante do erro. Com efeito, temos que

5(05) ‘Hz O(Z‘_xl)lM4'

Para determinar My = Jax | f@(x) |, precisamos calcular a quarta derivada de f(z) =
x
—x2.

e
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o [W(z)=e"(—20)

e (=2z)(—2z) + e (=2) = e (422 — 2)

[ ]
-
c
Q)
I

o fO(z) =e " (—27)(42% — 2) + e~ (8z) = e~ (—82® + 122)
o fI(x)=e " (—2x) (=82 + 127) + e * (—2422 + 12) = e %" (162 — 4822 + 12)

Para sabermos o valor maximo que | f®(z) | assume no intervalo [0, 1] ainda precisamos
avalia-la em seus pontos criticos e nos extremos do intervalo. Para encontrar os pontos criticos

de f®(z) derivamos mais uma vez:

df®

= FO () = e (—22) (162" — 4822 +12) + e~ (642° — 96x) = e (—322° +1602° — 120)
X

e igualamos a zero:

e~ (=322 + 1602° — 120z) = 0
— —322° + 160> — 1202 = 0

Para encontrar as raizes desse polinomio a esquerda da igualdade pode-se utilizar qualquer
método numérico de sua preferéncia (método de Newton, método da bissecgao, entre outros)
ou até mesmo abaixando o grau do polinémio e resolvendo analiticamente (uma pequena tarefa
enfadonha). Aqui temos que as duas raizes desse polindémio no intervalo [0,1] sdo 2’ = 0 e
2" = 0.95857. Avaliando, portanto, | f*®(z) | nesses dois pontos criticos e no extremo z = 1,

temos:
i) | fD0) |=| (16 -0 — 48 - 04 12) |=| 12 |= 12
i) | f®(0.95857) |=| e 9557 [16(0.95857)* — 48(0.95857)2 + 12] |=| —7.41948 |= 7.41948
iii) | fW(1) |=| (16 - 1 — 48 - 1+ 12) |=| —7.35759 |= 7.35759
Dessa forma, temos que tnax | f@(z) |= 12. Exibimos na Figura 2.4 o comportamento de

f(4) (x) no intervalo [0, 1].

Enfim, o limitante do erro é dado por
| (0.5—0)(0.5—-0.3)(0.5—-0.7)(0.5—1) |

4-3-2-1
= 0.00042 - 12

£5(0.5) = - (12)

= 0.00504 .

Assim, verificamos que | £(0.5) |= 0.00041 < 0.00504 = £3(0.5). Observe ainda que o erro

relativo nessa aproximacao foi de 00'970708481 ~ 0.00053, que corresponde a 0.053%. Na Figura 2.5

é possivel ver a sobreposigao das fungoes f(x) e ps3(x) no intervalo [0, 1]. Note que o polindémio

interpolador ajusta tao perfeitamente a funcao que praticamente nao é possivel distinguir o trago
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das duas funcoes nesse intervalo. Na Figura 2.6 demos apenas um “zoom” em torno do ponto

avaliado para percebermos a sutil diferenca entre a funcao dada e o polinémio interpolador.

Figura 2.4: Analise do erro - Grafico de f®(z).

—_ ] ) x)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fonte: De autoria propria (elaborado através do gnuplot v5.4).

Figura 2.5: Analise do erro - A func¢ao dada e sua aproximagao por ps(z).

Grafico de f(x) e p3(x)
1.2 T T T T

02 1 L 1 L

X

Funcao f(x) original

Polindmio interpolador p3(x) e  Nos de interpolacao ®  Ponto avaliado

Fonte: De autoria propria (elaborado através do GNU Octave 8.3.0).
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Figura 2.6: Analise do erro - Ampliagao em torno do ponto avaliado.

Grafico de f(x) e p3(x)

0.79

> 0.78

0.77

0.76 . . .
0.48 0.49 05 051
X

Funcéo f(x) original

Polindmio interpolador p3(x) [} Ponto avaliado

Fonte: De autoria propria (elaborado através do GNU Octave 8.3.0).

No préximo capitulo, veremos uma situagao em que a interpolagao polinomial experimenta
fenomenos oscilatorios que dificultam o processo de encontrar um bom polinémio aproximador,
mostrando que a ideia intuitiva de aumentar o ntimero de noés de interpolagao para obter uma

melhor aproximacao é equivocada.
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3. PoLINOMIOS DE CHEBYSHEV

Ocorre a falsa impressao de que se agregarmos mais valores de z e f(x) em um intervalo [a, b]
para realizar uma interpolagao polinomial, iremos obter um polinémio cada vez mais préximo

da funcao original. Infelizmente, em geral, isso nao ¢ verdade. Nao podemos deduzir nem
hn+1
4(n+1)
0. Na verdade, existem funcoes f para as quais o limite do erro pode ser infinito, isto é:

mesmo da Equacgao (2.14) que o erro tende para 0 quando n — oo, apesar de tender para

lim £,(z) = o0 .

n—o0
Essa situacao ¢ conhecida como Fendmeno de Runge. Para ilustrar isso, considere o
problema de interpolar a fun¢ao
1

1@ = 1552
no intervalo [—1, 1] utilizando 11 pontos igualmente espagados. Nesse caso, temos z; = —1+ih,
comi=0,1,2,...,10 e h = 0.2. Na figura 3.1, do lado esquerdo, mostramos essa interpolacao

com 11 pontos. A funcdo f(x) é a curva na cor azul, enquanto o polinémio interpolador
¢ mostrado na cor vermelha. Perceba como nos extremos do intervalo o ajuste polinomial
diverge muito da fungdo f(x). Do lado direito, realizamos a interpolagao polinomial com a
mesma fungao no intervalo [—1, 1], mas dessa vez adicionando mais 10 pontos, totalizando 21

pontos uniformemente espacados. Nesse caso, a amplitude do erro aumenta significativamente.

Figura 3.1: Polindmios de Chebyshev - Fenomeno de Runge.

Ajuste polinomial de grau 10 Ajuste polinomial de grau 20

-20

-30

05

-40

-50

-0.5 * : -60
-1 -05 0 05 1 -1 -05 0 05 1
X X

Fonte: De autoria propria (elaborado através do GNU Octave 8.3.0).
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! e mostraremos que eles satisfazem

Introduziremos a seguir os polindémios de Chebyshev
propriedades de ortogonalidade. Os polinémios de Chebyshev podem ser utilizados, como

veremos posteriormente, para atenuar o problema do fenémeno de Runge que foi descrito.

Definigao. Uma fungao integrivel w é chamada fun¢ao peso em um intervalo I se w(x) > 0,

para todo x € I, porém w(x) £ 0 em qualquer subintervalo de I.

A definigdo acima segue a mesma dada por Burden [1]. Segundo ele, a finalidade de uma
funcao peso é atribuir graus variados de importancia a aproximagoes em certas partes do
intervalo.

Tanto a funcao peso quanto a nocao de ortogonalidade, que veremos a seguir, na verdade,
nascem em um outro contexto (de minimos quadrados) que nao detalharemos aqui, ao tentar
minimizar o erro da aproximagdo de fung¢ées por polindémios (uma abordagem diferente da
interpolagao). Outrossim, a titulo de curiosidade, o problema da aproximagao por minimos
quadrados é muito simplificado quando as funcgoes ¢g, ¢1, ..., ¢, sao escolhidads de modo a

satisfazerem as condic¢oes de ortogonalidade.

Defini¢ao (Ortogonalidade). Diz-se que {¢g, ¢1,...,0n} € um conjunto de fungoes orto-

gonais no intervalo [a,b], com relagdo a fungdo peso w, se

b 0, j#k
[ w@enta)s o) - |
a a; >0, j=k
Se, além disso, o =1, Vj = 0,1,...,n, o conjunto € dito ortonormal.

A quem interessar, podem ser encontrados também em Burden [1| alguns teoremas decor-
rentes dessa definigdo e um interessante estudo (vale alertar que existem alguns erros mesmo
na edi¢ao mais recente até este trabalho) sobre conjuntos ortogonais, em particular polinémios
de Legendre, cujas raizes sao utilizadas como noés na quadratura de Gauss. Em certo sentido,
as fungoes ortogonais sao perpendiculares umas as outras, afinal a palavra “ortogonal” significa
“com angulo reto”.

Nos concentremos agora numa maneira recursiva de determinar os Polindmios de
Chebyshev.

Para = € [—1, 1], defina

T, (z) = cos[n arccos x|, ¥n > 0. (3.1)

Esta é a defini¢ao geral do enésimo polinémio de Chebyshev. Na pratica, é dificil de enxergar
T, (x) definido dessa maneira como um polinémio em z. Mas, observe que Ty(z) =cos 0 =1 e
Ti(x) = cos(arccos x) = x.

Para n > 1, se introduzirmos a substitui¢ao § = arccos x, mudamos a Equagao (3.1) para:

Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894) realizou notaveis contribui¢des em diversas areas da matematica,
abrangendo matemaética aplicada, probabilidade e teoria dos nimeros. Chebyshev foi o primeiro a perceber as
importantes consequéncias dos estudos de polinémios ortogonais. Ele desenvolveu os polindmios de Chebyshev
para explorar a aproximagao por minimos quadrados e questoes de probabilidade, aplicando seus resultados em
problemas de interpolagao, quadratura aproximada e outras areas.
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T.(0(z)) = T,(0) = cos(nb), 6 € [0,7] .
Veja que
To+1(0) = cos((n+1)0) = cos 0 cos(nb) — sen 6 sen(nfd)
Th-1(0) = cos((n — 1)8) = cos 6 cos(nf) + sen 0 sen(nd).
Somando essas duas equagoes, obtemos
Thi1(0) =2 cos 0 cos(nf) — T,,_1(0) .
Retornando a variavel x = cos 6; n > 1:

Toi1(x) = 22 cos(n arccos x) — T,,_1(x)

=T (x) =22 Ty (x) — Th—a(z) |, Vn > 1. (3.2)

Estamos diante de uma relagao de recorréncia. Assim, temos:
To(z) = 1

(z) = =

() = 22 Ti(z) —To(x) =222 -1

(r) = 2x Ty(z) — Ti(z) = 4% — 3z

(r) = 2x T3(zx) — To(z) = 8z* — 8% + 1

A relagdo de recorréncia também implica que, quando n > 1, T,,(x) é um polinémio de grau

n, com coeficiente lider 2"~1. Exibimos os graficos de Ty, T}, T», T e Ty na Figura 3.2.

Figura 3.2: Polinémios de Chebyshev - Os cinco primeiros polinémios de Chebyshev.

/
/ o8 |

|
| / 06 \ |

-02
/ 04 \

\
/ 06 \

Fonte: De autoria propria (elaborado através do GeoGebra Classic v6.0).
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Proposicao 3.1. Os polinémios de Chebyshev {T,,(x)} sdo ortogonais em [—1,1], com relagao

a fungdo peso w(x) = (1 — 22)71/2,

Demonstracao:

Considere

dx

Tm(x)dx _ /1 cos(n arccos x) cos(m arccos x)
-1

-1 \/1—1’2 \/1—.772

Ao reintroduzir 0 = arccos x, obtemos

Tn(2) =— Ocosn cos(m = WCOS” cos\m
V= o) o) 0= | oo cont) .

Suponha que n # m. Pela formula de adi¢gao do cosseno, temos que

cos((n 4+ m)l) = cos(nf + mb) = cos(nb) cos(mb) — sen(nb) sen(mb)
= cos(nb) cos(mb) = cos((n +m)b) + sen(nb) sen(mb) (I)

Por outro lado:

cos((n —m)B) = cos(nf — mb) = cos(nb) cos(mb) + sen(nd) sen(mb)

= cos(nf) cos(mb) = cos((n —m)0) — sen(nh) sen(md) (II)
Somando (I) e (II), obtemos

2 cos(nf) cos(mb) = cos((n +m)@) + cos((n —m)h)
= cos(nb) cos(mb) = %[cos((n +m)B) + cos((n —m)0)] .

Dai,

Tw(z) , 1 (" L[
[ 2L g 5 [ costintmpg) do+ 5 [ cos(n - mpo) a9

1 1
= [msen((n +m)f) + msen((n — m)@)] =0.

Analogamente, suponha que n = m. Entao

[

V1—2a2

Usando a férmula de arco metade:

/ cos*(nf) df = —/ (14 cos(2nd)) db = —/ 1df+ —/ cos(2n0) do .
0 2 Jo 2 Jo 2.Jo

Se n = 0, entao

0 ™
/ cos*(n arccos az)dx _ _/ cos?(nf) df :/ cos?(nf) df .
. 0
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1 2 T bis s
[T, ()] 1/ 1/ g 0
Klmdx 2, d9+2 i do 2+20 T>0

Se n > 1, entao

1 2 ™ ™ ™
[T ()] 1/ 1/ 0 1 T
————dr=- [ 1d0+ = 2n0) df = | = + —sen(2n0)| = = .
/1mx 2 /o +20008<n> 2+4nsen(n)0 2>0

O

E justamente pela propriedade de serem ortogonais, demonstrada nessa proposicao, que os
polindémios de Chebyshev podem ser utilizados para calcular efetivamente um polinémio que
aproxime por minimos quadrados uma fun¢ao f qualquer no intervalo [—1, 1] com relac¢do ao
peso w(z) = (1 — 2?)7"/2. Sem se aprofundar nessa discussdo, podemos mencionar ainda que
eles fornecem uma maneira de reduzir o grau de um polinémio de aproximagao com o minimo de
perda de precisao. No entanto, o principal motivo de trazermos essa abordagem sobre polino-
mios de Chebyshev é que através deles conseguimos também obter um 6timo posicionamento
de pontos interpoladores para minimizar o erro na interpolagao de Lagrange, sobretudo, ame-
nizando o fenémeno de Runge observado no comeco deste capitulo. E sobre isso que trata a

secao seguinte.

3.1 PoNTOS DE CHEBYSHEV

Damos sequéncia ao nosso estudo, fundamentado em Burden [1], enunciando dois resultados
cruciais e, em seguida, explicamos como eles respondem a questao da minimizacao do erro na

interpolagao polinomial.

Teorema 3.1. O polinomio de Chebyshev T,,(x), de grau n > 1, tem n zeros (raizes simples)

em [—1,1], a saber, nos pontos

2k — 1
fk:cos( 5 W),pamcadakzl,2,...,n.
n

Além disso, T,,(x) assume seus extremos absolutos em

km
T}, = cos (—) com T,,(z},) = (—1)*, para cada k =0,1,...,n.
n
Demonstracao:
Uma vez que os T, sdo todos distintos e T,,(x) é um polindémio de grau n, para mostrar a

primeira parte do teorema é suficiente entao que tenhamos T,(Z;) = 0, Vk = 1,2,...,n. De

2k—1
2n

2k —1 2k —1
T,.(Tx) = cos(n arccos Ty,) = cos (n arccos <cos ( 5 7'('))) = cos ( 5 77) =0.
n
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Para a segunda parte, observe primeiro que

T (x) = d—[cos(n arccos x)] = n sen(n arccos )

T V1= 2

e que, quando k£ =1,2,...,n — 1, temos
L n sen (n arccos (cos (£2)))  n sen(kn)
fnld) = \/1 [cos (’”)}2 ~ sen (%) -
n
Como T, (z) é um polindémio de grau n, entdo sua derivada 7} (z) é um polindémio de grau
(n — 1) e, portanto, todos os zeros de T (x) devem ocorrer nesses n — 1 pontos distintos.

As unicas outras possibilidades para valores extremos de T),(x) ocorrem nas extremidades do
intervalo [—1,1]; ou seja, em Ty =1 e em 7, = —1

Por fim, para cada k =0, 1,

..., n, temos

T'(z,) = cos (n arccos [ cos [ "2 ) ) ) = cos(kn) = (—1)* .
(s areen (e (7))

Ocorre, entao, um méaximo em cada valor par de k e um minimo em cada valor impar.

Obtemos os polinédmios ménicos de Chebyshev (polindmios com coeficiente lider 1)
T,,(z) dividindo os polinémios de Chebyshev T, (z) por 2", quando n > 1. Isto ¢é,

To(z) = 1; Tp(z) = 2n11 T.(z), Vn > 1. (3.3)

Assim, note que Ty(z) = Ty(z) e Ti(x) = Ti(x). Pela formula acima e pela relacio de
recorréncia da Equagao (3.2), temos que

= | Thi1(z) = 2 Tp(x) —

Tnfl(ﬂi) s Vn > 2.

I,

(3.4)

Como T}, () é apenas multiplo por constante de T},(x), entdo, pelo Teorema 3.1, os zeros de
T, (z), n > 1, também ocorrem em
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2k —1
fk:cos( W),paracadakzl,Q,...,n,
2n
e os valores extremos de T, (z), n > 1, ocorrem em

k ~ —1)*
T) = cos (%) ; To(T)) = = Vk=0,1,...,n. (3.5)

on—1 )
Denotemos por [ ], o conjunto de todos os polinomios moénicos de grau n. A relagao expressa

na Equagao (3.5) conduz a uma importante propriedade de minimiza¢ao, enunciada através do

proximo teorema, que distingue 7),(x) de outros polindémios em [],..

Teorema 3.2. Os polinémios da forma Tn(ac), quando n > 1, tém a propriedade que

L _ max | Ty(z) | < max | Pu(z) |, VP (z) € ]

21 ae-1,1] ~ ze[-1,1] n

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, P, = T,.

Demonstracao:
Suponha por absurdo que 3 P,(x) € ﬂn, P, £ T,, tal que

1
max | P,(z) | < = max |T,(z)|.

z€[-1,1] 21 gel-1,1]

Seja Q = T, — P, # 0. Como Tn(aj) e P,(z) sdo ambos polindmios ménicos de grau n, segue
que Q(z) é um polinémio de grau no maximo (n — 1). Além disso, nos n + 1 pontos extremos

T, de T, (), temos

Uma vez que
| Pu@) | < max | Po(a) | < ——: k=0,1,....n,
entao
Q(7},) <0, quando k ¢ impar, e Q(T}) > 0, quando k ¢é par.

Como @ é continuo, pelo teorema do valor intermediério, isso implica que o polindmio Q(x)
tem pelo menos uma raiz entre 7; e 7, |, para cada j = 0,1,--- ,n — 1. Ou seja, () tem pelo
menos n raizes no intervalo [—1,1]. Mas isso ¢ um absurdo, pois @(x) é um polindmio nao

identicamente nulo cujo grau é menor que n. O mesmo raciocinio se aplica se supormos que

vale a igualdade zg[l—al},cl] | P.(x) | = T = mg[l—al}:zl} | T, () |.
Por outro lado, se P, = T}, ¢ 6bvio que = max |T,(z)| = max | P,(z)]|.
2=l gel-1,1] z€[-1,1] 0

Consoante Burden [1], esse teorema pode ser utilizado para responder a questao sobre
onde posicionar os nés de interpolagao para minimizar o erro na interpolacao de Lagrange.
Aplicando o Teorema 2.4 ao intervalo [—1, 1] temos que se xo, .. ., x, forem nimeros distintos

nesse intervalo e f € C"*!| entdo para cada x € [—1, 1], existe um numero &(z) € (—1,1) com
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frD(E())
(n+1)!

em que p,(z) é o polindmio interpolador de Lagrange. Apesar de nao haver controle sobre &(x),

f(x) = pn(z) =

(x —xo)(x—21) - (x — p)

podemos efetivamente encontrar x, ..., x, que minimize o valor de
| (z—zo)(x —21) -+ (2 — ) |

no intervalo [—1, 1]. Para isso, perceba que (x —x¢)(z —21) - - - (* — x,,) ¢ um polindémio moénico

de grau (n + 1). Vimos anteriormente que o minimo é obtido quando

(x —xo)(x —21) - (x — ) = Thya(x) .
Algebricamente isso ¢ o mesmo que dizer que cada x;, ¢ uma raiz simples de Tj41(z) (que pelo
Teorema 3.1 s@o todas distintas). Ou seja, para limitar | (z — zo)(z — x1) -+ (z — z,) | no
menor valor possivel, basta tomar cada zj, como o (k-+1)-ésimo zero de T,1(z), k =0,1,...,n.
Assim, escolhemos x; como sendo

2k +1 ) (3.6)

T — Ek—i—l — COS (mﬂ'

Pelo Teorema 3.2, isso também implica que

1 _ _ _
on = max | (2 —Z1)(x —T2) - (x —Tpy1) | < max | (z —xo)(z— 1)+ (x —2y) |,
z€[-1,1] z€[-1,1]
para qualquer escolha de zg, x1,. .., z, no intervalo [—1,1].

Em determinada situagdo, podemos nos referir ao conjunto de todos z; da Equagao (3.6)

como os pontos de Chebyshev.

Corolario. Se p,(x) for o polinomio interpolador de grau no mdximo n com nds nas raizes de

Thi1(x), entao

1
_ < - (n+1)
Lax | f(z) —pu(z) | < >0+ 1) nax | f () |

para cada f € C"* definida em [—1,1].

Demonstracao:

Basta ver que

max |f($) _pn(x) | < max <| H:’L:O(x_fi—i-l) | . max |f(n+1)($') |)

z€[-1,1] z€[-1,1] (n+1)! z€[-1,1]
| TTiso (@ — Tipa) | (n+1)
= selony ( (n+1)! relon] )
1

- - (n+1)
2n(n + 1)! xg[ljil}?u '/ (@)1

U

Ainda de acordo com Burden [1], a técnica acima de escolher pontos que minimizem o erro
da interpolagao pode ser estendida a um intervalo fechado geral [a, b] utilizando uma mudanga

de variaveis
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.1 _
zza[(b—a)x+a+b]

para transformar os nimeros Ty no intervalo [—1,1] em um ntmero correspondente 5.1 no

intervalo arbitrario [a,b], para k =0,1,...,n.

EXEMPLO

Vamos considerar o problema introduzido no inicio do capitulo. Queremos obter um polino-

mio interpolador de grau 10 que aproxime f(z) no intervalo [—1, 1] com o menor

1+ 25x2
erro possivel.

De acordo com o que vimos anteriormente, para alcancar tal objetivo, devemos posicionar
os 11 pontos para interpolacao nas raizes de 717;. Isto é,

2k +1
xk:cos( 2; W),k::(),l,...,l().

Assim, temos que os nos de interpolagao devem ser (xy, f(zx)), & = 0,1,...,10. Realizando
a interpolagao de Lagrange com esses dados, encontramos o seguinte polindbmio interpolador

(coeficientes com 6 casas decimais de precisao):
pio(z) = —46.6329172"° + 130.1058392° — 133.4447562° + 61.4430192* — 12.4765122% + 1 .

Observacao: Se, até aqui, ainda houverem duvidas de como obter computacionalmente esse
polinémio, deizamos como modelo no Apéndice B.2 o algoritmo que utilizamos nesse exemplo.
Exibimos na Figura 3.3, do lado esquerdo, o polinémio interpolador obtido (em vermelho) e
a fungao original f(x) (em preto). Do lado direito, temos uma interpolagao realizada da mesma
maneira, porém de grau 20 (utilizando 21 pontos de Chebyshev no intervalo). Compare esse

resultado com a Figura 3.1.

Figura 3.3: Pontos de Chebyshev - Interpolacao de Chebyshev.

Ajuste polinomial de grau 10

Ajuste polinomial de grau 20

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X

Fonte: De autoria propria (elaborado através do GNU Octave 8.3.0).
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4. INTERPOLACAO POR PARTES

Nos capitulos anteriores tratamos da interpolacao polinomial em intervalos fechados e mos-
tramos que nem sempre obtemos uma aproximacao melhor se introduzirmos mais nés na in-
terpolagao. Na verdade, polindmios de alto grau podem oscilar erraticamente se tomarmos
conjuntos arbitrarios de pontos. Evidenciou-se isso no capitulo anterior, através do fenémeno
de Runge, onde foi apresentado uma solucao para minimizar esse problema ao tomar a distribui-
¢ao de pontos de Chebyshev. No entanto, a interpolagao de Chebyshev (tomamos a liberdade
de chama-la assim) apenas permite uma boa aproximagao de fungdes regulares f quando a sua
expressao ¢ conhecida. Se f nao for regular ou se f for conhecida somente pelos seus valores
num dado conjunto de pontos (que nao coincidem com os noés de Chebyshev), pode-se recorrer
a outra técnica de interpolacao, que chamamos de aproximacgao polinomial por partes ou
interpolagao composta.

Essa abordagem alternativa consiste em dividir o intervalo em uma colegao de subintervalos

e construir um polinémio aproximador diferente (em geral) em cada subintervalo.

4.1 INTERPOLAQAO LINEAR POR PARTES

De acordo com Burden [1], a aproximagao polinomial por partes mais simples é a interpo-

lagao linear por partes, que consiste em unir um conjunto de pontos dados

{(zo, f(20)), (1, f(21)), - -, (@n, [(2n))}
por uma série de retas. Mais precisamente, dada uma distribuicao ordenada de nos xy < x; <
-+ < Iy, denotamos o intervalo [x;, ;. 1] por I;. Aproxima-se f por uma fung¢ao continua que,
em cada intervalo, estda definida pelo segmento de reta que une os dois pontos (z;, f(z;)) e

(xiy1, f(xi41)). A funcdo linear que interpola esses dois extremos no intervalo I; é dada por

f(xz’—i-l) - f(xz)

Tit+1 — T4

Pi(x) = f(x;) + (x — ;) , Yo € I,. (4.1)
Assim, o resultado da interpolagao linear é a seguinte funcao continua definida por partes no
intervalo [xg, z,):

s(x) = Pi(r) , = € [, i) (4.2)

Nao trazemos exemplo de aplicacao desse método, por se tratar de um processo muito
simples (nao ha nada de extraordinario em ligar varios pontos por segmentos de reta). Apesar

disso, ilustramos de maneira genérica esse procedimento por meio da Figura 4.1.
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Figura 4.1: Interpolagao linear por partes - Esquema ilustrativo.

f(x)

Interp. linear

- Nos Interp. @

Xo X4 Xo X3 Xy X5 Xg X7 e Xn-2 X

X

Fonte: De autoria propria (elaborado através do gnuplot v5.2).

Parafraseando Burden [1|, uma desvantagem da interpolagao utilizando fungoes lineares é
a eventual falta de diferenciabilidade nos extremos dos subintervalos, o que, em um contexto
geométrico, significa que a funcao interpoladora nao é suave. Muitas vezes, torna-se evidente a
partir das condigoes dadas que a suavidade da fungao é essencial, assim, a fungao aproximadora
precisa ser continuamente diferenciavel.

Para realizar computacionalmente a interpolacao linear por partes, pode-se utilizar a se-

guinte instrugdo em MATLAB, encontrada em Moler [5]:

function v = piecelin(x,y,u)

HPIECELIN Interpolacao linear por partes.

% v = piecelin(x,y,u) encontra o ajuste linear L(x)
% com L(x(j)) = y(j) e retorna v(k) = L(u(k)).

% Primeira diferenca dividida
delta = diff(y)./diff(x);

% Encontra o subintervalo de indice k tal que x(k) <= u < x(k+1)
n = length(x);
k = ones(size(u));
for j = 2:n-1
k(x(j) <=uw) = j;

end

% Avaliar interpolacao
u - x(k);
y(k) + s.*xdelta(k);

0
I

<
Il
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Nesse codigo, a entrada u é o vetor de pontos onde a interpolacao deve ser avaliada e k é,
na verdade, um outro vetor de indices.

O codigo calcula as primeiras diferengas divididas (delta) correspondentes a y em relagao
a x. Isso é feito utilizando a funcao diff, que calcula a diferenca entre elementos consecutivos
de um vetor. Em seguida, o co6digo determina em qual subintervalo u esté localizado, ou seja,
qual subintervalo contém wu. Ele faz isso iterando sobre z e verificando em qual subintervalo
cada valor de u esta contido. Por fim, o c6digo usa a férmula da interpolacao linear por partes
para calcular os valores de interesse v. Ele calcula v usando a equagao da reta que passa pelos
pontos (z(k),y(k)) e (x(k + 1),y(k + 1)) dentro de cada subintervalo, onde k ¢ o indice do
subintervalo.

Podemos ainda, simplesmente, usar a fungao interp! (MATLAB/Octave), cuja sintaxe pode
ser, por exemplo, interpl(x,y,z) ou interpl(z,y,z linear); nesse caso, a func¢ao calcula os valores
em pontos arbitrarios (guardados no vetor z, que pode ter dimensao arbitraria) da fungao linear
por partes que interpola os valores y(i) nos nos x(i), parai = 1,...,n+1. Essa maneira é¢ muito
mais simples e direta do que implementar uma fungao propria (como a instrugao apresentada)

para encontrar a interpolacao linear por partes.

4.2 INTERPOLAGAO DE HERMITE

Suponha que sejam dados n+ 1 nimeros distintos xg, 21, ..., , em [a, b] e nimeros inteiros
nao negativos mqg, my,...,m,. Seja m = max{mg, mq,...,m,}. Chamamos de polinémio
osculador ao polindbmio de menor grau que aproxima uma fungao f € C™ (definida em [a, b))
em x;, para cadai = 0,...,n, tal que coincide com a funcao f e todas suas respectivas derivadas

de grau menor ou igual a m; em z;. O grau desse polindmio osculador é de, no maximo,

M:n+zn:mi
i=0

pois o namero de condiges a serem satisfeitas dessa forma é Y m;+(n+1) e, como sabemos,
um polinémio de grau M tem M + 1 coeficientes que podem ser usados para satisfazer tais
condigoes. De forma mais clara, estabelecemos formalmente sua defini¢ao, assim como em

Burden [1], da maneira a seguir.

Definig¢ao. Sejam xg,x1,...,x, os n+1 nimeros distintos em [a,b] e parai=0,1,...,n, seja
m; um ndmero inteiro nao negativo. Seja f € C™, definida em [a,b], onde m = Dnax m. 0
polinomio osculador que aprozima f € o polinémio P(x) de menor grau tal que o

ded dak

, para cada v =0,1,....nek=0,1,...,m;.

Observe que, quando n = 0, o polindémio osculador que aproxima f é o my-ésimo polinémio

de Taylor de f em x, pois:

k " To ) ~ " "
% (f(x0)+f’(xo)<l‘—$o)+#(m—mo) _|_..._|_—(x_x0) 0) _ dcjl;(k ) ’
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para cada k =0,1,...,m,.
Também, quando m; = 0 para todo 7, o polindémio osculador é o enésimo polinémio inter-
polador de Lagrange de f por zg,1,...,Z,, pois essencialmente temos a mesma condigao (de

nos) que da origem & interpolac¢do polinomial que vimos no Capitulo 2:
P(z;) = f(z;); i=0,1,...,n.

Por esses motivos, dizemos que os polinomios osculadores generalizam tanto os polinémios
de Taylor quanto os polinémios de Lagrange. A palavra “6sculo”’, do latim osculum, significa
“beijo”; quando usada no contexto de curvas, indica que ela “apenas toca e tem a mesma forma’.
A interpolacao de Hermite possui essa propriedade osculadora. Ela ajusta uma curva dada, e
sua derivada forca a curva de interpolagao a “beijar” a curva dada.

Quando temos m; = 1, para todo ¢ = 0,1,--- ,n, chamamos o polindbmio osculador de
polindmio de Hermite. Esses polindmios coincidem com a fungao f nos nés g, x1,..., T,,
assim como os de Lagrange. Mas, além disso, como suas primeiras derivadas coincidem com as
de f, eles tém a mesma “forma” da fungao nos nos (z;, f(x;)) (as retas tangentes do polindémio

e da fungao sdo as mesmas nesses pontos).

Teorema 4.1 (Polinémios de Hermite). Seja f € C' definida em [a,b]. Se x,...,x, € [a,b]
sao distintos, o tunico polindémio de grau minimo que coincide com f, e sua derivada com f’,

em xg, ..., T, € o polinémio de Hermite de grau no maximo 2n + 1 dado por
Honi1(z) = > fla;) Hnj(z) + > f'(a;) Hoj(z)
§=0 §=0
onde, para L, ;(x) denotando o j-ésimo coeficiente polinomial de Lagrange de grau n, temos

Hyj(2) = [1 = 2(z — )L}, ()] L3 5 (2) e Hoj(2) = (2 — 2;)L7, (x).

Além disso, se f € C*" ™ em todo |a,b], entdo

para algum &(x), geralmente desconhecido, no intervalo (a,b).

Demonstracao:
Antes de tudo, vamos supor, sem perda de generalidade, que a < zg < 1 < --- < x, < b.
Se assim nao fosse, bastaria uma reordenacao de niimeros.

Da Equagao (2.6), sabemos que

0,077
1, i=j

Ly j(zi) = Lj(z;) =

Por isso, quando i # 7,

Hn,j(xi) =0e Hn,j<mi) =0 X
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a0 passo que, para cada i,

A

H,i(z;) = [1 = 2(z; — a) Ly, j(23)] - 1 =1 e Hyj(z;) = (2 — ;) - 12 =0

Como consequéncia, temos

Hopa (i) = f(az) - 04 fla) -1+ ) () -0+ f(2:) -0 = f(x) .
=0 =0
J# J#i
Logo, Hs, 1 coincide com f em xg,xq,...,T,.
Para demonstrar a coincidéncia de Hj, ; com f’ nos nos, observe primeiramente que Ly, ;(x)
¢ um fator de Hj ;(v), e entdo H), ;(z;) = 0 quando i # j. Além disso, quando 7 = j temos

L,i(z;) =1, entao
Hy, (x;) = =2L) ((x;) - L2 j(25) + (1 — 2(@; — 23) Ly, (2)|2 L0 3 (2) L, ()

Assim, H, ;(7;) = 0 quaisquer que sejam i e j.

Por outro lado,

ﬁéj@z) = Li](%) + (»Tz - mj)2Ln,j(xi)L;~b7j(xi)
= Ly j(i)[Lnj + 2(z; — 25)] -

Logo, f];”(x,) =0sei#je ﬁ;l(xz) = 1. Combinando esses fatos, temos

Hypr () = > f(23) -0+ ) f'(25) -0+ f'(wi) - 1= f'(x) -
=0 =0
i
Portanto, Ha, 11 coincide com f e Hj, , com f’' em xg, 1, ..., %y,
Para provar a unicidade desse polindmio, suponha que exista outro polinémio P(z) de grau
no maximo 2n + 1 que também verifique P(z;) = f(x;) e P'(z;) = f'(x;), parai = 0,...,n.
Considere D(z) = Hopi1(x) — P(x). Temos, entao, que o grau de D(z) também deve ser menor
ou igual a 2n + 1.

Veja que
D(x;) = Hopy1(z;) — P(z) = f(z;) — f(z;)) =0,¥i=0,1,...,n.

Pelo teorema de Rolle (ou também pelo teorema do valor médio), isso implica que em cada
subintervalo aberto (z;,z;4+1), i = 0,...,n — 1, existe um namero ¢; tal que D’(¢;) = 0. Ou seja
D’(x) possui pelo menos uma raiz em cada um desses subintervalos. Porém, temos também

que
D'(w;) = Hypyy(2:) — P'2) = f'(2:) — f'(2:) = 0.

Entao, o polinémio D’'(x) tem pelo menos n + (n + 1) = 2n + 1 raizes no intervalo [z, x,].
Mas isso é um absurdo, uma vez que o grau de D’(x) deve ser no maximo 2n. Segue entao que

D(x) s6 pode ser o polindémio nulo. Logo,
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Por fim, para a formula do erro, se © = xx, k = 0,1,...,n, entdo Hopyq(zr) = f(x1), €
qualquer que seja a escolha de &(x) em (a,b) vale a igualdade da Equacao (4.3).
Seja entao = # xy, para todo k = 0,1,...,n. Para t € [a,b], defina a fungao g por:

g(t) = f(t) — Happa (1) — [f () — Hapia ()] (t—20)2- - (t — 2)?2

(x —20)? - (x — x,)?

= 7(8) ~ Hones(8) = [7(2) ~ B () [ 1o

Por hipotese, f € C*"*2 em [a,b] e Ha,r1 € C™ em [a,b]. Entao g € C*"*2 em [a,b]. Para

t = xp, temos

() = a1) = Hanea(on) = [7(0) = Hansa(o) [T P57 = 0 () = Hanea ()] -0 0.

. T — ;)
Também,

n 2

T — T
o(2) = F(2) ~ Hor() — [1(2) ~ Hou ()] ] ] _—xi

=0 ¢

= f(x) = Hypsr () — [f(2) = Honpa(2)] =
Assim, g € C*"*2 ¢ g vale zero em n+2 ntmeros distintos z, xg, 71, . . ., T, em [a,b]. Aliando

isso ao teorema de Rolle (argumento andlogo ao que fizemos para a unicidade) e observando

que

9'(xx) = f'(z1) = Hypir (20) = [f(2) = Happa(2)] - - [H = ]

=0~ [#(2) ~ Houns(@)) - (3 = 3y |~ o TL0 — °

1=0 ('T - x1)2 i=0 dt =0
i#k i#k t=as,
[f(x) = Hanya (2)]

- 0=0
H?:o(x — x;)? ’

concluimos que o polinémio ¢'(t) possui (n + 1) + (n + 1) = 2n + 2 raizes distintas no in-
tervalo [a,b]. Pelo teorema generalizado de Rolle, existe um nimero £ em (a,b) para o qual
(¢")EH1(€) = gP2)(€) = 0. Entao,

(2n+2) (2n+2) (2n+2) d2”+2 ot — 93@
e (6) - @) H2n+1 (5) B [f( ) H2n+1 dt2n+2 H m — x : (4-4)
7 teg

=0

Como Hy,io(x) é um polindmio de grau no maximo 2n + 1, a (2n + 2)-ésima derivada

Héf:{z) (z) é identicamente nula. Além disso, [], [((i:?);} ¢ um polinémio de grau (2n + 2).

Entao, temos
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n

H (t—xi)2 B 1 22 (t d nferi )
(z — z:)? = T o(x ) ermos de grau inferior em t),
Z:0 ? 1= T

A"y (t—z)? (2n+2)!
dtrt? bz —xi)? [LLo(2 — )2

A Equacao (4.4) agora se transforma em

(2n + 2)!

0= ft2(e) —0— [f(z) — H2n+l<x)]m ’

e, ao isolar f(z), obtemos finalmente

f(2) = Hypr () + fE2 <5>% .

0

Esse teorema fornece uma descricao fantastica de polindémio osculador. A fim de obter-
se o polinomio de Hermite Hy,.1, sO precisamos ter em maos os dados (zo, f(zo), f'(z0)),
(@1, f(z1), f'(x1)),s - ., (zp, f(xy), f'(z,)) para calcular as funcoes L; de Lagrange (Equacao
(2.4)) e suas derivadas, com j = 0,1,...,n. Em seguida, os usamos para determinar cada H,,
e H, ;, na forma que vimos nesse ltimo teorema. Por tltimo, somamos os termos f(z;)H,, ;(x)+
f’(xj)flnﬁj (x), 7 =0,1,...,n, e encontramos finalmente o polinémio Hy, 1, podendo avalia-lo
nos pontos em que tivermos interesse. Perceba que todos esses calculos - principalmente a
parte de determinar as fungoes L; e suas derivadas - pode tornar o processo tedioso (e bastante
demorado) até mesmo para valores pequenos de n. Em Burden [1], p. 151, é dado um exemplo
com n = 2 que ilustra bem isso.

Para contornar esse problema, Burden [1] sugere um método alternativo para gerar polind-
mios de Hermite, que se baseia na formula de interpolacao por diferencas divididas de Newton.
Esse método usa a ligacao entre a enésima diferenca dividida e a enésima derivada de f, orien-

tado da maneira que segue.

Suponha que os ntimeros distintos xg, x1, . . ., £, sejam fornecidos juntamente com os valores
de f e f’ nesses numeros. Defina uma nova sequéncia zg, 21, . . . , Zop41 POr
Z9; = Z9i11 = ¥; , para cada i =0,1,...,n,

e construa uma tabela de diferencas divididas no formato da Tabela 2.2, utilizando
20y R1y -y R2n+1-

Como z9; = 29;41 = x; para cada i, ndo podemos definir f[zy;, 29;1+1] pela férmula de diferenga
dividida. Entretanto, podemos presumir, com base no teorema exposto no Apéndice A.2 -
apesar de nao satisfazer rigorosamente a hipoétese do teorema -, que uma substituicao razoavel

nessa situacao seria f|z9;, 20;41] = f'(22:) = f'(x;). Podemos utilizar, entdo, os valores
f/<x0)a f/(xl)v sy f,(ajn)

no lugar das primeiras diferencas divididas nao definidas
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flz0, 21], flz2, 23], - - o, flzon, 22n41] -

As demais diferencas divididas sao calculadas normalmente e, entao, todas as diferengas
divididas adequadas sd@o empregadas na formula de interpolagao de Newton (Equagao (2.9)).
A Tabela 4.1 ilustra as trés primeiras colunas de diferencas divididas se estabelecéssemos,
por exemplo, o polinémio de Hermite Hs(x), para xg,z; e x5 dados. As diferengas divididas
restantes sao geradas da mesma maneira que na Tabela 2.2.

O polinémio de Hermite é dado entao por

2n+1

Hani1(x) = flzo] + Z flz0s oy z)(@ — 20)(x — 21) -+ (& — 25-1) - (4.5)

k=1

Observacao: Nao provamos essa ultima parte, porém uma demonstracao disso pode ser

encontrada em Powell |9], p. 54-57.

Tabela 4.1: Interpolagao de Hermite - Adequagao das diferencas divididas.

z ORDEM 0 ORDEM 1 ORDEM 2
20 =120 [lz] = f(x0)
n=x0 fla]l=f(x0) flzo,21] = f'(20)

m=x1 flo]=f(=1) fla, 2] = flz2]=f[z] Flz0, 21, 2] = flz1,22]— f[z0,21]

z290—21 22—20
s=a1 flal = f@)  fleazl = Fo)  fla, 2, ) = dzmlfla)

u=x2 flu]=fla) flog, za) = LEEL £l 2y 2] = Leeztloflzez]

Z4—2Z23 24—22
z5 =12 [lzs] = f(22) flza; z5] = f'(22) flzs, 24, 25) = —f[z4’zf5]:icizg’z4]

Deixamos no Apéndice B.3 o algoritmo construido aplicando-se esse método. Usa-lo-emos

no exemplo a seguir.

EXEMPLO

Construa o polindmio de Hermite que interpole os dados da tabela abaixo. Em seguida,

obtenha uma aproximagao para f(0.25).

Tabela 4.2: Interpolagao de Hermite - Dados tabelados.

r f(z) f'(x)
—1 ] 0.86199480 | 0.15536240
—0.5 | 0.95802009 | 0.23269654
0 1.0986123 | 0.33333333
0.5 | 1.2943767 | 0.45186776

Solugao: Utilizando o algoritmo implementado para a interpola¢do de Hermite (Apéndice B.3),

encontramos as seguintes diferencas divididas:
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Qo = 0.86199480
Q1 = 0.15536240
Q, = 0.07337636
Qs = 0.01583112
Q4 = —0.00014728
Q5 = —0.00089244
Qs = —0.00007672
Q- = 0.00006364.

Com isso, conseguimos construir o nosso polinémio:

Hi(x) = 0.86199480 + 0.15536240(z + 1) + 0.07337636(x + 1)* + 0.01583112(z + 1)*(x + 0.5)
—0.00014728(z + 1)*(z + 0.5)* — 0.00089244(z + 1)*(z + 0.5)*(z — 0)
—0.00007672(z + 1)*(x + 0.5)*(z — 0)? 4+ 0.00006864(x + 1)*(z + 0.5)*(x — 0)*(z — 0.5)

= H,(z) = 0.00006864z" + 0.000094882° — 0.001002482° — 0.00308252z" + 0.012339452° +
0.1111090822 + 0.333333332 + 1.0986123

Dessa forma, a aproximagao para f(0.25) é dada por
H7(0.25) = 1.18906976 .
Representamos essa interpolagao no grafico abaixo.

Figura 4.2: Interpolagao de Hermite - Polinémio H7(x) e estimativa para f(0.25).

1.3

0.8 | | | | | | |
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4
X

Fonte: De autoria propria (elaborado através do GNU Octave 9.1.0).

Os dados da Tabela 4.2 foram gerados a partir da funcao f(x) = In(e”+2). O erro absoluto

da aproximagao que obtivemos é

Eus =| H7(0.25) — In(e%* + 2) |=| 1.18906976 — 1.18906993 |= 0.00000017 .
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O polinémio H7(x) passa tao proximo de f(x) que se plotarmos um grafico com essas duas
curvas, sobrepostas no intervalo [—1, 0.5], seria impossivel distingui-las visualmente. Na Figura
4.3 exibimos uma excessiva ampliagdo em volta do ponto que avaliamos (note o “erro” na

plotagem causado pela ordem de precisao exigida na escala).

Figura 4.3: Interpolacao de Hermite - Comparagao entre Hr(x) e f(z).

O polindmio Hy(x) e a funcéo f(x)

1.18907

1.18907

> 1.18907

1.18907 -

1.18907 L

0.249994 0.249996 0.249998 0.25 0.250002 0.250004

Fung&o original o Nés de interpolagdo Polinémio interpolador de Hermite . Ponto avaliado

Fonte: De autoria propria (elaborado através do GNU Octave 8.3.0).

A razao de tratarmos a interpolacao de Hermite no contexto de interpolagao por partes é que
ela surge como uma alternativa ao problema descrito na sessao anterior, sobre a eventualidade da
interpolagao por fungoes lineares nao ser “suave”. Podemos utilizar um polinémio por partes do
tipo Hermite para substituir a aproximacao linear nos subintervalos. Por exemplo, se os valores
de f e de f’ forem conhecidos em cada um dos pontos o < 1 < -+ < x,, um polinémio
cibico de Hermite pode ser usado em cada um dos subintervalos [zg, 1], [z1, 22|, ..., [Tn_1, Zn]
para obter uma fungao que tenha uma derivada continua no intervalo [xg, z,,|. Denotemos por

hi o comprimento do k-ésimo subintervalo:
hi, = Tpy1 — -

Considere a seguinte fungao no intervalo x; < x < x4, espressa em termos das variaveis
locais s = x — x, e h = hy:

3hs? — 2s3 h3 — 3hs® + 253
= P2 )+ ()

h — h)?
+ e )f/(xk+1>+3(8h2 ) f,(l’k;)

P(z)

Este é um polinémio ctibico em s, e portanto em x, que satisfaz quatro condigoes de inter-

polacdo (ou informagoes), duas nos valores da fungao e duas nos valores da derivada:

P(ag) = f(z) , P(wry1) = f(Tr41),
P'(xy) = f'(zr) » Pl(xre) = f(2ea) -
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Nesse caso, P(z) ¢ exatamente o polinomio Hj(z) definido em |[xy,zy41]. Para verificar
isso, basta comparar a féormula do polindmio de Hermite com essa expressao de P, fazendo as
substitui¢oes * — xp = s e © — 2511 = s — h, quando necessario. Sendo assim, determinar o
polinémio ctibico de Hermite adequado em determinado intervalo é simplesmente uma questao
de calcular H3(x) para aquele intervalo. Como as fungdes de Lagrange Lj necessarias para a
determinacao de Hj sao de grau um, isto pode ser feita com certa facilidade.

Contudo, se nao conhecermos os valores das derivadas, precisamos definir essas inclinacoes
de alguma forma (existem vérias maneiras de fazer isso em Andlise Numérica). A funcao
‘pchip’, no MATLAB, realiza a interpolagao por partes via polindémios ciibicos de Hermite; ela
pode ser usada quando sabemos apenas os valores da fun¢ao nos pontos, na forma pchip(z,y),
como também fornecendo informacgoes adicionais sobre a derivada da funcao nesses pontos,
na forma pchip(z,y,dydz). Para Octave, pode-se utilizar interpl(z,y,zq,pchip) para avaliar a
funcao interpoladora diretamente nos pontos xq. Por ora, nao abordaremos nenhum exemplo
aplicando essa técnica de Hermite por partes, mas no Capitulo 5 utilizaremos essa interpolacao
para compara-la visualmente com outras.

Na verdade, muitas das mais eficientes técnicas de interpolagao baseiam-se nos polinémios
cibicos por partes. Na secao a seguir veremos uma aproximacgao desse tipo, que nao exije
nenhuma informacao sobre a derivada, exceto possivelmente nas extremidades do intervalo
sobre o qual a funcao esteja sendo aproximada.

Por fim, ressaltamos, caso nao tenha ficado suficientemente claro, que se a func¢ao f(x) a ser
aproximada for “suave” em [zg,x,], entdao a interpolacdo de Hermite (seja por partes ou nao)

também a serd, inclusive nos nés xi, T, ..., Ty_1.

4.3 INTERPOLACAO POR SPLINE CUBICO

A ideia empregada na interpolacao linear por partes pode ser estendida para polindmios
de grau superior. A escolha de polinémios de grau superior implica numa maior liberdade na
construgao da interpolagdo, pois ha um nimero maior de coeficientes. Quarteroni [8] dispoe
sobre uma transigao de interpolagdes por partes quadraticas para cubicas, e em REAMAT |6]
é apresentada uma definicao que generaliza splines de ordem m. Noés abordaremos diretamente
os splines ctibicos.

A interpolagao por spline ciibico, como o nome sugere, usa poliménios ciibicos entre
cada par de noés sucessivos e é a aproximacao polinomial mais comumente empregada. No
procedimento de splines ciibicos existe flexibilidade suficiente para assegurar que a funcao in-
terpoladora seja nao somente continuamente diferenciavel no intervalo, mas também tenha uma
segunda derivada continua. Entretanto, diferentemente da interpolagao de Hermite, a constru-
¢ao do spline ctubico nao supoe que as derivadas da fungao interpoladora coincidam com aquelas
da fun¢ao que esté sendo aproximada, mesmo nos nés. Trazemos uma defini¢cao de spline ctibico

baseada na que é apresentada por Burden [1].

Defini¢ao. Seja f uma funcao definida em |a,b] e, em particular, num conjunto de nés a =
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To <11 <---<x,=>0b. Un spline cubico interpolador S para f ¢ uma funcao que satisfaz
as sequintes condigoes:

(a) S(z) € um polindémio cibico, denotado por Si(x), em [z, xj41], para cada j =0,1,... ,n—1;
(b) Sij(z;) = f(z;) e Sj(xj41) = f(xj41), para cada j =0,1,...,n—1;

(c) Sjs1(xjy1) = S;j(xj41), para cada j =0,1,...,n —2; (Implicada por (b))

(d) S, (7j11) = Sj(xj41), para cada j =0,1,...,n—2;

(e) Si1(zjm

j
S¥(xj41), para cada j =0,1,...,n—2.

Além disso, um dos sequintes conjuntos de condigoes de contorno também deve ser satisfeito:
(i) S"(xo) = S"(x,) =0 (condigdes de contorno livres ou naturais);
(ii) S'(xo) = f'(x0) € S'(x,) = f'(xn) (condi¢des de contorno fixadas).

Quando as condicoes de contorno livres ocorrem, o spline é chamado spline natural®, e seu
grafico se assemelha a forma que uma haste longa flexivel assumiria se fosse forcada a passar
pelos pontos dados {(zo, f(x0)), (1, f(21)), .., (zn, f(zn))}.

Neste trabalho tratamos apenas dos splines ctibicos naturais, mas vale dizer que, geralmente,
condicoes de contorno fixadas levam a melhores aproximagoes, pois incluem mais informacoes
sobre a funcao. Nesse caso, é necessario ter os valores da derivada nas extremidades (ou pelo
menos uma aproximagao precisa desses valores).

Apesar da definicao de splines parecer complicada, construir um spline ciibico natural é, na
verdade, relativamente simples.

Seja [a, b] um intervalo dividido em n subintervalos, onde @ = zp < 21 < -+ < x, = b sdo os
pontos sobre os quais queremos construir o spline ctubico interpolador para uma dada funcao f.

Para construir o spline, as condi¢oes da definicao devem ser aplicadas aos polindémios ctibicos
Sj(@) = a; +bj(w — 2)) + ¢j( — 2;)* + dj(z — 2;)°

para cada 7 = 0,1,...,n — 1. Existem 4n constantes a serem determinadas, portanto sao
necessarias 4n condig¢oes. 2n condi¢oes vém do fato de que os splines devem coincidir com os

dados nos nos (condigao (b) da defini¢ao). Isto é,

f(zo) = So(zo) , f(x1) = So(71) ;
f(z1) = Si(z1) , f(x2) = Si(22) 5

f(xn—1> = Sn—1($n—1) ) f(xn) = Sn—l(xn) .

Outras 2(n — 1) = 2n — 2 condigoes sdo dadas a partir das condigdes (d) e (e):

So(x1) = 81 (1) , (1) = ST (1) ;
S (x2) = S5(x2) , S (x2) = Sy (w2) ;

S;L—2(xn—1> = S;L—l(xn—l) ) SZ—2(xn—l) = Sg—l@ﬂ—l) .

'Um spline natural nao tem condicdes impostas para a direcdo em suas extremidades, entdo a curva toma
a forma de uma linha reta quando extrapola os dois pontos extremos de interpolacao. O nome “spline natural”
vem da interpretacdo de que um spline livre é como se fosse a forma natural que uma haste flexivel assume se
forgada a passar pelos pontos de interpolacao especificados sem restri¢oes adicionais.
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As duas ultimas condigoes decorrem das condi¢es de contorno livres:
So(zo) =0e S _(x,) =0.

A solugao desse sistema de equagoes nos dé o spline

4
ap + bo(x — o) + co(x — 20)* + do(x — 20)? , T € [w0, T1]

ar +by(x — 1)+ colr —21)? +do(x — 1), @ € [, 29)

| @n—1+ bn1(T = Tp1) + o1 (8 = Tn1)? + dua (@ — 201)® S @ € [T, 20

Vale a pena conferir a se¢ao sobre “Interpolacao ctibica segmentada - spline” do capitulo 6 de
REAMAT [6], onde ¢é explorada essa construgao de maneira mais rigorosa e elegante (contempla
inclusive outras variagoes de splines ciibicos). O teorema enunciado a seguir garante a unicidade
do spline natural. Nao o provaremos, mas uma demonstracao para ele pode ser encontrada em
Burden [1], p. 162-164.

Teorema 4.2. Se [ for definida em a = xg < x; < --- < x, = b, entao f tem um spline S

interpolador natural inico nos nds xg, X1, ..., Ty, isto €, um spline interpolador que satisfaz as
condigoes de contorno S"(a) =0 e S”(b) = 0.

Segundo Quarteroni [8], pode-se utilizar a interpola¢ao polinomial para aproximar dados e
funcoes em varias dimensoes. Em particular, a interpolagao por partes, baseada em fungoes
lineares ou em funcoes spline, adapta-se bem sempre que o dominio €2 pode se subdividir em
poligonos em 2D (tridngulos e quadrilateros) e em poliedros em 3D (tetraedros ou prismas).

A interpolagao por spline cibico com as condi¢oes de contorno S”(xg) = S”(z,) = 0 pode
ser obtida utilizando o algoritmo que disponibilizamos no Apéndice B.3. Se preferivel, pode ser
utilizada a funcao ‘spline’ no MATLAB, junto com a funcao ‘ppval’, para construir e avaliar a
interpolagao por splines. Também, no GNU Octave, a funcao ‘interpl’ realiza a interpolacao
polinomial por splines ctbicos se vocé usa-la na forma interp1(z,y,zq,spline). No entanto, esteja
ciente que essas fungoes ‘spline’ do MATLAB/Octave distorcem um pouco o spline ctbico
natural proximo das extremidades, pois elas acrescentam duas condigoes adicionais, a saber:

lim S¢'(z) = 57 (z1) e lim S ,(x) =S, (xn_1) .

n—2 n—1
rT—T1 T—Tn—1

Isso obriga a terceira derivada de S a ser continua em x; e x,,_;. Quando isso acontece, é comum
chamar o spline ciibico de spline not-a-knot.

A interpolacao por spline ctibico é muito semelhante a interpolacao por partes via polindémios
cubicos de Hermite, afinal ambas as interpolacoes baseiam-se em polindémios ctibicos em cada
subintervalo. Sobre isso, Moler [5] comenta que a diferenga entre essas interpolagoes é quase
imperceptivel, mas se observarmos o comportamento de suas derivadas conseguimos entender
a diferenca entre as duas. Veja a Figura 4.4. A primeira derivada da fungao spline, S’(x), é

suave, enquanto a primeira derivada da func¢ao pchip, P'(x), é apenas continua. A segunda
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derivada do spline, S”(x), é continua, enquanto a segunda derivada da pchip, P”(x), admite
“saltos” nos nos. A terceira derivada das duas sao constantes, dentro de cada subintervalo de
interpolagao, mas observe como a S"(z) mantém os mesmos valores durante os dois primeiros
e os dois ultimos subintervalos, evidenciando o fenémeno que comentamos anteriormente do

spline not-a-knot.

Figura 4.4: Interpolagao por spline ctubico - As fungoes spline e pchip, e suas derivadas.
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Fonte: Extraido de Moler [5], 2016.

EXEMPLO

Considere a seguinte tabela de valores de = e y = f(x). Vamos obter um spline ctbico

natural que interpole os dados.

Tabela 4.3: Interpolagao por spline ctibico - Dados para interpolacgao.

r 0913 19 21263039 44 4.7 5.0 6.0 7.0 80 9.2 10.5 11.3 11.6 12.0 12.6 13.0 13.3

f(z) 1.3 1.5 1.85 2.1 2.6 2.7 2.4 2.15 2.05 2.1 2.25 2.3 2.25 1.95 1.4 0.9 0.7 0.6 05 0.4 0.25

Temos 21 pontos (z;,y;), j = 0,1,...,20, a serem interpolados. Logo, nosso spline deve
ser dividido em 20 partes. Utilizando o algoritmo implementado para interpolagao por spline
ctibico (Apéndice B.3), conseguimos gerar os coeficientes que determinam o spline (Equacao

(4.6)), dispostos na tabela a seguir.
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T aj b Cj d;

© 00 J O U = W N = O

e e e e e e e e
© 00 J O Ot = W N = O

0.900000  1.300000  0.539624  0.000000  —0.247649
1.300000  1.500000  0.420752  —0.297179  0.946912
1.900000 1.850000  1.086803 1.407263  —2.956382
2.100000  2.100000  1.294942  —0.366567 —0.446635
2.600000  2.600000  0.593399 —1.036519  0.445051
3.000000 2.700000 —0.022191 —0.502457  0.174160
3.900000  2.400000 —0.503406 —0.032226  0.078076
4.400000  2.150000 —0.477075  0.084888 1.314171
4.700000  2.050000 —0.071316 1.267642 —1.581219
5.000000  2.100000  0.262340  —0.155455 0.043115
6.000000  2.250000  0.080776  —0.026109 —0.004666
7.000000  2.300000  0.014558  —0.040108 —0.024450
8.000000  2.250000 —0.139008 —0.113458 0.017471
9.200000  1.950000 —0.335834 —0.050564 —0.012728
10.500000 1.400000 —0.531830 —0.100202 —0.020325
11.300000 0.900000 —0.731178 —0.148983  1.213405
11.600000 0.700000 —0.492949  0.943082  —0.839275
12.000000 0.600000 —0.141335 —0.064048 0.036382
12.600000 0.500000 —0.178900  0.001440  —0.447971
13.000000 0.400000 —0.392775 —0.536126  0.595695

Figura 4.5: Interpolacao por spline ctubico - Ajuste dos pontos.

Fonte:
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De autoria propria (elaborado através do GNU Octave 9.1.0).
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O resultado dessa interpolacao é mostrado na Figura 4.5. Os dados da Tabela 4.3 foram,
na verdade, retirados de um exemplo em Burden [1], p. 172, em que os pontos sao selecionados
a partir da figura de um pato em pleno voo. O spline que obtivemos é a curva que aproxima o
perfil superior do pato.

Adicionalmente, indicamos para leitura o e-book de PPGMAT [10], criado pelos estudantes
(na época) da disciplina de Analise Numérica do Mestrado em Matematica da UFU, juntamente
com a Professora Doutora Rosana Sueli da Motta Jafelice. Esse trabalho contém algumas

aplicagoes bastante criativas com splines ctibicos e polindmios interpoladores de Lagrange.
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5. ANALISE COMPARATIVA EM UM CON-
TEXTO PRATICO

O objetivo deste pequeno capitulo é mostrar como podemos aplicar a interpolacao polinomial
em uma situacao pratica (dentre inimeras outras possibilidades reais), e comparar os métodos
entre si, a fim de identificar aquele que melhor se apresenta como solu¢ao do problema.

Imagine que queremos obter uma curva que represente o mapeamento de uma rua/avenida
(ou até mesmo de uma estrada), dispondo somente da marcagao de alguns pontos ao longo da
via. Essa é a situagao que abordaremos aqui.

Inserindo-se concretamente nesse contexto, tomamos uma das principais avenidas de Uber-
landia, que possui uma forma muito peculiar no seu trajeto. Coincidentemente, esta avenida é
endereco da Universidade Federal de Uberlandia. Estamos falando da Av. Jodo Naves de Avila.

Em primeiro lugar, para considerarmos a avenida como trago de uma curva, assumiremos
que ela nao possui largura, apenas comprimento. Além disso, os pontos que convenientemente
escolhemos para interpolacao foram as estacoes de 6nibus, tidas como pontos de referéncia e
usualmente frequentadas por boa parte da populagao de Uberlandia - Figura 5.1. Sendo assim,
restringimos nosso problema apenas ao trecho compreendido entre a Estacao 01 e a Estagao
13 da avenida, ao invés da avenida inteira. Vamos supor que essas estagoes estejam dispostas

sobre o plano cartesiano, e adotaremos a Estagao 01 como origem (ponto (0,0)).

Figura 5.1: Descricao do problema - Mapa das estacoes de énibus da Av. Jodo Naves de Avila.

%

&® 2 y Q X%
L 2 2> >
P

an &
114 PO 2

Fonte: Google Maps.
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Utilizando o GNU Octave e outros softwares de edicao de imagem, foi possivel selecionar
as coordenadas (em metros) de cada estagdo da Figura 5.1, organizadas na Tabela 5.1. Cada

ponto (z;,y;) representa a respectiva Estacao i, estes sdo os nos de interpolagao.

Tabela 5.1: Dados do problema - Coordenadas dos pontos de interpolagao (m).

i T Yi

0 0.0000 0.0000

1 179.4872  436.7089
2 237.1795  816.4557
3 679.4872 1145.5696
4 961.5385 1000.0000
5 1025.6410 594.9367
6 1185.8974  56.9620
7 1826.9231 —44.3038
8 2371.7949 227.8481
9 2705.1282 392.4051
10 3224.3590 639.2405
11 3692.3077 803.7975
12 4307.6923 905.0633

Apesar das coordenadas dos pontos estarem apresentadas com 4 casas decimais, as reais me-
didas podem diferir (e muito) dessa precisao. Esses valores estao relacionados com o tratamento
computacional da imagem que tomamos.

A principio, as interpolacoes que poderiamos aplicar nesse conjunto de dados seriam: a
interpolacao de Lagrange, a interpolagao de Hermite e a interpolagao por spline ctubico. No
entanto, a interpolagao de Lagrange apresentou oscilagoes exageradamente grandes perto dos
pontos onde seriam as tltimas estagdes (mal era possivel visualizar o trago da avenida na escala
do grafico do polindémio gerado), e por isso descartamo-la. Possivelmente, isso seria evitado
se tivéssemos coletado as informacgoes nos pontos de Chebyshev por meio de uma mudanca de
variaveis que mencionamos no final da Sec¢ao 3.1, minimizando o fenémeno de Runge. Quanto
a interpolacao de Hermite, terfamos que estimar numericamente as derivadas nos pontos para
poder aplicar essa técnica de maneira geral no intervalo todo. Por isso, optou-se por substitui-la
pela interpolagéo por partes via polindémios ctbicos de Hermite (“pchip”).

Utilizando, entao, as fungdes pchip e NaturalSpline (Codigo B.5), conseguimos ajustar os
dados através das referidas interpolagoes. O resultado é mostrado na Figura 5.2. Comparando
os dois ajustes, na Figura 5.3, é possivel notar que a interpolacao por partes via polinémios
cubicos de Hermite mostrou-se mais bem comportada. A interpolagao por splines ctuibicos nao
adequou-se tao bem quanto esperado quando comparado com o exemplo apresentado na se¢ao
de splines cuibicos do capitulo anterior (note que aquele ajuste ficou perfeito). A razao disso se
deve ao fato de nao termos selecionados uma quantidade maior de pontos em regices proximas

das grandes deformidades da avenida (regides onde baixas curvaturas sao encontradas). Nesse
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caso, se usassemos pontos mais “juntos” onde ficam as curvas mais acentuadas da avenida, o

ajuste via spline teria ficado com melhor precisao.
Um exercicio extra, a quem estiver disposto, seria obter as expressoes analiticas de cada

parte desses ajustes (vimos como obter os coeficientes) e calcular, por exemplo, a extensao

(comprimento de arco) da avenida utilizando integral de linha. Nesse caso, ¢ possivel fazer
isso diretamente com integracao numérica, adicionando apenas algumas linhas de comando no

codigo que utilizamos para realizar as interpolacoes.

Figura 5.2: Aplicacao - Resultado das interpolacoes por pchip e splines naturais.
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pchip = = =

Nos de intepolacao @

-500 I 1 I I 1 L I T T
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500

X

Fonte: De autoria propria (elaborado através do gnuplot v5.4).

Figura 5.3: Analise comparativa - Adequacao dos ajustes na Av. Jodao Naves de Avila.
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Fonte: De autoria propria (elaborado através do gnuplot v5.4).
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6. CONCLUSAO

Neste trabalho exploramos a interpolacao polinomial como uma ferramenta fundamental
para a aproximacao de fun¢oes em contextos tedricos e praticos. Através do estudo de métodos
classicos, como a interpolacao de Lagrange e a interpolacao de Newton, e abordagens mais
avancadas, como a interpolacao por Splines, pudemos compreender a complexidade e a versati-
lidade dessas técnicas na representacao de dados e na aproximacao de fun¢ées. Também foram
implementadas algumas das técnicas, utilizando ferramentas computacionais como MATLAB
e GNU Octave. Os ajustes obtidos nos exemplos demonstram a viabilidade das técnicas de
interpolagao polinomial para aproximar func¢oes com diferentes graus de precisao, para uma

variedade de conjuntos de dados, destacando as vantagens e desvantagens de cada método.

A anélise detalhada das diferentes abordagens de interpolacao polinomial, juntamente com
a implementacao dessas técnicas, permitiu uma compreensao mais aprofundada de como esses
métodos podem ser aplicados em contextos reais, como fizemos no exemplo pratico apresentado

no Capitulo 5.

Além do exemplo que trouxemos ao final do trabalho, existem muitas outras aplicagoes
geograficas que podem ser feitas com uso da interpolagao polinomial, como analise de impactos
ambientais em regioes florestais com focos de incéndio ou em vazamentos de 6leo no mar,
delimitacao de fronteiras territoriais, entre outros. Além disso, destacamos a importancia dessas
técnicas em areas como anélise numérica, processamento de sinais e computagao grafica, onde
a precisao na representacao de funcoes é crucial para o sucesso das aplicacoes. Na verdade, a
aplicacao da interpolagao polinomial em problemas reais abre um leque de possibilidades em
outras areas do conhecimento. Na engenharia, por exemplo, pode ser utilizada para estimar o
comportamento de materiais sob diferentes condigoes. Na fisica, permite modelar trajetorias

de corpos em movimento. J4 na economia, auxilia na previsao de tendéncias de mercado.

Entretanto, é importante reconhecer que este estudo possui algumas limitagoes. O niimero
de pontos de interpolagao e a escolha do método podem influenciar na precisao dos resultados.
Poderiamos explorar mais técnicas para otimizar a selecao de pontos, como a que mostramos no
Capitulo 3, e desenvolver métodos hibridos que combinem as vantagens das diferentes técnicas.
Por exemplo, existe uma conexao entre as técnicas de interpolagao polinomial estudadas neste
trabalho e as Séries de Fourier. Enquanto as técnicas de interpolagao polinomial sdo capazes de
aproximar fun¢oes num intervalo através de polindmios, as séries de Fourier oferecem uma abor-
dagem global para representar fungoes periodicas através da combinacao de senos e cossenos,

excelente para descrever fendmenos oscilatérios e entender o comportamento de sistemas fisicos
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e naturais. Assim, as séries de Fourier complementam e enriquecem o estudo da interpolacao
polinomial, fornecendo ferramentas adicionais para analise e resolugao de problemas.

Além disso, o exemplo que abordamos no Capitulo 5 despertou o interesse de utilizar as
técnicas de interpolacao polinomial em conjunto com Curvas Parametrizadas. Curvas para-
metrizadas, representadas por funcoes vetoriais, sao essenciais para descrever trajetorias no
espaco. Através delas podemos representar curvas gerais usando um parametro para expressar
ambas as coordenadas x e y. No exemplo do Capitulo 5, tivemos que rotacionar a imagem da
Av. Joao Naves de Avila para que ela atingisse a forma caracteristica de uma funcao real no
plano, mas poderiamos ter aplicado a interpolacao polinomial diretamente no mapa original
(com norte fixado), utilizando curvas parametrizadas.

Assim, para trabalhos futuros, sugerimos explorar ainda mais a interpolagdo polinomial
através da combinacao dos conceitos mencionados acima, de forma que essa abordagem possa
abrir novas possibilidades de modelagem e representacao de situagoes complexas em areas como
design gréafico, animacao computadorizada e graficos 3D para jogos, simulagao de sistemas
dinamicos, design industrial e robética, entre outras.

Por fim, esperamos que as sugestoes apresentadas aqui inspirem estudantes, pesquisadores
e profissionais a explorar ainda mais esse campo fascinante da matemaética aplicada, da mesma
forma com que este trabalho contribuiu para expandir nosso entendimento sobre as técnicas de

interpolagao polinomial e seu papel na aproximagao de fungoes.
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A. REsuLTADOS COMPLEMENTARES

A.1 INDEPENDENCIA DA ORDENAGAO DE PONTOS (ENE-
SIMA DIFERENGA DIVIDIDA)

Proposicao A.1. Sejam n+ 1 numeros distintos, xg, Ty, ..., Ty, € f uma fungao cujos valores
sao dados por esses nimeros. Seja também flxo, x1,...,x,] a enésima diferenca dividida com
rela¢do a xo,T1,...,Tn. S€ 19,01,...,1, € uma reordena¢ao dos numeros inteiros 0,1,....n,
ent@o flTi, Tiyy- -2, = flxo, 1, .., 2]
Demonstracao:

Dados zg, x1,...,2, € f(xo), f(x1),..., f(z,). Se expandirmos o polindémio interpolador na

forma de Newton p,(z) = ag + a1(x — xo) + as(x —x0)(x —x1) + -+ ap(x —20) ... (T — 2p_1),
veremos que o coeficiente dominante (o coeficiente que acompanha z™) é exclusivamente o a,,

enquanto os coeficientes das outras poténcias podem ser combinagoes lineares diversas. Isso

significa que independente da ordenacao dos pontos xg, x1, . .., T,, ao realizarmos a interpolacao
) . -1 .
pelo método de Newton, o coeficiente a,, que acompanha ¢, (z) = [[,—,(z — =) sempre sera

0 mesmo, caso contrario, pelo que acabamos de observar, obteriamos polinomios diferentes, o
que é impossivel.
Por outro lado, sabemos que o coeficiente a, da interpolagao é exatamente a, =

flzo, x1,. .., x,). Dai, se ig,iy,...,i, é uma reordenacao dos nimeros inteiros 0,1,...,n e
po(x) =g+ a1z —xy) +a2(v —zi)(x —2y) + -+ ap(x —24) - (2 — 24, )

a interpolacdo de Newton referente a z;,,%i,..., 2, € [f(24), f(2s),..., f(x;,), entdo

f[xi()’xip' <. 7':Cin] :a_n: ap = f['r();xla s 727”].
0
A.2 ESTIMACAO DA ENESIMA DERIVADA ATRAVES DA

ENESIMA DIFERENCA DIVIDIDA

Teorema A.l. Sejam f € C", definida em [a,b], e a = xg,T1,...,2, = b numeros distintos
em la,b]. Entao, existe um numero & em (a,b) tal que

WG

n!

f[xOth'"uxn]
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Demonstracao:
Defina
9(x) = f(x) — pulz),
onde p,(z) é o polindémio interpolador de zg, z1, ..., x, (equagao 2.9).
Como f(x;) = pn(x;), para cada i = 0,1,...,n, a fun¢do g possui n + 1 zeros distintos

em [a,b]. O teorema generalizado de Rolle implica que existe um nimero § em (a,b) com
g™ (&) = 0. Entao

Como py,(z) € um polinémio de grau n cujo coeficiente dominante é f|xg, 21, ..., x,], segue

que

(n)

2% (.T):n' f[x()uxl?""xn] )

para todos os valores de x. Como consequéncia,

flzo, 1, ...,z =

A.3 EXISTENCIA E UNICIDADE DO POLINOMIO INTERPO-
LADOR (OUTRAS FORMAS)

Proposicao A.2 (Forma de Lagrange). Seja {(zo,v0), (1,%1)s- -, (Tn,yn)} um conjunto de
n + 1 pares ordenados de nimeros reais tais que x; # x;, se i # j, entdao existe um unico
polinémio p,(x) de grau no mdzimo n que passa por todos os pontos dados, isto €, pn(x;) = y;,

1=20,...,n.

Demonstracao:

Partindo de zg, z1, . . ., z,, ao definir as fungdes linearmente independentes ¢;(z) = L;(x) =

[[i=o(z — ;)

m, j = 0,1,...,n; o problema de encontrar os coeficientes a; tais que p,(x;) =
1=0\Tj i
i#]

n
E &jQﬁj(fL‘J = Y; € 0 Imesmo que resolver o sistema linear:
7=0

Go(z0) P1(x0) B2(T0) -+ Dnl(20) ap Yo
Go(z1) G1(x1) d2(x1) -+ Pnlz1) ay Y1
Go(w2) O1(x2) @2(w2) -+ On(2) ax [ = | Y2

| Go(zn) O1(Tn) G2(xn) -+ Onlwy) 1 [ % | | Yn |
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0, 1%y
Mas, como ¢;j(z;) = Lj(w;) = { 7 , entao na verdade a matriz das fung¢oes de base
1, 1=
torna-se uma matriz identidade:

1 00 ao Yo
010 ay Y1
0 0 1 az | = | Y2
00¢0 -1 an Yn
Assim, esse sistema linear possui solu¢ao tinica, sendo os coeficientes ag, ay, ..., a, 0s pro-

prios Yo, Y1, - - -, Yn, respectivamente. Logo, o polinomio p,(z) = Lo(x)f(zo) + Li(x)f(z1) +

Lo(z) f(xg) + -+« + Ly(x) f(x,) interpola devidamente os dados e é tnico.
O

Proposigao A.3 (Forma de Newton). Seja {(zo, v0), (x1,y1), .-, (Tn,yn)} um congunto de n+1
pares ordenados de nimeros reais tais que x; # x;, se i # j, entao existe um inico polindmio

pn(z) de grau no mdzimo n que passa por todos os pontos dados, isto €, p,(x;) = y;, 1 =0,...,n.

Demonstracao:

Considere o polinémio p,(x) = ag+ai(z —xo) +az(z — o) (x — 1)+ - +a,(r —x0) ... (x —
T,_1). Afirmamos que, para constantes ag, ay, . . ., a, adequadas, esse polinomio p,(z) interpola
os dados e é tnico.

De fato, procedendo de maneira analoga ao que fizemos na Proposicao A.2, temos que
j—1

po(x) = 1 e ¢j(x) = H(x — ), j = 1,...,n. Nao é dificil ver que as fungoes
=0
oo(x), p1(x), ..., ¢n(x) definidas dessa maneira sdo linearmente independentes. Além disso,

perceba que ¢;(z;) = 0 sempre que j > 7. Assim, ao esquematizar a resolugao do sistema linear

para interpolagao dos dados, temos em forma matricial:

1 0 0 0 ao Yo
1 ¢1(zq) 0 ‘e 0 a Y1

L ¢i(w2) o(r2) -+ 0 az | = | yo

1) delw) o dule) | | aw ] |

Desse modo, a matriz correspondente as fungoes de base constituem uma matriz triangular
inferior, em que todos os elementos da diagonal principal sao diferentes de zero. Logo, o
determinante nesse caso é diferente de zero. Ou seja, a solugao desse sistema existe e é tnica.
O resultado segue. Além disso, conseguimos resolver esse sistema linear facilmente, bastando

para isso realizar sucessivas substituicoes a partir da primeira linha.
O
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A.4 OUTROS RESULTADOS

Teorema A.2 (Teorema de Rolle). Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua em seu dominio e

diferencidvel em (a,b). Se f(a) = f(b), entao existe um nimero ¢ em (a,b) tal que f'(c) = 0.

Teorema A.3 (Teorema de Rolle generalizado). Seja f : [a,b] — R wma fun¢io continua
em seu dominio e n vezes diferencidvel em (a,b). Se f(x) = 0 em n + 1 ndmeros distintos
a<zo<w < -+ <xy <D, entio existe um nimero ¢ em (xg,z,), € portanto em (a,b), tal

que f™(c) = 0.

Teorema A.4 (Teorema do valor médio). Se f : [a,b] — R for uma fungio continua em seu
dominio e diferencidvel em (a,b), entdo existe um nimero ¢ em (a,b) tal que

[) = f(a)

fley = 1

Teorema A.5 (Teorema do valor intermediario). Seja f : [a,b] — R uma func¢dao continua. Se

d € um numero entre f(a) e f(b), entao existe um numero ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.
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B. ALGORITMOS IMPLEMENTADOS

B.1 INTERPOLACOES CLASSICAS

INTERPOLAGAO DE LAGRANGE (ILUSTRATIVO)

% EXEMPLO GNU Octave

% Funcao para calcular os polinomios de Lagrange
function L = lagrange_polynomial(x, k, u)
n = length(x);
L = ones(size(u));
for j = 1:n
if j 7=k
L=L .%x (u-x(j)) / (x(k) - x(j));
end
end

end

% Pontos de interpolacao
x = [1, 2, 3, 41;
y = [4, 3, 2, 11;

% Pontos onde a funcao sera avaliada

u = linspace(l, 4, 100);

% Interpolacao de Lagrange
v = zeros(size(u));
for k = 1:length(x)
v = v + y(k) * lagrange_polynomial(x, k, u);

end

% Plotar os resultados

plot(x, vy, , u, v);

title( )
xlabel ( )
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31 |ylabel( )

Codigo B.1: Exemplo de interpolagao via forma de Lagrange.

INTERPOLAGAO DE NEWTON (ILUSTRATIVO)

1 |% EXEMPLO GNU Octave

3 |% Funcao para calcular as diferencas divididas
. |function div_diff = divided_differences(x, y)

5 n = length(x);

6 div_diff = zeros(m, n);

7 div_diff (:,1) = y(:);

8 for j = 2:n

9 for i = 1:n-j+1

10 div_diff(i,j) = (div_diff(i+1,j-1) - div_diff(i,j-1)) /
11 (x(i+j-1) - x(i));

12 end

13 end

12 | end

6 | % Funcao para calcular o polinomio interpolador de Newton
17 | function p = newton_interpolation(x, y, u)

18 n = length(x);

19 div_diff = divided_differences(x, y);

20 p = div_diff (1,1);

21 for j = 2:n

22 term = 1;

23 for 1 = 1:j-1

24 term = term .* (u - x(i));
25 end

26 p=p + div_diff(l,j) * term;
27 end

28 | end

30 |% Pontos de interpolacao
31 | X = [1, 2, 3, 4];
2 |y = [4, 3, 2, 1];

34 |% Pontos onde a funcao sera avaliada

35 |lu = linspace(l, 4, 100);

37 |% Interpolacao de Newton
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v = newton_interpolation(x, y, u);

% Plotar os resultados

plot(x, y, ’0’, u, v);
title(’Interpolacao_de_Newton’);
xlabel (7x7);

ylabel (’y7);

Codigo B.2: Exemplo de interpolagao via forma de Newton.

B.2 MINIMIZACAO DO ERRO

PoNTOSs DE CHEBYSHEV (MODELO)

% EXEMPLO GNU Octave

% Definir a funcao f(x)
f = 0(x) 1./(1+25%x.~2);

% Gerar os pontos para interpolacao de Chebyshev

k = 0:10;
= cos (((2xk + 1) / 22) * pi);
y = £(x);

% Interpolacao de Lagrange usando polyfit
degree = 10; % Grau do polinomio

coefficients = polyfit(x, y, degree);

% Imprimir os valores dos coeficientes
printf (’Coeficientes_do_polinomio_interpolador:\n’);

printf (/% f\n’, coefficients);

% Avaliar o polinomio interpolador nos pontos x

P = polyval(coefficients, x);

% Gerar pontos para o plot suave da funcao
x_smooth = linspace(-1, 1, 1000);
f_smooth = f(x_smooth);

% Plotar grafico
figure(’Position’, [100, 100, 800, 750]); % Definir tamanho da figura
plot (x_smooth, f_smooth, ’k’, ’LineWidth’, 1.5, ’DisplaylName’,

’Funcao_f (x) _original’); % Plotar funcao f
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hold on;

% Definir o tamanho dos pontos de dispersao

scatter(x, y, 35, ’b’, ’filled’, ’DisplaylName’, ’Nos_de_Chebyshev’);

% Plotar polinomio interpolador

plot (x_smooth, polyval(coefficients, x_smooth), ’r’, ’LineWidth’, 1.8,
’DisplayName’, ’Polinomio_interpolador_p_{10}(x)’);

% Adicionar grade
grid on;

grid minor;

% Titulo e rotulos dos eixos
title(’Ajuste_polinomial_de_grau_10°);
xlabel (’x7);

ylabel (’y’);

Codigo B.3: Exemplo de interpolacao utilizando os pontos de Chebyshev como noés.

B.3 OUTRAS INTERPOLAGOES

INTERPOLAGAO DE HERMITE

% Universidade Federal de Uberlandia

% Faculdade de Matematica

% Data: 05/10/23

% Autores: Heitor Pereira e Rafael Figueiredo

% Interpolacao Polinomial de Hermite via diferencas divididas
% Algoritmo baseado em:

% Burden et. al, Analise Numerica, 10a Ed. (2017)

% Pagina 155, Algoritmo 3.3

clear all; % Limpa a memoria

clc; % Limpa a tela

% Interpolacao de Hermite via Diferencas Divididas

function H = HermiteFit(x, f, dfdx)

% x: vetor com n+l pontos distintos no intervalo [a,b]
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% f: vetor dos valores da funcao f(x)
% dfdx: vetor dos valores da derivada da funcao f em x
% Q: vetor das diferencas para aproximar polinomio de Hermite

n = length(x)-1; % x numero de pontos da interpolacao

% Passo 1

for i = 1:n+1
% Passo 2
z(2%i-1) = x(i);
z(2%1) = x(i);
Q(2xi-1,1) = £(i);
Q(2xi,1) = f(i);
Q(2%xi,2) = dfdx (i) ;
% Passo 3
if (1 == 1)

continue;

endif

Q(2%i-1,2) = (Q(2%i-1,1)-Q(2%i-2,1))/(z(2*i-1)-z2(2%i-2));

endfor

% Passo 4
for i = 3:2*%*n+2
for j = 3:1
Q(i,j) = (QGi,j-1)-Q@E-1,j-1))/(z(i)-z(i-j+1));

endfor
endfor
Q
for i = 1:2%n+2
H(i,1) = Q(i,i);
endfor

endfunction

function y = HermiteVal (H,x,a)

% y: valor do polinomio de Hermite avaliado no ponto a
% H: Estimativa das diferencas divididas da interpolacao de Hermite

% x: vetor dos pontos distintos de interpolacao
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% a: valor a ser avaliado no polinomio de Hermite

B
I

length(H); % Numero de coeficientes de Hermite

b
I

length(x);

for i = 1:k

z(2%i-1) = x(1);
z(2%1) = x(1i);
endfor
Hermite = sprintf("0(x)"); % String do polinomio de Hermite
for i = 1:n
Hermite = sprintf ("/s+H(%i)", Hermite, 1i);

for j = 2:1

Hermite = sprintf("Ys.*(x-z(%i-1))", Hermite, j);
endfor

endfor

Hermite = str2func(Hermite); % Converte string para funcao
y = Hermite(a);

endfunction

% Exemplo 1, Burden, p. 151

[1.3; 1.6; 1.9]

[0.620086; 0.4554022; 0.2818186]

dfdx = [-0.5220232; -0.5698959; -0.5811571]

el
Il

=)
Il

H = HermiteFit(x, f, dfdx)
HermiteVal(H,x,1.5)

% Construcao do grafico
xx = linspace(1.2,2,200); % Vetor com 200 pontos espacados em [1.2,2]

yy = HermiteVal (H,x,xx); % Avalia o Polinomio de Hermite no vetor xx

figure; J Abre a figura

plot(x,f, ".r", "MarkerSize", 25); 7 plot dos pontos de interpolacao
hold on; 7% Mantem o grafico aberto

plot(xx,yy, "LineWidth", 3); % plot do ajuste via polinomio de Hermite
hold off;

Codigo B.4: Interpolacao de Hermite usando diferengas divididas (com um exemplo).
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INTERPOLAGAO POR SPLINE CUBICO

% Universidade Federal de Uberlandia

% Faculdade de Matematica

% Data: 16/11/23

% Autores: Heitor Pereira e Rafael Figueiredo

% Interpolacao Polinomial: Splines Naturais

% Algoritmo baseado em:

% Burden et. al, Analise Numerica, 10a Ed. (2017)
% Pagina 164, Algoritmo 3.4

clear all; 7 Limpa a memoria

clc; % Limpa a tela

function s NaturalSpline(x,a,pts)

% s: valores avaliados na Spline cubica natural nos pontos pts

% (x_i,a_i=f(x_i)): pontos utilizados na interpolacao

% pts: pontos a serem avaliados no ajuste via Spline
%h S(x) = S_j(x) = a_j + b_j*x(x-x_j) + c_j*(x-x_j)~2 + d_j*(x-x_j)"3,
hpara x_j <= x <= x_{j+1%}

% Satisfazendo S"(x_0)=S"(x_n) = 0

n = length(x)-1; % Numero de pontos da interpolacao menos 1

% Passo 1

for i = 1:n
h(i) = x(i+1)-x(i);
endfor
% Passo 2
for i = 2:n

alpha(i) = 3*(a(i+1)-a(i))/h(i) - 3*(a(i)-a(i-1))/h(i-1);

endfor

% Passos 3,4,5 e parte do 6 resolvem um sistema linear tridiagonal,
%usando
% o metodo descrito no algoritmo 6.7, pg. 468.

% Fatoracao de Crout para sistemas lineares tridiagonais
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% Passo
1(1)
mu (1)
z (1)

[
SO O = W

% Passo

NS

for i =
1(1)
mu (i)
z (1)

endfor

'n
2% (x(i+1) -x(i-1))-h(i-1)*mu(i-1);
h(i)/1(i);
(alpha(i)-h(i-1)*z(i-1))/1(1);

Il

% Passo 5
1(n+1) 1;
z(n+1) 0;

c(n+1) 0;

% Passo 6

for j = n:-1:1
c(j) = z(j) - mu(j)*c(j+1);
b(j) = (a(j+1)-a(j))/n(j)
d(j) = (c(j+1)-c(j))/(3*xh(j));
endfor
% Passo 7
for j = 1:n
printf (
-1,b(j),j-1,c(j),j-1,d(j));
endfor

% Avaliar os pontos pts no ajuste da spline

for i = 1:length(pts)
=1
while ( pts(i) - x(j+1) > 0 )
j++;
if ( j == n ) break; endif
endwhile
s(i,1) = a(j) + (pts(i)-x(j))*b(j) +

(pts(i)-x(j))~3 * d(j);
endfor

endfunction

- h(j)*(c(j+1)+2%c(j))/3;

’j_l’j_l’a(j)’j

(pts(i)-x(j))~2 * c(j) +
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%Exemplo: Tabela 3.18, pg. 172

x =
[0.9;1.3;1.9;2.1;2.6;3.0;3.9;4.4;4.7;5;6;7;8;9.2;10.5;11.3;11.6;12;

12.6;13;13.3]1;

y =
[1.3;1.5;1.85;2.1;2.6;2.7;2.4;2.15;2.05;2.1;2.25;,2.3;2.25;1.95;1.4;

0.9;0.7;0.6;0.5;0.4;0.25];

figure;

plot(x,y, , , 20);

hold on;

xx = linspace(min(x) ,max(x) ,100);

plot (xx,NaturalSpline(x,y,xx), ,2);

legend ({ , }, ) )

Codigo B.5: Interpolagao via spline ctibico natural (com um exemplo).

BACHARELADO EM MATEMATICA




	Lista de Figuras
	Lista de Tabelas
	Introdução
	Aproximação Polinomial
	Polinômio nominal
	Interpolação de Lagrange
	Interpolação de Newton
	Existência e unicidade do polinômio interpolador
	Análise do erro

	Polinômios de Chebyshev
	Pontos de Chebyshev

	Interpolação por Partes
	Interpolação linear por partes
	Interpolação de Hermite
	Interpolação por spline cúbico

	Análise Comparativa em um Contexto Prático
	Conclusão
	Referências Bibliográficas
	Apêndice Resultados Complementares
	Independência da ordenação de pontos (enésima diferença dividida)
	Estimação da enésima derivada através da enésima diferença dividida
	Existência e unicidade do polinômio interpolador (outras formas)
	Outros resultados

	Apêndice Algoritmos Implementados
	Interpolações clássicas
	Minimização do erro
	Outras interpolações


