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Trevilato, T. R. B. Analise do comportamento dinamico de rotores embarcados em
regimes nado-lineares sob a influéncia de incertezas paramétricas. Tese de Doutorado.

Universidade Federal de Uberlandia, 2023

RESUMO

O entendimento sobre a dindmica de maquinas rotativas, bem como a capacidade de
modelar e prever o comportamento fisico desses sistemas tem escalado rapidamente nas
ultimas décadas. As novas aplicagdes visam a otimizacdo de aumento de desempenho e
diminui¢do de custos, sem reduzir seguranca e conforto, o que tem for¢ado os sistemas
rotativos ao extremo.

Sendo assim, esta Tese de Doutorado apresenta uma investigacdo numérica e testes
experimentais sobre o comportamento ndo-linear de sistemas rotativos submetidos a
excitagdes pela base e sob a influéncia de incertezas paramétricas. Um modelo que
considera ndo-linearidades devido a grandes deslocamentos ¢ obtido a partir das equacdes
de Lagrange e do método dos Elementos Finitos, de forma a permitir vibragdes devidas
ao movimento da base do rotor. Posteriormente, o modelo deterministico foi expandido
para contemplar mancais com rigidez estocastica. A andlise numérica investigou uma
maquina rotativa composta de um eixo flexivel contendo um disco rigido sustentado por
dois mancais.

Uma bancada de testes foi construida e utilizada na valida¢do do modelo, permitindo
a comparagao do modelo matematico implementado com as medidas experimentais, onde
foram obtidas as respostas de vibragdo do rotor nos dominios do tempo e da frequéncia.
Os resultados obtidos demonstram a representatividade do modelo proposto.

Palavras Chaves: Dindmica de Rotacdo, Rotores Embarcados, Método do Elementos

Finitos, Nao-Linearidades, Incertezas Paramétricas



Trevilato, T. R. B. Analysis of the Dynamic Behavior of Onboard Rotors in Non-Linear
Regimes Under the Influence of Parametric Uncertainties. Doctoral thesis. Federal

University of Uberlandia, 2023

ABSTRACT

The understanding of rotordynamics, as well as the ability to model and predict the
physical behavior of these systems, has escalated rapidly in recent decades. The new
applications aim to optimize performance and reduce costs, without reducing safety and
comfort, which has forced rotating systems to the extreme.

Therefore, this Doctoral Thesis presents a numerical and experimental tests on the
non-linear behavior of rotating systems subjected to base excitations and under the
influence of parametric uncertainties. A model that considers nonlinearities due to large
displacements is obtained from the Lagrange equations and the Finite Element method,
in order to allow vibrations due to the motion of the rotor base. Subsequently, the
deterministic model was expanded to include bearings with stochastic stiffness.
Numerical analysis investigated a rotating machine composed of a flexible shaft
containing a hard disk supported by two bearings.

A test bench was built and used to validate the model, allowing the comparison of the
implemented mathematical model with the experimental measurements, where the rotor
vibration responses were obtained in the time and frequency domains. The results
obtained demonstrate the representativeness of the proposed model.

Keywords: Rotordynamics, Onboard Dynamics, Finite Element Method,

Nonlinearities, Parametric Uncertainties
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CAPITULO I

INTRODUCAO

1.1 Introducio e Revisiao Bibliografica
1.1.1 Contextualizacdo do Trabalho

Segundo Lalanne e Ferraris (1998), uma maquina rotativa ¢ composta por um ou mais
eixos que podem ter didmetros varidveis ao longo da direcdo longitudinal, discos de
variados diametros e espessuras e mancais alocados em diferentes posi¢des. Tais
maquinas sdo usadas na humanidade a milénios, entretanto sua aplicagdo inicial era
baseada apenas em empirismo e no chamado “tentativa e erro”, sendo que o primeiro
estudo com rigor cientifico em dinamica de rotagdo foi realizado por volta de 140 anos
atras (ISHIDA e YAMAMOTO; 2012).

O marco inicial desses estudos ¢ considerado o trabalho pioneiro de W. J. Macquorn
Rankine (RANKINE, 1869), mesmo esse apresentando uma conclusdo errada e corrigida
posteriormente por outras pesquisas, como Dunkerley (1894), o primeiro pesquisador que
usou o termo “velocidade critica” para se referir a velocidade de na qual o rotor entra em
ressonancia, e Jeffcott (1919), que propds fundamentos simplificados para o estudo de
dinamica de rotagao.

Rotores em base fixa foram extensivamente estudados, sendo seu comportamento
dinamico ¢ bem estabelecido (LALANNE e FERRARIS; 1998), entretanto, uma vasta
gama de aplicagdes apresenta deslocamento imposto pela base, como motores de avides.
No entanto, o nlimero de trabalhos que abordam essa area especifica ¢ consideravelmente
reduzido, como destaca Rangavajhala, Tiwari e Kannababu (2018).

Contudo, pode-se destacar o trabalho de Subbiah et al. (1985) que estudaram a
resposta do rotor em que a base estd sujeita a excitagdo de um ruido branco através de
uma abordagem modal. Kim, Yang e Lin (1986) analisaram a resposta de vibra¢do de
uma maquina rotativa com eixo flexivel submetida a aceleragdes aleatdrias (sismicas) na

sua base. Ja Berlioz e Ferrarris (1986) estudaram o efeito que uma base flexivel tem sobre



a modelagem do rotor e sobre o diagrama de Campbell da maquina rotativa considerada,
enquanto Ganessan e Sankar estudaram, em dois trabalhos (1993-a e 1993-b), o
comportamento dindmico de rotores excitados pela base através do método das multiplas
escalas.

Bonello e Brennan (2001) estudaram modelos de rotores de base flexivel usando
técnicas de impedancia mecanica. A analise experimental de rotores excitados pela base
também foi realizada no trabalho de Driot; Lamarque e Berlioz (2006).

Han e Chu (2014) estudaram o comportamento dindmico de um sistema de
engrenagens com excitacdes aplicadas na base. O modelo proposto pelos autores
considera 3 movimentos de rotacdo da base (rolling, pitching e yawing). Foi utilizado um
método numérico para obter as respostas laterais e torcionais do sistema de engrenagens.
O estudo mostrou que o movimento de rolling apresentou maior influéncia no
comportamento dindmico do sistema, enquanto os outros dois tipos de movimento
(pitching e yawing) tiveram um efeito diminuto.

Liu et al. (2016) investigaram a influéncia da excitacdo pela base nas forcas de
sustentacdo geradas em um mancal hidrodindmico. O modelo de elementos finitos do
rotor levou em conta um eixo flexivel, um disco rigido e dois mancais hidrodinamicos,
em que ¢ considerada a velocidade da base. A influéncia da amplitude e frequéncia do
movimento da base no comportamento dinamico do sistema foi investigada e os autores
mostraram que a velocidade da base ndo deve ser ignorada em alguns casos para
determinar as forcas de sustentacdo geradas nos mancais.

No contexto do Laboratorio de Mecanica de Estruturas “José Eduardo Tannts Reis”
(LMEst), onde o trabalho foi realizado, € preciso destacar os trabalhos desenvolvidos no
contexto de maquinas rotativas embarcadas. abordados no ambito de dinamica de rotagao.
Sousa Jr (2017) investigou, numericamente, o comportamento dindmico de uma maquina
rotativa composta por um eixo horizontal flexivel contendo dois discos e apoiada em suas
extremidades do sistema rotativo quando submetida a uma excitagdo pela base,
comparando as diferengas nas respostas para a base fixa e em movimento. Posteriormente,
uma maquina rotativa composta por um eixo horizontal flexivel apoiada em suas
extremidades e um disco rigido foi utilizada na validacdo experimental do modelo
adotado.

Del Claro (2020) desenvolveu dois modelos de rotor embarcado de material

composito: um baseado na Teoria Cléssica de Vigas e outro na Teoria Unificada. Trés



bancadas de testes experimentais foram e utilizadas na validagdo destas metodologias,

permitindo uma boa representacdo do comportamento dindmico dos rotores.

1.1.2 Nao-linearidades Geométricas

Na natureza a regra, na verdade, ¢ o comportamento ndo linear, sendo o
comportamento linear ndo uma exce¢do exatamente, mas sim uma simplificacdo que ¢
feita para facilitar o estudo e a compreensdo da natureza, uma vez que tentar compreendé-
la em sua plenitude ¢ uma tarefa colossal e talvez impossivel. Entao essas simplificagdes,
essas hipdteses linearizadoras, sdo ndo s6 importantes, mas necessarias para a
compreensao e posterior aplicacdo na mudanca da natureza ao redor do ser humano.

Ainda assim, um modelo criado a partir dessas hipdteses precisa ser representativo
acerca dos fendmenos estudados. Para muitos casos, esse modelo linear cumpre esse
papel, entretanto, em outros casos, algumas das hipoteses tradicionalmente usadas (que
linearizam o modelo) ndo sdo mais respeitadas. Tais casos tém se tornado cada vez mais
comum no atual cenario das pesquisas cientificas que estdo tentando atender a demanda
da sociedade por sistemas mais eficientes e seguros mantendo niveis aceitaveis de
conforto e custo. Entdo ndo € surpresa que esses requisitos forcem que modelos nio-
lineares sejam estudados e utilizados.

Um cuidado especial deve ser tomado na analise de modelos ndo-lineares, pois nao-
linearidades tem potencial para gerar um comportamento dindmico bastante diferentes
das esperadas em sistemas lineares (Savi, 2004; Gerges, 2013), podendo até mesmo
apresentar comportamento caodtico (Purcina, 2016).

As fontes de ndo-linearidades podem ser de natureza local ou global, sendo
normalmente dependentes do comportamento do material, da natureza das deformagdes
e das condig¢des de contorno (Worden e Tomlinson, 2001). No tocante ao comportamento
do material a forma mais basica de um comportamento nao linear se d4 quando a tensao
ndo ¢ mais linearmente proporcional a deformagdo, outro caso ¢ quando a resposta ao
carregamento ¢ diferente da resposta ao descarregamento (Zienkiewicz e Taylor, 2000).
Um caso comum de ndo-linearidade devido a natureza do carregamento € o caso de
grandes deslocamentos, que sdo de interesse desse trabalho, na qual os carregamentos que
a estrutura ¢ sujeita induzem rotagdes que ndo sdo mais tdo pequenas, como ¢ preconizado

pela teoria da elasticidade linear, mas agora moderados (Zienkiewicz e Taylor, 2000).



E importante destacar que quando o modelo adotado possui no-linearidades, as
equagdes diferenciais que o constituem também sdo nao-lineares, que por si sO ja impacta
nos varios métodos que podem ser adotadas para a resolucio dessas equagdes, sejam eles
métodos analiticos ou numéricos. Nesse caso, ndo € mais possivel utilizar métodos
baseados no principio da superposicao, sendo necessario aplicar métodos especificos para
lidar com sistemas ndo lineares, como por exemplo, o balango harmdnico, utilizado
quando se deseja tratar o problema no dominio da frequéncia.

Para atender os requisitos desse cendrio, eixos cada vez mais esbeltos e operando em
maiores velocidades de rotacdo sdo cada vez mais utilizados, de tal forma que os
fendmenos que merecem destaques nesse cenario sao os de carater nao-linear. Portanto,
torna-se importante a busca por técnicas de modelagem de eixos esbeltos de interesse
industrial sujeitas a perturbacdes mecanicas que levam ao surgimento de grandes
deslocamentos e rotacdes moderadas.

Quando se trabalha no dominio do tempo muitas vezes ¢ necessario utilizar métodos
de integragdo numérica das equacdes do movimento adaptadas para resolver o problema
ndo-linear. Neste trabalho serd usado um método de Newmark modificado.

No contexto de rotores embarcados pode-se destacar o trabalho de Dakel, Baguet e
Dufour (2014) que investigaram o comportamento dindmico ndo-linear de um rotor
embarcado com mancais hidrodindmicos. Os autores propuseram um modelo de
elementos finitos, com diferentes geometrias do eixo e do disco (simétrico ou
assimétrico). O modelo possui 6 graus de liberdade (3 translagdes e 3 rotagdes) e
considera o comportamento nao-linear do filme de 6leo do mancal. Foi utilizado um
integrador de Newmark para resolver as equagdes do movimento que sdo dependentes do
tempo.

Lei e Yushu (2014) apresentaram a simula¢do dindmica de um sistema rotativo nao-
linear considerando como excitacdo uma manobra de voo conhecida como Herbst. Uma
abordagem de controle de vibragdo foi incorporada ao sistema. Os resultados forneceram
uma melhor compreensdo do efeito da manobra sobre o comportamento dindmico do

rotor.

1.1.3 Incertezas Paramétricas

Um aspecto importante durante a fase de concepcdo do projeto de estruturas

dindmicas em grandes deslocamentos ¢ a consideracdo de incertezas nos parametros de



projeto. Na maioria das vezes, estruturas complexas exigem que seja considerado na
modelagem o carater incerto das informagdes obtidas dos ensaios experimentais. Isto
evita a realizag@o de varios experimentos para se determinar os limites de uma abordagem
deterministica de estruturas ndo-lineares. Para contornar esse problema pode-se utilizar
um método de programacdo de incertezas paramétricas, como o método dos elementos
finitos estocasticos, na tentativa de responder as diferentes exigéncias dos projetos.

Todo sistema dindmico sofre com a presenga de incertezas provenientes das mais
diversas fontes, sejam elas devidas a simplificagdes e aproximacdes realizadas na
formulagdo do modelo usado para representar o sistema, ou devidas a variagdes nos
parametros usados no sistema. Assim, ¢ de grande valor um modelo que leve em conta
algumas dessas incertezas, melhorando sua capacidade de representar o sistema que se
deseja analisar.

Nesse ambito, e em conjunto com o estudo de rotores, tem-se o trabalho de Lara-
Molina et. al. (2019) que realizaram um estudo de sensibilidade de um rotor flexivel a
determinados parametros incertos, em especial, o impacto sobre Orbitas e o diagrama de
Campbell. Nessa mesma direcdo, também pode-se destacar o trabalho de Barbosa et. al.
(2020) que também realizaram uma analise de sensibilidade, mas sobre um rotor flexivel
de material compoésito modelado pela Teoria Simplificada de Viga Homogeneizada.

Nos tltimos anos a area de analise de incertezas tem recebido uma maior atengao da
comunidade cientifica e grandes desenvolvimentos estdo em curso, especialmente para a
dinamica de sistemas rotativos, sendo a simulacao de Monte Carlo (MC) o método mais
utilizado. A simulagdo de MC ¢ um método de amostragem que pode gerar amostras
independentes de variaveis aleatdrias, com base em suas distribui¢des de probabilidade,
e resolver o problema deterministico para cada realizacdo. Através da coleta de um
conjunto de solugdes, os momentos estatisticos podem ser calculados (SOBOL, 1994).

Embora facil de aplicar, ¢ necessdrio um grande nimero de amostras para obter
convergéncia, o que significa altos custos computacionais. H4 também os métodos nao
amostrais como o Método de Perturbacdo (KLEIBER e HIEN, 1992), Expansao de
Neumann (ZHU ET AL., 1992), Caos Polinomial (GHANEM e SPANOS, 1991), método
de Galerkin estocastico (LE MAITRE e KNIO, 2010) entre outros (MACHADO, 2016).
Outro método amplamente utilizado ¢ a expansdo de Karhunen-Loéve (KL). A expansdo
de KL pode ser usada para discretizar o campo aleatorio representando-o por variaveis

aleatérias ortogonais e fungdes deterministicas continuas (GHANEM e SPANOS, 1991).



Pelo exposto nesta se¢do, fica claro que a compreensdo das incertezas em sistemas
embarcados sujeitos a efeitos lineares tem sido objeto de intensa investigagao cientifica.
No entanto, apesar dos avangos significativos nessa area, uma lacuna notavel ainda
persiste na literatura académica: a falta de pesquisa especifica sobre incertezas quando
expostas a efeitos ndo-lineares limita nossa compreensdo das complexas interagdes entre
incertezas e nao-linearidades, essenciais para uma modelagem precisa e confiavel de
sistemas reais. Portanto, ¢ essencial preencher essa lacuna na literatura cientifica,
investigando mais profundamente as implicagdes das incertezas em contextos nao-
lineares e desenvolvendo abordagens robustas e eficazes para lidar com esses desafios.

Para esse fim, o modelo aplicado utiliza Expansdo de Karhunen-Loéve (KL) para
representar o campo aleatorio, sendo que as tiragens das amostras sdo feitas através do
método do Hiper-Cubo Latino. Neste trabalho foi escolhida a expansdo de KL devido as

suas principais propriedades:

* Nao acumulagdo dos autovalores em torno de valores que ndo sejam zero, assim
¢ possivel ordena-los de forma de séries decrescente convergindo para zero;

* A base das autofungdes de covariancia ¢ 6tima, no sentido que o erro quadratico
médio resultante do truncamento apds o M-ésimo termo ¢ minimizado;

* Devido a ortonormalidade das autofungdes, pode-se obter uma forma fechada para
cada variavel aleatéria da série;

* A expansdo de Karhunen-Loeve sempre sub-representa a variancia real do campo.

1.2 Objetivos do Trabalho

O objetivo geral da tese ¢ analisar os efeitos de ndo-linearidades geométricas no
comportamento dindmico de uma maquina rotativa embarcada na presenca de incertezas.
O que levanta a questdo de porqué estudar rotores embarcados sobre a influéncia desses
dois fenomenos: ndo-linearidades geométricas e incertezas. A resposta mais simples é:
para rotores embarcados, quando as condigdes de uso tornam um desses fendmenos
relevante, geralmente torna o outro fendémeno relevante também.

Tome-se por exemplo uma aeronave ao realizar uma manobra na qual os rotores nela

embarcados sdo expostos a esforcos que podem levé-los a operar em um regime nao-
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linear, bem como a incertezas em parametros da sua operagdo, em especial se a aeronave
estd em operagdo a um longo tempo.

Posto isso, o sistema que serd estudado possui um eixo flexivel suportado por
mancais de rolamento. Para realizar a analise, um modelo de Elementos Finitos do rotor
foi construido. A formulacao dos esfor¢os dindmicos decorrentes da excitacdo aplicada
no rotor, e que configuram o sistema como sendo embarcado, segue as equagdes
apresentadas no trabalho de Kapitaniak et. al. (2018).

As ndo-linearidades sdo introduzidas pelo relaxamento de uma das hipdteses
comumente realizada: os deslocamentos transversais do eixo ndo sdo mais considerados
pequenos (mas ainda dentro do regime eldstico do material). A introdugdo dessas nao-
linearidades e resolugdo das equacdes do movimento resultante, através de elementos
finitos, utiliza a abordagem proposta por Zienkiewicz (2000). Por fim, incertezas nas
rigidezes dos mancais sdo introduzidas onde o campo aleatério € discretizado utilizando
o método de expansdo de Karhunen-Loéve e, assim, gerando envelopes para os resultados
no dominio do tempo.

Assim, a tese de doutorado defendida ¢ a proposicdo de um modelo de rotor
embarcado que considera as ndo-linearidades decorrentes de grandes deslocamentos, bem
como as incertezas paramétricas nas rigidezes dos mancais que podem afetar o seu
desempenho. O modelo proposto foi validado experimentalmente, o que comprova a sua
eficacia e confiabilidade em situagdes reais. Com essa contribuicdo, espera-se avangar no
conhecimento e desenvolvimento de sistemas de rotor embarcado mais precisos e

robustos, capazes de enfrentar desafios complexos em diversas aplicagdes industriais.

1.3 Estrutura do Trabalho

Esta tese estd organizada em seis capitulos, a comegar por esse primeiro capitulo que
apresenta uma introdugao histérica e contextualizacdo do problema, além dos objetivos
apresentados.

No Capitulo II o modelo matematico de rotor embarcado com ndo-linearidades
geométricas ¢ apresentado. A formulacdo matematica do rotor embarcado se dé através
das equacdes de Lagrange sendo que a ndo-linearidade advém da segunda parcela do
tensor de Green-Lagrange. Finalmente a equacdo do movimento, modelada em elementos

finitos, ¢ apresentada.
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A extensdo da modelagem deterministica para o caso estocastico ¢ apresentada no
Capitulo III. O interesse ¢ obter uma modelagem que permita o projeto e andlise do
sistema dindmico ndo-linear na presenca de incertezas paramétricas.

O Capitulo IV mostra os resultados numéricos obtidos, tanto para casos nao-lineares
deterministicos e estocasticos. O Capitulo V apresenta a validagdo experimental dos
resultados numéricos.

Finalmente, no Capitulo VI sdo apresentadas as conclusdes gerais perspectivas para

trabalhos futuros.



CAPITULO 11

MODELO MATEMATICO

Este capitulo apresenta a formulagdo matematica do modelo de elementos finitos
estocastico do rotor embarcado sob ndo-linearidades geométricas. Para tal, serdo
utilizadas as equagdes de Lagrange para obter as equagdes diferenciais que representam

o comportamento do rotor embarcado.

2.1 Modelo Matematico de Rotores Embarcados com Nao-Linearidades

Geométricas
2.1.1 Dinamica de Rotores Embarcados

Tomando como referéncia a representacdo esquemadtica de um rotor embarcado

mostrada na Fig. 2.1 na qual trés eixos de referéncia sdo utilizados (DUCHEMIN;

BERLIOZ; FERRARI, 2006), Ro(xo,yo,zo) ¢ o sistema de coordenadas inercial,

R, (xs, ys,zs) ¢ o referencial movel fixo na base do rotor e R, (x, y,z) o sistema de

referéncia movel fixo ao disco.

Neste caso, ¥, 6 e ¢ descrevem o movimento do referencial R em relagdo ao
sistema de coordenadas R, . Para se obter a orientagio de R inicialmente tem-se uma
rotagdo y em torno de Z,, em que se chega ao referencial intermediario R, (xl, V7 ) ; uma
subsequente rotacdo f, agora em torno de X;, leva a outro referencial intermediério

R, (xz, V2, ); por fim, uma rotagdo ¢ ¢ realizada em torno de y’, sendo que y//y., como

apresenta a Fig. 2.2, sendo €2 a velocidade de rotagdo do rotor e ¢ = Q.
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Ro
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Figura 2.1 — Representagdo Esquematica de um rotor embarcado (DUCHEMIN,
2003).

A partir das transformagdes mostradas, a velocidade instantanea de rota¢ao do sistema

de coordenadas R com relagdo a R, ¢ dada pela Eq. (2.1).

0 0 0 6 cos(¢)—y cos Osin ¢
QF =10t +40F +44F = $+yrsin @ (2.1)
v, 0 . 0J, O'sin ¢ +yr cos 0 cos ¢

onde [ * ] indica a derivada temporal da variavel [ ].

X1

X

Figura 2.2 — Transformagio de coordenadas do referencial R, ao referencial R

(LALANNE; FERRARIS, 1998).



11

Novamente ¢ preciso uma sequéncia de rotagcdes para obter-se a orientagdo do

referencial R, a partir de R, partindo de uma rotagiio o em torno de Z,, que resulta no

sistema de coordenadas R, (x3 s Va5 23 ) ; seguida de uma rotacdo S em torno da nova direcdo

X;, levando ao referencial R, (x4, y4,z4); por fim uma rotagdo de y em relag@o ao eixo
y, sendo que y // ys.
Assim sendo, a velocidade angular do sistema de coordenadas R, com relagdo a R,

¢ dada pela Eq. (2.2).

0 Yij 0 [ cosy —cicos Bsiny a,
QF =20F +{0F +4{yt = 7 +asin B =1p (2.2)
al, |0 " 0 R Fsiny +acos fcosy " 7, R
zs 20

X3

Xs

Figura 2.3 — Transformagdo de coordenadas do referencial R, ao referencial R, .

Consequentemente, o vetor que define a velocidade angular do referencial R em

relagio a R, ¢ dado pela Eq. (2.3).
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a, 0 0 0
QP =0p =Qp =1 +{0p +{0p +34p =
7}S Ry l// Ry 0 Ry O R

(0’55 cosy + B, sinw+9‘)cos¢—((dy siny — 3, cosy/)sin9+(7}3, +y))cos€)sin¢
—(dssiny/—ﬁscosw)cosﬁ+(7s+l/))sin0+¢ =

(ds cosy + f3, siny + 6’) sin¢+((0’cs siny — f3, cosw)sin0+(7?‘Y +y7)cos «9)c0s¢

(2.3)

A posicdo da base do rotor (vetor OA ; Fig. 1) em relagdo ao referencial R, ¢ definida
pelas coordenadas X,, V, e Z,, como mostra a Eq. (2.4). As coordenadas X, Y e Z

descrevem a posic¢io deste mesmo vetor em relagio ao referencial R, .

X, X
OA= Yo Y =
Zy )y, VA R

2.4
(x,cosa+y, sina)cosy—[zA cos B+(x,sina—y, cosa)sinﬁ]sin;/ @4

z,sin f—(x,sina -y, cosa)cos B

(x,cosa+y, sina)sin;/Jr[zA cos B+(x,sina—y, cosa)sinﬁ]cosy
Rs
A posigdo do ponto C (vetor AC ; Fig. 2.1) em relagdo ao referencial R, é definido

pela Eq. (2.5). A Eq. (2.6) descreve o vetor OC em relagio ao referencial R, .

B u(y,r)
AC=1 (2.5)

w(y,t) R
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X+u(y,t)
OC=04+AC={ Y+y (2.6)
Z+w(y,t)

Ry

Os deslocamentos u e w sdo varidveis, enquanto y € constante, sendo a vibracao lateral
no ponto C descrita pelas translagdes dos eixos u e w das diregdes xs € zs, respectivamente,
enquanto as rotagdes ao longo do eixo em torno dessas mesmas dire¢des sdo dadas por 6

€ y, respectivamente.
2.1.2  Energia Cinética do disco

O disco ¢ assumido rigido e, portanto, ¢ caracterizado apenas pela sua energia

cinética, I}, que ¢ obtida a partir da Eq. (2.7).
—_— 2 —_— —_—
T, =%mD (V R‘) +%Q§°IDQ§' 2.7)

onde M, ¢ amassa do disco.

A Eq.(2.8) apresenta a velocidade Vti de translagdo do disco expressa em R, com

—R
relagioa R, Qr’ éo vetor de velocidade angular (Eq. (2.3)) e I}, é o tensor de momentos

de inércia de massa (Eq. (2.9)).

VCRO: aoc + doc¢ +ﬁ§§x(O—C) =
ai [, |, i
X+i+B(Z+w)-7,(Y+) i (2.8)

=1 Y4y, (X+u)-a,(Z+w) | =179
Z+w+a, (Y+y)-B, (X +u)

S RS

(2.9)
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onde 1, , I, y € I, sio os momentos de inércia da massa do disco associados com as

diregdes x, y e z, respectivamente (referencial R ; Fig. 2.1). J4 @, ®, ¢ @, sdo as

velocidades angulares definidas na Eq. (2.3).
2.1.3 Energia Cinética da Massa de Desbalanceamento

Tomando como referéncia a Fig. 2.4 que apresenta a massa de desbalanceamento m,
localizada no ponto D a uma distancia d a partir do centro geométrico do eixo na posi¢ao

C, a expressao da energia cinética para a massa desbalanceada m, ¢ dada por:

T =%mu (Von )2 2.10)

onde V:f ¢ a velocidade de translagio do ponto D expressa em R em relagdo ao

referencial R, (Fig. 2.4), dada por:

17;§°= aop + aop +ﬁ§fx(55) =
s dt dt . R,

X +u+dQcosQt+ B, (Z+w+dQeosQt) -y (Y+y)| (211

s

=1 Y47, (X +u+dQsinQt)—a, (Z+w+dQcosQ)
Z +v—dQsinQr+a, (Y +y)=f, (X +u—dQsin Q) |

s

Zs
mU A
D
Ot
d
w
C
Xs€
5 u A

Figura 2.4 — Massa de desbalanceamento (SOUSA, 2017).
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Neste caso, a posi¢ao do ponto D (vetor 55) em relagdo ao referencial R ¢ definida

pela Eq. (2.12).

X +u(y,t)+dcosQt
OD =0C + CD= Y+y (2.12)
Z+w(y,t)+dsinQr |

2.1.4 Energia Cinética do Eixo

A expressdo da energia cinética para o eixo ¢ dada por:
_ 1 Loy .2 1 L 2 2 2
T, = EpS_[O (uE +Vv; + wE)dy+Ep_[0 [Ixa)y +1,0, +1,0; ]dy (2.13)

As velocidades de translagdo u,, v, € W, sdo derivadas a partir de uma formulagao
semelhante a apresentada na Eq. (2.8) em relagdo a qualquer posi¢do y ao longo do eixo
(veja a Fig. 2.1). Enquanto, / , I, e I, sdo os momentos de inércia de area do eixo de

acordo com as direcgdes x, y € z, respectivamente; p € a densidade do material, S ¢ a area

da secc¢do transversal do eixo e L ¢ o comprimento do eixo.
2.1.5 Energia Potencial do Eixo

Para o céalculo da energia potencial (de deformagao) U do eixo ha de se destacar que
essa ndo ¢ modificada pelo movimento da base do rotor (DUCHEMIN, 2003), ja que a
deformacdo do eixo depende apenas das restri¢des adotadas (nesse caso, impostas através
dos mancais).

Assim sendo, para formulacdo da energia de deformacao ¢ necessario, inicialmente,

descrever o campo de deslocamento, dado pela Eq. (2.14):

0
ue uO(yet) a a
d={v b=y 0 l4]xZe_ T (2.14)
a oy
We WO(yat)
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onde u., v. € we sdo os deslocamentos nas diregdes x, y e z, respectivamente, enquanto
e w, sdo deslocamentos da linha média do eixo nas dire¢des x € z, respectivamente. Para

determinar o campo de deformagdes € preciso aplicar o campo de deslocamentos ao tensor

de Green-Lagrange, dado por:
e(it) ==(Vi+ Vi )+ 2 Vava’ (2.15)
2 2

onde V. ¢ o operador gradiente. Quando se trabalha com pequenos deslocamentos o

termo com a multiplicagdo dos gradientes, ou seja, I/Z(VuVuT) ¢ desprezivel,

entretanto, quando se trabalha com grandes deslocamentos esse termo ndo pode ser
totalmente desprezado, como serd mostrado adiante. Assim, as seis componentes

cartesianas do tensor de Green-Lagrange sdo dadas por:

(Gujz (8\/]2 (GWT
X X
ov 1|(ou ’ ov ? ow >

e =—+—|| — | +|— | +| —

Yooy 2\ oy dy dy
ow 1 (éujz [6\/)2 (ijz

e,=—+—||—| +| —| +| —
oz 2|\ oz 0z 0z (2.16)

1{ou Ov Ouodu Ovov oOwow
| —F—t——————
20y Ox Ox0dy OxoOy Ox 8y]
1{ou Oow Oudu Ovov Owow
e —t—t
¥ 200z ox oxoOz Oxo0z oOx azj
1{ov ow oOudu oOvov oOwow
- —
200z 0y 0Oy 0z 0Oyoz Oy 82)

_ Ou

1
e)oc - ~
ox 2

>y

Aqui ¢ assumido que a secdo transversal do eixo ndo se altera durante a deformagao
e, portanto e, =0, e_=0 e e_=0.Note que a substituir da Eq. (2.15) na Eq. (2.16) resulta
em uma grande quantidade de termos, felizmente, varios desses termos podem ser

desprezados, como demostrado por Kapitaniak et. al. (2020). Assim, o campo de

deformagdes, apenas com os termos restantes, fica:
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_ _ - 2.2 - 2.2 - 2 - 2
€, =Wy, Z uo,yyx+2 033y 2 +2u0,yy X +2w0,y +2u0,y
€y = Uy, Wysyy, ZH Uy, Upsy, X (2.17)

€, =Wys, Wosy, ZF Wy, Ups X

ou na forma matricial;

€y “Wooyy Uy 0 0
e=qe, =29 0 p+xq 0 pHzqUp, Wesyy (X Uy, Ugsy, (F e
eyz 0 0 wO’y WO’yy WO’y uO’yy
(2.18)
2 2 2+ 2
Woayy uoayy Woay uo:y
2 2
et —2z 0 +—Xx 0 t+— 0
2 2
0 0 0

onde (-),y=6(-)/6y.

Agora, pode-se obter a energia potencial elastica do sistema, que para materiais

isotropicos pode ser dada por:
1 2 2 2
U= [(Ee,’+G(e, +e.) v (2.19)

onde E e G sdo o mddulo de elasticidade e de cisalhamento, respectivamente.
2.1.6 Trabalho Virtual das Forcas de Sustentagdo dos Mancais

Os mancais sdo representados por coeficientes de rigidez e amortecimento (k e c,

respectivamente), introduzidos nas equagdes do movimento do rotor embarcado

(referencial R ) a partir do trabalho virtual das forcas de sustentagdo que atuam no eixo.

k_ e k_) e amortecimento (d_, d_,

xx 2

A disposicao dos coeficientes de rigidez (k_, k

d_ e d_) entre o mancal e o eixo ¢ ilustrada pela Fig. 2.5
O trabalho virtual das for¢as que atuam sobre o eixo ¢ apresentado na Eq. (2.20), que

estd associado as dire¢des x, € z,.
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oW =F, ou+F, ow (2.20)

mu

As forgas de sustentacdo dos mancais F, e [ sao dadas pela Eq. (2.21).

mw

AR M
- - , 2.21)
FmW kZX kZZ W dzx dZZ W

Figura 2.5 — Coeficientes de rigidez e amortecimento dos mancais (Adaptado de:
CAVALINI Jr, 2013).
2.2 Formulacio de Elementos Finitos
2.2.1 Incorporacdo do Disco a Formulagdo de Elementos Finitos
A Fig. 2.6 apresenta um diagrama do disco rigido, modelado considerando apenas sua
energia cinética, conforme mostra a Eq. (2.7). Isso significa que as matrizes ligadas ao

disco sdo aplicadas a um n6 em particular do modelo de elementos finitos do eixo. O

vetor de coordenadas generalizadas (,, associado ao disco ¢ apresentado na Eq. (2.22).

a,=[u w 0 y] (2.22)
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w 0 \
X

Y

v

Figura 2.6 — Representagdo do elemento de disco (Adaptado de: CAVALINI Jr,
2013).

Assim, aplicando as equagdes de Lagrange em relagcdo ao vetor de coordenadas

generalizadas (,,, considerando a velocidade de rotagdo constante ,chega-se a:

d aT aT . * . * *
G S w03 ) K, 22

onde M, e D, sdo as matrizes classicas de massa e de efeito giroscopico do disco. As

. * * ~ . . *
matrizes D, e K, estdo relacionadas com o movimento da base, bem como o vetor F,,.

Estas matrizes e vetores sdo apresentados a seguir.

my 0 0 0
o om0 0
M, = (2.24)
0 0 I,
0 0 0 I

(2.25)

S O O O




0 2mp 0
D - “2mpyB 0 0 0
b 0 0 0 2ﬂS1Dm _:B.ylby
L 0 0 _2ﬂv1Dzn+Bv1Dy 0 .
-y (724 B) my(ag,+ ) 0
o (o7t B) my(a+B) 0
S 0 (Lp =10, ) (7 =B )+ 1,8
I 0 0 ( +ﬂ )( Dy~ m)

.|\ mp|Z-2p X +20 Y (B -a7,) X +(4,
on(@ =B ) =107, (B,+Q)
I, (7, =68, )~ 1p,6,(B.+Q)

onde I, =(1, +1,)/2.

2.2.2 Formulagdo das Matrizes de Elementos Finitos do Eixo

m, [X—275Y+2,BSZ'—(73 +,Bf)X+(dS,BS —73)(Y+y)+(/?'s +;?Sds)ZJ_
B )Y +9)-(B +al)Z]

20

(2.26)

0
0

Ipa g, +(-a.7,+B. )1,

(Tow =1, (65 =B )+ 1,82

(2.27)

(2.28)

O modelo de Elementos Finitos (EF) do eixo considera a segdo transversal circular e

diametro constante, conforme mostra o elemento finito de comprimento L apresentado na

Fig. 2.7. O elemento finito do eixo possui dois nos, sendo que cada nd possui quatro graus

de liberdade, sendo dois deslocamentos e duas rotagdes (deslocamentos ui, 12, wi € wo; e

rotagdes 01, 62, y1 € yn).

O vetor de deslocamentos nodais do eixo ¢ dado por:

T
qE:[ul w0 you, w0, ‘//2]

(2.29)
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O vetor q, pode ser representado da seguinte forma:

qu:[ul w6 %]T
(2.20)

qw:[u2 w, 0, ‘//Z]T

Zs
W1 Wa
b b,
U—> s

Xg i Uz

Figura 2.7 — Graus de liberdade associados ao elemento finito do eixo (Adaptado de:

CAVALINI Jr, 2013).

A partir das relagdes apresentadas na Eq. (2.30) € possivel construir o elemento finito

do eixo.

u= Nu (y)qu
(2.31)

w=N,(y)q,

onde os vetores N, e N, correspondem as fungdes de forma de um elemento de viga em

flexao apresentado por Zienkiewicz (1979).

3y° 2y 2y Y 3y 2yt )y
N (y)=|1-2-+2—; —p+—t;, - 2
u(y) |: L2 L3 y L L2 L2 L3 L L2

(2.32)

L 2 P L P

2 3 3 3 2 23 2 3
Nw(y){_izﬂ%; 2 Yy
L L
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Aplicando a Eq. (2.32) na energia cinética do eixo (Eq. (2.13)) e substituindo as

equacdes resultantes nas equagdes de Lagrange, obtém-se a seguinte relagio:

d|oT, | of, .. . .
- _E __E:MEqE+DEqE+KEqE_FE (2.33)
dt\ 0q, ) 0q,

As matrizes M, D, e K, o vetor F, sdo dados por:

M, =pSM, +pIl M, (2.34)
D, =2p(4.5D,-1,0D, | (2.35)
K, =pS(K,+ 3D +7,aK,)+pl, [K3 (B +7.0,)M,+28,(8, +Q)M2J (2.36)

F=pS| X +28.2-27,7 +(f,+7,6,)2+(6,f, -7, )V ~(7+ ) X |V;..
72420 -2p X 4(67,~ B )X +(d, +7,p) Y ~(6 + ) 2]V,
-3V (i, 47,6V

+pl, {(aﬂ =7 ) Ve +(d, +7.8.) Ve -2(B.+ Q) (Vs + 7.V, )}

(2.37)

As matrizes M|, M,, M,, D, D,, K|, K, e K,, eos vetores V,, V,, V,, V,, Ve

V, sdo dados por:

156 0 0 -22L 54 0 0 13L]
156 22L 0 0 54 -13L 0
Aar* 0 0 13L =3I} 0

L A -13L 0 0 3L
M=o 156 0 0 22L (2.38)

SIM. 156 -22L 0

4 0

417



0 0 -3L
36 3L 0
4 0
41°
SIM.
36 3L 0
0 0 -3L
0 —4I°
0
SIM.
156 2L
0 0
0
ANTISIM.
36 3L
0 0
0
ANTISIM.

36 0 0 -3L]
0 -36 3L 0
0 13 -I* 0
3L 0 0 -I
36 0 0 3L
36 3L 0
4 0
AL |
0 -36 3L 0 ]
36 0 0 3L
3L00 0 I
0 3L I* 0
0 36 -3L
0 0 3L
0 —4I
O .
0 0 54 -13L
2L 54 0 0
41 -13L 0 0
0 0 -13L 3I
0 156 -22L
0 0
0
0 0 -36 3L 0
3L 36 0 0 3L
a2 3L 0 0 -I
0 0 3L L' 0
0 36 -3L 0
0 0 -3L
0 4L

0
—33L
=317

0
0
22L
41
0

23

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)



[-156c, 0
-156c, -22Lc,
-4l
K- L
420
SIM.
(2.43)
[0 156 22L 0 0
0 0 221 54
0 —4I* 13L
0 0
KoL
420 0
SIM.
36¢, -3Lc,
36c, 3L 0
4¢, 0
—4[%¢
K}zi 2
30L
SIM.

22Lc,
0
0
-4lc,

N2 .2 22 n2
Cl:ﬁs +]/v CZZas-I-ﬁs

54
0
0
-13L
156
0

-36c,

0
0
3Lc,

-36c,

—54c,
0
0
13L¢,

~156c¢,

-13L
0
0
3
-22L
0
0

-36c¢,
-3Lc,

-36c,

0
—54c,

-13Lc,

0
0

~156¢,

0
13L
3L

0
0
22L

41

0

0
13Lc,
3Lc,
0
0
22Lc,

~4lc,

-3Lc, |

2
-Lc,

3Lc,

4L¢,

~13L¢, |

3chl
-22Lc,

-4Lc, ]

24

(2.44)

(2.45)
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0 9 -1 0

6 0 0 -1

0 L 0 2L 0 0
L R Y et R VA0 L VA I R (2.46)

fe "t r2fof 7 22ttt Lo o] o0

0 6 21 1 1

0 1 3L 0 0

L |0 | 3L | 0 | 10| 1 0]

2.2.3 Matrizes de Rigidez do Eixo

Substituindo a Eq. (2.32) na equagdo da energia potencial do eixo (Eq. (2.19)) e logo

em seguida aplicando as equagdes de Lagrange, tem-se:

ou
a_ = KEqE + anqE (2.47)

A

onde K; ¢ a parcela linear de rigidez ¢ K, ¢ a parcela nio-linear (e de acoplamento de

flexdo das diregdes x; € zy) € sdo dados por:

(12 0 0 -6L 12 0 0 —6L]
12 6L 0 0 =12 6L 0
a7 0 0 -6L 2I! 0

1 41> 6L 0 0 2
K,=— (2.48)

I 2 0 0 6L

SIM. 12 -6L 0

42 0

4I*

nl

Ki(u) Ky (%W)}

K, (u,w) K.» (W)
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com:

nm(“) (B;l TB::ln _l_IBnl TBnI Bnl TBnl )+2[G(B:l TBnI an TBnl%)

uly Tudy uly “u?y udyy ulyy “u
K, (uw)=E(1B), " B, +IB)," B, +B!." B! )+2IG(B.. B/, +B!. B, )
K,y (1,w) = E (B;’,»TB”"+IB”"TB:’,W B””TB;”,})+2IG(BL’]"TB;1,W B;j’,WTB;’f,y)
K,n(w)=E(1B)., B, +B. B!, +B. "B )+2G(B), B!, +B., B!,

B:[ = uTNllTNll; Blnt’l = WTNWTNW
(2.49)

onde G ¢ o modulo de cisalhamento.

2.2.4 Incorporacdo da Massa de Desbalanceamento e das Forcas de Sustentacdo dos

Mancais

A massa de desbalanceamento do rotor ¢ incorporada nas equacgdes do movimento do
rotor apenas por sua energia cinética, como apresentado na Eq. (2.10). Sendo assim,

aplicando as equacdes de Lagrange, tem-se:

(,BS +7Sd5)cos(Qt+y)—{(Q+,Bs)2 +7§}sin(Qt+y)

d[aT] e | (B + i Jsin( Qs )| (24 4, it [oos(u )| 250)
dt\ aq, ) 0q,

0
0

Portanto, as forgas devidas ao desbalanceamento F, e F, a serem aplicadas em um

n6 do modelo de EF ao longo das diregdes x; € z; para uma massa situada em uma posicao

angular u sdo dadas matricialmente pela Eq. (2.50).
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)| (Bor)oos(@ue )| (0 4) 473 fsin(r+ )

F

Fdw =md (ﬂs+7/sas)s1n Qt+ ) [(Q+ﬂs) }cos(QH,u) -F, (2.51)
do

F, g

As forcas devido a sustentagdo dos mancais, dadas pela Eq. (2.21), sdo aplicadas, de
forma analoga as forcas de desbalanceamento, aos nds em que os mancais estdo contidos,
na forma das matrizes de rigidez dos mancais, K,,, ¢ de amortecimento dos mancais, D,
e sdo adicionadas nas matrizes de amortecimento e rigidez do eixo

Por fim, a equagdo do movimento do rotor embarcado na forma matricial ¢

apresentada na Eq. (2.52)

[M, +M,]§+[D,+D,+D,+D,]q+ K, +K,+K,+K,+K, |q=W+F, +F, +F,

e prete! Kol powl

(2.52)

No Anexo A ¢ detalhada a integracdo numérica da equagdes ndo-lineares dada pela

Eq. (2.52). E interessante destacar que o termo K, é o termo nao-linear aqui introduzido.


mment
Realce
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CAPITULO 111

MODELO ESTOCASTICO

Esse capitulo apresenta um modelo estocéstico aplicado a rotores embarcados com
incertezas aplicadas a parametros do sistema. Para o céalculo das matrizes de rigidez
estocasticas, o modelo proposto explora o método de expansao de Karhunen-Loéve e o
método de amostragem por Hipercubo Latino na obtencdo distribuicdo estocéstica das

propriedades mecanicas.

3.1 Modelo Estocastico por expansio de Karhunen-Loeve

No estudo de teoria da probabilidade a observa¢do de um fendmeno aleatdrio ¢
chamada de amostra e, todos os possiveis resultados de uma amostra formam um espago
amostral. Um subconjunto de ocorréncias contendo possiveis resultados ® ¢ definido

como evento e o conjunto de eventos tendo sua probabilidade definida denominada por

A

b

Assim, um processo estocastico ou aleatorio ¢ indexado por um conjunto de variaveis
aleatérias reais de um sistema que evolui em fun¢do do tempo, sendo esse processo
chamado de espaco estocéastico (PAPOULIS e PILLAI; 2002). Tal processo pode ser
representado por uma equacao diferencial estocastica discretizada por varidveis aleatorias
discretas. Ha varias formas de se resolver essa equacdo, sendo uma delas a expansao de

Karhunen-Loeve.

Dado um espago estocastico H(X,0) com variaveis aleatorias indexadas por um

pardmetro continuo X € D, onde DeR‘. Seja (Q A p,Pp) um espaco probabilistico,

onde (2 , € 0 espaco amostral de todas os possiveis resultados das varidveis aleatorias,

A , ¢ a colegdo de eventos possiveis tendo uma probabilidade bem definida, P, é uma
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medida de probabilidade e ® € €2 | € um subconjunto de ocorréncias contendo possiveis

resultados (definido como evento).

Para variaveis aleatdrias continuas, a fun¢do de densidade de probabilidade e a func¢ao
de distribui¢do acumulativa sdo denotadas por g, (X ) e G, (X ) . A esperanga
matematica (£ [-]), a variancia ¢ 0 momento de ordem 7 de uma variavel aleatoria sao

expressos, respectivamente, por:

u=E[X]= T Xg, (X)dXx (3.1)
o’ =E|(x-u) |- T(X—,u)2 g, (X)dx (3.2)
E[X"|= TX”gx(X)dX (3.3)

—0

A covariancia de duas varidveis aleatorias X e ¥ ¢ dada por:
ClXY]=E[(X - )(Y-1)] (3.4)

E possivel discretizar o espago estocéstico H(X,0) em uma parcela deterministica

e uma parcela aleatéria, como se segue:
H(X,0)=H(X)+Y(X,0) (3.5)

sendo H (X ) ¢ a esperan¢a matematica do processo estocastico em questao, doravante, a
barra sobrescrita indicara a esperanca matematica. Ja Y (X ,®) € um espago estocastico que
representa a parcela aleatoria. O espaco H (X ,@) pode ser multidimensional (d >1) e

aqui serd um campo aleatério bidimensional H (x, z,@) com xeD e ze D, assim a Eq.

(3.5) é reescrita como:
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H(x,z,@)zﬁ(x,z)+Y(x,Z,®) (3.6)

Assumindo uma fungdo de covaridncia finita C[(x,,z,),(x,,z,) ], simétrica e positiva

definida, o termo Y (x,z,@) pode ser expandido em série de Fourier:

Y(x,2,0)= Y 4 f.(x,2)& (©) (3.7)

onde &, (@) ¢ um conjunto de varidveis aleatorias ndo correlacionadas e independentes.
Os termos 4 e f, (x,z)sﬁo, respectivamente, os autovalores e as autofuncdes definidas
através da fungdo de covariancia C[(xl,zl),(xz,zz)] que possui uma decomposi¢io

espectral
Cl(x,2,).(x02) | = X AL (%2) £, (%02, (3.8)

onde os autovalores e as autofun¢des devem satisfazer a integral de Fredholm, dada por:

41 (%,2) = [C(x,2) £, (x,2) dxdz (3.9)

D

Substituindo a Eq. (3.7) na Eq. (3.6) e truncando a série no m-€simo termo:

m

H(x,2,0)~H(x,2)+ Y 4 f.(x,2)& (©) (3.10)

r=l1

Para geometrias relativamente simples, a covaridncia pode ter uma decomposi¢do

espectral expressa na forma de decaimento exponencial (GHANEM e SPANOS, 1991):

C[(xl,zl),(xz,zz)]ze[ fors L] (3.11)
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onde L e L_ _sdo, respectivamente, os comprimentos de correlagdo nas direcdes x e

‘cor,x ‘cor,z
z contidos nos dominios [-a,a] e [-b,b], com a e b as dimensdes do elemento finito

usado nas diregdes x5 € zg, respectivamente. Essa funcdo de covariancia adotada tem a
vantagem de possuir a propriedade de separacdo de varidveis, assim o problema
bidimensional serd decomposto em dois problemas unidimensionais independentes, entdo

as autofungdes e autovalores:

£ (x.z)=£(x) £, (2) (3.12)

A =2, (3.13)

Os autovalores e as autofuncdes sdo dados em fungdo das raizes W, de duas equagdes

transcendentais dadas por (GHANEM e SPANOS, 1991):

Paraiej impar,com i>1 e j>1:

A= 223 ~, f,(x)=q,cos(wx)

sz “ (3.14)

c
A :sz—:czz, fi(z)=q, cos(wjz)
onde:
1 1

a[ = . 9 aj =

Ja+sin(wa)/ 2w, \/b+sin(wjb)/2wj G15)

1 1 '

(=——, C=——

As equagoes transcendentais e o dominio em que sdo definidas sdo dadas por:
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Equagdes: ¢, —w, tan(w,a)=0; ¢ =W, tan(wjb) =0 (.16
Dominio: [(i—l)ﬁ/a,(i—1/2)7z/a] [(j—l)ﬂ/a,(j—l/Z)ir/a] '
Paraiejpar,comi>2 e j>2:
A =L, fi(x)=¢,sin(wx)
7 V\/i2‘|‘clz i i i
iy (3.16)
A =W,-2—+2022, fi(y)=q sin(wjz)
onde:
1 1
Q= ' , a,= (3.17)
\/a—sm(wl.a)/2wi ! \/b—sin(w/.b)/2wj
As equagoes transcendentais e o dominio em que sdo definidas sdo dadas por:
Equacdes: ¢, +w, tan(w.a)=0, +w. tan(wb)=0
quag ¢, +w, tan(wa) C,tw, (wj ) 3.18)

Dominio: [(i-1/2)x/a,izfa] [(j-1/2)x/a,jz]a]

A expansdo de KL que foi aqui apresentada foi usada para modelar a matriz de rigidez

aleatoria elementar dos mancais:
oK, (0)=K,+>[.K,] &(0) (3.19)
onde I_(m ¢ a matriz média calcula segundo Eq. (2.21), ja a matriz estocastica ¢ dada por:

Ko7 | o]l i

x=0z=0 X zz

(3.20)
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CAPITULO IV

APLICACOES NUMERICAS

Este capitulo apresenta os resultados numéricos obtidos através do modelo de
elementos finitos apresentado no capitulo anterior, inicialmente para o modelo
deterministico nao-linear, onde trés casos de excitagdes diferentes foram estudados. Por

fim, os dois casos de maior impacto também foram analisados para o modelo estocéstico.
4.1 Simulacées com Nao-Linearidades Geométricas

A Fig. 4.1 mostra o rotor utilizado na analise do comportamento dindmico do sistema,
que ¢ matematicamente representado por um modelo com 33 elementos finitos. O rotor ¢

composto por um eixo flexivel de aco com um comprimento de 860 mm e 17 mm de

didmetro (E = 205 GPa, p = 7850 kg/m® e v = 0,29), dois discos rigidos D, (n6 #13 do
modelo EF; 2,637 kg) ¢ D, (n6 #23; 2,649 kg), ambos de aco e com 150 mm de didmetro

e 20 mm de espessura (p = 7850 kg/m®) e dois mancais (B, e B, localizados nos nos #4
e #31, respectivamente). Sensores de deslocamento estdo dispostos ortogonalmente nos
nos #8 (Sg, e S5, ) e #28 (S, ¢ Sy, ) para medir a vibragio do eixo.

Os coeficientes de rigidez e amortecimento dos mancais, amortecimento proporcional
adicionado a matriz D***! (coeficientes y ¢ ; Dp = yMg + SKg) e uma rigidez Ko devido
ao acoplamento entre o motor elétrico e o eixo (adicionado em torno das direcdes
ortogonais x;s € zy do n6 #1 (graus de liberdade 3, 4, 7 e 8), sdo apresentados na Tab. 4.1.

A Fig. 4.2 apresenta o Diagrama de Campbell determinado a partir do modelo EF da
maquina rotativa. As velocidades criticas do rotor sdo, aproximadamente, 1675 RPM
(BWi: velocidade critica de backward), 1714 RPM (FW;: velocidade critica de forward),
5426 RPM (BW2), e 5912 RPM (FW2).
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Figura 4.2: Diagrama de Campbell da méaquina rotativa (adaptado: CAVALINI Jr,

2013).

Assim, uma excitacdo do tipo senoidal dada pela Eq. (4.1) é aplicada na base da

maquina rotativa, ao longo da direcdo X;. A resposta de vibragdo do rotor ao longo das

diregdes X, e Z, no plano de medi¢do g ¢é apresentada na Fig. 4.3 ¢ o plano Sx é

apresentada na Fig. 4.4.

N ( 277Qj
X =I'sin| n t 4.1)
60
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onde n=2 ¢ uma constante utilizada para produzir excita¢cdes da base com frequéncias de

excitacdo supersincronas da velocidade de operagdo da maquina rotativa e [ ¢ utilizada para
variar a amplitude de excitacio (I’ =5, ['=25 e I'=50m/s?). A velocidade de rotagio do rotor Q
foi fixada em 1200 RPM com um desbalanceamento de 487,5 g.mm/0° aplicado no disco D;.

Tabela 4.1: parametros de rigidez e amortecimento dos mancais

Parametros Valor Parametros Valor Parametros Valor
k. /B |8551x10°| k_/B, |3202x10"| g 770,442
kzz /Bl 1,198)(106 kzz /B2 7,023X108 y 2,730
dxx /B1 7,452 dxx /B1 25,587 IB 4,85X10-6
dzz /Bl 33’679 dzz /Bl 91’033

*k: rigidez [N/m]; d: amortecimento [Ns/m].

E possivel destacar que para a excitagdo de I' =5 m/s? o caso linear e o ndo-linear se
sobrepdem, tanto na dire¢ao x; € zs, evidenciando que o efeito ndo-linear ¢ desprezivel. Ja
para I'=25m/s* a diferenga entre os dois casos ja se faz notar, ficando mais evidente para
I'=50m/s*. Desta forma, reforgando que quanto maior é a amplitude da excitagio mais
forte ¢ a influéncia da ndo-linearidade geométrica estudada no presente trabalho. Ja as
Fig. 4.5 e 4.6 mostram as orbitas obtidas para os planos Ss e S2s, respectivamente.

Outro importante apontamento se da na comparag@o das respostas nas diregdes x; € zs,
em que mesmo a excitacdo sendo na direcdo xs o efeito ndo-linear, em comparagdo a
resposta puramente linear, se mostrou mais influente na dire¢do z,. Aqui o acoplamento
das diregdes causado tanto pela propria ndo-linearidade como do efeito giroscopico
resultam em uma resposta consideravelmente diferente da resposta meramente linear,
como reforca a Fig. 4.7 que apresenta a Transformada Discreta de Fourier (Discrete
Fourier Transform / DFT) para I =50 m/s?, onde a resposta para a direcdo z, (Fig. 4.5-b e
4.5-d) apresenta um pico em 4800 RPM (duas vezes a frequéncia de excitagdo) que ndo

¢ presente na resposta do modelo linear.
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Como ha a influéncia da gravidade sobre a direcdo z, essa seria uma hipotese para
um maior efeito ndo-linear nessa direcdo. Para verificar tal hipotese foi obtida a Fig. 4.8,
onde foi simulada uma excita¢io de I" = 50 m/s?, mas sem o efeito da gravidade. Note
que a forca de gravidade tem um efeito sobre a resposta ndo-linear no sentido de afasta-
la da resposta do modelo linear, sobretudo nos picos superiores. Contudo, mesmo sem a
atuagdo da gravidade a resposta na dire¢do z, continuou sendo mais influenciada pelo
efeito ndo-linear que a direcdo x;. Ainda na linha de estudar o efeito da gravidade sobre a
resposta ndo-linear, foi simulado um rotor com diametro de 10mm, mantendo os outros

para metros iguais, portanto, um rotor mais esbelto. Assim, a Fig. 4.9 apresenta quatro
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Figura 4.9: Respostas de vibragdes no plano Sg para excitagdes senoidais na base do

rotor para o caso de I' =50 m/s?, com frequéncia supersincronas da velocidade de

rotagdo e sem efeito da gravidade, para rotor com 10mm de didmetro.

A Fig. 4.9 mostra que as respostas ndo-lineares tiveram consideravel influéncia da

gravidade, ao contrario do rotor de 17mm de diametro, sugerindo que esse tipo de ndo-
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linearidade ¢ muito influencidvel pela esbeltez do rotor, inclusive sobre o quanto a

gravidade influencia na resposta
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Figura 4.10: Respostas de vibragdes no plano Sg para excitagdes senoidais na base

do rotor com frequéncia subsincronas.

As Fig. 4.10 e 4.11 mostram as respostas de vibragdo da maquina rotativa no plano Sg

e S2g, respectivamente, utilizando uma excitagdo senoidal aplicada em torno da diregao x;

dada pela Eq. (4.2):

X, =Isin n%t (4.2)
60

onde Q¢ = 1700RPM, n="Y%, I'=25 m/s’ e [ =50m/s’.
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Figura 4.11: Respostas de vibragdes no plano Sag para excitagdes senoidais na base

do rotor com frequéncia subsincronas.

Analisando as Fig. 4.10 e 4.11 percebe-se que a influéncia do efeito ndo-linear sobre
a direcao x; se manteve de forma semelhante ao caso estudado anteriormente, entretanto
a influéncia sobre a direcdo zy ¢ grande, tanto na amplitude como na frequéncia da
resposta: a amplitude da resposta com ndo-linearidade ¢ consideravelmente maior e a
frequéncia da velocidade critica excitada se torna bem mais participativa na reposta de
vibra¢do, como mostra a DFT da Fig. 4.12. A Fig. 4.13 apresenta a comparacao das

orbitas apenas para I' =50 m/s’,



Amplitude (m)

Amplitude (m)

95104

linear
nao-linear

S

)

500 1000

Velocidade de rotacao (rev/min)

a) diregdo xy, Plano Sg;

5;104

1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

linear
nao-linear

n
T

-
T

(X}
T

N ,

—

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Velocidade de rotacdo (rev/min)

4500

c) diregdo xs, Plano Sas;

500C

12

< o
=z} =]

Amplitude (m)

o
=

0.2

< <
=] o

Amplitude {m)

=
.

0.2

=104

44

limear
nao-linear

‘ |
.'l It-,
AN

A

S—

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Velocidade de rotacdo (rev/min)

b) diregdo z; Plano Ss;

%1074
linear
nao-linear
i |
] I
II| .'I k|
| N | N S . . . . .
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Velocidade de rotacao (rev/min)

d) diregdo zs Plano Sas;

Figura 4.12: Transformada Discreta de Fourier (Discrete Fourier Transform / DFT),

para o caso de I' =50m/s?.
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Figura 4.13: Orbitas determinado no plano Sg para excitagdes senoidais na base do

rotor com frequéncia subsincronas, com I' =50 m/s’.

Novamente, o acoplamento das direcdes se mostrou relevante, o que aventa outros
questionamentos: se tanto na dire¢do x; e z; houver excitagdes que sejam capazes de
induzir respostas ndo-lineares como serdo as respostas? O acoplamento das dire¢des vai
causar algum grau de retroalimentacdo nas respostas? O efeito de aumento de rigidez,
caracteristico desse tipo de ndo linearidade, contrabalanceia essa possivel
retroalimentacao?

Assim, na tentativa de esclarecer esses questionamentos, a Fig. 4.14 apresenta as

respostas quando o sistema ¢é excitado nas diregdes x, € z, com I' =50 m/s%.
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Figura 4.14: Respostas de vibragdes no plano Sg para excitagdes senoidais na base

do rotor nas diregdes X, e I, com frequéncia subsincronas.

Pela analise da Fig. 4.14, percebe-se que as respostas lineares foram maiores que as
ndo-lineares. Tal fato ¢ explicado pelo o efeito de aumento da rigidez do eixo, devido a

ndo-linearidade, que acabou tendo um impacto maior que o efeito do acoplamento e de
tal forma que a resposta ndo-linear na dire¢do X,, quando com excitacdo nas duas

diregdes (Fig. 4.14 - a e d), teve amplitudes ligeiramente menores que a resposta nessa
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mesma dire¢do quando excitada s6 na direcdo X, (Fig. 4.10 - ¢ e Fig. 4.11 - ¢). As

respostas na dire¢do z, (Fig. 4.14 - b) ndo sdo iguais a direcdo X, por causa do efeito da

gravidade que também foi incluido em todos os casos.

Essa analise ¢ corroborada pela Fig. 4.15 que mostra a resposta espectral para o caso
em analise. E possivel observar que, para o caso linear, o primeiro pico (850 RPM, a
frequéncia de excitacdo) ¢ superestimada em relagdo ao caso ndo-linear para as duas
dire¢des e nos dois planos, ja para o caso nao-linear, aparecem um terceiro e quarto picos
(em 1700 e 2550 RPM, duas e trés vezes a frequéncia de excitacdo respectivamente)
devido ao acoplamento das dire¢des, mas que ndo conseguem compensar a diminui¢ao
da amplitude do primeiro pico. O segundo pico se encontra em 1200 RPM, a velocidade
de rotagdo usada.

O fato da nao-linearidade geométrica aqui analisada ter induzido a uma consideravel
diferenca das amplitudes quando comparada ao modelo linear ¢ particularmente
relevante, o que também levanta a questdo da influéncia de oscilagdo de pardmetros do
sistema sobre a resposta ndo-linear. Assim, o préximo tdpico versa sobre a influéncia de

incertezas sobre as rigidezes dos mancais.
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da diregdo x, para o caso da excitacdo subsincrona nas diregdes X, e I.
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4.2 Resultados Estocasticos

Para a andlise de incertezas foi introduzido um modelo estocastico com 10% de
incertezas nas rigidezes dos mancais através da expansao de Karhunen-Lo¢ve, conforme
a teoria apresentada no Capitulo III, em que foram geradas 200 amostras para a analise
das respostas estocésticas sendo a andlise de convergéncia ¢ apresentada na Fig. 4.16 que
mostra que antes mesmo de 200 amostra ja ha convergéncia j& que a variacdo ¢ menor
que 5%.

A Fig.4.17 apresenta as respostas estocasticas, na forma de envelopes, ao longo das
diregdes X; e I do plano S;, com a excitacdo senoidal da Eq. (4.1), na direcdo x5, com

['=5m/s?, T=25m/s* e T =50m/s*; o plano Szs é apresentado na Fig. 4.18. Pela analise
dos envelopes, ¢ perceptivel que o envelope da resposta se torna mais estreito conforme
o nivel de excitacdo aumenta e, por conseguinte, o nivel de ndo-linearidade também
aumenta. Esse efeito ocorreu tanto nos planos Sg € Szs, como nas dire¢des x5 € zs, em
especial na diregdo x;, sendo uma evidéncia que a ndo-linearidade estudada diminui a
sensibilidade do sistema para a incerteza nas rigidezes dos mancais, principalmente na

direcdo de aplicagdo da excitagdo (direcao x).

1‘4 T T T T

087 T

RMSD Normalizado

0.6 T

D‘4 1 1 1 1
0 50 100 150 200

Amostras
Figura 4.16: Convergéncia RMSD (root-mean-square deviation) normalizado.
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Tal hipotese ¢ refor¢ada pelas Fig. 4.19 e 4.20 que apresenta os envelopes dos planos
Sg e Szg, respectivamente, com a excitacdo senoidal da Eq. (4.2), na dire¢do x5, com I'=5
m/s?, ' =25m/s* e T =50m/s?, novamente. Nestas figuras se repete o fato de os envelopes
ficarem mais estreitos conforme a excitagdo aumenta.

Por fim, as Fig. 4.21 e 4.22 contém os envelopes para excitagdes aplicada nas diregdes
Xs, € zs, segundo a Eq. (4.2), para os planos Sg e Szg, respectivamente. Aqui, o fendmeno
fica mais evidente nas duas diregoes.

Esse ultimo caso analisado também refor¢a que o efeito de aumento da rigidez do
eixo, causada por essa ndo-linearidade, se sobrepde ao efeito de acoplamento das
diregdes, sendo esse fendmeno o maior provavel responsavel pelo estreitamento dos

envelopes enquanto o sistema fica mais nao-linear.



Amplitude [m]

Amplitude [m]

2 . . . .
475 48 485 49 4.95 5
Tempo [s]
a) direcdo x;, I'=5m/s?;
vl

P 10
N nvelope
——— média

al

2

Amplitude [m]
o

|

2T
4k
5 s s s s .
4.75 48 4.85 49 4.95 5
Tempo [s]
. c) dire¢do x5, [=25m/s?%;
157
I cvelope
—— media
it
05 A| |! A |! A | 'AI ' A |
N A R R AR R
| | 1 | |
[ 1 | II L] ]| | | I| | II [ ] |
f | [ |
ol || I| |I || |I | || I| |I | || |I || || Il [ I| ||
T O R A O O A | R [ | | |
| | |
N I Y T A Lo
| | I |
osk | | |VI || vl v |I V-' U |v || v|
AaF v
A5 s s . s .
4.75 48 4.85 49 4.95 5
Tempo [s]

e) direcdo x;, [=50m/s?;

Amplitude [m]

Amplitude [m]

Amplitude [m]

51

Ed 104

I -velope

——— média

a2t

181

24 1 1 1 1 '
48 4.85

Tempo [s]
b) diregdo x5, ['=5m/s?;

4.85
Tempo [s]

d) diregdo z; [=25m/s?%;

4.8

4.85 49
Tempo [s]

f) diregdo z; [=50m/s%;

Figura 4.17: Envelopes para excita¢des supersincronas; Plano Sgs.



Amplitude [m]

Amplitude [m]

Amplitude [m]

=}
]

%107

48 4.85 49 4.95
Tempo [s]

a) direcdo x;, I'=5m/s?;

A~ 4
[IET S -
T

=
T

&
B

&
o

4.8 4.85 49 4.95
Tempo [s]

¢) dire¢do x5, [=25m/s?%;

I <nclope

——— média

I

e
475

48 4.85 49 4.95
Temna (<]

e) direcdo x;, [=50m/s?;

Amplitude [m]

Amplitude [m]

Amplitude [m]

52

2 . . L . )
4.75 48 4.85 49 4.95 5

Tempo [s]
b) diregdo x5, ['=5m/s?;

At

4l

49 I I I I
4.75 48 4.85 49 4.95

Tempo [s]
d) diregdo z; [=25m/s%;

-4
08 10

A
%]
T

N
B
T

16

) 1 . . .

4.75 48 4.85 49 4.95 5
Tempo [s]

f) diregdo z; [=50m/s%;

Figura 4.18: Envelopes para excitagdes supersincronas; Plano Sos.



Amplitude [m]

Amplitude [m]

Amplitude [m]

53

14
E
o 16
=)
2
g8
=

-2

25 1 | | | | 24 L L L L |
475 48 4.85 49 4.95 5 475 48 4.85 49 4.95 5
Tempo [s] Tempo [s]
. ~ : ~ _ 2.
a) direcdo x;, I'=5m/s?; b) diregdo x;, I'=5m/s*;
05
-1
E
5 15
=]
2
g 2
=
25
3
-8 1 1 | | | 35 1 1 ! | |
4.75 48 4.85 49 495 5 4.75 48 4.85 49 495 5
Tempo [s] Tempo [s]
. ~ . ~ _ 2‘
s c) dire¢do x5, [=25m/s%; ) d) direcdo z; '=25m/s%;
15 =107 0.5 10
N velope
média
1
| |
0.5 _ |
£
[1¥]
=
0 =
a
E
<
05
-1
_1 _5 1 1 1 1 ] _‘4 L L 1 1 ]
4.75 48 485 49 4.95 5 475 48 4.85 49 4.95 5
Tempo [s] Tempo [s]
. ~ : ~ _ 2.
e) direcdo x;, [=50m/s?; f) dire¢do z; ['=50m/s%;

Figura 4.19: Envelopes para excita¢des subsincronas; Plano Ss.



Amplitude [m]

2 I I I I

4.75 48 4.85 49 4.95
Tempo [s]

a) direcdo x;, I'=5m/s?;

Amplitude [m]

4.75 4.8 4.85 49 4.95
Tempo [sl

c) dire¢do x5, [=25m/s?%;

I :ovelope

media

Amplitude [m]

15 1 1 1 1

475 48 4.85 49 4.95
Tempoo [sl

e) direcdo x;, [=50m/s?;

54

Amplitude [m]

2 I I I 1 |
4.75 48 4.85 49 4.95 5

Tempo [s]
b) diregdo x5, ['=5m/s?;

Amplitude [m]

3 1 1 1 1 '

4.75 4.8 4.85 49 4.95 5
Tempo [s]
d) diregdo z; [=25m/s%;
-4
1 =10
I =nclope
média
E |
2] | |
= | |
2 |
a
£
<<
35 . . . . .
4.75 48 4.85 49 4.95 5

Tempo [s]

f) diregdo z; [=50m/s%;

Figura 4.20: Envelopes para excitacdes subsincronas; Plano Ss.



Amplitude [m]

Amplitude [m]

Amplitude [m]
M3

s . . .
475 48 485 49 495
Tempo [s]
a) direcdo x;, I'=5m/s?;
4
1o 1@

1]
-2
4
& . . .
4.75 4.85 49 4.95 5
Tempo [s]

c) direcdo x;, [=25m/s?;

1.5

0.5
o
0.5
-1
a5 . . . .
475 48 4.85 49 4.85
Tempo [s]

e) direcdo x;, [=50m/s?;

Amplitude [m]

Amplitude [m]

05

'
A
)

o

25

-3

55

48 485 49 4.95 5
Tempo [s]
b) diregdo x5, ['=5m/s?;
I covelope

média

Y

Amplitude [m]
=

4.85 49
Tempo [s]

d) diregdo z; [=25m/s%;

e
4.75

o

4.8 4.85 49 4.95
Tempo [s]

f) diregdo z; [=50m/s%;
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CAPITULOV

RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Este capitulo apresenta a validagao e ajuste do modelo de EF de rotor embarcado nao-
linear descrito em capitulos anteriores desse trabalho. Para tal, foi projetada e construida
uma bancada experimental com a finalidade de estudar o comportamento dindmico desse
sistema. Para a analise foram usadas excita¢des variadas: do tipo impacto e do tipo seno,

para o sistema operando em 1200 RPM. Finalmente, uma analise estocéstica foi realizada.

5.1 Bancada de Testes

A Fig. 5.1 mostra a bancada de teste na andlise do rotor embarcado, representado por
um modelo de 21 elementos finitos (Fig. 5.2), sendo esse composto de um eixo flexivel
de ago de 550 mm de comprimento, 10 mm de didmetro (densidade de p = 7800 kg/m> e
modulo de elasticidade £ = 190 GPa), um disco D considerado rigido (n6 10, 2.300 kg)
de ago com 100 mm de didmetro € 40 mm de espessura (p = 7842 kg/m?), dois mancais
de rolamento (B; e B2, localizado nos nés 3 e 20, respectivamente). Sensores de
deslocamento (Meggitt TQ-412 com 4 mm de alcance) foram dispostos ortogonalmente
no n6 10 (Sioxs € Siozs) para coletar a vibragao do disco. O sistema ¢ alimentado por um
motor elétrico DC. As medidas foram realizadas pelo analisador Agilent® (modelo
35670A) com alcance de 0 a 250 Hz e passo de 0,25 Hz. A velocidade de rotagdo foi
controlada através de uma fonte e aferida por um encoder.

Foi realizado um procedimento de ajuste de modelo para os valores de parametros
desconhecidos a serem usados no modelo de elementos finitos (EF), sendo esses: os
coeficientes de rigidez e amortecimento dos mancais, a rigidez devido ao acoplamento

entre o motor elétrico e 0 eixo (Kron € Krorz, €m torno das diregdes ortogonais do né 1,
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sendo, entdo, os graus de liberdade 3 e 4, para K;.«; os graus de liberdade 7 e 8, para Ko:)

e os coeficientes de amortecimento modal referentes aos dois primeiros modos.

Proximetros

o
o]
(o))
T
L

Diametro do Eixo [m]
S
o
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-0.04 - -
-0.06 |- f— Disco 7

-0.08 - f—Mancal

_0'1 1 1 1
0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 06

Comprimento do Eixo [m]
Figura 5.2: Representacdo esquematica da maquina rotativa.

O ajuste desses parametros desconhecidos foi realizado através de um processo de
otimizagdo com base nas fungdes de resposta em frequéncia (FRF) simuladas e

experimentais do rotor. A funcao objetivo adotada neste caso ¢ apresentada pela Eq. (5.1)
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e o método de otimizagdo escolhido foi o de Evolucao Diferencial (PRICE, 2006). Cada
processo de minimiza¢do da funcdo objetivo foi realizado com 100 individuos na
populagdo inicial, sendo que esse processo foi repetido 10 vezes a fim de determinar a
solugdo de minimo global do problema. Aqui, apenas as regides proximas aos picos

associados as frequéncias naturais foram levadas em consideragao.

n |\FRF. .
Objetivo = P
,Z:l: FRF

exp,i

- FRE’tum i
: 5.1

onde n ¢ o nimero de FRFs utilizadas no procedimento, FRF,, representa os dados
experimentais € FRF ., corresponde aos resultados numéricos obtidos pelo modelo EF
do sistema de rotativo. As FRF foram medidas com o rotor em repouso através da
aplicagdo de forcas de impacto ao longo das diregdes x; € zs do disco. O sinal foi medido
pelo proximetro disposto na dire¢do de aplicacao da forca de impacto, como mostrado na
Fig. 5.1, resultando em 2 FRFs. A Tab. 5.1 apresenta os parametros determinados ao final
do processo de otimizagdo, ja a Fig. 5.3 apresenta as comparacdes das FRFs
experimentais e obtida pelo modelo de EF usando os pardmetros obtidos e a analise dessa
Fig.5.3 mostra que o modelo de EF ¢ representativo, principalmente na faixa de
frequéncia que compreende os dois primeiros modos de vibrar do rotor. As velocidades
criticas do rotor sdo, aproximadamente, 1620 RPM (BW) e 1640 RPM (FW).

Ainda no ambito de verificar o ajuste do modelo, a Fig. 5.4 mostra as respostas de
vibragdo comparando os resultados numérico e experimental para o sistema operando em
1200 RPM. Para o ajuste do modelo para o rotor em rotacdo foi inserido no modelo de
EF um desbalanceamento no disco de 301 g.mm/180°.

Tabela 5.1: parametros obtidos pelo procedimento de otimizagao.

Parametro Valor
S

k./B, |62212x10'"| k. /B, |8:2154x10"
k./B, |52028x10'" | k_/B, |9,7563x10"

Parametros Valor

d_ /B, 41,1095 d_/B, 71,4022
d. /B 94,8811 | d_/B, | 641701

Kion 300,1298 Krot: 374,4974
Y1 0.0160 v 0.0130

3 0.0020 v4 0.0030
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*k e Kyor: rigidez [N/m]; d: amortecimento [Ns/m]; y: amortecimento modal [Ns/m].
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400

0 100 200 300
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107 : ! '
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0 100 200
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b) direcdo z;

300

400

Figura 5.3: FRFs numéricas e experimentais da maquina rotativa.
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Figura 5.4: Resposta de vibracdo da maquina rotativa operando a 1200 RPM.

5.2 Validac¢ao Experimental do Modelo Nao-Linear Embarcado

Esta secdo se dedica a avaliar o comportamento dindmico da bancada de teste
apresentada na Fig. 5.1 perante diferentes excitacdes da base, sendo as respostas de
vibragdo medidas e comparadas com os resultados obtidos pelo modelo de EF. Os sinais
de excita¢do avaliados foram produzidos por um excitador eletrodinamico da Dongling
Vibration® (modelo GT1000), como mostra a Fig. 5.5, e os sinais de excitagdo da base
foram medidos por um acelerdmetro instalado na base da bancada de testes. Para os testes
realizados, todas as excitagdes foram aplicadas na direcdo x; com o rotor operando em
1200 RPM.

Inicialmente foram aplicados no rotor impactos com duas amplitudes: 1,5 m/s* e 25
m/s? em um intervalo de 5 ms (Fig. 5.6 € 5.7, respectivamente). As respostas de vibragio
sdo apresentadas na Fig. 5.6 e 5.7 para 1,5 m/s* e 25 m/s’, respectivamente, onde sdo
comparadas as curvas obtidas experimentalmente e a partir dos modelos de EF ndo-linear
e linear. Pela andlise da Fig. 5.6 percebe-se que a amplitude de 1,5 m/s* ndo é capaz de
evidenciar os efeitos ndo-lineares presente no rotor, como fica mais claro na Fig. 5.6-b,
assim, a resposta entre 0 modelo de EF linear e ndo-linear foram praticamente iguais.
Também se conclui que o modelo de EF foi capaz de representar adequadamente o

comportamento dindmico do rotor nas duas diregdes para essa amplitude de excitagao.
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Figura 5.5: Excitador eletrodinamico Dongling Vibration®.

A Fig. 5.7 mostra a excitagio com amplitude de 25 m/s* os efeitos ndo-lineares
ficaram mais evidentes. O modelo ndo-linear continuou sendo bem representativo da
resposta, com uma consideravel melhora quando comparado com a resposta do modelo
linear. Para a dire¢do x; a resposta linear ¢ consideravelmente maior que a ndo-linear, fato
corroborado pela DFT da Fig. 5.8-a.

Na diregdo z; € importante ressaltar uma melhora da resposta do modelo nao-linear
em relagdo ao linear j& que a resposta linear ndo conseguiu perceber bem o acoplamento
das dire¢des, como mostra a DFT da Fig. 5.8-b, em que o modelo linear ndo consegue

perceber o segundo pico da figura (em torno de 1620 RPM).
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Figura 5.6: Resposta de vibragio considerando a excitagdo por impacto de 5 m/s?.



64

-4
-3 3 =10
15710
ol nao-linear
nao-linear )
experimental experimental
nea 2r r| linear
1r — linear

|

Amplitude [m]
[l

Amplitude [m]

15 L L L L L L 3 L L

.
2 22 24 28 28 3 32 2 22 24 26 28 3 32
Tempo [s] Tempo [s]

a) Impacto 25 m/s?, dire¢io x; b) Impacto 25 m/s?, direcdo z;

30

257 7

207 7

1or 7

Amplitude (m/s?)

10 1 1 1 1 1 1 L 1 1
18 19 2 21 22 23 24 25 26 27 28

Tempo [s]

c) Aceleracdo da base ao longo da diregdo x;

Figura 5.7: Resposta de vibragio considerando a excitagdo por impacto de 25 m/s?.



Amplitude (m)

1.4

121

08

06

04r

0.2

65

x 104 104

T T T T T 16

ndo-linear

experimental | | 14F

linear

nao-linear
experimental
linear

121

nar

Amplitude (m)

06

04r

0.2 J
0

oo

500 1000 1500 2000 2500 3000 500 1000 1500 2000

Velocidade de rotacéo (rev/min) Velocidade de rotacéo (rev/min)

a) Direcdo xg; b) Direcao zy;

Figura 5.8: DFT da resposta de Impacto de 25 m/s* de amplitude.

A Eq. 5.2 apresenta a excitacdo senoidal, na direcdo x,, usada para gerar os proximos

resultados analisados.
. ) 270 j
X, =I'sin| n——=t¢ 52
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onde Q=1560 ¢ uma frequéncia proxima a primeira velocidade critica de backward do
rotor (BW1 = 1620 RPM), n ¢ uma constante utilizada para produzir excitagdes
submultiplos de Qcr, aqui foram usadas n = 1/2 e n = 1/3; ¢ I utilizada para definir a
amplitude de excitagdo afim de influir o nivel de ndo-linearidade do sistema (I =15 m/s
e I'=30 m/s?, para n = 1/2 € n = 1/3, respectivamente, sendo esses valores definidos em
funcdo das limitagdes do excitador eletrodinamico). A Fig. 5.9 apresenta as excitacdes
utilizadas, enquanto a Fig. 5.10 mostra as respostas de vibragao.

A Fig. 5.10-a refor¢a a capacidade do modelo de EF ndo-linear de representar
satisfatoriamente o comportamento dindmico do rotor na direcdo em que a excitacdo ¢
aplicada (no caso, direcdo xs). Na direcdo z; o modelo ndo-linear apresenta uma
consideravel melhora na resposta que a apresentada pelo modelo linear.

A Fig. 5.11 apresenta a comparagdo entre os modelos de EF e o resultado
experimental para as direcdes xs e z;. Para as Fig. 5.11-a e 5.11-c, a principal diferenca

entra a resposta experimental ¢ do modelo ndo-linear para o modelo linear se da na
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diferenga de amplitude nos picos, sendo a amplitude do linear bem maior no primeiro
pico e menor nos posteriores.

Na Fig. 5.11-b e 5.11-d, o modelo linear s6 consegue perceber o pico em torno de
1200 RPM, enquanto o modelo ndo-linear consegue perceber melhor os outros picos, em
especial o primeiro e terceiro picos da Fig. 5.11-d (em torno de 780 RPM, a frequéncia
de excitagdo, ¢ em torno de 1560 RPM, duas vezes a frequéncia de excitacdo),

evidenciando a capacidade do modelo ndo-linear em representar melhor o acoplamento

Tempo [s] Tempo [s]
a) n=1/3. b) n=1/2.

Figura 5.9: Aceleracdes senoidais aplicadas a base do rotor

das dire¢des devido a ndo-linearidade.
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Figura 5.11: DFT das respostas senoidais para n=1/3 e n = 1/2
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d) dire¢do zy; n=1/2

linear e ndo-linear, tanto para n = 1/2 e n = 1/3, nas duas dire¢des:

et

EOM :FZ(JZ _yi)

x i=1

Foi calculado o erro quadratico médio (EQM), segundo a Eq. (5.3), para os casos

53

onde Nx € o nimero de pontos avaliado no intervalo de tempo analisado na Fig. (5.10),

ou seja, de 4s a 4,5s. Ja y. é o valor de amplitude da curva experimental e y, o valor de
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amplitude do modelo para o qual o erro serd calculado (linear ou ndo linear). Assim foi

gerada a tabela 5.2.

Tabela 5.2: comparagdo dos erros quadraticos médios E Desvios Padrio.

n=1/3
Direcao x Direcao z
. EOM 2,2418*%10% | 4.1327*107
Linear -
Desvio P. 1,6928*10° | 5,0706*10°
Niioi EOM 6,2548*%10° | 2,0731*10”
ao-lmear N
Desvio P. 8,0623*10° | 2,7815*10”
n=1/2
Direcao x Direcao z
' EOM 2,0231*107 | 2,8265*%10°®
Linear ; E 3
Desvio P. 1,6868*10 4,1671*10
Nio; EQOM 7,8908*10° | 1,5457*10°®
A0 T Desvio P, | 9,1935%10° | 1,7564%10°

A andlise da Tab. 5.2 mostra que para os dois casos (n = 1/3 e n = 1/2) o erro médio
do modelo nao-linear foi menor que o erro do modelo linear, para as duas dire¢des, sendo
que para o caso de n = 1/3 os erros do modelo ndo-linear foram de 3,58 e 1,99 vezes
menores que os erros do modelo linear, para as dire¢des x e z, respectivamente. Para
n=1/2, os erros do modelo ndo-linear foram de 2,56 e¢ 1,83 menores que os erros do
modelo linear, para as diregdes x e z, respectivamente.

No entanto, € necessario verificar se os valores menores dos erros médios do modelo
ndo-linear, em relagdo aos erros do modelo linear sdo estaticamente relevantes e em que
grau de significancia estatistica. Para tal foram realizados testes de hipdtese referentes
aos quatro cenarios delineados na Tab. 5.2 (n = 1/2 e n = 1/3; dire¢do x e direcdo z), onde
a hipotese nula afirma que o erro do modelo linear é menor ou igual ao erro do modelo
ndo linear, ou seja, EQM; < EQM,; ; por conseguinte, a hipotese alternativa ¢ EQM; >
EQM,;. Para todos os casos a hipotese nula € rejeita em favor da hipotese alternativa,
aceita com um nivel significancia estatistica em torno de 15%. Esses resultados indicam
que o modelo ndo-linear apresenta um erro inferior ao modelo linear com uma relevancia

estatistica consideravel.
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A exemplo do que foi realizado no Capitulo anterior, foi introduzido um modelo

estocastico com 10% de incertezas nas rigidezes dos mancais através da expansdo de

Karhunen-Lo¢ve e aplicado aos trés casos estudados nesse capitulo, novamente, com 200

amostras. A Fig. 5.12 mostra a analise de convergéncia para os trés casos estudados.

Nt
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Figura 5.12: Analises de convergéncia.

A Fig. 5.13 apresentam os envelopes de incertezas para trés casos estudados aqui:

impulso de 25 m/s? e as duas excitagdes de forma senoidal estudados neste Capitulo. Para

os envelopes da resposta ao impulso (Fig. 5.13-a e 5.13-b) percebe-se que os envelopes

sd0 mais estreitos nos instantes logo apos a aplicacdo do impulso e se tornando mais

largos ao longo da atenuacdo do sinal. Os envelopes das respostas as excitagdes senoidais

corroboram as conclusdes do Capitulo anterior, onde os envelopes para o caso mais nao-

linear (n = 1/2) sdo mais estreitos que para caso menos nao-linear (n=1/3), em especial na

direcdo de aplicagdo do esforco (direcao x;).
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Para explorar melhor o aumento de robustez, quanto a rigidez dos mancais, a Fig. 5.14

apresenta uma comparagdo apenas dos envelopes para o caso linear e ndo-linear. E

evidente o quanto os envelopes dos casos lineares sdo consideravelmente maiores.

-3
157 10
' I cvelope linear
N I =rvelope ndo-linear
1k
0.5 |
E
1]
=)
2 0 ‘
= .
£
<
st |
I
15 . . . . . ‘
2 22 24 26 28 3 32
Tempo [s]
a) direcdo xs; impulso.
1sp10”

I -rvelope linear
I =velope nao-linear

415 42 425 43 435 44 445 45

Tempo [s]

4 405 41

c) diregdo xs; n=1/3.

I inear
I Go-linear

4156 42 4256 43 435 44 445 45

Tempo [s]

405 41

e) dire¢do xs; n=1/2.

[
o
T

-
4]

Amplitude [m]
=]

Amplitude [m]

Amplitude [m]
ra kN =) - a w

'
[
T

5]
T

5 %104

I <rvelope linear
I -rvelope nao-linear

- [
T

(=]
T

2 2‘2 2‘,4 2,‘6 28 Ell 3‘2
Tempo [s]
b) direcdo zg; impulso.

I rvelope linear
I rvelope nao-linear

415 42 425 43 435 44 445 45
Tempo [s]

4 4.05 41

d) diregdo zs; n = 1/3.

B x107*

I iinear
I rso-linear

\\ "‘~‘ "‘l ~\"" '

415 42 425 43 435 44 445 45

Tempo [s]

4 405 41

f) diregdo zg; n=1/2.

Figura 5.14: Comparagdo dos envelopes de incertezas



73

A andlise das todas as figuras apresentadas neste Capitulo vao na dire¢do de
evidenciar a consideravel margem de erro de considerar um modelo linear quando a nao-
linearidade devido a grandes deslocamentos se faz presente. Na direcdo em que a
excitagdo ¢ aplicada (direcdo xs) o modelo linear superestima em boa escala a amplitude
da resposta, além de também superestimar a sensibilidade do rotor a incertezas nas
rigidezes dos mancais. Ja na direcdo oposta a aplicacdo da excitagdo, o modelo linear ndo
consegue perceber o acoplamento das diregdes devido aos grandes deslocamentos,
subestimando, em uma escala ainda maior, a amplitude da resposta real, além de também
estimar uma maior sensibilidade a incertezas nas rigidezes dos mancais.

Em contrapartida, o modelo ndo-linear proposto neste trabalho conseguiu representar
de forma satisfatoria as respostas na direcdo x;, além de apresentar uma melhora
consideravel da resposta na direcdo o z,, apesar que esta ainda pode ser melhorada em
trabalhos futuros. O modelo nao-linear demostrou, também, a diminui¢do da
sensibilidade das respostas (em especial na dire¢do x;) para com a rigidez dos mancais,
de forma inversa ao aumento da resposta ndo-linear, ou seja, quanto maior o nivel da ndo-
linearidade devido a grandes deslocamentos, menos a resposta era sensivel a essas
incertezas. Uma andlise mais detalhada dessa possivel correlagdo demanda estudos mais

aprofundados no futuro.
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CAPITULO VI

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho foi formulado um modelo de rotor embarcado nao-linear estocastico
excitados pela base, tanto pelo ponto de vista numérico, como experimental. Ainda ¢
diminuto o numero de trabalhos cientificos sobre sistemas rotativos embarcados, bem
como a analise de rotores ndo-lineares ou de rotores estocasticos, sendo sua analise
conjunta um ramo que recebe pouca aten¢do, justificando, assim, esse trabalho por
oferecer novas perspectivas de andlise e pela validacdo experimental do modelo
desenvolvido. Para tal, foi apresentado o modelo matematico de rotor embarcado nao-
linear proposto nesse trabalho, inicialmente na forma deterministica e posteriormente sua
expansao para o caso estocastico.

Foi realizada a analise numérica para uma maquina rotativa com dois disco no
Capitulo IV. Foram apresentados os ajustes do modelo de Elementos Finitos da bancada
da maquina rotativa. Foi investigada a resposta do rotor sob a influéncia de varias
excitagdes sendo constatado uma consideravel diferenca entre a resposta do modelo ndo-
linear e o linear tanto na dire¢do em que houve a aplicagdo da excitagdo como na dire¢do
perpendicular e sendo ainda mais discrepante quando a excitacdo ¢ aplicada nas duas
direcdes. Também foi investigada a resposta do sistema estocastico, na forma de
envelopes, para incertezas na rigidez dos mancais. Essa andlise revelou envelopes
proporcionalmente maiores para as respostas obtidas para a dire¢cdo oposta a da excitacao.

No Capitulo V foi realizada a analise experimental de uma bancada de teste montada
com o propdsito de validar o modelo proposto. O modelo da bancada de testes foi ajustado
a partir de FRFs experimentais medidas diretamente no sistema instalado, o Diagrama de
Campbell e as respostas de vibragdo para o sistema em rotacdo fazem parte do processo
de validagao.

O comportamento dindmico da bancada de testes foi investigado para diferentes tipos
de excitagdo, niveis de aceleragdo e frequéncia de excitacdo. Tanto para excitacdes do

tipo impacto como do tipo senoidal mostram que o modelo utilizado foi capaz de
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reproduzir satisfatoriamente o comportamento experimental do rotor na direcdo X
(direcdo em que foram aplicadas as excita¢des), enquanto na dire¢do z; houve uma
consideravel melhora na resposta quando compara ao modelo linear comumente usado.
Assim como no Capitulo IV, foram gerados envelopes para os casos estudados
experimentalmente nos quais os envelopes para a direcdo z; foram proporcionalmente
maiores que o da dire¢ao x;.

As principais contribuigdes deste trabalho podem ser assim resumidas:

e Constru¢do de um modelo matematico para representar rotores embarcados
nao-lineares;

e Expansdo do modelo deterministico para o caso estocastico;

e Analise tedrica do modelo de rotores embarcado ndo-lineares, tanto
deterministico como estocastico;

e Resultados experimentais que demostram a capacidade do modelo proposto

em representar o comportamento dindmico de rotores embarcados;

6.1 Perspectivas Futuras

Como principais linhas de continuidade desse trabalho ¢ possivel apontar:

e Melhorar o modelo de Elementos Finitos para as respostas de vibragdo ao
longo da dire¢do oposta a excitacdo, identificando os motivos que levam a
resposta nessa dire¢do ndo ser tao precisa;

e Analisar o modelo de EF para outras condi¢des de excitagao;

e [Estudar outras configuracdes de rotores, como rotores sustentados por
mancais magnéticos e hidrodinadmicos, eixos de material compdsitos, entre
outros;

e Analisar o efeito de incertezas em outros parametros como amortecimentos

dos mancais, rigidez de acoplamentos entre outros parametros;
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ANEXO A

INTEGRACAO NUMERICA

A Eq. (2.52) ¢ integrada de forma numérica através de uma variante do método de

Newmark e para tanto os vetores de velocidade (, e de aceleracdo (, (onde o subindice

n indica que o vetor ou matriz estd no instante /) sdo dados por (Reddy, 1997):

= (g, —q ), +1-L |
qn llAtz qn qn-l ﬂlAtqn-l 221 qn—l

(A.1)
qn = qn-l + (1 - %)Qn-l + AZAtqn

onde A, e 4, sdo pardmetros do método de Newmark. Aplicando a Eq. (A.1) na equagéo

do movimento do rotor (Eq. (2.51)), tem-se a equagdo discretizada:

K(q,)q, =F, (A2)
onde:

K(q,)=K"™"(q,)+aM+aD"™

F, =F" +MA,, +D"B,

An—l = anXn—l + ann—l + a}dn—l
Bn—l = aqun—l + a4qn—1 + ann—l

com:
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1 A 1
a(): PR alz_’ a2:—,
2 (&) 2 At A At
aS—L—l, a4—£—1, a, = At L—l
2], 2 21,

A Eq. (A.2) é um sistema de equagdes algébricas ndo-lineares no instante { que

podem ser resolvidas interativamente usando o método de Newton-Raphson que ¢
baseado em expandir essa equacdo algébrica ndo-linear em séries de Taylor em torno da
solucdo conhecida. Na formulacao usada neste trabalho serd assumido que para a solugao

da iteracdo r a solugdo para a iteragdo r—1 € conhecida. Assim ¢ definido um residuo

#(q,):

#(a,)=K(q,)q,-F, =0 (A.3)

Expandindo ¢(q,) em séries de Taylor:

#(a,)-o(a; ")+ ij }(q; ~q;")+0(e?) (A4)

n

onde O(qz) sdo os termos de alta ordem. Usando as Egs. (A.4) e (A.2) e considerando

desprezivel os termos de alta ordem, obtém-se entdo:
'K(q")Aq +4," =0 (A.5)

sendo que ‘K ¢é conhecida como matriz tangente, ou matriz de rigidez tangente. O

incremento de deslocamento pode ser dado por:
q,=q, +Aq (A.6)

O célculo da matriz ‘K ¢ dado por:
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a(Knlll (1) + K, (1 W)) G(K,,m () + Ko (, W))

(K = ou ow (A7)
a(Knlzz (W) +K, (”> W)) a(KnIZZ (W) + K, (”a W))
ou ow

que, por fim, resulta em:
'K=|K,+2K, +K'+K" | (A.8)
onde:

’}y u ?y u 5y}; w ’y u’yy A

Tpn T T npnl T Tpn T
+u'B;, B, +w B, B, +uB, B,

u udyy woy udy u

K¥(1,1)= E{
+G(20'B, B, +2u"B'.[ B,
K¥(2,2)= E[

...+G(2]wTB'” "B, +¥2'B,"B,, +2wW' B, "B, +2Iu'B TBW,W)

woy Cwoyy u w2y w2y Twlyy u 2y
A A
K ’(1,2):K ’(2,1)=O
nl _  TarT .
B"=u'NN

u’

MW'B), B, +'B' B, +WB! B, +
+...
Tpnl T Tpnl T
+21Iw Bw sy Bu syp +21u Bu >yy Bu ’y}’)
T pnl
Iw Bw oy u dyy w2y Twoyy St

Tpnl T Tpnl T Tpnl T
+lu B, B,,, +w By, B, +u B, B,

u woyy p oy u

"B,, +lu'B", "B, +IWB" B, + J
; +...

BIZI ZWTNWTNW; Bu :NuTNu; Bw :NWTNW
(A.9)
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