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Resumo

O foco desse trabalho é o estudo da constante de Davenport e problemas de soma zero. Para
poder introduzir e definir os problemas a serem estudados, sera feita uma revisao de alguns conceitos
sobre teoria de grupos e também alguns resultados especificos sobre grupos abelianos finitos que
nao costumam ser estudados durante a graduacédo. A constante de Davenport esta relacionada a
resolucdo de problemas de soma zero em grupos abelianos finitos. Com o objetivo de calcular a
constante de Davenport serdo também utilizadas propriedades de contagem e de anéis.
Palavras-chave: Grupos Abelianos Finitos; Constante de Davenport; Sequéncias de Soma Zero;

Sequéncias de Produto Um.
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Abstract

The focus of this work is to study the Davenport’s constant and zero-sum problems. In order
to introduce and define the problems to be studied, a review of some concepts in group theory will
be done, along with some specific results on finite abelian groups that are not commonly covered
in undergraduate studies. The Davenport’s constant is associated with the resolution of zero-sum
problems in finite abelian groups. To calculate the Davenport’s constant of abelian groups, properties
of counting and ring properties will also be utilized.

Keywords: Finite Abelian Groups; Davenport’s Constant, Zero Sum Sequencies; Product One Se-

quencies.
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Introducao

Em 1966, durante uma conferéncia sobre teoria dos grupos e teoria dos numeros (ver [9, 4]),
Thomas H. Davenport apontou que a constante de Davenport de um grupo de classes G de um corpo
de ndmeros F' € igual ao maximo nimero de ideais primos (contando multiplicidade) que aparecem
na decomposicdo de um inteiro irredutivel de F. Em geral, a constante de Davenport de um grupo
G é o menor inteiro positivo k& tal que toda sequéncia com comprimento maior ou igual que £ possui
uma subsequéncia de soma zero. Essa constante tem papéis importantes na teoria de fatoracédo néo

Unica e possui uma conexdo com a teoria de grafos.

Porém, logo ap6és a introducéo da constante de Davenport, surgiu o problema de como determina-
la, o qual ficou conhecido como o problema de soma zero em grupos abelianos finitos. O interesse por
esse problema levou ao descobrimento de diversos teoremas que permitem encontrar a constante de

Davenport em certos grupos abelianos finitos. Estes teoremas serao o foco deste trabalho.

O descobrimento destes teoremas comecou em 1968 com as publicacoes de John E. Olson (ver [9,
10]), em que Olson conseguiu provar teoremas que permitem o calculo da constante de Davenport
com grande facilidade. Como um breve exemplo, ele consegui provar que se um dado grupo G é
isomorfo a Cpe1 ® Cpez @ -+ & Cper, em que p é um numero primo, e; < --- < e, e e¢; € N, para todo
1<i<r, entdo a constante de Davenport de G serd dada por 1+3’_;(p® —1). Caso este resultado
néao existisse, o calculo da constante teria que ser feito a méo, isto €, teria que se verificar que toda
sequéncia de tamanho maior ou igual que 1+3.7_,(p® —1) possui uma subsequéncia de soma zero,
e que existem sequéncias de tamanho n que nédo possuem subsequéncia de soma zero, para todo

lsn<1+Y7 (p®-1).

Este estudo continuou por muitos anos, com diversos artigos (ver [4, 1, 2]) sendo publicados
nos anos e décadas subsequentes apresentando diversos resultados e auxiliando com o calculo da
constante de Davenport para diversos grupos. Porém, estes resultados normalmente dependem da
classe de isomorfismo a qual o grupo pertence, sejam estes como o que foi apresentado anteriormente,

ou com algum outro grupo distinto.
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Entéo, para tentar aplicar estes resultados a um numero maior de grupos abelianos finitos,
também serdo enunciados e demonstrados uma série de teoremas sobre grupos abelianos finitos.
Estes terdo o intuito de provar o teorema fundamental de grupos abelianos finitos. Este teorema
estabelece que para todo grupo abeliano finito G existem inteiros positivos n(1),...,n(k), tais que

G=Zn1)® @ L)

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: no primeiro capitulo sera feita uma revi-
sdo de conceitos basicos sobre teoria de grupos e grupos abelianos finitos. No segundo, teoremas
sobre grupos abelianos finitos serdo enunciados e demonstrados, alguns dos quais néo so vistos na
graduacdo. E no terceiro, sera realizado um estudo sobre a constante de Davenport e teoremas que

permitem encontra-la mais facilmente.
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CAPITULO 1

Grupos Abelianos.

Antes de comecar o estudo de grupos abelianos, comecemos relembrando a nocédo de relacdo de

equivaléncia.

Definicao 1.1 Seja A um conjunto ndo vazio, uma relacdo ~ sobre A serd chamada de relacdo de

equivaléncia de A, se para quaisquer a,b,c € A as seguintes propriedades forem cumpridas.

1. a~a;

2. Sea~b,entdo b~a;

3. Sea~beb~c,entdoa~ec.

Definicao 1.2 Seja A um conjunto e ~ uma relacdo de equivaléncia de A, define-se classe de equiva-

léncia de a, como o conjuntoa ={x€ A |x ~a}.

Lembremos agora algumas definicoes e teoremas que foram apresentados na graduacido para

que possamos introduzir novos resultados.

Usaremos a notacéo usual de Z para denotar os nimeros inteiros e N para denotar os nimeros

naturais.

Definicao 1.3 Um conjunto ndo vazio G com uma operagdo bindria - forma um grupo se cumpre as

seguintes propriedades:

1. a,beG implica a-b e G (operagdo interna).
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Grupos Abelianos.

2. a,b,ceGimplica a-(b-c)=(a-b)-c (associatividade).

3. Existe um elemento e € G tal que a-e = e-a =a para todo a € G (elemento neutro).

4. Para todo a € G existe um elemento a ' € G tal que a-a™ 1 =a~1-a = e (elemento inverso).

Se além das propriedades acima também tem-se que a,b € G implica a-b = b-a, para todo a,b € G,

entdo o grupo G é dito abeliano, essa propriedade é chamada de comutatividade.

Denotaremos um grupo G com uma operacio binaria - por (G,-) ou simplesmente por G, deixando

subtendido que - é a operacéo.

Para um grupo G, um g€ G e i € Z, define-se g na potencia i como:

g'88 ,sei>0;
——
i vezes.

e ,sei1=0;

(gHt ,sei<O.

As propriedades de potenciacédo usuais sdo validas em um grupo, ou seja, se a,b e G e i,j€ Z,
entdo

at-a’/ =a't/,

@y =a",
@by t=b"tal.
Se G é grupo abeliano, entdo também vale (a-b)' =a’-b".

A ordem de um grupo G é o nimero de elementos no grupo, e sera denotada por o(G). Caso a
ordem de G seja finita, entdo diremos que G é um grupo finito. Se a € G, entdo a ordem de a é o
menor inteiro positivo m tal que a™ = e, caso m néo exista entdo a tem ordem infinita. A ordem de

a sera denotada por o(a).

A partir deste ponto, dado um grupo G e a,b € G, denotaremos a -b simplesmente por ab, dei-

xando subtendido que a operacéo entre os elementos a e b é a operacio de G.

Definicao 1.4 Seja p um primo e G um grupo. Se todo elemento de G tem ordem igual a uma

potencia de p, entdo G é chamado de p-grupo.
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Grupos Abelianos. Propriedades dos Inteiros.

Definicao 1.5 Um subconjunto H de um grupo G é chamado de subgrupo se, H forma um grupo

com a operacdo de G. Caso H seja subgrupo de G, denotaremos H < G.

Definicao 1.6 Para um grupo G e um elemento g € G, definimos o conjunto de elementos gerados por

g como (g) ={g" | i € Z}. O conjunto (g) é subgrupo de G.

A demonstracédo que (g) é um subgrupo de G pode ser encontrada em [3, Proposicédo V.2.4]. Um
grupo G é dito ciclico quando ele pode ser gerado por um elemento, isto é, G = (g), para algum
g € G. Denotaremos um grupo ciclico com n elementos por C,, para que seja possivel diferencia-lo

dos demais grupos com facilidade.

1.1 Propriedades dos Inteiros.

A relacdo de equivaléncia mais usada neste trabalho sera a congruéncia médulo n definida em
Z, esta relacao de equivaléncia é definida da seguinte forma: dados x,y € Z diz-se que x é congruente
a y modulo n se, e somente se, x —y é um multiplo de n. Caso x seja congruente a y maédulo n,

escreve-se x =y (mod n).
Definicao 1.7 Dado um n €N, o conjunto Z, é o conjunto das classes de equivaléncia modulo n

Proposicéo 1.8 O conjunto Z, com a operagdo de adi¢do quociente dada por @+b = a + b, para todos

a,be”Z, éum grupo de ordem n.

Demonstracao: Ver [5, Teorema 6]. |

Definicao 1.9 A funcdo|:|:Z — Z, chamada de modulo, é definida da seguinte maneira: dado x € Z,

x ,sex=0;
x| =
—x ,sex<0.

Deve-se ter cuidado para nao confundir a congruéncia médulo n com a funcido médulo, ja que

ambas tem nome similares mas sdo coisas diferentes.

Definicao 1.10 Para a,b € Z, dizemos que b divide a se, a = bc, para algum c € Z. Caso b divida a,

denotaremos bla.

Teorema 1.11 (Divisao de Euclides) Sejam a,b € Z, com b # 0. Entdo existem n,r € Z tais que

a=nb+re0<r<|b|l. Neste resultado, n e r sdo tinicos.
& UFU-IME 9




Grupos Abelianos. Grupos Normais e Quocientes.

Demonstracao: Ver [8, Theorem 1.1] [ |
Definicao 1.12 O mdximo divisor comum de dois niimeros a,b € Z é um numero c € Z tal que,

1. ¢ é divisor comum de a e b;

2. Qualquer divisor de a e b é divisor de c.
Denotaremos o mdximo divisor comum de a e b por (a,b).
Definicao 1.13 O minimo multiplo comum de dois niimeros x,y € Z é um numero d € Z tal que,

1. x|d e yld;

2. Sempre que x|z e y|z, entdo d|z.

Denotaremos o minimo multiplo comum x e y por [x,y].

1.2 Grupos Normais e Quocientes.

Seja G um grupo, H <G e g € G. Chamaremos o conjunto Hg = {hg | h € H} de classe lateral a

direita de H em G que contém g. De forma andloga definiremos as classes laterais a esquerda de H.

Definicao 1.14 Seja G um grupo, se H < G, o indice de H em G é o numero de classes laterais a

direita de H em G. Denotaremos o indice de H em G por [G : H].

Definicao 1.15 Seja G um grupo e H <@, dizemos que H é um subgrupo normal de G, se para todo

g€GeheH tem-se ghg ! € H. Caso H seja subgrupo normal de G, denotaremos H < G.

Proposicao 1.16 Se H <G, entdo o conjunto G/H ={Hg | g € G}, com a operacdo herdada do grupo

G, forma um grupo e é chamado de grupo quociente.

® UFU-IME 10



Grupos Abelianos. Funcdes e Isomorfismos.

Demonstracao: A prova que G/H é grupo pode ser encontrada em [5, VI, Proposicéo 6]. [ |

Definicao 1.17 Se G é um grupo, H <G e H # G, chamaremos H de subgrupo normal maximal se

para todo H < N <@, entdo H=N ou N =Q.

Definicao 1.18 Se G é um grupo e S # @ um subconjunto de G, o centralizador de S em G é Cg(S) =
{geG|g-s=s-g paratodos €S} Quando S = G, esse conjunto é chamado de centro de G e é
denotado por Z(QG).

Definicao 1.19 Se G é um grupo e H,N sdo subconjuntos ndo vazios de G, entdo o produto de H e

N é o conjunto HN ={hneG|heH enecN}.

Definicao 1.20 Dados dois conjuntos ndo vazios A,B, definimos o produto cartesiano deles como o
conjunto de todos os pares (a,b) em que a € A e b € B. O produto cartesiano de A e B é denotado por

A x B. Além disso, para todos (a,b),(c,d) € A x B, tem-se (a,b) =(c,d) se, e somentesea=ce b=d.

De forma geral, define-se o produto cartesiano A1 x Ag x --- x A, de conjuntos ndo vazios
Aq,Aq,...,A,, como sendo o conjunto de n-uplas ordenadas (ai,as,...,a,), em que a; € A;, para

todo1<i<n.

Quando estivermos lidando com dois ou mais grupos, o elemento neutro do grupo G sera deno-
tado por e, para evitar confusdo com os demais elementos neutros. Caso haja apenas um grupo,

continuaremos denotando o elemento neutro por e.
Definicao 1.21 A soma direta de dois grupos A,B é o grupo A @ B =(A x B, ), em que * é definida
como (x1,x2) * (y1,¥2) = (x1-%2,y1-¥2), e x1,x2 € A e y1,y2 € B.

De forma geral, a soma direta de n grupos A1,Aq,...,A, serd o grupo A1 ®Ags®---®A, =(Aq1 x
Ag x -+ x Ay, x), em que * é definida como (x1,x2,...,%,) % (¥1,¥2,...,¥n) = (X1 ¥1,X2 Y2,...,Xn * Yn), €

xi,yi €A;, para todo 1 <i<n.

Note que para todo 1 <i <n a operacio x;-y; é a operagdo do grupo A;. A provade que A9 A&

---® A, é grupo pode ser encontrada em [8, Theorem 3.19].

1.3 Funcoes e Isomorfismos.

Definicao 1.22 Uma funcdo ¢ de G em H é dita sobrejetora se para todo h € H, existe g € G tal que
p(g)=h.
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Grupos Abelianos. Funcdes e Isomorfismos.

Definicao 1.23 Uma funcdo ¢ de G em H é dita injetora se quando g1 # g2, entdo ¢(g1) # P(g2),
para todo g1,82€Q.

Se uma funcéo é sobrejetora e injetora ao mesmo tempo, dizemos que ela é bijetora.

Definicao 1.24 Uma funcdo ¢ de um grupo G para um grupo H é dita um homomorfismo se para

todos a,b € G tem-se p(ab) = Pp(a)p(b).

Note que a operacgio ab esta contida em G, enquanto a operacéo ¢p(a)p(db) esta contida em H.

Definicao 1.25 Dois grupos G,H sdo ditos isomorfos se existe um homomorfismo bijetor (ou isomor-

fismo) entre eles. Neste caso escrevemos G = H.

Definicao 1.26 Se ¢ é homomorfismo de G em H, o niicleo (ou kernel) de ¢ é definido por ker(¢) =
{xeG|dx)=emn}.

As demonstragoes dos proximos 4 resultados podem ser encontrados no Capitulo 2 de [6].

Teorema 1.27 Seja ¢ um homomorfismo sobrejetor de G em H com ker(¢p) = K. Entao G/K = H.

Teorema 1.28 (Teorema de Lagrange) Se G é um grupo finito e H < @G, entdo o(H) divide o(GQ).

Corolario 1.29 Se G é um grupo finito e a € G, entdo o(a) divide o(G).

Corolario 1.30 Seja G um grupo e p um ntimero primo. Se G tem p elementos, entdo G é ciclico de

ordem p, ou seja G = C),.

Proposicao 1.31 Sejam H,K,H,K; grupos tais que H; é subgrupo normal de H e K1 é subgrupo
normal de K. Entdo

(HeK)/(Hi®K;)=H/H;®K/K;.

Demonstracao: Definimos f:HeK — H/H; & K/K1, com f(h,k)=(H1h,K1k). Veja que f é um

homomorfismo de grupos sobrejetor tal que ker(f)=H; ® K1, de fato:

Sejam (h,k),(h,k) € H® K. Tem-se

f((h,k)* (k) = f(h-h,k-k)=(Hy(h-h),K(k-k)) =

® UFU-IME 12



Grupos Abelianos. Funcdes e Isomorfismos.

(Hih-Hih,K1k-Kik)=(H1h,K1k) « (H1h,K1k) =

f((h,R)) * F((h,R)).

Se (H1h,K1k) e H/H1 & K/K{ entéo f(h,k)=(H1h,K1k). Ou seja [ é sobrejetora e para (h,k) €
Ho K tem-se

(h,k)eker(f) <= f(h,k)=(H1,K1)
<~ (H1h,K1k)=(H1,K1)
—h €eHie k eKq

<=(h,k)e H1 xKj.

Ou seja ker(f) = H1 @ K;. Pelo Teorema 1.27 tem-se (He K)/(H1 oK)= H/H1 o K/K;. [ |

De modo geral esta proposicdo pode ser generalizada, resultando no teorema abaixo.

Teorema 1.32 Seja G1,...,G, grupos com Nj<\Gj para cada 1< j<k. Entdo (G1®---®Gp)/(N1®
- ®Np)=(G1/N1)®--- & (Gp/Np).

Demonstracao: Ver [8, Theorem 6.9]. [ |

Corolario 1.33 Seja G=EHoKeQ=H 19K, em que H,K,H1,K{ grupos tal que H{ é subgrupo de
H, K1 é subgrupode K e [H:H]=[K : K] = p, entdo G/Q =C, & C,.

Demonstracdo: Como [H :H]=[K : K] = p, entdo H/H; =C, e K/K1 = C,. Pela proposicio
anterior, tem-se

GIQ=HeK)/(H; oK) =H/H e K/K;=C,oC,.
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CAPITULO 2

Teorema Fundamental de Grupos

Abelianos Finitos.

A determinacéo da estrutura de grupos finitos € um tema que fascina os matematicos. Em geral,
dada a ordem de um grupo finito, ndo é uma tarefa facil determinar a estrutura desse grupo. Se o
grupo for abeliano, o0 Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos responde a essa questao.

No presente capitulo abordaremos a demonstracéo desse resultado.

Teorema 2.1 Se G é um grupo, g € G, e o(g) = n €N, entdo para k € Z—{0}, o(g") = (k”n). Em

particular, o(g®) = n se, e somente se (k,n) = 1.
Demonstracao: Ver [8, Theorem 2.8]. [ |

Teorema 2.2 Seja G um grupo e x1,x2,...,x; € G com todos x;x; = xjx;. Se o(x;) e o(x;) sGo coprimos,

para todo 1<i,j<k, comi#j, entdo o(x1x9...x3) = 0(x1)0(x9)...0(xp).
Demonstracao: Ver [8, Theorem 4.16]. [ |

Teorema 2.3 Seja G um grupo e g € G com o(g) =m. Entdo S ={k € Z| g* = eq} = mZ. Em particu-

lar, g* = e se, e somente se m|k.
Demonstracao: Ver [8, Theorem 2.7]. [

Teorema 2.4 Seja G um grupo abeliano finito, e seja x € G com o(g) < o(x), para todo g € G. Se y € G,

entao o(y)lo(x). Em outras palavras, y°® = e, para todo y € G.
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Demonstracdao: Suponha que existe y € G tal que o(y) néo divide o(x). Pela fatoracdo tnica nos
naturais, existe um primo q que aparece na fatoracéo de o(y) e ndo aparece (ou aparece com poténcia
menor) na fatoracdo de o(x). Isto é, existem nimeros naturais m,k e inteiros ndo negativos s, ¢ tais
que o(x) = ¢°k, o(y) = ¢'m, (km,q) =1 e ¢t >s = 0. Usando o Teorema 2.1, o(x?) = k e o(y™) = ¢’.
Observe que (o(x?),0(y™)) = 1. Como G é um grupo abeliano, entdo o(x? y™) = ¢*k, pelo Teorema
2.2. Isso contradiz a maximalidade de o(x), entao devemos concluir que o(y)|o(x) e pelo Teorema 2.3

segue que y°W =e. [ |
Teorema 2.5 Seja G um grupo, entdo:

e SeH=<Z(G)e K <@, entdo HK <G;

e Se G éabelianoe Hy,...,H,, <G, entdo H1---H,, <G.
Demonstracao: Ver [8, Theorem 4.11]. [ |
Teorema 2.6 Se H K <{\G,HK =G e HNK = (e), entdo G=ZEHaK.
Demonstracao: Ver [8, Theorem 7.9]. |
Teorema 2.7 Se C ={g) é infinito, entdo C Z(Z,+), e se o(C) =n, entdo C =C, = Z,.
Demonstracao: Ver [8, Theorem 6.8]. [ |

Teorema 2.8 Para A, B, C, D, E grupos, com A=ZCe B=ZD, temos AeB=BoeA,AeoB=CeaoD,e
AosBeE=Z(AoB)oE=ZAa(B9E).

Demonstracao: Ver [8, Theorem 7.10]. [ |

Teorema 2.9 Se G = N1---Np, N; <G, para todo 1 <i <k, e se NIN3...Nj_1nNN; = {e} quando
k=j=2 entdo G=N1&---®&N}. Poroutro lado, se G =G1&---& Gy, existem Ny,...,Np, <G,N; =
G;,G=N1--NpeNN2---Nj_1nNj={e} para cada k = j = 2.

Demonstracao: Ver [8, Theorem 7.8]. [

Teorema 2.10 (Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos) Se G é um grupo abeliano finito,
entdo existem inteiros positivos n(1),...,n(k), tais que G = Z,1)® -+ & Zy ), € n(j)In(j — 1) para todo

2<j<k.
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Demonstracdao: Como G é um grupo abeliano, podemos dizer que qualquer H <G é normal e G/H

é um grupo. Temos também que o Teorema 2.5 é valido e que (xy)™ = x"y™ para quaisquer x,y € G.

Algum x7 € G tem ordem méaxima n(1). Se G = (x1), entdo o(G) = n(1) e G = Z,(1) pelo Teorema
2.7. Caso contrario, defina Hy = (x1). Para algum y € G, o(H1y) = m é maximo em G/H{. J4 que
G #H{,entaom >1, y¢ Hy, e y"* € H; com m sendo a minima poténcia de y satisfazendo essa
propriedade. Observe que (H1y)°Y) = H1y°®) = H;, logo m|o(y) pelo Teorema 2.3, e o(y)|n(1) pelo

Teorema 2.4. Assim, por transitividade m|n(1) e podemos escrever n(1) = ms.

Como y™ € Hy entdo y™ = x’f, usando o Teorema da divisdo de Euclides é possivel escrever

E=gm+jcom0<j<m,oque resulta em y™ = x'lnqx{. Portanto, se x2 = x; 7y, entdio Hyy = Hyxz,
e assim o(H1x9) = m em G/H{, mas usando o Teorema 2.4 de novo, e = x;‘(l) =xg° = ((xl_qy)m)s = x{s.
Pelo Teorema 2.3 tem-se que n(1)|js, mas 0 < j < m implica que 0 < js < n(1). Desta forma j =0 e

qm m _

Xy = (quy)m =x, y"=e.

Ja que m = o(H1x2) entao (x1) N {xg) = (x?) = {e}, como mencionado acima. Além disso, o(x2)|m,

0 que permite usar o Teorema 2.3, e m < o(x2) ja que m = o(Hqx9), entéo o(xg) = m.

Defina Hg = (x2) e n(2) = m entéo n(2)|n(1) e Hi N He = (e). Se G = H1 & H9 entéo pelo Teorema

2.6, Teorema 2.7 e Teorema 2.8, teremos G = (x1) ® (x2) = Z,(1) ® Zn(2), acabando a demonstracéo.

Quando G # H1 @ Hy continuamos com o mesmo processo. O passo geral é como a demonstracio
acima mas as condi¢des iniciais sdo um pouco mais complicadas. Suponha que existe um conjunto
maximal {x1,x9,...,x} € G tal que o(x;) = n(i); n(i)|n(i — 1) para todo 2 <i <k e, denotando Hy = {e) e
H; = (x1)---{x;), para j <k, temos o(H_1x;) = n(j), em que n(;j) é a ordem méaxima entre as ordens
de todos elementos de G/H;_1. Observe que quando G néo é ciclico temos £ = 2. E claro que k

tem que ser finito pois G é finito. Ja que o(x;) = n(j) = o(H;_1x;) e Hj_1N{x;) = (x?(j)) =

(e), entao
Hp = (x1) ®--- & (xp) pelo Teorema 2.9. Consequentemente se G = Hj, entdo (x;) = Z,(;), para todo

1<i<k,epelo Teorema 2.8 o teorema esta provado.

Quando G # H}, contradizemos a maximalidade de k2 encontrando x3.1, em que x;.1 satisfaz
o(xpi1)In(k) e o(Hpxpy1) = o(xp41) é ordem maxima entre as ordens de G/H. Podemos afirmar
que para algum y € G, o(Hry) = m, sendo m a maxima ordem possivel dos elementos em G/H},.
Agora pela definicdo de n(k) e o teorema da divisdo de Euclides tem-se que y"® € H,_; < H}, entéio
(Hpy)"® = H}, e pelo Teorema 2.3 conclui-se que m|n(k). Embora y™ € Hy, pode ser que y™ € H; <H,
para j < k. Entre todos os elementos x € G que satisfazem o(Hpx) = m em G/H}, existe x € G tal que
x™ € H; para o qual j é minimo. Isto é, se g € G com o(Hg) = m entdo g ¢ H;_1 (se j > 0). Sem

perda de generalidade podemos assumir que a escolha inicial de y € G satisfaz essa condig¢do. Se
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j =0, entdo y" =e. Ja que (H}y)! # H, para 1 <t <m segue que o(y) =m. Dai, H, N {y) = (y"™) = (e).
De m|n(k) e usando x;,1 =y, contradizemos a maximalidade de k, logo j = 1.

a(l),.a2)

Pelas escolhas de y e j, tem-se que y™ = x] 'x, -xj.‘(j) = hxj(j) com heHj 1ea(j)>0. Como

foi visto acima m|n(k) e por suposicdo n(k)|n(j), logo n(j) = ms e o teorema da divisdo mostra que

v

a(j) =mqg+v, com 0 <v <m. Agora y™ = hx;.nqxj, logo, se w = x;qy entdo w™ = hxy Observe

que H,w = H,y entdo o(Hpw) = m e ja que a ordem de qualquer elemento em G/H;_1 divide n(;),
teremos w"Y) € H;_ ;. Mas w) = yms = (hx;f)s = hsx;fs € H;_1, fazendo com que xJT”s € H;_1. Logo
(Hj_1x;)"* = H;_1, e n(j)lvs pelo Teorema 2.3, mas 0 < v < m forca vs < ms = n(j), entdo v = 0.
Consequentemente w™ = h € H;_1, o que contradiz a minimalidade de j. Isso mostra que G # Hj néo

é possivel, provando o teorema. [ |

Ilustramos esse teorema com o(G) =72. Se G = @lezi. Entao o(G) = n(1)...n(k) entao precisa-

mos apenas listar os fatores de 72.

Existem 6 possibilidades: 72; 36,2; 24,3; 18,2,2; 12,6; 6,6,2. Que correspondem as somas dire-

tas: Zyo; Z3g® Zo; Zos @723, Z18®Zo® o, Z19®Lg;, elZg®Zg® ZLo.

Teorema 2.11 Se G é um grupo e H # ¢ um subconjunto de G, entdo os seguintes itens sdo equiva-

lentes:

1. H=aG.
2. x,yeH = xy,x 1 eH.
3. x,yeH = xy leH.

4. x,yeH = x"'yeH.

E se H é finito, entdo H <G se, e somente se, x,y € H implicar xy € H.

Demonstracao: Ver [8, Theorem 2.12]. [ |
Teorema 2.12 Para G1,...,Gp, grupos, com G =G1 & --- & Gy, entdo:

1. Z(G19--0Gp)=Z(G1)® -2 Z(Gp).
2. Se Gj, 1= j <k, é finito, entdo o(G) = 0(G1)-0(G2)---0(Gp).

3. Se g = (g1,...,81) € G, entdo o(g) = n e N << o(g;)) €N, para 1 <i <k, e n =

mmc{o(g1),...,0(gz)}
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Demonstracao: Ver [8, Theorem 3.20]. [ |

Teorema 2.13 Seja G = (g) um grupo com o(G) =n. Se k € N e k|n entdo Hy = (g"*) é o unico

subgrupo de G de ordem k, e

{H | H é subgrupo de G} ={H}, | k é um divisor positivo de n}.

Logo, qualquer H < G é ciclico, o(H)|o(G), e existe um tnico subgrupo de G para cada k|n.

Demonstracao: Ver [8, Theorem 3.1]. [ |

Teorema 2.14 Se G é um grupo e g € G entdo o(g) = m € N se, e somente se o({(g)) =m e (g) =

{leq,g,82,...,8™ ). Logo se o(g) = m entdo (g*) = (g) se, e somente se (k,m)=1.

Demonstracao: Ver [8, Theorem 2.16]. [ |

Teorema 2.15 Se G é grupo e N <G entdo,

1. Se o(G) = pt, com p primo e t €N, entdo o(G/N) = p*, em que k e Ne k <t, a ndo ser que N = (e).
2. Se ye Z(GQ), entdo Ny € Z(G/N).

3. Se G é abeliano entdo G/N é abeliano.

4. SegeGekeZ entdo Ngk =(Ng).

5. Se G = (x) é ciclico, entdo G/N = (Nx) é ciclico.

Demonstracao: Ver [8, Theorem 5.7]. [ |

Para o préximo teorema temos que definir sub(G,N) e sub(G).

Definicao 2.16 Se G é um grupo e N é um subconjunto de G, sub(G,N) é o conjunto de subgrupos

de G que contém N e sub(G) é o conjunto de subgrupos de G.

Teorema 2.17 Seja ¢ : G — B um homomorfismo sobrejetor de grupos com ker¢ = N. Entdo a :
Sub(G,N) — Sub(B) dado por a(H) = $H) e B:Sub(B) — Sub(G,N) dado por BK) = ¢~ 1(K) sdo

inversos e bijetores que preservam inclusdo, entdo:
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~

. a e B enviam subgrupos normais em subgrupos normais.

2. Se N<H<L<G,entdo [L:H]=[¢(L):p(H)]

3. Se K<V <B, entdo [V :Kl=[¢p"1(V):p 1K)

4. Se H,L € Sub(G,N),H <L < ¢(H) < (L), entdo L/H = H(L)/p(H).
5. Se N<L <G, entdo ¢(L)= L/N.

6. Se N < H <@, entdo G/H = B/¢p(H).

7. Se N é finito e K < B é finito, entdo o(¢p~1(K)) = o(N)- o(K).

Demonstracao: Ver [8, Theorem 7.2]. [ |

Teorema 2.18 Seja G um grupo abeliano, com o(G) = p™ e p primo. Se G = Z pn) @+ & L ,u(, €m que
nl)=---=2nk)=1,eseG= L) ® -+ & L, m(s), em que m(1)=---=m(s)= 1, entdo k = s e n(j) = m(j),

para todo 1< j<s.

Demonstracdo: Seja A =Z,.)® & Zyur) € B=2Z,m1) &+ Zyms. Argumentaremos por indugéo

em n. Quando n =1 certamente k =s=1e n(1l)=m(1) =1.

Assumimos que quando o(G) = p! para ¢ < n existe apenas uma representacio para G, como no

Teorema 2.10.

Seja G(p) ={g € G|gP = e} e sejam x,y € G(p). Ja que G é abeliano, (xy)’ = xPyP = e, G é finito
e pelo Teorema 2.11 tem-se que G(p) < G, e G(p) é unicamente determinado por G. Se G(p) =G,
entao A(p)=A e B(p) =B, entdao k =s=n e n(i)=1=m(j), para todo 1 <i,j <n. Quando G(p) #G
definimos £ = a¢ = 1 maximo com n(a) >1 e s = b = 1 maximo com m(b) > 1. Pelo Teorema 2.12,
g € A(p) exatamente quando cada uma de suas coordenadas g, tem-se gf =0. Em Z yniiy €Xiste um
tnico (x;) < Z,ui) de ordem p pelo Teorema 2.13, (x;) = Z o (p) pelo Teorema 2.14, e Z ,ni/{x;) é

ciclico de ordem p™¥-1

pelo Teorema 2.15. Logo, pelo isomorfismo entre G e A tem-se, G(p) = A(p) =
(x1) @ --- ® (x3,), entdo pela equivaléncia no Teorema 2.17 produz G/G(p) = A/ eale (x;). Teorema
1.32, Teorema 2.7, Teorema 2.8 mostram que G/G(p) = Lyn-18-+& L n@-1 € o(G(p)) = o(A(p)) = p*.
Analogamente, G/G(p) = B/B(p) = Z,m-18 -+ & Z,me)-1 € p° = 0(B(p)) = o(G(p)) = p*, portanto & =s.

Mas o(G/G(p)) = p' para t < n, entdo pela nossa suposicdo da inducdo, a = b e n(j) = m(j) para

1<j<a.dJaquen(i)=m(i)=1paraa<i<k,e assim o teorema é provado por inducéo. [ |
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Teorema 2.19 Seja n :pcll1 ---pzk para p1<---<pp primos,ea; EN, para 1<i<k.

1. Se d e N entdo d|n<:»d:pll’1~-p2k com todo 0<b; <a; paratodo1<i<k.

2. n tem exatamente (a1 + 1)ag +1)---(ap + 1) divisores distintos em N.
Demonstracao: Ver [8, Theorem 1.18]. [ |

Teorema 2.20 Sen=n1---n; €N, com ny,ng,...,n, coprimos dois a dois, entdo p:Z, — Z,, &+ &

Zy, definido por p(a) =(a,...,a) é um isomorfismo.

Demonstracao: Ver [8, Theorem 7.11]. [ |

Observe que no teorema acima, as classes de equivaléncia dependem do grupo em que se encon-

tram, ou seja, @ em Z,, é o conjunto de elementos congruentes a a modulo n;, para todo 1 <i <k.

Teorema 2.21 Seja G um grupo abeliano finito, em que G = Z,1)® -+ ® Zp1), com n(j)|n(j —1) para
todos 2 < j < k, e a sequéncia (n(1),...,n(k)) é unicamente determinada por G. Se o(G) = p‘fl...p?t
para pi<---< p; primos, entdo G = pr(l’l) @D szlx(l,s(l)) &8 Zpttm,l) @@ Zp;x(t,s(t)), em que, a(i,1) =
--- = al(i,s(i)) e a sequéncia (a(i,1),a(i,2),...,a(i,s(i))) é unicamente determinada por G, para todo

l<i<t

Demonstracao: Pelo Teorema 2.10, G = Z,1)® -+ & Z), com n(j)|n(j —1) para j = 2. Pela fa-

toracdo de o(G), existem inteiros a(i,j) = 0, para todos 1 <i <t e 1 < j <k, tais que n(j) =

a(l,)) _a2,)) a(t,j)
Dy Py .. py .

Ja que n(j)|n(j — 1), para j = 2, pelo Teorema 2.19, a(i,1) = a(i,2) = --- = a(i,k) = 0, para todo
1=i=<t. Logo, pelo Teorema 2.20, Z,(j) = Z, a0 &+ & Z,, a., omitindo qualquer somando em que

a(i,j) =0. Usando o Teorema 2.8, é possivel rearranjar a soma:
GZ27Z 20419 D7 oasa)® - DZ o) D D7 ats
pey pathe) oD ot

em que s(i) é o maximo inteiro, satisfazendo a(i,s(i)) > 0. Seja A a soma direta acima (a direita).
Para cada 1< j<t,defina A;={geA|o(g)= p;.i, para algum d = 0}. Pelo Teorema 2.12(3.), tem-
se que x € A; se, e somente se, as coordenadas de x sdo zero, exceto, talvez, nas coordenadas das

componentes ija(j,v), para 1 <v < s(j). Dessa forma,

Zgij,l) @___@Zgij,s(j)) =A;=G;={geGlo(g) :p?, para algum d = 0}.
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aG ) p@UsU)y ¢ ynicamente determinado por G.

Logo, pelo Teorema 2.18, (pj yees D

Isso prova a segunda afirmacéo do teorema. Se G = Z,;(1)® ** & Z;v) com m(j)|m(j — 1) para

2<j<v,em que m(j)= pll’(l’j ... p?(t’J ), temos uma representacéo correspondente para G como uma

soma direta de grupos ciclicos de ordens p?(i’j ), paral<i<tel<j<v. Mas, como vimos acima,
existe apenas uma unica representacdo de cada G;. Entdo, a(i,j) = b(i,j) para todos i e j, o que

significa que n(j) = m(j) para todo j, provando o teorema. [ |

Definicao 2.22 Se G é um grupo abeliano finito, os inteiros n(1),...,n(k) no teorema anterior sdo os
a(j,

fatores invariantes de G e seus divisores primos p; l), listados em ordem decrescente para cada

primo, sdo os divisores elementares de G.
Definicao 2.23 O expoente de um grupo finito G é definido como
exp(@)=min{m eN| g™ =e, Vg e G}.

Teorema 2.24 Um grupo abeliano finito G é ciclico se, e somente se, o(G) = exp(Q).

Demonstraciao: Se G = (x), entdao o(x) = o(G) pelo Teorema 2.14, e certamente exp(G) = o(G).
Mas exp(G) < o(G), pois todo elemento elevado a ordem do grupo é sempre a identidade. Assim,

exp(G) = o(G).

Agora, definimos G como grupo abeliano com n(1),...,n(k) fatores invariantes. Pelo Teorema
2.21 e Teorema 2.12 nas ordens de soma direta, g™V = e para todo g € G, entdo exp(G) < n(1).

Portanto, o(G) = exp(G) implica o(G) = n(1). Logo, n(1) é o inico fator invariante e G = Z,) [ |

Teorema 2.25 Um grupo abeliano finito é ciclico se, e somente se, para cada primo p divisor de sua

ordem, existem exatamente p elementos satisfazendo x? = e.

Demonstracao: Se G = (x) e p|o(G) com p primo, entdo G contém um tnico subgrupo H de ordem
p (Teorema 2.13), e se g € G com gP = e entdo g € H pelo Teorema 2.14. Logo os p elementos de
H sao precisamente os elementos em G satisfazendo xP = e. Agora, assuma que para qualquer p
primo em que plo(G), o conjunto {x € G|xP = e} tem exatamente p elementos. Se G tem mais de
um fator invariante, entdo usando o Teorema 2.21, se o primo ¢|n(2) temos que q|n(1). Ja que
G=Z,1)®Zp®)---, eja que existem (x) < Z,(1) e (y) < Zn2) com o({x)) = o({y)) = q, entdo existem q>
elementos g em G que correspondem ao conjunto {(ix, jy,0,...,0)|0<i,j < g—1} e satisfazem g? =,
contradizendo a nossa suposicdo. Logo, G tem apenas um unico fator invariante, entdo G = Z,,(3) é

ciclico. [ ]
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CAPITULO 3

Constante de Davenport

3.1 Anéis e Monoides.

Definicao 3.1 Seja A um conjunto ndo vazio onde estejam definidas duas operacgées fechadas, deno-
tas por + e -, as quais serdo respectivamente chamadas de soma e produto em A. O conjunto A é um
anel se as seguintes propriedades forem cumpridas para todos a,b,c € A.

1. (a+b)+c=a+(b+c) (associatividade da soma);

2. Existe 0€ A tal que 0+a =a + 0 = a (elemento neutro da soma);

3. Para todo a € A, existe um tinico x = —a tal que x +a = a + x = 0 (elemento inverso da soma);

4. a+b=>b+a (comutatividade da soma);

5. (a-b)-c=a-(b-c) (associatividade do produto);

S

a-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c (distributividade a direita e a esquerda);

Além disso,

7. seexiste 1€ Atal que 1-a=a-1=a,entdo A é chamado de anel com unidade;

8. Sea-b=>b-a, para todos a,b € A, entdo A é chamado de anel comutativo;

9. Sex,yeA tal que x-y =0, entdo x =0 ou y =0, caso isso ocorra dizemos que A é um anel sem

divisores de zero.

® UFU-IME 22



Constante de Davenport Sequéncias e a Constante de Davenport.

Caso A seja um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero, entdo dizemos que A é um

dominio de integridade.

Definicao 3.2 Um monoide é um trio composto por:

1. Um conjunto G;
2. Uma operacdo bindria fechada e associativa -;

3. Um elemento neutro e € G tal que para todo a € G tem-sea-e=a =e-a.

Dizemos que um monoide é abeliano se a-b = b -a, para todos a,b € G.

3.2 Sequéncias e a Constante de Davenport.

Uma sequéncia em um grupo abeliano finito G é definida como:

S = n g5 =g g9 gm € F(G),
geG

em que vg(S) €N é o grau do elemento g na sequéncia S, ou seja a quantidade de vezes que g aparece
na sequéncia, dizemos que g é um elemento de S se v4(S) > 0. Observe que néo importa a posi¢éo do
elemento na sequéncia, mas sim o namero de vezes que cada elemento aparece na sequéncia. Dessa
forma, % (G) é um monoide abeliano formado pelo conjunto das sequéncias de G com a operacao de

concatenacio de sequéncias, denotada por - e definida como
T.S — tl...tn.sl...sm :sl...sm.tl...tn :S.T,

para quaisquer sequéncias T'=t1---t, € S =s1---s,, de G. Por definicdo, a operacdo é interna e
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