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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo acerca da análise de tensão em vigas de perfil “C”
utilizando modelos de elementos de placa e modelos de elementos sólidos. A pesquisa
realizada neste estudo tem relevância para o desenvolvimento de produtos na engenharia
aeronáutica, especialmente no que diz respeito à análise de tensão em vigas de perfil
“C” e sua aplicação em estruturas de aeronaves. Aborda-se a necessidade de soluções
baseadas em modelos globais compostos por elementos de placa e propõe-se a variação
de parâmetros como o raio para avaliação da correlação entre as tensões dos diferentes
métodos de modelagem. A metodologia aborda o uso de corpos de prova virtuais, em que
se usa o modelo de placas como baseline com uma análise de convergência de tensões.
Os resultados avaliaram a diferença entre as tensões obtidas entre os diferentes modelos
propondo a utilização de um fator de incremento de tensão Ki e demonstram que o modelo
de elementos sólidos é mais conservativo para a análise da tensão máxima na região central
(vértice) de uma viga perfil “C” e que o modelo de placas se mostrou mais conservativo
para a análise das tensões no raio da mesma região. Nota-se a relevância do nível de
refinamento e a sua relação com o custo computacional associado à precisão numérica das
análises. Destaca-se a importância da fidelidade das condições de contorno e das condições
de aplicação da carga para garantir resultados precisos e confiáveis. O fator Ki pode ser
utilizado como correção de tensão entre modelos uma vez que o problema esteja modelado
conforme estudos prévios. Além disso, são apontadas sugestões para trabalhos futuros,
como a variação de parâmetros, o refinamento local, e o aprimoramento das condições de
contorno e aplicação de carga.

Palavras-chave: Convergência de Malha; Elementos de casca; Elementos sólidos;
Estruturas de paredes finas; Métodos dos Elementos Finitos.
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Abstract

This work presents a study on stress analysis in channel “C” beams using plate element
models and solid element models. The search carried out in this study has relevance for
the development of products in aeronautical engineering, especially with regard to stress
analysis in “C” channel beams its application in aircraft structures. The work addresses
the need for solutions based on global models composed of plate elements, proposing
the variation of parameters such as the radius to evaluate the correlation between the
voltages of the different modeling methods. The methodology addresses the use of virtual
test specimens, in using the plate model as a baseline with a convergence analysis of
tensions. The results evaluated the difference between the tensions obtained between the
different models proposing the use of a voltage increment factor Ki and demonstrate that
the solid element model is more conservative for the analysis of the maximum stress in
the central region (vertex) of a “C” channel beam, on the other hand, the plate model
proved to be more conservative for the analysis of stresses in the radius from the same
region. It is noted the relevance of the level of refinement and its relationship with
the computational cost associated with the numerical precision of the analyses. It is
highlighted the importance of the fidelity of the boundary conditions and application
conditions of the load to ensure accurate and reliable results. The Ki factor can be used
as tension correction between models once the problem is modeled according to previous
studies. Furthermore, suggestions for future work are highlighted, such as parameter
variation, local refinement, and boundary condition enhancement and load application.

Keywords: Mesh Convergence; Shell elements; Solid elements; Thin-walled structu-
res; Finite Element Methods.
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1 Introdução

A determinação do campo de tensões e deformações de uma peça estrutural é base para
o desenvolvimento de produtos em todos os setores da sociedade. Componentes estrutu-
rais de fuselagens de aviões estão sujeitos a resistir a grandes carregamentos provenientes
de diferenciais de pressão, devido às altas altitudes de voo (Megson, 2021). As tensões
podem ser definidas analiticamente, limitando-se os cálculos a modelos de geometrias sim-
ples, ou numericamente, com modelos mais complexos e envolvendo método de elementos
finitos (MEF). Segundo Niu (2011), a introdução do MEF possibilitou chegar em maiores
exatidões na resolução de modelos estruturais (como modelar por completo a estrutura
de uma aeronave).

O campo de tensões é usado em diversas análises como determinação de margens de
segurança (Niu, 2011), determinação da vida em fadiga (Budynas, 2016), entre outras. Os
dados gerados nessas análises, são enviados às autoridades competentes de cada país para
o cumprimento de requisitos, por exemplo os de aeronavegabilidade civil, estabelecidos
de acordo com a Agência Nacional de Aviação Civil (2014) no Regulamento Brasileiro de
Aviação Civil nº 25.

Segundo Megson (2021), a fuselagem é uma composição de elementos estruturais que
formam uma seção fechada, no entanto, alguns desses podem ser classificados como vigas
de paredes finas de seção aberta e de seção fechada. Uma geometria amplamente utilizada
são os perfis “C” cuja aplicação vai desde a composição de cavernas, reforçadores e vigas
longitudinais na fuselagem. A denominação “C”, se deve à aproximação da forma da seção
transversal da viga à letra.

Por mais que, Niu (2011) oriente que as estruturas mais eficientes têm o caminho
de carga o mais direto possível, ou seja, sem detalhes geométricos concentradores de
tensão, nem sempre isso é possível no projeto e, assim, há a adição de detalhes nas peças,
como recortes nas vigas longitudinais para abrir espaço para a passagem de reforçadores
(stringers) na casca da fuselagem (fuselage skin). As complexas estruturas formadas pelos
mais diversos arranjos entre os elementos estruturais na maioria das vezes contribuem para
aumentar a complexidade da análise estrutural.

O Método de Elementos Finitos permite a resolução de modelos matemáticos de pro-
blemas físicos (Bathe, 2014). E, a habilidade de discretizar domínios irregulares em partes
finitas com graus de liberdade regidos pelas equações governantes do problema (deseja-
dos) (Moaveni, 2015), transpõe-se o problema real em um problema numérico com solu-
ção conhecida, em que o grau de refinamento, ou número de partes finitas e seus graus
de liberdade, podem ser variados de forma a produzirem uma solução satisfatória (Fish;
Belytschko, 2007).

Gendron (1997) e Peeters et al. (2018), mostram em seus trabalhos que modelos de
placa têm menores custos computacionais que modelos sólidos. Este trabalho tem a fi-
nalidade de correlacionar as tensões no detalhe geométrico de vigas de paredes finas de
perfil “C” sujeitas à flexão, idealizadas por meio de modelos com elementos sólidos e mo-
delos com elementos de placas, de forma a verificar a aplicabilidade de cada modelo e a
correlação entre as tenções obtidas.
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Tendo em vista os aspectos apresentados no texto introdutório e os aspectos motivacio-
nais gerais abordados nos parágrafos anteriores. Este trabalho tem a motivação específica
de identificar em uma viga de paredes finas perfil “C” da fuselagem de um produto aero-
náutico, o surgimento de tricas devido à fadiga. Cujo problema foi observado em campo e
foi descaracterizado no presente trabalho à fim de manter a confidencialidade do projeto
original. Uma causa possível elencada foi o uso de modelos inadequados, por exemplo.
Trabalhos como os de Chetan, Swamy e Girish (2015), Molent et al. (2018), Venkatesha,
Prashanth e Kumar (2014) também investigam os problemas relacionados ao encontrado
em campo pelo autor do presente trabalho.

1.2 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é comparar as técnicas de modelagem para vigas
de parede fina de perfil “C”. Outrossim, avaliar a distribuições de tensão por cada tipo
de modelagem sob o aspecto das principais análises relacionadas ao desenvolvimento do
produto.

Os objetivos específicos resumem-se em:

1. Fazer uma breve revisão da formulação dos elementos 2D e 3D utilizados na pesquisa;

2. Estabelecer critérios e metodologias de análise aplicáveis a estruturas de paredes
finas;

3. Estabelecer tais metodologias visando garantir a exatidão requerida na captura dos
efeitos de concentração de tensão no componente analisado;

4. Avaliar o comportamento da tensão no raio do filete;

5. Definir e calcular um fator de incremento (ou atenuação) de tensão entre o modelo
em elementos de placa e o modelo em elementos sólidos.

1.3 Estrutura do Trabalho

Este trabalho é composto por um total de 05 (cinco) capítulos, dispostos da seguinte
maneira:

Capítulo 1: Introdução.

Capítulo 2: Fundamentação Teórica e Bibliográfica. Abordagem de aspectos teóricos
importantes sobre temas relevantes para o desenvolvimento deste projeto, sendo esses:
propriedades mecânicas dos metais, método dos elementos finitos, análises de margem de
segurança e fadiga S-N.

Capítulo 3: Materiais e Métodos. Seleção do corpo de prova virtual a ser estudado e
descrição das metodologias utilizadas.

Capítulo 4: Resultados e Discussões. Apresentação dos resultados de cada geometria
e comparações entre as metodologias.

Capítulo 5: Conclusões. Considerações finais e propostas para trabalhos futuros.
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O Módulo de Elasticidade (E, Equação 1), que pode ser definido como a inclinação da
curva nessa região, é a primeira parte linear do gráfico "Tensão x Deformação". Conhecida,
também, como lei de Hooke, é definida para materiais com características linear-elásticas
como os metais (Gere; Goodno, 2020).

E =
σ

ϵ
(1)

Outra propriedade do material que fundamenta este estudo é o Coeficiente de Poisson
(ν, Equação 2). Segundo Gere e Goodno (2020), seria a razão entre a deformação lateral
(ε′) e a deformação axial ε de um prisma com materiais de características linear-elásticas.

ν = −
ε′

ε
(2)

2.2 Métodos de Elementos Finitos

Definidos os materiais linear-elásticos e as suas propriedades na subseção anterior, esta
subseção abordará os aspectos mais gerais da teoria de Métodos de Elementos Finitos.

2.2.1 Estado Plano de Tensões em Elementos de Placas Finas

Como observado por Megson (2021), o estado de tensão plana pode ser definido quando
as tensões na direção da espessura são negligenciáveis. Assim pode-se assumir que o
eixo z está na direção da espessura, no qual σz, τxz e τyz são todos zero, um problema
bidimensional.

Dadas as definições anteriores, o Módulo de Elasticidade e o Coeficiente de Poisson,
pode-se definir as Equações 3, 4 e 5 que governam o Estado Plano de Tensões, na condição
de chapas finas em que ϵz e as distorções nos planos associados seriam desconsiderados
para a formulação de elementos de placas finas (Filho, 2007)(Megson, 2021).

εx =
σx

E
− v ·

σy

E
(3)

εy = −v ·
σx

E
+

σy

E
(4)

γxy =
τxy
G

=
2(1 + v)

E
· τxy (5)

2.2.2 Flexão, Torção e Deslocamento em Elementos de Placas Finas

A flexão em elementos de placas é formulada similarmente á feita em elementos de
viga, com a diferença que para a viga é considerado momento em apenas em uma direção
e, em placas é considerado em duas e o momento de torção, como na Equação 6 (Cook,
1995).

Mx =

∫ t/2

−t/2

σxzdz My =

∫ t/2

−t/2

σyzdz Mxy =

∫ t/2

−t/2

τxyzdz (6)

22



As tensões são calculadas pelos deslocamentos nodais provenientes da função w(x, y),
em que as derivadas de w são as inclinações em cada ponto, Equação 7 a Equação 10 .

εx = −z ·

(

∂2w

∂x2

)

(7)

εy = −z ·

(

∂2w

∂y2

)

(8)

θx =
∂w

∂y
(9)

θy =
∂w

∂x
(10)

Com estas equações podem ser resolvidos vários sistemas com elementos bidimensio-
nais.

2.2.3 Formulação Matricial

Conforme feito para o estado plano de tensões, as Equação 3 até Equação 10 podem
ser generalizadas e expandidas para o estado triaxial de tensões que representa o compor-
tamento de elementos tridimensionais. Livros de Elementos Finitos como de Cook (1995)
e Filho (2007), podem ser consultados para mais detalhes da formulação das matrizes para
este caso, como a Equação 11 em sua forma matricial.
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(11)

Neste caso, a solução do sistema se dá pela definição do campo de deslocamentos
u(x, y, z), v(x, y, z) e w(x, y, z).

εx =
∂u

∂x
; εy =

∂v

∂y
; εz =

∂w

∂z
. (12)

γxy =
∂u

∂y
+

∂v

∂x
; γyz =

∂v

∂z
+

∂w

∂y
; γzx =

∂w

∂x
+

∂u

∂z
. (13)

O campo de deslocamentos pode ser definido pela interpolação de polinômios de forma
ou funções de forma.
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(14)
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Um elemento de placa bastante usado em aplicações industriais é o CQUAD4 (Nas-
tran). A sua formulação trouxe diversas vantagens em relação aos elementos anteriores
mais antigos, como o CQUAD2. Dentre essas vantagens, aparecem a melhora na repre-
sentação de geometrias complexas em estruturas de casca e, a ordem superior de desloca-
mentos, deformações e tensões sem a necessidade de graus de liberdade adicionais. Isso
ocorre devido a possibilidade de utilizar superfícies curvas e ao uso de uma função de in-
terpolação bi-quadrática. Esses recursos reduzem a necessidade de refinamento excessivo
da malha (al., 1978).

2.2.6 Convergência da Malha

O objetivo da convergência da malha é garantir que os resultados gerados pela solução
numérica convergem para um determinado valor que é considerado como uma solução
segura, numericamente, para uso. Conforme se discretiza o modelo em menores partes,
que são, menores elementos, melhor serão as qualidades dos resultados (Cook, 1995).

Dessa forma necessita-se de um processo a avaliar a qualidade dos resultados e que
considere um critério de parada bem definido. Segundo Bathe (2014) em modelos de
elementos finitos é comum serem adotados erros, para a convergência de malha, da ordem
de 1 a 5%. O processo é iterativo e consiste na variação do tamanho da malha e checa-se
o resultado. Neste trabalho o critério de parada das iterações de convergência de malha
foi um erro relativo menor que 2,5%.

2.2.7 Qualidade da Malha

Segundo (Cook, 1995), durante todo o processo de geração de malha, é necessário che-
car a qualidade dos elementos e se estes possuem características razoáveis, sem apresentar
formas ruins, por exemplo. O NASTRAN possuí dois sistemas de checagem de malha
as verificações do sistema, que ocorrem durante a solução e é nativa, e as verificações
controladas pelo usuário.

Ruas (2023) montou dois quadros comparativos que resumem algumas das principais
verificações feitas pelo sistema e pelo usuário. O presente estudo utilizar-se-á de algumas
das verificações disponíveis nos Quadros 3 e 4.

Quadro 3: Verificações do sistema.

Critério Elemento Descrição

Jacobiano 2D
O determinante Jacobiano nos pontos de

Gauss é calculado. Uma falha ocorre se qualquer
∣

∣J
∣

∣ ≤ 0.
Jacobiano 3D Para elementos 3D, J deve ter sinal consistente.
Volume 3D Garante que elementos 3D não tenham volume negativo.

Axi-simétrico Consistente Y 2D

Quando os elementos Axi-simétricos são modelados no plano XZ,
por exemplo, essa verificação garante que todos os nós estejam no

mesmo plano Y dentro da tolerância +/- 1.E-6. A verificação é feita
de modo análogo para elementos no plano XY ou no plano YZ.

Axi-simétrico Consistente +X 2D

Quando os elementos Axi-simétricos são modelados no plano XZ,
por exemplo, essa verificação garante que a localização X para todos os

nós seja ≤ 0. Verificação é feita de modo análogo para elementos no
plano XY ou no plano YZ.

Fonte: Ruas (2023)
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Quadro 4: Verificações pelo usuário.

Critério Elemento Descrição

Razão de aspecto 2D e 3D
Mede a razão entre os comprimentos da

aresta mais longa e da aresta mais curta do elemento.

Ângulo de inclinação 2D

O software cria linhas entre os pontos médios dos lados
opostos do elemento e mede os ângulos entre essas linhas.
O ângulo com o maior desvio do valor ideal é usado para

determinar a inclinação.
Ângulo interior mínimo 2D Mede o ângulo interno mínimo do elemento.
Ângulo interior máximo 2D Mede o ângulo interno máximo do elemento.

Concicidade 2D tipo QUAD
Mede a quantidade de desvio geométrico de um
elemento quadrilátero de uma forma retangular.

Urdidura 2D e 3D Mede o desvio fora do plano do elemento
Proporção do comprimento

do ponto de aresta
2D e 3D Avalia a localização dos nós intermediários.

Fonte: Ruas (2023)

2.3 Conceitos para o Dimensionamento Estrutural

2.3.1 Análise de Escoamento e Ruptura

Dentre as análises realizadas durante o desenvolvimento de um produto, as análises
de escoamento e ruptura são feitas para atestar que um objeto, ou estrutura, tem a
capacidade de suportar ou transmitir as cargas em serviço (Gere; Goodno, 2020). Nestas
análises devem ser compreendidos os conceitos de fator de segurança (n) e margem de

segurança (MS). O fator de segurança pode ser entendido como a razão entre a tenção
ou força admissível pela tenção ou força atuante (Equação 15).

A margem de segurança é amplamente utilizada no setor aeronáutico/aeroespacial. Na
Equação 16, MS é dado pelo fator de segurança menos um, ou seja, o quanto falta para a
tensão atuante atingir a tensão admissível. Normalmente os valores de MS são dados em
porcentagem (Gere; Goodno, 2020).

n =
σadmissivel

σatuante

(15)

MS = (n− 1)× 100 (16)

Nem sempre as tensões em um determinado componente estrutural se comportam
conforme os testes de experimentais dos materiais (Beer et al., 2018), necessitando, assim,
de um critério para comparação. A tensão atuante pode ser encontrada por diversos
critérios de falha já embutidos em soluções comerciais como nos solvers do NASTRAN
e do ANSYS, por exemplo. Para este trabalho será importante caracterizar o critério de
falha de von-Mises.

2.3.2 Critério de Falha de von-Mises

Segundo Beer et al. (2018), esse critério é baseado na energia de distorção máxima, o
que significa que, é um critério baseado na mudança das dimensões/forma do material, em
oposição às distorções volumétricas do material. O valor máximo da energia de distorção
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mais recentes foram implementados por Gunwant, Kshetri e Rawat (2016), Hodhigere
et al. (2018), Sivaranjani, Abhirama e Manjuprasad (2018) e, dentre outros trabalhos,
contribuem para a relevância e aprofundamento das metodologias para a determinação de
Kt por MEF.
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5 Conclusões

As análises das correlações do objeto permitem inferir que para a tensão máxima da
região central de uma viga perfil “C” o modelo de elementos sólidos é mais conservativo.
Ao passo que, para a análise do raio na região central da mesma viga o modelo de casca
foi mais conservativo. Isso ficou demonstrado no gráfico apresentado na Figura 31, em
que, com uma razão (r/t) de 0 e utilizando esse valor nas equações de ajuste de curva
obtém-se resultados mais conservativos para o modelo sólido no caso do vértice e para o
modelo de placas na região do raio. Além disso:

1. O refinamento de modelos é um processo iterativo que proporciona o uso de modelos
mais adequados numericamente. Isso evita o uso de modelos excessivamente refina-
dos, que podem ter um custo computacional mais alto e apresentar poucos ganhos
proporcionais ao aumento relativo da tensão.

2. O modelo de elementos de placa convergiu com uma quantidade relativamente menor
de elementos para o caso estudado e, tem a vantagem de uma solução com menor
tempo computacional.

3. O modelo de elementos sólidos é capaz de responder a pequenas variações na geo-
metria.

4. A diferença entre as formulações dos critérios de von-Mises e máxima principal
resulta em tensões calculadas distintas para uma mesma região analisada.

5. A diferença percentual entre o modelo de placas e o modelo sólido para a região
do raio aumentou conforme o aumento do raio, fechando em aproximadamente 47%
para o maior raio.

6. A diferença percentual entre o modelo de placas e o modelo sólido para a região do
vértice primeiro diminuiu, em seguida, aumentou conforme o aumento do raio, fe-
chando em aproximadamente 9 e 16% para o maior raio, MP e VM respectivamente.

7. O fator Ki pode ser utilizado como correção de tensão entre modelos uma vez que
o problema esteja modelado conforme estudos prévios.
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6 Trabalhos Futuros

Com relação à perspectiva de estudos na área:

1. Dado a tipicidade dos problemas e à necessidade de soluções baseadas em modelos
globais, normalmente compostos por elementos de placa. Propõe-se o estudo com
a variação de todos os parâmetros, como a espessura e o tamanho do elemento, na
intenção de avaliar estatisticamente e correlacionar as diversas variáveis do problema.

2. Pra complementar este estudo, poderiam ser incluídas as análises para o valor de
raio 0 mm.

3. Trabalhar com refinamento local a fim de diminuir os custos computacionais.

4. Propõe-se aumentar a fidelidade das condições de contorno e as condições de apli-
cação da carga, aprimorando a qualidade e aplicabilidade dos resultados.
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