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Resumo

Nesse trabalho estudaremos vérias propriedades da dinamica linear dos operadores de convolucao sobre
o espaco H(CY) de todas as funcoes inteiras de infinitas varidveis complexas, dentre elas, hiperciclici-
dade, mistura, ciclicidade, n-superciclicidade, caos Li-Yorke e caos distribucional. Para o estudo das
duas ultimas, foi preciso adaptar os conceitos ja conhecidos em espacos de Fréchet para o contexto de
espacos uniformes. Apresentaremos os resultados ja conhecidos de que operadores de convolucdo em
H(CN ) nao sao ciclicos nem n-superciclicos (em particular nao sao hiperciclicos), porém os operadores
de convolugao que nao sao multiplos da identidade sao misturados e Li-Yorke cadticos. Além disso,

provaremos um resultado original de que estes operadores sao distribucionalmente cadticos.

Palavras-Chave: Caos distribucional, caos Li-Yorke, espagos uniformes, espacos localmente conve-

x0s, operadores de convolugao, fungoes holomorfas.



Abstract

In this work we will study several properties of the linear dynamics of convolution operators on the
space H(CN) of all entire functions of infinitely many complex variables, as hypercyclicity, mixing,
cyclicity, n-supercyclicity, Li-Yorke chaos and distributional chaos. For the study of the last two, we
adapt the well-known concepts on Fréchet spaces to the context of uniform spaces. We will present
the results that convolution operators on H(CY) are not cyecllic or n-supercyclic (in particular they are
not hypercyclic), but the convolution operators that are not scalar multiple of the identity are mixing
and Li-Yorke chaotic. Besides, we will prove a original result that theses operators are distributionally

chaotic.

Key-Words: Convolution operators, distributional chaos, holomorphic functions, Li-Yorke chaos,

locally convex spaces, uniform spaces.
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Introducao

Os temas abordados nesse trabalho pertencem aos seguintes campos da Matematica: Sistemas Dinamicos
e Anélise Funcional. Em certos momentos, como por exemplo no Capitulo 2, trabalharemos com con-
ceitos que tangem apenas o primeiro campo citado. Ja em outros instantes, como por exemplo em
partes dos Capitulos 1 e 3, trataremos de temas da teoria de Analise Funcional.

O nosso principal objetivo reside no ramo da Matematica dito dindmica linear. Este iltimo pode ser
visto como uma interseccao entre os campos citados no primeiro paragrafo e tem como oficio estudar
propriedades dinamicas, tais como caracterizagoes de varias nocoes de caos, de operadores lineares
sobre espagos normados, espagos de Fréchet ou espagos vetoriais topoldgicos. As referéncias [4, 5, 0]
sao exemplos de importantes artigos nessa area e caracterizam os conceitos de caos Li-Yorke e caos
distribucional no contexto de operadores lineares sobre espacos de Fréchet.

Denotamos por H(C™), n € N, o conjunto de todas as fungoes inteiras de C" em C, o qual se torna
um espago de Fréchet com a topologia compacto-aberta (mais detalhes desta topologia serao dados
na Se¢ao 1.3). Dizemos que um operador linear continuo L sobre o espago H(C™) é um operador de
convolugdo se o mesmo comuta com as translagoes neste mesmo espaco. Em [14] Godefroy e Shapiro

apresentaram um resultado classico:

e Seja n € N. Todos os operadores de convolugdo, que nao sao multiplos escalares da identidade,

sobre o espago H(C™) sdao hiperciclicos.

Em contraste com este resultado, Favaro e Mujica provaram em [12] que os operadores de convolucao
sobre o espaco H(CY) das funcdes inteiras de CN em C, munido da topologia compacto-aberta, nio
sao hiperciclicos. Além disso, em [8], Caraballo e Favaro melhoraram o resultado anterior provando
que nenhum operador de convolucao sobre ’H((CN ) é ciclico ou n-superciclico.

O paragrafo anterior nos alerta sobre a drastica diferenca entre as propriedades dinamicas satisfeitas
pelos operadores de convolucao sobre 7 (C") e os operadores de convolucio sobre H(CY), embora todas
as fungdes em H(CY) dependam apenas de um niimero finito de varigveis (veja o Teorema 3.1.7).

Nosso principal propdsito nesse trabalho é averiguar varias propriedades dinamicas que os operadores



de convolugao sobre o espaco H(CV) satisfazem. Isso ser4 feito no Capitulo 3. Dentre tais propriedades,

provaremos o seguinte resultado original:

s

e Todo operador de convolugio, que nio é miltiplo escalar da identidade, sobre o espaco H(CN) é

distribucionalmente caotico.

Este ultimo resultado ja era conhecido no contexto de operadores de convolugao sobre o espaco de
Fréchet H(C"), com n € N (veja [24]).

Na busca por tentar demonstrar o resultado mencionado acima, se fez necessario estudar o basilar da
teoria de espacos uniformes. Esses espacos, assim como veremos no primeiro capitulo, sdo uma gene-
ralizacao dos espagos métricos e espacos vetoriais topoldgicos. Tal necessidade se da pois o espago que
exploraremos (H(CY)) é ndao metrizével (veja a Proposicio 3.1.11). Além disso, recentemente varios
autores estao trabalhando com propriedades dindmicas nesse contexto, ou até mesmo em situacoes
mais gerais ainda. Como por exemplo, citamos os artigos [9], [23] e [27].

Adaptamos a definigao de caos distribucional em uma sequéncia (dada em [27]) para explorar a nogao
de caos distribucional no contexto de fungoes sobre espacos uniformes, a qual generaliza o caso de
fungbes sobre espagos métricos (veja a Segao 2.3). Além disso, aplicamos alguns resultados técnicos
dos operadores de convolucdo sobre o espaco H(CY), apresentados em [7] e [8], para provar o nosso
resultado principal (Teorema 3.5.2).

Finalizamos essa introducao dando um breve resumo do que sera feito em cada capitulo desse traba-
lho. No primeiro capitulo apresentaremos todos os resultados necessarios, em relacao as teorias de
topologia geral, espacos vetoriais topoldgicos, espacos uniformes e agoes de grupo que serao utilizados
no decorrer do texto. No segundo capitulo trabalharemos com as nogoes de caos Li-Yorke e caos
distribucional no contexto de espagos uniformes. Por fim, no Capitulo 3 estudaremos as propriedades

dinamicas dos operadores de convolucio sobre o espaco H(CN).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos definicoes e resultados que serao utilizados nos capitulos posteriores.

1.1 Espacos topolégicos

Nessa secao apresentaremos definicoes e resultados basicos da teoria de Topologia Geral que serao

uteis ao longo de todo trabalho. Para a confecgao dessa segao utilizamos as referéncias [20] e [22].

Definigao 1.1.1. Uma topologia sobre um conjunto nao vazio X é uma colecao 7 de subconjuntos de
X que satisfazem as seguintes condigoes:
i) X,0 e r;
ii) Se A; € 7 para todo i € I, entao |JA; € ;
i€l .
iii) Se A; € 7 para todoi =1,...,n, entdo ﬂ A, eT.
Cada elemento de 7 é chamado de conjuntoz:alberto. O par (X, 7) é chamado de espago topoldgico.

Dizemos que F' C X é fechado se X \ F' € 1.

Exemplo 1.1.2. Todo espaco métrico X é um espaco topoldgico considerando a topologia
T={ACX:Vxe A Je>0, tal que B(x,e) C A},

onde B(a, ) denota a bola aberta de centro em a e raio e.

Definicao 1.1.3. Seja X um espaco topoldgico e Y C X.

a) Definimos o interior de Y por
Int(Y) :={B CY : B é aberto}.

b) Definimos o fecho de Y em X por

10



Y:=N{FCX:Y CFeF éfechado}.
Também denotamos o fecho de Y por CI(Y).
Dizemos que um subconjunto D C X é denso em X se D = X.

Definicao 1.1.4. Seja X um espaco topoldgico e x € X. Dizemos que um conjunto V é uma

vizinhanca de x se existe uma aberto A em X tal quex € A C V.

Proposicao 1.1.5. (Vide [20], Proposicao 7.3) Sejam (X, T) um espago topolégico e Y C X.

a) A colecao v = {ANY : A €1} é uma topologia em 'Y e é dita topologia de subespago ou topologia
em Y induzida da topologia de X.

b) Um subconjunto U C'Y € um aberto em (Y, 7y) se, e somente se, existe Uy C X aberto em (X, )
tal que U =U1NY.

¢) F CY ¢é um fechado em (Y,7y) se, e somente se, existe Fi C X fechado em (X,7) tal que
F=FnNY.

d) Sejam V. CY ey €Y. Entao V é uma vizinhanga de y em (Y, Ty) se, e somente se, eziste uma

vizinhanga Vi C X dey em (X,7) tal que V=V NY.

Observagao 1.1.6. Seja X um espaco topolégico e Y C X. Dado A C Y denotamos o fecho de
A e o interior de A com relagao a Y (munido da topologia induzida de X) por Clly(A) e Int|y(A)
respectivamente. Segue da Proposicao 1.1.5 que

a) Clly(A) =Cllx(A)NY e

b) Int|y (A) = Int|x(A)NY.

Definigao 1.1.7. Seja f: X — Y uma fungao entre espacos topoldgicos.

a) Dizemos que f é continua no ponto a € X se para todo aberto V' de Y contendo f(a), existe uma
aberto U de X contendo a tal que f(U) C V. Dizemos que f é continua se f for continua em todos
os pontos de seu dominio.

b) Dizemos que f é um homeomorfismo se f é uma bijecido continua e se a funcio f~!:Y — X for

continua.

Para a préxima proposicao, lembramos que uma funcao f : X — Y entre os espagos topologicos X

eY é aberta se f(A) é aberto em Y para todo A C X aberto. Analogamente se define fun¢ao fechada.

Proposicao 1.1.8. (Vide [20], Proposi¢oes 8.3 ¢ 8.9 ) Seja f : X — Y wma fungdo entre espagos
topoldgicos.

i) As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

11



i.a) f € continua;
i.b) f~1(A) € aberto em X, para todo aberto A em'Y .
i.c) f7Y(F) € fechado em X, para todo fechado F emY .

i1) As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
ii.a) f € um homeomorfismo.
ii.b) f € uma bijecdo continua e aberta.

ii.c) [ € uma bijecdo continua e fechada.

Segue deste resultado que se f : X — Y é um homeomorfismo, x € X e V é uma vizinhanca de x

em X, entao f(V) é uma vizinhanca de f(x) em Y.

Definigao 1.1.9. Seja (X, 7) um espaco topolégico. Uma base para a topologia 7 é uma colegdo

B C 7 tal que para todo A € 7 existe C C B tal que A = (Jy o V-

Defini¢ao 1.1.10. O produto cartesiano generalizado de uma cole¢ao nao vazia de conjuntos (A;);er

é definido por
[Tic; Ai :={f : I = U;e; Ai : f(i) € A; para todo i € I}.

Proposicao 1.1.11. (Vide [20], Proposi¢ao 10.2) Sejam (X;)ier uma cole¢ao de espagos topoldgicos
e B a colegdo de todos os produtos [[;c; A; tais que:

i) Para cada i € I, A; € aberto em X;;

ii) A; # X; no mdximo para um nimero finito de indices.

Entdo B € base para wma topologia em [[,.; Ai, chamada de topologia produto.

Definigao 1.1.12. Seja X um espaco topoldgico.
a) Dizemos que X é um espaco de Baire se toda intersecgdo enumeravel de conjuntos abertos e densos
em X ainda for densa em X.

b) Dizemos que um subconjunto A C X é de primeira categoria em X se é possivel escrever

A=A, com Int(A4,) =0, para todo n € N.
Caso contrério, dizemos que A é de segunda categoria.
Proposicao 1.1.13. Todo espaco de Baire é de sequnda categoria sobre si mesmo.

Teorema 1.1.14. (Teorema de Baire): (Vide [22], Theorem 48.2) Todo espago métrico completo

€ um espaco de Bajire.

12



Proposicao 1.1.15. (Vide [22], Lemma 48.4) Seja X um espago de Baire e Y C X um aberto.

Entao Y € um espaco de Baire.

Definigao 1.1.16. Seja X um espaco topoldgico.

a) Um conjunto A, junto com uma relagao <, é chamado de conjunto dirigido se verifica as seguintes
condicoes:

i) A < A, para todo \ € A.

ii) Se A1 < Ay e Mg < A3, entdo A\; < Az, para A\, Ao, Az € A.

iii) Dados A1, A2 € A, existe A3 € A tal que A\ < A3 e Ay < As.

b) Chamaremos de rede em X qualquer funcao da forma x :  — X, onde A é um conjunto dirigido.
Denotaremos tal rede por (z))xea ou simplesmente por (xy)y -

¢) Diremos que a rede (x))xep converge a um ponto x € X se para toda vizinhanga V de z, existe
Ao € A, tal que para todo A > A\g tem-se z) € V. Escrevemos x) — x para indicar que a rede (z))xea

converge para o ponto x.

Definigao 1.1.17. Sejam X um espago topoldgico e x : A — X uma rede em X. Chamaremos de
subrede de x : A — X qualquer rede da forma x o ¢ : M — X, onde M é um conjunto dirigido e
¢: M — A é uma funcdo que cumpre as seguintes condicoes:

a) g < pg implica ¢(p1) < ¢(u2) para pi, pg € M .
b) Dado A € A, existe u € M tal que ¢(u) > A.

Proposicao 1.1.18. (Vide [20], Proposi¢ao 13.6) Sejam f : X — Y uma funcao entre os espagos
topoldgicos X eY e x € X. Entdo f € continua em x se, e somente se, para toda rede (xy)y em X

com x) — x tem-se f(xy) — f(z).

Definigao 1.1.19. Seja X um espaco topoldgico.

a) Dizemos que X é T} se dados dois pontos distintos em X, cada um deles admite um vizinhanca
que nao contém o outro.

b) Dizemos que X é de Hausdorff se para quaisquer pontos distintos x,y € X, existem vizinhancas
V e U de z e y respectivamente tais que V N U = ().

¢) Dizemos que X é I-enumerdvel se cada ponto de X admite uma base de vizinhangas enumeravel.
d) Dizemos que X é 2-enumerdvel se X admite uma base enumerédvel de abertos para sua topologia.

e) Dizemos que X é separdvel se admite um subconjunto enumerével que é denso em X.

Definigao 1.1.20. Seja X um espago topolégico. Dizemos que X é compacto se para toda colegao

de abertos (4;)ier tal que X = (J;c; As, existem n € N e iy, --- i, € I tais que X = U?:1 Ay,

13



Dizemos que um subconjunto Y C X é compacto, se 0 mesmo for compacto com a topologia induzida

de X.

Proposicao 1.1.21. (Vide [22], Theorem 26.5.) Sejam X e Y espacos topoldgicos e f : X — 'Y

continua. Se X é compacto entio f(X) é compacto.

Definigao 1.1.22. Seja A um conjunto munido de uma relacao <.

a) Dizemos que < é uma ordem parcial em X se sdo satisfeitos os seguintes axiomas:

i) x < x, para todo = € A.

ii) Sex <yey<z entdo z < z.

iii) Se x <y ey <z, entdo x = y.

b) Seja B C A. Uma cota superior para B, se existir, é um elemento = € A tal que y < z, para todo
y € B.

¢) Um elemento mazimal de A, se existir, é um elemento z € A tal que se para algum y € A nds
tivermos z < y, entao y = z.

d) Um subconjunto C' C A, é dito ser uma cadeia se para todo z,y € C' temos que z < y ou y < x.

Teorema 1.1.23. (Lema de Zorn): (Vide [20], p.38) Seja A um conjunto ndo vazio e parcialmente

ordenado. Se toda cadeia em A possui cota superior, entao A tem elemento maximal.

Definigao 1.1.24. Seja X um espaco topoldgico.

a) Dizemos que A C X é um conjunto Gs de X, se A pode ser escrito como uma intersec¢ao enumeravel
de conjuntos abertos de X.

b) Seja X um espaco de Baire. Dizemos que A C X é um conjunto residual, se ele contém um

subconjunto G§ denso em X.

As seguintes proposigoes sao simples exercicios de Topologia Geral. Elas serao utilizadas no

Capitulo 2.

Proposicao 1.1.25. Seja X um espaco topoldgico 1-enumerdvel e A C X. Entio x € A se, e

somente se, eziste uma sequéncia (x,,) C A tal que x, — .

Proposicao 1.1.26. Seja X um espaco topolégico 11 sem pontos isolados.
a) Para todo x € X, o conjunto {x} € tal que Int (@) =0.
b) Seja {x; :i € N} C X. Entdo ;e {zi} € de primeira categoria.

Proposicao 1.1.27. Em um espago de Baire, a intersec¢ao enumerdvel de conjuntos G (residuais),

ainda é um congunto G (residual).
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1.2 Espacos vetoriais topologicos

Nessa secao apresentaremos algumas definigoes e resultados da teoria de espacgos vetoriais topolégicos.
Todos os espacos vetoriais mencionados nesse trabalho serao espagos vetoriais sobre K, onde K denota
o conjunto dos nimeros reais R ou o conjunto dos nimeros complexos C. Nos baseamos em [16] e [21]
para a elaboracao dessa secao e as demonstracoes dos resultados apresentados podem ser encontradas

em ambas referéncias ou qualquer outro livro introdutério da teoria de espagos vetoriais topolégicos.

Definigao 1.2.1. Diremos que E é um espago vetorial topoldgico (abreviado EVT) se E é um espago

vetorial munido de uma topologia tal que as seguintes fungodes sdo continuas:

(r,y) e EXE +— x+4+y€E,
Mz)eKxE — MekE.

Dado a € E denotamos por U, o conjunto de todas as vizinhancas desse vetor.

A préxima proposigao nos ajudara a compreender melhor como funciona a topologia em um EVT.
Em outras palavras, as mesmas nos dizem que basta sabermos certas informacoes topoldgicas em um

Unico vetor.

Proposicao 1.2.2. (Vide [21], Proposi¢ao 1.2 e Coroldrio 1.3]) Seja E um EVT. Entao
a) Para cada a € E a aplicagio x — = + a é um homeomorfismo,

b) Para cada \ € K diferente de zero, a aplicagio x — \x é um homeomorfismo,

¢) Para cada a € E, U € Uy se, e somente se, a + U € Uy,

d) Para cada A #0 em K e U € Uy, \U € Uy.

A proposi¢ao acima nés dd uma caracterizacao dos abertos em um EVT E: Um subconjunto
A C FE é um aberto, se, e somente se, para todo z € A existe um aberto B contendo zero, tal que

z+ B C A.

Definigao 1.2.3. Dizemos que um subconjunto A de um espaco vetorial E é convexo se para todos

a,be Aea,f>0,com a+ =1, temos aa + 8b € A.

Defini¢ao 1.2.4. Dizemos que F é um espago localmente convexo (abreviado ELC') se o vetor nulo
admite uma base de vizinhancas convexas. Neste caso dizemos que a topologia de FE é uma topologia

localmente convexa.

Pela proposicao anterior, se £ for um ELC entao todo vetor admite uma base de vizinhancas

convexas.
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Definicao 1.2.5. Seja E um espago vetorial. Uma funcao p : E — R é dita seminorma se verifica as
seguintes condicoes:

i) p(xz) > 0, para todo x € E,

ii) p(Az) = |A|p(x), para todos A e Ke z € E,

iii) p(z +y) < p(x) + p(y), para todos z,y € E.

Seja p uma seminorma no EVT E. Entao o conjunto
Upe :={z e E:px)<e},
é convexo.

Proposicao 1.2.6. (Vide [21], Proposi¢ao 4.3 ) Seja E um espago vetorial e P uma familia de

seminormas em E. Considere
By = {mpepo Upe: Py C P finito, € > 0}.

Entao existe uma unica topologia localmente convexa Tp que admite By como base de vizinhangas de
zero. A topologia Tp € a topologia mais fraca que torna cada p € P continua. Diremos que Tp € a

topologia localmente convexa definida por P.

Exemplo 1.2.7. a) O espago produto CN: Seja CN o espaco vetorial de todas as sequéncias
complexas. Munimos este espaco da topologia localmente convexa gerada pela familia de seminormas

pn : CN — R dadas por

Pu((zi)ien) = max {[z1],- -+, [znl},

com n € N. Além disso, essa topologia coincide com a topologia produto.

b) O espago das fungoes holomorfas #H (2): Seja Q@ C C". Uma fungao f : Q — C é holomorfa
em {2 se para cada ¢ = ((1, -+, (n) € Q existe uma vizinhanca aberta U de ¢ em £ tal que
fC+2)= " X caanz oz
(oun,+ 50 ) ENY

para cada z = (21, -+ ,2,) com ( + 2z € U e com cq,.... o, € C, onde > Cay - an, denota
(a1, ,an)ENG

2 X Car e

a1€Np an€Ng
Denotamos por H (£2) o espago vetorial de todas as func¢oes holomorfas em €.
A topologia compacto-aberta em H (), denotada por 79, é a topologia localmente convexa gerada

pelas seminormas pg : H (©2) — R dadas por
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pr(f) = sup.ck [f(2)],
com K C ) compacto.
Definicao 1.2.8. Seja £ um EVT e By o conjunto das vizinhancas de zero.
a) Uma rede (z))xeq € dita de Cauchy se para cada U € By existe \g € Q2 tal que x), — x), € U para

todos )\1, )\2 Z )\0.

b) Diremos que E é completo se toda rede de Cauchy em E for convergente em E.

Definigao 1.2.9. a) Um EVT E ¢ dito metrizdvel se existe uma métrica em F que define a topologia
de F.

b) Seja E' um espago vetorial. Dizemos que uma métrica d em E é invariante por translagoes se
d(z,y) = d(x + a,y + a), para todos z,y,a € E.
¢) Dizemos que uma uma métrica d de um espago métrico X é limitada se existe M > 0 tal que
d(xz,y) < M, para todos z,y € X.

Teorema 1.2.10. (Vide [21], Teorema 12.2 ) Seja E um ELC de Hausdorff. As sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

a) E é metrizdvel com uma métrica limitada e invariante por translagoes.

b) E é metrizdvel,

¢) Existe uma sequéncia de seminormas que define a topologia de E.
Definigao 1.2.11. Dizemos que um ELC E é de Fréchet se ele é metrizavel e completo.

Exemplo 1.2.12. (Vide [7], p. 20) a) O espaco CN munido da topologia apresentada no Exemplo
1.2.7 é um espago de Fréchet.

b) O espago H(C™) munido da topologia apresentada no Exemplo 1.2.7 é um espago de Fréchet.

Definigao 1.2.13. Sejam E e F espacos vetoriais topoldgicos. Denotamos por L(E; F') o conjunto de

todas a aplicagoes T : E — F' lineares e continuas.

A seguir enunciaremos uma proposicao que sera de grande utilidade para provarmos a continuidade

de algumas transformacoes lineares ao longo do texto.

Proposicao 1.2.14. (Vide [21], Proposi¢ao 6.2) Sejam E e F dois ELC’s e sejam P e @Q duas
familias de seminormas que definem as topologias de E e F, respectivamente. Entdo uma aplicagdo

linear T : E — F € continua se, e somente se, dada q € Q existem p € P e ¢ > 0 tais que
q(Tx) < ep(x),
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para todo x € E.

Definigao 1.2.15. Um subespago vetorial F' de E é dito complementado se existe T' € L(F; E) tal
que T? =T e T(E) = F.

Proposicao 1.2.16. (Vide [21], p. 28) Seja E um EVT de Hausdorff e F' um subespag¢o de E

complementado. Entao F € um subespaco fechado.

Proposicao 1.2.17. (Vide [21], p. 28) Sejam E e F dois EVT’s, S € L(E;F) e T € L(F; FE) tais

que T oS = Idg. Entao E € topologicamente isomorfo a um subespaco complementado de F.

1.3 Funcoes holomorfas entre espacos localmente convexos

Nessa secao trabalharemos com objeto central desse trabalho: o espago H(U; F'), onde E e F sao
dois ELC’s e U C E é um aberto. Nos baseamos nas referéncias [2], [3], [7] e [11]. Além disso,
recomendamos essas mesmas referéncias para um estudo mais aprofundado do tema.

Dado um EVT complexo E, denotamos por E’ o conjunto de todos os funcionais lineares continuos

de FE.

Definigao 1.3.1. Sejam E e F' dois ELC’s sobre C e U C E um aberto. Dizemos que f: U — F é

G-holomorfa se para cada £ e U, n € E e ¢ € F’, a fungao de uma varidvel complexa

A= go f(E+ M)

é holomorfa em uma certa vizinhanca de zero. Denotamos por Hg(U; F') o conjunto de todas as

fungoes G-holomorfas de U em F. Se F' = C, denotamos Hg(U; F') por Hg(U).

Definigao 1.3.2. Sejam E e F' dois ELC’s sobre C e U C E um aberto. Dizemos que f: U — F é
holomorfa se f € Hg(U; F) e f é continua. Denotamos por H(U; F') o conjunto de todas as fungoes

holomorfas de U em F. Se F' = C, escrevemos H(U) no lugar de H(U; F).

No Capitulo 3 trabalharemos bastante com o caso onde E = CN e F = C, isto é H(CY).
Agora, estabeleceremos algumas definigoes para enunciarmos uma proposicao que diz que a defini¢ao

acima generaliza a definigdo de holomorfia em dimensao finita apresentada no Exemplo 1.2.7 item b).

Definicao 1.3.3. Sejam Fy,--- , E, e I espacos vetoriais complexos. Dizemos que a aplicacao T :
By x---x B, — F é n-linear, se T for linear em cada coordenada, isto é, se para todo i =1,...,n,
v € Ey,...,v,v € By ..o v € By e a € C, valer

T(vi,...,vi+av,...,0n) =T (v1,...,0...,05) + QT (v1,...,0,,...,0p).
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Denotaremos por L,("E; F') o conjunto de todas a aplicagoes n-lineares de E™ em F. Quando E e F
forem ELC’s denotaremos por L("E; F') o conjunto de todas as aplicac¢oes n-lineares continuas de E™
em F. Por convencio, denotaremos por L(°E; F) o conjunto de todas as aplicacdes constantes de F

em F.

Definigao 1.3.4. Sejam E e F' dois espagos vetoriais complexos e n € Ny. Uma funcao P : E — F
é dita ser um polinémio n-homogéneo se existe alguma aplicacdo n-linear A de E™ em F tal que

P(xz) = A(z,...,x) para todo z € E.
———

n vezes
No caso de E e F serem dois ELC’s, denotamos por P ("E; F') o conjunto de todos os polindémios

n-homogéneos continuos de £ em F'.

Seja U um subconjunto aberto de um ELC E. Para cada a € U definimos o conjunto
B,={beE:a+XecU ,AeC, |\ <1}.

Proposicao 1.3.5. (Vide [11], Proposition 3.2 ) Sejam U um subconjunto aberto em um ELC E e
F um ELC completo. Uma funcao f: U — F € holomorfa se, e somente se, para cada a € U existe

uma unica sequéncia de polindomios continuos (Pf,a,j);ig; Prq;€P (jE; F), tal que

fla+z) =370 Praj(z),
para todo x € B, .

A proposicdo acima deixa claro que a Definicao 1.3.2 generaliza a definicdo de funcao holomorfa

dada no Exemplo 1.2.7 (b). De fato, basta observar que no Exemplo 1.2.7 a fungao

Qn

z2=(21,"" ,2n) > 2720,

é um polinémio pertencente ao espaco P((@1++an)C"), para cada (a1, - ,ay) € Np.

Vamos agora introduzir a topologia sobre o espago H(U; F') que usaremos ao longo desse trabalho,
a saber, a topologia compacto-aberta 79. Existem outras topologias usuais sobre este espaco, por
exemplo as topologias 75 e 7, porém nao as utilizaremos nesse trabalho. Para os leitores interessados

recomendamos as referéncias [2] e [3].

Definicao 1.3.6. A topologia compacto-aberta de H(CY), denotada por 79, é a topologia localmente

convexa gerada pelas seminormas pg : H ((CN ) — R, dadas por

pr(f) = sup,ea|f(2)],

com K C CN compacto.

19



Definigao 1.3.7. a) Seja a € CN. O operador translacio por a 7, : H(CY) — H(CN) é dado por

7a(f)(z) = f(z — a)

b) Dizemos que um operador linear e continuo L : H(CY) — H(CN) é um operador de convolucdo se

L(Taf) = Ta(Lf)

para toda f € H(CN) e a € CN.
Do mesmo modo é definido operador de convolugao sobre o espago H(C"), com n € N. Além disso,

dizemos que um operador de convolugao é ndo trivial se nao é um multiplo escalar da identidade.

Exemplo 1.3.8. a) Os operadores translacio sobre o espaco H(CY) ou sobre H(C"), qualquer que
seja n € N, sdo operadores de convolugao.
b) Considere operador deriva¢ao D : H(C) — H(C), o qual D(f) = f/, onde f’ é a derivada da funcao

f. Tal operador é um exemplo de operador de convolucao sobre o espago H(C).

1.4 Acoes de grupos

Nessa secao apresentaremos um conceito que serd de suma importancia para o Capitulo 2, a saber
o conceito de acao de grupo. Recentemente alguns pesquisadores tém estudado diferentes nocoes de

dindmica no contexto de agoes de grupo sobre certos espagos como, por exemplo, em [1].

Definigao 1.4.1. Sejam G um conjunto e - : G x G — G uma fungao. Dizemos que o par (G,-) é um
grupo sempre que:

i) (a-b)-c=a-(b-c) para todos a,b,c € G.

ii) Existe e € G tal que a-e =e-a = a para todo a € G.

iii) Para todo a € G existe be G tal que a-b=">b-a =e.

A funcao - : G x G — G acima também é chamada de operacdo. Quando nao houver necessidade
de se especificar a operagao do grupo escreveremos ab ao invés de a - b. Prova-se que o elemento e do
axioma ii) é Unico e este recebe o nome de elemento neutro de G. Além disso, se prova que para cada
a € G o elemento b que satisfaz o axioma iii) é unico. Este por sua vez recebe o nome de elemento

inverso de a e é denotado por a~ .

Definigao 1.4.2. Sejam G um grupo com elemento identidade e e X um conjunto. Uma a¢do do
grupo G em X é uma fungao
*: GxX —» X

(g,x) = gx=x
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que satisfaz os seguintes axiomas:

i)exz =z Vx €,

ii) gx (h*xx) = (gh)xx Vg,h € G eVr € X.

Noés escrevemos a acao do grupo G em X simplesmente por G. Se X for um espago topoldgico e a

aplicacao = — g * = for continua para cada g € G entao dizemos que a agao de grupo é continua.
Quando nao houver necessidade de se especificar a fungao x escreveremos gz ao invés de g x x.

Exemplo 1.4.3. Em qualquer grupo (G, ) a multiplicacao a esquerda (g, z) — ¢ -« é uma agao do
grupo G em G. Em particular as operagoes de adicao e multiplicacao de niimeros reais sao agoes do

grupo R em si mesmo.

Definicao 1.4.4. Seja H um subconjunto de G. Dizemos que H é um subgrupo de G se as seguintes
propriedades sao satisfeitas:
i) a-b € H, para todos a,b € H.

ii) a=! € H, para todo a € H.

Definigao 1.4.5. Seja G um grupo e H um subgrupo de GG. Sobre G definimos a seguinte relacao de

equivaléncia;:
a ~ b se, e somente se, existe h € H tal que b = ah.

Denotaremos a classe de equivaléncia do elemento a € G por aH e a chamaremos de classe lateral a

esquerda de H.
Como relagoes de equivaléncia particionam o conjunto, segue que
G — U(ZEG CLH.

Além disso, se para cada classe lateral a esquerda escolhermos um tnico representante e denotarmos

por I o conjunto desses representantes, temos que
G — |—|CL€I CLH,

onde o simbolo | | denota uma uniao disjunta. Denotamos por (G : H) a cardinalidade do conjunto de

classes laterais a esquerda.

1.5 Espacos uniformes

O conceito de espago uniforme é uma generalizagao do conceito de espago métrico. Essa é uma das

principais nogoes desse trabalho, visto que a utilizaremos em todos os capitulos. Como caso particular
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de espacos uniformes nés temos os EVT’s. Na busca por generalizar algumas nocoes de dinamica para
EVT’s, optamos por estudar estas nocgoes no contexto de espagos uniformes ja que, recentemente,
alguns pesquisadores tém estudado certas definigoes de dinamica neste contexto (por exemplo [1] e
[27]). Recomendamos a referéncia [17] para um aprofundamento sobre a teoria dos espagos uniformes.
Antes da préxima definigao precisaremos introduzir algumas operagoes entre conjuntos. Seja X um
conjunto. Entao:

a) A diagonal de X x X é o conjunto A = {(z,z);z € X}.

b) O inverso A~! do subconjunto A C X x X é o conjunto A~! = {(y,z); (x,y) € A}. Dizemos que
um conjunto é simétrico se ele é igual ao seu inverso.

¢) A composicio Ao B de dois subconjuntos de X x X é definida como
Ao B ={(z,2); existe y € X tal que (z,y) € Ae (y,2) € B}
Nés também escrevemos A(x) = {y € X;(z,y) € A} onde A é um subconjunto de X x X.

Definigao 1.5.1. Uma colecao nao vazia U de subconjuntos de X x X é chamada de estrutura uniforme
em X se satisfaz os seguintes axiomas:

(1) Se U eU, entao A C U.

(2)SeUecUeUCV CXxX,entaoVel.

(3)Se U,V elU,entao UNV € U.

(4) Se U € U, entdo U~ € U.

(5) Se U € U, entao existe V e U tal que VoV C U.

Quando X tem uma estrutura uniforme U nés dizemos que (X,U) é um espaco uniforme.

Definigao 1.5.2. Seja (X,U) um espago uniforme. A topologia uniforme sobre X é a familia de todos

os subconjuntos T de X tal que para todo x € T existe U € U com U(x) C T.

Definigao 1.5.3. Seja (X,U) um espago uniforme. Um subconjunto B de U é chamado de uma base

para a estrutura uniforme U/ se cada elemento de U/ contém um elemento de B.

Proposicao 1.5.4. (Vide [17], p.177) Seja X um conjunto nao vazio. Uma cole¢ao B de subconjuntos
de X x X € uma base para alguma estrutura uniforme U se, e somente se, cumpre as condi¢des abaizo:
a) Cada elemento de B contém a diagonal A.

b) Se B € B, entdo B~' contém um elemento de B.

c) Se B € B, entdo existe um elemento By € B tal que By o By C B.

d) A intersec¢ao de dois elementos de B contém um elemento de B.

Além disso, B € base para uma unica estrutura uniforme.
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Exemplo 1.5.5. a) Espagos métricos: Todo espago métrico (X, d) pode ser visto como um espaco

uniforme. De fato, para cada € > 0 considere o conjunto

A ={(z,y) : d(z,y) < €}.

Tome B = {A. : ¢ > 0}. Utilizando a proposi¢ao anterior se verifica que B é uma base para uma tnica
estrutura uniforme ¢. Portanto (X,U) é um espago uniforme.

Além disso, a topologia uniforme de (X,U) coincide com a topologia usual de (X, d). De fato, tome A
um aberto nao vazio, na topologia usual de (X, d). Entao, para x € A, existe € > 0 tal que B(z,e) C A.
Dai segue que A (z) = B(z,e) C A. Como z é qualquer em A, segue que A é um aberto na topologia
uniforme.

Reciprocamente, tome A um aberto nao vazio, segundo a topologia uniforme e x € A. Portanto existe
U €U tal que U(z) C A. Como B é uma base de U, segue que existe A, C U. Logo, como U(x) C A,
entdo Ac(z) C A. Pelo fato de B(z,e) = A (z) e x € A é arbitrario, concluimos a prova de tal

afirmacao.

b) Espacos vetoriais topolégicos: Todo EVT E pode ser visto como um espago uniforme. De
fato, seja By o conjunto de todas as vizinhancas de zero. Para cada U € By consideramos o seguinte

conjunto
Ay ={(z,y) e ExE:x—yeU}.

Tome U = {Ay : U € Bp}. Facilmente se verifica que U cumpre os cinco axiomas da defini¢cao de
estrutura uniforme. Portanto (X,U) é um espago uniforme.

Além disso, a topologia uniforme de (X,U) coincide com a topologia usual de E. Como F é um EVT,
basta mostrarmos que A é um aberto que contém 0 segundo uma topologia se, e somente se, A é um
aberto que contém 0 segundo a outra topologia, visto que os demais abertos serao translacoes desses
abertos que contém 0.

Seja A um aberto que contém contém 0, segundo a topologia usual de E e seja z € A. Como A é
um aberto que contém x, entdo pela Proposicao 1.2.2 existe um aberto B € By tal que x + B C A.
Portanto Ag(z) C A. Como x € A é qualquer, segue que A é um aberto segundo a topologia uniforme.
Reciprocamente, seja A um aberto que contém 0 segundo a topologia uniforme e seja z € A. Logo
existe um aberto B € By tal que Ag(z) C A. Portanto x + B C A. Como =z € A é qualquer,

concluimos a prova de tal afirmagao.

As seguintes proposicoes serao utilizadas na primeira se¢do do Capitulo 2.
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Proposicao 1.5.6. (Vide [17], Theorem 8, p. 180) Seja (X,U) um espago uniforme. Para todo
U elU existe W € U fechado e simétrico tal que W C U.

Proposicao 1.5.7. (Vide [17], Theorem 6, p. 179) Seja (X,U) um espagco uniforme. Se U € U,
entao Int(U) € U.

Proposicao 1.5.8. Sejam G uma agao de grupo continua sobre um espago uniforme (X,U) eV € U.
a) Sejam g € G e q € X tal que gq = q. Entao existe um conjunto aberto Wy C'V em X x X tal que
(9z,9y) € V para todo (z,y) € Wy.

b) Seja (x,) C X tal que x, — x na topologia uniforme. Seja A C X x X tal que A é aberto e

(x,z) € A. Entao eziste ng € N tal que (zn,x) € A para todo n > ng.

Demonstragao. a) Pela Proposigao 1.5.7, Int(V') € U, logo (g,q) € Int(V'). Pela defini¢ao de topologia
produto existem abertos Ay e Az contendo ¢ tal que A1 x Ay C Int(V). Tomando A := A; N Ay,
segue que (¢,q) € A x A C Int(V). Pela continuidade da aplicagdo = +— gz (logo a aplicacao
(xz,y) — (gz,gy) é continua) e por gg = ¢ existe um aberto W, C A contendo ¢ tal que gW, C A.
Logo (gz,g9y) € A x A C V para todo (z,y) € Wy.

b) Pela topologia produto em X x X existe um aberto B C X tal que (z,z) € B x B C A. Como
xn, — z, existe ng € N tal que para todo n > ng temos que x,, € B. Portanto (z,,z) € Bx B C A

para todo n > ny. O

1.6 Definicoes e propriedades dinamicas

Nessa secao apresentaremos definicoes e resultados da teoria de Sistemas Dinamicos. Tais conceitos
serao uteis para todos os demais capitulos desse trabalho. Daremos um enfoque maior para o ramo
da dindmica linear, o qual é o principal tema deste trabalho. Nos baseamos nas referéncias [7] e [15].
Além disso, recomendamos essa ultima referéncia para os leitores que desejarem se aprofundar nos

estudos do ramo da dinamica linear.

Definigao 1.6.1. Um sistema dindmico é um par (X, f), consistindo de um espago topoldgico X e

uma aplicagdo continua f: X — X.
Usualmente denotamos o sistema dinamico (X, f) simplesmente por f: X — X ou apenas f.

Definigao 1.6.2. Um sistema dinamico f : X — X é dito topologicamente transitivo se para quaisquer

dois abertos nao vazios U,V C X, existe n € N tal que f*(U) NV # 0.

Definigao 1.6.3. Um sistema dinamico f : X — X é dito misturador se para quaisquer dois abertos

nao vazios U,V C X, existir N € N tal que f"(U) NV # (), para todo n > N.
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Obviamente, mistura implica em transitividade topolégica.

Definicao 1.6.4. Seja f : X — X um sistema dinamico. Dado V' C X, chamamos de drbita de V

sob f, e denotamos por orb;(V'), o conjunto
orby (V) 1= U f7(V),
onde fO(V):= V. Quando V é unitdrio, digamos V = {z}, denotamos orb({z}) por orb(f,z).
Sejam f: X — X e x € X. Dizemos que o ponto x é periddico se existe n € N tal que f"(x) = =.

Definigcao 1.6.5. Seja f: X — X um sistema dinamico. Dizemos que f é hiperciclico se existe z € X
tal que orb(f,z) = X. O ponto z é dito ponto hiperciclico ou vetor hiperciclico, no caso de X ser um

espaco vetorial topolégico.

Note que, se f for hiperciclico, entdo X é separavel. A seguir veremos um resultado que apresenta
uma importante classe de operadores hiperciclicos. Tal resultado classico é devido a Godefroy e

Shapiro.

Teorema 1.6.6. (Vide [1/], Theorem 5.1) Todo operador de convolugdo sobre o espago H(C™), que

nao € multiplo escalar da identidade, ¢ hiperciclico.

A situacao do teorema acima muda drasticamente quando consideramos operadores de convolugao

sobre o espago H(CY), como veremos no Capitulo 3.

Proposicao 1.6.7. (Vide [15], Proposition 1.15) Seja f : X — X um sistema dindmico. Se f é

hiperciclcico, entdo f € topologicamente transitivo.

Quando se considera o contexto dos espacos métricos completos sem pontos isolados, a volta da
proposi¢ao acima é verdadeira. Tal resultado é conhecido como Teorema da transitividade de Birkhoff,

o qual enunciaremos a seguir.

Teorema 1.6.8. (Transitividade de Birkhoff): (Vide [15], Theorem 1.16) Seja X um espago
métrico completo sem pontos isolados e f : X — X continuo. Entao f € topologicamente transitivo

se, e somente se, f € hiperciclico.

Quando se considera o contexto de EVT’s em geral, tal equivaléncia nao é verdadeira. Veremos a
razao disso no Capitulo 3. Agora trabalharemos com algumas nogoes mais fracas que o conceito de

hiperciclicidade.

Definigao 1.6.9. Seja £ um EVT e T': E — E um operador continuo. Dizemos que T é ciclico se

existe x € F tal que span(orb(T,z)) = E. O vetor = é dito vetor ciclico para T
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Definicao 1.6.10. Seja £ um EVT e T : F — E um operador continuo. Dizemos que T é n-
superciclico se existe algum subespago V' de E de dimensao n, tal que orbp(V) = E. Em tal caso, V
¢é dito um subespago superciclico para T. Um operador 1-superciclico é geralmente chamado apenas

por superciclico.

Com base nas defini¢bes acima, segue o diagrama abaixo:

Hiperciclicidade = Superciclicidade =- Ciclicidade

4

n-Superciclicidade

No Capitulo 3, mostraremos que os operadores de convolugdo sobre o espaco H(CN ) nao sao ciclicos
nem n-superciclicos.

Trabalharemos agora com a nocao de caos Li-Yorke, a qual serd um conceito bem importante no
decorrer desse trabalho. Tal nogao de caos foi apresentada em [19] por Li e Yorke no contexto de
espagos métricos e, no caso linear, foi inicialmente explorada no contexto de espacos de Banach. Porém,
ela foi recentemente estudada no contexto de espacos de Fréchet, recuperando varios resultados vélidos
no caso de espacos de Banach (vide [5]).

A seguir vamos expor a nocao de caos Li-Yorke no contexto de espagos métricos.

Definigao 1.6.11. Sejam (X,d) um espago métrico e f : X — X uma fungdo continua. Um par

(z,y) € X x X é dito um par Li-Yorke para f se

liminf, d(f™(x), f"(y)) =0 e limsup, d(f"(z), f"(y)) > 0-

Dizemos que um conjunto S C X é misturado se todo par (z,y) de elementos distintos de S for um par

Li-Yorke. A funcao f é dita Li- Yorke cadtica se X admite um subconjunto misturado nao enumerével.

Em [1] o autor propoe uma defini¢ado de caos Li-Yorke para o contexto de agdes de grupo sobre
espagos uniformes, no Capitulo 2 desse trabalho a abordaremos melhor. Em [8], os autores adaptam a
definigao de [1] para o contexto de operadores lineares continuos sobre EVT’s. A seguir mostraremos

tal definicao.

Definicao 1.6.12. (Vide [8] ) Seja T : E — E um operador linear continuo sobre um EVT E. Um
par (z,y) € E x E é dito um par Li-Yorke para T se a sequéncia (T"(z — y)),cy DAO converge para
zero, mas possui uma subrede que converge para zero. Dizemos que um conjunto S C X é misturado
se todo par (z,y) de elementos distintos de S for um par Li-Yorke. O operador T' é dito Li-Yorke

cadtica se X admite um subconjunto misturado nao enumeravel.
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Observagao 1.6.13. (A definicao anterior é coerente): Como um espaco de Fréchet, além de
ser um EVT, é também um espaco métrico, precisamos mostrar que nesse caso as Defini¢oes 1.6.11
e 1.6.12 s@o equivalentes. Para isso, basta mostrarmos que um par é Li-Yorke segundo a Definicao
1.6.11 se, e somente se é Li-Yorke segundo a Definicdo 1.6.12. Seja T : E — E um operador linear
continuo sobre um espaco de Fréchet F.

Suponha que (z,y) € E x E é um par Li-Yorke segundo a Defini¢ao 1.6.11. Portanto utilizando o fato

de que a métrica em um espaco de Fréchet é invariante por translagoes e T' é linear segue que
liminf, d(T"(z — y),0) =0 e limsup,, d(T"(z —y),0) > 0.

Por defini¢ao de limite superior e inferior, segue que a sequéncia (T™(z — y))pen DAO converge para
z€ero, mas possui uma subsequéncia que converge para zero. Como toda subsequéncia é uma subrede
da sequéncia, concluimos que o par (x,y) é Li-Yorke segundo a Definigao 1.6.12.

Suponha agora que (z,y) € E x E é um par Li-Yorke segundo a Definigao 1.6.12. Como (T"(x—y))nen
nao converge para zero segue que limsup,, d(T"(x — y),0) > 0. Como T ¢é linear e d é invariante por
translagoes segue que limsup,, d(T"(x),T"(y)) > 0. Resta mostrar que liminf, d(7"(x),T"(y)) = 0.
Como existe uma subrede de (1" (x — y)),,cy que converge para zero, conseguimos encontrar uma sub-
sequéncia estritamente crescente de naturais (ng)g tal que limg d(T™ (x —y),0) = 0. Logo, novamente
utilizando o fato de T ser linear e d invariante por translacoes, segue que liminf,, d(7"(x),T"(y)) = 0.

Portanto (x,y) é um par Li-Yorke segundo a Defini¢ao 1.6.11.

Definicao 1.6.14. Seja T : E — E um operador linear continuo sobre um EVT E. Dizemos que
o vetor x € E é semi-irregular se a sequéncia (T"(x)), cy D8O converge para zero, mas possui uma

subrede que converge para zero.

O seguinte teorema, provado pelos autores em [8] serd de grande importancia no Capitulo 3. O
resultado diz que no contexto de operadores lineares sobre EVT’s basta encontramos um vetor semi-

irregular para que este operador seja Li-Yorke cadtico.

Teorema 1.6.15. (Vide [8], Theorem 3.4) Seja T : E — E um operador linear continuo sobre um
EVT E. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) T € Li-Yorke cadtico.

ii) T admite um par Li-Yorke,

iit) T admite um vetor semi-irreqular.
Como todo vetor hiperciclico é um vetor semi-irregular, segue um corolario do teorema acima.

Corolario 1.6.16. SejaT : E — E um operador linear continuo sobre um EVT E. SeT' € hiperciclico,

entao T ¢ Li-Yorke cadtico.
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Veremos no Capitulo 3 que nao vale a volta do coroldrio acima. Outras nogoes de caos serao vistas

no Capitulo 2.
Apresentaremos agora a versao do caos de Devaney no contexto de fungoes sobre espagos métricos. Na

primeira secao do préximo capitulo, apresentaremos tal definicdo no ambito de acoes de grupo sobre

espacos uniformes.

Definigao 1.6.17. (Caos de Devaney): Seja f : X — X um sistema dindmico. Dizemos que f é

Devaney cadtica se f é topologicamente transitiva e X possui um conjunto denso de pontos periddicos.
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Capitulo 2

Dinamica no contexto de espacos

uniformes

2.1 Caos Li-Yorke no contexto de acoes de grupo sobre espacos uni-

formes

A definicdo de caos Li-Yorke no contexto de acbes de grupo sobre espacos uniformes foi introduzida

por Arai em [1] provando, dentre outros resultados, que vale a implicacao
Caos Devaney = Caos Li-Yorke |,

a qual j& era conhecida para o caso de fungoes sobre espagos métricos (veja [25]). Nessa se¢ao vamos
apresentar a prova de tal implicacao, detalhando o artigo [1]. Nessa se¢do G denotard a agdo de um

grupo G sobre um espago uniforme (X,U) ou, mais geralmente, sobre um espago topoldgico X.

Definigao 2.1.1. a) A drbita de um ponto x € X é o conjunto Gz = {gx : g € G}.

b) Sejam um subespago Y C X e um subgrupo G’ C G. Definimos o conjunto
T(Y,G) = {x €Y : Cly(G'z) = Y}.
¢) Um ponto p € X é dito periddico se Gp é finito. Denotamos por P o conjunto de todos os pontos

periédicos.

d) Dado p € X definimos o estabilizador de p como sendo o conjunto Gpo = {g € G : gp = p}.

Proposigao 2.1.2. a) G € um subgrupo de G.
b) p € P se, e somente se, (Gpo: G) € finito.

Demonstragao. a) Se g,h € G0, entdo gp = p e hp = p. Portanto (gh)p = g(hp) = gp = p. Logo

1

gh € Gpo. Agora, como gp = p, multiplicando ambos os lados da igualdade por g~*, obtemos que
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g l'p=p. Logo g ! € Gpp.

b) O ponto p é periddico se, e somente se, o conjunto Gp = {gp : g € G} é finito. Esta tltima afirmacao
é equivalente a dizer que o conjunto {gpG,o:9 € G} = {9Gpo : g € G} é finito, isto é, (G, : G) é
finito. O

Observagao 2.1.3. Pela proposigao acima se p € P entao (Gpo : G) é finito, digamos (Gpp : G) :=

n(p). Seja {e = hg,- - 7hn(p)—1} o conjunto dos representantes de classe a esquerda de G em G e
denote por Gp; := h;iGpo, com i =0,--- ,n(p) — 1. Logo temos
n(p)—1

G= || Gpi (2.1)
=0

e Gp={hpp:i=0,---,n(p) —1}.

Definigao 2.1.4. a) Dizemos que uma agao do grupo G sobre um espaco topolégico X é topologica-
mente transitiva, ou simplesmente transitiva, se para cada par de abertos nao vazios A, B de X, existe
g € G tal que gAN B # (.

b) Dizemos que uma acao de grupo G sobre o espago uniforme (X,U) é sensitiva se existe U € U tal

que para todo z € X e toda vizinhanga N, de x existir y € N, e g € G tal que (gz,gy) ¢ U.

Definigao 2.1.5. (Caos Devaney) Dizemos que uma ac¢ao de um grupo G sobre o espaco uniforme
(X,U) é Devaney cadtica se G é topologicamente transitiva e o conjunto P dos pontos periédicos é

denso em X.

Definigao 2.1.6. Seja G uma agao de grupo sobre o espago uniforme (X, ).
a) Denotamos por G o conjunto das sequéncias (G;);cy de subconjuntos finitos de G onde G; C Giy1.
b) Dizemos que os elementos x,y € X sao assintdticos se para todo U € U e para toda (G;);cy € Go

existe k € N tal que (g, gy) € U para todo g € G\ Gj. Denotamos
AR = {(z,y) € X x X : z e y sao assintdticos}.
Para x € X denotamos
AR(z) ={y € X : (z,y) € AR}.

c¢) Dizemos que os elementos z,y € X sao prozximais se para todo U € U existe g € G tal que

(9z,gy) € U. Denotamos
PR ={(x,y) € X x X : x e y sdo proximais}.
Para x € X denotamos
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PR(z)={y € X : (z,y) € PR}.

Observagao 2.1.7. Por conta da propria definicdo da estrutura uniforme U segue que os conjuntos

AR e PR sao simétricos. Observamos também que os mesmos podem serem escritos como

AR = Npeu ﬂ(Gi)ego Uken ﬂgec\c,c (9 x 9)~1(U),

PR = ﬂUGU UgEG(g X g)_l(U)
onde (g x g) ' (U) = {(z,y); (9=, g9y) € U}.

Observagao 2.1.8. Utilizando a Proposicao 1.5.7, se mostra que

AR = Nyeu NiG1ego Uren Ngeara, (9 % 9) 7 (Int(T)),

PR = NyeyUyea(g x 9)~ (Int(U))

Observagao 2.1.9. Se G é uma agao de grupo continua sobre X entao os conjuntos PR, AR, PR(x)
e AR(x) sao conjuntos G5 para todo x € X. De fato, pela observacao anterior segue que PR e AR
sdo conjuntos G5. Agora tome x € X. Note que a fungao y — (gz, gy), a qual denotaremos por f, é

continua (visto que as funcoes fi : y — gy e fo:y +— (gz,y) sdo continuas e fy = fao f1) e

PR(x) = Nyey UgEG f;l(U)-

Utilizando a Proposicao 1.5.7 segue que

PR(z) = Nyeu Ugee f3 ' mt(0)).

Portanto PR(x) é um conjunto Gs. Fazendo a mesma andlise concluimos que AR(x) é um conjunto

Gs.

Observagao 2.1.10. (A defini¢ao anterior é natural) Seja (X, d) um espaco métricoe f : X — X
uma funcdo continua. Lembramos, da se¢ao de espagos uniformes, que (X,U) é um espaco uniforme

onde
B={A.:A: ={(z,y) : d(z,y) < e}, € >0},

é uma base para a estrutura uniforme Y. Além disso, a topologia uniforme coincide com a topologia
oriunda da métrica. Nesse contexto dos espacos métricos, dizemos que os elementos z,y € X sao

assintoticos se lim, d(f™(x), f*(y)) = 0 e s@o prozimais se liminf, d(f™(z), f*(y)) = 0. Assim como
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na definicdo anterior definimos os conjuntos AR e¢ PR como sendo o conjunto dos pares de pontos
assintéticos e proximais respectivamente.
Afirmamos que os conjuntos dos pares assintéticos e proximais sao dados respectivamente pelos con-

juntos abaixo

AR = Nesg Uren Npnecra,, (F" % f1)7HU)

PR =.oqUpnec (f" x /)71 (U)

onde G = {Ivfafzv"' }a Gk = {I7 7fk71} € (fn X fn)il(U) = {(xay)v(fn(x)afn(y)) € U}
De fato, seja (z,y) um par assintético. Tome U € Y. Como B é uma base para U existe € > 0 tal que
A, C U. Pelo fato que lim, d(f"(x), f*(y)) = 0, existe k € N tal que d(f"(x), f"(y)) < € para todo

n >k, isto é, (f™(x), f"(y)) € Az C U para todo n > k. Portanto o par (z,y) pertence ao conjunto
UieN ﬂf"eG\Gi (f" x fn)_l (U).

Como U ¢ qualquer, segue que (z,y) € ey Uien Nprecra, (f" ¥ ™).
Suponha agora que (z,y) € ey Usen mfneG\Gi (f™ x f")_1 (U). Provaremos que lim,, d(f™(z), f"(y)) =
0. Tome ¢ > 0. Como

(@, 9) € Uien Npreana, (f" % M A,

entao existe k € N tal que (f"(x), f*(y)) € Ac para todo n > k, isto é, d(f™(z), f"(y)) < € para todo
n > k. Portanto lim, d(f"(z), f"(y)) = 0.
De forma similar, se mostra a igualdade referente ao conjunto dos pares proximais. Baseado nessa

observacao e na Observacao 2.1.7 vemos que a Defini¢ao 2.1.6 é de certa forma bem natural.

Definigao 2.1.11. (Caos Li-Yorke) Um subconjunto S do espago uniforme X é dito misturado
se (z,y) € PR\ AR para todo par de elementos distintos em S. Uma acdo de grupo G sobre um
espaco uniforme X é dita Li- Yorke cadtica se X admite um subconjunto nao enumeravel misturado.
Denotamos LYR = PR\ AR e LYR(z) ={y € X : (x,y) € LYR} paracada =z € X. Se (x,y) € LYR

dizemos que (x,y) é um par Li- Yorke misturado.

Observamos que LY R é simétrico pois PR e AR sao simétricos.
A seguir provaremos alguns lemas a fim de auxiliar na demonstragao da implicagao referida no inicio

desta secao.
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Definicao 2.1.12. Seja G uma acgao de grupo sobre um espaco topologico X.
a) Dado U C X denotamos G(U) :={gz: g€ G,z € U}.
b) Dizemos que U C X é G-invariante se G(U) C U.

Lema 2.1.13. Seja G uma agdo de grupo sobre o espaco topolégico X .
a) Se G € transitiva entao todo conjunto G-invariante aberto e nao vazio é denso em X.

b) Se G € continua e U € um aberto de X, entdo G(U) também € aberto.

Demonstragdao. a) Seja U C X G-invariante aberto e nao vazio. Seja A C X um aberto nao vazio.
Como G 6 transitiva, existe g € G tal que gU N A # (). Como gU C U, segue que U N A # (). Como
A é um aberto nao vazio qualquer, segue que U é denso.

b) Note que

G(U) = Uyec 9U-

Como, para cada g € G, a aplicagdo g — gr é um homeomorfismo e U é aberto, segue que G(U) é

aberto. O

Lema 2.1.14. Seja X um espaco topolégico de Baire e 2-enumerdvel. Se uma agao continua G sobre

X € transitiva, entao T(X,G) contém um subconjunto G5 denso de X.

Demonstragao. Como X é 2-enumerdvel, entdo existe uma base enumerdvel de abertos {U; : ¢ € N}.
Seja V; = G(U;) para cada i € N. Obviamente V; é G-invariante para cada i, logo pelo Lema 2.1.13 V;
¢ um aberto denso em X. Logo como X ¢ de Baire segue que V' = [;c Vi é um conjunto G5 denso.
Afirmamos que cada elemento de V' tem 6érbita densa em X. De fato, tome x € V e um aberto nao
vazio A de X. Logo existe ig € N tal que U;, C A. Como z € V entao z € V;, = G(U,,). Portanto
gr € U;, C A para algum g € G. Como A é um aberto nao vazio arbitrario, segue que a 6rbita de x é

densa em X. O

Lema 2.1.15. Seja G uma agdo de grupo continua sobre um espaco topoldgico 1-enumerdvel X. Se
P #0 eT(X,G) # 0 entao a ac¢io do grupo Gppo sobre Clx (Gpot) € transitiva para todo p € P e
teT(X,Q).

Demonstragdo. Sejam A e B dois abertos nao vazios de Clyx (Gpot). Sejam a € A e b € B. Pela
Proposigao 1.1.25, existem sequéncias (g,) e (g,,) de elementos de G, tal que g,t — a e gt — b.
Logo existe ng € N tal que g,t € A e g\t € B para todo n > ng. Como ¢,,g,  g.t = gt € B e
ghant € Gpo para todo n > ng, segue que (g,g,'A) N B # () para todo n > ng. O que completa a

prova. [
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Lema 2.1.16. Seja G uma acao de grupo continua sobre um espaco topoldgico de Baire e 2-enumerdvel
X. Se P#0eT(X,G) # 0 entao T (Intx (Clx(Gpot), Gpo) contém um subconjunto denso G5 de
Intx (Clx (Gp,ot)) para todop € P et € T(X,G).

Demonstragao. Seja Y = Intx(Clx(Gpot). Para quaisquer abertos nao vazios A e B de Y existe

g € Gpo tal que ANgB # 0, pelo Lema 2.1.15. Como g~'AN B # 0, entao

Clx (UQEGM g—1A> ~vY.

Como X é 2-enumeravel, entao Y também é (subespago de espago 2-enumeravel também é 2-enumeravel).
Portanto existe uma base enumeravel de abertos {C; : i € N} para a topologia de Y. Pelo que foi feito

anteriormente, nés temos que Clx (Uger . g—ICi) =Y para cada i. Como | g~ 1C; é aberto e

ger,O
subespago aberto de espagco de Baire é ainda um espaco de Baire, segue que Y é um espago de Baire.
Portanto (7 Uger,o g~ 'C; é um subconjunto denso G de Y.

Além disso, temos que Z := ();cy Uger,o g1Ci C T(Y,Gpp). De fato, dado = € Z, temos que para
cada i € N existe g € G, tal que = € ¢~ 'C;. Portanto Gpox N C; # 0. Como i é qualquer e os

conjuntos C; formam uma base de abertos da topologia, segue que x € T(Y,Gp ). ]

Lema 2.1.17. Seja G uma a¢ao de grupo abeliana sobre o espaco uniforme (X,U) de Hausdorff e
1-enumerdvel. Se existe um elemento p € P e um elemento t € T(X,G), entao PR(x) € subconjunto

denso Gs de Clx (Gpt) para todo x € T (Clx (Gpot),Gpo)-

Demonstragdo. Primeiro vamos verificar que existe um elemento ¢ € Clx (Gpot) tal que G, 0q = {¢}.
Como X = Clx(Gt) = U?:(%)_l Clx (Gp,t) (aqui utilizamos (2.1) e o fato de que o fecho de uma uniao
finita é a unido dos fechos), existe i € {0,--- ,n(p) — 1} tal que p € Clx (Gp,t). Da Observagao 2.1.3
noés temos que G,; = h;Gp 0, logo (hi)_le,i = Gpo. Dai

gp € gClx (G, it) = Clx (9Gp,it) = Clx (Gp,t)

para todo g € (h;)"'Gp., visto que se g € (h;)1Gp o entdo existe h € G, tal que g = (h;)~'h. Logo
(hi) *hGpi = h(hi) 'Gpi = hGpo = Gpp.

Como (h;)"*Gpop = {(hi)"'p}, segue que

Gpo((hi)~'p) = (hi) "' Gpop = {(hs)"'p}.

-1

Portanto tomando (h;)™'p = ¢ concluimos a nossa verificagao.

Agora vamos mostrar que Gp oz C PR(x) para todo € T (Cly (Gpot),Gpo). Note que

Cly (proz) N Clx (Gp,ot) = Clyx (Gp,ot).
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De fato, como x € T (Clx (Gpot) ,Gpo) entao

Claiy (@, o) (Gpoz) = Clx (Gpot)

dai pela Observacao 1.1.6 temos que
Clx (Gnol‘) N Cly (prot) = Clyx (prot) .

Pela Proposicao 1.5.8 paratodo g € Gpoe U,V € U com VoV C U, existe um aberto W, € X x X com
Wy C V tal que (9y,99) = (9y,q) € V para todo (y,q) € Wy. Como ¢ € Clx (Gpot) C Clx (Gpox),
pela Proposicao 1.1.25 existe uma sequéncia (g;z); € (Gpox) que converge para ¢q. Pela Proposicao
1.5.8 existe ng € N tal que (g,x,q) € W, para todo n > ng. Portanto (ggnz, 9q) = (99nx,q) € V para

todo n > ng. Segue que
(gnT, ggnz) = (gn, gngr) € WyoV.C VoV CU,

para todo n > ng. Isso mostra que gr € PR(z). Como g € G, é qualquer, segue que Gpox € PR(x),
portanto PR(z) é denso em Clx (Gpot). Pela Observacao 2.1.9 sabemos que PR(z) é um conjunto

G5, o que conclui a prova. O

Lema 2.1.18. Seja G uma agdo de grupo abeliana sobre o espaco uniforme (X,U) de Hausdorff. Se

a agao de grupo G € sensitiva entao AR(x) € de primeira categoria para todo x € X.

Demonstragdo. Seja U como na Definicao 2.1.4. Pela defini¢do de estrutura uniforme e pela Proposi¢ao
1.5.6 existem V, W € U simétricos, com W fechado tal que VoV C U e W C V. Seja (G;)ien € Go

com G1 # (). Denotamos

Wi(e) = {y € X : (2.9) € Ny (9 % 9 W) },

para todo k € N. Afirmamos que Intx (Wy(x)) = 0) para cada k. Suponha que Intx (Wy(x)) # () para
algum k. Como Gj, é finito nés podemos denotar Gy := {gr1, - ,gke, } Para algum £, € N. Pela
continuidade das aplicacoes x — gx para todo g € G, segue que para cada gr; € Gy e para cada
y € Intx(Wy(x)) existe uma vizinhanca N;(y) de y tal que N;(y) C Intx(Wi(x)) e (9k,i¥, gri2) €
Intx (W) C Clx (W) para todo z € N;(y). Tomando N(y) = ﬂfil N;(y) segue que (gy, gz) € W para
todo g € Gy, e para todo z € N(y).

Além disso, como N(y) C Intx (Wi (z)) segue pela definicao de Wi(z) que (x,y) e (z,z) pertencem
a ﬂgeG\Gk(g x g)~ (W) para todo z € N(y). Logo (gz,gy) e (gz,gz) pertencem & W para todo

g € G\ Gi, e para todo z € N(y). Como W é simétrico temos que

(9y,g2) EWoW C VoV CU
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para todo g € G \ Gk. Logo, (gy,gz) € U para todo g € G e para todo z € N(y). Isso contraria a
hipétese de sensibilidade com respeito a U. Portanto Intx (Wy(x)) = () para cada k.

Pela continuidade das aplicagoes x — gz para todo g € G e como W é fechado, segue que Wy (z) é fe-
chado para cada k. Portanto o conjunto Z := J,cy Wi(z) é de primeira categoria. Como subconjunto

de conjunto de primeira categoria é de primeira categoria e AR(z) C Z, concluimos a prova. O

Proposicao 2.1.19. Seja G uma agdo de grupo abeliana sobre o espago uniforme (X,U) de Hausdorff.
Suponha que exista um elemento p € P e um elemento t € T(X,G). Se a ac¢ao de grupo G € sensitiva,

entdo LY R(x) contém um subconjunto denso Gs de Cly (Gpot) para todo x € T (Clx (Gpot),Gppo)-

Demonstragao. Pelo Lema 2.1.17, PR(x) é subconjunto denso G5 de Clx (Gpot) qualquer que seja
x € T (Clx (Gppot),Gpo). Pelo Lema 2.1.18, AR(x) é de primeira categoria para todo z € X, logo
(AR(z))b ¢ residual. Como LRY(z) = PR(z) — AR(z) = PR(z) N (AR(z)), entdo LRY (z) é
residual em Clx (Gpt), isto é, LRY (z) contém um subconjunto denso G5 de Clx (Gpot) para todo

x € T (Clx (Gpot) ,Gpo)- O
Para a prova do Teorema 2.1.21 precisaremos do seguinte resultado:

Proposicao 2.1.20. (Vide [9], Theorem 2) Seja G uma ag¢do de grupo topologicamente transitiva
sobre uma espaco uniforme infinito X de Hausdorff. Se X admite um conjunto denso de pontos

periodicos, entdo a agdo de grupo G € sensitiva.

Teorema 2.1.21. Seja G uma ac¢do de grupo abeliana sobre um espago uniforme (X,U) de Baire,
de Hausdorff, infinito e 2-enumerdvel. Se a a¢do de grupo G € Devaney cadtica entdo G € Li-Yorke

cadtica.

Demonstragao. Pela Definigao 2.1.5 e pelo Lema 2.1.14 temos que P # () e T(X, G) # (). Denotaremos
por Y = Intx (Clx(Gpp)) onde p € P et € T(X,G). Pelo Lema 2.1.16 T(Y,G)p) contém um
subconjunto denso G§ de Y. Pela Proposicao 2.1.21 e pelo Lema 2.1.15, ndés temos que a acao do
grupo Gp sobre Y ¢é sensitiva. Portanto, pela Proposicao 2.1.19, segue que LY R(x) contém um

subconjunto denso G5 de Y para todo z € T(Y, G, ). Considere a seguinte familia
B:={B:0#BcCT(Y,Gpo)e (BxB)\ACLYR}.

Primeiro checaremos que B # (). Como X é 2-enumerével entdo Y também é. Seja {C; : i € N} uma
base de abertos para Y. Como T'(Y,Gp) é denso em Y existe 21 € C1NT(Y,Gp). Como Y é aberto e
X é de Baire, entao Y também é de Baire, pela Proposicao ?7?7. Portanto pelo Lema 2.1.16 e pela Pro-
posi¢ao 2.1.19, o conjunto LY R(x1) NT'(Y, Gp.o) contém um subconjunto denso G5 de Y (lembre que,

da Proposicao 1.1.27, temos que interseccao enumeravel de conjuntos residuais, ainda é um conjunto
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residual). Pela densidade desse tltimo conjunto podemos tomar xo € Co N LY R(z1)NT(Y, Gpo), com
x9 # 1 (podemos fazer essa escolha xy # x1 pelo fato de X ser Hausdorff). Como (z1,22) € LYR e
LY R é simétrico segue que {z1,x2} € B e portanto B # ().

Agora mostraremos que existe um elemento B € B tal que B é denso em Y. Repetindo o mesmo
argumento anterior temos que LY R(z1) N LY R(z2) N T(Y, Gpo) contém um subconjunto denso G;
de Y, dai podemos tomar z3 € C3 N LY R(x1) N LY R(z2) NT(Y, Gpo) com x3 ¢ {1, z2}. Refazendo
0 mesmo processo nés obtemos {z; : 7 € N} € B tal que x; € C; para cara i. Pelo Lema de Zorn
(Teorema 1.1.23) existe um elemento maximal B € B tal que {z; : i € N} C B. Como BNC; # () para
todo ¢ segue que B é denso em Y.

Afirmamos que B é nao enumerdvel. Suponha que B é enumeravel. Novamente pelas Proposigoes
1.1.27 € 2.1.19 e por Y ser um espago de Baire, segue que o conjunto ((V;eyy LY R(z;)) N T(Y, Gp o)
contém um subconjunto denso G5 de Y. Logo podemos escolher um elemento z € Z := (ﬂz’eN LYR(a:i)) N
T(Y,Gpp) tal que z ¢ B, visto que se o conjunto Z apenas contivesse elementos de B, o mesmo seria
enumeravel e portanto de primeira categoria, pela Proposicao 1.1.26. Como Y é de Baire, Z nao seria
denso em Y, o que é uma contradicao.

Como (x,z;) € LY R para todo ¢ € N, segue que B U {z} € B, o que contraria a maximalidade de B.

Logo B é nao enumeravel, o que conclui a demonstragao. O

2.2 Caos Li-Yorke no contexto de funcoes sobre espacos uniformes

Com base na definigao de caos Li-Yorke introduzida por Arai em [1], alguns autores, como por exemplo
em [23] e [27], trabalharam com uma adaptacao de tal conceito no contexto de fungoes sobre espagos

uniformes, a qual mostraremos abaixo.

Definigao 2.2.1. Seja f : X — X uma aplicagao sobre um espago uniforme (X,U). Um par (z,y) €
X x X é chamado de prozimal se para todo U € U existir n € N tal que (f"(x), f"(y)) € U.
Um par (z,y) € X x X é chamado de assintdtico se para todo U € U existir ng € N tal que
(f™(x), f"(y)) € U para todo n > ng. Denotamos por PR e AR o conjunto dos pares proximais e
assintoticos respectivamente.

Um par (x,y) € X x X é dito par Li-Yorke se (z,y) € PR— AR. Dizemos que um subconjunto S C X
é misturado se todo par de elementos distintos de S for um par Li-Yorke. Dizemos que f é Li-Yorke

cadtica se X admite um subconjunto misturado nao enumeravel.

Abaixo provaremos que a Defini¢do 1.6.12 é consistente com a defini¢cao anterior, isto é, dada uma

aplicacao linear T' : F — E sobre um EVT E, entao T é Li-Yorke cadtica com relacao a definicao
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anterior (F sendo visto como um espago uniforme, segundo o Exemplo 1.5.5 b)) se, e somente se, T é

Li-Yorke cadtica segundo a Definicao 1.6.12.

Proposigcao 2.2.2. Seja T : E — E uma aplicacdo linear sobre um EVT E. Entdo T € Li-Yorke

cadtica sequndo a Definicao 2.2.1 se, e somente se, T € Li-Yorke cactica sequndo a Defini¢do 1.6.12.

Demonstragcao. Comecamos lembrando que o EVT F, quando visto pela Definicao 2.2.1, é o espago

uniforme (E,U), onde Y = {Ay : U € By}, By é o conjunto de vizinhangas de zero e
Ay ={(z,y) e ExXE:x—yecU}.

A fim de mostrarmos a equivaléncia das defini¢des de caos Li-Yorke, basta mostrarmos que um par
(z,y) é um par Li-Yorke segundo uma das defini¢bes se, e somente se, é um par Li-Yorke segundo a
outra definicao.

Suponha que (x,y) é um par Li-Yorke segundo a Defini¢ao 1.6.12, entao as duas condigoes abaixo sao
satisfeitas:

i) A sequencia (T"(z — y)), ndo converge para zero.

ii) Existe uma subrede da sequéncia (T"(z — y)), que converge para zero.

Mas cumprir as condicoes acima é equivalente a cumprir, respectivamente, as condi¢oes abaixo:

i) Existe V' € By tal que para todo K € N, existe n > K com T"(z —y) ¢ V.

ii) Para todo U € By existe n € N tal que T"(z —y) € U.

Utilizando a linearidade de T e as notacoes de espagos uniformes, segue que cumprir as condicoes
acima é equivalente a cumprir, respcetivamente, as condigoes abaixo:

i) Existe Ay € U tal que para todo K € N, existe n > K com (T"(x),T™(y)) ¢ Avy.

ii) Para todo Ay € U existe n € N tal que (1" (x),T"(y)) € Ay.

E cumprir as condigbes acima é equivalente a dizer que (x,y) é um par Li-Yorke segundo a Defini¢ao

2.2.1. O

2.3 Caos distribucional no contexto de funcoes sobre espagos uni-

formes

Nesta secao apresentaremos a nocao de caos distribucional no contexto de espacos uniformes. Inicia-
remos apresentando a noc¢ao de caos distribucional em uma sequéncia no contexto de espagos métricos
e depois no contexto de espagos uniformes, a qual foi introduzida em [27]. Baseado nessa definigao,
apresentaremos outras nocgoes de caos distribucional nesse mesmo contexto.

Em [26], os autores introduziram a seguinte defini¢ao, conhecida como caos distribucional em uma

sequéncia.
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Definigao 2.3.1. Sejam (X,d) um espago métrico, f : X — X uma funcdo continua e (p;) uma
sequéncia estritamente crescente de niimeros naturais. Dizemos que um subconjunto D C X é distri-
bucionalmente misturado na sequéncia (p;) se para cada par (z,y) de elementos distintos de D temos
que

i) Fy (e, (pi)) = limsup,, Leard {0 <i<n—1:d(fP(z), fFi(y)) <e} =1, paratodoe >0e

ii) Fyy(6, (pi)) := liminf, card {0 <i <n—1:d(fPi(z), fPi(y)) < 6} =0, para algum & > 0.

Se X admite um subconjunto ndo enumeravel distribucionalmente misturado na sequéncia (p;) di-
zemos que f é distribucionalmente cadtica na sequéncia (p;). Se um par (z,y) de elementos em X

satisfaz as condigoes i) e ii) acima dizemos que o par é distribucionalmente cadtico na sequéncia (p;).

Notacgao 2.3.2. Quando a sequéncia (p;); for igual a sequéncia dos naturais, isto é (p;); = (4)s,

denotamos F;’y(e) = F;y(s, (1)i) € Fyy(e) := Fpyl(e, (1))

Em [27] os autores generalizam a definigdo acima e estabelecem a seguinte definigao de caos dis-

tribucional em uma sequéncia para o contexto de aplicacGes sobre espagos uniformes:

Definigao 2.3.3. Seja (X,U) um espago uniforme, f : X — X uma funcao continua e (p;) uma
sequéncia estritamente crescente de niimeros naturais. Dizemos que um subconjunto D C X é distri-
bucionalmente misturado na sequéncia (p;) se para cada par (x,y) de elementos distintos de D nds
temos que

i) F; (U, (p:)) := limsup,, Leard {0 <i<n—1:(fPi(z), fPi(y)) €U} =1, paratodo U €U e

ii) Fpy(V, (p;)) := liminf, tcard {0 <i <n—1:(fPi(z), fPi(y)) € V} =0, para algum V € U.

Se X admite um subconjunto ndo enumeravel distribucionalmente misturado na sequéncia (p;) di-

zemos que f é distribucionalmente cadtica na sequéncia (p;). Se um par (z,y) de elementos em X

satisfaz as condigoes i) e ii) acima dizemos que o par é distribucionalmente cadtico na sequéncia (p;).

Notagao 2.3.4. Quando a sequéncia (p;); for igual a sequéncia dos naturais, isto é (p;); = (i),

denotamos I, (U) = F; (U, (i)i) e Fry(U) := Fyy(U, (i)s).

Para a proxima observacao, lembremos que dado um espago métrico (X, d), ele pode ser visto como

um espago uniforme (X,U), onde
B={Ac:: A ={(z,y) : d(z,y) <&}, e >0}

é uma base para a estrutura uniforme &. Além disso, topologia uniforme coincide com a topologia da

métrica. (X,U) é dito espaco uniforme induzido do espago métrico (X, d).

Observagao 2.3.5. Note que a definigdo anterior generaliza bem a Definicao 2.3.1 no seguinte sentido:

uma aplicacao f : X — X sobre o espago métrico (X,d) é distribucionalmente cadtica na sequéncia
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(pi) segundo a Definigao 2.3.1 se, e somente se, f sobre o espaco uniforme (X, ) é distribucionalmente
cadtica na sequéncia (p;) segundo a Definigao 2.3.3, onde (X, U) é o espago uniforme induzido do espago
métrico (X, d).

Para isso, basta observamos que (z,y) é um par distribucionalmente cadtico na sequéncia (p;) segundo
a Definigao 2.3.1 se, e somente se, (x,y) é um par distribucionalmente caético na sequéncia (p;) segundo
a Definicao 2.3.3.

De fato, (x,y) é um par distribucionalmente cadtico na sequéncia (p;) segundo a Definicao 2.3.1 se
cumpre as condigoes abaixo

i) Fy (g, (pi)) = limsup,, Leard {0 <i<n—1:d(fri(z), fPi(y)) <e} =1, paratodoe >0e

ii) Fyy(6, (p;)) := liminf, Lcard {0 <i <n—1:d(fPi(z), fPi(y)) < §} = 0, para algum & > 0.
Cumprir as condigoes acima é equivalente a cumprir as condigoes abaixo

i) F;,(Ag, (pi)) = limsup, Leard {0 <i<n—1:(fPi(z), fPi(y)) € A} =1 para todo A. € Be

ii) Fyy(As, (p;)) = liminf, Lcard {0 <i <n—1: (fPi(2), fPi(y)) € As} = 0 para algum Ay € B.
Utilizando o fato que B é uma base para a estrutura uniforme U, segue que cumprir as condigoes
acima é equivalente a cumprir as condi¢oes abaixo

i) F}, (U, (pi)) = limsup, tcard {0 <i < n—1: (fPi(z), fPi(y)) € U} =1 para todo U €U e

ii) Fyy(V, (pi)) = liminf, card {0 < i <n—1: (fPi(z), fPi(y)) € V} =0 para algum V € U.

Portanto (x,y) é um par distribucionalmente caético na sequéncia (p;) segundo a Definigao 2.3.3.

Outra nocao de caos bem conhecida no contexto dos espacos métricos € o conceito de caos distri-

bucional, o qual apresentaremos a definicdo a seguir.

Defini¢ao 2.3.6. Seja (X, d) um espago métrico e f : X — X uma funcdo continua. Dizemos que
um subconjunto I' C X é distribucionalmente misturado se existe § > 0 tal que, para todo € > 0 e

para cada par de pontos distintos xz,y € I', temos
Fr (e)=1 e Fpy(d)=0.

Dizemos que f é distribucionalmente cadtica (abreviadamente DC) , se X admite um subconjunto
I' ndo enumeravel e distribucionalmente misturado. Se um par (x,y) de elementos em X satisfaz as

condigoes acima, dizemos que o par é distribucionalmente cadtico.

Baseado na generalizacao feita na Definicdo 2.3.3, apresentaremos a definicdo natural de caos

distribucional no contexto de fungoes sobre espacos uniformes.

Definigao 2.3.7. (Caos distribucional): Seja (X, ) um espago uniforme e f : X — X uma funcao
continua. Dizemos que um subconjunto I' C X ¢é distribucionalmente misturado se existe V € U tal

que, para todo U € U e para cada par de pontos distintos x,y € I', temos
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Fr,(U)y=1 e Fyu(V)=0.

Dizemos que f é distribucionalmente caética (abreviadamente DC), se X admite um subconjunto I’
nao enumeravel e distribucionalmente misturado. Se um par (x,y) de elementos em X satisfaz as

condigoes acima dizemos que o par é distribucionalmente cadtico.

Observagao 2.3.8. Assim como na Observacao 2.3.5, mostra-se que a definicdo anterior generaliza
bem a Definicao 2.3.6 no seguinte sentido: uma aplicacao f : X — X sobre o espago métrico (X, d)
¢é distribucionalmente cadtica segundo a Definicao 2.3.0 se, e somente se, f : X — X sobre o espaco
uniforme (X,U) é distribucionalmente cadtica segundo a Defini¢ao 2.3.7, onde (X,U) é o espago

uniforme induzido do espago métrico (X, d).

H& também outras duas nogoes de caos distribucional mais fracas - caos distribucional do tipo 1 e

do tipo 2 - as quais apresentamos a seguir.

Definicao 2.3.9. Seja (X,d) um espago métrico e f : X — X uma funcao continua. Se o par
(z,y) € X x X satisfaz

(DC1) Fy, =1 e Fyy(e) = 0 para algum ¢ > 0, ou

(DC2) Fy, =1 e Fyy(e) < 1 para algum ¢ > 0,

entdo (z,y) é dito um par distribucionalmente cadtico do tipo 1 ou do tipo 2, respectivamente. A
fungao f é dita distribucionalmente cadtica do tipo k € {1,2} se existe um conjunto nao enumeravel
I' C X tal que todo par (z,y) de pontos distintos em I' é um par distribucionalmente misturado do

tipo k € {1,2}.
Vamos generalizar as defini¢oes acima para o contexto de fungoes sobre espacos uniformes a seguir.

Definigao 2.3.10. Seja (X,U) um espago uniforme e f : X — X uma funcdo continua. Se o par
(z,y) € X x X satisfaz

(DC1) Fy, =1e Fyy(V) = 0 para algum V € U, ou

(DC2) Fy, =1e Fyy(V) < 1 para algum V € U,

entdo (z,y) é dito um par distribucionalmente cadtico do tipo 1 ou do tipo 2, respectivamente. A funcao
f é dita distribucionalmente cadtica do tipo k € {1,2} (abreviadamente DCE) se existe um conjunto

nao enumeravel I' C X tal que todo par (z,y) de pontos distintos em I' é um par distribucionalmente

misturado do tipo k € {1, 2}.

Observagao 2.3.11. Note que a definicao anterior generaliza bem a Definicao 2.3.9, no mesmo sentido
que foi abordado nas Observagoes 2.3.5 e 2.3.8. Além disso, segue diretamente das defini¢oes acima o

diagrama de implicagoes abaixo:
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DC = DC1 = DC2.

Para o proximo capitulo precisaremos explorar estas nogoes de caos no contexto de espacos vetoriais
topoldgicos. Vejamos entao como fica a caracterizagao de caos distribucional para espagos vetoriais
topolégicos.

Seja £ um EVT e By o conjunto de todas as vizinhancas de zero. Lembremos da secao de espacos

uniformes que (E,U) é um espaco uniforme, onde U = {Ay : U € By} e
Ay ={(z,y) e ExE:x—yeU}.

Além disso a topologia uniforme coincide com a topologia de E. De posse dessas informacoes e da

Definicao 2.3.7, segue a defini¢do de caos distribucional para EVT’s:

Definigao 2.3.12. (Caos distribucional para EVT’s): Sejam F um EVT, By o conjunto de todas
as vizinhangas de zero e f : F — FE continua. Dizemos que um subconjunto I' C F é distribucional-
mente misturado se existe V € By tal que, para todo U € By e para cada par de pontos distintos

xz,y € I', é valido que
F;;,y(AU) =1 e Fm,y(AV> =0.

Dizemos que f ¢ distribucionalmente cadtica (abreviadamente DC), se E admite um subconjunto I
nao enumeravel e distribucionalmente misturado. Se um par (x,y) de elementos em X satisfaz as

condigoes acima, dizemos que o par é distribucionalmente cadtico.

A pergunta natural agora é em relacao aos espacos de Fréchet. Como um espaco de Fréchet £ é um
espaco métrico e um EVT, dada uma aplicacao f : E — FE, as Definiges 2.3.7 (E sendo visto como
espaco uniforme induzido da métrica) e 2.3.12 coincidem? Isto é, f é distribucionalmente cadtica em
relacao a Definicao 2.3.7 se, e somente se, é distribucionalmente cadtica em relagao a Definicao 2.3.12

? A resposta é sim e é dada na proposi¢cao abaixo.

Proposicao 2.3.13. Seja E um espaco de Fréchet e f: E — E continua. Entao f é distribucional-
mente cadtica em relagcao a Definicdo 2.5.7 se, e somente se, € distribucionalmente cadtica em relagdo

a Defini¢ao 2.5.12.

Demonstragao. =) Suponha que f é distribucionalmente cadtica em relagao a Defini¢ao 2.3.7, com E
sendo visto como o espaco uniforme induzido da métrica. Pela Observagao 2.3.8, f é distribucional-
mente cadtica segundo a Definicao 2.3.6. Portanto existem um subconjunto I' C X nao enumerével e

6 > 0 tais que
Fr (e)=1 e F,y(6)=0 Ve>0eVr,yel (z#y).
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Tome z,y € T distintos. Tome U € By. Portanto existe € > 0 tal que B(0,e) C U. Logo utilizando o

fato de que a métrica referente ao espaco de Fréchet E é invariante por translacoes, segue que
Fy ,(Ay) = limsup,, Leard {0 <i<n—1:(fi(z),fl(y) € Av}
= limsup, tcard {0 <i <n—1: fi(z) — fi(y)) € U}
> limsup, 2card {0 <i <n—1: fi(z) — fi(y)) € B(0,¢)}
= limsup,, 2card {0 <i < n—1:d(f'(z) — fi(y)),0) < e}
= limsup, 2card {0 <i < n—1:d(fi(z)), fi(y)) <e} = Fy (e) =1
Portanto Fy  (Ay) = 1. Agora vamos analisar o valor F,(Ap(s))-
Fpy(Apos)) = liminf, tcard {0 <i <n—1:(f{(z), f'(y)) € Apos)}
= liminf, 1card {0 <i<n—1: fi(z) — fi(y) € B(0,6)}
= liminf, card {0 <i <n—1:d(fi(z) — fi(y),0) < 5}
= liminf, 1card {0 < i <n—1:d(f(z), fi(y)) <6} = Fry(d) = 0.

Portanto I y(Ap(,s)) = 0. Como (x,y) é qualquer par de elementos distintos de I' e U ¢é qualquer
em By, concluimos tal implicagao.
<) Basta observar que Fy (Apo.)) = Fy,(€) € Fry(Ap,e) = Fry(€) e novamente utilizar a Ob-

servacao 2.3.8. O

Finalizamos essa secao mostrando que a nogao de caos distribucional é mais forte que a nocao de

caos Li-Yorke, isto é, o caos distribucional implica em caos Li-Yorke.

Proposicao 2.3.14. Seja f : X — X uma fungao continua sobre um espago uniforme (X,U). Se f

é DC2 entao f é Li-Yorke cadtica.

Demonstragao. Seja D um conjunto ndao enumeravel e distribucionalmente misturado do tipo 2 para
f. Provaremos que D é misturado (no sentido do caos de Li-Yorke). Seja (x,y) um par de elementos
distintos em D. Tome U € U. Como F; ,(U) = 1, segue que existe n € N tal que (f"(z), f"(y)) € U.
Como U € U é qualquer, segue que (z,y) € PR. Como existe V € U tal que F, (V) = 0, segue que
(f™(x), f"(y)) ¢ V para infinitos nimeros naturais n. Logo (z,y) ¢ AR. Portanto (z,y) € PR\ AR,
isto é, é um par Li-Yorke cadtico. Como (z,y) é um par arbitrario de elementos distintos em D, segue

que D é misturado. O
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Em virtude da Observacao 2.3.11 que DC e DC1 implicam em DC2, obtemos o seguinte resultado.

Corolério 2.3.15. Seja f: X — X uma funcao continua sobre um espago uniforme (X,U). Se f é

DC ou DC1 entao f € Li-Yorke cadtica.
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Capitulo 3

Dinamica dos operadores de

convolucgio sobre H (CN

Assim como mencionado na introducgao, os operadores de convolucdo nao triviais sobre os espacos
H (C™), onde n € N, satisfazem diversas nogoes de caos. O cendrio muda quando se trabalha com esses
operadores de convolucao sobre o espago H (CN) como veremos nesse capitulo. Além de mostrarmos
os resultados conhecidos das referéncias [8] e [12], vamos apresentar um resultado original referente ao

caos distribucional.

3.1 Propriedades do espaco H (CN)

Nessa se¢ao apresentaremos alguns resultados e defini¢coes envolvendo o espaco H ((CN) que nos auxi-

liardo nas seguintes se¢oes. Utilizamos a referéncia [7] para a confecgao dessa segao.

Definicao 3.1.1. Sejam n € N, U € CN nao vazio e f : U — C. Dizemos que f depende apenas das n
primeiras varidveis se f((x;);) = f((y:):) para todo (z;);, (y;); € U que coincidem em suas n primeiras

coordenadas.

Definicao 3.1.2. Sejan € N.

a) Definimos a funcdo projecao canonica my, : CN — C” por
(a:i)ieN c (CN — (xi)?zl e Cr.
b) Definimos a funcao inclusio canénica J, : C* — CN por

(21, ,xn) € C" 3 (21, ,2n,0,0---) € CN.
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Proposi¢do 3.1.3. Sejan € N. a) A funcio 7, : CN — C" ¢ continua.

b) A funcio J, : C* — CN ¢ continua.

Demonstragcao. Como as aplicagdes acima sdo obviamente lineares, utilizaremos a Proposicao 1.2.14
para essa demonstracio. Lembre-se do Exemplo 1.2.7, que CN estd munido da topologia gerada pelas

seminormas p,, : CN — R dadas por

pn((zi)iEN) = max{"zl‘? SR ’Zn|},

Além disso, consideraremos em C" a norma do méximo, isto é ||(z1,...,2,)|| = max{|z1],...,|2zn|},
para (z1,...,2,) € C".

a) A continuidade de m,, segue do fato de que

|70 ((23)ien) | = Pn((2i)ien),

para todo (2;);en € CN.

b) Tome ny € N e considere a seminorma p,,,. Portanto
Do (In(21s -5 2n)) = Pno (21, -+, 20,0,0,...)) <max{|z1],...,|znl} = (21, -, 20),
para todo (z1,...,2,) € C™. O
A projecdo e a inclusdo candnicas geram, naturalmente, as seguintes funcoes:

Definigao 3.1.4. Sejan € N.
a) Definimos a fungdo J* : #(CY) — H(C") por

FEH(CY) = fold, € H(CM).
b) Definimos a funcao 7 : H(C") — H(CY) por
fn € H(C™) = fnom, € H(CY)

Observacao 3.1.5. (Boa definicao das fungoes 7 e J): Mostraremos que para todo n € N
as aplicacdes J e 7 sdo de fato bem definidas, isto é, f o J, € H(C") para toda f € H(CY) e
fn o, € H(CN) para toda f,, € H(C"). Para isso, utilizaremos a Definicao 1.3.2.

Tome f € H(CN), logo f é continua e f € Hg(CY). Pela Proposicio 3.1.3 temos que fo.J,, é continua.

Resta mostrar que f o .J, € Hg(C"). Para tal, tome &,7 € C" e ¢ € (C)". Como

O(f o Jn(§ + An)) = ¢(f(Jn(§) + AJn(n)))

e essa tltima funcdo é holomorfa (na varidvel \) em uma vizinhanca de zero (pois f € Hg(CV)), segue
que foJ, € Ha(C").

De modo anélogo se mostra que a fungao 7, estda bem definida.
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Observamos que, como as aplicagoes 7 s@o lineares, entao os conjuntos 7 (H(C™)) s@o subespagos
veotriais de H(CV).
Note que, dado n € N, nés temos 7, o J((x1,-+ ,zy)) = (z1,- -+ ,zy), para todo (z1, - ,x,) € C",

ou seja, 7y, o J,, = Idcn. Dai segue que J) o7’ (f) = fom,oJ, = f, para toda f € H(C"). Logo

e a fungdo 7}, é injetora. Portanto se f € 7 (H(C")), entao existe uma unica f, € H(C") tal que

f = fn O Tp.
Lema 3.1.6. Vale a sequéncia de inclusoes estritas abaizo

TH(H(CY) S w3 (H(C?) S -+ S m(H(C™) & -+ S H(CY).

=

Demonstragao. Tome n € N e seja f € m;(H(C™)). Entao existe f, € H(C") tal que f = f om,.
Considere a projecao m,11, : C"! — C", dada por mn41.0((21,. .-, 2n+1)) = (21,...,2s), para todo

(21, -+, 2n41) € C"L. Note que f,, 0 i1 € H(C') € Tpp1.0 0 Tpy1 = mn. Logo

f=faomn=(fnoTnt1n) © Tat1 € Ty (H(C"H)),

Como f ¢ qualquer em m;(#(C™)), segue que 7} (H(C")) C m,; (H(C™*1)). Provaremos agora que a
inclusao ¢ estrita. Para tal, observe que a funcao m,41,1 0 41 € )4 (H(C"+1)) € Tpt1,1 © Tptl &

w5 (H(C™)). De fato, caso houvesse f, € H(C") tal que 41,1 © Tpy1 = fn © Ty, terfamos que

fn(0,...,0) = from,(0,...,0, 1 ,0,..) =mpg11 041 (0, .., 1 ,0,...) =1,
posicao n+1 posicao n+1
fn(0,...,0) = frnom,(0,...,0, 2 ,0,..) =710 041 (0, .., 2 ,0,...) =2
posigao n+1 posicao n+1
o que é uma contradicao. Portanto a inclusao é estrita. O

A seguinte proposicio é de extrema utilidade. Em suma a mesma diz que toda fungio f € H(CVY)

depende apenas de um numero finito de variaveis.
Proposicao 3.1.7. (Vide [11], p. 163) Segue a seguinte igualdade de conjuntos:
H(CY) = Upnen m(H(C).

A seguir trabalharemos com algumas propriedades topolégicas de H(CN). Para o préximo re-
sultado, lembramos que os espagos H(CY) e H(C") estdao munidos de suas respectivas topologias

compacto-aberta 7 .

Proposicao 3.1.8. Seja n € N. Entdo os operadores
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T feH(C) s fod, e H(CY) e 7 : f, € H(C) — from, € H(CY)
sao continuos.

Demonstracao. Como as aplicagoes acima sao obviamente lineares, utilizaremos a Proposicao 1.2.14
para essa demonstracao. Iniciaremos provando a continuidade da funcao J;.
Seja K um compacto em H(C") e considere a seminorma px em H(C"). Logo para todo f € H(CV)

temos

PE(f o Jn) = sup.ex [f 0 Jn(2)| = sup.re, ) | ()] = P, ) (F)

o que conclui a prova, visto que J,(K) é um compacto em H((CN), pois fungbes continuas levam
compactos em compactos.

Provaremos agora a continuidade da fungao ;.

Seja K um compacto em H(CN) e considere a seminorma px em H(CY). Logo para todo f, € H(C")

temos

P (fn o) =sup.ek [fnomn(z)| = SUDy/ e, (K) |fn ()] = pwn(K)(fn)

o que conclui a prova, visto que m,(K) é um compacto em H(C"). O

Para o préximo corolario, a fim de nao sobrecarregar a escrita, denotaremos a fungéo que restringe

o contradominio da fungao 7, ao conjunto 7 (#(C")) simplesmente por 7.
Corolario 3.1.9. A fun¢ao 7} : H(C") — 7w} (H(C™)) é um isomorfismo topoldgico.

Demonstragao. Ja vimos que 7 é linear e continua. Para provar que ¢ um homeomorfismo, sé6 resta

provar que sua inversa é continua. Vimos em (3.1) que J; o7, = Idycn) e disso segue que 7, é

uma bijecao, cuja inversa € Ji| «(3cn)). Da proposicao anterior, segue que Jp |« (3 (cn)) € continua,

concluindo assim a demonstragao. O

Observagao 3.1.10. Seja n € N. Pela Proposigao 1.2.17, pelo Coroldrio 3.1.9 e por (3.1) segue que
H(C™) é topologicamente isomorfo ao subespaco complementado 7t (H(C™)). Pela Proposigao 1.2.16,

segue que 7 (H(C™)) é um subespaco fechado (e préprio como haviamos visto anteriormente).

A préxima proposicao nos déd a resposta do porqué foi necessario estudar ambientes mais gerais,
tais como os espagos uniformes, em busca de caracterizacoes de certas nogoes de caos para os EVT’s

em geral. A mesma nos diz que o espaco H(CY) nio é metrizavel.

Proposicdao 3.1.11. O espaco H(CY) nao é metrizdvel.
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Prova: Por [7, Proposicio 4.1.12 a)] temos que o espaco H(CY) é completo. Pela Observacio
3.1.10 para cada n € N, 7} (H(C")) é um subespaco fechado e préprio, portanto com interior vazio.

Pela Proposicao 3.1.7 temos que

H(CY) = | mH(C). (3.2)

neN

Se H(CN) fosse metrizdvel, como o mesmo é completo, pelo Teorema de Baire e por (3.2), existiria

no € N tal que Int (7, (H(C™))) # 0, 0 que é uma contradigao. Portanto 7(CN) néo é metrizdvel. B

3.2 Propriedades dos operadores de convolucao sobre H ((CN)

Nesta secao estudaremos alguns resultados técnicos sobre os operadores de convolucao definidos em
H (CN). Veremos que hd uma relacao entre os operadores de convolugao sobre H (C") e os operadores
de convolugao sobre H ((CN). Estes resultados serao de grande utilidade para provarmos algumas
propriedades dindmicas desses operadores nas seguintes segoes. Novamente, utilizamos a referéncia [7]

para a confeccao dessa secgao.

Lema 3.2.1. a) Sejam f € H (CN), k € N e T um operador sobre H ((CN). Entao existe N € N tal
que

T'f =an((T'f) o In),

para todo 1 =0,..., k.

b) Se f = fnomy,, com f, € H(C") e L é um operador de convolugdo sobre H ((CN), entao
LFf=mho dn(LEf) = mh((L¥f) o ),
para todo k € Ny.

Demonstragdo. a) Pela Proposicao 3.1.7, podemos escrever

f=1rnooTne, Tf = fn, ownl,...,ka:fnkOWW,

com f,, € H(C"), para todo i = 0,..., k. Tome N = max {no,...,n;} e z € CN tal que mx(z) = 0.
Assim, como n; < N para todo ¢ = 0,...,k, segue que my,(z) = 0 para todo i =0, ..., k.

Portanto
Tz(Tlf)(x) = T’f(x - Z) = fnl © Wni(x - Z) = fm(ﬂ-ni (m) - Wni(z))
= fm(ﬂ-m($)) = fnz ° Trm(x) = (Tlf)(a:)v
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para todo x € CN e i = 0,...,k. Tome z = (z;) € CN. Pondo 2z = (0,...,0,Zn41,TN+2,...), NS

temos
(Tlf)(x) - TZ(Tlf)(x) - (Tzf)(x - Z) = (Tif)(xlv ., 2N, 0,0, )
= (T'f) o Jy onn(2).

Como z € CN é qualquer, segue que T°f = 7% ((T"f) o Jx), para todo i = 0,..., k.
b) Suponha agora que f = f,, om, com f, € H(C") e L é um operador de convolugao sobre H ((CN).

Portanto para todo z € CN nés temos 7, o L = L o 7,. Portanto para todo k£ € Ny nds temos
k _ 71k
(L7 f) = L*(7. f). (3.3)

Tomando z € CYN tal que mn(2) = 0, segue que

() (@) = f(z = 2) = faomn(z — 2) = fulmn(z) = m(2)) = fu(mn(2)) = f(2).

Portanto 7.f = f. De (3.3) segue que 7,(L¥f) = LFf para todo k& € Ny. Repetindo o mesmo

argumento feito em a), concluimos que
LFf =m0 Ji(LEf) = mh (L f) 0 Jn),
para todo k € Ny. ]

Proposigcao 3.2.2. Seja L um operador de convolugao sobre H ((CN). Entao:
a) O operador continuo

L, :=J,oLom, : H(C") — H(C")

é um operador de convolugdo sobre H(C™). Dizemos que L,, € o operador de convolugdo sobre H(C™)
associado a L.

b) L(fn om,) = (Lnfn) © m, para todo f, € H(C™) en € N.

c) L é um maltiplo escalar da identidade sobre H ((CN) se, e somente se L, € um maultiplo escalar da

identidade sobre H(C™), para todo n € N.

Demonstragao. a) Sejam n € N e f, € H(C"), entao
Lyfn=(JioLom)(fn)=JioL(f)=LfodJ, onde f:=f,om,. (3.4)

Seja a € CN. Provaremos que 7, o L,, = L, o 7,. Tomando y € C" e usando (3.4) temos que

[Ta © Lu](fn)(y) = Ta(Ln(fn))(y) = Lunfu(y — a)

= [Lf © Jn}(y - CL) = Lf(Jn(y) - Jn(a)) = TJn(a)(Lf)(Jn(y))‘
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Como y ¢é qualquer, segue que [74 © Ln|(fn) = [T, (a)(Lf)] © Jn. Como L é um operador de convolugao

segue que

[Ta 0 Lp](fn) = [L(TJn(a)f)] o Jn = [L((Tafn) 0 mn)] 0 Jn
= [Lomy(tafn)] 0 Jn = Jj 0 Lom(Tafn) = [Ln © Ta](fn)-

Como f,, € H(C™) é qualquer, concluimos a prova.
b) Tome n € N. Aplicando o Lema 3.2.1 para a funcdo f = f, o m,, com f, € H(C™) e utilizando
(3.4) temos

L(fnomn) = ((L(fn 0 ™)) 0 Jn) = 7, (Lfn) = (Lfn) © Tn. (3.5)

¢) =) Suponha que L = AId, para algum A € C. Tome n € N. Dada f, € H(C"), escrevemos
f=fonom €H ((CN). Pelo item b) temos que

7T;.;(Lnfn) = (Lnfn) omp, =Lf=Af= ()‘fn) ©Tp = W;(Afn)

Pela injetividade de 7} e como f,, € H(C") é qualquer, segue que L, fr, = Afn.
<) Suponha que para todo n € N exista A, € C tal que L, f, = A\,Id. Seja f € H (CN), digamos
que f € w5 (H(C™)) para algum m natural. Entao Lf = A, f. De fato, escrevendo f = f,, o m,, para

alguma f,, € H(C™)), por (3.5) segue que

Lf = (Limfm)oTm = Amfm) o Tm = mn(Amfm) = AT (fn) = A f-

Se provarmos que A\, = A\, para quaisquer m,n € N, concluiremos a prova. Entao tome m,n € N com
n < m. Tome g € H (CV) tal que g # 0 e g € H(C")). Pelo Lema 3.1.6, g € 7}, (H(C™), dai pelo que

foi feito antes temos A\,g = A\j,g. Como g # 0, segue que A\, = Apy. O

Coroldrio 3.2.3. Sejam L um operador de convolugio sobre H (CY) e f € m(H(C")), digamos

f = fnom,. Seja Ly o operador de convolugdo sobre H(C™) associado a L. Entdo
ka = (szfn) O Tn,
para todo k € Ny.

Demonstragdo. Provaremos por inducao. O caso k£ = 0 é trivial. Suponha agora a validade da

afirmacao para algum inteiro k > 0, isto é
LFf = (LEf,) o my. (3.6)

Compondo com o operador L de ambos os lados de (3.6), obtemos LFT! f = L[(LE f,,) o m,]. Pelo item

b) da proposi¢ao anterior temos que
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L[(szfn) oy = Ln(sz:fn) O Tp = (sz+1fn) O T,

0 que conclui a prova. ]

Observagao 3.2.4. Analisando a demonstragao do item c) da Proposi¢ao 3.2.2, podemos enunciar o
item c) da seguinte forma:

L € um maultiplo escalar da identidade sobre H ((CN) se, e somente se L, € um maultiplo escalar da
identidade sobre H(C"™) para infinitos n € N.

Portanto, temos que se L nao é um multiplo escalar da identidade, existem infinitos n € N tal que L,

também nao é um maultiplo escalar da identidade.

3.3 Hiperciclicidade para os operadores de convolugao sobre H (CN)

Nesta secao apresentaremos alguns resultados sobre hiperciclicidade, n-superciclicidade e ciclicidade
envolvendo os operadores de convolugao sobre o espaco H ((CN). Comecaremos apresentando o resul-
tado provado em [12] sobre hiperciclicidade. Logo apds, apresentaremos os resultados de ciclicidade e
n-superciclicidade provados em [8], os quais melhoram o resultado de [12] sobre hiperciclicidade.

Cabe destacar aqui que o Teorema 3.3.1 é uma consequéncia imediata do Teorema 3.3.3, mas
como os ingredientes necessarios para sua prova ja foram dados (com isso, a prova dele é curta) e para
manter a cronologia dos resultados, optamos por incluir sua demonstragao.

Vale também relembrar que este resultado contrasta com o classico resultado de Godefroy e Shapiro
[14] que todo operador de convolugao nao trivial sobre o espago H(C™) é hiperciclico, qualquer que

seja n € N.

Teorema 3.3.1. (Vide [12], Theorem 4.1) Nenhum operador de convolugdo sobre o espago H ((CN) é

hiperciclico.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que exista um operador de convolugao sobre o espago H (CN)

que seja hiperciclico. Portanto existe f € H (CN) tal que

{f,Lf,I2f,...} = H(C) (3.7)
Pela Proposigao 3.1.7 existe n € N tal que f = f,, om,, com f,, € H (C"). Pelo Lema 3.2.1, segue que

{faLf7L2f7"'} :7(;; ({fn7(Lf)OJn>(L2f)OJnv})
Portanto de (3.7), segue que

m, (H(C")) = H (CY),
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o que é uma contradi¢ao, pois pela Observagao 3.1.10 temos que o subespago 7 (H(C")) é fechado e

préprio. O

Observagao 3.3.2. Este resultado, em um primeiro momento, pode parecer estranho quando com-
parado ao resultado de Godefroy e Shapiro [14], j4 que vimos na Proposigao 3.1.7 que uma fungao de
H(CY) depende de apenas um niimero finito de suas coordenadas. Entretanto é justamente isso que
garante que o resultado nio vale para operadores de convoluciao em H(CY), pois quando se realiza as
iteradas com o operador de convolucao, esse nimero de varidveis pode variar.

Este resultado também mostra diferencas que podem ocorrer quando se perde uma propriedade

importante como a metrizabilidade.
Em [8] os autores melhoraram o teorema acima provando o seguinte resultado:

Teorema 3.3.3. (Vide [5], Theorem 3.1.) a) Nenhum operador de convolugdo sobre o espago H (CN)
é ciclico.

b) Nenhum operador de convolugdo sobre o espago H (CN) € n-superciclico.

Demonstragao. a) Suponha por absurdo que exista um operador de convolugao sobre o espaco H (CN)

que seja ciclico. Portanto existe f € H ((CN) tal que

span {f7 Lf7 L2f7} = H(CN) (38>

Pela Proposigao 3.1.7 existe n € N tal que f = f,, oy, com f,, € H (C"). Pelo Lema 3.2.1, segue que
span {f,Lf,L*f,- -} = span [m} ({fn, (Lf) © Jn, (L*f) © Jn, -+ })].
Portanto de (3.8), segue que
™, (H(C") =H (CY),

o que é uma contradi¢ao, pois pela Observagao 3.1.10 temos que o subespago 7 (H(C)") é fechado e
préprio.

b) Sejam L um operador de convolucao sobre H ((CN) e V um subespago de H (CN) de dimensao n,
com geradores fi,--- , f,. Entdo L¥(V) é um subespaco de dimensdo menor ou igual a n com geradores
LFfy,---  LFf, para todo k € Ng. Se fi = fm, © Tmys--+ s Jn = frny © Tm,, cOM fr. € H(C™) para

todoi=1,---,n. Portanto
LMV) C i (H(C™)) + -+ -, (H(CT)) C 7 (H(T™)),
para todo k € Ny, onde m := max {m1,---,m,}. Portanto
orbr, (V) = Upen, LE(V) C 7y, (H(C™)).
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Logo orbr (V) nao pode ser denso em H ((CN), pois pelo mesmo argumento utilizado no item a)

7, (H(C™)) é um subespaco fechado e préprio. O

Relembremos do Capitulo 1 que vale o seguinte diagrama de implicagoes de propriedades dinamicas

no contexto de operadores sobre espagos de Fréchet:

Mistura = Transitividade Topolégica
)
Hiperciclicidade

Ja no contexto de EVT’s em geral, temos o seguinte diagrama:

Mistura =- Transitividade Topoldgica
T
Hiperciclicidade
O préximo teorema, demonstrado em [8], confirma que nao vale a implicagdo: Transitividade To-
polégica = Hiperciclicidade. Visto que se valesse, pelo teorema abaixo, os operadores de convolugao
nao triviais sobre H ((CN) seriam hiperciclicos, o que contradiz o Teorema 3.3.1.

Para a prova deste resultado utilizaremos o resultado a seguir de Godefroy e Shapiro [14]. Na
verdade, este resultado ¢ o mesmo indicado no inicio da secao a respeito da hiperciclicidade dos
operadores de convolugao nao triviais sobre H (C"). O fato é que a prova de Godefroy e Shapiro
utiliza o cldssico Critério de Hiperciclicidade obtido por Kitai [18], em 1982, mas nunca publicado.
Cinco anos depois este critério foi redescoberto e publicado por Gethner e Shapiro [13]. Em 2004,
Costakis e Sambarino [10] provaram que o cldssico Critério de Hiperciclicidade de Kitai garante que o

operador é de fato misturador.

Lema 3.3.4. Todo operador de convolugao sobre o espago H (C"), n € N, que ndo é mailtiplo escalar

da identidade, € misturador.

Teorema 3.3.5. (Vide [8], Theorem 3.3) Todo operador de convolugdo sobre o espago H ((CN), que

ndo € multiplo escalar da identidade, ¢ misturador.

Demonstracao. Seja L um operador de convolugao, nao trivial, sobre o espaco H (CN). Tome U,V C

H ((CN) dois abertos nao vazios. Como
H(CY) = Upenmi(H(C™)) e mh(H(C™)) C mhy (H(C™HY), Vn €N,

existe ng € N tal que U N7 (H(C™)) # 0 e VNri(H(C™)) # O para todo n > ng. Pela Observacao
3.2.4, existe n > ng tal que L, é um operador de convolugao sobre H(C™), que ndo é um muiltiplo

escalar da identidade. Pelo Lema 3.3.4, sabemos que L, é misturador. Portanto como (%)™ (U) e

*)~1(V) siio abertos nio vazios em H(C™), segue que existe N € N tal que

(m
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Lt ()™ @) ()~ (V) #0,
para todo k > N. Afirmamos que L*¥(U) NV # () para todo k > N. De fato, tome k > N. Tome
fny, € ()1 (U) tal que LEf,, € (7*)"1 (V). Entéo fn, omn € U e, pelo Corolario 3.2.3, temos que

Lk(fnk © 7Tn) = (kank) 0Ty = W;(kank) ev.

Portanto L*(U) NV # 0. O

3.4 Caos Li-Yorke para os operadores de convolucao sobre H ((CN)

Como vimos no primeiro capitulo, em [8], os autores adaptam a definigao de caos Li-Yorke apresentada
em [1] para o contexto de EVT’s. Além disso, os mesmos provam a seguinte caracterizagao desse

conceito de caos:

Lema 3.4.1. (Vide [8], Theorem 3.4) Sejam E um EVT de Hausdorff e T : E — E um operador
linear continuo. Entao as sequintes afirmagdes sdo equivalentes:

i) T € Li-Yorke cadtica.

it) T admite um par Li-Yorke.

ii1) T admite um vetor semi-irreqular.

Os autores utilizam a caracterizacao acima para provar o teorema abaixo, o qual diz que todo

operador de convolucao nao trivial sobre H ((CN) é Li-Yorke cadtico.

Teorema 3.4.2. (Vide [8], Theorem 3.6) Todo operador de convolugdo sobre o espago H ((CN), que

nao € maltiplo escalar da identidade, € Li-Yorke cadtico.

Demonstragao. Tome L um operador de convolugao sobre o espaco H ((CN), que nao é multiplo
escalar da identidade. Provaremos que L admite uma funcdo semi-irregular e entao, pelo lema
acima, concluiremos a prova. Pela Proposicao 3.2.2 (c¢) existe n € N tal que o operador associado
L, : H(C") — H(C™) ndo é multiplo escalar da identidade. Portanto pelo Teorema 1.6.6 ¢ Coroldrio
1.6.16 segue que L, é Li-Yorke cadtico, logo, pelo lema acima, admite uma fungdo semi-irregular
fn € H(C™). Defina f := f, o m,. Provaremos que f é uma funcdo semi-irregular para L.

Como f,, é semi-irregular para L,, existe uma subrede de (L f,)ren que converge a zero, digamos

(L) fn)aeq com L) £, 250. Pela Proposicao 3.2.2 e como 7, é continua segue que
LA = mi(Lafa) = 0,

isto é, existe uma subrede de (L¥ f)ren que converge a zero. Resta mostrarmos que L* f 0. Suponha

k ~ . ,
por absurdo que L*f 5 0, entdo como Jy é continuo, segue que
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LEfo = J:omi (LR f,) = JH(LF ) 55 0,

0 que é uma contradicao pois f, é uma funcao semi-irregular para L,,. O

3.5 Resultado original: Caos distribucional para os operadores de
convolucao sobre H (CN)
Com base nas definicoes desenvolvidas no Capitulo 2, provaremos nesta secao que os operadores de

convolugao nao triviais sobre o espaco H ((CN), satisfazem a defini¢ao de caos distribucional DC e, em

particular, DC1 e DC2.

Lema 3.5.1. (Vide [2/] , Coroldrio 4.9) Se L é um operador de convolugao sobre o espago H(C"),

n € N, que ndo é um maltiplo escalar da identidade, entao L é DC.

Teorema 3.5.2. Se L é um operador de convolugio sobre o espaco H(CY), que ndo é um mailtiplo

escalar da identidade, entao L é DC.

Demonstracao. Pela Proposicao 3.2.2 | existe n € N tal que L,, nao é um multiplo escalar da identidade,

onde L, = J} o Lo} é o operador de convolugao associado sobre H(C") que satisfaz
ka = (Ll:Lfn) © Tn

para todo k € Ne f = f, om, € 7:(H(C")). Seja By o conjunto de vizinhancas de 0 em H(CY) e
B o conjunto de vizinhangas de 0 em H(C™). Pelo Lema 3.5.1 e pela Proposicao 2.3.13, existe um

subconjunto nao enumerédvel I'y C H(C™) e V; € B tais que

F;ngn(AU) =1 e Ffq4.(Ay)=0 VAy €U,V n,gn €T1 (fn # 9n)-

Considere o conjunto I' := 7} (I'1) = {fn, o mp; fn € I'1}. Provaremos que I' é um conjunto distribuci-
onalmente misturado e nao enumeravel para L. A nao enumerabilidade de I" advém do fato de 7 ser

injetora. Tome U € By e f = fn oMy, g = gn o m, € I' e defina Uy := 72~ }(U). Entdo

n

F7 (Ay) = limsupy, zeard {0 <i < k—1;(Lf,L'g) € Ay}
= lim sup,, %card {O <i<k—-1;Lif - Lige U}

= limsupy, zcard {0 <i < k — 1; (L fo — Lign) omp € U}

= limsupy, zcard {0 <i < k — 1; LL, f,, — Lig, € w1 (U)}

= lim sup, %card {O <i<k-— 1;szfn — Lflgn € U1}

56



= lim sup,, %Card {0 <i<k—1;(Lfn,Lign) € AUl} = F;ngn(AUl) =1,

Portanto F} (Ay) = 1. Como 75, : H(C") — 7 (H(C")) é um homeomorfismo, entao 75 (V1) é uma
vizinhanga de 0 em 7 (H(C")). Portanto existe V' € By tal que 7} (V1) = 7} (H(C")) N V. Tomando

f=fanomn,g=gnom, €, segue que
Frg(Ay) = liminfy feard {0 < i < k — 1;(L'f, L'g) € Ay}
=liminfy fecard {0 <i < k—1;Lif — Lige V}
= lim inf}, %card {O <i<k—1;(L,f, — Ligy) om, € V}
= liminfy feard {0 <i <k —1; L% f, — Lig, € 7 1 (V) = Vi }
= liminfy tcard {0 < i < k — 1;(LL f,, Lign) € Avy } = Fpog, (Avy) = 0.
Portanto L é distribucionalmente caético. O

Pela Observagao 2.3.11, segue o corolario abaixo.

Corolério 3.5.3. Se L é um operador de convolucio sobre o espaco H(CY), que ndo é um mailtiplo

escalar da identidade, entdo L é DC1 e DC2.

Como vimos no Corolario 2.3.15, a nocao de caos distribucional é mais forte que a nocao de caos

Li-Yorke. Portanto o Teorema 3.5.2 melhora o resultado obtido no Teorema 3.4.1.
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