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164p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

O presente trabalho traz uma abordagem rapida de conceitos iniciais de cdlculo, ana-
lise e sistemas dinamicos discretos unidimensionais, apresentando diversos exemplos
e aplicagdes. Com base nesses exemplos, foram desenvolvidas seis sequéncias dida-
ticas que abordam sistemas dinamicos e progressdes geométricas, sendo uma delas
adaptada as necessidades dos alunos das turmas de primeiro ano do Ensino Médio
onde foram aplicadas. Relatamos os resultados obtidos na aplicacao desta sequéncia
didatica, os quais foram notaveis, uma vez que houve melhoria na aprendizagem dos

alunos, bem como estimulo ao envolvimento e interesse pela Matematica.

Palavras-chave: Sistemas Dinamicos, Progressdes Geométricas, Dinamica Unidimen-
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Abstract

This work provides a quick approach to initial concepts of calculus, analysis, and one-
dimensional discrete dynamical systems, presenting various examples and applicati-
ons. Based on these examples, six didactic sequences were developed that address
dynamical systems and geometric progressions, one of which was adapted to the re-
quirement of first-year high school students where it was applied. We report the results
obtained from the application of this didactic sequence, which were remarkable as there
was an improvement in student learning as well as incentive of their involvement and

interest in Mathematics.
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Introducao

A teoria de Sistemas Dinamicos tem como objetivo estudar o comportamento dos estados de um
sistema ao longo do tempo, utilizando uma regra especifica que geralmente estd relacionada a uma
Unica varidvel. Em alguns casos, esses sistemas podem exibir comportamentos complexos, porém,
é possivel simplifica-los para realizar estudos mais abrangentes. De um modo geral, para entender
esses comportamentos, sdo utilizadas técnicas de andlise das repetidas iteracdes da funcdo que
modela o sistema, além de conceitos e ferramentas de Célculo Diferencial e Andlise, Espacos Métricos,

entre outros.

E possivel também realizar estudos do ponto de vista computacional, em particular, em modelos
unidimensionais. Uma referéncia relevante é Villate [18]. A dinamica unidimensional é um tema muito
relevante em Sistemas Dinamicos, sendo amplamente explorada por inUmeros autores, dentre os
quais destacamos Devaney [5], uma referéncia tradicionalmente utilizada, pois traz uma linguagem
mais elementar da teoria. Nesse contexto, a chamada familia quadrética (uma funcao polinomial
de segundo grau) é um exemplo importante, pois apresenta diversas propriedades dinamicas que
variam de acordo com um determinado parametro. Essa abordagem torna o tema mais acessivel
até mesmo para estudantes no inicio de um curso de graduacao. Além disso, existem trabalhos que
visam uma abordagem mais intuitiva e elementar, com foco na aplicagdo dos conceitos em niveis de
ensino basico, como os desenvolvidos por Cipolli [3] e Cardoso [2]. Essas producdes académicas sao

uma das motivacdes para o inicio do presente trabalho.

De forma concisa, nossa proposta consiste em utilizar algumas ideias e nocbdes elementares dos
Sistemas Dinamicos Unidimensionais vinculadas a construgdes simples em geometria plana e, em
algumas situacoes, utilizando Progressdes Geométricas, propondo modelos e exemplos elementa-
res que possam ser utilizados no Ensino Basico. As investigacdes sobre Sistemas Dinamicos visam
explicar como os estados de um sistema se desenvolvem ao longo do tempo, com base em uma re-
gra especifica que se relaciona apenas com uma Unica variavel. Por vezes, esses sistemas exibem

comportamentos extremamente complicados, como o comportamento caético. Para pesquisar es-
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ses sistemas, sao efetuadas repetidas iteracdes de funcdes e aplicados conhecimentos avancados de

Calculo Diferencial e Espacos Métricos.

No entanto, o ensino desses conceitos ndao é comum no Ensino Médio, pois nao fazem parte do
curriculo estabelecido. Diante dessa lacuna, o presente trabalho propde estratégias pedagdgicas,
como a utilizacdo de sequéncias didaticas, para abordar os Sistemas Dinamicos de forma acessivel
e interessante para os alunos. Ao adotar essa abordagem, sdo desenvolvidas seis sequéncias didati-
cas que exploram a aplicacao de Sistemas Dinamico sem Progressdes Geométricas, com uma delas
adaptada para alunos do primeiro ano do Ensino Médio. Durante a aplicacdo das sequéncias, espero
identificar possiveis dificuldades dos alunos em compreender a relacao entre séries geométricas e a
area dos triangulos. No entanto, essas dificuldades podem ser superadas por meio de uma revisao
detalhada da férmula da série geométrica e do raciocinio por tras dela. Almejo resultados promissores
com a aplicacao das sequéncias didaticas, como uma melhoria na aprendizagem dos alunos, maior
interesse e envolvimento com a Matematica. Ressalto que foi feita a escolha de utilizar cartolina no
desenvolvimento da aplicacao da sequéncia didatica, no lugar de levar os alunos a um laboratério,
no intuito de desenvolver suas habilidades psicomotoras, além de evitar a utilizacdo de tela durante

a aula.

Para alcancar esses objetivos, o Capitulo 1 apresenta conceitos iniciais, como composicao de fun-
cOes, continuidade, derivada, Teorema do Valor Médio, Progressdo Geométrica, método de Newton-
Raphson, Teorema de Taylor de ordem 2 e Teorema da Sequéncia Monétona. O Capitulo 2 aborda Sis-
temas Dinamicos Discretos, incluindo iteracdo de funcodes, érbitas, pontos fixos e periédicos, compor-
tamento assintético das drbitas, representacdo grafica e retrato de fase, e a relacao entre a derivada e
a dinamica. Em seguida, no Capitulo 3, sdo apresentados exemplos de aplicacdes de Sistemas Dina-
micos Discretos. O Capitulo 4 explora sequéncias didaticas para o Ensino Médio, fornecendo roteiros
de aula para os exemplos apresentados no Capitulo 3. Com base na aplicacao dessas sequéncias
didaticas nas turmas, incluindo a realizacdo de um questionario de opinido, discutimos os resultados
no Capitulo 5. Em seguida, no Capitulo 6, apresentamos um relato detalhado do desenvolvimento
das sequéncias didaticas e uma andlise dos questiondarios de opinido. Finalmente, no Capitulo 7,

apresentamos nossas consideragoes finais.
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CAPITULO 1

Conceitos iniciais

A teoria de Sistemas Dinamicos é muito ampla e possui diversas abordagens e modelos. Neste
trabalho focaremos nossa atencdo a uma dessas abordagens, a qual é geralmente denominada de
Sistemas Dinamicos Discretos. Estes sdao determinados modelos matematicos que descrevem a evo-
lucao de um sistema ao longo do tempo de forma discreta, o que significa que as mudancas ocorrem
em passos ou intervalos de tempo fixos, nesse caso, utiliza-se os nimeros inteiros ou naturais como

o tempo.

O conteldo de Célculo Diferencial, Integral de uma varidvel e Anélise Real, para alunos do PROF-
MAT, é ministrado na disciplina de MA22 - Fundamentos de Calculo, é de extrema importancia para
a estudo e compreensao dos Sistemas Dinamicos Discretos. O livro [13], utilizado nesta disciplina,
aborda conceitos essenciais como funcdo, sequéncia, limite, continuidade, derivada e integral, assim

como o Teorema do Valor Intermediario, Teorema do Valor Médio e Teorema Fundamental do Célculo.

Essas ferramentas matemaéticas sdo essenciais para o entendimento de certas propriedades dos
Sistemas Dinamicos Discretos, como estabilidade, periodicidade, convergéncia, entre outras. Através
dessas técnicas e conceitos, é possivel compreender e prever o comportamento desses sistemas,

bem como buscar solucdes para problemas especificos.

1.1 Composicao de Funcoes

A base dos nossos estudos é o conceito de funcao. A seguir apresentamos uma definicdo elemen-

tar.
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Conceitos iniciais Composicao de Funcoes

Definicao 1.1

Uma fungdo f : X — Y é uma lei que associa a cada elemento x do conjunto ndo vazio X um
Unico elemento y do conjunto ndo vazio Y. Dizemos que x € um elemento do dominio de f(x)
e que ¥y é um elemento da imagem de f(x), a qual € um subconjunto de Y. Em outras palavras,

para cada elemento x em X, a funcdo f determina um correspondente Unico y em Y.

No estudo dos Sistemas Dinamicos, a composicao de funcdes é utilizada para analisar o comporta-
mento ao longo do tempo de Sistemas Dinamicos, como o crescimento populacional e a modelagem
de sistemas fisicos. Ela permite determinar como a populacdo ou a posicdo de um objeto evolui de
acordo com a taxa de crescimento ou a velocidade estabelecida. Assim, a composicdo de funcdes é

uma ferramenta essencial na analise temporal de Sistemas Dinamicos.

A composicao de funcdes envolve a repeticdo de uma funcao varias vezes, o que é fundamental
nessa teoria. Esse conceito de composicao é utilizado de forma iterativa nos Sistemas Dinamicos,
onde a funcdo é aplicada repetidamente aos resultados anteriores. Isso permite estudar como o
sistema evolui ao longo do tempo, entendendo como cada iteracao da funcao afeta os resultados

subsequentes.

Definicao 1.2

Dadas as funcoes f :A— Be g:B — C, aFuncao Compostade f e géafuncdogof :A—C
que para cada x € A associa o ponto (g o f)(x) = g(f(x)) € C.

Exemplo 1.1

Sejam f : R > R e g : R — R as fungdes dadas por f(x) = 4x e g(x) = x2. Podemos ent&o

obter as seguintes composicdes das funcdes:

(g0 f)x) = g(f(x)) = (4x)* = 16x°

(f 0 @)(x) = f(g(x)) = 4(x?) = 4x?

(f 0 f)x) = £(f (%)) = 4(4x) = 16x
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(gog)(x)=g(g(x)) = (x*)* = x*

1.2 Continuidade e Teorema do Valor Intermediario

Para o desenvolvimento deste trabalho, assumiremos alguns conceitos de Andlise e de Calculo,
como limite e suas principais propriedades, que podem ser encontrados em [13], de modo que inici-

aremos tratando brevemente de continuidade.

A continuidade de uma funcdo em um intervalo implica que ndo ha descontinuidades nesse inter-
valo. Além disso, o Teorema do Valor Intermediario garante que a funcdo assume todos os valores

pertencentes a um intervalo com extremidades em dois pontos de sua imagem.

Definicao 1.3

Uma funcao f : I — R é continua no ponto a pertencente ao intervalo I C R quando o limite

de f(x), quando x tende para a existe e é igual a f(a),ou seja, lim,_,, f (x) = f(a)

Além disso, dizemos que f é continua se for continua em todos os pontos do seu dominio. Nesse

caso, dizemos que ndo ha descontinuidades no dominio da funcao.

Exemplo 1.2

Considere a fungao f(x) = % definida no intervalo (0, c0). Podemos mostrar que esta fungdo é

continua em todos os pontos do seu dominio utilizando o conceito de limite:

onde a é um namero qualquer no intervalo (0, ©00). Portanto, para qualquer valor escolhido em
(0, 00), o limite desta fungao existe e é finito, o que implica que a fungéo f(x) = % é continua

em todos os pontos do seu dominio.
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Proposicao 1.1

Se duas fungbes f e g sdo continuas em um determinado ponto x que pertence a um inter-
valo [a, b], entdo as funcdes resultantes da soma, subtracdo, multiplicacdo e divisdode f e g

também serdo continuas em x, desde que g(x) seja diferente de zero.

Demonstracdo. Omitiremos esta demonstracao, ver em [13]. O

Algumas classes de funcdes tém a propriedade de serem continuas em todos os pontos do seu
dominio. Estas classes incluem funcdes polinomiais, racionais, trigonométricas, exponenciais e loga-
ritmicas. Isso significa que essas funcdes nao possuem descontinuidades em nenhum ponto do seu

dominio, seja ele um intervalo fechado, aberto, semi-aberto ou infinito.

Uma consequéncia importante da continuidade de uma fungao f em um intervalo [a, b], como ve-
remos nos teoremas a seguir, é que todos os valores possiveis que f pode assumir estao contidos no
intervalo [c,d]. Em outras palavras, se a fungao é continua em um intervalo, ela ndo pode “escapar”

desse intervalo e assumir valores fora dele.

Além disso, se uma fungdo continua f possui uma fungdo inversa g, essa fungao inversa também

sera continua no intervalo correspondente.

Essas propriedades sdao fundamentais para a analise e estudo de funcdes continuas, pois permitem

realizar operacdes matematicas e estabelecer relacdes de continuidade entre diferentes funcdes.

Teorema 1.1: Teorema de Bolzano |

Se f for uma funcdo continua em um intervalo fechado [a, b] e se f(a) e f(b) possuirem sinais

opostos, entdo existe pelo menos um ponto ¢ em (a, b), tal que f(c) = 0.

Demonstracao: Suponha que f seja uma funcéo continua em um intervalo fechado [a, b] e que
f(a) e f(b) possuem sinais opostos. Queremos mostrar que existe pelo menos um ponto ¢ em (a, b),
tal que f(c)=0.

Podemos utilizar o método da bisseccdo para encontrar esse ponto. Dividimos o intervalo [a, b] no

a+b

meio, obtendo o ponto médio ¢; = =-.

Se f(c;) =0, entdo encontramos o ponto ¢ = ¢;, que satisfaz a condigdo desejada.

Caso contrario, temos dois casos: ou f(c;) é positivo e f(a) é negativo, ou f(c;) é negativo e f(a)

é positivo.
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Se f(c;) é positivo e f(a) é negativo, entdo pelo Teorema do Valor Intermediario, existe um ponto
¢, em (a,c;), tal que f(c,) = 0. Podemos parar aqui, pois encontramos um ponto ¢ = ¢, que satisfaz

a condicao desejada.

Se f(c;) é negativo e f(a) é positivo, entdo pelo Teorema do Valor Intermediario, existe um ponto
¢, em (cq, b), tal que f(c,) = 0. Mais uma vez, encontramos um ponto ¢ = ¢, que satisfaz a condigéo

desejada.

Podemos repetir esse processo infinitamente, dividindo o intervalo ao meio a cada passo e esco-
Ihendo sempre o subintervalo onde ocorre uma mudanca de sinal. Como f é continua, esses subin-

tervalos ficardo cada vez menores, até que eventualmente encontraremos um ponto ¢ em (a, b) onde

flc)=0.

Portanto, concluimos que pelo menos um ponto ¢ existe em (a, b), tal que f(c) = 0, provando o

Teorema de Bolzano.

Teorema 1.2: Teorema do Valor Intermediario ]

Se f for uma fungao continua em [a,b] e y for um nimero real compreendido entre f(a) e

f(b), entdo existe pelo menos um ponto ¢ em [a, b], tal que f(c) =7.

Demonstracao: Para provar este teorema, vamos supor, sem perda de generalidade, que f(a) <
y < f(b). Consideremos a fungéo g(x) = f(x)—v, com x € [a, b]. Como f é continua em [a, b], pela

propriedade de continuidade de fungdes, temos que g também é continua. Além disso, temos que

gla)=f(a)—y<0eg(b)=f(b)—ry>0.

Pelo Teorema de Bolzano, sabemos que se uma funcao continua assume valore negativo em um
ponto de um intervalo e valor positivo em outro ponto do mesmo intervalo, entdo a funcao assume
um valor igual a zero em algum ponto dentro desse intervalo. Portanto, existe um ponto ¢ € [a, b],

tal que g(c) = 0. Isso implica que f(c)—y =0, ou seja, f(c)=17.

Dessa forma, com a aplicacao do Teorema de Bolzano, demonstramos que existe pelo menos um

ponto ¢ em [a, b], tal que f(c) =7.

O préximo teorema é muito importante em Sistemas Dinamicos, pois esta relacionado a existéncia
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de pontos fixos, e traremos uma demonstracao.

Teorema 1.3 |

Se f :[a,b] — R é uma fungéo continua, tal que f(a) = a e f(b) < b, entdo existe um ponto

x € [a, b], tal que f(x) = x.

Demonstracao: Para provar este teorema, consideramos a funcao auxiliar h : [a, b] — R definida

como h(x) = f(x)—x.

Como f € uma funcéo continua em [a, b], temos que h também é continua. Além disso, sabemos

que f(a)=a e f(b) < b. Portanto, temos que h(a) = f(a)—a>0eh(b)=f(b)—b < 0.

Aplicando o Teorema do Valor Intermediario (TVI), sabemos que se uma funcao continua assume

valores de sinais opostos em um intervalo, entao ela assume um valor igual a zero nesse intervalo.

Assim, pelo TVI, concluimos que existe um ponto ¢ € [a, b], tal que h(c) =0, ou seja, f(c)—c =0.

Portanto, f(c) =c.

Dessa forma, utilizando o Teorema do Valor Intermediario, provamos que existe pelo menos um

ponto c em [a, b], tal que f(c) = c. Esse ponto ¢ também é denominado ponto fixo de f.

1.3 Derivada de uma Funcao

Nesta secao, vamos discutir a definicao da derivada de uma funcao usando o conceito de limite,

juntamente com sua interpretacdo geométrica, que é a definicdo da reta tangente a uma curva.

Definicao 1.4

Sejam I C R um intervalo aberto e f : I — R uma fungao. Dizemos que f é derivadvel em x, € I

se o limite

lim
h—0

f(xo+h)—f(xo)
h

existe. Neste caso, denotamos esse limite por f'(x,).

Outra definicdo importante é a funcao derivada, que é a funcdo f’: I — R que associa a cada x € [

o valor f’(x). Uma funcéo é considerada derivavel se for possivel calcular sua derivada em todos os
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pontos do intervalo aberto em que esta definida.

Definicao 1.5

A reta tangente ao grafico de uma fungéo f : I — R no ponto P = (x,, f(x,)) € a reta que
passa pelo ponto P e possui um coeficiente angular igual a f’'(x,). Portanto, a equagao da reta

tangente ao gréfico de f no ponto P é dada por:

¥ —f(x0) = f'(x0)(x — x,)

Essa equacdo descreve a reta tangente ao gréfico de f no ponto P, onde x, é a coordenada do
ponto P no eixo das abscissas, f(x,) € a coordenada do ponto P no eixo das ordenadas e f'(x,) € a

derivada de f no ponto x,.

1.4 Teorema do Valor Médio

O Teorema do Valor Médio é um resultado importante na teoria do célculo que estabelece a exis-
téncia de um ponto onde a taxa de variacdo média de uma funcdo é igual a sua taxa de variacao

instantanea.

~|{ Teorema 1.4 |

Seja f uma funcdo continua em um intervalo fechado [a, b] e derivdvel em um intervalo aberto

(a, b). Queremos mostrar que existe pelo menos um ponto ¢ em (a, b), tal que

f(b)—f(a)
a

=10,

Figura 1.1: Representacdo geométrica do Teorema do Valor Médio [12]
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Demonstracao:

Consideremos a funcao auxiliar

f(b ) f(a)

s(x) = f(a)+ (x —a).

A funcdo s € uma reta que passa pelos pontos (a, f (a)) e (b, f (b)).

Agora, definimos a funcdo g(x) = f(x)—s(x) para x em [a, b]. Note que

JM

g(@)=f(a)—s(a) = f(a)=[f(a) + (a—a)]=f(a)—f(a)=0

f(b) f(a)

g(b)=f(b)—s(b) = f(b)—[f(a)+ (b—a)]=f()—f(b)=0

Portanto, g(a) = g(b)=0
Agora, vamos mostrar que g é continua em [a, b] e derivavel em (a, b).

A funcéo f é continuaem [a, b], e s é uma reta. Portanto, a funcao g(x) = f(x)—s(x) é a diferenca

de duas funcdes continuas, o que implica que g é continua em [a, b].

Além disso, a funcdo f é derivavel em (a,b), e s é a representacdo de uma funcéo derivavel.

Portanto, a funcao

g(x) = f(x)—s(x)
é a diferenca de duas funcdes derivaveis, o que implica que g é derivavel em (a, b).

De acordo com [13], o Teorema de Rolle estabelece uma condicdo necesséria para a existéncia
de pelo menos um ponto no intervalo aberto (a, b) onde a derivada de uma funcéo f(x) é igual a
zero. Para isso, € necessario que a funcao seja continua no intervalo fechado [a, b] e diferencidvel no

intervalo aberto (a, b), além de satisfazer a condicao de que f(a) = f(b).

No caso da funcéo g, que é continua no intervalo fechado [a, b] e diferencidvel no intervalo aberto
(a, b), além de satisfazer g(a) = g(b) = 0, podemos aplicar o Teorema de Rolle. Portanto, pode-se

concluir que existe pelo menos um ponto ¢ em (a, b), tal que g’(c) =0

Calculando a derivada de g(x), temos g'(x) = f'(x)—s'(x). J& vimos que

f(b) f( )

s(x) = f(a)+ (x —a),
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Método de Newton-Raphson

entao

Portanto, temos

Como g’(c) =0, temos que

0 que implica em

s'(x) = W.

g/(x):f/(x)_f(b)_.é(a)

b—

)~ f(@ _
@ _

fe)= 2= 0,

—a

Assim, fica demonstrado que existe pelo menos um ponto ¢ em (a, b), tal que

OI@ _
—da

1.5 Meétodo de Newton-Raphson

Veremos agora uma importante aplicacao do conceito de derivada, o método de Newton-Raphson,

o qual é um algoritmo utilizado para encontrar zeros de uma funcdo ndo linear. Ele utiliza aproxi-

macoes iniciais e atualizacdes iterativas para se aproximar do valor exato da raiz. Veremos uma

interessante aplicacao mais adiante na Secao 3.1.6.

Proposicao 1.2: (Método de Newton-Raphson)

Seja f : I — R um fungdo real derivdvel no intervalo I C R. Dado um ponto inicial x,, 0 método

de Newton-Raphson atualiza a aproximacgao x,, do zero da fungao através da férmula:

 fx)
)

xn+1 = Xn

desde que f'(x,) # 0 em todo n € N.

& UFU-FAMAT-PROFMAT
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f(xo) |

f(x1)

X3

X2 X1 Xo

f(x)

et

Figura 1.2: Método de Newton-Raphson [4]

Veremos a seguir uma breve deducdo deste método. Na Secdo 3.1.6 serdao apresentados mais

detalhes.

Deducao: Podemos explicar a formula de atualizacdo do método de Newton-Raphson usando um
exemplo. Suponhamos que tenhamos uma funcgao f (x) e desejamos encontrar uma raiz dessa fungao,
ou seja, um valor de x em que f(x) = 0. Comegamos com uma aproximagao inicial x,. Primeiro,
calculamos o valor de f(x) para essa aproximagao inicial, ou seja, f(x,). Em seguida, determinamos

a derivada da fungdo f(x) em relagdo a x e avaliamos essa derivada no ponto x,, obtendo f’(x,).

A férmula entdo é aplicada utilizando os valores de f(x,) e f'(x,) obtidos anteriormente:

S (xp)

xn+1 = xn_f/(x )
n

Essa formula fornece a préxima aproximagao da raiz, denotada por x,.,;, onde x, representa a

aproximacao anterior.

Esse processo é repetido em cada iteracdo do método de Newton-Raphson até que um critério de

parada seja atingido, como alcancar a precisdo desejada ou um nimero maximo de iteracdes.

Essa férmula é baseada no fato de que a inclinacdo da reta tangente a curva da fungéo f(x) em
um ponto x, € uma boa aproximacgao da inclinacdo da curva préxima a x,,, e que essa reta tangente

intercepta o eixo x na raiz desejada.

Dessa forma, o método de Newton-Raphson utiliza essa propriedade para melhorar iterativamente
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as aproximacodes da raiz, utilizando as informacdes fornecidas pela funcao e sua derivada.

Exemplo 1.3

Suponhamos que queremos encontrar a raiz da funcao

f(x)=x>—2x—5.

Vamos comegar com uma aproximacgao inicial de x, = 2.

Passo 1: Calculamos o valor de f(x) para a aproximagao inicial:

flx)=f(2)=(2-2(2)~5=8-4—5=—1.

Passo 2: Determinamos a derivada da fungdo f (x) em relagdo a x e a avaliamos no ponto x:

f'(x0) = f'(2) =3(2)*—2 = 3(4)—2 = 10.

Passo 3: Utilizamos a férmula de atualizacao para obter a préxima aproximagao da raiz, x;:

_ f(xo)_z_@:

X1 =Xy— = 2, 1.
0 frlx) 10

Passo 4: Repetimos o processo até atingir o critério de parada desejado. Suponhamos que
desejamos que a diferenca entre as iteracdes subsequentes seja menor que 0,01.

A préxima iteracdo seria:
flx)=(2,1°—2(2,1)—5=9,261—4,2—5= 0,061

f'(x;)=3(2,1)*-2=12,51—-2=10,51
0,061
fla) _ 91—

Xog = X1 — = 4.
2T fx) 10,51

= 2,1006.

Continuamos repetindo esse processo até que a diferenca entre as iteragdes subsequentes seja
menor que 0,01. No nosso exemplo, a segunda iteracao seria suficiente para satisfazer esse
critério. Assim, a raiz aproximada da fungao f(x) é x ~ 2,1006.

Vale ressaltar que o nimero de iteracdes necessarias pode variar dependendo da funcdo e da
aproximacao inicial escolhida. Além disso, é importante ter cuidado com a escolha de aproxima-

¢cbes iniciais que possam levar a divergéncia do método. Caso isso ocorra, pode ser necessario
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ajustar a aproximacao inicial ou utilizar o Teorema do Valor Intermedidrio para encontrar a raiz

de forma mais segura.

1.6 Teorema de Taylor de ordem 2

O Teorema de Taylor de ordem 2 é uma ferramenta fundamental na aproximacao de funcdes por
polinbmios. Ele nos permite obter uma aproximacao quadratica da fungao em torno de um ponto

especifico.

—{ Teorema 1.5 |

O Teorema de Taylor de ordem 2 estabelece que se f(x) é uma funcdo duas vezes diferencidvel

em um intervalo contendo o ponto a, entdo a funcao pode ser aproximada por um polindémio de

grau 2, chamado de polinémio de Taylor de ordem 2, dado pela seguinte expressao:

P = £(@)+f (@) —a)+ 5 "(@)x —aY’

Nessa expressdo, f(a) é o valor da funcdo no ponto a, f'(a) é a derivada de f(x) em relacéo a
x, avaliada no ponto a, e f”(a) é a segunda derivada de f(x) em relacdo a x, também avaliada no

ponto a.

O polinémio de Taylor de ordem 2 fornece uma aproximacao quadratica da funcéo f(x) em torno
do ponto a. Quanto mais préximo x estiver de a, melhor serd a aproximacao proporcionada pelo
polindmio de Taylor.

Demonstragao: Seja f(x) uma fungdo duas vezes diferencidvel em um intervalo contendo o ponto
a. Queremos aproximar a fungao f(x) utilizando um polindmio de grau 2, chamado de polindmio de

Taylor de ordem 2.

A ideia é encontrar os coeficientes desse polindmio através da sua expansdo em série de Taylor. A

expanséao de Taylor de f(x) em torno do ponto a é dada por:

fG)=f@+f(Ax—a)+ %f”(a)(x —a)’ +R(x),

onde R(x) é denominado erro da expans&do em série de Taylor.

Vamos analisar esse termo. Pela férmula do resto de Lagrange [11], temos que existe um ponto ¢
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entre x e a tal que:

RCO) = 3 ()x — a)°

Como estamos considerando apenas a expansdo até a segunda derivada, temos que f"’(c) é a

derivada terceira de f(x) avaliada no ponto c. Também, de f(x) ser duas vezes diferencidvel, temos
111 . £ Fe . 111 1 /

que f"’(c) existe e é continua no intervalo contendo a e x, logo podemos escrever f”/(c) como f”(c’)

para algum ponto ¢’.

Substituindo o termo de erro na expansao de Taylor, temos:

F) = F(@+F(@x )+ 5 (@ —af + 3 () — )

Agora, vamos reorganizar essa expressao de forma a obter o polindmio de Taylor de ordem 2:

1 1
fO)=f(@)+f'(@)(x—a)+ >f "(a)(x —a)* + o/ "(¢)x—a)
Observe que o Ultimo termo é o termo de erro que queremos descartar. Para isso, vamos considerar
apenas a aproximacao até a segunda derivada, ou seja, vamos fazer x se aproximar de a.

Quando x se aproxima de a, o termo (x —a) se aproxima de 0, e podemos considerar que (x —a)?
é proximo de 0 em relacdo aos outros termos. Assim, podemos desprezar esse termo e obtemos a

aproximacdo do polinémio de Taylor de ordem 2:

fG)~ fla)+f(@)(x—a)+ %f”(a)(x —a)?

Portanto, o Teorema de Taylor de ordem 2 nos permite aproximar a funcdo f (x) utilizando um polin6-

mio de grau 2.

Exemplo 1.4

H = — T
Vamos supor que queremos aproximar a funcdo f(x) = sen(x) em torno do ponto a = ¢
usando o polinébmio de Taylor de ordem 2.

De acordo com o Teorema de Taylor de ordem 2, podemos escrever a aproximacao como:
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01 () ()5 (-3

Agora, vamos calcular as derivadas necesséarias:
Primeira derivada: f’(x) = cos (x).
Segunda derivada: f”(x) = —sen (x).

Avaliando as derivadas no ponto a = %, temos:

1(5)===(3)-z

r(§)-en(5)-%

7 (E)=em (34

Substituindo esses valores na expressao do polindmio de Taylor de ordem 2, temos:

6 6

Essa € a aproximacdo quadratica da funcédo sen(x) em torno do ponto a = %. Quanto mais
yan . TT 7 . ~ . A .
proximo x estiver de ¢, melhor sera a aproximagao proporcionada pelo polindmio de Taylor de

ordem 2.

Veremos na Secao 3.1.6 que o método de Newton-Raphson se baseia no polindbmio de Taylor de

ordem 2 para obter uma melhor aproximacéao da raiz da funcéo f(x).

1.7 Teorema da Sequéncia Monoétona

Uma sequéncia numérica é uma funcao f : N — R. Geralmente denotamos f(n) = a,, assim,
a, = f(1),a, = f(2),.... Também denotamos (a,) = (a;,a,,...,a,,...), em que a, € o primeiro termo

e a, € o termo geral da sequéncia.

Assumiremos conhecidos alguns conceitos, propriedades e teoremas relacionados a sequéncias

numeéricas, que podem ser encontrados por exemplo em [13].

O Teorema da Sequéncia Monétona é uma importante ferramenta da andlise matematica que nos
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permite determinar se sequéncias monétonas crescentes ou decrescentes e limitadas tém limite.

Ele afirma que se uma sequéncia é crescente e limitada superiormente, entdo ela é convergente

e seu limite é o supremo desses termos. Por outro lado, se a sequéncia é decrescente e limitada

inferiormente, ela também é convergente e seu limite é o infimo desses termos.

—| Teorema 1.6 |

O Teorema da Sequéncia Monétona afirma que uma sequéncia monotonicamente crescente (ou
decrescente) e limitada é convergente, ou seja, possui um limite. De acordo com este teorema,
se uma sequéncia {a,} é crescente e limitada superiormente, entao ela é convergente e seu
limite é o supremo desses termos. Por outro lado, se uma sequéncia {a,} é decrescente e

limitada inferiormente, entdo ela também é convergente e seu limite é o infimo desses termos.

Demonstracao: Omitiremos a demonstracao (ver na referéncia [13])

Exemplo 1.5

A seguéncia

é mondtona. Logo, podemos aplicar o Teorema 1.7 para concluir que esta sequéncia é conver-
gente.
Para verificar isso, mostremos, pelo Método de Inducao Finita, que a sequéncia é crescente, ou

seja, que a, < 4,1, para todo inteiron > 1.

Note que paran =1, temos a; = S-=1g para n =2, temos a, = 2=

T+ 2 711 . Podemos concluir

wIN

que % < % entdo a; < a,, ou seja, verificamos a propriedade paran =1.
Agora, assumimos a Hipotese de Indugao, isto é, “a, < a,,; para algum n € N”, e provemos
que a4 < Ania

De fato, assumindo a, < a,,,, temos:
n n+1

<
n+1 n+2

—nn+2)<(n+1)P<=n*+2n<n*+2n+1<=0<1.

7 . N . _ n 7 7
Portanto, a, < a,;; € verdade para qualquer n € N, ou seja, a sequéncia a, = ;77 € monotona
crescente. Como a, < 1, para todo inteiro n > 1, de acordo com o Teorema da Sequéncia

Monétona a,, é convergente. Observe que lim a, = 1.
n—oo
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Exemplo 1.6

Vamos verificar que a sequéncia (a,), com a; = 1 e definida recursivamente pela regra

ap+1 = +/1+a, paran =1, é monétona. Para isso, mostraremos por indugao finita que ela é

crescente, ou seja, a, < a,,; paran>1. Paran=1,temosa, = y/1+a;, = vV1+1=+v2>aq,.

Portanto, a propriedade é vélida para n = 1.

Assumindo a Hipotese de Indugao, isto é, a, < a,,; para algum n > 1, vamos mostrar que

<a

an+1 n+2+

De fato, temos:

a,<a,y, — 1+aq,<1+q,,; = Vita,,<+/1+a, = Apq < Ao

Portanto, a sequéncia (a,) € monétona crescente.

Além disso, podemos observar que a, < 2, paratodon € N, jdquea; =1<2e,seaqa, <2,
entdo 1+ a, < 3 e, consequentemente, a,,; = 4/1+a, < +/3 < 2. Portanto, podemos concluir
pelo Teorema da Sequéncia Mondtona que (a,) é convergente.

Para determinar seu limite, suponhamos que existe um ndmero real L tal que lim, , ., a, = L.

Nesse caso, temos:

lim a,,; = lim v/1+a, = \/1+ lim a, = v1+1L.
n—oo n—oo n—oo
Portanto, pela propriedade de limite de sequéncias convergentes, temos:
L=+v1+1L.

A equacao em questdo é:

I>’—-L—-1=0,

D= VEDEADED _ 1445

2(1) 2
Neste caso, a solugdo que interessa é:
1++/5
L= .
2
Concluimos que a sequéncia (a, ) € mondtona crescente e converge para o nUmero ”2‘/3, conhe-

cido como a razao aurea. Isso significa que, a medida que n aumenta, os termos da sequéncia
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se aproximam cada vez mais desse valor. A razdo aurea possui diversas propriedades matema-

ticas interessantes e estd presente em diversas dreas como arte, arquitetura e natureza.

1.8 Progressao Geométrica

Uma Progressdo Geométrica é uma sequéncia numérica em que cada termo é obtido multiplicando

o termo anterior por uma constante fixa chamada de razao q.

Definicao 1.6

Uma Progressao Geométrica é uma sequéncia numérica em que cada termo é obtido mul-
tiplicando o termo anterior por uma constante fixa chamada de razao q. Podemos representar
essa sequéncia com a;,d,,ds,...,d,_1,d,,.... A razao é calculada pela divisdo do segundo

termo a, pelo primeiro termo a,, ou seja, ¢ = Z—j desde que a; # 0.

Em uma Progressao Geométrica de razao g, qualquer termo pode ser expresso em fungao do pri-

meiro termo, ou seja,

— -1
a,=a;-q" . (1.1)
De fato:
* a, é o termo geral da progressao;
* a, é o primeiro termo da progressao;
* g é arazao da progressao;

* n é a posicao do termo na progressao.

Para demonstrar a férmula 1.1, fazemos uma andlise da relacdo entre os termos da Progressdo Geo-

métrica. Vamos comecar com a férmula do termo geral da progress&o geral: a, =a; - q"!

Sabemos que o primeiro termo é a; e, portanto, temos que:

_ 1-1
a; =da;-q
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a;=4a;-q
a,=a;-1
a; =a

Concluimos que o primeiro termo da progressao é igual a si mesmao.

Agora, vamos analisar a relacao entre dois termos consecutivos da progressao:

a, =4a,1-4g

Multiplicando os dois lados da equacao por g, temos:

Substituindo o valor de a,,_;, ha equagao anterior, pela sua expressao em termos de a, e q, obte-

mMos:

a,-q=(a;-¢""1)-q"

a,-q=a;-¢" % ¢

Os termos da Progressdao Geométrica sdo obtidos a partir do primeiro termo, de acordo com a
definicao: a; = a,, a, = a, -q, a; = a, - q. Dessa forma, podemos deduzir a expressao do termo geral,
observando que o indice do termo é sempre uma unidade maior que o expoente da razdo.Como por

exemplo, temos as seguintes Progressdes Geométricas:

* {1,3,9,27,...},ondea;, =1eq=3

e {—10,—20,—40,—80,...},ondea; =—10eq=2
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» {0.5,0.25,0.125,0.0625,...},ondea; =0.5eq=0.5

A soma de uma Progressdo Geométrica é o valor obtido ao somar todos os termos da sequéncia.

) T . . a,-(¢g"—1)

Para calcular a soma de uma Progressao Geométrica Finita, utiliza-se a férmula S, = Y1
q —

onde S, é a soma dos n primeiros termos, a; é o primeiro termo, q é a razdo da PG e n € o nimero

total de termos. Essa férmula é véalida apenas quando g # 1. Se ¢ = 1, a PG se torna uma sequéncia

de termos iguais, e a soma € igual an-a;.

Teorema 1.7 |

n
n . . n , a;-(q"—1)
A soma de uma Progressédo Geométrica, com primeiro termo a; e razéo g, é S, = ———=,

q—1
quando q # 1.

Demonstracao: Considere uma Progressao Geométrica com primeiro termo a e razao q. Podemos

escrever os termos da progressao da seguinte forma:

2 3 n—1
as, aqu alq ) alq 3t alq

Para calcular a soma dos termos dessa progressao, consideramos multiplicar cada termo por (q—1)

e depois somar:

S=a,+a;,q+a,¢*°+a,¢>+... +a,q"*

qS=a,q+a,¢>+a,¢° +... +a,q"

Subtraindo a segunda equacao da primeira, obtemos:

S(1—q)=a;(1—q")

Dividindo ambos os lados da equacdo por (1 —q) , obtemos a férmula da soma da Progressao

Geométrica:

_ a,-(q"—1)
g—1
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Assim, a férmula da soma da Progressao Geométrica foi demonstrada.
|

Observe que uma demonstracao matematicamente mais completa para a proposicao anterior uti-
liza a Inducdo Finita, porém, seria um pouco artificial e ndo traria a beleza e a motivacdo como a que

decidimos apresentar anteriormente.

Exemplo 1.7

Por exemplo, vamos considerar um depdsito de R$ 500,00 na poupanca, com rendimento de

2% ao més. Quanto teremos apds 6 meses? Nesse caso, temos uma P.G. com a, = 500 e
q=1+1=1+0,02=1,02,
em que i = 2%. Apds 6 meses, teremos
ag=a,-q°=500-1,02° = R$ 543, 96.

Portanto, podemos calcular o valor futuro de um montante inicial em uma P.G., conhecendo o

primeiro termo, a razao e o periodo.

Exemplo 1.8

Imagine que vocé queira calcular o valor acumulado ao longo de 5 meses se vocé investir
R$1000,00 mensalmente e obtiver um retorno de 10% ao més. Podemos modelar esse pro-
blema como uma Progressao Geométrica, com o primeiro termo sendo R$1000,00 e a razao
sendo 1, 1.

A féormula geral de um termo de uma Progressao Geométrica é

Aqui, a, representa o n-ésimo termo, a; € o primeiro termo, g é a razao e n é a posi¢ao do
termo na progressao. Para calcular o valor acumulado, precisamos somar todos os termos

dessa progressao, ou seja,
q"—1

S =a,- .
n 1 q_1

Aqui, S, representa o valor acumulado até o n—ésimo termo. No nosso caso, queremos calcular
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2 2

o valor acumulado até o quinto termo, ou seja,

1,61051—1

Ss:

= 1000 -

0,61051

2

Portanto, se vocé investir R$ 1000,00 mensalmente durante 5 meses com um retorno de 10%

ao més, vocé terd acumulado R$ 6105, 10 ao final desse periodo.

=1000-6,1051 =6105,10
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CAPITULO 2

Sistemas Dinamicos Discretos

Neste capitulo, trabalharemos os conceitos béasicos relacionados aos Sistemas Dinamicos Discre-
tos, que serao importantes para os entendimento das secdes seguintes. Destacamos que as figuras
utilizadas neste e nos capitulos posteriores foram elaboras pelo autor no aplicativo do GEOGEBRA

[10] online, salvo menc¢do contréria.

Sistemas Dinamicos Discretos tém importancia em diversas areas das ciéncias, uma vez que per-
mite representar fendmenos naturais e sociais que muitas vezes sdo imprevisiveis. Com essa repre-
sentacdo, podemos compreender melhor e tentar prever o comportamento futuro desses fendmenos.
Um Sistema Dinamico discreto consiste em um conjunto de estados possiveis e uma regra que de-
termina a mudanca do estado ao longo do tempo. Essa regra define a evolucao do sistema, ou seja,
como o estado futuro é determinado a partir do estado atual. Essa caracteristica diferencia a dina-
mica discreta da dinamica continua, onde o estado do sistema pode mudar continuamente ao longo

do tempo.

Definicao 2.1

Um Sistema Dinamico Discreto é uma funcao f : X — X, em que X é um subconjunto de R.
No presente trabalho, assumimos que f é pelo menos de classe C!, ou seja, que sua primeira

derivada é continua.
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2.1 Iteracao de uma funcao

A iteracao em matematica consiste em repetir uma funcdo varias vezes. Para isso, utilizamos o

simbolo de composicdo de fungdes. Ao iterar uma fungao f sobre ela mesma, escrevemos
fr=fofofo..of.

Esse processo pode ser realizado infinitas vezes, resultando em f", onde n é o niUmero de iteragdes.

Em particular, se f ! existir, entdo denotamos:

flof oo f T (x)=fT"().

Definicao 2.2

Considerando uma fungdo (continua) f : X — X e um ponto x € X, podemos nos perguntar
qual é a imagem do ponto x, a imagem de f(x), a imagem de f(f(x)), e assim por diante.

Esse processo é chamado de iteracao da funcdo f no ponto x.

Podemos interpretar cada iteragao da fungdo f como uma unidade de tempo discreta em que o
sistema evolui. A segunda iteracao é denotada por fz, a terceira por f3, e assim por diante. Ou seja,

f" representa a n-ésima iteracdo de f, que é a composicao de f consigo por n vezes.

Exemplo 2.1

Vamos considerar a funcéo f(x) = 4x. Ao aplicarmos essa funcao repetidamente a um valor

inicial, obtemos uma sequéncia de resultados.

Na primeira iteragdo, temos f(x) = 4x. Na segunda iteracao, aplicamos novamente a fungao

f ao resultado da iteragdo anterior:

f2(x) = f(f(x)) = 4(4x) = 16x.

Podemos continuar esse processo, obtendo resultados para cada iteracao subsequente.

Na terceira iteracao, temos

£2() = F(f(f(x))) = 4(16x) = 64x.
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Seguindo essa iteracado, a funcao f (x) é iterada mais n vezes, resultando em

f'(x)=4"x.

Portanto, podemos afirmar que a iteracdo da fungédo f(x) = 4x produz uma sequéncia de
valores em que cada termo é multiplicado por 4 em relagdo ao termo anterior. Esse padrao é

expresso pela férmula f"(x) = 4"x.

fX)=x f(x)=4x

Figura 2.1: Representacdo grafica da funcéo f(x) = 4x.

Exemplo 2.2

Vamos considerar a funcdo f(x) = —8x. Na primeira iteracao, temos f (x) = —8x. Na segunda

iteracao, aplicamos novamente a funcao f ao resultado da iteragdo anterior:

£2(x) = f(f(x)) = —8(—8x) = 64x.

Na terceira iteracao, temos

£2) = f(f(f(x))) = —8(64x) = —512x.

Seguindo essa sequéncia, a fungao f (x) é iterada mais n vezes, resultando em

f(x) = (=8)"x.
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Portanto, podemos afirmar que a iteracdo da funcdo f(x) = —8x produz uma sequéncia de
valores em que cada termo é multiplicado por —8 em relagao ao termo anterior. Esse padrdo é

expresso pela férmula f"(x) = (—8)"x.

400

200

0 —200 —§00 —400 —200 200 400 600

=200

—400

D C
=5 a on ‘

Figura 2.2: Representacao gréfica da funcéo f(x) = —8x.

Exemplo 2.3

Considere a funcdo f(x) = 2x2. Vamos realizar as iteracdes usando essa funcao:

f(x)=2x?
f2(x)=f(f(x)) = f(2x?) = 2(2x*)* = 8x*.
£2) = FF(f(x)) = F(8x™) = 2(8x*)* = 128x°>.

fri(x) =22"1x%,

Portanto, fazendo a iteracdo da funcdo f(x) = 2x?2. obtemos

frx) =2""x%.
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Exemplo 2.4

Considere a funcéo f(x) = —x + 7. Vamos iterar essa funcao e observar o padrédo que surge:

flx)=—x+7.

fA)=ffO))=—(—x+7)+7=x.

Podemos ver que apds a segunda iteracdo, a funcdo retorna ao valor original de x. Portanto,

podemos concluir que:

f"(x)=—x+7, para nimpar.

f™(x) = x, para n par.

f(k)=-x+7

10 —400 =300 -400 -100 100 240 300 400

-100

-300

f(X)=x

—-400

Figura 2.3: Representacdo grafica da fungao f(x)=—x+7.

Exemplo 2.5

Considere a funcéo f(x) = x + 7. Vamos iterar essa fungao e observar o padrédo que surge:

f(x)=x+7.
FA)=f(f())=(x+7NDN+7=x+14.

FP=fFFEN) =(x+14)+7=x+21
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f'(x)=x+7n.

Podemos identificar que, a cada iteracao, o coeficiente de x se mantém, enquanto o nimero 7
se multiplica pelo valor de n. Dessa forma, podemos generalizar o padrao observado:
A funcdo iterada f"(x) € dada por x + 7n, onde n representa o nimero de iteracdes realizadas.

Utilizando a notacao de fungao iterada, podemos escrever de forma mais precisa:

fi@)=(fofoforof)x)=x+7n

Essa regra geral nos permite determinar o valor da funcao para qualquer valorde n e x.

10

4 2 2 4 6 8 10

Figura 2.4: Representagao grafica da fungéo f(x) =x +7.

No préximo exemplo veremos como podemos aplicar um Sistema Dinamico Discreto para calcular

o montante de uma aplicacao financeira ao longo dos anos, considerando uma taxa de juros fixa.

Exemplo 2.6

Um cliente fez uma aplicacao financeira no valor de R$700,00 a uma taxa de 8% capitalizada
anualmente. Podemos encontrar o montante da aplicacao financeira apds n anos.
No término do primeiro ano, o cliente terd um aumento de 8% em seu capital inicial M, =

R$700,00. O montante M, sera dado por:

M, = M, +0,08M, = 1,08M,.

Portanto, M; = R$ 756,00.
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A partir do segundo ano, podemos continuar aplicando a mesma légica:

M, =1,08M; = 1,08(1,08M,) = (1,08)*M,.

M, =1,08M, = 1,08(1,08)*M, = (1,08)>M,.

M, = (1,08)"M,.

Assim, para determinar o valor do montante do cliente apds n anos, usando a variavel x, utili-

zamos a funcéo f(x) = 1,08". Portanto, o valor do montante sera dado por:

M, = f"(M,) = (1,08)"M,.

Dessa forma, se considerarmos n = 5 anos, teremos:

M = (1,08)° x 700 = R$1.126,48.

Portanto, o montante da aplicacao financeira apds 5 anos, com uma taxa de 8% e um valor de

R$700,00, serd de R$1.126,48.

Exemplo 2.7

Vamos considerar a fungdo f(x) = x? — 1. Ao aplica-la repetidamente a um valor inicial, obte-
mos uma sequéncia de resultados.
Na primeira iteracdo, temos f(x) = x?—1. Na segunda iteracdo, aplicamos novamente a

funcdo f ao resultado da iteragao anterior:

P =ff(x)=(x*—1)"—1.

Podemos continuar esse processo, obtendo resultados para cada iteracao subsequente.

Na terceira iteracao, temos

)= FEEE) = ((*—12-1)"—1.

Seguindo essa sequéncia, a funcéo f(x) é iterada mais n vezes, resultando em f"(x) =
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((...((xz—1)2—1)2—1)2—1...)2—1.

Portanto, podemos afirmar que a iteragdo da fungao f(x) = x2?—1 produz uma sequéncia de

valores em que cada termo é obtido a partir do termo anterior aplicando-se a fungdo f.

2.2 Orbita

O estudo de Sistemas Dinamicos Discretos tem como objetivo compreender as trajetérias possiveis
e determinar quais sdo periddicas ou pré-periédicas. Analisamos como essas trajetdrias evoluem ao

longo do tempo, representando a evolucdo do sistema em uma sequéncia discreta de passos.

Uma trajetéria periddica é aquela que se repete apds um certo nidmero de passos, enquanto uma
trajetdria pré-peridédica se aproxima de uma trajetéria periddica, mas nunca se repete exatamente.
O exemplo de um péndulo simples ilustra essas definicdes, onde a trajetdria sera periédica se con-
siderarmos apenas a forca da gravidade, mas sera pré-peridédica se levarmos em conta imperfeicdes

como a resisténcia do ar e o atrito na articulacado.

A andlise de trajetdrias periédicas e pré-periddicas é fundamental para compreender o comporta-

mento de Sistemas Dinamicos Discretos ao longo do tempo e identificar padrdes recorrentes.

Definicao 2.3

Dado x, € X, definimos a érbita (ou trajetodria) de x, sobre a fungdo bijetora f : X — X como
uma sequéncia (infinita) de pontos ...,x_1,Xg, X1, X5,...,X,,..., tal que x,, = f"(x,), em que

X, € o ponto de partida da érbita, também conhecido como condicéao inicial.

A sequéncia é gerada mediante a aplicacdo repetida da funcdo f aos elementos anteriores da
sequéncia:

x; = f(xo).
Xy = f(x1) = fz(xo)-
x3 = f(x3) = f3(xo).

X = f(Xp1) = f"(x0).
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Essa sequéncia representa a érbita do ponto x, sob a fungao f.

Definicao 2.4

A d6rbita positiva de um ponto x é o conjunto de todos os pontos obtidos ao aplicar repetida-

mente a fungao f a partir do ponto inicial x. Formalmente, denotamos esse conjunto como

0" (x) = {x, f(x), f2(x),... f"(x)},

onde f"(x) representa a fungao f aplicada n vezes a x.

Se considerarmos uma funcao reversivel, podemos definir a trajetéria completa de x como o con-
junto O(x) = {f"(x) : n € Z}, ou seja, inclui tanto os valores obtidos através das iteracdes positivas

(f™(x) com n > 0) quanto as iteracdes negativas (f "(x) com n > 0).

Por outro lado, a érbita negativa de um ponto x é o conjunto de todos os pontos obtidos ao
aplicar repetidamente a fung&o inversa f ! a partir do ponto inicial x. Formalmente, denotamos esse

conjunto como

0~ (x) = {x, f 1), f (%), .., f ()}

Geralmente, nos referimos apenas a trajetéria ascendente como “trajetéria", especialmente quando

a funcdo f nao é reversivel.

A seguir apresentaremos uma série de exemplos de Sistemas Dinamicos e de algumas de suas

drbitas, tendo cada um com um comportamento especifico.

Exemplo 2.8

Considere a fungdo f(x) = 4x e o valor inicial x, = 2. Podemos determinar a sequéncia de

valores x, aplicando repetidamente a funcdo f ao valor anterior:

XO:2.

x;=f(xy)=4-2=8.
X, = f2(x,) =4-8=32.

x3 = f3(xy) =4-32=128.
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x, = f"(x,) =4"-x,, paratodoneN.

Portanto, a érbita positiva de 2 é0%(2) = {2,8,32,128,...}.
Como a fungdo f é invertivel, podemos definir a érbita negativa de f, que é obtida aplicando a

fungdo inversa de f :

11
,5,3—2,...}.

N[ =

0 (2) = {2,

Exemplo 2.9

Consideremos a fungéo f : R — R definida por f(x) = —8x. Vamos fixar um valor de x, € R e
examinar o comportamento da fungao iterada f"(x,), onde n é um niimero natural.

Comegamos com x, = 2. Substituindo esse valor na fungdo f(x) = —8x, temos:

x;=f(xg)=—8-2=-16.

Agora, substituimos o valor de x; na fungdo f(x) para obter o préximo valor:

Procedendo dessa forma, podemos continuar calculando os préximos valores:

X3 - f(xZ) - _8 . 128 - _1024,

x, = f(x3) = —8-(—1024) = 8192,

Podemos generalizar essa sequéncia de valores obtidos aplicando a fungdo f ao valor inicial:

X, = f"(x0) = (=8)" - xo,

onde n é um ndmero natural e f"(x,) indica a fungdo f aplicada n vezes em x,.Comegamos
calculando f(x,), que nos da o valor de x;. Em seguida, aplicamos novamente a funcao f,

desta vez ao valor de x;, obtendo assim x,. Podemos repetir esse processo quantas vezes
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guisermos, gerando assim uma sequéncia de valores

X15X0, X5y ey Xpyene-

Dessa forma, podemos escrever a sequéncia como

0" (x) = {xg,—8x¢,...,(—8)"xo,...}.

Portanto, a sequéncia de valores obtidos é

0*(2) = {2,—16,128,—1024, ... }.

Como a funcao f é invertivel, podemos definir a érbita negativa de f, que é obtida aplicando a

funcdo inversa de f. Aplicando a funcdo inversa f (x) = —éx, temos:
1 1 1
0 (2)= {2,——, —_———,... } .
16" 128" 1024

Dessa forma, foram obtidas as sequéncias de valores a partir do valor inicial x, = 2 tanto
pela aplicagdo da fungdo f (sequéncia positiva) como pela aplicacdo da fungdo inversa de f
(sequéncia negativa).

Ao estudarmos o limite dessa sequéncia a medida que n tende ao infinito, notamos que o
resultado depende do valor de Xx,.

Se x, for um nimero positivo, ou seja, x, > 0, a sequéncia x,, crescera infinitamente a medida
que n aumenta, ou seja, lim,_,, f"(x,) = +00.

Por outro lado, se x, for um nimero negativo, ou seja, x, < 0, a sequéncia x, decrescera
infinitamente a medida que n aumenta, ou seja, lim,_,, f"(x,) = —00.

Finalmente, se x, for igual a zero, teremos x,, = 0 para todo n € N. Portanto, lim,_,, f"(x,) = 0.
Assim, podemos concluir que o comportamento da dindmica da funcéo f(x) = —8x depende

do valor inicial x, escolhido.

Exemplo 2.10

Considerando a funcdo f(x) = 2x2. Primeiro, fixamos um valor de X, € R e examinamos o
comportamento da fungéo iterada f"(x,), onde n € um ndmero natural.

Comecamos com X, = 1. Substituindo esse valor na funcéo f(x) = 2x?2, temos:
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X1 = f(xo) =2(1)* =2,

Agora, substituimos o valor de x; na funcdo f(x) para obter o préximo valor:

Xy = f(x))=2(2) =8,

Podemos continuar calculando os préximos valores:

x3 = f(x,) =2(8)* =128,

x4 = f(x3) = 2(128)* = 32768,

Podemos generalizar essa sequéncia de valores obtidos aplicando a fungdo f ao valor inicial:

fn(X) — 22“—1X2”

onde n é um namero natural e f"(x,) indica a funcdo f aplicada n vezes em x,.
Portanto, a sequéncia de valores obtidosem 2 é 0*(1) ={1,2,8,128,...}.

Agora, vamos calcular a érbita negativa de f, aplicando a funcdo inversa f 1(x) = 4/%:

2
o-(1)={1/1 \/@}
Dessa forma, foram obtidas as sequéncias de valores a partir do valor inicial x, = 1 tanto
pela aplicagdo da fungdo f (sequéncia positiva) como pela aplicagcdo da fungdo inversa de f
(sequéncia negativa).
Ao estudarmos o limite dessa sequéncia a medida que n tende ao infinito, notamos que o
resultado depende do valor de x;.
Se x, for um ndmero positivo, ou seja, 0 < x, > 1, a sequéncia x, crescera infinitamente a
medida que n aumenta, ou seja, lim,_, ., f"(x,) = +00.
Por outro lado, se x, for um ndmero entre -1 e 0, ou seja, —1 < x, < 0, a sequéncia x,, decres-
cerd infinitamente a medida que n aumenta, ou seja, lim,_,, f"(x,) = 0.
Finalmente, se x, for igual a zero, teremos x,, = 0 para todo n € N. Portanto, lim,_,, f"(x,) = 0.
Assim, podemos concluir que o comportamento da dindmica da fung&o f (x) = 2x? depende do

valor inicial x, escolhido.
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Exemplo 2.11

Considerando a funcdo f(x) =—x +7.

Comegamos com x, = 2. Substituindo esse valor na fungdo f(x) = —x + 7, temos:

x;=f(xy)=—(2)+7=5.

Agora, substituimos o valor de x; na funcao f(x) para obter o préximo valor:

xy= flx)=—(5)+7=2.

Procedendo dessa forma, podemos continuar calculando os préximos valores:

x3=fx)=—(2)+7=5,

xy= flx) =—(5)+7=2,

Podemos generalizar essa sequéncia de valores obtidos aplicando a funcdo f ao valor inicial:

Xn = fn(X0)7

onde n é um nUmero natural e f"(x,) indica a funcdo f aplicada n vezes em x,. Comegamos
calculando f(x,), que nos da o valor de x;. Em seguida, aplicamos novamente a fungdo f,
desta vez ao valor de x;, obtendo assim x,. Podemos repetir esse processo quantas vezes
quisermos, gerando assim uma sequéncia de valores x;, Xy, X, -+, Xp,- - -.

Dessa forma, podemos escrever a sequéncia como O™ (x,) = {xg, X1, .+ > Xp, - - -}

Portanto, a sequéncia de valores obtidos é 0%(2) = {2,5,2,5,...}.

Como a funcao f é invertivel, podemos definir a 6rbita negativa de f, que é obtida apli-
cando a funcdo inversa de f. Aplicando a funcdo inversa f !(x) = —x + 7, temos: 07 (2) =
{2,5,2,5,...}. Dessa forma, foram obtidas as sequéncias de valores a partir do valor inicial
X, = 2 tanto pela aplicacdo da funcao f (sequéncia positiva) como pela aplicacdo da fungdo

inversa de f (sequéncia negativa).

& UFU-FAMAT-PROFMAT

36



Sistemas Dinamicos Discretos Orbita

Exemplo 2.12

Considerando a fungéo f(x) = x + 7. Novamente, vamos fixar um valor de x, € R e examinar
o comportamento da funcéo iterada f"(x,), onde n € um nimero natural.

Comegamos com X, = 2. Substituindo esse valor na fungao f(x) = x + 7, temos:

X1=f(xo)=2+7:9.

Agora, substituimos o valor de x; na funcdo f(x) para obter o préximo valor:

x2=f(X1)=9+7=16.

Procedendo dessa forma, podemos continuar calculando os préximos valores:

X3 =f(x2) = 16+7: 23,

X4 :f(X3) =234+7= 30,

Podemos generalizar essa sequéncia de valores obtidos aplicando a funcdo f ao valor inicial:

X, =f"(xp)=n-7+2,

onde n é um namero natural e f"(x,) indica a funcdo f aplicada n vezes em x,.

Comegamos calculando f(x,), que nos da o valor de x;. Em seguida, aplicamos novamente a
fungdo f, desta vez ao valor de x;, obtendo assim x,. Podemos repetir esse processo quantas
vezes quisermos, gerando assim uma sequéncia de valores xy, Xy, X5, ..., X, - -

Dessa forma, podemos escrever a sequéncia como O*(x,) = {x,, X1, X5,...,X,,...}. Portanto, a
sequéncia de valores obtidos é 0%(2) = {2,9,16,23,...}.

Agora, vamos calcular a érbita negativa de f, aplicando a funcdo inversa f'(x) = x —
7:07(2) ={2,—5,—12,—19,...}. Dessa forma, foram obtidas as sequéncias de valores a partir
do valor inicial x, = 2 tanto pela aplicacdo da fungao f (sequéncia positiva) como pela aplica-
¢do da funcdo inversa de f (sequéncia negativa).

Ao estudarmos o limite dessa sequéncia a medida que n tende ao infinito, notamos que o

resultado nao depende do valor de x,.

A sequéncia x, crescera infinitamente a medida que n aumenta, ou seja, lim,_, o, f"(x,) = +00
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para qualquer valor de x, € R.
Portanto, independentemente do valor inicial escolhido, a dindmica da fungao f(x) = x+7

resultard em uma sequéncia ilimitada.

Exemplo 2.13

Consideremos a funcéo f : R — R definida por f(x) = x*— 1. Vamos fixar um valor de x, € R
e examinar o comportamento da fungdo iterada f"(x,), onde n é um nGdmero natural.

Comecamos com X, = 0. Substituindo esse valor na funcdo f(x) = x*—1, temos:

x; = f(x,)=0*—1=-1.

Agora, substituimos o valor de x; na fungdo f(x) para obter o préximo valor:

X, =f(x))=(-1)*-1=0.

Procedendo dessa forma, podemos continuar calculando os préximos valores:

X3 =f(x2) - 02_1 :_1,

x4 = flx;) = (~1)*~1=0

Podemos generalizar essa sequéncia de valores obtidos aplicando a fungdo f ao valor inicial:

Xn = fn(XO)’

onde n é um nimero natural e f"(x,) indica a fungéo f aplicada n vezes em Xx,.

Comegamos calculando f(x,), que nos da o valor de x;. Em seguida, aplicamos novamente a
funcéo f, desta vez ao valor de x;, obtendo assim x,. Podemos repetir esse processo quantas
vezes quisermos, gerando assim uma sequéncia de valores X, Xq, X3, ..., X« - ..

Dessa forma, podemos escrever a sequéncia como O*(x,) = {x, X1, Xs,...,X,,...}. Portanto, a
sequéncia de valores obtidos é O"(0) = {0,—1,0,—1,...}.

Ao estudarmos o limite dessa sequéncia a medida que n tende ao infinito, notamos que a
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sequéncia alterna entre os valores 0 e -1. Assim, nao ha um valor fixo para o limite da sequén-
Cia.
Portanto, podemos concluir que o comportamento da dinamica da fungdo f(x) = x?—1¢é

periddica para o valor inicial x, = 0, assumindo os valores 0 e —1.

2.3 Pontos Fixos e Periddicos

Segundo [5] Pontos fixos sao valores que uma variavel assume, ao longo do tempo, e que nao
sofrem alteracdes quando aplicamos a funcao do sistema. Em outras palavras, sao agueles valores
p para os quais f(p) = p. Esses pontos sdo importantes no estudo dos Sistemas Dinamicos, pois
representam estados de equilibrio onde a dindmica do sistema ndo muda. Os pontos fixos podem
ser classificados como estdveis, instdveis ou neutros, dependendo do comportamento do sistema

préximo a esses pontos.

Intuitivamente, quando um sistema sofre pequenas perturbacdes préximas a um ponto fixo esta-
vel, essas perturbacdes tendem a retornar ao préprio ponto fixo, sem se afastarem significativamente.
Por outro lado, um ponto fixo instavel é caracterizado por pequenas perturbacdes que se afastam do
ponto fixo, cada vez mais. Ja& em relacao aos pontos fixos neutros, perturbacdes préoximas a esses

pontos ndo causam alteracdes significativas na dinamica do sistema.

Outros pontos importantes de um Sistema Dinamico sao os pontos periédicos, os quais podem ser

pensados como ciclicos, ou seja, retornam ao mesmo lugar apds um determinado tempo.

Definicao 2.5

Seja f : X — X uma funcdo. Um ponto p € X é um ponto fixo de f, quando f(p) = p.
Denotamos por Fix(f) o conjunto de todos os pontos fixos de f. Um ponto p € X é um ponto
peridédico de f quando existe um inteiro positivo n, tal que f"(p) = p. O menor inteiro positivo
n com essa propriedade é chamado de periodo de p.

Além disso, definimos Per,(f) como o conjunto dos pontos periddicos de periodo n de f, ou
seja,

Per,(f) = {x: f"(x) = x}.
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E denotamos por Fix(f) o conjunto dos pontos fixos de f, ou seja,

Fix(f)={x:f(x)=x}.

Note que, se x é um ponto peridédico de periodo n para f, entao a érbita de x é dada por

0" (x) = {x, f (), ..., f" ()}

No caso de um ponto fixo, teremos O*(x) = {x}.

Uma forma de visualizar o ponto fixo é através da interseccdo do grafico da funcdo f com a reta
y = X, que representa a funcdo identidade. Em outras palavras, se x é um ponto fixo de f, entédo f(x)
sera igual a x. Isso significa que, ao aplicar a funcdo f a x, obteremos novamente x como resultado.
No contexto de Sistemas Dinamicos, os pontos fixos representam estados estaveis, onde o sistema

nao sofre mudanca.

Revisitaremos alguns exemplos apresentados anteriormente para analisar seus possiveis pontos

fixos e periddicos.

Exemplo 2.14

Dada a funcao f(x) = x, podemos observar que qualquer valor de x que substituirmos na
funcao resultard no mesmo valor. Portanto, todo ndmero real x é um ponto fixo para essa
funcdo. Por exemplo, se escolhermos x = 2, temos f(2) = 2, e se escolhermos x = —5, temos
f(—5) = —5. Assim, todos esses niimeros sdo pontos fixos para a funcdo f(x) = x.

Essa propriedade de ter todos os nimeros reais como pontos fixos torna a fungao f(x) = x

uma funcao fixa universal.

Exemplo 2.15

A aplicacdo g(x) = —8x possui o Unico ponto fixo x = 0. Para encontrar esse ponto fixo,
devemos procurar os valores de x que satisfazem a equagéo f(x) = x. Substituindo f (x) por
sua expressao, temos —8x = x. Se procurarmos pontos periédicos de periodo 2, isto &, procurar
os valores de x que satisfazem f2(x) = x, obtemos a equacdo 64x = x, ou seja, 64x —x = 0,

Esta tem apenas o valor de x = 0 como solugao, que coincide com o ponto fixo.
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Exemplo 2.16

A aplicacdo f(x) = 2x? possui como pontos fixos os valores x = 0 e x = % Para encontrar
esses pontos fixos, devemos procurar os valores de x que satisfazem a equacéo f(x) = x.
Substituindo f(x) por sua expressdo, temos 2x? = x. Além dos pontos fixos, a funcdo f(x)
também possui pontos peridédicos de periodo 2. Para encontrar esses pontos, devemos procurar
os valores de x que satisfazem f2(x) = x, onde f?(x) representa a aplicacdo sucessiva de f(x)
duas vezes.

Substituindo f(x) por sua expressdo, temos f2(x) = 2(2x2)? = 2(4x*) = 8x*. Portanto, deve-

mos resolver a equac&o 8x* = x para encontrar os pontos periédicos de periodo 2.

Simplificando a equacdo, temos 8x* — x = 0. Vamos primeiro fatorar a equacéo:
8x% —x = x(8x%—1). (2.1)
Agora, podemos fatorar o segundo termo utilizando a diferenca de cubos:
8x%—1=2x—1)4x*+2x+1).

Portanto, como o discriminante 4x2 + 2x + 1 é negativo, temos duas solucdes possiveis para
a Equacao (2.1), x =0e x = % que sdo os pontos periddicos de periodo 2 da aplicacdo. E
importante ressaltar que encontrar pontos periddicos de periodo 3 é uma tarefa bastante dificil

e nao faremos aqui, pois nao se trata do objetivo do trabalho.

Exemplo 2.17

A aplicacdo f(x) = —x + 7 possui como ponto fixo o valor x = Para encontrar esse ponto

N

fixo, devemos procurar o valor de x que satisfaz a equagéo f(x) = x, ou seja, —x +7 = x.
. 7
Resolvendo essa equacao, encontramos x = 5
Além do ponto fixo, a funcdo f(x) também possui pontos periédicos de periodo 2. Para
7 . 2 _
encontra-los, devemos procurar os valores de x que satisfazem f“(x) = x.
Como

f2)=—(x+7N+7=x—7+7=x,

a equacdo f2(x) = x é verdadeira para qualquer valor de x. Portanto, todos os valores de x

7
sao pontos periddicos de periodo 2 da aplicacdo, exceto x = 5 o qual é ponto fixo.
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Exemplo 2.18

A aplicacao f(x) = x + 7 ndo possui pontos fixos nem periédicos. Para ver isso, note que a
equacao f(x) = x, que equivale a x + 7 = x, ndo possui solugdes reais. Além disso, como
f2(x)=(x+7)+7=x+14 e, de um modo geral f"(x) = x + 7n, entdo a equacio f"(x) = x,

que equivale a x + 7n = x, nao possui solucdes reais.

Exemplo 2.19

Considere a funcdo f(x) = x> — 1. Vamos encontrar os pontos fixos desta funcéo, ou seja, 0s

valores de x que satisfazem a equacdo f(x) = x. Substituindo f(x) por sua express&o, temos:

xP—l=xe=x*-x—-1=0. (2.2)
Esta equacao tem solucdes
1+4/5
x = .
2
1++/5 1—+/5
Portanto, os pontos fixos da funcdo f(x) = x*—1 sdo x = 5 ex= 7

Agora vamos encontrar os pontos periédicos de periodo 2 desta funcao. Como a expressao de
f2(x)é
fFUEEN=f(x*-1D)=(*-1 -1=x"—2x*+1—1=x*—2x?,

a equacdo f2(x) = x tem a forma

x*—2x2—x=0.

Fatorando a expressao acima obtemos

x*=2x*—x=x(x*-2x—-1)=0,

que possui duas solucdes x = 0 e x = —1. Fatorando mais uma vez, obtemos

x(x+1)(x*—x—1)=0.

Note que as raizes remanescentes sdo as mesmas obtidas na Equacao (2.2), que fornecem os
pontos fixos.
Logo, os pontos periédicos de periodo 2 da funcdo f(x)=x?>—1sdox=0e x =—1.

Novamente, ndo iremos determinar os pontos periddicos de periodo 3, pois sdo raizes de equa-
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c¢do de grau 8, o que se torna inviavel.

1
F3(x) =x*-2x*-X

25

05

-25 -2 -15 - -05 05 1 15 2 2

E(X)=x -2

/

Figura 2.5: Representacéo grafica dos pontos fixos e periddicos de periodo 2 da funcdo f(x) = x?—1.

2.4 Representacao Grafica e Retrato de Fase

Uma interessante maneira de visualizar o comportamento das érbitas de um Sistema Dinamico é
através de um retrato de fase. Essa representacao grafica permite observar como os pontos do do-
minio da funcdo se movem ao longo do tempo e para onde estdo convergindo, proporcionando uma
visualizacao clara e completa do comportamento das 6rbitas. Essa forma de visualizacao é comple-

mentar ao grafico da funcéo, permitindo uma compreensédo mais abrangente do Sistema Dinamico.

Um retrato de fase é criado acompanhando a evolugdo dos pontos do dominio ao longo do tempo.
Isso é feito tracando setas na reta que indicam a direcdo e a rapidez do movimento dos pontos. Ao
observar o retrato de fase, é possivel visualizar padroes e comportamentos recorrentes das érbitas,
como pontos convergindo para um ponto de equilibrio ou formando trajetérias fechadas indicando
um comportamento ciclico. Veremos na secdo seguinte o conceito formal de pontos fixo atrator e

repulsor.
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ponto ponto ponto
fixo fixo fixo
repulsor atrator repulsor

aYaVaVaYa"aVaVaVaVaVa'a

Figura 2.6: Retrato de fase

No caso da representacdo gréfica, para tragar a 6rbita de um ponto dado x, em uma funcdo f,

efetuamos os seguintes passos:

1. Tracamos a bissetriz do primeiro e terceiro quadrante, ou seja, a reta y = x, junto ao grafico da

fungéo f. Consideramos o ponto (x,, x,) na reta y = x.

2. A partir desse ponto, tragamos uma reta vertical que intercepta o gréfico de f no ponto

(o, f (x0)).

3. Partindo desse ponto, tracamos uma reta horizontal que encontra a reta y = x no ponto

(f (x0), f (x0)).

4. Em seguida, tragamos novamente uma reta vertical que intercepta o gréfico de f no ponto de

coordenadas (f (x,), f%(x,)).

5. Prosseguimos com esse processo para obter o ponto (f2(x,), f*(x,)) e assim sucessivamente.

Exemplo 2.20

Temos o grafico da funcdo f(x) = 2x2, com x € R, e a representacdo das 6rbitas de dois

pontos. Note que O e % sao pontos fixos e podemos observar, analisando as érbitas tracadas e

o grafico, gue todos os pontos que estdo no intervalo (—%, %) convergem para 0, e os pontos

1

~ : 1
que sadb menores que —3; € maiores que ;5

5 Possuem Orbitas que convergem para ©o. Uma
analise algébrica se faz necessaria e fornece o seguintes padrao para os iterados de uma dada

condicao inicial x € R:

2
flx)=2x2= %(23()2, f2(x)=2 (%(2@2) = %(zx)zz, ey Xy = %(23()2", n>1.

Assim, se x € (—%,%) entdo [2x| < 1 e lim f"(x) = 0. Por outro lado, para x < —% oux > 1,
n—oo

resulta |2x| > 1, logo lim f"(x) = oo. Desse modo, x, = 0 é um ponto fixo que de certa forma
n—,oo
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atrai pontos préoximos e x, =

1
2

é um ponto fixo que repele pontos préximos a ele.

na Figura (2.8).

Figura 2.7: Representac&o grafica de érbitas para a funcédo f(x) = 2x2.

Essa andlise geométrica e algébrica nos ajuda a compreender melhor o comportamento de
todas as 6rbitas da funcdo f(x) = 2x2 e é frequentemente utilizada no estudos de diversos
modelos de Sistemas Dinamicos unidimensionais.

Outra maneira de se visualizar e inferir sobre o comportamento das érbitas desta funcdo é

utilizando a representacao de um tipo diagrama comumente chamado de retrato de fase, como

evolucdo de uma dada 6rbita.

Y Q\D Y
03 0

Figura 2.8: Representacdo grafica do comportamento das 6rbitas para a funcao f(x) = 2x2.

A setas curvadas representam os iterados de uma dada condicao inicial, ou seja, representa a

-i_nll

& UFU-FAMAT-PROFMAT

45



Sistemas Dinamicos Discretos Relacao entre a Derivada e a Dinamica

2.5 Relacao entre a Derivada e a Dinamica

Segundo [11] a derivada é um conceito fundamental na matematica que descreve a taxa de varia-
c¢ao de uma funcdo em relacao a uma varidvel especifica e nos fornece informacdes sobre a inclinacao
de uma curva em um ponto especifico. Nesta secdo, iremos explorar alguns conceitos de Sistemas
Dinamicos relacionados ao comportamento da derivada de uma funcdo diferencidvel. A ideia cen-
tral é que a derivada tem um impacto direto na analise de pontos especificos no Sistema Dinamico,

considerando uma funcao f : X — X, com X sendo um subconjunto dos nimeros reais.

Além disso, vamos usar a notacao V_(p) para representar a vizinhanga do ponto p com raio € no
conjunto dos nimeros reais R. Em outras palavras, V.(p) = x€R;|x —p|<e=(p—€,p+€). O

conceito de vizinhanca esta sendo aplicado no conjunto dos nimeros reais R.

Definicao 2.6

Seja p um ponto fixo para f. O ponto p é chamado de ponto fixo atrator se existe uma vizi-
nhanga V_(p) de p, tal que para todo x € V.(p), temos que f"(x) € V.(p) para qualquern >0, e
além disso, f"(x) converge para p quando n tende ao infinito. Um ponto periédico p de periodo

n é um ponto periédico atrator se p for um ponto fixo atrator para f".

—| Teorema 2.1 |

Seja f : R — R uma funcdo de classe C'. (a) Suponha que p é um ponto fixo de f, tal que
If'(p)] < 1. Entdo p é um ponto fixo atrator. (b) Suponha que p é um ponto periédico de

periodo n para f, tal que |(f")(p)| < 1. Entdo p é um ponto periddico atrator.

No item (a), dizemos que um ponto fixo p € um ponto fixo atrator se, ao aplicar repetidamente
a funcdo f a partir de uma condigao inicial préxima a p, os valores convergem para p. A condigao
|f’(p)| < 1 significa que a derivada de f no ponto p é menor que 1, o que indica que a funcado f esta
se "aproximando"de p nesse ponto. Portanto, se a derivada for menor que 1, o ponto fixo p é um

ponto fixo atrator.

No item (b), dizemos que um ponto peridédico p de periodo n é um ponto periddico atrator se, ao
aplicar repetidamente a fungao f a partir de uma condigao inicial préxima a p, os valores convergem
para p. A condicao |(f")'(p)| < 1 significa que a derivada de f" (a funcdo composta f n vezes) no
ponto p é menor que 1. Tal fata assegura que, ao iterar a fungao f em p, os valores préximos a p

se aproximem de p ainda mais a cada n iteragdes. Portanto, se a derivada de f" for menor que 1, o
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ponto periddico p € um ponto periddico atrator.

Demonstracao: (a) Seja f uma fungdo continua em um intervalo aberto V.(p) contendo o ponto p.

Pela hip6tese, podemos supor que exista um valor 0 < A < 1, tal que |f’(x)| < A para todo x € V.(p).

Pelo Teorema 1.3, para cada x € V_(p) existe um ponto y entre x e p, tal que

FG)=F@I =1 llx —pl.

Como |f'(¥)| £ A, entdo temos

1f () =f(P)l < Alx —p[ < |x—pl.

Portanto, podemos concluir que f(x) € (p — €,p + €) para todo x € V.(p). Da mesma forma,
podemos mostrar que |f*(x) —p| < A¥|x — p| para todo inteiro positivo k. Como 0 < A < 1, temos

que |f¥(x) — p| tende a zero quando k tende ao infinito.
Assim, podemos concluir que o ponto p € um ponto atrator.

(b) Suponha que p seja um ponto peridédico de periodo n para a funcao f, e seja h = f". Nesse

caso, podemos observar o seguinte:
(i) h(p) = p;
(ii) |[h'(p)| < 1;
A partir do item (i), sabemos que hk(x) — p quando x se aproxima de p e k tende ao infinito.

Note que pelo que vimos no item (i), entdo |f/(x)— f’(p)| — 0 quando j — 0o, mesmo que j néo

seja multiplo de n.

Portanto, podemos concluir que p é um ponto periédico atrator.

Definicao 2.7

Seja p um ponto fixo para uma fungcao f. O ponto p é chamado de ponto fixo repulsor (ou
fonte) se, para qualquer ponto x que nao seja igual a p, a drbita de x sai da vizinhanga V_(p)
sob iteracdo de f. Um ponto periddico p de periodo n é um ponto periédico repulsor se p for

um ponto fixo repulsor para f".

Isso implica que, ao aplicarmos repetidamente a fungdo f a um ponto x diferente de p, a sequéncia

& UFU-FAMAT-PROFMAT a7



Sistemas Dinamicos Discretos

Relacao entre a Derivada e a Dinamica

de valores resultantes se distancia cada vez mais de p conforme o nimero de iteracdes aumenta.

Podemos visualizar isso de forma geométrica, considerando p como um "ponto de fuga” ou "ponto de

repulsao”, pois as Orbitas de outros pontos nunca se aproximam ou convergem para p, mas sim se

afastam continuamente.

Teorema 2.2 |

Seja f : R — R uma funcdo de classe C!'. Suponha p um ponto fixo para f com |f'(p)| > 1.

Entdo p é um ponto fixo repulsor.

Demonstracao: Omitiremos esta demonstracao (ver [5]).

Observacao 2.1

Seja f : R — R uma funcio de classe C!. Se p é um ponto fixo para f com |f’(p)| = 1, entdo
nada pode ser afirmado sobre a fungédo. Por exemplo, f(x) = x2 + x possui p = 0 como ponto
fixo e vale f’(0) = 1 (pois f'(x) = 2x + 1). No entanto, pode-se observar via GEOGEBRA que

para x < 0 tem-se f"(x) — 0, enquanto para x > 0 tem-se f"(x) — oo.

Figura 2.9: Representagdo grafica de drbitas para a funcao f(x) = x2+x.
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Definicao 2.8

Seja p um ponto periddico de periodo n. O ponto p é hiperbdlico se o0 médulo da derivada da

iterada f" no ponto p é diferente de 1, ou seja, |(f™)'(p)| # 1.

Note que todo ponto fixo ou periddico atrator ou repulsor é um ponto hiperbélico.

Exemplo 2.21

A funcdo f(x) = 4x. Vamos analisar se x = 0 é um ponto fixo e se é um ponto fixo hiperbdlico.
J& vimos anteriormente que x = 0 é um ponto fixo, ou seja, se f(0) =0.

Agora, calculemos f’(x), a derivada de f(x):

f'(x)=4.

Avaliando a derivada no ponto fixo, temos:

£(0)=4.

Como |f'(0)| = |4] =4 # 1, temos que x = 0 é um ponto fixo hiperbdlico.
Agora, vamos analisar o comportamento de pontos préximos ao ponto fixo x = 0. Avaliemos

f(x) para alguns valores préximos de x = 0, tanto a esquerda quanto a direita:

Para x =—1, temos:
f1) = 4(-1) =—4.
Isso significa que x = —1 é repelido por x = 0 na primeira iterada.
Para x =1, temos:
f)=41)=4

Isso significa que x = 1 é repelido por x = 0 na primeira iterada.
Para entender o comportamento assintético de um ponto x # 0, basta estudarmos o compor-
tamento de |f"(x) — f"(0)| quando n — co. Note que

|f () = £"(0)| = [4"x —4"0| = 4"|x| — oo.

Portanto, O € um ponto hiperbdlico repulsor.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 49



Sistemas Dinamicos Discretos Relacao entre a Derivada e a Dinamica

Exemplo 2.22

Exemplo: Considere a funcdo f : R — R definida por f(x) = %. Note que se x, = 4, entao
x; = f(x,) = f(4) = 1. Podemos continuar gerando os préximos termos da sequéncia através

da recorréncia x,.; = f(x,) = %". Assim,
1
x,=flx))=f(1)= e

%= =f(3)=1c

1 1

e assim por diante. Observe que a sequéncia gerada € 4,1, 3, ¢, - -

. e podemos perceber que

cada termo é igual ao anterior dividido por 4. Portanto, a sequéncia pode ser escrita de forma

()
x,=4-{—-] .
4

Além disso, podemos calcular o limite desta sequéncia a medida que n tende ao infinito. De

geral como

1

n Ve Ve . . A . .
4) = 0, é facil concluir que a sequéncia dos iterados converge para o valor 0.

fato, como lim (
n—oo
Agora, se considerarmos a condigdo inicial x, = 0, teremos f(x,) = f(0) = 0, ou seja, x, =0
€ um ponto fixo x, = 0. Mais que isso, x, = 0 € um atrator. Para ver isso, basta observar que,
para um valor inicial x # 0 préximo a zero, temos seus iterados f"(x) = 4%, que se aproximam

de x, = 0 quando n — 00. De fato, nlirgof”(x) = nlggo £ =0.

Exemplo 2.23

Dada funcao f(x) = —8x, vamos analisar se x = 0 é um ponto fixo hiperbdlico de f.

Vimos anteriormente x = 0 é um ponto fixo de f. Temos f’(x) = —8, entdo avaliando a derivada
no ponto fixo, temos f’(0) = —8.

Como |f’(0)] =|—8| =8> 1, temos que x = 0 é um ponto fixo hiperbdlico repulsor.

De fato, vamos analisar o comportamento de pontos préximos ao ponto fixo x = 0. Para x # 0,

temos paran — o0

1f"(x) = f"(0)[ = |[(=8)"x — (—8)"0] = 8"|x| — oo,

logo O um ponto hiperbdlico repulsor.
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Exemplo 2.24

Considere fungdo f(x) = —x + 7, que possui Unico ponto fixo x = %

Agora, vamos analisar se esse ponto fixo é hiperbdlico. A derivada de f(x)=—x+7¢é f'(x) =
—1. Como If'(%)I = | —1] = 1, concluimos que o ponto fixo x = % nao é um ponto fixo
hiperbdlico.

7
Além disso, como visto antes, todo x # 5 é um ponto periédico de periodo 2. Agora, f2(x) = x,

entdo (f2)'(x) =1 e, portanto, todo ponto x ndo é hiperbdlico relativo a f2.

Exemplo 2.25

Como visto antes, a funcéo f (x) = x + 7 nado possui pontos fixos, nem periddicos, logo ndo faz

sentido sentido perguntar sobre hiperbolicidade.

Exemplo 2.26

1+4/5

Considere a fungéo f(x) = x2>—1. Vimos anteriormente os pontos fixos desta funcdo sdo

1—+/5
5 -
Agora, vamos analisar se esses pontos sao hiperbdlicos. Tomando um ponto fixo x,, calculare-

e

mos o valor absoluto da derivada da fungdo f em x,, ou seja, |f'(x)l:

Para o ponto fixo x, = ! +2£:

/Gl = [2x0] = ‘2. ”zﬁ‘ VB 1= VB4
Para o ponto fixo x, = ! _2‘/5:

f"(x0)l = |2xo| = ‘2- 1_2£‘ =|vV/5-1|=+5-1.

Como |v/5+1]|>1 e |+/5—1|> 1, concluimos que ambos os pontos fixos s&o hiperbdlicos.

A : 1—+5
Além disso, podemos concluir que

é um ponto fixo repulsor e € um ponto fixo
atrator.

Vimos também que os pontos periédicos de periodo 2 para f sd800 e —1. Como f2(x) = x*—2x?,
entdo (f2)(x) = 4x® —4x. Assim, como |f2(0)| =0 < 1, entdo 0 é ponto periédico hiperbdlico

atrator relativamente a f2. E como |[f%(—1)] = 0 < 1, entdo —1 é também ponto periédico
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hiperbdlico atrator.

Exemplo 2.27

Considere a funcéo f(x) = 2x>—x, onde f’(x) = 6x2—1. Neste caso, os pontos fixos da fungéo
séo encontrados quando f (x) = x, ou seja, x3—x = x. Resolvendo essa equac&o, encontramos
os pontos fixos x =0, x=—1lex =1.

Para determinar se esses pontos fixos sdo hiperbdlicos repulsores, calculamos o valor absoluto
da derivada da funcdo no ponto fixo. Temos |f’(x)| = |6x* —1|. No ponto fixo x = —1, temos
|f'(—1)| = 5, de onde concluimos que é maior que 1. No ponto fixo x = 1, temos |f'(1)| = 5, que
também é maior que 1. Portanto, os pontos fixos x = —1 e x = 1 sdo hiperbdlicos repulsores.
No entanto, para o ponto fixo x = 0 temos |f’(0)| = | — 1| = 1, de onde ndo podemos concluir

nada pelos teoremas anteriores.

Exemplo 2.28

A funcéo g(x) = x*® —x tem trés pontos fixos. Para ver isso, basta resolver a equacéo g(x) = x,

ou seja, x> — x = x. Reordenando os termos:

x2—2x =0.

Fatorando x:

x(x*—2)=0.

Temos, entdo, duas possibilidades para os pontos fixos: x = 0 ou x> —2 = 0. Resolvendo a
segunda equacao:

xX2—2=0=>x%>=2=x =+V2.

Portanto, os pontos fixos da funcdo g(x) sdo x =0e x = +v/2.
Agora, vamos analisar se esses pontos fixos sao hiperbdlicos. Para isso, calculamos a derivada
de g(x):

g'(x)=3x*—1.

Avaliando a derivada nos pontos fixos, temos:
Para x =0:

g'(0)=3(0*—-1=-1.
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Para x = £4/2:
g'(£V2)=3(v/2)?—1=5.

Como |g’(0)| =|—1| =1, ent&o 0 é ponto fixo ndo hiperbdlico.

Por outro lado, |g’(£+v/2)| = |5| =5 > 1, logo £+/2 s&o hiperbdlicos repulsores.
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CAPITULO 3

Aplicacoes de Sistemas Dinamicos

Ao longo dos séculos, a matematica tem sido uma ferramenta essencial para a compreensao e
andlise de fenémenos em diferentes dreas do conhecimento, incluindo o estudo das Progressées Ge-
ométricas. Essas sequéncias numéricas, obtidas multiplicando-se o termo anterior por uma constante
chamada razdo, apresentam propriedades matematicas fascinantes. Sua aplicacdo em Sistemas Di-
namicos Discretos tem se mostrado extremamente relevante e, amplamente utilizada em diversas

situacdes préaticas.

Neste capitulo, vamos explorar exemplos que ilustram como os Sistemas Dinamicos Discretos po-
dem ser aplicados de maneira eficiente e precisa na analise de Progressdes Geométricas. Com o
auxilio de ferramentas matematicas como o conceito de ponto fixo e analise de estabilidade, seremos
capazes de compreender profundamente as caracteristicas dessas progressdes, prever seu compor-
tamento futuro, estudar suas propriedades matematicas e encontrar férmulas que representam sua
evolucao ao longo do tempo. Esses conhecimentos serdo Uteis na solucdo de problemas praticos em
areas como economia, ciéncia de dados, engenharia e muitas outras, tornando este capitulo uma
empolgante viagem pelo mundo das aplicacdes de Sistemas Dinamicos Discretos em Progressoes
Geométricas. Esperamos proporcionar aos leitores uma compreensao abrangente e pratica desse

assunto tao relevante e fascinante.

3.1 Exemplos de aplicacoes de Sistemas Dinamicos Discretos

A seguir, apresentaremos uma variedade de exemplos de aplicacées de Sistemas Dinamicos Dis-

cretos, com uma breve andlise de cada um deles, para posteriormente selecionar uma sequéncia
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didatica e escolher um exemplo especifico para ser aplicado em sala de aula. Nosso objetivo é pro-
porcionar uma experiéncia pratica e enriquecedora aos alunos. E por isso ofereceremos opgoes se-

melhantes para que o professor possa escolher aquela que melhor se adequar a sua turma.

3.1.1 Exemplo de aplicacao 1:

Suponha que tenhamos um triangulo equilatero de lado inicial a,. Vamos denotar a area desse
triangulo como A,. Agora, vamos considerar uma sequéncia de triangulos equilateros, onde o lado de

cada tridngulo é dado por uma PG de razao r. Portanto, o lado do n-ésimo triangulo serd

A area de um triangulo equiladtero pode ser calculada pela férmula

V3
A=—"1%
4
onde [ é o lado do tridangulo. Utilizando essa féormula, podemos calcular a area de cada triangulo da

sequéncia:

Agora, vamos analisar essa sequéncia utilizando Sistemas Dinamicos. Para isso, precisamos definir
um mapa iterativo que relacione dois termos consecutivos da sequéncia. Podemos definir o mapa da
razao r como uma funcado que recebe um termo da sequéncia e retorna o préximo termo multiplicado
pela razao r. Esse mapa é utilizado para prever o comportamento futuro da sequéncia com base em
seu comportamento passado. Nesse caso, estamos usando um modelo de mapa iterativo baseado na

razaor.

an+1
rn+1 -

a,

Substituindo os valores de a, na equagao acima, temos:
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ay-r"
Mt = e

Portanto, o mapa da razdo é constante e igual ar.

Podemos também analisar o crescimento da area dos tridangulos. Para isso, vamos definir um mapa
iterativo para a area:

V3
A = = (ap- ™).
V3
An+1 = T . a(z) . an.
3
An+1 = g 'An r2

Para analisar o comportamento da area dos tridngulos ao longo da sequéncia, vamos considerar

uma funcéo f(r) que relaciona a razdo r e a area A dos triangulos. Teremos que:

3

f(r)= AT

Nk

Podemos entdo utilizar essa funcdo para gerar as iteracées da sequéncia. Dado um triangulo inicial

com area A,, podemos calcular a area do préximo triangulo como:

Alzf(r):‘/Tg'Ao'rz-

Analogamente, a area do triangulo seguinte sera:

Azzf(r):g-Al-rz.

Podemos generalizar esse calculo para obter a area do n-ésimo triangulo:

Ap :f(r) = ‘/Tg “Ap re.

Portanto, podemos representar a sequéncia das areas dos triangulos como:
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Ao, f(r), f (1, f (), f (s f (1, £ (1)), ...

Observamos que essa sequéncia pode convergir para um valor constante se a razao r estiver no
intervalo 0 < r < 1. Isso significa que, quanto menor a razdo, mais rapidamente a sequéncia das
areas ird convergir para um valor constante. Por outro lado, se a razao r for maior do que 1, a

sequéncia das areas ird crescer indefinidamente.

Assim, podemos utilizar Sistemas Dinamicos para analisar o comportamento da area dos triangulos

equildteros em uma sequéncia que segue uma PG.

3.1.2 Exemplo de aplicacao 2:

Vamos construir uma sequéncia de triangulos de maneira recursiva. Considere um triangulo retan-
gulo T; com catetos de comprimento [. Agora, ao dividirmos T; em quatro triangulos iguais obser-
vando o procedimento adotado na Figura 3.1, denominados T,, T, T, e T5 em seguida selecionamos
o Ts. Repetimos essa construgao, ou seja, dividimos T, em quatro triangulos congruentes e selecio-
namos um deles, denotado por Ty. Repetindo novamente dividimos T4 e selecionamos o T;5. Prosse-
guindo deste modo, dividiremos os triangulos T,, Tg, T}, ... € selecionaremos Ts, Ty, T;3,.... Vamos
determinar a soma das areas de todos os triangulos selecionados utilizando conceitos de Progressao

Geomeétrica.

Figura 3.1: Triangulos retangulos divididos em 4 partes

A drea de um triangulo retangulo é dada pela férmula

base - altura
AS——

No nosso caso, considerando que os catetos de T; tém medida [, a érea de T, sera

-1 17
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Agora, vamos analisar a area dos triangulos gerados a partir da divisao de T;.

=M (0)..

Podemos observar que o T5 tém a mesma area, que é um quarto da area do triangulo original T;.

Esse processo de divisao serd repetido em um dos triangulos resultantes. Por exemplo, ao dividir-

mos T,, teremos os triangulos Ty, T, Tg e Ty. A area de T, sera calculada usando a mesma ldgica:

A(T,) = A(f).

Esse processo de divisao serd repetido em um dos triangulos resultantes. Por exemplo, ao dividirmos

T,, teremos os triangulos Ty, T;;, T, € T15. A drea de T,5 sera calculada do mesmo modo:

A(T9).

A(T13) = 4

Repetindo esse processo infinitamente percebemos que o tridngulo formado pela nova diviséo sera
sempre um quarto do tamanho do triangulo considerado anteriormente. Para calcular a soma das
areas dos triangulos resultantes, podemos utilizar o conceito de soma dos infinitos termos da Pro-

gressao Geométrica.

Vamos denotar a area de cada triangulo selecionado porA;,A,,As,...,emqueA, éadreade T, A,
é a area de Ty, A; é a area de T3, e assim por diante. Podemos observar que a sequéncia das areas
dos tridangulos selecionados segue um padrao. A area de cada triangulo é dividida por 4 em relacao
ao triangulo anterior. Mais ainda, considerando a funcéo f(x) = %, onde x representa a area do
triangulo, esta sequéncia de areas corresponde a 6rbita da condicao inicial x, = A;, por esta funcao
f ,isto é,

ﬁ;’(xo) ={f"(xo);n =0} ={A;,A,,... }.

Esta é a mesma funcdo do Exemplo 2.25, de onde obtemos

Al:g’
A

Azzf,

A3::2.
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Como analisado no Exemplo 2.25, independentemente do lado [, as areas dos tridngulos irdo ficar
arbitrariamente pequenas e convergir para zero. Aqui podemos pensar que “o tridngulo de area zero”

é um ponto fixo atrator para f.

A partir dessa observacdo, podemos perceber que a area de cada tridngulo selecionado é sempre
dividida por 4 em relacdo ao triangulo anterior, o que significa que estamos diante de uma Progressao
Geométrica de razao %. Para calcular a soma das areas dos triangulos selecionados, podemos usar a
féormula da soma dos termos de uma Progressdao Geométrica Finita:

:a-(l—r”)

Sy ,
1—r

em que S, é a soma dos termos da Progressao Geométrica, a é o primeiro termo da Progressao (no
nosso caso, a area do primeiro triangulo selecionado, A;), r é a razao da Progressao (no nosso caso
1 7 s ~ s A .

7), € o nimero de termos da Progressao (no nosso caso, o numero de triangulos selecionados
gue gueremos considerar). Aplicando essa férmula, podemos obter a soma das areas dos triangu-
los selecionados. Por exemplo, se quisermos calcular a soma das areas dos n primeiros triangulos

selecionados, teriamos:

1—r"
S,=A, - ——
1—r

2 1—(3)

Sp=— —F—
8 1—3

Assim, podemos usar essa férmula para calcular a soma das areas dos triangulos selecionados, con-

siderando o numero de termos desejado.

Quando n tende ao infinito, obtemos a soma S das areas de todos os triangulos selecionados na

1

4)n tende a zero, pois |%| < 1. Portanto,

construcao. Observe que, se n tende ao infinito, entao (

) 1?2 1—-0 [?
S=limS,=—- = —,
n—00 8 1—% 6

Este é um exemplo muito interessante, pois é possivel encontrar essa soma infinita de areas de outro
modo, um tanto intuitivo, observando algumas simetrias na construcao. Observe que, se denotamos
por B; a area do triangulo T,, por B, a area de Tg, assim por diante, como foram destacados em
vermelho na Figura 3.2 é imediato perceber que a soma infinita das areas B, + B, + B; +... resulta
no mesmo valor S, uma vez que A; = B;, parai = 1. E, do mesmo modo, a soma das areas dos

triangulos em branco também resulta em S. Assim, a soma das areas de todos os triangulos resulta

em3$=%-l-l,ouseja,5=%.
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n

Figura 3.2: Triangulos: representacdo da area considerada

3.1.3 Exemplo de aplicacao 3:

Esse exemplo é equivalente ao procedimento que foi feito no exemplo de aplicacdo 1, onde o
exemplo de aplicacdo 1 é um triangulo equilatero e aqui temos um quadrado. Suponha que tenhamos
um quadrado de lado inicial a, e vamos denotar a area desse quadrado como A,. Agora, vamos
considerar uma sequéncia de quadrados, onde o lado de cada quadrado é dado por uma Progressao

Geométrica de razao r. Portanto, o lado do n-ésimo quadrado sera:

A &rea de um quadrado pode ser calculada pela férmula A = 12, onde [ é o lado do quadrado. Utilizando

essa férmula, podemos calcular a drea de cada quadrado da sequéncia:
— n—1\2 _ 2 2(n—1
A, =(ay-r )—ao-r( ),

Agora, vamos analisar essa sequéncia utilizando Sistemas Dindmicos. Para isso, precisamos definir
um que relacione dois termos consecutivos da sequéncia. Podemos definir o mapa da razdo r como:
_ Any1

rn+1 -
an

Substituindo os valores de a, na equagao acima, temos:

ClO * l”n
r = =T
n+1 ao . rn_l
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Portanto, o mapa da razao é constante e igual a r. Podemos também analisar o crescimento da area

dos quadrados. Para isso, vamos definir um mapa iterativo para a area:

— n2 _ 2 2n __ 2
A =(ap- ") =a;-r"=A, -1

Vamos definir a funcdo f(x) como a funcéo que gera as iteracdes da area dos quadrados da sequén-

cia. Portanto, temos:

f(x)=x-r%

Agora, vamos aplicar o mapa iterativo para essa funcao. Assim, temos:

frea) = Q) =x-r"

Ou seja, a funcao f(x) eleva a area do quadrado ao quadrado a cada iteracao n.

Portanto, temos um mapa iterativo para a drea que depende da razéo r. Dependendo do valor de
r, podemos ter alguns comportamentos interessantes. Por exemplo, se r > 1, a drea dos quadrados
crescerd exponencialmente a cada iteracao. Por outro lado, se 0 < r < 1, a 4rea dos quadrados

diminuird a cada iteracao. Se r = 1, a drea se manterd constante.

Assim, podemos utilizar Sistemas Dinamicos para analisar o comportamento da area dos quadra-

dos em uma sequéncia que segue uma PG.

3.1.4 Exemplo de aplicacao 4:

Esse exemplo é equivalente ao procedimento que foi feito no exemplo de aplicacdo 2, onde o
exemplo de aplicacdo 2 era um triangulo retangulo e agora € um quadrado. Vamos considerar um
quadrado Q; de lado [. Se dividirmos esse quadrado em quatro quadrados iguais, denominados
Q.. Q3, Q4 e Qs5, podemos determinar a soma das areas de todos os quadrados resultantes usando

conceitos de Progressdao Geométrica.

A &rea de um quadrado é dada pela férmula A = [2. Portanto, a 4rea do quadrado Q; é

A(Ql) =%
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Agora, vamos determinar a area dos quadrados gerados a partir da divisao de Q;.

AQy) = AQ) _

ZZ
4 4
Podemos observar que o Q5 tem a mesma area que os outros quadrados gerados na primeira divisao,

que é um quarto da area do quadrado original Q;.

Esse processo de divisao sera repetido em um dos quadrados resultantes. Por exemplo, ao divi-
dirmos Q,, teremos os quadrados Qg, Q,, Qg € Qy. A drea de Qg sera calculada usando a mesma

légica:
A(Qs)

A(Q9) = 4

Esse processo de divisao pode ser repetido infinitamente, e podemos perceber que o quadrado for-

mado pela nova divisdo serd sempre um quarto do tamanho do quadrado considerado anteriormente.

Agora, vamos calcular a soma das areas dos quadrados resultantes usando o conceito de Progres-

soes Geométricas Infinitas.

Vamos denotar a area de cada quadrado resultante como A;,A,,A;,..., onde A, é a drea de Qq, A,

€ a area de Qs, A3 é a area de Q;3, e assim por diante.

Podemos observar que a drea de cada quadrado resultante é sempre dividida por 4 em relacao ao

guadrado anterior. Isso significa que estamos diante de uma Progressdao Geométrica de razao %.

Podemos calcular a soma das areas dos quadrados resultantes usando a férmula da soma de uma

Progressao Geométrica finita:
_a-(1—=r")

S
" 1—r

3

onde: S,: é a soma dos termos da Progressao Geométrica; a: € o primeiro termo da Progressao (no
nosso caso, a area do primeiro quadrado resultante, A;); r: é a razdo da Progressao (no nosso caso,
%); n: é o numero de termos da Progressao (no nosso caso, o numero de quadrados resultantes que

queremos considerar).

Aplicando essa formula, podemos obter a soma das areas dos quadrados resultantes. Por exemplo,

se quisermos calcular a soma das areas dos n primeiros quadrados resultantes, teriamos:

A-r 2 1-()
1-r 4 1-1°

S, =A,

e
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Quando n tende ao infinito, podemos simplificar a expressao S, para:
> 1-(

g 2L 16
4 1-

A=

B L

. . . n . 7 . . . 7 .
Quando n tende ao infinito, (%) tende a zero, pois qualquer nimero elevado ao infinito é igual a

zero. Portanto, a expressao se torna:

s > 1-0
oo — 7 1
4 1-— v
Simplificando:
s _ ? 1
43
Multiplicando pelo inverso de %:
1> 4
Sec =—"—.
4 3
Simplificando:
12

2
Portanto, quando n tende ao infinito, a expressao S,, se simplifica para %

Isso significa que a soma das areas dos quadrados resultantes, quando consideramos um ndmero

infinito de quadrados, é um terco da drea do quadrado original Q;.

3.1.5 Exemplo de aplicacao 5:

Neste caso, vamos aplicar conceitos de Sistemas Dinamicos para analisar o crescimento de popu-
lagbes ao longo das geracbes. Consideraremos uma populagao inicial de individuos, denotada por P,
e uma taxa de crescimento r, que indica a proporcao do aumento populacional a cada geracao. Para
calcular o nimero de individuos em diferentes geragdes, utilizaremos a formula P, = r" - P,, onde P,

representa o nimero de individuos na geracao n.

Vamos entdo em primeira analise supor que a taxa de crescimento seja r = 1,2 e a populacao
inicial seja de P, = 100 individuos. Podemos calcular o nimero de individuos para diferentes geragdes

da seguinte forma:
Na primeira geragao (geragao 1): P, =r-P,=1,2-100 = 120 individuos.

Na segunda geracao (geragao 2): P, =r-P, =1,2-120 = 144 individuos.
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Na terceira geragao (geragao 3): Py =r-P,=1,2-144=172,8 individuos.
Podemos continuar calculando o nidmero de individuos para cada geracao sucessiva.

Essa é a ideia por trds de aplicar o limite infinito da Progressao. Ao considerarmos o limite da
sequéncia conforme o nimero de geracdes tende ao infinito, podemos obter uma estimativa para o

comportamento a longo prazo da populacao.

Por exemplo, se quisermos saber a populacao em um tempo muito distante, quando n tende
ao infinito, podemos usar o limite infinito da Progressdo para encontrar esse valor: lim, ,., P, =

1 n
lim, , " P,.

Se a taxa de crescimento r for inferior a 1, a populacao tendera a zero (extincédo), pois a proporcao
de individuos na geracao n+ 1 em relacao a geracao anterior diminuird a cada geracao. Por outro

lado, se a taxa de crescimento r for maior que 1, a populacao crescera indefinidamente.

Portanto, a analise de Sistemas Dinamicos Discretos ,aplicada a uma Progressao Geométrica, pode
nos ajudar a entender o comportamento do crescimento populacional ao longo do tempo e a estimar

a populacao em um futuro muito distante.

Em segunda analise, consideraremos uma colbénia de bactérias em que a populacdo inicial seja de
100 individuos e que a cada hora cada bactéria se reproduza e dé origem a duas novas bactérias, ou
seja, a taxa de crescimento seja constante. Nesse caso, temos uma Progressdo Geométrica, onde o

termo inicial a, € 100 e arazaor é 2.

Podemos calcular o nUmero de bactérias apés P horas utilizando a férmula da Progressdao Geomé-

trica: a, = a, - " *. Nesse caso, teriamos: a, = 100 - 2P,

Se quisermos calcular o limite infinito da Progressao, ou seja, o nimero de bactérias apds um

tempo muito longo, podemos aplicar o limite: limp_, o, ap = limp_, o, 100 - 2771,

Podemos observar que, a medida que P cresce, a expressao 2°~1 cresce exponencialmente, o que

significa que a populacdo de bactérias também crescera de forma exponencial.
Resolvendo o limite infinito, teriamos: lim,_,,, 100 - 2771 = co.

Portanto, o nimero de bactérias tende ao infinito a medida que o tempo passa, indicando um

crescimento populacional ilimitado.

Esse exemplo de Progressao Geométrica, aplicado a um caso pratico de crescimento populacional,
pode ser analisado por Sistemas Dinamicos Discretos e resolvido aplicando o limite infinito da Progres-

sdo. Ele demonstra como um fendmeno natural, como o crescimento de uma colonia de bactérias,
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pode ser modelado e estudado utilizando conceitos matematicos.

3.1.6 Exemplo de aplicacao 6:

A matematica babil6nica, uma das primeiras formas de matemaética conhecidas na histéria, desen-
volveu métodos interessantes para aproximar valores de raizes quadradas. Um dos exemplos mais

emblemaéticos é a aproximacao de v/2. (Ver mais detalhes em [9]).

Figura 3.3: Esta tableta mostra que os babilénios sabiam que a diagonal de um quadrado é igual a V2 vezes
seu lado. Trata-se, provavelmente, de um exercicio escolar que emprega uma aproximacao para

a v/2.[9]

Na Figura 3.3, a direita, os nimeros correspondem a uma expressao na base 60, que pode ser

interpretada como segue:

42.25,35 24 51 10
Y —1.24,51,10 =14+ — +

— +——=1,414212963...
30 60 602 603 42129

a qual fornece um valor que é muito préximo de v/2.

O método babilénio de extrair raizes quadradas, também conhecido como método de Herdo, foi
desenvolvido por Herdo de Alexandria no século | d.C. Ele incluiu esse método em sua obra chamada

"A Métrica". Ver mais detalhes em [1].

Esse método consiste em realizar uma série de aproximacdes sucessivas para encontrar a raiz
quadrada de um nimero. Um palpite inicial é feito e, a partir dele, sao feitas iteracdes para se chegar

cada vez mais préximo do valor correto da raiz quadrada.

Essas iterac0es sao baseadas em uma férmula especifica que envolve a média entre o palpite

inicial e o numero original. A cada iteracdo, o novo valor é recalculado com base nessa férmula e o
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processo é repetido até que uma aproximacao suficientemente precisa seja alcancada.

O método de Herdo, portanto, permite a obtencdo de raizes quadradas de numeros de forma
eficiente, utilizando apenas operacdes basicas como adicao, subtracao, multiplicacdo e divisdo. Ele
constituiu uma contribuicao significativa para a matemética na época e continua sendo utilizado até

hoje.

Vamos inicialmente observar o método em pratica, em seguida apresentaremos uma justificativa
formal para sua validade. Para isso, seja x; 0 maior inteiro menor do que v'R, onde R é o valor para o

gual estamos procurando a raiz quadrada. Paran = 2,3,..., usamos a férmula de recorréncia

Xust = > (x+R)
n+1_2 n x .

n

Nesse caso, x;, X5, X3,... € Uma sequéncia de aproximagdes cada vez melhores para vR.

Calculemos a sequéncia aproximacdes para a raiz quadrada de R = 2 até xs:

X, = 1(valor inicial),

2

X, = = =Z=1.5,
2 2 2
2 2
X1+ 1.5+=
Xy = LR 1.5 = 141667,
2 2
X, + 2
Xy = ——2 & 1.41422,
2
X5+ 2

3 x
X, = —— ~ 1.41421,
2

X4+ 2

4
Xg = —— =~ 1.41421.
2

Portanto, chegamos a aproximagao xs ~ 1.41421 para a raiz quadrada de 2. Observe que o va-
lor dado por uma calculadora cientifica é v/2 = 1,4142135623..., ou seja, o0 método fornece uma

aproximacao muito boa, diferenciando-se apenas na quinta casa decimal.
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Figura 3.4: Método de aproximacao da raiz quadrada

Vamos, agora, calcular as aproximagdes para a raiz quadrada de R = 3 até xs:

Xo = 1(valor inicial),

Xo + j_o 1+% 4
xl = = = - = 2’
2 2 2
3 3
X+ = 2+ = 7
Xy = B = 2 =~ =1.75,
2 2 4
Xy + ;’—2
Xg = ~ 1.73214,
2
X3+ 3—3
X4 = ~ 1.73205,
2
X4+ o
X5 = ~ 1.73205.
2

Portanto, chegamos a aproximacao xs ~ 1.73205 para a raiz quadrada de 3. Observe que V3=

1,732050807... e o método aproximou rapidamente.
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Vamos calcular a raiz quadrada de R = 5 até x;:

X, = 2(valor inicial),

S5 5
Xo++— 242
PO AT S TS
2 2 4
S 5
X1+ 225+ 3¢
Xy = L — 22 ~2.2381,
2 2
Xy + =
Xy =— ™ ~2.2361,
5
x3 + -
Xy =— ® ~2.2361,
X4+ 3
X5 = ~ 2.2361.
2

Portanto, chegamos a aproximagao xs ~ 2.2361 para a raiz quadrada de 5.

Vamos calcular a raiz quadrada de R = 7 até xs:

X, = 1(valor inicial),

Xo + xlo 1+ % 8
X1 = - =3=%
2 2 2
X +L 4+l 9
X2 _ X1 — 4 = —_— = 2.625,
2 2 8
7 7
oo tetn 2625+ 555 | 376625, o
3= — > 143489~ 7
X3+Z 261985+ L
=t 261985 1 2.64576,
2 2
X;+ L 2.64576+ L
x= X 5 20970 n 2.64575.

Portanto, pelo método, chegamos a aproximacdo x5 ~ 2.64575 para a raiz quadrada de 7.
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Vamos calcular a raiz quadrada de R = 4 até x;:

xo = 1(valor inicial),

X+ xio 1+ % 5
X, = = = - = 25,
2 2 2
4 4
X1+ 25+%
Xy = L — 2.5 ~ 2.05,
2 2
X+ 5
X3 = — ~ 2.0122,
X3+ ¢
X, = —— ~ 2.00061,
2
X4+ 5
X5 = —— ~ 2.00001.
2

Portanto, pelo método dos babildnios, chegamos a aproximacao xs ~ 2.00001 para a raiz quadrada
de 4. O algoritmo dos babilénios é conhecido por sua convergéncia quadratica, o que significa que a
cada iteracdo, o niUmero de digitos corretos da raiz quadrada dobrard. Isso ocorre porque o algoritmo
utiliza o método da média aritmética para melhorar a estimativa inicial da raiz quadrada, calculando
uma nova média entre a estimativa anterior e o niUmero original. Como resultado, a cada iteracao,
a aproximacao se torna cada vez mais préxima da raiz quadrada verdadeira, resultando em uma
reducdo exponencial do erro quadrado e dobrando a quantidade de digitos corretos a cada iteracdo.
Por exemplo, na primeira iteracdo, € possivel obter uma aproximacdo com apenas um digito correto,

mas na segunda iteracao, esse nimero pode dobrar para dois, e assim por diante.

Assim como o método dos babilonios, o método de Newton também possui convergéncia quadra-
tica. Isso significa que a cada iteracdo, o nimero de digitos corretos da raiz dobrard. No entanto,
o método de Newton tem a vantagem de ser aplicavel a qualquer funcdo diferencidvel, ndo apenas
para a raiz quadrada. O método de Newton utiliza a reta tangente ao grafico da funcdo no ponto atual
de iteracao para encontrar uma aproximacao melhor da raiz. Essa reta tangente intersecta o eixo x
e esse novo ponto de intersecao é utilizado como préximo valor de iteragcao. A férmula recursiva do

método de Newton nos permite calcular esses pontos de iteracao de forma eficiente.

No entanto, é importante ressaltar que o método de Newton pode ndo convergir para a raiz correta
se a funcdo nao satisfizer determinadas condi¢cdes, como ter uma derivada continua e um ponto inicial
préximo o suficiente da raiz. Além disso, pode haver casos em que o0 método converge para uma raiz

errada ou converge muito lentamente. Portanto, é necessario escolher cautelosamente as condicdes

& UFU-FAMAT-PROFMAT 69



Aplicacoes de Sistemas Dinamicos Exemplos de aplicacoes de Sistemas Dinamicos Discretos

iniciais e verificar a convergéncia do método em cada caso especifico.

Método de Newton-Raphson

Método recursivo de Newton-Raphson, ou simplesmente método de Newton, em linhas gerais é

um algoritmo que utiliza a iteracao para encontrar uma raiz de uma funcao, como foi apresentado no

f0)
n

f(xn)

n—ésima iteragdo, x,, € o valor atual de x na n—ésima iteragéo, f(x,) é o valor da fungdo no ponto

Capitulo 1. A férmula geral do método é: x,.; = x onde x,.; € o valor atualizado de x na
x, e f'(x,) é a derivada da funcdo no ponto x,. O método inicia com um valor inicial de x e itera até
encontrar uma aproximacao suficientemente precisa da raiz da funcdo. A cada iteracgao, é atualizado
o valor de x de acordo com a férmula acima. O método recursivo de Newton pode ser implementado
de forma recursiva, ou seja, a prépria funcao é chamada dentro dela mesma para realizar as iteragdes.
A condicdo de parada da recursao geralmente é quando a diferenca entre as iteragdes consecutivas

é menor gue uma tolerancia pré-definida.
Vamos entender como o Método de Newton funciona geometricamente.

Seja x; a primeira aproximacdo para a raiz r. A reta tangente t; ao grafico de f no ponto (x;, f (x;))
tem por equacéo y — f(x;) = f'(x;)(x — x;). Para encontrar a intersecéo x, dessa reta com o eixo x,

fazemos y = 0 na equacao da reta tangente:

0—f(x1) = f'(xy) (o — 7).

Simplificando, obtemos:

U _f(xl)
2 ' f/(x1)'

Isso nos da a segunda aproximagao x,. Notamos que para utilizar esse método, é necessario que

f’(x;1) # 0. Veja a Figura 3.5.

Continuando o processo, consideramos a reta tangente t, que passa pelo ponto (x,, f(x,)). A
equacgao dessa reta é y — f(x,) = f'(x,)(x —x,). Para encontrar o préximo ponto de intersegdo x;

dessa reta com o eixo x, fazemos y = O:

0— f(x5) = f' () (23— x3).

& UFU-FAMAT-PROFMAT 70



Aplicacoes de Sistemas Dinamicos Exemplos de aplicacoes de Sistemas Dinamicos Discretos

Simplificando, temos:

f(x3)

SIS

Podemos continuar esse processo de iteracdo utilizando a mesma ldgica:

S (xn)

xn+1 = xn f/(x )'
n

Sempre supomos f’(x,) # 0. Essa férmula de recorréncia nos permite obter uma sequéncia de
aproximagdes xi, X5, X3,... quUe convergem para a raiz real de f(x) = 0, desde que as condigdes

iniciais sejam satisfeitas.

Aplicando o Método de Newton para o calculo de raizes quadradas

Podemos utilizar o Método de Newton para obter aproximacdes para raizes quadradas de R. Nesse
caso obtemos a recorréncia x,.; = % - (x, + xi) tomando f(x) = x> —R, onde R é o radicando na raiz

quadrada a ser aproximada.

Para verificar que o método x,,,; = % (x, + xﬂ) € um caso particular do método de Newton, vamos
n

substituir f(x) = x?—R na férmula geral do método de Newton:

f(x,)

XTH—]. = xn_f/(x )'
n

Calculando f'(x):
o0 =L (x?—R) = 2x.
dx

Agora substituindo f(x) e f'(x) na férmula do método de Newton:

x?—R
Xnp1 = Xp —
n n 2Xn
Simplificando a expressao:
X, + R
X 1 =X -
n+ n 2 2x

1
Multiplicando por 5:

1 R
Xny1 = E : (Xn + x—)

n

Chegamos entao na mesma férmula do método dado, portanto, podemos concluir que o método
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1
Xpp1 = 5 (xn + xin) é um caso particular do método de Newton tomando f(x) = x*—R.

A figura a seguir mostra a Geometria que caracteriza o Método de Newton. 3.5 Este procedimento
de iteracdo consiste em usar as retas tangentes ao grafico de f para obter aproximacdo para a raiz

R.

150

100

Figura 3.5: Observemos que a sequéncia x,, converge para r, isto é, lim,,_,, X, =1 [17]

Como discutido anteriormente, o método Newton-Raphson é aplicavel para determinar o zero de
funcbes reais com uma variavel real. Supomos que a segunda derivada f”(a) existe e é diferente de
zero, e que tanto a primeira derivada f’ quanto a segunda derivada f” existe. Observando o Teorema
de Taylor de segunda ordem, podemos utilizar esta aproximacao para obter uma expressao que se
aproxima do valor de f(x) préximo ao ponto a. Considerando uma funcdo f(x) com derivadas até a

segunda ordem em um intervalo aberto contendo o ponto a, podemos escrever a seguinte expressao:
/ 1 11 = 2
fe)=f(@)+f(a)x —a)+ 2 f(X)(x —a)”

Onde f(a) representa o valor da funcéo no ponto a, f'(a) é a primeira derivada da funcéo no ponto
a, f”(x) é a segunda derivada da funcdo em um valor X entre x e a, e (x —a)? é o termo de correcéo

de segunda ordem.

O método de Newton-Raphson é uma técnica iterativa utilizada para encontrar raizes de funcdes.
A partir de um valor inicial x,, podemos calcular uma sequéncia de valores x, que se aproximam da

raiz da funcado, utilizando a férmula
fx)
f(x,)

No caso particular em que temos a fungéo f (x) = x2—R = 0, utilizamos o método de Newton-Raphson

xn+1 = Xn
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de forma simplificada, com a férmula

i (x+R)
n+1_2 n Xn'

Para justificar a convergéncia deste método para esse caso particular, podemos considerar a funcao

auxiliar
X

x)=—+—,x#0
g(x) 2t ox #

Utilizando o Teorema de Taylor em g(x) = % . (x + g) com p € I (um intervalo onde x > p > 0),

encontramos um ponto x entre p e x tal que

800 = 8(p)+ 8/ (P)x —p) + 58" ()x —pY"

Note que nas hipéteses do método de Newton-Rapson, temos a funcdo f(x) = x*> —R para o célculo

da raiz quadrada, sendo entdo p € R tal que f(p) = 0. Por definicdo, temos

f(p)=0 < p>*-R=0 < p=+R

Além disso, para que o método de Newton-Raphson seja aplicavel, precisamos ter

f'(p)#0 < 2p#0<p #0.
Agora, podemos calcular os valores de g(p), g'(p) e g”(p) para o ponto p. Temos

1 R 1 p? 1
g(p) z(p p) z(p p) 5 2p=p

A derivada de g(x) em relacdo a x é dada por g'(x) = % (1 — %),x # 0.

Portanto, pela derivada de segunda ordem de g(p) em relacéo a p, temos g”(p) = z%' Substituindo

os dados encontrados no Teorema de Taylor:

800 = g(p) + g (P —p) + 3¢ (D) (x —pY,

temos:
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R
g(X)=p+0-(x—p)+§-(x—p)2-
Portanto,
R 2
g(x)=p+§-(x—p), (3.1)

onde X esta entre x e p. Com isso, definimos a bacia de atragdo como o conjunto
B={x €R||x—p|<p},

onde p > 0 é tal que K = gp < 1. Neste caso, a bacia de atracao é o intervalo onde faremos
o "chute" inicial. Para qualquer x; pertencente a B, temos |x; —p| < p. Entdo, como x, = g(x;),

utilizando (3.1), obtemos

<§-p2=(§p)p <p.

R
lx, —pl= |t - (x; —p)?
X

Portanto, podemos concluir que se x; € B e |x; —p| < p, entdo x, € B, pois |x, —p| < p. Mais que
isso, obtemos |x, —p| < K|x; —p|. De forma anéloga, se x, € B e |x,—p| < p, entédo x; € B e

x5 —pl < Kl[x; —pl.

Desse modo, observamos que a distancia entre x,_; € p € sempre menor que p. Podemos, entdo,
demonstrar que a sequéncia x, converge para p = +/R calculando a sequéncia de valores absolutos

das diferencas. Temos que:

|x,41 — Pl < Kl|x,—pl,

|Xn+1 _pl < Kzlxn—l _P|,

|x,41 — Pl <K"|x; —pl.

Como K < 1, temos que K" — 0, o que implica em K"|x; —p| — 0. Portanto, |x,.; —p|— 0, 0

que nos leva a concluir que x,,; — p = vR.
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CAPITULO 4

Sequéncias didaticas para o Ensino Médio

A presenca da Matematica em nosso entorno é amplamente perceptivel. Ela se manifesta de di-
versas formas, como em padrdes e proporcdes na arte, harmonia musical, estruturas arquitetonicas
e organizacdo da natureza. Além disso, a Matematica é fundamental em campos como Economia,
Fisica, Engenharia e Arquitetura. Por meio do entendimento matematico, conseguimos compreender
o mundo de forma mais profunda. No entanto, o ensino de Matematica na Educacao Bésica enfrenta
desafios. Muitos alunos tém dificuldades em compreender os conceitos, comprometendo a sua vi-
sao de mundo. Essa problematica é especialmente evidente no Ensino Médio, onde os estudantes

costumam ter dificuldades com funcgdes e a linguagem algébrica.[16]

Na perspectiva de melhorar o ensino e aprendizagem da Matematica, é de extrema importancia
a busca por estratégias que proporcionem um aprendizado eficiente e envolvente. Dentre as alter-
nativas promissoras, destaca-se a utilizacdo de sequéncias didaticas, que constituem-se como um
conjunto organizado de atividades relacionadas a um tema especifico. Essa abordagem pretende
facilitar a assimilacdo dos conteldos pelos alunos, incentivando sua participacdo ativa, estimulando
o desenvolvimento de habilidades de resolucao de problemas e promovendo discussées em grupo.
Ademais, as sequéncias didaticas auxiliam na conexao dos conceitos matematicos com sua aplicacao

pratica, conferindo ao aprendizado uma perspectiva interessante, significativa e duradoura.[8]

Com base nessa premissa, sera apresentada uma selecao de seis sequéncias didaticas envolvendo
Sistemas Dinamicos aplicados em Progressdes Geométricas, tema este que faz parte da Base Naci-
onal Curricular Comum e é desenvolvido no primeiro ano do Ensino Médio de acordo com a sua ori-
entacdo.Dentre essas sequéncias, sera escolhida uma para ser aplicada em trés turmas de primeiro
ano do Ensino Médio. Essas sequéncias foram disponibilizadas de modo a representar varios tipos

de aplicacoes, algumas das quais sao analogas, a fim de possibilitar que o leitor, professor de Ma-
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temadtica, possa escolher livremente a que melhor se adequa a sua turma e realidade. A sequéncia
selecionada reflete a realidade das turmas de primeiro ano do Ensino Médio onde sera aplicada, le-
vando em consideracao as necessidades e dificuldades dos alunos. Além disso, buscou-se elaborar as
seis sequéncias de forma gue outros professores, mesmo diante de realidades de turmas diferentes,

também possam aplica-las.

4.1 Sequéncia didatica do primeiro exemplo do Capitulo 3

Sequéncia Didatica:
Tema: Sistemas Dinamicos e Progressées Geométricas.

Objetivos:

e Compreender o conceito de Sistemas Dinamicos aplicados a sequéncias;
* Explorar a relacdo entre Sistemas Dinamicos e Progressées Geométricas;

e Utilizar a férmula da area de um triangulo equildtero como exemplo concreto da relacao entre

Sistemas Dinamicos e Progressdes Geométricas.

Duracao: 3 aulas de 50 minutos cada.

Recursos necessarios:

* Quadro branco ou lousa;
* Marcadores;
* Exercicios impressos ou disponibilizados em folhas para os alunos;

* Calculadora (opcional).

Aula 1:
Introducao:

Iniciar a aula explicando que Sistemas Dinamicos sdo uma forma poderosa de representar e ana-
lisar sequéncias matematicas que evoluem ao longo do tempo. Para compreender e trabalhar com

Sistemas Dinamicos, é necessario estar familiarizado com o conceito de sequéncia matematica, que
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é uma lista ordenada de elementos que segue um padrao predefinido. As sequéncias podem ser re-
presentadas por meio de Sistemas Dinamicos, usando uma ferramenta chamada mapa iterativo. Um
mapa iterativo é uma funcdo matematica que descreve como cada elemento da sequéncia evolui em

relacao ao elemento anterior.
Desenvolvimento:
Parte 1:

Em seguida, introduzir o conceito de Progressao Geométrica. Explicar que uma PG é uma sequén-
cia em que cada termo é obtido multiplicando-se um ndmero chamado razao pelo termo anterior.
Destacar as caracteristicas de uma PG, como a relacao de dependéncia entre os termos e a proprie-

dade multiplicativa.
Parte 2:

Demonstrar as férmulas para calcular o termo geral de uma PG e a soma dos termos de uma PG
finita. Explicar como identificar a razdo de uma PG e como calcular os termos da sequéncia utilizando
essa razado. Para fixar o conteldo, propor aos alunos a resolucao de exercicios simples envolvendo PG.
Os exercicios devem abranger tanto a identificacdo da razdo e calculo de termos especificos, quanto

o calculo da soma de uma sequéncia finita.
Parte 3:

Ao término da aula, reforcar a importancia dos Sistemas Dinamicos e das Progressdes Geométricas
como ferramentas fundamentais para a compreensao e modelagem de fendmenos matematicos que

evoluem ao longo do tempo.
Aula 2:
Introducao:

Explicar que na aula 2, sao abordados os triangulos equilateros, que sdao um caso especial de trian-
gulos em que todos os trés lados sdo iguais. Além disso, os trés angulos internos também sao iguais e
tém medida de 60 graus. Essas caracteristicas tornam os triangulos equilateros formas geométricas

regulares e simétricas.
Desenvolvimento:

Parte 1:
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Explicar que para calcular a area de um triangulo equilatero, utiliza-se a seguinte férmula:
V3
Area = il (lado)?,

em que "lado" representa o comprimento de qualquer um dos lados do triangulo. Essa férmula é
derivada do fato de que um tridngulo equilatero pode ser subdividido em dois triangulos retangulos
congruentes, com um angulo interno de 60 graus. Para facilitar a compreensao e aplicacdo da fér-
mula, serdo feitos alguns calculos exemplificativos. Suponha um triangulo equildtero com um lado de

comprimento de 6 cm. Para encontrar a area, substituimos "lado" na férmula pelo valor dado:

Area = ? x (6)2.

Simplificando, temos:

3
Area = % x 36.

Agora, podemos calcular numericamente:

V3 %36
Area = ——.
4
36 x3
Area =
4

Area = 4/ 9 x 3.
Area = v/ 27.

Area = 9+/3cm.

Parte 2:

Agora, os estudantes sdao desafiados a calcular a drea de alguns triangulos equildteros dados,
fornecendo o comprimento do lado. Por exemplo, se o lado medir 5 cm, qual seria a 4rea? Eles
devem utilizar a férmula e simplificar o resultado. Além disso, os estudantes sdo incentivados a
explorar diferentes triangulos equiladteros e comparar as areas obtidas. Verificar se ha algum padrao
ou relacdo entre o lado e a area pode ser um exercicio interessante para entender melhor essas

formas geométricas.

Parte 3:
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Nessa parte da aula, sera analisada uma sequéncia de triangulos equilateros. O objetivo é estudar
a relacao entre a razdo de uma Progressao Geométrica e o lado e a area de cada tridngulo. Para
determinar o lado e a area de cada triangulo da sequéncia, utiliza-se a férmula da area do tridngulo
equildtero mencionada anteriormente. Os estudantes devem acompanhar o raciocinio passo a passo

e fazer anotacdes para resolver esse exemplo proposto.
Aula 3:
Introducao:

Explicar que nessa aula, serd feita uma anadlise do mapa da razao. O mapa iterativo do exemplo
proposto, relacionado a razdo da Progressao Geométrica, serd revisado. Sera explicado como deter-
minar a constancia da razdo por meio do mapa, mostrando que a razao deve permanecer a mesma
para todos os tridngulos da sequéncia. Serd solicitado aos alunos que calculem a razdo para alguns

casos da sequéncia de triangulos equilateros, fornecendo a drea e o lado respectivo de cada tridangulo.
Desenvolvimento:
Parte 1:

Em seguida, seré feita a andlise do mapa da &rea. O mapa iterativo do exemplo proposto, relaci-
onado a area dos tridangulos equilateros, sera relembrado. Os alunos serdo estimulados a identificar
padroes e comportamentos da area para diferentes valores da razdo. Sera solicitado que analisem
os resultados obtidos e levantem hipdteses sobre o que acontece com a area quando a razdo é maior
gue 1, quando é menor que 1 e quando é igual a 1. A resolucao do exemplo proposto serd realizada,
utilizando os conceitos aprendidos. Serd mostrado como determinar a razdo, o lado e a érea de cada
triangulo da sequéncia. Os alunos serao incentivados a acompanhar o raciocinio e fazer anotacdes
sobre cada passo realizado. Serao estimulados a levantar questionamentos sobre o exemplo e a

compartilhar observacdes e conclusdes.
Parte 2:

Em seguida, serao propostas atividades praticas relacionadas ao tema, para que os alunos possam
praticar. Exercicios como calcular os termos de uma PG, determinar a area de tridngulos equiladteros
ou analisar o comportamento da area em uma sequéncia serdo sugeridos. Sera estimulado que criem
outros exemplos e explorem diferentes comportamentos das sequéncias em Sistemas Dinamicos,

como variacdes na razao da PG ou na férmula da drea de um triangulo.
Avaliacao:

No encerramento da aula, serd feita uma revisao dos principais conceitos abordados, destacando a
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importancia dos Sistemas Dinamicos na andlise e compreensao das sequéncias matematicas. Serao
tiradas as davidas dos alunos e eles serdo incentivados a fazer uma sintese de tudo que aprenderam,
desde os conceitos de Sistemas Dindmicos e Progressdes Geométricas até a aplicacdo desses conhe-
cimentos na resolucao do exemplo proposto. Serao encorajados a compartilhar com os colegas suas

conclusdes e observacoes sobre o comportamento das sequéncias estudadas.

4.2 Sequéncia didatica do segundo exemplo do Capitulo 3

Sequéncia didatica: Soma das areas de triangulos - Progressdes Geométricas.

Objetivos:

e Compreender o conceito de Sistemas Dinamicos aplicados a sequéncias;
* Explorar a relacao entre Sistemas Dinamicos e Progressdes Geométricas;

» Utilizar a férmula da drea de um triangulo equildtero como exemplo da relacdo entre Sistemas

Dinamicos e Progressdes Geométricas.

Duracao: 3 aulas de 50 minutos cada.

Recursos necessarios:

* Quadro branco ou lousa;
* Marcadores;
* Exercicios impressos ou disponibilizados em folhas para os alunos;

* Calculadora (opcional).

Aula 1:
Introducao:

Apresente aos alunos o conceito de triangulo retangulo e suas caracteristicas, enfatizando que
possui um angulo reto (90°) e dois lados perpendiculares chamados de catetos e um lado oposto
ao angulo reto chamado de hipotenusa. Explique a importancia do estudo da &rea dos triangulos

retangulos para resolver problemas geométricos e matematicos em geral.
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Apresente a férmula da area do triangulo retangulo:

base x altura
A= f

Mostre um exemplo de aplicacao da féormula, calculando a drea de um triangulo retangulo qualquer.
Discuta com os alunos sobre a férmula da &rea e suas aplicacdes em situacdes reais.
Desenvolvimento:
Parte 1:

Apresente o triangulo retangulo T; aos alunos, informando suas medidas de base (b) e altura (h).
Explore com os alunos a possibilidade de dividir o triangulo em quatro partes iguais, mostrando um
desenho na lousa que represente essa divisao (triangulos T,, T;, T, e T5). Peca aos alunos para

calcular a area do triangulo T; utilizando a férmula da area do triangulo retangulo.
Parte 2:

Em seguida, pega para calcular a area de cada um dos triangulos resultantes (T,, T, T, e T5).
Discuta as respostas com a turma e destaque que as areas sdo todas iguais. Estimule os alunos a

observarem a relacdo entre as medidas dos lados dos triangulos e suas areas.
Avaliacao:

Distribua uma atividade para os alunos, na qual eles devem calcular a drea de triangulos retan-
gulos com medidas diferentes. Corrija as atividades em sala de aula, tirando duvidas dos alunos e

reforcando o conceito de area de triangulos retangulos.
Aula 2:
Introducao:

Faca uma revisao rapida da aula anterior, relembrando o conceito de area do triangulo retangulo e
a divisdo do triangulo T; em quatro partes iguais. Recapitule com os alunos a relagdo entre as areas

dos triangulos resultantes.
Desenvolvimento:
Parte 1:

Explique aos alunos que podemos repetir o processo de divisao sucessiva em um dos triangulos
resultantes, como no caso do triangulo T,. Mostre a divisao do triangulo T, em quatro partes iguais

(triangulos Ty, T, Tg e Ty) utilizando um desenho na lousa. Para complementar a explicagdo sobre o
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processo de divisdo sucessiva, é possivel utilizar um software computacional, como o GeoGebra, para

demonstrar de forma visual a divisao do tridangulo.
Parte 2:

Peca aos alunos para calcular a drea de cada um dos triangulos resultantes (triangulo Ty) utilizando
a férmula da &rea do triangulo retdngulo. Discuta com a turma sobre os resultados e destaque que a
area de cada triangulo é um quarto da area do triangulo anterior. Estimule os alunos a observarem a

relacdo entre as areas dos triangulos sucessivos.
Parte 3:

Distribua uma nova atividade para os alunos, na qual eles devem calcular a drea de triangulos
gerados pela divisdo sucessiva. Incentive-os a fazer o desenho dos triangulos e a utilizar a férmula

da area para calcular as areas.
Avaliacao:

Realize uma atividade em que os alunos devem identificar a razdo entre as areas dos triangu-
los sucessivos de uma divisdo. Corrija as atividades em sala de aula, tirando duvidas dos alunos e

reforcando o conceito de razdo entre as areas dos triangulos sucessivos.
Aula 3:
Introducao:

Faca uma revisdo rapida das aulas anteriores, relembrando o conceito de divisdo sucessiva do
triangulo retangulo e a razdo entre as areas dos tridangulos resultantes. Explique aos alunos que
essa divisdo segue um padrao e que podemos representar a soma das dreas como uma Progressao

Geométrica.
Desenvolvimento:
Parte 1:

Apresente a férmula da soma de uma Progressao Geométrica Finita:

_ 1-r"
n_al>< (1—7')’

explicando cada elemento da formula. Aplique a férmula ao exemplo proposto, considerando o nu-

mero de triangulos desejado. Mostre passo a passo o calculo da férmula, explicando cada etapa.

Parte 2:
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Discuta com os alunos o resultado final e destague que, quando n tende ao infinito, a férmula se
simplifica. Estimule os alunos a perceberem que a soma das areas dos triangulos resultantes serd

sempre menor do que a area total do triangulo inicial.
Parte 3:

Distribua uma nova atividade para os alunos, na qual eles devem calcular a soma das areas de
triangulos gerados por uma divisdo sucessiva. Incentive-os a utilizar a férmula da soma de uma

Progressao Geométrica Finita para calcular as somas.
Avaliacao:

Realize uma atividade em que os alunos devem calcular a soma das dreas de uma divisdo sucessiva
com um numero grande de triangulos. Corrija as atividades em sala de aula, tirando dlvidas dos
alunos e enfatizando o uso da férmula da soma de uma Progressao Geométrica. Faca uma revisao
geral do conteldo abordado ao longo das aulas. Esclareca eventuais duvidas dos alunos. Reforce a
importancia do conceito de Progressdes geométricas e sua aplicacdo em problemas praticos. Estimule
os alunos a perceberem a relacdo entre a soma das areas dos triangulos retangulos resultantes das

divisdes sucessivas do triangulo e a area do triangulo retangulo originalmente dado.

4.3 Sequéncia didatica do terceiro exemplo do Capitulo 3

Sequéncia didatica: Compreendendo a relacdo entre areas e Progressdes Geométricas.

Objetivos:

* Introduzir o conceito de PG;

* Entender a relacao entre os termos de uma PG;

* Aplicar férmulas para calcular termos de uma PG;

* Compreender o conceito de Sistemas Dinamicos;

* |dentificar os componentes de um Sistema Dinamico;

* Aplicar o conceito de Sistemas Dinamicos na resolucdo de problemas;
* Analisar o comportamento do crescimento da sequéncia de quadrados;

* Relacionar o valor da razdo com o crescimento da sequéncia;
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* Interpretar os resultados obtidos através de Sistemas Dinamicos.
Duracao: 3 aulas de 50 minutos cada.

Recursos necessarios:

Quadro branco ou lousa;

Marcadores;

Exercicios impressos ou disponibilizados em folhas para os alunos;

Calculadora (opcional).

Aula 1:

Introducao:

Inicie a aula perguntando aos alunos se eles conhecem o conceito de sequéncia. Explique que uma

sequéncia é uma lista ordenada de elementos.
Desenvolvimento:
Parte 1:

Introduza o conceito de Progressao Geométrica (PG), explicando que é uma Sequéncia Numérica

onde cada termo é obtido multiplicando-se o termo anterior por uma constante chamada razao r
Parte 2:

Apresente a férmula do termo geral de uma PG:

onde a, é o termo n, a, € o primeiro termo e r é a razao.
Parte 3:

Resolva alguns exemplos no quadro, calculando termos de uma PG utilizando a férmula. Faca

exercicios em sala de aula para que os alunos pratiquem o calculo de termos de PG.
Aula 2:
Introducao:

Apresente o conceito de Sistemas Dinamicos, explicando que sdo modelos matematicos que des-

crevem a evolucao de um sistema ao longo do tempo.
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Desenvolvimento:
Parte 1:

Explique os trés componentes essenciais de um Sistema Dindmico: conjunto de estados, conjunto
de regras e mapa iterativo. Apresente o exemplo da sequéncia de quadrados, mostrando como pode-
mos representar essa sequéncia como um Sistema Dinamico. Explique como usar um mapa iterativo

para relacionar dois termos consecutivos da sequéncia.
Parte 2:

Resolva o0 mapa da razao para a sequéncia de quadrados no quadro, mostrando que a razao é

constante eiigual ar.
Avaliacao:

Faca exercicios em sala de aula onde os alunos devem encontrar os mapas iterativos para outras

sequéncias numéricas.
Aula 3:
Introducao:

Revisite o exemplo da sequéncia de quadrados, lembrando que o lado e a drea de cada quadrado

podem ser calculados utilizando férmulas.
Desenvolvimento:
Parte 1:

Explique os critérios para o crescimento da &rea dos quadrados: se r > 1, a drea cresce exponen-

cialmente; se 0 < r < 1, a drea diminui a cada iteracao; ser = 1, a 4rea se mantém constante.
Parte 2:

Resolva o mapa iterativo para a drea dos quadrados, mostrando como o valor da razdo afeta o

crescimento da area.
Avaliacao:

Faca outros exemplos em gue os alunos devem analisar o crescimento de sequéncias utilizando
Sistemas Dinamicos. Encerre a aula reforcando a importancia dos Sistemas Dinamicos para a andlise

de problemas matematicos e cientificos.
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4.4 Sequéncia didatica do quarto exemplo do Capitulo 3

Sequéncia Didatica: Explorando a Soma das Areas dos Quadrados Resultantes.

Objetivos:

* Compreender o conceito de soma de uma Progessdo Geométrica infinita;
* Entender os principios da Progressao Geométrica aplicada as areas dos quadrados resultantes;

* Resolver o exemplo pratico de soma das areas dos quadrados resultantes durante as aulas.

Duracao: 3 aulas de 50 minutos cada.

Recursos necessarios:

* Quadro branco ou lousa;
* Marcadores;
* Exercicios impressos ou disponibilizados em folhas para os alunos;

* Calculadora (opcional).

Aula 1:
Introducao:

Introduza o tema da aula: Explorando a Soma das Areas dos Quadrados Resultantes. Explique o
objetivo da sequéncia didatica e como ela sera desenvolvida ao longo das trés aulas. Estabeleca as

expectativas sobre o que os alunos irdao aprender e alcancar ao final das aulas.
Desenvolvimento:
Parte 1:

Inicie relembrando a férmula para calcular a &rea de um quadrado de comprimento [, A = [2, e
peca para os alunos escreverem essa formula em seus cadernos. Explore a relacdo entre a area do
quadrado original, Q,, e os quadrados resultantes, Qs, Qo, etc. llustre essa relagao no quadro ou na
lousa para melhor visualizacdo. Pergunte aos alunos: "O que podemos dizer sobre a drea de cada
quadrado resultante em comparacao com o quadrado anterior?". Certifique-se de que compreendam

gue a area de cada quadrado é um quarto da area do quadrado anterior.
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Parte 2:

Introduza o conceito de Progressao Geométrica e explique que estamos diante de uma Progressao
Geométrica com razao %. Expligue o que é uma Progressao Geométrica de maneira geral e como
podemos calcular sua soma para um nUimero finito de termos usando a férmula

:a-(l—r”)

S
" 1—r

Mostre exemplos numéricos de como calcular a soma de uma Progressao Geométrica Finita, usando
os valores da razdo, do primeiro termo e do nimero de termos. Peca para os alunos resolverem alguns

exercicios relacionados a Progressao Geométrica em duplas ou individualmente.
Parte 3:

Explique a férmula que usaremos para calcular a soma das areas dos quadrados resultantes,
usando a férmula da soma de uma Progressao Geométrica Finita. Faca a analogia entre os termos
da Progressao Geométrica e os quadrados resultantes. Demonstre como aplicar a férmula para cal-
cular a soma das areas. Dé um exemplo de aplicacdo da férmula considerando um ndmero finito
de quadrados resultantes. Incentive a participacao dos alunos, permitindo que facam perguntas e

esclarecam suas duvidas.
Avaliacao:

Peca aos alunos que estudem a férmula da soma das areas dos quadrados resultantes e que se

preparem para resolver exercicios semelhantes durante a préxima aula.
Aula 2:
Introducao:

Faca uma revisdo rdpida do conteldo abordado na aula anterior, resumindo os principais pontos

discutidos e esclarecendo eventuais duvidas dos alunos.
Desenvolvimento:
Parte 1:

Distribua exercicios impressos ou disponibilize-os em folhas para os alunos resolverem em duplas
ou individualmente. Os exercicios devem ser focados na aplicagao da férmula da soma das areas dos
quadrados resultantes, considerando um nimero finito de quadrados. Circule pela sala, auxiliando os

alunos que encontrarem dificuldades e tirando dulvidas individualmente.
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Sequéncias didaticas para o Ensino Médio Sequéncia didatica do quarto exemplo do Capitulo 3

Parte 2:

Proponha um problema mais complexo, que envolva a aplicacao da férmula da soma das areas
dos quadrados resultantes para um nimero maior de quadrados. Expliqgue aos alunos como adaptar
a férmula para calcular a soma das areas quando o nimero de quadrados tende ao infinito. Resolva
o exemplo pratico dado na questao inicial juntamente com os alunos, passo a passo, garantindo que

todos compreendam o raciocinio necessario para chegar a resposta correta.
Parte 3:

Divida a turma em grupos para que discutam os resultados obtidos nos exercicios e no exemplo
pratico. Incentive-os a comparar suas solucdes e raciocinios. Peca para cada grupo compartilhar seus

resultados e estratégias com a classe, estimulando a troca de ideias e o debate.
Avaliacao:

Peca aos alunos que revisem os conceitos discutidos nas aulas anteriores e que estejam preparados

para a atividade final que serd realizada na préxima aula.
Aula 3:
Introducao:

Faca uma breve revisao dos principais conceitos abordados nas aulas anteriores para garantir que

todos os alunos tenham compreendido o material.
Desenvolvimento:
Parte 1:

Entregue uma atividade final para os alunos resolverem individualmente. Essa atividade deve
abordar a aplicacdo dos conceitos aprendidos nas aulas anteriores, envolvendo a soma das areas
dos quadrados resultantes. Certifique-se de que a atividade proposta englobe diferentes niveis de
dificuldade, desafiando os alunos a aplicarem os conhecimentos adquiridos. Observe e corrija as

atividades enquanto os alunos as resolvem. Esteja disponivel para esclarecer ddvidas individuais.
Parte 2:

Incentive os alunos a compartilharem suas respostas e solucdes com a classe. Discuta cada ques-
tdo da atividade final com a turma, esclarecendo duvidas e reforcando os conceitos importantes

relacionados a soma das areas dos quadrados resultantes.

Avaliacao:
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Sequéncias didaticas para o Ensino Médio Sequéncia didatica do quinto exemplo do Capitulo 3

Faca um resumo dos principais pontos discutidos nas aulas, enfatizando os conceitos aprendidos
e sua relevancia. Reforce a importancia de compreender e aplicar corretamente a férmula da soma

das dreas dos quadrados resultantes.

4.5 Sequéncia didatica do quinto exemplo do Capitulo 3

Sequéncia Didatica: Introducao ao Crescimento Populacional Exponencial.

Objetivos:

* Introduzir o conceito de crescimento populacional exponencial;

* Entender o papel da taxa de crescimento na populacao;

* Apresentar a férmula para calcular o nimero de individuos em diferentes geracdes;
* Analisar o comportamento do crescimento populacional em diferentes taxas;

* Comparar o crescimento populacional com taxas menores e maiores que 1;

* Aplicar o conceito de limite infinito do termo geral da Progessdo Geométrica para estimar o

comportamento a longo prazo da populacao;

* Discutir as situacdes em que a populacao tende para a extingao ou crescimento indefinido.

Duracao: 3 aulas de 50 minutos cada.

Recursos necessarios:

e Quadro branco ou lousa;
* Marcadores;

* Exercicios impressos ou disponibilizados em folhas para os alunos;

Calculadora (opcional).

Aula 1:
Introducao:

Iniciar a aula explicando que iremos estudar sobre o crescimento populacional exponencial, que é

quando uma populacdao aumenta em uma taxa constante a cada geracao. Mostrar exemplos do dia
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a dia em que podemos observar esse tipo de crescimento, como o numero de seguidores em redes

sociais, o crescimento de uma populacdo de bactérias, etc.
Desenvolvimento:
Partel:

Explicar o conceito de taxa de crescimento, que é a proporcao do aumento populacional a cada
geracao. Mostrar exemplos de diferentes taxas de crescimento, como 1.2, 1.5 e 2. Discutir as diferen-
cas entre uma taxa de crescimento maior e uma taxa de crescimento menor. Apresentar a férmula
P, =r"-P, e explicar cada termo: P, representa o nimero de individuos na geragao n, r é a taxa
de crescimento e P, é a populagao inicial. Resolver alguns exemplos utilizando a formula, utilizando

valores simples para facil compreenséo.
Parte 2:

Dividir a turma em grupos pequenos e fornecer exercicios simples envolvendo a férmula do cres-
cimento populacional. Circular pela sala, auxiliando os grupos que tiverem ddvidas e incentivando a

participacao de todos.
Aula 2:
Introducao:

Fazer uma breve revisao dos conceitos abordados na aula anterior, perguntando aos alunos o que

eles lembram sobre crescimento populacional exponencial e a férmula utilizada.
Desenvolvimento:
Parte 1:

Mostrar graficos que representem o crescimento populacional com diferentes taxas (por exemplo,
uma taxa inferior a 1 e outra superior a 1). Discutir as diferencas entre os graficos, enfatizando que
uma taxa inferior a 1 leva a um declinio populacional, enquanto uma taxa superior a 1 implica em

crescimento indefinido.
Parte 2:

Dividir a turma em grupos e fornecer um problema pratico relacionado ao crescimento popula-
cional para cada grupo. Os grupos devem discutir e resolver o problema, utilizando a férmula do

crescimento populacional e registrando os passos utilizados.
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Sequéncias didaticas para o Ensino Médio Sequéncia didatica do sexto exemplo do Capitulo 3

Parte 3:

Solicitar que cada grupo apresente sua solucao para a classe. Promover uma discussao sobre as

diferentes abordagens utilizadas por cada grupo e as conclusdes encontradas.
Aula 3:
Introducao:

Relembrar os conceitos principais estudados nas aulas anteriores, incentivando os alunos a expli-

carem o que eles aprenderam sobre crescimento populacional exponencial.
Desenvolvimento:
Parte 1:

Explicar o conceito de limite infinito do termo geral da Progessao Geométrica e como podemos
utilizar esse conceito para estimar o comportamento a longo prazo da populacao. Dar exemplos de

como calcular o limite infinito do termo geral da Progessao Geométrica, utilizando a férmula

P :rn'Po.

n

Parte 2:

Resolver um exemplo pratico utilizando o limite infinito da Progessao Geométrica para estimar
a populacao em um futuro muito distante. Explicar passo a passo como chegamos ao resultado e

responder as dUvidas dos alunos.
Avaliacao:

Perguntar aos alunos qual é a conclusdo que podemos tirar desse exemplo pratico. Discutir as
situacbes em que a populacao tende para a extingao (taxa de crescimento inferior a 1) e as situacoes

em que a populacao cresce indefinidamente (taxa de crescimento superior a 1).

4.6 Sequéncia didatica do sexto exemplo do Capitulo 3

Sequéncia Didatica: Aproximacao da raiz quadrada utilizando o método babil6nio.

Objetivos:

* Introduzir o conceito de aproximacao da raiz quadrada;
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* Entender o método babilonio de extrair raizes quadradas;

* Realizar as primeiras iteracdes do método em exemplos simples.

Duracao: 1 aula de 50 minutos.

Recursos necessarios:

* Quadro branco ou lousa;
* Marcadores;
* Exercicios impressos ou disponibilizados em folhas para os alunos;

* Calculadora (opcional).

Aula 1:
Introducao:

Iniciar a aula explicando que sera estudado o método babilénio de aproximacdo da raiz quadrada.

Destacar a importancia dessa técnica no contexto histérico e sua relevancia atualmente.
Desenvolvimento:
Parte 1:

Explicar detalhadamente o método babil6nio de extrair raizes quadradas, destacando a férmula
de recorréncia e como utilizar essa férmula para realizar as iteracées. Mostrar exemplos simples de

aproximacao da raiz quadrada de nimeros inteiros.
Parte 2:

Dividir a turma em grupos e fornecer problemas simples envolvendo a aproximacao da raiz qua-
drada do exemplo anterior. Os grupos devem utilizar o método babildonio para realizar as iteracdes

necessarias e encontrar uma aproximacao da raiz quadrada de cada problema.
Parte 3:

ApOds a atividade pratica, reunir a turma para discutir as solugdes encontradas pelos grupos. Con-
duzir uma discussao sobre as dificuldades encontradas e as estratégias utilizadas para realizar as
aproximacdes. Reforcar o conceito de aproximacdo e a importancia de realizar varias iteracdes para

obter uma aproximacao mais precisa.
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Parte 4:

Dar como tarefa de casa a resolucao de problemas mais complexos envolvendo a aproximacao
da raiz quadrada utilizando o método babilénio. Reforcar a importancia de mostrar o processo de

aproximacao passo a passo.
Avaliacao:

A avaliacao sera feita de forma continua, observando a participacao dos alunos na atividade pratica
e na discussdo em grupo. Sera avaliado também se os alunos compreenderam o método babilonio de

aproximacéao da raiz quadrada e se conseguiram aplica-lo corretamente nos problemas propostos.
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CAPITULO 5

Uma sequéncia didatica detalhada:

Roteiro de Aula

No presente capitulo, sera oferecido um detalhamento para a sequéncia didatica apresentada an-
teriormente, mais especificamente o segundo exemplo mencionado. A escolha desse exemplo se
deu em virtude das caracteristicas particulares das turmas onde sera aplicado. Durante o aprofunda-
mento, foi constatado que seria necessario adicionar uma aula adicional, uma vez que uma analise
mais aprofundada revelou que as trés aulas planejadas inicialmente nao seriam suficientes para abor-
dar todo o contelido planejado, especialmente ao detalhar cada atividade que seria realizada. Para
tanto, foram criadas fichas de atividades, uma para cada uma das quatro aulas, e, ao fazer isso,
percebeu-se que as trés aulas planejadas originalmente ndo seriam o bastante para abarcar tudo o
gue se planejava trabalhar. Concluiu-se, assim, que caso alguém decida adaptar um dos seis exem-
plos propostos, ajustes relacionados a quantidade de conteldos a serem trabalhados e a realidade

da turma, ou turmas em questdo, serao provavelmente necessarios.

5.1 Sequéncia didatica aplicada nas turmas

Tema:
Sistemas Dinamicos , soma das areas de triangulos e Progressdes Geométricas.
Publico alvo:

Estudantes do 12 ano do Ensino Médio. A escolha deve-se ao fato de que neste ano, os discen-

tes tém contato aprofundado com as fungdes polinomiais, a composicao de funcdes, bem como os
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Uma sequéncia didatica detalhada: Roteiro de Aula Sequéncia didatica aplicada nas turmas

conteldos de Progressao Aritmética e Geométrica, no segundo ciclo do ano letivo.
Objetivos:
e Apresentar de maneira intuitiva um sistema dindmico por meio de um exemplo de situacéao real,
utilizando a modelagem matematica como uma ferramenta;
* Explorar a relacéo entre Sistemas Dinamicos e Progressdes Geométricas;
 Utilizar o conceito de composicao de funcdes e introduzir o conceito de 6rbita;

» Utilizar a férmula da area de um triangulo equildtero como exemplo concreto da relacdo entre

Sistemas Dinamicos e Progressdes Geométricas;

* Desenvolver a familiarizacdo dos estudantes com as representacdes algébricas e gréficas,

incentivando-os a identificar regularidades e avaliar diversas circunstancias.
* Apresentar propostas de acdes que visam atender as necessidades explicitadas na Base Nacio-
nal Comum Curricular.

Conteudos:

* Sistemas Dinamicos Discretos;
* Composicao de funcao;

* |teracao;

« Orbitas;

* Pontos fixos;

 Pontos atratores e repulsores.

Pré-requisitos:

* Funcgdes: conceito;
* Composicao de funcao (definicao e propriedades);
* Funcoes polinomiais (12 e 29 grau);

* Saber posicionar pontos no plano cartesiano;
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Uma sequéncia didatica detalhada: Roteiro de Aula Sequéncia didatica aplicada nas turmas

* Progressao Aritmética e Progressdao Geométrica.

Duracao:
A duracao estimada para essa sequéncia é de 3 aulas, sendo cada aula com duracao de 50 minutos.

Recursos:

* Quadro branco ou quadro negro e giz;
* Material impresso com exercicios e problemas matematicos;

e Cartolina

Metodologia:

* Modelagem Matematica
* Andlise de problemas;

* Aprendizagem baseada em problemas.

Avaliacao:

* A avaliacao sera realizada de forma continua, seguindo o processo das atividades. Serd anali-

sado o material produzido pelos alunos;

* Além disso, serd disponibilizado um formulario de opinido, no qual os participantes poderao

expressar suas percepcdes e sugestdes sobre o desenvolvimento da oficina;

* A analise do material produzido junto com o formuldrio de opinido tornara possivel obter uma
visao mais completa e abrangente do envolvimento dos participantes, bem como sua satisfacao

e nivel de aproveitamento das atividades.

Dificuldades previstas:

Antecipamos que os alunos possam enfrentar desafios e uma falta de conhecimento com relacao

aos conceitos matematicos essenciais.

Desenvolvimento da atividade
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Uma sequéncia didatica detalhada: Roteiro de Aula Sequéncia didatica aplicada nas turmas

Aula 1:
Introducao:

Apresente aos alunos o conceito de triangulo retangulo e suas caracteristicas, enfatizando que
possui um angulo reto (90°) e dois lados perpendiculares chamados de catetos e um lado oposto ao

angulo reto chamado de hipotenusa.

Explique a importancia do estudo da area dos triangulos retangulos para resolver problemas geo-

métricos e matematicos em geral.

Apresente a féormula da area do triangulo retangulo:

base x altura
A= —2

Mostre um exemplo de aplicacao da férmula, calculando a drea de um tridangulo retangulo qualquer.
Discuta com os alunos sobre a férmula da area e suas aplicacbes em situacdes reais.
Desenvolvimento

Disponha da folha de atividades na pagina seguinte (Figura 5.1). Em seguida, proceda as etapas

abaixo.
Parte 1
Apresente o tridngulo retangulo T; aos alunos, informando suas medidas de base (b) e altura (h).

Explore com os alunos a possibilidade de dividir o triangulo em quatro partes iguais, mostrando

um desenho na lousa que represente essa divisao (triangulos T,, T3, T, e Ts).

Peca aos alunos para calcular a area do triangulo T; utilizando a férmula da area do triangulo

retangulo.
Em seguida, peca para calcular a area de cada um dos triangulos resultantes (T,, T;, T, e T5).
Discuta as respostas com a turma e destaque que as areas sao todas iguais.

Uma forma de explorar a divisdo do tridangulo retdngulo em quatro partes iguais é utilizando uma
cartolina. Peca aos alunos para desenharem e recortarem um triangulo retangulo em uma cartolina.
Em seguida, peca que cortem a cartolina ao longo de uma reta que divide o triangulo em quatro

partes iguais, formando os triangulos T,, T5, T, e Ts.

Ao realizar essa atividade pratica, os alunos poderao visualizar de forma concreta a divisao do
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Uma sequéncia didatica detalhada: Roteiro de Aula Sequéncia didatica aplicada nas turmas

triangulo retangulo em quatro partes iguais. Essa visualizacao pode ajuda-los a compreender melhor

a relacao entre as medidas dos lados dos triangulos e suas areas.
Parte 2

Apds a divisao da cartolina em quatro partes, peca aos alunos para medirem as bases e alturas
dos triangulos T,, T5, T, e Ts. Em seguida, pega que calculem a area de cada um desses triangulos

utilizando a férmula da érea do tridngulo retangulo.

Ao discutir as respostas com a turma, enfatize que todas as areas sao iguais. Isso pode ser um
ponto de partida para que os alunos observem a relacao entre as medidas dos lados dos triangulos e
suas areas. Eles podem perceber que, mesmo tendo bases e alturas diferentes, os triangulos possuem

areas iguais, o que indica que existe uma relacdo entre as medidas dos lados e a drea de um triangulo.
Parte 3

Recolha os materiais para serem utilizados na aula 2.
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Uma sequéncia didatica detalhada: Roteiro de Aula Sequéncia didatica aplicada nas turmas

(== ="1 Escola Estadual Professor Inacio Castilho
5. 0.CF Diretor: MARIA GORETH DOS SANTOS AGUIAR
Aluno(a):
Ano: 1° Regular Professor(a): HERBERT REZENDE SIQUEIRA Data: /[

A férmula da area do triangulo retangulo é a seguinte:
. base * altura

Area = —

Considere o triangulo ABC, em que o angulo C é igual a 90°.
Podemos considerar o cateto BC como a base do tridngulo e
o cateto AC como a altura. Essa estratégia facilita o calculo
da area do triangulo retdngulo quando os comprimentos dos
lados s&o conhecidos.

«— altura

base

Complete com base no triangulo de cartolina:

A, = - )_
m I:> ' : 2
C

cm

Complete com base na divisdo feita com o triangulo de cartolina:

_ o ) C
A==~ [T [ ]| 2
4, = CxC O

2 2 <:—| __cm

_CxC )_C

Ay =200 <:| —m]| [ _cm

4 = L xC O C ) K D

Suponha um terreno em formato de triangulo retangulo com uma das medidas dos catetos igual a 8
metros. Sabendo que a distancia da frente até a extremidade dos fundos do terreno é de 15 metros,
vamos determinar a area do terreno. C < ) ()

A = = =
terreno 2 2

Suponha que exista um tridngulo retangulo XYZ com catetos medindoy cme (2y - 1) cm e
hipotenusa de medida (y + 1) cm. Qual é a area desse triangulo?

Coxe H)_C

Atrie‘mgulo = 2 = =

Complete agora usando o lado valendo | cm.

A, =0 D)
2 2 2
CooxC ) () 1 3
4s = 2 -2 T 4

Figura 5.1: Ficha de atividades da primeira aula
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Uma sequéncia didatica detalhada: Roteiro de Aula Sequéncia didatica aplicada nas turmas

Aula 2: Introducao:

Faca uma revisdo rapida da aula anterior, relembrando o conceito de area do triangulo retangulo

e a divisao do triangulo T; em quatro partes iguais.
Recapitule com os alunos a relagao entre as areas dos triangulos resultantes.
Trazer o material recolhido na aula anterior.
Desenvolvimento

Disponha da folha de atividades na pégina seguinte (Figura 5.2). Em seguida, proceda as etapas

abaixo.
Parte 1

Explique aos alunos que podemos repetir o processo de divisdo sucessiva em um dos triangulos

resultantes, como no caso do triangulo T5.

Distribua pedacgos de cartolina para cada aluno e solicite que eles desenhem um triangulo T, nele.
Explique que eles devem dividir esse triangulo em quatro partes iguais desenhando trés linhas que
vao do vértice do triangulo até a base, de forma a criar quatro triangulos menores dentro do triangulo

T,.

Peca aos alunos que recortem os triangulos resultantes, e escrevam o ndmero correspondente a

cada um deles (Tg, T;, Tg e Ty) em seus pedacgos de cartolina.

Em sequida, solicite que os alunos utilizem a férmula da area do triangulo retangulo para calcular
a area de cada um dos triangulos resultantes do mesmo processo de divisdo de triangulos feito no

triangulo Ty. Lembrando que a férmula da area do triangulo é base vezes altura dividido por dois.

Apdés os alunos realizarem os célculos, peca que compartilhem seus resultados e comparem com o
dos colegas. Discuta com a turma sobre os resultados e destaque que a area de cada triangulo é um

guarto da area do triangulo anterior.

Estimule os alunos a observarem a relacdo entre as areas dos triangulos sucessivos e reflitam

sobre como cada triangulo novo é formado a partir da divisdo do anterior.
Parte 2

Expligue que uma Progressao Geomeétrica consiste em uma sequéncia de termos em que cada
termo é obtido ao multiplicar o termo anterior por uma constante chamada de razao. Essa constante

é representada por “r'"e pode ser tanto positiva como negativa.
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Uma sequéncia didatica detalhada: Roteiro de Aula Sequéncia didatica aplicada nas turmas

Cite um exemplo de Progressdao Geométrica Crescente, onde a razao é um nimero entre maior que
1. Consideremos a sequéncia (2,4,8,16,32). Nessa sequéncia, cada termo é obtido ao multiplicar o

termo anterior por 2. Portanto, a razao dessa Progressao Geométrica é igual a 2.

Cite um exemplo de Progressdao Geométrica Decrescente, onde a razdao é um nimero entre 0 e 1.
Por exemplo, na sequéncia (100, 50, 25, 12,5, 6,25), cada termo é obtido ao multiplicar o termo

anterior por 0.5. Assim, a razdo dessa Progressao Geométrica é 0, 5.

E importante ressaltar que em uma Progressdo Geométrica, a razéo deve ser constante para todos
os termos. Além disso, podemos calcular o “n—ésimo"termo de uma sequéncia geométrica através
da férmula a, = a, - r™ Y, onde “a,,” representa o “n—ésimo” termo, “a,” é o primeiro termo e "n"é a

posicao do termo que queremos encontrar.
Parte 3:

Comente que o caso da divisao de triangulos também é uma Progressao Geométrica e nesse caso,

arazao éigual a %, pois cada tridangulo resultante possui um quarto da area do tridngulo anterior.

Imagine que queremos calcular a area do triangulo T;,, que ainda nao dividimos. Podemos utilizar
a férmula da area do triangulo retangulo, considerando a base como a base do triangulo T;5 e a altura

como a altura do triangulo T;,.

baseT,; x alturaT;; 1
17 = 5 X Z

Como a area do triangulo T;5 € um quarto da area do triangulo Ty, podemos substituir os valores da

base e altura do triangulo T, pela base e altura do triangulo T, multiplicados por %.

baseTy x alturaT, 1 1
7= 2 3

baseTs x alturaTs
17 = 9

| —

X

1
X =X
4

I
»H

baseT; x alturaT; 1
T, = 5 X Z X

el
X
e
X
Sl e

Vamos denotar a area de cada triangulo selecionado por A;,A,,A;,..., em que A; é a area de T,

A, éadreade Ty, A; é a area de T3, e assim por diante.

Podemos observar que a sequéncia das areas dos triangulos selecionados segue um padrdao. A

area de cada triangulo é dividida por 4 em relacdo ao triangulo anterior. Mais ainda, considerando a
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funcao
X
xX)=—
f(x) 2
onde obtemos
ZZ
Al =,
A
A, = 71’
Ay
Ay =—=,
T4

Podemos generalizar isso para calcular a area do triangulo A,,, onde n representa o nimero do

triangulo na sequéncia.
1n—1

An:Al'4

Assim, podemos concluir que a divisdo sucessiva dos triangulos forma uma Progressao Geométrica,
~ 7 s 1
onde a razao é igual a 3.

Estabelecida a férmula da Progressao Geométrica peca para que os alunos calculem o quinto

termo.
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i3.0.CH Diretor: MARIA GORETH DOS SANTOS AGUIAR
Aluno(a):
Ano: 1° Regular Professor(a): HERBERT REZENDE SIQUEIRA Data: /[

Complete com base na divisdo feita com o tridngulo de cartolina:

Uma progresséo geométrica consiste em uma sequéncia de termos em que cada termo € obtido ao
multiplicar o termo anterior por uma constante chamada de razdo. Essa constante é representada
por "r" e pode ser tanto positiva como negativa. Podemos calcular o "n-ésimo" termo de uma
sequéncia geométrica através da férmula a,, = a; x r™ Y, onde "a,," representa o "n-ésimo"
termo, "a," é o primeiro termo e "n" é a posi¢do do termo que queremos encontrar.

Consideremos a sequéncia (2, 4,8, 16,32, _, _,...). Nessa sequéncia, cada termo é obtido ao
multiplicar o termo anterior por 2. Portanto, a razao dessa progressao geomeétrica € iguala .

Progressao geométrica decrescente: onde a razao € um numero entre 0 e 1. Por exemplo, na

sequéncia (100, 50, 25, 275 24—5 ., ..), cada termo é obtido ao multiplicar o termo anterior por %

Assim, a razao dessa progressao geomeétrica é .
Complete: Ty = Ty x (3) = —x (3) x () = —x (5) x (3) x () = —> () x (2) () * ()

T, = %= Sequéncia: ( . , , : )

Vamos denotar a area de cada triangulo selecionado por A1, A2, As,..., em que A1 é a drea de Ts, A2
é aareade Ty, A3 é a area de T13, € assim por diante. Podemos observar que a sequéncia das areas
dos triangulos selecionados segue um padrao. A area de cada triangulo é dividida por 4 em relacéao
- . . . = 12 A A
Oao triangulo anterior. Mais ainda, considerando a fungao f(x)=f onde obtemos A1 == A2 = Tl,Ae,:TZ

- . 1\(n-1)
... Podemos entio generalizar: A, = A, X (Z)

1

as = Ay () =

Figura 5.2: Ficha de atividades da segunda aula
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Aula 3:
Introducao:

Faca uma revisdo rédpida das aulas anteriores, relembrando o conceito de divisdo sucessiva do

triangulo retangulo e a razdo entre as areas dos triangulos resultantes.

Explique aos alunos que essa divisao segue um padrao e que podemos representar a soma das

areas como uma Progressao Geométrica.
Desenvolvimento:

Disponha da folha de atividades na pégina seguinte (Figura 5.3). Em seguida, proceda as etapas

abaixo.
Parte 1:

Apresente a férmula da soma de uma Progressao Geométrica Finita:

a;-(1—r")
Sp= 1—r

2

explicando cada elemento da férmula.
Apligue a férmula ao exemplo proposto, considerando o nimero de tridngulos desejado.
Mostre passo a passo o calculo da féormula, explicando cada etapa.

Para calcular a soma das &reas dos triangulos selecionados, podemos usar a férmula da soma dos

termos de uma Progressao Geométrica Finita:

a;-(1—r")

S, =——-,
1—r

em que S, € a soma dos termos da Progressao Geométrica, a é o primeiro termo da Progressao

Geomeétrica (no nosso caso, a area do primeiro triangulo selecionado, A;), r é a razdo da Progressao

Geométrica (no nosso caso %), n é o nimero de termos da Progressdo Geométrica (no nosso caso,

o numero de tridangulos selecionados que queremos considerar). Aplicando essa féormula, podemos

obter a soma das éareas dos triangulos selecionados. Por exemplo, se quisermos calcular a soma das

areas dos n primeiros tridngulos selecionados, teriamos:
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> 1-(

£ 126
8 1—

A=

Assim, podemos usar essa formula para calcular a soma das areas dos triangulos selecionados, con-

siderando o nimero de termos desejado.

Discuta com os alunos o resultado final e destaque que, quando n tende ao infinito, a férmula se

simplifica.

Para resolver esse limite, é importante entender a sequéncia que esta sendo considerada: (%)”.

Isso significa que estamos elevando % a poténcia n, onde n é um ndmero natural.
Parte 2:

Vamos analisar alguns valores dessa sequéncia:

Podemos notar que a medida que n aumenta, o resultado da poténcia vai diminuindo. Isso porque
estamos elevando um ndmero menor que 1 a poténcia n. Portanto, a medida que n tende ao infinito,

1\n
a expressao (Z) tende a zero.

Podemos compreender isso de forma mais clara ao analisar o valor da sequéncia para valores

grandes de n, em que a direita apresentamos a simbologia representada na tela de uma calculadora

1\ 1
(Z) ~ 1048576

(1)100 B 1
4 ~ 1.606938 x 1060’

cienfitica:

4 ~ 1.071509 x 10301’

1 10000
(Z) A 2.5225028 x 1070026,
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110000
( ) ~ 0.

4

Portanto, podemos concluir que o limite infinito dessa sequéncia é zero, ou seja

Parte 3 :
Quando n tende ao infinito, obtemos a soma S das areas de todos os triangulos selecionados na

construgao. Observe que, se n tende ao infinito, entao (%)n tende a zero, pois |%| < 1. Portanto,

Estimule os alunos a perceberem gue a soma das areas dos triangulos resultantes serd sempre
menor do que a area total do triangulo inicial.

Parte 4 :
Realize uma atividade em que os alunos devem calcular a soma das dreas de uma divisdo sucessiva

com um ndmero grande de triangulos. Corrija as atividades em sala de aula, tirando dulvidas dos

alunos e enfatizando o uso da férmula da soma de uma Progressdao Geométrica.

106
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(== ="1 Escola Estadual Professor Inacio Castilho
. L P Diretor: MARIA GORETH DOS SANTOS AGUIAR
Aluno(a):
Ano: 1° Regular Professor(a): HERBERT REZENDE SIQUEIRA Data: /[

Soma dos Termos de uma PG: Podemos utilizar a formula a,, = a, X g™~ para encontrar o valor de
um termo especifico em uma progressao geométrica. Ja para encontrar a soma dos termos, usamos
a expressao

(1-q")

Q-9
Determine a soma dos doze primeiros elementos da progressao geométrica (2, 8, 32, 128, ...).

Sp=a; X

a,:3;q(razéo):9:3 = ; n=12. Para determinar a soma dos doze primeiros elementos da
progressao geométricacoma; =3eq= , podemos utilizar a férmula da soma dos termos de
uma progressao geométrica:

— (1-4™) _ _ a-_) _ ) _ _
Sp=aq X (1—q)':>5" =3 x =>S5,=3 X =>5,=3 = =S, =

Portanto, a soma dos doze primeiros elementos dessa progressao geométrica é igual a

Complete considerando a divisdo sucessiva de triangulos apresentada nas aulas anteriores

a1=%; g=(razéo) = V4; n=12

—gn 2 — 12
Sp=axED o5 =L 0=D ¢ -

oa-__) o)
(1-q) 8 (1-_) 8

=
8 (a-—__) 8  (—)

Complete considerando a divisao sucessiva de triangulos apresentada nas aulas anteriores
2 .
A1=§; g=(razao) = V4; n=n
1n
1- 173
a-__ = x ( 4 )

()

(1-q™)
(1-q)

.
Sn=a1x Sn=l2x(14)

>5,=

Complete:

-5 2 - )2

Podemos notar que a medida que n aumenta, o resultado da poténcia vai diminuindo. Isso porque
estamos elevando um nimero menor que 1 a poténcia n. Portanto, a medida que n tende ao infinito,

1 n
a expressao (Z) tende a zero.

Podemos compreender isso de forma mais clara ao analisar o valor da sequéncia para valores
grandes de n:

(1)10 1 (1)100 1 _(1)1000 1 _(1)10000”0
4 - ' \4 T 1.606938e’ \4 T 1.071509¢e’ \4

Portanto, podemos concluir que o limite infinito dessa sequéncia é zero, ou seja:

1 n
limite infinito de (Z) =0

o \n . , a=@Y
Sabendo que limite infinito de (Z) = 0 podemos subistituronde S,, = [* x —, o eassim
ficamos com:
1\ 1\ ®
1-(z) ) a-(z) ) 1-

Figura 5.3: Ficha de atividades da terceira aula
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Aula 4:
Introducao:

Os Sistemas Dinamicos Discretos sdo representados usando a composicao de uma funcao, onde
essa funcao é repetidamente aplicada a um ponto de partida para gerar uma sequéncia de pontos.
Esse processo de aplicacao repetida é chamado de iteracdo. Os pontos visitados ao longo das itera-
¢des formam as érbitas do sistema. Um ponto fixo é aquele que, quando iterado apenas uma vez a
funcdo, retorna a ele mesmo. Além disso, existem os pontos atratores, que atraem pontos préximos a
eles durante as iteracoes, e os pontos repulsores, que afastam pontos préximos a eles. Esses aspec-
tos sdo essenciais para a compreensdo do comportamento e da estabilidade dos Sistemas Dinamicos

Discretos.

A atividade de caca-palavras proposta tem como objetivo estimular o conhecimento dos termos
relacionados ao tema dos Sistemas Dinamicos Discretos. Os participantes deverdo encontrar pa-
lavras como "iteracao", que representa uma repeticao de um processo; "funcao", que indica uma
relacdo entre um conjunto de entradas e um conjunto de saidas; e "érbita", que descreve um con-
junto de pontos que um sistema percorre repetidamente em sua evolucdo. Além desses termos,
outras palavras-chave relacionadas ao tema também podem ser incluidas na caga-palavras, de forma

a aprofundar ainda mais o entendimento sobre os Sistemas Dinamicos Discretos.

O caca-palavras 5.4 utilizado na folha de atividades foi elaborado pelo autor do presente trabalho

utilizando como ferramenta o site [14].

EAVEKSAEFSATIBROOL
TFANPDIETEDNTRETEON
PNCVABNOSGQRGPEHSAE
PONTOSREPULSORESTC CHR R
APNSENATIEIRPRIANL
MBHTISLWNNFALHOALUE
CTAFOODGECGLYNSLTFGEB
ATUCUFNMAIONTIERTTE
VKIOETIINCASEEOTETETES
ESOHYPVXDPYITCMGVYI
LUGKLUTAOACARETTIGBN
OPONTOSATRATORESTO

Figura 5.4: Caca palavras

Desenvolvimento

Disponha da folha de atividades na pégina seguinte (Figura 5.4). Em seguida, proceda as etapas
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abaixo.
Parte 1

by
Introduzir a funcéo f(x) = Z como exemplo de Sistema Dinamico Discreto, explicando que ela

representa uma regra que determina como o valor de x evolui a cada iteracao.

Explicar o conceito de composicao de funcdes, demonstrando como podemos aplicar a funcao f(x)

repetidamente para obter uma sequéncia de valores.

b'e
A fungao f(x) = 2 pode ser introduzida como um exemplo de Sistema Dinamico Discreto. Nesse
contexto, um Sistema Dinamico Discreto é composto por uma funcao que determina como o valor de

uma varidvel evolui ao longo do tempo, através de iteracoes.

x X . .
No caso da funcdo f(x) = Z ela representa uma regra que determina como o valor de x evolui a
cada iteracdo. Por exemplo, se comecarmos com um valor de x = 8, podemos aplicar a funcéo f(x)

para calcular o préximo valor de x. Assim, temos: f(8) = % =2.

O préximo valor de x serd igual a 2. Podemos entao aplicar novamente a fungdo f(x) nesse novo

. _2_1

valor de x, obtendo: f(2) =% = 3.
E assim por diante. Podemos repetir esse processo para obter uma sequéncia de valores ao longo

do tempo.

Esse processo de aplicar repetidamente uma funcao para obter uma sequéncia de valores é conhe-
cido como composicao de funcdes. No exemplo dado, a composicao de funcdes consiste em repetir a
aplicacdo da funcao f(x) varias vezes, utilizando o valor obtido em uma iteracdo como entrada para

a préxima iteracao.

Dessa forma, podemos descrever a dinamica do sistema representado pela funcao f(x) = % como
a composicdo de f consigo mesma varias vezes, gerando uma sequéncia de valores ao longo do

tempo.
Parte 2

Explique aos alunos que eles irao realizar um experimento para explorar as iteracdes da funcao
linear f(x) = %. Esta funcao é conhecida como uma funcdo de taxa de crescimento constante, onde

gualquer numero multiplicado por % serd reduzido a % do seu valor original.
Oriente escolher um valor inicial para x, que pode ser qualquer nimero inteiro ou decimal.

Peca aos alunos que apliquem a funcao f(x) = % ao valor inicial selecionado e registrem o resul-

tado.
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X
4

Agora, peca aos grupos para realizar a segunda iteracao, aplicando novamente a fungéo f(x) =

ao resultado da primeira iteracao.
Repita o processo por mais 3 iteracdes, sempre tomando o resultado anterior e aplicando a funcao.

Apds a conclusao das 5 iteragdes, incentive os alunos a observarem os padrdes e variacdes nas

sequéncias geradas.

Faca perguntas orientadoras para fomentar a discussao, como: Os valores estao aumentando ou
diminuindo a cada iteracdo? Existe uma tendéncia na sequéncia gerada? Sao observados padrdes na

relacao entre os valores iniciais e os resultados das iteracdes?

Para encerrar a atividade, desafie a realizar outras iteracdes com diferentes valores iniciais ou até

explorar o que acontece quando valores negativos sao utilizados.

Incentive os alunos a refletirem sobre como os padrdes e variacdes observados nas iteracdes po-

dem ser aplicados em situagdes do cotidiano.
Parte 3

Solicitar que os alunos descrevam a 6rbita da funcdo apds as 5 iteracdes realizadas na atividade
anterior, indicando se os valores convergem (se aproximam) para um numero especifico, oscilam

entre diferentes valores ou divergem para o infinito, isto ¢, fica cada vez maior.

Realizar uma sexta iteracdo para completar a descricao da orbita. Nessa etapa, é importante que
os alunos prestem atencado aos padrdes que estdo se formando e identifiqguem se hd uma tendéncia

ou comportamento especifico.
Parte 4

Explorou a semelhanca entre as iteracdes da funcao e uma Progressao Geométrica, ou seja, ob-
servar que ambas envolvem a repeticdo de uma regra para gerar uma sequéncia. Tanto a funcao,
guanto a Progressdo Geométrica sao formas de representar uma sequéncia de nimeros que segue

um padrao especifico.

Vamos comparar a iteracédo da funcéo f(x) = % com uma Progressdo Geométrica. Para isso, vamos

comecar com um valor inicial de x, por exemplo, x = 4096.

Iniciando com o valor x = 4096 na funcéo f(x) = %, temos:

4096
£(4096) = Tg =1024.
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Aplicando novamente a funcao a esse resultado, temos:

102
£(1024) = T4 = 256.

Continuando esse processo, temos:

E assim por diante.

Podemos observar que cada iteracao da funcdo gera um novo valor, e a sequéncia gerada seria:

4096,1024, 256,64, .. .

Agora, vamos comparar com uma Progressdo Geométrica com a mesma razdo. Suponha que a

razdo da Progressdo Geométrica seja %.

A Progressao Geométrica correspondente seria:

4096,1024, 256,64, .. .

Podemos ver que a sequéncia gerada pela iteracdo da fungéo f(x) = ﬁ é exatamente a mesma

sequéncia gerada pela Progressao Geométrica com a mesma razao.

Portanto, mesmo que haja diferencas na natureza discreta das iteracdes e na natureza continua
das Progressdes Geométricas, é possivel estabelecer uma relacao entre esses dois conceitos ao ana-
lisar o comportamento de uma funcao especifica e compara-la com uma Progressao Geométrica cor-

respondente.
Parte 5

Retome o conceito de Progressao Geométrica: Uma Progressdo Geométrica (PG) é uma sequéncia
numérica em que cada termo é obtido multiplicando-se o termo anterior por uma constante chamada

de razaor.

A férmula geral de uma PG é dada por:

_ n—1
— al . r( )’
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onde:

* a, representa o valor do n—ésimo termo da sequéncia;
* a, representa o valor do primeiro termo da sequéncia;
* r representa a razao da progressao;

* nrepresenta o nimero de iteragdes, ou seja, o termo que desejamos obter na sequéncia.

b'e
No caso da funcéo f(x) = Z podemos utilizar a férmula geral da PG para descrever a sequéncia

gerada da seguinte forma:

1 (=1)
= 4096 - -
¢ 4

Essa férmula nos permite calcular qualquer termo da sequéncia gerada pela iteracdao da funcéao
b'e
fx)=-.
4

Além disso, se quisermos calcular a soma dos termos da PG quando n aumenta infinitamente,

podemos utilizar o fato de que lim (%)n = 0 (calculado na aula anterior):
n—oo

a-(1—r"
g -
1—r
1 n
1-(3)
Siim = O T >
n—o0 ]__Z
a
SIEEO = 11.
! T4
Substituindo a; por 4096
_ 4096
lim T 10
n—o00 1_Z
4096
Slim = 9 )
n—oo Z
4

S im = 5461, 33.

n—oo

Consideracoes finais:
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Faca uma revisao geral do conteldo abordado ao longo das aulas.
Esclareca eventuais dlvidas dos alunos.

Reforce a importancia do conceito de Progressdes Geométricas e sua aplicacdo em problemas

praticos.

Estimule os alunos a perceberem a relacao entre a adrea dos tridangulos retangulos sucessivos e a

soma das areas de um triangulo retangulo originalmente dado.
Avaliacao:

A avaliacdo da oficina serd feita de forma continua, acompanhando o processo de desenvolvi-
mento das atividades. Serd analisado o material produzido pelos alunos ao longo do curso, levando
em consideracdo a qualidade, a criatividade e a aplicacdo dos conceitos aprendidos. Além disso,
serd disponibilizado aos participantes um formuldrio de opinido, no qual eles poderao expressar suas
percepcoes e sugestdes sobre o andamento da oficina. Essas informacdes sao extremamente impor-
tantes, pois fornecerdo elementos para avaliar ndo sé a efetividade das atividades propostas, mas
também a satisfacao e o nivel de aprendizagem dos participantes. Dessa forma, serd possivel obter
uma visao mais completa e abrangente do envolvimento dos alunos, identificando os pontos fortes e

fracos do curso e buscando melhorias para aprimorar futuras edicdes da oficina.
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Resolva o caca palavras com base no texto a seguir: (As palavras deste caca palavras estdo
escondidas na horizontal, vertical e diagonal, com palavras ao contrario).
Os sistemas dinamicos discretos sio representados

i i x E ': [S) /: E : i g ; i 2 : 2 g ; gsando_acomposigéo de uma funcao, ond<_a essa funcao
N € repetidamente aplicada a um ponto de partida para gerar
PNCVABNOSQRGPEHRSAE ;masequéncia de pontos. Esse processo de aplicagio
PONTOSREPULSORESCR repetida é chamado de iteragao. Os pontos visitados ao
APNSENATIEIRPRIANL |ongo das iteragdes formam as Orbitas do sistema. Um
MBHTISLWNNFALHOAUE ponto fixo &€ aquele que, quando iterado, retorna a ele
CTAFOODGECGLYNSLFB mesmo. Além disso, existem os pontos atratores, que
ATUCUFNMATIONTIERTTE atraem pontos proximos a eles durante as iteragoes, e 0s
VKIOEIINCASEEOEEES pontosrepulsores, que afastam pontos préximos a eles.
ESOHYPVXDPYITCMGYV 1 Essesaspectos sdo essenciais para a compreensao do
LUGKLUTAOACARETTI BN Comportamento e da estabilidade dos sistemas dinamicos
OPONTOSATRATOREST o discretos.

A iteracdo em matematica consiste em repetir uma fung¢éo varias vezes. Para isso, utilizamos o
simbolo de composigéo de fungdes, representado por "o". Ao iterar uma fungéo f sobre ela mesma,
escrevemos f o f oo ..o f. Esse processo pode ser realizado infinitas vezes, resultando em ™, onde

n € o numero de iteragdes. Dada a fungéo f(x) = % complete considerando o valor inicial igual a 8:

8 X X
Xo=8 =x =f(x) = - — %2 =f(x) = Tl=_ =>x3 =f(x) = TZ=
X X X
sxy =fl)=TF=__=x =f()=T7=__=sx=f()="=
Agora faga 0 mesmo mas agora escolhendo um valor qualquer para xo este valor pode ser inteiro ou
decimal.
— _ _ Xo _ _ _ X1 _ _ X2
Xo=__ =2x =f(x) = 2 — 2% =f(x) = 2o — %3 =f(xp) = pyppa——
X X X
=x3 = f(xz) = f:_:x4 =f(x3) = f=_=>x5 =f(xy) = f=

Dado x, € X, definimos a 6rbita de x, sobre a funcdo f como uma sequéncia infinita de pontos x,, x4,
Xz, ..., Xp, -.. ONde xo € 0 ponto de partida da 6rbita, também conhecido como condicao inicial.

0% = {x,f(x), f2(x), f2(x), F4(x), f3(x), ...} = {Xo, X1, X2y ooy Xy .-} ={ .
Agora faga 0 mesmo que anteriormente para Xo - 4096:

Xo=__ >x = f(x) = x:O= =X =f(x)= XT:=_ =x3 = f(x) = xj=_
:xazf(xz):sz= :x4:f(xs):%=_:>x5:f(x4):%4=_

0% = {x, f(x), f2(x), f2(x), f4(x), f5(x), ...} = {X0, X1, X2y ey Xy -} ={ __, .
5:?3:1\/9% 25 divisdes abaixo para encontrar a razao da progressao geométrica equivalente a iteragao

= = = = =7

Xo X1 X2 X3
Formula geral da progessao geométrica:
a,= a; xr®Y=sgq, =4096x___"1
Soma dos termos da progressao geomeétrica:
Lembre-se que Portanto, podemos concluir que o limite infinito dessa sequéncia é zero, ou seja:

1 n
limite infinito de (Z) =0
_ )

_ (1-q™) _ 1-__™) _ 1-__) _
Sp = aq X o =S, = 4096 X2 S, =4096 X Sp = ) =85, =

Figura 5.5: Ficha de atividades da quarta aula
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5.2 Questionario de opiniao

A oficina em questdo trata sobre a Progressdo Geométrica com triangulos e Sistemas Dinamicos ,
e tem como objetivo fornecer uma abordagem clara e concisa sobre a relacao entre esses conceitos.
Com o intuito de avaliar a eficacia e a compreensao dos alunos em relacdo aos temas abordados, sera

aplicado um questionédrio composto por treze perguntas.

Espera-se que as respostas dos alunos reflitam suas percepcdes sobre a oficina e seus conteu-
dos, trazendo uma analise pessoal sobre o nivel de interesse despertado pelo tema, a compreensao
dos conceitos abordados, a aplicacdo pratica das férmulas e a relacdo percebida entre os diferentes

elementos discutidos durante as aulas.

As respostas dos alunos serao cruciais para avaliar a efetividade da oficina em transmitir os conhe-
cimentos propostos e identificar possiveis dificuldades encontradas pelos participantes. Essa andlise
possibilitara a identificacdo de lacunas na compreensdo dos alunos e auxiliard na definicao de estra-

tégias para o aprimoramento dessa pratica pedagdgica.

Além disso, as respostas dos alunos também podem fornecer um panorama geral sobre a percep-
cao da relacdo entre Sistemas Dinadmicos , Progressdes Geométricas e a drea dos triangulos retan-
gulos. Dessa forma, a analise e interpretacdo dessas respostas permitirdo verificar se os objetivos
propostos foram alcancados pela oficina em relacao ao entendimento desses conceitos e suas aplica-

coes.

Ao combinar as respostas dos alunos com outras fontes de dados, como observacées em sala
de aula e o desempenho nas atividades propostas, a dissertacdo de mestrado poderd explorar em
detalhes o impacto da oficina no aprendizado dos participantes, identificar pontos fortes e fracos e

fornecer recomendacdes para futuras implementacdes e melhorias no ensino desses conteuldos.

1) O que vocé achou da oficina sobre a Progressdao Geométrica com triangulos e Sistemas Dinami-

cos ?
a) Muito interessante e esclarecedora.
b) Um pouco confusa, tive dificuldade em acompanhar.
c) Nao despertou meu interesse, achei entediante.
d) Nao entendi o objetivo da oficina.

e) Achei a abordagem superficial, poderia ter explorado mais os conceitos.
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2) Vocé acredita que compreendeu bem o conceito de Sistemas Dinamicos aplicados a sequéncias?

a) Sim, compreendi completamente.

b) Ainda tenho algumas ddvidas, mas entendi a ideia geral.

c) Tive muita dificuldade em entender os Sistemas Dinamicos .

d) Nao entendi como os Sistemas Dinamicos sao aplicados nas sequéncias.

e) Nao prestei atencao nesse aspecto durante a oficina.

3) Como vocé percebe a relacédo entre Sistemas Dindmicos e Progressdes Geométricas?

a) Percebo uma relacao direta e clara entre os dois conceitos.

b) Tenho uma nocao geral da relacao, mas nao sei explicar com detalhes.

c) Acredito que nao hé relacdo entre Sistemas Dinamicos e Progressdes Geométricas.

d) Nao percebi nenhuma relacao durante a oficina.

e) Nao entendi a relacao entre os dois conceitos.

4) Vocé conseguiu utilizar a férmula da area de um triangulo equilatero como exemplo concreto da

relacdo entre Sistemas Dinamicos e Progressdes Geométricas?

a) Sim, foi um 6timo exemplo para entender a relagao entre os conceitos.

b) Tive dificuldade em aplicar a férmula nas atividades propostas.

c) Ndo entendi como a féormula estd relacionada com Sistemas Dinamicos e Progressées Geo-

métricas.
d) Nao percebi a utilizacdo da férmula durante a oficina.

e) Nao prestei atencao nesse aspecto.

5) O que vocé achou das atividades propostas durante a oficina?

a) Muito desafiadoras e estimulantes.

b) Alguns exercicios foram confusos, mas no geral gostei.

c) Nao gostei das atividades, achei muito simples.
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d) Nao entendi como as atividades se relacionam com o conteldo.

e) Nao prestei atencao nas atividades.

6) Vocé se sentiu seguro ao calcular a area dos triangulos retangulos?

a) Sim, me senti confiante nos calculos.

b) Tive algumas ddvidas, mas consegui calcular corretamente.

c) Tive muita dificuldade em calcular as areas.

d) Nao entendi como realizar os calculos.

e) Nao prestei atencao nesse aspecto durante a oficina.

7) Como vocé enxerga a importancia do estudo da area dos triangulos retangulos para resolver

problemas geométricos e matematicos em geral?

a) Percebo que o estudo da area dos triangulos retangulos é fundamental para resolver diversos

problemas matematicos.

b) Acredito que o estudo da area dos triangulos retangulos nao seja tdo relevante para proble-

mas matematicos.
c) Ndo compreendi a importancia do estudo da area dos tridngulos retangulos.

d) Nao percebi a relacdo entre a area dos triangulos retangulos e a resolucao de problemas

matematicos.

e) Nao prestei atencao nesse aspecto durante a oficina.

8) Vocé se sentiu estimulado a observar a relacao entre as medidas dos lados dos tridangulos e suas

areas?

a) Sim, figuei muito interessado em explorar essa relacao.

b) Na verdade, ndo me interessei muito por essa relacao.

c) Nao percebi a relacao entre as medidas dos lados e as areas dos triangulos.

d) Nao prestei atencao nesse aspecto durante a oficina.

9) Vocé teve dificuldade em entender a razao entre as areas dos triangulos sucessivos de uma

divisao?
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a) Nao tive nenhuma dificuldade, compreendi facilmente.

b) Tive um pouco de dificuldade, mas consegui entender no final.
c) Tive muita dificuldade em entender essa razao.

d) Nao entendi como calcular essa razao durante a oficina.

e) Nao prestei atencao nesse aspecto durante a oficina.

10) Vocé achou valida a utilizacdo da férmula da soma de uma Progressdo Geométrica Finita du-

rante a exploracao do exemplo proposto?

a) Sim, achei muito valido e esclarecedor.

b) Tive dificuldade em entender como aplicar essa férmula.

c) Nao entendi como a férmula esta relacionada com o exemplo dado.
d) Nao percebi a utilizacdo da férmula durante a oficina.

e) Nao prestei atencao nesse aspecto.

11) Vocé se sentiu confortdvel ao aplicar a férmula da soma de uma Progressdo Geométrica Finita

para calcular as somas das areas dos triangulos gerados por uma divisdo sucessiva?

a) Sim, me senti confiante em aplicar a férmula corretamente.

b) Tive dificuldade em calcular corretamente as somas das éareas.
c) Nao entendi como realizar os calculos com a férmula da soma de uma Progressao Geométrica.
d) Nao prestei atencao nesse aspecto durante a oficina.

12) Vocé conseguiu perceber a relagdo entre a area dos triangulos retangulos sucessivos e a soma

das areas de um tridngulo retangulo originalmente dado?

a) Sim, percebi claramente essa relagao.

b) Tive dificuldade em entender essa relacao durante a oficina.
c) Néo percebi nenhuma relacdo entre as areas dos triangulos retangulos.
d) Nao prestei atencao nesse aspecto durante a oficina.

13) Vocé acredita que a oficina contribuiu para o seu aprendizado sobre a soma das areas de

triangulos e sua relacdo com Sistemas Dinamicos e Progressdes Geométricas?
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a) Sim, contribuiu muito para o meu aprendizado.

b) Contribuiu um pouco, mas ainda tenho algumas dudvidas.

c) Nao senti que a oficina contribuiu para o meu aprendizado.

d) Nao percebi a relacao entre os conceitos durante a oficina.

e) Nao prestei atencao nesse aspecto durante a oficina.
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(=¥ =" Escola Estadual Professor Inicio Castilho
e 1 C Diretor: MARTA GORETH DOS SANTOS AGUIAR
Aluno(a):
Ano: 1° Regular Professor(a): HERBERT REZENDE SIQUEIRA Data:__ / [/

Questionario de opinido: exemplo de uma Progressao Geométrica com triangulos e sistemas
dinamicos

1) O que vocé achou da oficina sobre a Progressdo Geométrica com tridngulos e sistemas dindmicos?
a) Muito interessante e esclarecedora.

b) Um pouco confusa, tive dificuldade em acompanhar.

c) Nao despertou meu interesse, achei entediante.

d) Nao entendi o objetivo da oficina.

e) Achei a abordagem supefrficial, poderia ter explorado mais os conceitos.

2) Vocé acredita que compreendeu bem o conceito de sistemas dindmicos aplicados a sequéncias?
a) Sim, compreendi completamente.

b) Ainda tenho algumas duvidas, mas entendi a ideia geral.

c) Tive muita dificuldade em entender os sistemas dinamicos.

d) Nao entendi como os sistemas dindmicos sao aplicados nas sequéncias.

e) Nao prestei atengédo nesse aspecto durante a oficina.

3) Como vocé percebe a relagéo entre sistemas dindmicos e progressées geométricas?
a) Percebo uma relagéo direta e clara entre os dois conceitos.

b) Tenho uma nogéao geral da relagédo, mas néao sei explicar com detalhes.

c) Acredito que ndo ha relagéo entre sistemas dindmicos e progressdes geométricas.

d) Nao percebi nenhuma relagéao durante a oficina.

e) Nao entendi a relagéo entre os dois conceitos.

4) Vocé conseguiu utilizar a férmula da area de um tridangulo equilatero como exemplo concreto da relagéo
entre sistemas dindmicos e progressées geométricas?

a) Sim, foi um 6timo exemplo para entender a relagéo entre os conceitos.

b) Tive dificuldade em aplicar a féormula nas atividades propostas.

c) Nao entendi como a férmula esta relacionada com sistemas dindmicos e progressées geométricas.

d) Nao percebi a utilizagado da formula durante a oficina.

e) Nao prestei atengao nesse aspecto.

5) O que vocé achou das atividades propostas durante a oficina?
a) Muito desafiadoras e estimulantes.

b) Alguns exercicios foram confusos, mas no geral gostei.

c) Nao gostei das atividades, achei muito simples.

d) Nao entendi como as atividades se relacionam com o contetdo.
e) Nao prestei atencao nas atividades.

6) Vocé se sentiu seguro ao calcular a area dos triangulos retangulos?
a) Sim, me senti confiante nos calculos.

b) Tive algumas duvidas, mas consegui calcular corretamente.

c) Tive muita dificuldade em calcular as areas.

d) Nao entendi como realizar os calculos.

e) Nao prestei atengéo nesse aspecto durante a oficina.

7) Como vocé enxerga a importancia do estudo da area dos tridngulos retdngulos para resolver problemas
geométricos e matematicos em geral?

a) Percebo que o estudo da area dos triangulos retangulos é fundamental para resolver diversos problemas
matematicos.

b) Acredito que o estudo da area dos tridngulos retdngulos nao seja tio relevante para problemas
matematicos.

c) Nao compreendi a importancia do estudo da area dos triangulos retangulos.

d) Nao percebi a relagao entre a area dos tridngulos retdngulos e a resolugdo de problemas matematicos.
e) Nao prestei atengédo nesse aspecto durante a oficina.

Figura 5.6: Primeira pdgina do questionario de avaliacao
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8) Vocé se sentiu estimulado a observar a relagédo entre as medidas dos lados dos tridngulos e suas areas?
a) Sim, fiquei muito interessado em explorar essa relagao.

b) Na verdade, ndo me interessei muito por essa relacéo.

c) Nao percebi a relagao entre as medidas dos lados e as areas dos tridngulos.

d) Nao prestei atengdo nesse aspecto durante a oficina.

9) Vocé teve dificuldade em entender a razéo entre as areas dos tridangulos sucessivos de uma divisdo?
a) Nao tive nenhuma dificuldade, compreendi faciimente.

b) Tive um pouco de dificuldade, mas consegui entender no final.

c) Tive muita dificuldade em entender essa razao.

d) Nao entendi como calcular essa razio durante a oficina.

e) Nao prestei atengado nesse aspecto durante a oficina.

10) Vocé achou valida a utilizagdo da férmula da soma de uma série geométrica finita durante a exploragéao
do exemplo proposto?

a) Sim, achei muito valido e esclarecedor.

b) Tive dificuldade em entender como aplicar essa formula.

c) Nao entendi como a férmula esta relacionada com o exemplo dado.

d) Nao percebi a utilizagdo da féormula durante a oficina.

e) Nao prestei atengdo nesse aspecto.

11) Vocé se sentiu confortavel ao aplicar a formula da soma de uma série geométrica finita para calcular as
somas das areas dos tridngulos gerados por uma divisdo sucessiva?

a) Sim, me senti confiante em aplicar a formula corretamente.

b) Tive dificuldade em calcular corretamente as somas das areas.

c) Nao entendi como realizar os calculos com a férmula da soma de uma série geométrica.

d) N&o prestei atengéo nesse aspecto durante a oficina.

12) Vocé conseguiu perceber a relagéo entre a area dos tridngulos retdngulos sucessivos e a soma das areas
de um triangulo retangulo originalmente dado?

a) Sim, percebi claramente essa relagéo.

b) Tive dificuldade em entender essa relagéo durante a oficina.

c) Nao percebi nenhuma relagéo entre as areas dos tridngulos retangulos.
d) Nao prestei atengado nesse aspecto durante a oficina.

13) Vocé acredita que a oficina contribuiu para o seu aprendizado sobre a soma das areas de tridngulos e sua
relagdo com sistemas dindmicos e progressées geométricas?

a) Sim, contribuiu muito para o meu aprendizado.

b) Contribuiu um pouco, mas ainda tenho algumas duvidas.
c) Nao senti que a oficina contribuiu para o meu aprendizado.
d) Nao percebi a relagdo entre os conceitos durante a oficina.
e) Nao prestei atengao nesse aspecto durante a oficina.

Figura 5.7: Segunda péagina do questionario de avaliacao
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CAPITULO 6

Relato de aplicacao em sala de aula

O presente capitulo tem como objetivo relatar a aplicacdao de uma sequéncia didatica focada na
abordagem de Sistemas Dinamicos Discretos aplicados em Progressdes Geométricas no Ensino Mé-
dio. Essa sequéncia foi planejada levando em consideracdo a realidade das turmas nas quais seria
aplicada, buscando promover uma experiéncia diferenciada e enriquecedora para os alunos. A esco-
Iha de seis exemplos de aplicacdes permitiu selecionar um caso especifico para a criacao da oficina, a
gual inicialmente estava planejada para trés aulas de 50 minutos cada. No entanto, durante o desen-
volvimento das atividades, percebeu-se a necessidade de estender o planejamento para quatro aulas,

0 que se mostrou de grande valia para a compreensao e assimilacao dos conceitos pelos alunos.

Essa divisao do tempo evidencia a importancia de um planejamento adequado e organizacdo das
atividades, permitindo otimizar o aprendizado dos alunos. Além disso, o relato detalhado dessa
sequéncia didatica busca destacar a importancia de aproximar o ensino da matematica de situacoes

concretas e aplicadas, tornando-o mais dinamico e atrativo para os estudantes do Ensino Médio.

Pretende-se com essa proposta pedagdgica, com a selecdo de exemplo baseada na realidade das
turmas e com a extensao do planejamento para quatro aulas, contribuir para a formacao dos estudan-
tes, desenvolvendo habilidades como o pensamento légico, a capacidade de analise e a resolucdo de
problemas. O relato da aplicacdo dessa sequéncia didatica pode servir como inspiracdo e orientacdo
para professores interessados em desenvolver abordagens pedagdgicas inovadoras e eficazes, que

estimulem a participacdo ativa dos alunos em seu préprio processo de aprendizagem.
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6.1 Relato do desenvolvimento da sequéncia didatica

Desenvolvimento da atividade
Aula 1:
Introducao:

A atividade de apresentar e discutir o conceito do triangulo retangulo e sua férmula da drea com os
alunos foi muito proveitosa. Eles compreenderam facilmente as caracteristicas desse tipo de triangulo
e sua importancia para a solucao de problemas geométricos e matematicos. Os alunos também
entenderam que a férmula da area do tridngulo retangulo é obtida multiplicando a base pela altura e
dividindo por dois, e que essa férmula é uma generalizacdo do calculo da adrea de qualquer triangulo.
Utilizamos exemplos praticos para demonstrar a aplicacao da férmula e discutimos situacdes da vida
real em que ela poderia ser Util. Isso despertou o interesse dos alunos na Geometria e na importancia

da matematica na resolucdo de problemas praticos.
Desenvolvimento
Parte 1

A atividade com o triangulo retadngulo foi realizada de forma positiva, despertando o interesse
dos alunos. Introduzi o conceito de divisdo do triangulo em quatro partes iguais, o que motivou a
participacao de todos na resolugao dos calculos exigidos. Apresentei o triangulo retangulo T; com
suas medidas de base e altura de forma clara. Utilizei a lousa para criar um desenho representando
a divisdo em quatro partes iguais, denominadas triangulos T,, T3, T, e T, facilitando a compreensao

dos alunos.

Solicitei aos alunos que calculassem a area do triangulo T; usando a férmula da area do trian-
gulo retangulo. A maioria realizou os calculos corretamente, o que demonstra uma compreensao do

conceito de area aplicado a triangulos retangulos.

Em seguida, os desafiei a calcular a area de outros triangulos resultantes (T,, T3, T, e T5). Desta-
guei a curiosidade de todas as areas serem iguais, independentemente da divisao feita. Essa obser-
vacdo incentivou os alunos a refletirem sobre a relacao entre as medidas dos lados dos triangulos e

suas areas.

Para consolidar ainda mais o aprendizado, propusemos uma atividade pratica, na qual os alunos
desenharam e recortaram um tridangulo retangulo em uma cartolina. Utilizando uma reta, eles divi-

diram o tridngulo em quatro partes iguais, formando os triangulos T,, T3, T, e Ts. Essa abordagem
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concreta permitiu uma visualizagcdo mais tangivel da divisdo do triangulo retangulo e reforcou a com-

preensao alcancada anteriormente.

No geral, a aplicacao desta atividade foi muito satisfatéria, pois os alunos demonstraram inte-
resse, participacao ativa e compreensao sobre a divisao do triangulo retdangulo em partes iguais. A
utilizacdo de elementos visuais, célculos e a atividade pratica contribuiram para o desenvolvimento

do raciocinio légico, da percepcédo geométrica e da compreensao dos conceitos abordados.

Figura 6.1: Primeira foto de registro de aplicagao da oficina

Parte 2

A atividade de medir as bases e alturas dos triangulos e calcular suas areas proporcionou aos
alunos uma vivéncia concreta do conceito de area de um triangulo e a relacdo entre as medidas dos
lados e a area. A divisdo da cartolina em partes permitiu que eles fizessem observagdes e conjecturas
sobre essa relacdo. Durante a discussao dos resultados, enfatizou-se que todas as areas obtidas eram
iguais, o que despertou a curiosidade dos alunos. O envolvimento dos alunos e a abordagem ludica
e experimental da atividade contribuiram para tornar o contelido mais significativo e motivador para

eles.

Essa atividade permitiu aos alunos compreender o conceito de area de um triangulo e desenvolver
habilidades de medicéao, calculo, interpretacao e argumentacdo matematica. Eles puderam constatar
que a area de um triangulo é encontrada pela multiplicacdo da base pela altura e dividindo por dois.
Essa experiéncia enfatizou a importancia de atividades praticas e contextualizadas para promover
uma compreensao mais profunda dos conceitos matematicos. Os alunos demonstraram maior confi-
anca em Geometria e férmulas matemdticas, bem como habilidades de investigacdo e pensamento

critico.
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Figura 6.2: Exemplo de atividade resolvida da primeira aula

Aula 2:
Introducao:

Como introducao revisamos o conceito de area do tridngulo retangulo e exploramos a divisdo do

triangulo T; em quatro partes iguais. Utilizamos recortes de papel para construir os triangulos re-
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sultantes e os alunos foram incentivados a comparar suas areas. Durante a revisao, reforcamos a
féormula da &rea do triangulo retangulo e suas componentes: base e altura. Relembramos que a base
é 0 segmento de reta que une os pontos médios dos lados nao adjacentes ao angulo reto, enquanto
a altura é a perpendicular tracada do vértice do angulo reto até a base. A atividade teve como obje-
tivo permitir que os alunos visualizassem e manipulassem os triangulos resultantes da divisao de T;
em quatro partes iguais. Utilizamos recortes de papel para que pudessem construir os tridngulos e

estimulamos a identificacdo e comparacdo das areas desses triangulos.

Ao final da atividade, os alunos compreenderam claramente a relagcao entre as areas dos triangulos
resultantes. Eles perceberam que, apesar das diferentes formas e configuragdes, todos os triangulos
possuiam areas iguais. Também exploramos a simetria presente na divisao do triangulo, destacando

gue cada par de tridngulos opostos possuia a mesma éarea.
Desenvolvimento
Parte 1

A atividade consistiu em explorar a relacdo entre as areas dos triangulos resultantes da divisdo
sucessiva de um triangulo. Os alunos foram envolvidos de forma ativa na construcao e analise dos
triangulos. Cada aluno desenhou um tridngulo em pedacos de cartolina e o dividiu em quatro partes
iguais. Os triangulos resultantes foram recortados e numerados. Em seguida, os alunos utilizaram
a formula da area do triangulo retangulo para calcular a drea de cada um deles, sendo enfatizada a

base vezes a altura dividido por dois como férmula da éarea.

Apés os alunos realizarem os calculos, eles compartilharam os resultados e compararam com os
colegas. Promovi uma discussao em sala de aula sobre os resultados, destacando que a area de cada
triangulo era um quarto da area do anterior. Para estimular a reflexdo e o entendimento da relagdo
entre as areas dos triangulos sucessivos, incentivei-os a observarem como cada triangulo novo era
formado a partir da divisdo do anterior. Essa andlise permitiu que os alunos compreendessem que a

area de um triangulo era reduzida a medida que ele era dividido em partes menores.

A atividade foi muito positiva, pois os alunos se envolveram ativamente na construcdo e andlise
dos tridangulos. Manifestaram interesse em compreender a relacdo entre as areas dos triangulos su-
cessivos e participaram engajados nas discussdes em sala de aula. Ao final, eles compreenderam o
processo de divisdo sucessiva dos triangulos e identificaram a relacdo de reducdo de um quarto da
area a cada divisao. Isso demonstrou que a proposta foi efetiva no desenvolvimento da compreensao

do tema.
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Figura 6.3: Segunda foto de registro de aplicagcao da oficina

Parte 2:

A atividade proposta consistiu em explicar o conceito de Progressao Geométrica para os alunos,
apresentando exemplos de sequéncias tanto crescentes quanto decrescentes. Foi destacado que a

razao é uma constante que representa a multiplicacao entre os termos da sequéncia.

Para ilustrar a Progressdo Geométrica Crescente, foi considerada a sequéncia (2,4,8,16,32), na
qual cada termo é obtido ao multiplicar o termo anterior por 2. Com isso, os alunos puderam compre-

ender que a razdo dessa Progressao Geométrica é igual a 2.

Ja para exemplificar a Progressdao Geométrica Decrescente, foi apresentada a sequéncia
(100,50,25,12.5,6.25), em que cada termo € obtido ao multiplicar o termo anterior por 0.5. Os alunos

puderam constatar que a razao dessa progressao ¢ 0.5.

Durante a explicacdo, enfatizamos a importancia da razdo ser constante para todos os termos da
sequéncia. Também ensinamos a formula para calcular o termo de posicao n em uma Progressao
Geométrica, utilizando o primeiro termo (a,), a razao (r) e o nUmero da posicao do termo desejado
(n). A aplicagao desta atividade com os alunos resultou em uma compreensao clara e precisa do con-
ceito de Progressdo Geométrica. Os alunos conseguiram identificar a razao em diferentes exemplos
de sequéncias, independentemente de serem crescentes ou decrescentes. A férmula para encontrar
o enésimo termo também foi facilmente assimilada pelos alunos, atingindo os objetivos de ensinar a

Progressao Geométrica e suas propriedades de forma positiva e eficaz.
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Uma progressao geomeétrica consiste em uma sequéncia de termos em que cada termo & obtido ao
multiplicar o termo anterior por uma constante chamada de razao. Essa constante é representada

por "r'" e pode ser tanto positiva como negativa. Podemos calcular o "n-eésimo" termo de uma
sequéncia geométrica através da formula a, = a; x r™1 onde "a," representa o "n-ésimo"
termo, "a," é o primeiro termo e "n" é a posigéo do termo que queremos encontrar.
 Consideremos a sequéncia (2, 4, 8, 16, 32,6_)1_"15{‘...). Nessa sequéncia, cada termo € obtido ao
multiplicar o termo anterior por 2. Portanto, a razao dessa progressao geometrica é igual a CQ* X

Progressao geomeétrica decreffenteojzﬁt)nde a razao € um nimero entre 0 e 1. Por exemplo, na

sequéncia (100, 50, 25, 2, =, ..), cada termo é obtido ao multiplicar o termo anterior por >.

Assim, a razao dessa progressao geomeétrica &

comite 7o o x (=T x () 0) ~TEx X O =X > X% )
Ty = Lﬂ‘i(—*i—)JﬂB\,c,#equéncia: disa, e . YL ¢ lﬁ)

| Vamos denotar a area de cada triangulo selecionado por A1, Az, As,..., em que A1 € aarea de Ts, Az
é a area de To, A3 é a area de T13, e assim por diante. Podemos observar que a sequéncia das areas
dos triangulos selecionados segue um padrao. A area de cada triangulo € dividida por 4 em relagao

12 A A
0ao triangulo anterior. Mais ainda, considerando a fungao f (x)=§ onde obtemos A1 == A2 = T‘Qgﬁ—i
zar A N 1)\ .
. Podemos entdo generalizar: A, = A; X (;) As = Ay x (—4) = 15\

fo- B /09T

Figura 6.4: Primeiro exemplo de atividade resolvida da segunda aula

Parte 3:

O caso da divisao de tridngulos como uma Progressao Geométrica, com uma razao igual a %, foi
introduzido aos alunos em sala de aula. Foi utilizado um método pratico, comecando com um tridangulo

ndo dividido e realizando sucessivas divisdes para gerar uma sequéncia de triangulos. Foi explicado o
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conceito de Progressdes Geométricas e como a sequéncia de triangulos resultantes seque um padrao,

onde cada &rea de triangulo é um quarto da area do triangulo anterior.

Para exemplificar a férmula da area do triangulo retangulo, foi escolhido calcular a drea do triangulo
T, que ainda nao havia sido dividido. Foi usada a férmula tradicional da area do triangulo retangulo,
considerando a base e altura do triangulo T;5. Em seguida, foi proposto aos alunos calcular a area do
guinto termo da sequéncia utilizando a férmula da Progressao Geométrica. Durante a resolucao dos
exercicios, os alunos demonstraram entendimento do conteldo, aplicando corretamente a férmula e
realizando os célculos necessérios. A participacao ativa dos alunos foi notavel durante a atividade,
engajando-se nas discussées em sala de aula e compartilhando seus raciocinios. Foi gratificante ver
o envolvimento e a motivacao dos alunos ao aprender sobre Progressdes Geométricas aplicadas a

triangulos.

Ao final da aula, os alunos compreenderam a relacdo entre a divisao de triangulos e uma Pro-
gressdao Geométrica, assim como a nocdo de razao e sua aplicacdo na determinacao de éareas de
triangulos em sequéncia. A aplicacao pratica da atividade, por meio de exemplos e problemas, per-
mitiu que visualizassem de forma concreta a aplicacdo desses conceitos matematicos. Isso resultou
em maior confianca e motivacdo dos alunos em aprender sobre Progressdes Geométricas. A aplicacao
da atividade foi considerada um sucesso, uma vez que os alunos demonstraram boa compreensao

dos conceitos apresentados.

Figura 6.5: Terceira foto de registro de aplicagao da oficina
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Aula 3:
Introducao:

A introducao comecou com uma revisao dos conceitos anteriores, como a divisao sucessiva do
triangulo retangulo e a razao entre as areas dos triangulos resultantes. Foram recapitulados os passos
envolvidos na divisdo do triangulo, que consiste em tracar uma linha paralela a hipotenusa para
dividir o triangulo em dois triangulos semelhantes. Foi explicado aos alunos que essa divisdo segue
um padrdo, onde a razao entre as areas dos triangulos resultantes é sempre a metade da razdo entre

os catetos do triangulo original. Exemplos numéricos foram utilizados para exemplificar essa relacao.

Apés a revisao, foi introduzido o conceito de Progressdo Geométrica. Os alunos foram informa-
dos de que uma Progressdo Geométrica é a soma de uma sequéncia infinita de termos, obtidos

multiplicando-se o termo anterior por uma constante chamada de razao.

Em seguida, os alunos foram mostrados como a soma das areas dos triangulos resultantes da di-
visdo sucessiva pode ser representada como uma soma infinita de uma Progressao Geométrica. Para
facilitar a compreensdo dos alunos, realizamos exercicios praticos em que eles calcularam a soma
das dreas de varios triangulos resultantes de uma divisao sucessiva. Eles aplicaram corretamente
o conceito de Progressao Geométrica e obtiveram as respostas corretas. Os alunos demonstraram
um bom entendimento dessa parte da aula, aplicando os conhecimentos adquiridos sobre a divisao
sucessiva do tridngulo retangulo e a razdo entre as areas dos triangulos resultantes. Além disso,
entenderam como representar a soma das dreas como uma soma infinita de uma Progressao Geomé-

trica e realizaram os calculos necessarios para obter as respostas corretas.
Desenvolvimento:
Parte 1:

Essa parte da aula foi clara e objetiva, apresentando a férmula da soma de uma Progressao Geo-
métrica Finita e explicando cada elemento dessa férmula. Os alunos compreenderam os conceitos e
entenderam a relevancia da férmula para o célculo da soma das areas dos triangulos selecionados.
Durante a explicacao, os alunos demonstraram interesse e fizeram questionamentos para esclarecer
duvidas. Exemplos praticos foram utilizados para exemplificar a aplicacdo da férmula em situacdes
reais. Depois disso, os alunos resolveram exercicios envolvendo o calculo da soma das areas dos
triangulos selecionados com um ndmero especifico de termos. Alguns alunos tiveram dificuldade em

compreender e aplicar corretamente a férmula.

Para ajudar os alunos a superarem as dificuldades, foram realizados exercicios em conjunto com
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Uma progressao geomeétrica consiste em uma sequéncia de termos em que cada termo € obtido ao
multiplicar o termo anterior por uma constante chamada de razao. Essa constante é representada
"r" e pode ser tanto positiva como negativa. Podemos calcular o "n-ésimo" termo de uma

por "r
sequéncia geométrica através da formula @, = a; x r™ Y, onde "a,," representa o "n-ésimo"

termo, "a," é o primeiro termo e "n" & a posi¢ao do termo gue gueremos encontrar.
Consideremos a sequéncia (2, 4, 8, 16, 32, £9, [4X...). Nessa sequéncia, cada termo & obtidg ao
multiplicar o termo anterior por 2. Portanto, a razao dessa progressao geomeétrica ¢ igual a ==
Progressao geométrica decrescente D%de a razdo & um numero entre 0 e 1. Por exemplo, na

sequéncia (100, 50, 25, 5 § - Z/¢..), cada termo & obtido ao multiplicar o termo anterior por—

Assim, a razao dessa progressao geométnca é .
| Compit: 1, = x () =L9x () % () - T D < O x O = Lx O x (< OO
Ty, = ‘—52‘255—)=‘4f "-gequéncia: L J8Y, F ), /&, q 5)

\Vamos denotar a area de cada triangulo selecionado por A1, Az, As,...,emque A1 € a éreg de Ts, A2
é a area de T, As é a area de T13, e assim por diante. Podemos observar que a sequéncia das areas
dos triangulos selecionados segue um padrao. A area de cada triangulo é dividida por 4 em relagao

0Oao triangulo anterior. Mais ainda, considerando a fungéo f (x)-— onde obtemos A1 =— Az A: .A:s":z
S (n=3) s g

. Podemos entdo generalizar: A, = A; X (;) As = A x (:) 3 ’;_ 1 qﬂ

As = L= /8192

Figura 6.6: Segundo exemplo de atividade resolvida da segunda aula

explicacdes passo a passo e discussdes sobre as etapas de resolucdo. Exercicios extras foram forne-

cidos para a pratica individual, com acompanhamento e orientacao personalizados para aqueles que

tiveram mais dificuldades.

No final da aula, os alunos foram capazes de aplicar corretamente a férmula da soma de uma

Progressdao Geométrica finita e entender a sua importancia para o calculo da soma das areas dos
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triangulos selecionados. A maioria dos alunos conseguiu superar suas dificuldades iniciais e teve

sucesso na resolucao dos exercicios propostos.

Parte 2:

. . N . n . T
Nessa parte da aula, comecei introduzindo a sequéncia (1) e fiz uma analise dos valores para

4
diferentes valores de n. Expliquei que a sequéncia vai diminuindo a medida que n aumenta, devido ao
fato de estarmos elevando um nimero menor que 1 a poténcia n. Em seguida, apresentei a conclusao
de que a medida que n tende ao infinito, a expressao (%)n tende a zero. Para facilitar a compreensao
dos alunos, mostrei exemplos numéricos, utilizando uma calculadora cientifica para calcular o valor

da sequéncia para valores grandes de n. Isso permitiu que eles visualizassem o padrao da sequéncia

se aproximando de zero a medida que n aumenta.

No geral, os alunos foram bem-sucedidos na compreensao dessa parte da aula, mas alguns apre-
sentaram um pouco de dificuldade no inicio. Para ajuda-los, fiz perguntas e pedi que eles tentassem
explicar a tendéncia dos valores da sequéncia para diferentes valores de n. Também fiz questdo de
enfatizar que, quando um nimero menor que 1 é elevado a uma poténcia grande, o valor resultante
se torna cada vez menor. Além disso, mostrei como simplificar a notacdo cientifica para facilitar a

leitura dos valores da sequéncia para valores muito grandes de n.

Figura 6.7: Quarta foto de registro de aplicacao da oficina
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Parte 3 :

Nesta parte da aula, abordei o problema de construcao de triangulos e apresentei aos alunos a fér-
mula para a soma das areas dos triangulos obtidos. Destaquei a necessidade de utilizar o conceito de
limite para calcular a soma das dreas quando n tende ao infinito. Solicitei aos alunos que calculassem
essa soma, e muitos chegaram ao resultado correto de %. Em seguida, discuti o conceito de limite e

sua importancia nesse caso especifico.

Muitos alunos tiveram dificuldade em entender como aplicar o limite nesse contexto. Para ajuda-
los, expliquei detalhadamente o processo de simplificacdo da expressdo usando a férmula do limite,

2
até chegar ao resultado final de %.

Enfatizei que, conforme a razdo entre as areas dos triangulos consecutivos é %, quanto maior o

valor de n, mais os triangulos se aproximam de um valor limite, que é a soma total das areas.

A maioria dos alunos compreendeu e aplicou corretamente o conceito de limite para encontrar a
soma das areas dos triangulos. Alguns alunos tiveram dulvidas, mas conseguiram entender com a
explicacao detalhada e chegaram as respostas corretas. Foi ressaltado aos alunos que a soma das
areas dos triangulos resultantes é sempre menor do que a area total do triangulo inicial, consolidando

assim a importancia do limite nesse caso especifico.
Parte 4 :

Reforcei a férmula da soma de uma Progressdao Geométrica, que permite calcular a soma de uma
sequéncia de termos multiplicados por uma constante. No nosso caso, essa constante é a razdo das
areas dos triangulos. Mostrei como aplicar a férmula para encontrar a soma das areas dos triangulos.
Em seguida, resolvi um exemplo no quadro, utilizando os valores das bases e alturas dos triangulos
desenhados pelos alunos, explicando passo a passo como aplicar a férmula e obter o resultado da

soma.

Apds explicar a férmula da soma de uma Progressao Geométrica, dei um tempo para os alunos
fazerem os célculos. Durante esse tempo, circulei pela sala para tirar dlvidas e corrigir erros. A
maioria dos alunos teve dificuldades, o que era esperado. Porém, com minha ajuda e orientacdo, eles
conseguiram entender o processo e obter o valor correto da soma das areas dos triangulos. No final
da aula, fiz uma revisao dos principais pontos e resolvi mais exemplos no quadro para reforcar o uso

da formula.

Apesar das dificuldades encontradas pelos alunos nessa parte especifica da aula, considero que

eles foram bem sucedidos no aprendizado do conteldo. A maioria conseguiu compreender a férmula
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da soma de uma Progressao Geométrica e aplica-la corretamente nos exercicios propostos.

e .
- o8 =

Figura 6.8: Quarta foto de registro de aplicacao da oficina

Aula 4:
Introducao:

A atividade de caca-palavras foi aplicada em sala de aula para estimular o conhecimento sobre
Sistemas Dinamicos Discretos. A maioria dos alunos foi capaz de identificar corretamente os termos
"iteragcao", "funcdo" e "érbita". Para ajudar os alunos que tiveram dificuldades, foi feita uma revisao
dos conceitos antes da atividade e incentivado o trabalho em grupo. Apds a atividade, foi realizada
uma discussdo em classe para aprofundar a compreensdo dos termos e sua importancia na evolucao
dos Sistemas Dinamicos Discretos. O uso da caga-palavras como estratégia de ensino foi eficiente na
fixacao dos termos estudados e promoveu a interacao e construcao coletiva do conhecimento entre

os alunos.
Desenvolvimento
Parte 1

A atividade de introdugdo ao Sistema Dinamico Discreto utilizando a fungao f(x) = % foi bem-
sucedida, porém alguns alunos tiveram dificuldades na compreensao do conceito de composicao de
funcdes. Inicialmente, expliquei aos alunos que a funcao f (x) é uma regra matematica que determina
a evolucao do valor de x a cada iteracdo. Em seguida, apresentei um exemplo pratico: comecando

com x = 8, pedi para os alunos aplicarem a fungao f (x) para calcular o préximo valor de x.

Apds um periodo de reflexdo, a maioria dos alunos conseguiu calcular corretamente o préximo
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1=

valor de x como 2. Reforcei que esse valor € obtido substituindo x = 8 na fungéo f(x) =

Em seguida, discuti a ideia de compor fungdes, explicando que podemos repetir a aplicacao da
funcdo f(x) para obter uma sequéncia de valores de x ao longo do tempo. E importante destacar

que a cada iteracdo, o valor obtido é utilizado como entrada na préxima iteracdo.

Para tornar esse conceito mais tangivel, propus que os alunos calculassem manualmente os pré-
ximos valores de x aplicando repetidamente a funcéo f(x). Alguns tiveram dificuldade em entender

gue era necessario utilizar o resultado da iteragao anterior como entrada para a préxima iteragao.

No entanto, apds orientacao e dicas adicionais, a maioria dos alunos conseguiu avancar na resolu-
¢ao dos calculos e obteve uma sequéncia de valores de x. Fiz questao de destacar que essa sequéncia

€ gerada pela composicao da funcdo f (x) consigo mesma vaérias vezes.

Ao final da atividade, os alunos conseguiram compreender a dinamica do sistema representado

~ _ X . ~ . A .
pela funcao f(x) = 7 € como aplicar a funcdo repetidamente para obter uma sequéncia de valores
de x. Mesmo com a dificuldade inicial, o resultado geral foi satisfatério e os alunos mostraram-se
engajados em compreender o conceito de composicao de fungdes aplicado ao Sistema Dinamico

Discreto.

ML
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Figura 6.9: Sexta foto de registro de aplicacao da oficina

Parte 2

Realizamos um experimento para explorar as iteragdes da funcgao linear f(x) = %. Esta funcdo é
conhecida como uma funcdo de taxa de (de)crescimento constante, onde qualquer nimero multipli-

cado por % serd reduzido a % do seu valor original.
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Os alunos foram orientados a escolher um valor inicial para x, que poderia ser qualquer nimero
inteiro ou decimal. Diferentes valores foram selecionados, como 2, 5, 0.5 e até mesmo nUmeros

negativos, como -3.

Em seguida, os alunos aplicaram a funcao f(x) = f ao valor inicial selecionado e registraram o
resultado. Eles utilizaram calculadora ou fizeram a operagao manualmente para obter o resultado.

Por exemplo, se o valor inicial fosse 2, aplicando a fungao teriamos f(2) = % =0.5.

Na segunda parte do experimento, foi solicitado aos grupos que realizassem a segunda iteracao,
aplicando novamente a funcéo f(x) = % ao resultado da primeira iteracao. Os estudantes consegui-

ram seguir as instrucées com sucesso, demonstrando compreensao sobre a sequéncia de iteracoes.

O processo foi repetido por mais 3 iteracdes, sempre tomando o resultado anterior e aplicando a
funcdo. Apds a conclusao das 5 iteracdes, os alunos foram incentivados a observarem os padrdes e
variacdes nas sequéncias geradas. Perguntas orientadoras foram feitas para promover a discussao,
tais como: se os valores estdo aumentando ou diminuindo a cada iteracdo, se existe uma tendéncia
na sequéncia gerada e se sdo observados padrdes na relacao entre os valores iniciais e os resultados

das iteracoes.

Os alunos debateram sobre a diminuicdo dos valores a cada iteracdo e a tendéncia de convergén-
cia para um valor préximo de zero. Eles também perceberam que independentemente do valor inicial
escolhido, todos os resultados das iteracdes se aproximavam cada vez mais de zero. Desafiei-os a
realizar mais iteracdes com diferentes valores iniciais e explorar o resultado de utilizar valores nega-

tivos. A ideia era refletir sobre como esses padroes e variagdes poderiam ser aplicados no cotidiano.

Figura 6.10: Sétima foto de registro de aplicacao da oficina
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Alguns alunos tiveram dificuldades em observar e analisar os padrdes e variacdes das sequéncias
geradas, entao incentivamos a discussao em grupo e fornecemos orientacdes adicionais. A atividade
permitiu praticar a aplicacao de funcdes lineares e expandir a compreensao dos alunos sobre taxa
de crescimento constante. Ao final, eles perceberam a utilidade desse tipo de funcdo na andlise de

situacOes do cotidiano e na previsao de padroes.
Parte 3

A atividade foi realizada durante uma aula de matematica sobre funcdes iterativas. Foi feita uma
revisdo dos conceitos de funcdo e iteracdo no inicio da aula. Os alunos foram instruidos a escolher
um numero inicial e calcular o valor resultante apds a primeira iteracdo. Eles registraram os valores.
Os alunos foram solicitados a descrever o comportamento da érbita até aquele ponto e muitos per-
ceberam que os valores obtidos oscilavam entre diferentes nimeros, sem se aproximar de um valor

especifico.

Em seqguida, solicitei aos alunos realizar mais iteracdes para observar se algum padrao estava
se formando. Alguns tiveram dificuldades nessa etapa, j& que nao estavam acostumados a pensar
em padrdes matematicos. No entanto, com algumas dicas e exemplos adicionais, eles conseguiram
completar as iteracdes. Apds a sexta iteracdo, pedi aos alunos que descrevessem novamente o
comportamento da érbita. Desta vez, a maioria deles percebeu que os valores pareciam estar se

aproximando de um numero especifico.

Tivemos uma discussao em sala de aula sobre os padrdes observados e a importancia de identificar
tendéncias em sequéncias matemaéticas. Os alunos compreenderam gue, mesmo que inicialmente os
valores ndo convergissem para um ndmero especifico, apdés um determinado nimero de iteracdes,

eles comecavam a se aproximar de um valor fixo.

Apesar de algumas dificuldades iniciais, a atividade foi bem sucedida em promover a compreensao

dos alunos sobre o comportamento das érbitas de funcdes iterativas.
Parte 4

Reforcei o conceito de iteracdo da funcao e Progressdao Geométrica para os alunos. Expliquei que
ambas sdo formas de representar sequéncias de nimeros que seguem padrdes especificos, mas

diferem em relacdo a sua natureza discreta e continua.

Exemplifiquei a iteracdo da funcdo f(x) = ﬁ usando o valor inicial de x = 4096. Mostrei passo a
passo como aplicar a funcdo a cada resultado gerado, obtendo assim uma sequéncia especifica de

nUdmeros. Destaquei que cada iteracdo gera um novo valor na sequéncia.
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Em sequida, apresentei aos alunos a Progressdao Geométrica com razao 1, gue corresponde a

mesma razao da funcdo. Expliquei que essa progressao também segue um padrao especifico, onde
cada termo é obtido multiplicando o termo anterior pela razdo. Destaquei que a sequéncia gerada

pela iteracdo da funcao é exatamente a mesma sequéncia gerada pela Progressdao Geométrica com

a mesma razao.

Escola Estadual Professor Indein Cacein..

Resolva o caga palavras com base no texto a seguir: (As pal: 7 P L
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uma sequeéncia de pontos. Esse processo de aplicagdo
repetida & chamado de iteragao. Os pontos visitados ao
longo das iteragoes formam as érbitas do sistema. Um
ponto fixo é aquele que, quando iterado, retorna a ele
mesmo. Além disso, existem os pontos atratores, que
, atraem pontos proximos a eles durante as iteragoes, e os
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A iteragdo em matematica consiste em repetir uma funcao varias vezes. Para isso, utilizamos o
simbolo de composigao de fungoes, representado por "o". Ao iterar uma funcao f sobre ela mesma,
escrevemos f o f oo ..o f. Esse processo pode ser realizado infinitas vezes, resultando em /", onde

n € o numero de iteragées. Dada afungao f(x) = 5 complete considerando o valor inicial igual a 8:
Xo=8 sx =)= 2= b = x, = f(0) =Rm0.5 = x, —f(R) = 2=025
=x3 = f(x) = TZ=D,_EL,5=’ Xy =f(x3) = :’Dﬂﬂ.&i x5 = f(xy) = ——D_,LW?J&

Agora faga o mesmo mas agora escolhendo um valor qualquer para xo este valor pode ser inteiro ou
decimal.

xo =00 x, =f(xo) = 2 J000 x, = fxy) = 250505 x5 = flx) = 2=
=’xa=f(x2)= 4 =’x4—f(x3)_—'m=’xs—f(x4)——‘=.z_7£)

Dado x, € X, definimos a érbita de x, sobre a fungao f como uma sequéncia infinita de pontos x,, x,
Xs, ..., Xn, ... ONde x, é o ponto de partida da érbita, também conhecido como condigao inicial.

0t = {x fi) 2 (x), 2 () fif @), £2(x), .. } = [xoRoeumrecyix, (o } =%m@,&%m

Agora faga o mesmo que anteriormente para Xo = 4096:
xo=l)0%=°x1=f(xo)—' —@ﬁxz—f(’ﬁ)_—‘aﬁ%:xs—f(xz i"_éi
= X3 =f(x2)--——rﬂ/ =’x4—f(xs) L:xS_f(x4)_

0% = 1, (D, £, £, 1) £ () i = o % s }-Mmg&@_ .44y

Resolva as divisées abaixo para encontrar a razéo da progresséo geométrica equivalente a |teragao
da funcao ) b, b 5

Formula geral da progessao geométrica:
a, = a, XxrD=>a, =4096x_J "1

Soma dos termos da progressao gébmeétrica: A :
Lembre-se que Portanto, podemos concluir que o limite infinito dessa sequéncia é zero, ou seja:

mite Infinii el L

limite infinito de 71(4) = :lg_ : A

5, = g x 20 5= 4506 x%:ljas = 4096 x (ﬁj’as —=>sn=5_q6(,3j
1

X G-

Figura 6.11: Primeiro exemplo de atividade resolvida da quarta aula

Em seguida, solicitei que eles identificassem a regra de formacao dessa sequéncia e a comparas-
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sem com a Progressdao Geométrica correspondente. Incentivei-os a discutirem entre si e compartilha-

rem suas conclusdes com toda a turma.

Durante essa parte da aula, a maioria dos alunos encontrou alguma dificuldade, principalmente
em compreender a relacdo entre a funcao e a Progressao Geométrica. Alguns tiveram dificuldade em
entender a natureza discreta das iteracdes da funcao, enquanto outros tiveram dificuldade em com-

preender a relacdo entre os termos da sequéncia gerada pela funcao e os da Progressao Geométrica.

Para ajudar a superar essas dificuldades, fiz questao de ir ao quadro explicar em detalhes passo
a passo. Assim, os alunos puderam compreender melhor a sequéncia gerada pela funcdo e sua cor-
respondente Progressao Geométrica. Também fiz perguntas direcionadas e encorajei a participacao

ativa dos alunos nas discussées em grupo.

Com o tempo, os alunos compreenderam a semelhanca entre as iteracdes da funcao e a Progres-
sao Geométrica. Eles identificaram a relacdo entre os termos da sequéncia gerada pela funcado e
os da Progressdao Geométrica, demonstrando essa relacdo de forma numérica e grafica. A maioria
dos alunos entendeu a iteracdo da funcado e sua relacdo com a Progressdo Geométrica, identificando
a regra de formacdo da sequéncia gerada pela funcdo e comparando-a com a Progressdo Geomé-
trica correspondente. Alguns alunos conseguiram aplicar esse conceito a outros exemplos além do

apresentado em sala de aula.

De modo geral, apesar das dificuldades iniciais, os alunos foram capazes de compreender e relaci-
onar os conceitos de iteracao da funcao e Progressdo Geométrica. Eles demonstraram um bom nivel

de engajamento e participacao durante a aula, o que contribuiu para o seu sucesso na atividade.
Parte 5

Iniciamos abordando o conceito de Progressao Geométrica (PG), que é uma sequéncia numérica
em gue cada termo é obtido multiplicando-se o termo anterior por uma constante chamada razao.
Apresentamos a férmula geral da PG, a, = a; X r(=1), explicando o significado de cada elemento.
Em seguida, aplicamos o conceito de PG a funcdo f(x) = 2 explicando como obter uma sequéncia
de valores ao iterar a funcdo e como descrever essa sequéncia usando a férmula da PG. Calculamos

20N

também a soma dos termos da PG quando n tende ao infinito, utilizando a formula So, = a; - —
7

Utilizando o conceito de limite, simplificamos a férmula e chegamos ao resultado final S, = 5461, 33.

Durante a explicacao, foi proporcionado aos alunos a oportunidade de fazerem perguntas e escla-
recerem suas duvidas. A maioria dos alunos compreendeu o conceito de Progressao Geométrica e
conseguiu aplicé-lo corretamente para descrever a sequéncia gerada pela funcado dada. Alguns alu-

nos tiveram um pouco mais de dificuldade na parte do célculo da soma dos termos da PG quando
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n tende ao infinito, mostrando um pouco de confusao na manipulacdo dos termos e na aplicacao
dos limites. No entanto, com a explicacdao detalhada e exemplos adicionais, todos os alunos foram

bem-sucedidos em entender o processo e chegar corretamente ao resultado final.

Figura 6.12: Segundo exemplo de atividade resolvida da quarta aula
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Consideracoes gerais sobre a oficina:

Durante as aulas, abordamos o conceito de Progressdes Geométricas e sua aplicacdo em proble-
mas praticos com triangulos. Explicamos que uma Progressao Geométrica € uma soma infinita de
termos, onde cada termo é obtido multiplicando-se o termo anterior por uma razao constante. Essa
divisdo pode ser repetida indefinidamente, gerando uma sequéncia infinita de triangulos retangulos
com lados proporcionais. Isso permite calcular a soma das areas de todos os triangulos através de

uma férmula especifica.

Alguns alunos enfrentaram dificuldades em entender como a area dos triangulos se relaciona com
a Progressao Geométrica e como a férmula calcula a soma de suas areas. Fizemos uma revisdo passo
a passo da férmula e enfatizamos a importancia de compreender o conceito de razao e proporcao
na matematica. Utilizamos exemplos concretos e mostramos como a férmula pode ser aplicada em

diferentes situacdes.

Apesar das dificuldades iniciais, a maioria dos alunos conseguiu compreender a relacao entre a
area dos tridangulos retangulos e a soma das areas da Progressdo Geométrica. Também consegui-
ram utilizar a férmula corretamente, evidenciando sua compreensao do contelddo. Reforcamos a
importancia do conceito de Progressdes Geométricas e encorajamos a pratica continua para resolver

problemas mais complexos com esse tema.

6.2 Analise do questionario de opiniao

Analisamos um questionario de opinido aplicado a alunos do Ensino Médio que participaram de
uma oficina sobre Sistemas Dinamicos Discretos aplicados em Geometria Espacial. O questionéario foi
respondido por 55 alunos, distribuidos em trés turmas do primeiro ano. Inicialmente, esperdvamos
gue os alunos respondessem o questiondrio em 20 minutos, mas nos deparamos com um obstaculo
inesperado. A linguagem matematica das perguntas dificultou a compreensao por parte dos alunos,
exigindo uma explicacao minuciosa das questdes e suas alternativas. Esse processo tomou cerca de

50 minutos, excedendo o tempo planejado para a realizacdo do questionario.

A necessidade de fornecer esclarecimentos detalhados sobre as perguntas destacou a importancia
da linguagem matematica na compreensao dos conceitos abordados na oficina. A partir dessa ana-
lise, podemos refletir sobre como adaptar a linguagem e melhorar a didatica na elaboracao de futuros
guestiondrios, tornando-os mais acessiveis aos alunos. Os resultados obtidos nos ajudardo a identifi-

car as percepcoOes e opinides dos alunos em relacao a oficina e ao conteddo abordado, direcionando
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futuras agbes e melhorias na abordagem de Sistemas Dinamicos Discretos aplicados em Geometria

Espacial para estudantes do Ensino Médio.

Figura 6.14: Exemplo da segunda pagina do questionario de opinido respondido

1) O que vocé achou da oficina sobre a Progressao Geométrica com tridngulos e Sistemas Dinami-

cos?
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Respostas Porcentagem
a) Muito interessante e esclarecedora 60%
b) Um pouco confusa, tive dificuldade em acompanhar 18%
c) Nao despertou meu interesse, achei entediante 15%
d) Nao entendi o objetivo da oficina 4%
e) Achei a abordagem superficial, poderia ter explorado mais os conceitos 4%

Tabela 6.1: Respostas da primeira pergunta do questionario de opinido.

2) Vocé acredita que compreendeu bem o conceito de Sistemas Dinamicos aplicados a sequéncias?

Respostas Porcentagem
a) Sim, compreendi completamente 45%
b) Ainda tenho algumas dudvidas, mas entendi a ideia geral 36%
c) Tive muita dificuldade em entender os Sistemas Dinamicos 11%
d) Nao entendi como os Sistemas Dinamicos sao aplicados nas sequéncias 4%
e) Nao prestei atencao nesse aspecto durante a oficina 4%

Tabela 6.2: Respostas da segunda pergunta do questionario de opinido

3) Como vocé percebe a relacao entre Sistemas Dinamicos e Progressdes Geométricas?

Respostas Porcentagem
a) Percebo uma relacao direta e clara entre os dois conceitos. 40%

b) Tenho uma nocao geral da relacao, mas nao sei explicar com detalhes. 31%

c) Acredito que nao ha relacdo entre Sistemas Dinamicos e Progressdes Geo- 11%
métricas.

d) Nao percebi nenhuma relacao durante a oficina. 9%

e) Nao entendi a relacao entre os dois conceitos. 9%

Tabela 6.3: Respostas da terceira pergunta do questionario de opiniao

4) Vocé conseguiu utilizar a férmula da area de um triangulo equildtero como exemplo concreto da

relacdo entre Sistemas Dinamicos e Progressdes Geométricas?

Respostas Porcentagem
a) Sim, foi um étimo exemplo para entender a relacdo entre os conceitos. 40%
b) Tive dificuldade em aplicar a férmula nas atividades propostas. 15%
c) Ndo entendi como a féormula estd relacionada com Sistemas Dinamicos e 7%

Progressdoes Geométricas.
d) Néo percebi a utilizacdo da férmula durante a oficina. 11%

e) Nao prestei atencao nesse aspecto. 27%

Tabela 6.4: Respostas da quarta pergunta do questionario de opinido

5) O que vocé achou das atividades propostas durante a oficina?
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Respostas Porcentagem
a) Muito desafiadoras e estimulantes 49%
b) Alguns exercicios foram confusos, mas no geral gostei 36%
c) Nao gostei das atividades, achei muito simples 7%
d) Nao entendi como as atividades se relacionam com o contelido 4%
e) Nao prestei atencao nas atividades 4%

Tabela 6.5: Respostas da quinta pergunta do questionario de opinido

6) Vocé se sentiu seguro ao calcular a area dos triangulos retangulos?

Respostas Porcentagem
a) Sim, me senti confiante nos calculos 69%
b) Tive algumas duvidas, mas consegui calcular corretamente 15%
c) Tive muita dificuldade em calcular as areas 5%
d) Nao entendi como realizar os célculos 5%
e) Nao prestei atencao nesse aspecto durante a oficina 4%

Tabela 6.6: Respostas da sexta pergunta do questionario de opinido

7) Como vocé enxerga a importancia do estudo da area dos triangulos retangulos para resolver

problemas geométricos e mateméaticos em geral?

Respostas Porcentagem
a) Percebo o estudo da area dos tridangulos retangulos é fundamental para re- 80%
solver diversos problemas matematicos.

b) Acredito que o estudo da &rea dos tridngulos retangulos ndo seja tao rele- 11%
vante para problemas matemidticos.

c) Ndo compreendi a importancia do estudo da area dos triangulos retangulos. 4%

d) Nao percebi a relacao entre a drea dos triangulos retangulos e a resolucao 4%

de problemas matematicos.

e) Nao prestei atencao nesse aspecto durante a oficina. 2%

Tabela 6.7: Respostas da sétima pergunta do questionario de opinido

8) Vocé se sentiu estimulado a observar a relacdo entre as medidas dos lados dos triangulos e suas

areas?
Respostas Porcentagem
a) Sim, figuei muito interessado em explorar essa relacao. 80%
b) Na verdade, nao me interessei muito por essa relacao. 5%
c) Nao percebi a relacao entre as medidas dos lados e as areas dos triangulos. 9%
d) Nao prestei atencao nesse aspecto durante a oficina. 5%

Tabela 6.8: Respostas da oitava pergunta do questionario de opiniao

9) Vocé teve dificuldade em entender a razao entre as areas dos triangulos sucessivos de uma

divisao?
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Respostas Porcentagem
a) Nao tive nenhuma dificuldade, compreendi facilmente 64%
b) Tive um pouco de dificuldade, mas consegui entender no final 22%
¢) Tive muita dificuldade em entender essa razao 5%
d) Nao entendi como calcular essa razao durante a oficina 5%
e) Nao prestei atencao nesse aspecto durante a oficina 4%

Tabela 6.9: Respostas da nona pergunta do questionario de opiniao

10) Vocé achou vdélida a utilizacdo da férmula da soma de uma Progressao Geométrica Finita du-

rante a exploracao do exemplo proposto?

Respostas Porcentagem
a) Sim, achei muito valido e esclarecedor. 55%
b) Tive dificuldade em entender como aplicar essa férmula. 22%
c) Nao entendi como a férmula esta relacionada com o exemplo dado. 15%
d) Néo percebi a utilizacdo da férmula durante a oficina. 5%
e) Nao prestei atencao nesse aspecto. 4%

Tabela 6.10: Respostas da décima pergunta do questionario de opinido

11) Vocé se sentiu confortavel ao aplicar a formula da soma de uma Progressao Geométrica Finita

para calcular as somas das areas dos triangulos gerados por uma divisdo sucessiva?

Respostas Porcentagem
a) Sim, me senti confiante em aplicar a férmula corretamente. 55%

b) Tive dificuldade em calcular corretamente as somas das areas. 27%

c) Ndo entendi como realizar os calculos com a férmula da soma de uma Pro- 13%
gressdao Geométrica.

d) Nao prestei atencao nesse aspecto durante a oficina. 5%

Tabela 6.11: Respostas da décima primeira pergunta do questionario de opinido

12) Vocé conseguiu perceber a relacao entre a area dos triangulos retangulos sucessivos e a soma

das areas de um triangulo retangulos exatamente dados?

Respostas Porcentagem
a) Muito interessante e esclarecedor 65%
b) Um pouco confuso, tive dificuldade em acompanhar 18%
c) Nao despertou meu interesse, achei entediante 9%
d) Nao entendi o objetivo da oficina 5%
e) Achei uma abordagem superficial, poderia ter explorado mais os conceitos 2%

Tabela 6.12: Respostas da décima segunda pergunta do questionario de opinido

13) Vocé acredita que a oficina contribuiu para o seu aprendizado sobre a soma das &reas de

triangulos e sua relacdo com Sistemas Dinamicos e Progressdes Geométricas?

& UFU-FAMAT-PROFMAT 145



Relato de aplicacao em sala de aula Analise do questionario de opinidao

Respostas Porcentagem
a) Sim, contribuiu muito para o meu aprendizado. 73%
b) Contribuiu um pouco, mas ainda tenho algumas duvidas. 15%
¢) Nao sinto que a oficina contribuiu para o meu aprendizado. 7%
d) Nao percebi a relacao entre os conceitos durante a oficina. 4%
e) Nao prestei atencao nesse aspecto durante a oficina. 2%

Tabela 6.13: Respostas da décima terceira pergunta do questionario de opinido

A oficina recebeu uma avaliacao positiva pelos alunos, que expressaram uma boa percepcao do
conteldo abordado. Eles destacaram a importancia e aplicacao pratica do que foi aprendido, conside-
rando as atividades desafiadoras e estimulantes. Além disso, a férmula utilizada para calcular a soma
de uma sequéncia geométrica foi mencionada como valida e clara. No entanto, alguns alunos relata-
ram dificuldades na compreensdo da relacdo entre Sistemas Dinamicos e Progressdes Geométricas,
assim como no calculo da area dos tridngulos. Para melhorar essas areas de dificuldade, sugere-se
incluir mais exemplos concretos e atividades que explorem a relacdo entre Sistemas Dinamicos e

Progressdes Geométricas, além de aumentar o nUmero de exercicios para auxiliar no célculo da area

dos triangulos.

De maneira geral, a oficina foi eficaz na promocao da compreensao dos conceitos abordados. As
sugestdes dos alunos para melhoria incluem mais exemplos concretos, atividades mais aprofunda-
das sobre a relacao entre Sistemas Dindmicos e Progressdes Geométricas, e mais exercicios para
auxiliar no calculo da area dos triangulos. Essas recomendacgdes visam aprimorar a experiéncia de

aprendizado dos alunos e fortalecer a compreensao dos conceitos apresentados na oficina.
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Consideracoes finais

O presente estudo visou investigar a aplicacdo de sequéncias didaticas para o ensino de Sistemas
Dinamicos Discretos associado a Progressdes Geométricas. Foram revisados conceitos matematicos
como funcdo, sequéncia, limite e derivada discretas, fundamentais para a compreensao das proprie-

dades dos sistemas.

Durante a elaboracao e discussdo de exemplos para a utilizacdo de sequéncias didaticas no ensino
de Sistemas Dinamicos Discretos relacionados a Progressdes Geométricas, exploramos aplicacdes
praticas, como o calculo da area de triangulos equildteros, tridngulos retangulos e quadrados, além
de abordar o crescimento de populacdes e a determinacdo de raizes quadradas. Levando em con-
sideracdo o perfil das turmas as quais a sequéncia seria aplicada, escolhemos a sequéncia didatica
mais apropriada para promover uma aprendizagem significativa e adaptada as necessidades dos es-

tudantes.

A sequéncia didatica selecionada foi aplicada em trés turmas do primeiro ano do Ensino Médio.
Durante o processo, percebemos a necessidade de adicionar uma aula adicional, uma vez que uma
andlise mais aprofundada revelou que as trés aulas planejadas inicialmente ndo seriam suficientes
para explorar todo o conteldo previsto. Foram criadas fichas de atividades para cada uma das quatro
aulas, é importante ressaltar que a adaptacao do material proposto requer ajustes relacionados a

guantidade de conteldo e a realidade da turma em questao.

A anédlise da eficdcia das sequéncias didaticas desenvolvidas revelou resultados promissores na
melhoria da aprendizagem dos alunos, oferecendo um ambiente estimulante e motivador para o
ensino de Matematica. No entanto, identificamos algumas dificuldades, principalmente em relacdo a

compreensdo da relacdo entre a Progressdo Geométrica e a drea dos triangulos.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 147



Consideracoes finais

Para superar essas dificuldades, foi necessario revisar passo a passo o raciocinio por tras da fér-
mula da Progressdao Geométrica, auxiliando os alunos a compreenderem a relacao e a utilizar corre-
tamente a férmula. Sugere-se, no entanto, a inclusao de mais exemplos e atividades aprofundadas
sobre a relagao entre Sistemas Dinamicos e Progressdes Geométricas, além de oferecer um maior

apoio no calculo da &rea dos triangulos.

A percepcao dos alunos em relacao a oficina foi positiva, destacando a relevancia dos conteldos
abordados e sua aplicacdo préatica. Nesse sentido, é importante adaptar a linguagem e a didatica em

futuros questionarios para tornar o conteddo mais acessivel aos alunos.

Os resultados positivos obtidos indicam que devemos continuar utilizando sequéncias didaticas,
como uma estratégia pedagédgica eficaz para introduzir conceitos béasicos de Sistemas Dinamicos

Discretos no Ensino Médio.
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