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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo apresentar uma introducao aos conceitos essen-
ciais da geometria projetiva, tanto de forma geométrica quanto analitica. O escopo do
trabalho inclui uma apresentagao dos conceitos fundamentais, em ambas as perspectivas,
destacando temas como projetividade, invariancia, dualidade, modelos para a reta proje-
tiva e o plano projetivo, entre outros. Esse trabalho teve por base uma pesquisa realizada
no ambito de um projeto de iniciacao cientifica, dentro do Programa de Educagao Tuto-
rial (IC PET). A metodologia utilizada foi de carater bibliografico, sendo as principais
referéncias para esta pesquisa os trabalhos [1], [2], [6]. A expectativa é que, da mesma
forma que este trabalho contribuiu significativamente para a formacao académica do pes-
quisador/autor, contribua também com a formagao de alunos de cursos de matematica e

areas afins, em nivel de graduacao.

Palavras chaves: Geometria projetiva; dualidade; teorema de Desargues; plano proje-

tivo.
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Introducao

A matematica é, em geral, dividida em trés grandes areas, conhecidas como os pilares
que delineiam os modos de pensar em matematica. Sao elas a geometria, a dlgebra e a
andlise, as quais, por sua vez, se ramificam em diversas subareas que frequentemente se
interconectam, de forma que os matematicos sao, geralmente, categorizados como alge-
bristas, gedmetras ou analistas. Alguns exemplos de gedometras que apareceram ao longo
da historia do desenvolvimento da matematica sao Arquimedes, Isaac Newton, Bernhard
Riemann, Henri Poincaré, Felix Klein, Michael Atiyah, Vladimir Arnold e Mikhail Gro-

mov, entre muitos outros.

Problemas matematicos podem ser apresentados em uma abordagem geométrica, algé-
brica ou analitica, sendo que a escolha, em geral, depende de preferéncias pessoais, bas-
tante subjetivas, ou podem estar atreladas a natureza do problema.

Um exemplo facil de se apresentar é o caso da geometria analitica, na qual usa-
se principalmente a &algebra para resolver problemas geométricos; outro exemplo é a
algebra geométrica, onde faz-se o oposto, ou seja, interpretam-se entes algébricos geome-
tricamente. Interpretagoes geométricas podem ser utilizadas para visualizar identidades
algébricas e vice-versa.

A palavra geometria tem origem nos termos gregos geo (terra) e métron (medir). Em
geral, é usada para referir-se a areas da matematica dedicadas ao estudo de conceitos re-
lacionados a formas, medidas e posigoes relativas entre figuras ou propriedades. Exemplos
incluem geometrias planas e espaciais (conhecidas como geometrias euclidianas), geome-

tria projetiva, geometria esférica e geometria hiperbdlica (conhecidas como geometrias

2
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nao euclidianas).

Existe um ramo da geometria que se concentra na construgao e estudo sintético (sem o
uso de coordenadas) das formas e dos lugares geométricos denominada geometria sintética
ou geometria pura. Este tipo de geometria tica se apoia na construcgao légica a partir de
axiomas e postulados basicos. Ela se preocupa em demonstrar teoremas e propriedades
geométricas através de argumentos puramente geométricos, muitas vezes usando métodos
de construcao, congruéncia, semelhanca e relacoes métricas, de forma a estabelecer uma

cadeia légica de raciocinios.

A principal diferenca entre geometria analitica e geometria sintética reside no trata-
mento dado a elas. Por exemplo, na geometria analitica, o uso da &algebra é essencial,

enquanto na geometria sintética, seu uso ¢ opcional.

Apés a publicacao do livro Elementos de Euclides, muitos matemédticos suspeitaram
que o quinto postulado (postulado das paralelas) poderia ser demonstrado a partir dos
postulados anteriores. Em 1773, o matematico Giovanni Girolamo Saccheri publicou o
livro Fuclides ab omni naevo vindicatus, afirmando ter encontrado uma contradicao no
quinto postulado. Contudo, apds sua publicacao, Saccheri faleceu e sua obra foi esquecida.
Somente em 1830 os matematicos comecaram a perceber que o quinto postulado nao podia
ser demonstrado, levando ao surgimento de um novo tipo de geometria, estabelecendo
assim as bases pra o que hoje é denominado por geometrias nao euclidianas, que sao

geometrias que, grosso modo, substituem esse postulado por outro.

A geometria projetiva nasce na Itdlia, no século XV, época do Renascimento (en-
tre 1400 a 1600), a partir da necessidade de aprimorar conceitos e técnicas de pintu-
ras para uma melhor representacao da realidade. Entretanto, demorou mais de dois
séculos para que a geometria projetiva tomasse uma forma matematica, quando, em 1939
o matematico, arquiteto e engenheiro francés Girard Desargues (1591-1661) desenvolveu
procedimentos matematicos que correspondiam com o que os pintores produziram no Re-
nascimento. Ele produziu diversos resultados importantes, como a técnica da perspectiva
linear com a utilizacao do ponto de fuga, o famoso Teorema de Desargues e concepgoes
sobre as coOnicas e o plano projetivo. Alguns autores consideram que os trabalhos de
Desargues foram pouco conhecidos devido ao uso de uma linguagem um pouco confusa,

sendo que, apos a sua morte seu trabalho permaneceu praticamente esquecido.

Outros nomes importantes no desenvolvimento da geometria projetiva foram Blaise
Pascal (1623-1663), Philippe De La Hire (1640-1718), Johann Heinrich Lambert (1728-
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1777), Gaspard Monge (1746-1818), Lazare Carnot (1753-1823), tendo todos eles con-
tribuido de alguma forma com resultados sobre proje¢oes. Contudo, foi Jean-Victor Pon-
celet que revolucionou os estudos sobre geometria projetiva, escrevendo, em 1822, o seu
principal trabalho Traité des Propriétés projectives des figures, o qual foi um marco para
a gemetria projetiva. Ele revolucionou a forma de considerar as propriedades das figuras

e também a forma como elas se relacionam no espaco.

O trabalho de Poncelet motivou diversos matematicos a ingressarem nesse novo campo
do conhecimento matemaético, tais como Georgonne (1771-1859), Julian Brianchon (1785-
1864), Chasles (1793-1880), Plucker (1801-1868), Steiner (1796-1863) e Cremona (1830-
1903). Somente a partir de Poncelet é que os teoremas de Desargues, relativos a pro-
priedades projetivas de triangulos, e também o teorema de Pascal sobre intersecoes de
conicas, ficaram completamente entendidos. Poncelet hoje é considerado o pai da geo-
metria projetiva. Apods Poncelet a geometria projetiva se tornou, de fato, uma &area da

matematica, com defini¢oes, teoremas e axiomas.

A geometria projetiva lida com o mundo que vemos, apresentando uma geometria
sem qualquer tipo de medida (distancia, angulo, etc ...), divergindo de alguns conceitos
da geometria euclidiana, como por exemplo a nao existéncia, na geometria projetiva, de
retas paralelas. Nesta Geometria, qualquer par de retas distintas é incidente em um
ponto e por qualquer par de pontos distintos passa somente uma reta. Esta dualidade
é uma das suas caracteristicas fundamentais, permitindo associar a ela uma estrutura
simétrica caracterizada pelo principio de dualidade. Para exemplificar a ideia de que duas
retas sempre se intersectam, basta tomar como exemplo um trilho de trem em um trecho
retilineo. Sabe-se que as bordas dos trilhos sao pararelas, porém, ao olhar para elas no
horizonte é possivel ver, ou imaginar, que a distancia entre elas se afunila de forma a
haver uma intersecao entre elas.

Na matematica, um sistema axiomatico é um conjunto de axiomas que se combi-
nam logicamente para derivar teoremas. Uma teoria matematica consiste em um sistema
axiomatico e todos os seus teoremas. Um sistema axiomatico completamente descrito é
um tipo especial de sistema formal. Uma prova formal é uma representacao completa de
uma prova matematica dentro de um sistema formal.

Um sistema axiomatico ¢ dito consistente se nao ha contradi¢ao, ou seja, ele nao pode

derivar tanto uma afirmagao quanto sua negacao.

Dentro de um sistema axiomatico, um axioma é chamado de independente se nao
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pode ser derivado a partir de outros axiomas do sistema. Um sistema é considerado
independente se todos os seus axiomas forem independentes. No entanto, a independéncia
nao ¢ uma exigéncia para que um sistema exista, ao contrario da consisténcia, que é
fundamental.

Um sistema axiomatico serd completo se, para toda sentenca, for possivel derivar, sua

afirmacao ou sua negacao.

Em uma teoria axiomatica, os axiomas sao estabelecidos sem deducao e tomados
como ponto de partida para a dedugao dos teoremas. Entretanto, os teoremas podem
ser utilizados para a deducao de outros teoremas. Como condigao adicional é geralmente
colocado que o conjunto de axiomas seja decidivel no sentido de ser um conjunto recursivo.
Todo conjunto finito de axiomas é decidivel e, portanto, aceitavel com essa condicao.

Apesar de sistemas axiomdticos existirem desde a antiguidade (por exemplo a geo-
metria euclidiana do livro Elementos de Euclides), as teorias axiomaticas formalizadas
baseiam-se nos desenvolvimentos da logica matematica acontecidos a partir das tltimas
décadas do século XIX, devido aos trabalhos de Frege, Post, Russell, Whitehead, Hilbert,

Skolem e outros.

No desenvolvimento das teorias axiomaticas no século XX, foi muito significativa a
influéncia dos Problemas de Hilbert, no qual Hilbert propos que as teorias matematicas
deveriam ser formalizadas como teorias axiomaticas, sendo as deducoes realizadas de
maneira puramente formal, utilizando regras logicas formais previamente definidas. No
sexto dos seus problemas, Hilbert propos ainda que as teorias fisicas também deveriam

ser axiomatizadas a maneira das teorias matemaéaticas.

O método axiomatico envolve substituir um corpo coerente de proposigoes(i.e. uma
teoria matematica) por uma cole¢do mais simples de proposicoes(i.e. axiomas). Os axio-
mas sao desenvolvidos de forma que o corpo original de proposi¢oes podem ser deduzidos
dos axiomas.

As geometrias nao euclidianas (Geometria Projetiva, Geometria Hiperbdlica, Geome-
tria Eliptica, entre outras) sdo geometrias baseadas num sistema axiomdtico, mas que
admitem uma formulacao analitica. Isso quer dizer que estas geometrias podem ser de-
senvolvidas com a utilizacao de procedimentos algébricos, por meio dos quais, os conceitos
das geometrias axiomaticas podem ser compreendidos de uma forma inteiramente nova,
com a insercao de novos métodos para as demonstracoes e utilizacao das propriedades dos

objetos.
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Muito embora o estudo analitico se baseie na premissa de que cada ponto no plano
ou espaco euclidiano, no plano projetivo ou hiperbédlico pode ser representado por pares
ou ternas de numeros reais ordenados ou de numeros reais que representam classes de
equivaléncia, uma geometria pode ser desenvolvida sem a utilizacdo de coordenadas. A
Geometria Projetiva é uma geometria consistente, desenvolvida sem a nogao de distancia
e uma de suas principais caracteristicas é a inexisténcia de retas e planos paralelos.

Este trabalho tem como objetivo aprofundar o conhecimento no que tange aos fun-
damentos basicos da geometria projetiva, sua representacao e manipulacao geométrica e
algébrica, por meio do estudo de alguns tépicos que auxiliem na compreensao de seus
elementos, do modelo e das transformagoes no espaco projetivo. A ideia é estudar a apre-
sentacao dos elementos e o sistema de axiomas dessa geometria e, na sequéncia, analisar
o modelo analitico e as transformacoes da geometria projetiva, com o objetivo de efe-
tuar, no modelo analitico, verificagoes do sistema axiomatico, por meio de procedimentos
algébricos.

Vamos dividir este trabalho em duas partes da seguinte maneira:

e No Capitulo 1, sao explorados os conceitos fundamentais da geometria projetiva,
com énfase na formulacao de um modelo geométrico para o plano projetivo, regidos
por axiomas previamente estabelecidos. Além disso, serao apresentadas algumas

propriedades inerentes a esse modelo.

e No Capitulo 2, em sintonia com o Capitulo 1, é apresentada a formulagao de um mo-
delo algébrico para o plano projetivo por meio de coordenadas homogéneas. Mostra-
se que as propriedades observadas no modelo geométrico, apresentado no primeiro

capitulo, sao verificadas neste novo contexto.



CAPITULO 1

Modelo geométrico para o plano

projetivo

1.1 O plano euclidiano extendido

Como dito na introducao desse trabalho a geometria projetiva lida com o estudo das
propriedades geométricas que sao invariantes em relacao a transformagoes projetivas.

Existem varias formas de abordar o estudo da geometria projetiva. Em particular, a
geometria projetiva plana pode ser desenvolvida sobre um plano euclidiano extendido, o
qual pode ser obtido a partir do plano euclidiano da seguinte forma:

Considera-se uma reta no plano euclidiano e determina-se o conjunto de todas as retas
paralelas a essa reta e chamamos esse conjunto de feize de retas paralelas, de forma que
a cada reta distinta obtém-se um feixe de retas paralelas distinto. Agora, para cada feixe
de retas associe um conceito abstrato de ponto no infinito, tal que todas as retas que sao
paralelas se interceptam nesse ponto. Cada feixe de retas paralelas estd associado a um
unico ponto no infinito, isto ficara claro ao longo deste capitulo.

Mas como no plano euclidiano existem infinitas possibilidades de direcoes de retas,
¢é intuitivo pensar que teremos, para cada direcao, um feixe de retas paralelas, e conse-
quentemente, para cada direcao existirda um ponto no infinito. Podemos entdo pensar

(abstratamente) que o conjunto (com infinitos elementos) de todos os pontos no infi-

7
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nito sao “colineares” e, por conseguinte, determinam uma “reta” denominada reta no
infinito ou reta ideal, ou reta impropria. Denominando as retas que nao sao ideais por
retas ordindrias (ou préprias), podemos entao pensar em um plano euclidiano extendido
constituido pela uniao entre o conjunto de todas as retas ordinarias com a reta no infinito.

A ideia principal da geometria projetiva reside em supor que qualquer par de retas
paralelas possui um ponto de intersecgao, o qual é exatamente o ponto do infinito. Desta
forma, todas as retas paralelas se interceptam, e consequentemente, nessa geometria nao
existe o conceito de paralelismo.

Um ponto no infinito é também chamado de ponto impréprio ou ponto ideal, e é
comumente denotado por P,. Os pontos que nao sao pontos ideais sao ditos pontos
Proprios ou ordindrios.

Desse ponto de vista, o plano projetivo pode ser, considerado como a uniao de todas
as retas do plano euclidiano com uma reta ideal (ou, equivalentemente o plano eucli-
didano acrescido do conjunto de todos os pontos ideais). Segundo essa abordagem um
plano projetivo é também denominado plano euclidiano extendido ou plano euclidiano
aumentado.

Uma importante observacao a se fazer é que os pontos e reta impréprios (ou ideais),
nesta geometria, sao tratados como se fossem pontos e retas proprios, sem que se necessite
fazer qualquer distingao entre pontos (retas) préprios e impréprios.

Nesse contexto, neste capitulo serd apresentada uma formalizacao geométrica para
a geometria projetiva plana. Para isso serao apresentados os principais conceitos e um
sistema axiomatico que, juntos, estruturam essa geometria. Para desenvolver este capitulo

utilizou-se como base as referéncias [1], [2] e [8] .

1.2 O conceito de dualidade na geometria projetiva

Nesta se¢ao sao apresentados alguns objetos da geometria projetiva com suas respectivas

definigoes.

O conceito de dualidade foi introduzido por por Jean-Victor Poncelet (1788-1867),
sendo este conceito uma das bases nas quais se fundamentam a Geometria projetiva. O
conceito de dualidade permite construir um sistema geométrico no qual qualquer defini¢ao

(ou teorema) da geometria projetiva plana d4 origem a uma outra defini¢do (ou um
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outro teorema, respectivamente) denominada defini¢cao dual ( teorema dual, respectiva-
mente). Isso significa que o principio da dualidade determina uma estrutura simétrica,
na qual defini¢coes ou teoremas continuam validos quando se trocam os termos pontos por
retas (e vice-versa), ligam por interceptam (e vice-versa) e, colineares por concorrentes (e
vice-versa). Isto torna possivel a dualizagdo de figuras geométricas, visto que uma figura
é definida como um conjunto determinado por pontos e retas.

E importante ressaltar que a dualidade projetiva é uma caracteristica da geometria
projetiva plana, nao sendo aplicavel quando se introduzem questoes métricas de distancias
e angulos, ou nogoes de paralelismo e/ou proporgao. A vantagem da aplicagao do conceito
de dualidade na geometria projetiva reside no fato de que, uma vez demonstrado um
resultado, o seu dual nao precisa ser demonstrado, sendo automaticamente considerado
como valido, para mais informagoes consultar a referéncia [5].

Para entendermos melhor o conceito de dualidade veremos um série de defini¢oes.

No que segue, os termos ponto, reta, plano e pertence sao considerados conceitos

primitivos da geometria projetiva.

Definicao 1.1. Uma figura em geometria projetiva é um conjunto definido por pontos e

retas.

Definicao 1.2. (Feixe de pontos) Um conjunto de pontos incidentes a uma reta r, é

denominado feize de pontos (ou fileira de pontos) com eixo r (ver Figura 1.1).

Figura 1.1: Feixe de pontos.

A B C D
O O O O

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Definicao 1.3. (Feize de retas - Defini¢ao dual do Feize de pontos) um conjunto de retas

incidentes sobre um ponto P, é denominado um feize de retas com centro P (ver Figura
1.2).

Observacao 1.4. Quando nao houver risco de ambiguidade, serao utilizados os termos
reta r e plano 7 para indicar um feixe de pontos com eixo r ou um feixe de retas com

centro em um ponto P, respectivamente.
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Figura 1.2: Feixe de retas.

P

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

O plano projetivo pode ser definido axiomaticamente, de forma que se o é um plano
projetivo, o principio da dualidade garante a existéncia de outro plano projetivo F*, dual
de F, tal que os pontos e os feixes de pontos de F* sao, respectivamente, as retas e os

feixes de retas, incidentes ao ponto P (veja Figura 1.3).

Figura 1.3: O ponto P e o feixe de pontos r (reta r) do plano projetivo F correspondem ao

feixe de pontos r (reta r) e ao feixe de retas passando por P em F*.

P* (dual de P)

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

1.3 Projetividade e perspesctividade

Dois exemplos que ilustram bem a questao da dualidade sao os conceitos de quadrangulo
completo e quadrilatero completo, sendo um o dual do outro. Porém, antes de serem

apresentados estes conceitos serd necesséario introduzir mais algumas definigoes.

Definicao 1.5. Denomina-se por perspectividade a relacao biunivoca entre dois feixes
quaisquer, ou seja, um elemento de um feixe corresponde a um, e somente um, elemento

do outro.

A seguir vamos enumerar os tipos de pespectividade que podemos encontrar na geo-

metria projetiva.
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Definicao 1.6. Dados dois feixes de pontos com eixos r e s, dizemos que os dois feixes
estao relacionados perspectivamente, se cada reta que une o ponto P, sobre r, ao ponto
correspondente X, sobre s, é incidente sobre um ponto fixado O, chamado de centro da

perspectividade. Para essa perspectividade usaremos a notacio P ¢ X (ver Figura 1.4).

Figura 1.4: Perspectividade entre dois feixes de pontos.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Definicao 1.7. Dados dois feixes de retas com centros P e X, dizemos que os feixes estao
relacionados perspectivamente se, cada ponto de interseccao das retas r e s, incidentes
aos pontos P e X, respectivamente, pertence a uma reta fixada o, chamada eixo da

perspectividade. Para essa perspectividade usaremos a notacao r ¢ s (veja Figura 1.5).

Figura 1.5: Perspectividade entre dois feixes de retas.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Definicao 1.8. Dado um feixe de retas com centro em P e um feixe de pontos de eixo p,
dizemos que estes feixes estao relacionados perspectivamente se, cada reta r incidente ao
ponto P ¢ incidente a um ponto R sobre o eixo p. Denotaremos tal perspectividade por

P ArourA P (veja Figura 1.6).
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Figura 1.6: Perspectividade entre um feixe de retas e um feixe de pontos.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Definicao 1.9. Uma projetividade é uma combinagao finita de perspectividades, ou seja,
dado um feixe de pontos (ou retas) e um feixe de retas (ou pontos), dizemos que eles estao
relacionados projetivamente se, e somente se, o resultado da relacao biunivoca entre os

dois feixes for um numero finito de perspectividades (veja Figura 1.7).

Figura 1.7: Projetividade.

R

Lo

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Observacao 1.10. Quando existe uma projetividade entre dois feixes diz-se que os feixes

estao relacionados projetivamente.

Definicao 1.11. Duas figuras distintas, formadas de pontos e retas, sao ditas perspectivas
se todas as retas incidentes aos pares de pontos correspondentes concorrem em um ponto
O (figuras perspectivas por um ponto, com O como centro de perspectividade), ou, se os
pares de retas correspondentes incidem sobre uma mesma reta o (figuras perspectivas por

uma reta, com o como o eixo de perspectividade)(veja Figura 1.8).
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Figura 1.8: Os dois triangulos ABC e A’B’C’ sao perspectivos pelo ponto O e também pela

reta PQ (teorema de Desargues).

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

1.4 Quadrangulo completo e quadrilatero completo

No que se segue vamos introduzir os conceitos de quadrangulo completo e quadrilatero

completo. Veremos, a partir das respectivas defini¢oes, que uma definicao é dual da outra.

Definicao 1.12. Um quadrangulo completo é uma figura formada por 4 pontos copla-
nares, a cada trés nao colineares, e as 6 retas que unem estes pontos. Os 4 pontos sao
denominados vértices e as 6 retas sao os lados do quadrangulo. Dois lados sao denomina-
dos opostos se o ponto comum entre eles nao é um vértice, e o ponto comum a dois lados
opostos é chamado de ponto diagonal. Observe que um quadrangulo completo possui trés

pontos diagonais

Figura 1.9: Quadrangulo completo de vértices A, B,C, D e pontos diagonais P, Q e R.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.



SECAO 1.5 ¢ SISTEMA AXIOMATICO PARA A GEOMETRIA PROJETIVA 14

Definicao 1.13. Um quadrildtero completo é uma figura formada por 4 retas coplanares,
e 0s 6 pontos de intersecao determinados por estas retas. As quatro retas sao denominadas
lados e os 6 pontos de intersecao sao denominados vértices do quadrilatero. Dois vértices
sao ditos opostos se a reta que os une nao é um lado, esta reta é denominada reta diagonal.

Observe que um quadrilatero completo possui 3 retas diagonais.

Figura 1.10: Quadrildtero completo de vértices A, B,C, D, E e F, e retas diagonais j, [ e k(retas

pontilhadas em vermelho).

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Fica evidente que o quadrildtero completo é o dual do quadrangulo completo (e vice-
versa), visto que, trocando-se pontos por retas e retas por pontos, em uma das de-
finigoes, obtém-se a outra definicao. Dizemos entao que as duas figuras determinadas
pelo quadrangulo e pelo quadrilatero sao figuras duais.

O conceito de quadrangulo completo é um conceito necessario para a construgao do
arcabouco axiomatico que vird a seguir. Apds a introducao do sistema axiomatico, serao

retomados os estudos das propriedades projetivas.

1.5 Sistema axiomatico para a geometria projetiva

Teorias baseadas em sistemas axiomaticos s@o teorias nas quais as dedugoes e/ou demons-
tragoes sempre se apoiam em assergoes anteriores (conceitos primitivos), denominadas
aziomas (ou postulados). Ou seja, para se construir uma teoria baseada em um sistema
axiomatico é necessario que sejam introduzidas algumas assergoes, as quais devem ser
aceitas sem exigéncias de dedugoes e/ou demonstragoes (tidas como primeiras), para que
nao se caia em um regresso infinito.

Pode-se, entao, dizer que axiomas sao informacoes e conclusoes evidentes dos conceitos

primitivos e um sistema axiomdtico é um conjunto de axiomas que utiliza conceitos pri-
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mitivos para derivar definigdes e teoremas, por meio de formulagoes légicas (veja o quadro

a seguir).

‘ conceitos primitivos — axiomas — definiges e teoremas

Existem varias abordagens para o desenvolvimento da geometria projetiva. A abor-
dagem aqui adotada sera a de utilizar o Teorema de Desargues como axioma, visto que,
para a demonstracao desse teorema é necessario utilizar “um ponto fora do plano”, ou seja
é necessario uma “fuga” do plano para que se obtenha sua demonstragao, problema este

que se resolve demonstrando o seu dual e utilizando o proprio teorema como um axioma.

e Axioma 1. Quaisquer dois pontos distintos sao incidentes com exatamente uma reta.
e Axioma 2. Quaisquer duas retas distintas sao incidentes com pelo menos um ponto.
e Axioma 3. Existem pelo menos quatro pontos, que a cada trés nao sao colineares.

e Axioma 4. Os trés pontos diagonais de um quadrangulo completo nunca sao coline-

araes.

e Axioma 5. Se dois triangulos sao perspectivos por um ponto, eles sao perspectivos

por uma reta (Teorema de Desargues).

e Axioma 6. Se uma projetividade deixa invariante trés pontos distintos de uma

fileira, entao ela deixa invariante toda a fileira.

Observacao 1.14. Neste contexto, optamos por nao apresentar a demonstracao do teo-
rema de Desargues, uma vez que ela exigiria a aplicagao de axiomas especificos da geo-
metria projetiva no espaco. Dado que a explicacao completa desses axiomas esta além do
escopo deste texto, tomamos a decisao de considerar o teorema de Desargues como um

axioma em si, assim como a referéncia [4].

1.6 Um modelo geométrico para o plano projetivo

Para construir um modelo geométrico para o plano projetivo usaremos nocoes das geo-

metrias Euclidiana e afim, em conjunto com o nosso sistema axiomatico.
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Considere um sistema cartesiano zyz com origem em um ponto O. Seja a um plano
paralelo ao plano 2Oy (que daqui em diante serd denotado por II), interceptando o eixo
z em z # (. Considere as retas que partem da origem do sistema e intersectam o plano «
(ver Figura 1.11). Estas retas sdo denominadas retas ordindrias. E imediato observar que
existem retas que nao intersectam o plano II, pois sao paralelas ao plano «. Porém, se
associarmos a cada reta do plano II, que passa pela origem, um tinico ponto denominado
ponto ideal (ou ponto no infinito), como temos infinitas dire¢des nesse plano, podemos
pensar que o conjunto de todos os pontos no infinito determinam uma reta ideal (ou reta

no infinito) ree.

Figura 1.11: Reta que passa pela origem corresponde a um ponto em a.

z

Py
T

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Observe que cada reta ordindria intersecta o plano o em um tnico ponto (). Da mesma
forma, cada plano que passa pela origem O e intersecta o plano «, determina uma tnica
reta [ nesse plano (ver Figura 1.12).

Note que é possivel estabelecer uma aplicacao injetora, entre os elementos do plano
« e as retas do espago euclidiano que passam pela origem O(0,0,0), de forma que cada
ponto corresponda a uma Unica reta.

Da mesma forma é possivel estabelecer também uma aplicacao injetora entre as retas
em « e o conjunto dos planos do espago euclidiano, passando pela origem O, visto que,
cada plano passando pela origem determina uma tnica reta de interse¢ao com o plano a.

Ou seja, é possivel definir uma aplicagao injetora F entre o conjunto de pontos e/ou

retas em «a e o conjunto de retas e/ou planos passando por pela origem O de R3, respec-
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Figura 1.12: Plano que passa pelo origem e determina uma reta em a.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

tivamente. Porém, esta aplicacao nao é sobrejetora, pois os elementos do plano II nao
pertencem a imagem desta aplicagao.

Podemos entao estabelecer um modelo (geométrico) para o plano projetivo conside-
rando a aplicagdo F definida na uniao a|J7., a qual dessa forma, passa a ser bijetora.
Veja que um tal plano projetivo é dado pela unido do conjunto das retas (pontos) do plano
a junto as retas (e o plano) que nao interceptam o plano «, com os pontos ideais (reta
ideal). Portanto, denotando por P o plano projetivo definido dessa forma, temos P = «

U pontos ideais (reta ideal).

Afirmacao 1.15. Um ponto P e uma reta r em P sao ditos incidentes se, e somente se,
a reta correspondente ao ponto P (no sentido da aplicagdo F), passando por O, pertence
ao plano correspondente a reta r, passando por O. E facil ver que, definindo dessa forma,

obtém-se que os pontos ideais sao incidentes as retas ideais.

Observacao 1.16. A reta ideal e os pontos ideais sao tratados como quaisquer outras

retas ou pontos no plano projetivo P.

No que se segue serda mostrado que o plano projetivo P que acabamos de definir
satisfaz o sistema axiomatico da secao anterior. Ou seja, verificaremos cada um dos
quatro primeiros axiomas em termos da aplicacao F. A aplicagao F foi definida de modo

a satisfazer os dois ultimos axiomas.

A;. Justificativa do Azioma 1.
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Existéncia: Dados dois pontos P, e P, no plano projetivo P, devemos mostrar

que existe uma reta r em P tal que P; e P, sao incidentes a esta.

De fato, observe que as imagens de P; e P, pela aplicacao F sao retas r1 e ro, com
direcoes distintas, as quais determinam um um tnico plano 7 no espaco euclidiano
tridimensional. Segue da bijetividade de F que existe uma unica reta r em P tal
que F(r) = m. Consequentemente, P; e P, sdo incidentes a reta r, ja que as retas

r1 € 9 sao incidentes ao plano 7.

Unicidade: Sejam R; e Ry dois pontos distintos, arbitrarios, em P. Devemos

mostrar que estes pontos sao incidentes a exatamente uma reta.

Suponha que P; e P sao incidentes a duas retas r e s. Sejam ry e ro, as imagens
de P, e P, pela aplicagao F, respectivamente, e 7, e 7y as respectivas imagens das
retas r e s pela aplicacao F. Como P; e P, sao incidentes a reta r, segue que as
retas 1 e r9 sao incidentes ao plano m,.. Como P; e P, sao incidentes também a reta
s, segue que as retas r; e ro sao incidentes também ao plano 7. Logo, 7, e ms SO
podem ser planos coincidentes pois, no espaco euclidiano tridimensional, duas retas

nao paralelas determinam um tnico plano.

. Justificativa do Azioma 2.

Quaisquer duas retas distintas sao incidentes com pelo menos um ponto.

Temos que mostrar que quaisquer duas retas distintas em P sao incidentes com pelo

menos um ponto em P.

De fato, sejam s; e sy retas distintas em P. Denotamos por m; as imagens de
s;, 1 = 1,2, pela aplicagao F.

Vamos mostrar que m; e 7 sao planos concorrentes no espago euclidiano.

Observe que 7 e m nao podem ser coincidentes, pois s; e sy sao distintas e a
aplicacao F ¢ injetora.

Suponha agora que m; e 7y sejam planos paralelos no espago euclidiano tridimensi-

onal. Vamos mostrar que isso nao pode ocorrer.

De fato, tome dois pontos distintos, R; e Ry, de P tais que F(R;) =11 e F(Ry) = 1o
onde 1 e 19 sdo retas de m e my, respectivamente (a existéncia dessas retas é

garantida pela sobrejetividade da aplicagdo F). Mas, segue do passo anterior que
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Ay.

Ry e Ry sao incidentes com uma tnica uma reta s, e isto equivale a dizer que r; e
ro (imagens de R; e Ry, respectivamente) sao retas incidentes a um tnico plano 7
no espaco euclidiano, o que nos diz que m; = ™ = m,, porém isto contraria o fato de

que 7 e Ty sao planos paralelos.

Segue entao que 7 e Ty sao planos concorrentes no espago euclidiano, e consequen-
temente, existe uma reta r gerada pela intersecao de m; e my. Mais uma vez, segue
da sobrejetividade da aplicagdo F, que existe um ponto R em P tal que F(R) = r.
Mas este ponto necessariamente incide sobre as retas s; e s em P, pois a imagem

de R pela F é uma reta r incidente aos planos m = F(s1) e my = F(S2).

. Justificativa do Azioma 3.

Devemos mostrar que existem pelo menos quatro pontos, que a cada trés sao nao

colineares.

De fato, basta ver que, caso isso nao ocorresse, o Axioma 1 nao seria satisfeito, ja
que neste caso teriamos dois pontos distintos incidentes com pelo menos duas retas.
Justificativa do Azioma 4.

Devemos mostrar que trés pontos diagonais de um quadrangulo completo nunca sao

colineares.

Basta ver que os trés pontos diagonais de um quadrangulo nao podem ser colineares,
pois, nesse caso teriamos quatro pontos a cada trés colineares, determinando um

quadrangulo, contradizendo o Axioma 3.

1.7 Propriedades do plano projetivo

Uma vez estabelecido um sistema axiomatico que permite estabelecer um modelo geométrico

para o plano projetivo, comecamos a lidar com alguns outros elementos importantes da

geometria projetiva.

Teorema 1.17. (Dual Desargues) Se dois triangulos sao perspectivos por uma reta

entao, eles sao perspectivos por um ponto.

Demonstracao. Sejam ABC e A’B'C" dois triangulos perspectivos por uma reta o. Logo,
os lados correspondentes AC' e A'C’', BC' e B'C" e, AB e A'B’ se interceptam na reta o
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nos pontos F', E e D respectivamente. Segue do Axioma 2 que existe um ponto denotado
por O = AA’.BB’, que é o ponto de interseccao das retas AA’ e BB'. Devemos mostrar
que a reta C'C’ também passa por O.

Comecemos analisando os triangulos CC'E e AA’D. Note que, como D, E e F sao
colineares e ' = AC.A'C’, entao as retas AC, A’C" e DE sao concorrentes no ponto F
(ver figura 1.13). Logo os triangulos CC'E e AA’D sao perspectivos pelo ponto F. Entao
segue do Teorema de Desargues, que os triangulos CC'E e AA’D também sao perspectivos
por uma reta, logo os pontos B = CE.AD, B'= EC'. DA’ e X = CC’.AA’ sdo colineares.

Observe que X é incidente a AA’, porém X também é incidente a BB’, pois como ja
foi mostrado B, B’ e X sao colineares, entao X sé pode ser o ponto O. Portanto, temos

que O = CC".AA’, ou seja, a reta CC’ também passa por O, como queriamos mostrar.

Figura 1.13: Dual do teorema de Desargues

% F

c’

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

O

Definicao 1.18. Sejam ABCD um quadrangulo completo e r uma reta nao incidente
a nenhum dos vértices desse quadrangulo. Denomina-se por conjunto quadrangular ao
conjunto determinado por todos os pontos de incidéncia dos lados do quadrangulo com a

reta r (ver figura 1.14, a direita)

Observe que um conjunto quadrangular pode possuir 6,5 ou 4 pontos de intersecao

com a reta r, nesse caso diz-se que o conjunto quadrangular possui 6 ou 5 ou 4 elementos.

1.7.1 Conjunto Harmonico

Definicao 1.19. Um conjunto harmonico é um conjunto quadrangular formado por 4

pontos.
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Figura 1.14: Conjunto quadrangular com 6 pontos de intersegao.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Observe que, de acordo com a definicao 1.19, um conjunto harmonico ocorre quando
a reta r da definicao 1.18 ¢ incidente a 2 pontos diagonais de um quadrangulo. Sejam
A, B,C e D os quatros pontos da definicao 1.19. Denotaremos um tal conjunto harmoénico
por H(AB,CD), indicando que: dois lados opostos incidem no ponto A, outros dois lados
opostos incidem no ponto C' e os dois lados opostos restantes incidem nos pontos B e D
respectivamente. Ou seja, A e B sao pontos diagonais e C' e D sao as intersecoes da reta r
com as retas que determinam os lados do quadrangulo que passam sobre o terceiro ponto
diagonal (veja figura 1.15).

Com a notagao anterior, o ponto D é denominado o conjugado harmaénico do ponto C

em relacao a A e B e vice-versa.

Figura 1.15: Conjunto harménico H = (AB,CD).

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Observe ainda que, no caso H(AB,CD), o ponto C' encontra-se entre o ponto A e
o ponto B, e no caso H(AB, DC') o ponto D encontra-se entre o ponto A e o ponto B,
de forma que se considerarmos o sentido de A para B da reta AB, o segmento BC' (BD

respec.) terd sinal oposto ao dos demais segmentos AC, AD e BC. Isso serd importante
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para o que vem a Sseguir.

Teorema 1.20. Se A, B e (' sao trés pontos colineares e distintos, entao existe um tnico

conjugado harmoénico D de C', com relagao a A e B .

Demonstracao. Existéncia: Seja () um ponto qualquer, nao pertencente a AB, e seja
r uma reta que passa por B, distinta de AB, e que nao contém (). Agora considere
r.AQ = R, r.CQ = P,e AP.QQB = S. Note que os pontos PQ RS definem um quadrangulo
tal que, dois lados opostos passam por A, dois lados opostos passam por B, um dos lados
restantes passa por C' e o outro passa por RS.AB. Portanto basta definirmos D como
sendo o ponto RS.AB.

Unicidade: Mostraremos agora que o ponto D, conjugado harmonico de C é nico, cons-
truindo outro quadrangulo P'Q’'R'S’, tal que Q'R'.P'S"'= A, Q'S'".R'P' = B, Q'P'.AB =
C e provando que D' = D.

Figura 1.16: O conjugado harmonico é tinico.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Note que os triangulos QRP e Q'R'P’ sao perspectivos pela reta AB (ver Figura
1.16). Entao pelo Teorema 1.17, eles sao perspectivos por um ponto; isto é QQ’, RR' e
PP’ sao concorrentes. Analogamente os triangulos QPS e Q' P'S’ sao perspectivos por
AB, e, consequentemente, QQ', PP e SS’ sdo concorrentes. Portanto, as quatro retas
PP ,QQ', RR',SS’ sdo todas concorrentes. Desta forma os triangulos RSP e R'P'S’ sao
perspectivos por um ponto. Logo, segue do Axioma 5, que eles sao perspectivos por uma
reta. Dai RS.R'S’, RP.R'P' = B, SP.5'P' = A, sao colineares. Mas RS.AB = D,
R'S'"AB = D'. Portanto D = D',
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O

Teorema 1.21. O conjunto harmoénico H(AB, CD) existe se, e somente se, H(CD, AB)

existe.

Demonstragao. Seja H(AB,CD) um conjunto harmonico formado pelos pontos colineares
A, B,C, D, entao existe um quadrangulo completo FFGH tal que A = EF.GH, B =
EFH.FG,C=FEGABe D =FH.AB.

Figura 1.17: H(AB,CD) existe, se e somente se, H(CD, AB).
F

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Sejam S = DG.FC e T = GE.FH e considere o quadrangulo completo TGSF' (ver
Figura 1.17). Observe que as retas SF = FC e TG = GE sao ambas incidentes ao ponto
C. Observe ainda que GS = DG e TF = FH sao incidentes ao ponto D, e que a reta
GF é incidente ao ponto B. Entao para mostrar que o conjunto harmonico H(CD, AB)
de fato existe, basta mostrar que 7'S é incidente ao ponto A = EF.GH.

Considere os triangulos THE e SGF. Devemos mostrar que estes triangulos sao
perpectivos pelo ponto A, pois, nesse caso, o ponto A serd incidente a reta T'S.

De fato, veja que as intersecgoes dos lados correspondentes dos triangulos THE e
SGF sao TE.SF = GE.FC =C, THSG = FH.DG = D, HE.GF = B. Além disso
temos por hipétese que C', D, B sao colineares. Mais ainda, sabemos que estes pontos
sao incidentes com a reta AB. Logo, pelo teorema 1.17, os triangulos THE e SGF' sao
perspectivos por um ponto X.

Agora iremos mostrar que o ponto X é na verdade o ponto A. Como EF.GH = A,
entao, FF.TS = AeTS.GH = A, pois, caso contrario, as retas FF e GH teriam dois
pontos em comum, sendo portanto coincidentes, o que nao é caso. Ou seja, os triangulos

THE e SGF sao perspectivos pelo ponto A como querfamos mostrar.
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Portanto o conjunto harmoénico H(AB,CD) existe se, e somente se, H(CD, AB)
existe, sendo denotado por H(AB,CD) < H(CD,AB). A demonstragao da reciproca
do teorema é andloga, partindo do quadrangulo H(CD, AB). O

Corolario 1.22.

H(AB,CD) < H(AB,DC) < H(BA,CD) < H(BA, DC)
& H(CD,AB) < H(CD, BA) < H(DC, AB)
< H(DC, BA).

Definigao 1.23. (Dual do conjunto harménico H(AB,CD)) Quatro retas concorrentes,
a,b,c,d formam um conjunto harmonico H (ab,cd), se existe um quadrilatero completo
no qual dois vértices opostos pertencem a a, outros dois vértices opostos pertencem a
b, enquanto os outros dois vértices restantes pertencem a c e d, respectivamente (veja
figura 1.18). As retas e, f, g e h formam um quadrilatero tal que H (ab, cd) é um conjunto

harmonico.

Figura 1.18: Conjunto harmoénico H(ab,cd).

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Teorema 1.24. Se retas a,b e ¢ sao concorrentes, entao o conjugado harmonico d, de ¢

com respeito a e b, é tnico.
Teorema 1.25. H(ab,cd) < H(cd, ab).

As demonstragoes dos teoremas 1.24 e 1.25 sao andlogas dos teoremas 1.20 e 1.21

respectivamente, basta dualizar a demonstracao.
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Afirmacao 1.26. Uma perspectivdade entres dois feixes de pontos ou dois feixes de
retas é unicamente determinada por dois pares de elementos correspondentes, desde que
nenhum elemento desses dois pares estejam sobre ambos os feixes.

De fato, pelos axiomas 1 e 3 é possivel determinar 4 pontos A, B,C' e D, tais que AB
e C'D determinam um feixe de pontos com eixo s e outro com eixo r, respectivamente.
Denotaremos por reta r e reta s aos eixos r e s. Por definicao de perspectividade por um
ponto, existe um ponto O, o qual é o centro da perspectividade. Podemos entao gerar
duas retas, uma a partir do ponto A e outra a partir do ponto B concorrentes no ponto O,
incidindo nos pontos correspondentes D e C, incidentes a reta r, de forma que qualquer
outro ponto incidente a reta a r também terd um correpondente incidente ao ponto O e a
reta s (ver Figura 1.19). A unicidade do ponto onde as retas sao concorrentes ¢ garantida
pelo Axioma 2, como os pontos estao em feixes distintos, o ponto de interseccao sera
unico.

A demonstragao para um feixe de retas segue da dualidade, e portanto, é imediata.

Figura 1.19: Perspectividade entre o feixe de pontos r e s.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Para releembrar o conceito de projetividade, vejamos agora trés exemplos de projeti-
vidade. Os exemplos apresentados sdo extraidos da referéncia [1].

Estudemos a projetividade P, representada pela figura 1.20, observe que P é represen-
tada pela composicao das seguintes perspectividades P1, Pa, P3 e Py, onde: Py é a pers-
pectividade respresentada por Pi(A) = a = AA’, P1(B) =b= BB, P1(C) = c= CC"
P, é a perspectividade definida por Pa(a) = A’, Po(b) = B', Pa(c) = C'; P3 é a perspec-
tividade definida por P3(A") =o' = A’A", P3(B') =V = B'B", P3(C") = =C'C" e Py
é a perspectividade definida por Py(a’) = A”, P4(V)) = B"” e P4(c’) = C”. Por exemplo
P(A) = (PyoP3zoPyoPy)(A) =A".

Uma projetividade nao é obtida de forma tunica via perspectividade, por exemplo, a
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Figura 1.20: Projetividade entre os feixes de pontos A, B,C e A” B” C" respectivamente.
Denotado por ABC A A"B"C" .

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Figura 1.21: Projetividade entre os feixes de retas a, b, c e a”,b”, ¢ respectivamente. Denotado

por abc A a”b"c" .

—

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

projetividade P também pode ser vista como a composicao da perspectividade 71 e T,
onde: 7T é a perspectividade definida por T1(A) = A’, T1(B) =B e T1(C) =C"; T4 é
a perspectividade definida por T9(A") = A", To(B') = B" e T2(C") = C". Por exemplo,
P(A) = (T10To)(A) = A".

Observagao 1.27. A partir da defini¢ao € possivel definir que uma projetividade nao tem

um centro ou um eiro, exceto quando € corresponde a apenas uma pespectividade.

Teorema 1.28. (Teorema Fundamental). Dados dois feixes quaisquer sempre existe uma
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Figura 1.22: Projetividade entre os feixes de retas a,b,c e um feixe de pontos A”, B”,C"

respectivamente. Denotado por abc A A" B"C" .
A/’

c” B p//

—

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

projetividade entre estes. Além disso, esta projetividade é unicamente determinada por

trés pares de elementos correspondentes.

Demonstracao. Caso 1. Dois feixes de pontos: Sejam A, B e C' elementos do feixe com
eixope A, B', C’ seus elementos correspondentes do feixe com eixo p’, com p # p'. Agora
construiremos a reta AA’ e escolhemos um ponto P # A sobre esta reta. Seja m # p/
uma reta qualquer passando por A’. Considere By = BP.m e C; = CP.m. Desta forma
ABC £ A'B,Cy. Agora, defina Q = B;B.C,C". Entao A'B,C, g A'B'C" e portanto
ABC N AB'C" é a composigao das duas perspectividades (ver figura 1.23).

Caso 2. Dois feixes de retas: Basta considerar a dualidade com o caso 1.

Caso 3. Um feixe de pontos e um feixe de retas: Segue da combinacao dos casos

anteriores.
O

Corolario 1.29. Uma projetividade entre duas fileiras em duas retas distintas é uma
perspectividade se, e somente se, o ponto de intersecao das retas for invariante pela

projetividade.

Demonstracdo. Sejam r e s duas retas distintas, de modo que exista uma projetividade
qualquer entre duas fileiras nessas retas. Suponhamos que essa projetividade se trata de

uma perspectividade. Entao, existe um centro O dessa perspectividade tal que, se P e P’
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Figura 1.23: Teorema Fundamental .

A B C

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

sao correspondentes (cada um pertencente a uma reta), PP’ passa por O. Seja ) o ponto
de intersegao das retas r e s (a existéncia da interse¢ao é garantida pelo Axioma 2).

Analisando, particularmente, ) em r, temos @)’ como seu correspondente em s de
modo que QQ’ passa pelo ponto O. Desse modo, concluimos que @ é igual a )’ pois, caso
contrério, terfamos duas retas distintas por @ e Q' (a reta s e a reta OQ = OQ)’) contrari-
ando o Axioma 1. Logo, o ponto de intersecao das retas é invariante pela perspectividade
dada.

Reciprocamente, seja uma projetividade qualquer entre duas fileras distintas em duas
retas, r e s, também distintas. Seja P o ponto comum de r e s, de modo que P ¢é
invariante por essa projetividade. Podemos determinar, de maneira tnica, trés pontos e
seus respectivos correspondentes, de forma que ABP £ A’B'P, para algum ponto X.

Por outro lado, como O é ponto comum das retas AA’ e BB', entao ABP ¢ A'B'P.
Observe que o ponto P é invariante, e portanto, a reta OP passa também pelo seu corres-
pondente, que é o proprio ponto P. Como o Teorema 1.23 garante que uma projetividade
¢ unicamente determinada por trés de seus pares de pontos correspontendes, temos que
as projetividades ABP £ A'B'P e ABP ¢ A'B'P sdo, na verdade, a mesma. Ou seja,
o ponto X é, na verdade, o ponto O. Logo, podemos concluir que essa projetividade se

trata de uma perspectividade. O

Corolario 1.30. Uma projetividade entre dois feixes é composta por no maximo trés

perspectividades distintas.

Demonstracao. Pelo teorema 1.23 uma projetividade é unicamente determinada por tres
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pares de elementos correspondentes e pelo corolario 1.29 sabemos que se uma projetivi-
dade entre dois feixes distintos matém um elemento invariante, entao essa projetividade
é uma perspectividade, sendo assim temos apenas trés perspectividades possiveis para
compor essa projetividade, pela unicidade da projetividade. Veja que a composi¢ao com
uma quarta perspectividade nao é possivel, pois esta tltima deveria manter os trés pares
correspondentes inalterados o que é impossivel, pois nao existe uma perspectividade com
esta caracteristica.

O

Teorema 1.31. Sejam A, B, C' e D pontos que de definem o conjunto harménico H(AB, CD).
Se ABCD N AB'C'D', entao os pontos A’, B',C" e D' também definem um conjunto

harménico, ou seja, existe H(A'B',C'D").

Demonstracao. Como sabemos que a projetividade nada mais é do que uma composi¢ao
de perspectividades e considerando a dualidade entre pontos e retas é suficiente mostrar
que H(AB,CD) implica H(ab, cd) sempre que ABC'D A abed, onde a, b, ¢ e d sao as retas
definidas por Ae A", Be B, C e C', D e D', respectivamente.

Como ABC'D A abed temos qu existe O = a.b de forma que a = OA, b= 0B, c = 0OC
ed=0D.

Ainda, H(AB,CD) é um conjunto harménico, logo existe um quadrangulo com um
vértice em O, a saber OEFG, tal que A e B sao pontos diagonais do quadrangulo, entao C'
pertence a uma diagonal e D a outra. Veja que A = FF.OG, B=0OE.GF,C =0OF.AB
e D =GE.AB (ver figura 1.24)

O

Agora considere o quadrilatero GF', GE, AE, AB, Assim GF.GE =G e AE.AB = A
pertencem a a; GE.AE = E e GF.AB = B pertencem a b; GE.AB = D pertence a d
enquanto GF.AE = F pertence a c. Portanto temos que as retas a,b,c e d formam o

conjunto harmonico H (ab, cd). Vejamos o resultado formal:

Teorema 1.32. Se quatro elementos de um feixe, A, B, C, D formam um conjunto harmonico,
H(AB,CD), e quatro elementos de um segundo feixe A’, B',C’, D' formam um segundo
conjunto harménico, H(A'B’,C'D’), entao existe uma projetividade que aplica A, B, C, D

em A', B',C’, D' respectivamente.
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Figura 1.24: Se H(AB,CD) e ABCD N A'B'C'D’, entao H(A'B',C'D’) .

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Demonstracdo. Pelo teorema 1.23 | existe uma projetividade tal que ABC N A'B'C'.
Seja Dx a imagem de D sob esta projetividade. Entao pelo teorema 1.31 existe o con-
junto harmonico H(AB, CDx). Por outro lado, por hipétese, temos também o conjunto
harménico H(A'B’,C'D’). Mas pelo teorema 1.20 sabemos que o conjugado harmoénico

de C com relacao a A e D é tinico, consequentemente Dx = D.
O

Observe que, no caso H(AB,CD), o ponto C' encontra-se entre o ponto A e o ponto
B, e no caso H(AB, DC') o ponto D encontra-se entre o ponto A e o ponto B, de forma
que se considerarmos o sentido de A para B da reta AB, o segmento BC' (BD respec.)
terd sinal oposto ao dos demais segmentos AC, AD e BC. Isso serd importante para o

que vem a seguir.

Definigao 1.33. Dados A e A’, B e B’ pares de pontos correspondentes via uma pro-
jetividade, as retas AB’ e BA’ sao chamadas de ligacdes transversais destes pares de

pontos.

Teorema 1.34. Dada uma projetividade entre dois feixes distintos de pontos, existe uma
Unica reta que contém as intersecoes dos cruzamentos transversais de todos os pares de

pontos correspondentes.

Demonstragao. Considere dois feixes de pontos pontos com eixos p e p’. Suponha que
ABC N A'B'C’, onde P = p.p’ ndao é nenhum destes seis pontos.

Existéncia: Veja que (A’A, A'B,A'C') N ABC e A'B'C" N (AA', AB', AC"). Logo
(AA, AB,AC) N (AA'AB', AC"). Como A’A é aplicado nele mesmo, segue pelo co-
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rolario 1.29, que esta projetividade é na verdade uma perspectividade, digamos, (A’A, A’B, A’C)
h(AA, AB', AC") para algum eixo h.

Observe que h contém as intersecoes dos cruzamentos transversais de todos os pares
de pontos correspondentes. De fato, para mostrar isso é suficiente mostrar que via h é
possivel encontrar a imagem de um ponto D (diferente de A, B, C') sobre p. Para isso
construa A’D e considere D; = A'D.h, note que D' = AD1.p'.

Unicidade: Para mostrar que h é nico, é necessario mostrar que h é independente
das escolhas dos centros dos feixes de retas (no nosso caso denotados por A e A’) e
portanto que as intersegoes dos cruzamentos transversais de todos os pares de pontos
correspondentes sobre h.

Para fazer isto é suficiente encontrar dois pontos sobre h que sejam independentes
destas escolhas. Seja Q = h.p'eR = h.p.

Por outro lado, podemos mostrar que a imagem de P é (). Porém, pelo teorema 1.23 a
imagem e a pré-imagem de P sao unicamente determinadas. Ainda veja que ) # R pois

esta projetividade nao é uma perspectividade. Logo, h = QR é unicamente determinada.

Figura 1.25: A reta h contém as intersecgoes de todos cruzamentos transversais.

A

D1

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

O

Definicao 1.35. Nas condi¢oes acima, a reta h é chamada o eixo de homologia desta

projetividade.

1.7.2 Razao cruzada X razao harmonica

Na Geometria Projetiva as propriedades que sao invariantes com respeito a qualquer

projecao sao chamadas de propriedades projetivas. Por exemplo exemplo, o conceito de
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colinearidade e incidéncia, sao invariantes da geometria projetiva, visto que sao preserva-
dos por quaisquer transformagoes projetivas.

A razdo cruzada (ou razdo dupla, ou razao anharmonica) é um ntumero real r que
define uma relacao a qual é valida para quaisquer conjunto de quatro pontos A, B, C, D,

obtidos pela interse¢ao de um feixe de quatro retas (incidentes a um ponto O), com uma

AC . AD _
reta transversal ¢ a essas quatro retas, de forma que cE-pg =" ¢€ de forma que, se

A, B',C", D' sdo os pontos de intersecao de outra transversal ¢’ com o feixe de retas, entao

pontos

AC AD AC'  AD

CB DB OB DB "

Segue do teorema 1.34 que a Razdo Cruzada é uma propriedade que também é presevada
por transformacoes projetivas, sendo, portanto, um invariante da geometria projetiva.

Um caso particular da razao cruzada é a chamada Razao Harmonica, a qual ocorre
quando r = —1. No que se segue, sao introduzidos os dois conceitos e é estabelecida a
relagao entre eles.

Se A, B e C sao trés pontos distintos de uma reta, definimos a sua razao por (4, B, C) =

AC
BC~

duas semi-retas tenham sentidos opostos, dizemos que a razao é negativa.

Tal razao é dita positiva se as semi-retas AC' e BC' tém o mesmo sentido. Caso as

Sejam agora A, B, C, D quatro pontos colineares distintos, denomina-se razao cruzada
ou razdo anharmonica, e denota-se por (A, B; C, D) ao numero real r que satisfaz,
(A,B,C) AC = AD AC BD
(4, B;C., D) (A,B,D) BC "~ BD BC AD

onde AC, BC, AD e BD sao as medidas dos respectivos segmentos orientados.

=7 ou r,

Observe que, na definicao acima, as diregoes opostas sao representadas pelo sinal
negativo, ou seja, se BA é a medida do segmento BA, entdo —BA representa ”a medida
com sinal” do segmento AC. Em geral, na maioria das vezes, considera-se o mddulo da
razao cruzada.

Na prética, a razao cruzada (ou anharménica) de quatro pontos colineares A, B, C, D
pode ser entendida como o quociente obtido pela divisao da razao das distancias tomadas
entre o primeiro ponto e os dois ultimos, pela razao das distancias tomadas do segundo
ponto aos dois tltimos.

Para deixar bem claro que os conceitos introduzidos fazem sentido no plano projetivo,
vamos estender o conceito de razao cruzada para quaisquer quatro pontos ou retas no

plano projetivo, incluindo assim os pontos ideais.
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Denote por P,, o ponto no infinito da reta AB. Nesse caso escrevemos (A, B, C, Py,),

onde

. AC  BX AC . BP, AC
(A.B.C.Pe) =l B+ 6x =B “ cp. ~ BC (1.1)

Vamos mostrar que 2£= = 1. Para isso temos que lancar méo de ferramentas do curso
Y Poo §

de andlise na reta.

Como existe uma correspondéncia biunivoca entre qualquer reta do espago euclidiano
com a reta real, sem perda de generalidade, podemos supor que dois pontos distintos, A e
B, de uma reta qualquer sao pontos ordindrios (nao ideais) da reta real, com coordenadas
a e b, respectivamente, tal que a < b. Seja AB a medida do segmento AB. Assim
AB = BA = |b—a] = b—a. Sejam ainda X um ponto ordindrio arbitrdrio, com

coordenada real x e P, o ponto ideal (ou ponto no infinito) da reta AB.

Figura 1.26: X tende ao infinito.

A B X

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Queremos mostrar que

. AX
lim

_ = 1
X—Pxx BX

, (1.2)

entendendo por X — P, que X é um ponto ordinédrio que se afasta cada vez mais tanto

de A, quanto de B, de forma que podemos escrever lim
r—+o00 T —

A ideia é aplicar a definicao usual de limite de funcao real, como veremos a seguir.

=1l,comz >a e x >b.

Segue da relacao biunivoca entre pontos da reta real e o conjunto dos niimeros reais
que, dado um nimero real r existe um ponto R da reta real, tal que r é a coordenada do
ponto R. E segue da definigao de limite (ver referéncia [7]) que, dado € > 0, existe um
namero real r, tal que se x > r, entao

r—a

z—>b

- 1’ <e. (1.3)

b-(e+1)—a

Observe que a desigualdade (1.3) é satisfeita para r = ==
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Afirmamos que r > b, ou seja diferenca r — b > 0. De fato,

b(5+1)—a_b_b~5+b—a—b-s_b—a
3 B £ €

—b= >0

Agora afirmamos que, se x > r, entao ‘% — 1‘ < e. De fato,

b-(e+1)—a
€
=sc-x>b-ce+b—a

rT>r=x>

=c-(r—b>b—a

= <
c—b o °
h—
:>—Z+1—1<€
b—a+z—0b
— —1<c¢
x—0b
=~ —1<e, como afirmado.

xr—>b

Como AX > BX, tem-se que x —a > r—b, ou seja, == —1 > 0, e, consequentemente,
‘% — 1‘ <e.

Podemos assim garantir a existéncia de um ponto R da reta AB, com coordenada r,
tal que se x > r (ou seja, se X estiver a direita de R) a razao das distancias de X até A
e X até B pode estar tao proxima do valor 1, quanto se deseje.

Procedendo da mesma forma quando X — —oo (com X a esquerda de R obtém-se o
mesmo resultado, de forma que os limites laterais coincidem. Entende-se por uma reta

projetiva uma reta cujos ambos os lados tendem para o ponto ideal (no infinito).

1.7.3 Mais alguns resultados envolvendo a razao harmonica
E imediato ver que
(A,B,C,D) = (B,A,D,C) = (D,C,B,A) = (C, D, A, B),

dai, tomamdo (A, B, C, D) = r é facil mostrar que (A, B, D,C) = %, entao, permutando

a posicao dos pontos obtém-se

(A,B,D,C) = (B,A,C,D) = (C,D, B, A) = (D,C, A, B) —

r
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Também,

(A,C,B,D)=(C,A,D,B)=(D,B,C,A)=(B,D,A,C)=1-—r;

(A,C,D,B)= (C,A,B,D)=(B,D,C,A) = (D,B,A,C) = 1 1 ;

—-Tr

(A,D,C,B) = (D,A,B,C)=(B,C,D,A) = (C,B,A, D) = Ll;
r —

(A,D,B,C): (D,A,C,B):(C,B7D7A):(B’C’A7D): 7‘—]_.
r

Isso nos diz que as 24 combinagoes possiveis dos pontos A, B, C, D ficam reduzidas a
6, 5 ou 4, no caso em que r = —1.

Por meio da dualizacao, também pode-se pensar na razao cruzada do ponto de vista
de um feixe de retas.

Qual é a importancia da razao cruzada para a Geometria Projetiva? Para responder

a essa pergunta primeiro precisamos fazer algumas consideragoes.

1.7.4 A razao cruzada é um invariante da geometria projetiva

Teorema 1.36. A razdao cruzada de quatro pontos é invariante sob projecoes.

O teorema 1.36 nos diz que se A, B,C, D e A’, B',C", D' sao pontos correspondentes

sobre duas retas relacionadas por uma projetividade, entao tem-se a igualdade

CA DA CA DA
CB DB ('B'" " DB’

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada na referéncia [6] p. 24.

Ou seja, qualquer feixe de retas, partindo de um ponto O, quando cortado por uma
reta transversal arbitraria, determina, nos pontos de incidéncia, a mesma razao cruzada
(ver figura (1.27)).

No que se segue vamos utilizar a notagao O(A, B, C, D) para indicar a razao cruzada
de um feixe retas ri, r9, r3, 4, concorrentes no ponto O, incidentes a reta AB nos pontos

A, B,C, D, respectivamente.

Teorema 1.37. Sejam A, B e C' pontos distintos incidentes a uma reta t. Entdo, existe

um unico numero real v e um unico ponto X incidente a reta t tal que a razao cruzada
(A,B,C, X) =r.
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Figura 1.27: Razao cruzada: AC/BC +~ AD/BD =,
A'C'/B'C' = A'D'/B'D = r; (EG/FG)/(FD'/GD') =r .

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

De fato,

ACBX _ACBY _ BX _BY
BCAX  BCAY = AX AY’

Portanto, r = (A, B,C, X) = (A, B,C,Y), se, e somente se X =Y.

(A,B,C,X)=(A,B,C)Y) &

1.7.5 Razao harmonica

A razao harmoénica é um caso particular da razao cruzada, sendo que ela ocorre quando
a reta r contém dois pontos diagonais do conjunto quadrangular. Ou seja, quando o
congunto quadrangular é um conjunto harmonico. Veja novamente a figura (1.30).

Para ajudar a enxergarmos que a razao harmonica pode ser vista como um conceito
da geometria projetiva, vamos considerar um conjunto quadrangular determinado por um
quadrangulo completo de vértices A, F,G e P, e uma reta r, nao incidente a nenhum
vértice do quadrangulo.

O teorema a seguir fornece uma importante ferramenta para o processo de entendi-

mento do que ocorre nesse caso.

Teorema 1.38. Considere um triangulo ABC' tal que a reta AD € a bissetriz interna e a

reta AE € a bissetriz externa do angulo CAB. Nessas condigoes tem-se que g—g = % =
BD
AB -

Demonstracdo. Sejam B’ e C" as projecoes ortogonais dos pontos B e C sobre a reta AF,
respectivamente (ver figura (1.28). Observe que, desta forma, as retas CFE e C'E sao duas

transversais cortadas pelas retas paralelas AD//BB’'//CC".
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Figura 1.28: AD e AF sao a bissetriz interna e externa, respectivamente, do angulo BAC.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Segue entao do Teorema fundamental da proporcionalidade, que:

DC BD BE CE DE
AC" B'A BE CFE AE’

em particular,

pc _cA
BD AP’

(1.4)

Observe agora que o triangulo BB’ A é retangulo em B’ e o triangulo C'C’ A, é retangulo

em C’. Como AD é a bissetriz do angulo CAB, segue que os angulos BAB' e CAC’ sdo

congruentes, o que nos diz que os angulos ABB' ¢ ACC’ também sdo congruentes. Ou

seja, os triangulos BB'A e C'C'A sao semelhantes. Logo,

c'A  CC" AC
AB' BB’ AB
Segue portanto de (2.1) e (1.5), que:

DC  AC

BD  AB
e, de forma andloga, mostra-se que

CE  AC

BE  AB

Ou seja,
DC AC CE
BD AB BE’

como queriamos.

(1.5)

(1.6)
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Baseado no que foi feito acima, considere a situagao em que o ponto D esta entre os

pontos B e C, logo C'D tem sentldo %posto ao de AC, logo CD = —DC' e, portanto,

BD CE
(B,C,D, B) = CD BE CD " AB

harmonico, onde o ponto P, de origem do feixe é um ponto ideal (no infinito) (veja figura

= —1. Esse é um caso particular de conjunto

(1.29). Isso mostra que a razao harmoénica é, também, um conceito projetivo.

Figura 1.29: Conjunto harménico, com quadrangulo AFG Py, com origem ideal Ps,.

F @

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Lema 1.39. Uma razdo harménica (A, B;C, D) =1 se, e somente se, A= B ouC = D.

De fato, estabelecendo a correspondéncia biunivoca entre a reta AB e a reta real, e
tomando a, b, ¢, d como as respectivas coordenadas dos pontos A, B, C, D, obtém-se que

(A,B;C,D) = A—CA—D se, e somente se, (b-a) _(d=a) & (b—a)(d—c) =0 B=A

BC BD’ (c—b) (b—d)
ouC =D.

Lema 1.40. Se A# B eC# D e (A, B,C,D)=(A,B,D,C), entio (A,B,C,D) = —1.

De fato, sabemos que,
(A,B,C, D) (A B D C) m 10g07 (A,B,C, D) =1 ou (A, B, C,D) = —1.
Como, A # Be C # D, segue que (A, B;C,D) = —1

Observacao 1.41. E importante observar que o sinal da razao cruzada nao depende da
orientacao escolhida para a reta que contém os pontos A, B,C, D, jd o valor s¢ depende

da posi¢cao dos pontos.

Teorema 1.42. Sejam A, B e C pontos distintos incidentes a uma reta t. Entdo, existe
um unico ponto D incidente a t tal que razao cruzada (A, B,C, D) é harmédnica. O ponto

D € chamado de conjugado harménico de C' em relagdo ao par de pontos (A, B).
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Demonstracao.

(A,B,C,D) = (A,B,C, D)
(A,B,C, D) = (AC/BC) - (BD/AD) = (AC/BC) - (BD'JAD') <
(BD/AD) = (BD'JAD') <

(A,B,C, D) = (AC/BC) - (BDJAD) = r (1.9)

1
Sabemos que (A, B, D,C) = —, logo,
r

(L9) 1 1 BC AD AD BC

AC — AC - ’ - ’ :
B_c'% E'% AC BD BD AC

S

1.8 Polaridade e inversao

Agora, abordaremos os conceitos de polaridade e inversao de um ponto em relacao a
uma circunferéncia. KEsses conceitos estabelecem uma correspondéncia entre pontos e
retas em um espaco projetivo e, desempenham um papel fundamental na compreensao da
ideia de razdo harmonica. Também, a introducao desses conceitos permitem uma outra
interpretacao para o conceito de ponto no infinito.

Antes de explorarmos esses conceitos na geometria projetiva, faremos uma introdugao
inicial na geometria euclidiana e, em seguida, estenderemos para a geometria projetiva.

A definicao a seguir permite estabelecer uma associacao entre pontos e retas do plano.

Definigao 1.43. (Polaridade) Sejam C' uma circunferéncia de centro O e raio r, A um
ponto da circunferéncia, distinto de O e seja A" o ponto da semi-reta O_1>4 que satizfaz
OA-OA =% A’ é chamado inverso de A em relacao a C. Seja a a reta perpendicular
a 0—121 passando por A’. Dizemos que a é a reta polar de A, em relacdo a C, e que A é o
pélo de a em relacao a C. A transformagao do plano que leva um ponto em sua polar e

uma reta em seu pélo é chamada de polaridade (ver figura 1.30).

Definicao 1.44 (Polaridade no Plano Projetivo). A polaridade da definigao 1.43 sugere
que pontos e retas tém comportamentos parecidos em relagao a incidéncia. Ha algumas
falhas, porém. A transformacao nao esta definida para o ponto O, centro da circunferencia,

nem tampouco para as retas que passam por O.
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Figura 1.30: Exemplo de polaridade.

a

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Este problema é resolvido quando se amplia o plano euclidiano, acrescentando a ele
uma “reta no infinito” o. Esta reta é denominada a polar do ponto O.

Formalmente, os pontos de uma polar estao em correspondéncia biunivoca com os
feixes de retas paralelas no plano euclidiano. Vejamos como a polaridade nos leva natu-

ralmente a esta definicao para os pontos do infinito.

Figura 1.31: Polaridade no plano projetivo

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Por exemplo, vamos identificar o p6lo de uma reta ¢ que passa por O. Sejam A e B
as pontos de contato de t com a circunferencia. Como A e B estao sobre a reta t, suas
retas polares a e b passam pelo polo (). Logo () é o ponto de encontro das duas retas a e
b, que no plano Euclidiano seriam paralelas. De fato, a reta polar de qualquer ponto de ¢
serd perpendicular a ¢ no plano euclidiano. Estas retas passam a ser, no plano projetivo,
um feixe de retas concorrentes (no ponto do infinito @ )(ver figura 1.31).

Esta é a maneira de trabalhar com a reta do infinito: cada um de seus pontos corres-
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ponde a um tunico feixe de retas paralelas no plano euclidiano. E vice-versa a cada feixe

de retas paralelas no plano euclidiano corresponde um tnico ponto da reta do infinito.

Proposicao 1.45. Sejam A, B,C, D, pontos colineares tal que A — C — B, ou seja, C
estd entre A e B. Os pontos C' e D dividem harmonicamente o segmento AB se, e so se,

D ¢ o inverso de C, relativamente a circunferéncia de centro O e diametro AB.

Figura 1.32: Os pontos C' e D dividem harmonicamente o segmento AB.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que:

g—g = g—g < CO.DO =%, onde r = OA = OB é o raio da circunferéncia.

Sem perda de generalidade, vamos supor O — C' — B (Se A — C' — O a demonstracao

é andloga). Observe que:

CA CO+r

DA_DO+r:>CA_DA{:)CO+r DO +r
CB r—-CO DB DO-r ~CB DB r—CO DO-r

< (CO+7r) (DO —71)= (DO +7r)(r—CO)
& CODO —r-CO+rDO —r2=r-Dy— DOCO +1*—1rCO
& 2C0-DO =2r?2 < CO - DO = 1r?

CA _ DA _ .2 CA _ DA CA-DB
Segue portanto 5z = 55 & CO.DO = r°, mas g5 = §% cnDA

considerando o sentido de B para A, temos que BC' tem sentido oposto, e portanto
(A,B,C,D) = —1 (ver figura 1.32). O

=

= 1. Logo,



CAPITULO 2

Modelo analitico para o plano

projetivo

Ao longo deste capitulo pretende-se que o leitor tenha uma boa nocao sobre o que se
entende por reta projetiva, plano projetivo e espaco projetivo. A ideia por trés destes
conceitos é a nogao de perspectiva, no seguinte sentido: um espaco projetivo refere-se
a forma como um olho (ou uma camera) projeta um objeto do espago tridimensional
em uma imagem bidimensional, ou um objeto no espago bidimensional em um espaco

unidimensional.

2.1 O plano euclidiano extendido

Até o momento definimos um sistema axiomatico para a geometria projetiva, estabelece-
mos um modelo geométrico de plano projetivo utilizando destes axiomas e a partir dele
estabelecemos objetos pertencentes a geometria projetiva, do ponto de vista deste modelo.
Neste capitulo é introduzido um modelo analitico que, de certa forma, valida o modelo
geométrico apresentado.

O modelo analitico do plano projetivo apresentado ao longo deste capitulo baseia-se
no modelo analitico usual para o plano euclidiano, acrescido do conceito de pontos e retas

no infinito. Ou seja, nesse modelo o plano projetivo serd visto como um plano euclidiano

42
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extendido, no sentido de que, informalmente, ele pode ser interpretado como a uniao do
plano R? com o conjunto de todos os pontos no infinito.
Para introduzir o modelo analitico pretendido necessitamos de alguns conceitos auxi-

liares apresentados a seguir.

2.1.1 Coordenadas Homogéneas em espacos vetoriais

Nesta secao, sera introduzido o conceito de coordenadas homogéneas, que é um sistema
de coordenadas muito utilizado na geometria computacional, em particular na geometria
projetiva, em substituicao ao sistema de coordenadas cartesianas usual.

A ideia por tras do conceito de coordenadas homogéneas é que, em geral, obje-
tos matemdticos em um espago (n — 1)-dimensional possuem equivalentes no espago n-
dimensional correspondente. Ocorre que, em alguns casos, resultados obtidos em um
espago n-dimensional sdo obtidos de maneira mais facil do que em um espago (n — 1)-
dimensional. Computam-se entao os resultados no espaco n-dimensional para depois
projeté-los de volta no espago (n — 1)-dimensional.

A representagdo de um ponto em um espago (n — 1)-dimensional em coordenadas
homogeéneas, é portanto, a representagao desse mesmo ponto em um espago n-dimensional.

As coordenadas homogéneas frequentemente sao chamadas de coordenadas projetivas.
A seguir este conceito é formulado, sendo que, para isso necessitamos de alguns pré-

requisitos.

Proposicao 2.1. Sejam V' um espago vetorial e K um corpo. A relagdo bindria dada
por: Yu,v € Viu ~ v <= Jk € KN\{0} : u = kv, definida em V', é uma relagao de

equivaléncia.

Demonstracao. A relagao satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva. De
fato,
Reflexiva: Para todo u € V: u ~ v, pois tomando k = 1, obtém-se que u = 1wv.
Simétrica: Para todo u,v € V: Se u ~ v entao, v ~ u.
Ou seja u ~ v = Jk € K\{0} tal que u = kv, se, e somente se, Ik’ = %, tal que v = K'u
e, consequentemente, v ~ u.
Transitiva: Sejam u,v,w € V: Se u ~v e v ~ w entao u ~ w.
De fato, por hipdtese sabemos que existem k1, ko € K\ {0} tal que v = kju, e w = kov.

Assim, w = kv = ko(k1u) = (kaok1)u. Logo, considerando k = kqk;, temos que u ~ w.
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O

Definigao 2.2. Um ponto, distinto da origem, de coordenada (X1, Xs, -+, X,_;) € R*!
é representado, em coordenadas homogéneas, pela n-upla ordenada [z1, g, -+ , T, 1, 1], t #
0,onde X; =%, ¢1=1,2,--- ,n— 1. O nimero real ¢t é denominado peso, pois é ele que

=

dita a proporcionalidade de uma coordenada homogénea.

Segue da definicao 2.2 que para todo ponto (X1, Xy, -, Xn — 1, Xn) € R™\ {0}, este
é representado pela classe de equivaléncia [z] = [z1, 29, -+ ,zn — 1,t], onde [z1, 29, -+, Tp_1, 1]
sao as coordenadas homogéneas do ponto X = (X7, Xo, -+, X,,_1).
Isto é, dado um ponto (X1,---, Xn —1,Xn) € R"\J0},3t € R: (X1, -,Xn—1,Xn)
=t(X1,---, Xn—1,1) = (1, -+ ,xp_1,t),onde z; = tX;, i =1,2,....n— 1.

Coordenadas homogéneas em R?

Definicao 2.3. Um ponto, distinto da origem, de coordenada X na reta real é represen-

tado, em coordenadas homogéneas, pelo par ordenado [z,t], t # 0, onde X = 7.

E facil ver que cada coordenada X da reta real corresponde a infinitos pares ordenadas

[z, t], incluindo o caso particular [z, 1].

Coordenadas homogéneas em R?

Definigao 2.4. Um ponto, distinto da origem, de coordenadas (X,Y) em R? é represen-
tado, em coordenadas homogéneas, pela tripla ordenada [z,y,t], t # 0 , onde X = ¥ e
Yy =1

L

E fécil ver que cada ponto cartesiano (X,Y") corresponde a infinitas triplas ordenadas

[z, y,t], incluindo o caso particular [z, y, 1].

Exemplo 2.5. Tome (X,Y) = (2,3). Dali,
para t = 1, obtem-se as coordenadas homogéneas (2,3, 1);
para t = 2, obtem-se as coordenadas homogéneas (4, 6, 2);

para t = 3, obtém-se as coordenadas homogéneas (6,9, 3).

Observe que, olhando para o plano como um subespaco vetorial de R®, o ponto
(X,Y) € R? ¢ identificado com o ponto (X,Y,0) € R?, de forma que (abusando da

notagao) as coordenadas homogéneas do ponto (X,Y) podem ser interpretadas como
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sendo os multiplos escalares do vetor (X, Y, 1), e consequentemente, qualquer vetor dire-
tor da reta que passa pela origem e tem o vetor (X,Y,1) como vetor diretor determina
uma tripla de coordenadas homogéneas para o ponto (X,Y). Ou seja, cada coordenada

homogénea [z, v, t] representa uma direcio em R? (veja figura 2.1.1).

Figura 2.1: Interpretacao geométrica das coordenadas homogéneas [x,y,t] do ponto (X,Y) €
R?, vistas como sendo a reta r passando pela origem do espaco euclidiano R3, com vetor diretor

v=(x,y,t), onde x =tX ey =tY.

[X.Y,1] ~ (X, 8V, 8] ~ [z, 4.4]

PLANO t=1

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

A escolha das coordenadas homogéneas para o desenvolvimento analitico da geometria
projetiva deve-se ao fato de que este é um sistema de coordenadas que permite representar
pontos no infinito (que na verdade sao diregoes), que sdo os chamados pontos imprdprios
ou pontos ideais, se permitirmos o caso t = 0, com z, y nao simultaneamente nulos. Nesse
caso, as coordenadas homogeéneas sao chamadas de coordenadas projetivas. Na secao a

seguir este conceito é formulado.

2.1.2 Espacos projetivos reais

Definigao 2.6. Sejam V' um espago vetorial e K um corpo. Um espago projetivo P(V),
gerado por V é o espaco quociente (V\{0})/ ~, onde ~ é a relacdo de equivaléncia,

u~ v < u =\, para algum escalar A € K.

No que se segue, os elementos de P (V) serao chamados de pontos. Precisamos ter em
mente que cada ponto de P(V) representa uma classe de equivaléncia de vetores de V/

pela relagao ~. Ou seja, dado v € V\ {0}, a classe [v], de cada vetor v, é na verdade, o
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conjunto de todos os vetores nao nulos que sao multiplos escalares de v (vetores paralelos
ao vetor v).

Quando o espago vetorial V' tem dimensao finita n, diremos que P (V) tem dimensao n—
1, de forma que podemos considerar P(}) como sendo o conjunto de todos os subespagos
unidimensionais de V. Observe que se a dimensao de V é n, é possivel definir uma
aplicagao natural p : VN\{0} — P"1(V), que associa a cada vetor ndo nulo de V ao
subespaco gerado por v.

No presente trabalho K serd sempre o corpo dos numeros reais e, em particular,

consideraremos os casos V = R? e V = R3.

2.1.3 O espago projetivo unidimensional P! (Reta Projetiva)

Um espaco projetivo de dimensao 1 é geralmente chamado de linha projetiva ou reta pro-
jetiva, sendo um espaco projetivo sem relacoes de incidéncia interessantes, se comparado
aos espagos projetivos de dimensoes n > 2. Uma reta projetiva é dita continua se for inci-
dente a um conjunto de pontos da cardinalidade do continuo (cardinalidade dos nimeros
reais); discreta se for incidente a um conjunto de pontos da cardinalidade enumeravel, ou
finita se for incidente a um conjunto de pontos de cardinalidade finita.

Vamos iniciar particularizando a definicao 2.6 para o caso V =R e K = R.
Definigao 2.7. Um espaco projetivo P(R?), gerado por R? é o espago quociente (R*\ {0})/ ~,
onde ~ ¢ a relagao de equivaléncia, u ~ v < u = Av, para algum escalar A € R.

PL(RR?) é denominado reta projetiva real, que é o conjunto de todas as retas de R? que
passam pela origem (0,0). Serd utilizada a notagao P! para indicar a reta projetiva real
PLR?).

Observe que qualquer reta r de R?, que passa pela origem O(0,0), tem uma estrutura

natural de subespaco vetorial unidimensional de R2, obtida pela identificacao de cada

ponto X de r com um tnico vetor (ﬁz do subespaco vetorial gerado pelo vetor diretor

UTZ{O_)%ERQZXGT}

Definicao 2.8. As cordenadas Homogéneas de um ponto X € r, sdo os pares ordenados

dessa reta, dado por

[z, y] de ntimeros reais onde, y > 0 e X = z/y.

Observe que existem elementos de P!(U) que nao estao representados pela definigao
2.8.
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Proposicao 2.9. A aplicacao

I:R—P!

r— [z, 1],

¢ injetora e o conjunto I, = {la] € P! : a = [1,0]} é o complemento da imagem da

aplicacao 1.
Demonstracao. De fato,

I(z) = I(y) = [+, 1] = [y, 1]
=Jt#0:(x,1)=t(y,1)=>t=1,

e consequentemente r = y.

Seja [a] = [z,y] € PL. Se y # 0, entdo [z,y] = [5.1] = 1(3). Se y = 0 entao [a] estd na
reta projetiva determinada por y = 0. Além disso, como 1 # 0, é facil ver que a intersecao
da imagem da aplicagao I com o conjunto I, ¢é vazia. Ou seja, I, = {[a] € P! : a = [z,0]}
é o complemento da imagem da aplicagao I.

O

Exemplo 2.10. Seja 7 : y = 1, uma reta constante em R?, que nao passa pela origem.
Como y # 0, cada reta passando pela origem, representada pelas coordenadas homogéneas
[z,t] (ponto projetivo em P'), intersecta r em um tnico ponto (£,1) = (X,1), (onde
X = 2). Reciprocamente, todo ponto (X,1) da reta r pertence a uma tnica classe de
equivaléncia [z, t] € P'.

Considerando que, escolhida uma base para R?, cada vetor nao nulo v = (z,t) posui
coordenadas nao simultaneamente nulas e, considerando também, que existe um tnico
ponto P de P! correspondente a classe de equivaléncia do vetor v, de forma que [z, t] sdo
as coordenadas projetivas de P, é imediato perceber que o vetor (x,0), X # 0 corresponde
ao ponto projetivo [z,0]. Porém, observe que nesse caso (para t = 0), para cada = # 0,
o ponto [z,t] = [x,0] ndo possui representante sobre a reta r, pois [z,0] # [z, 1], Vx € R
(ver figura 2.1.3).

Dessa forma, considerando que o ponto [z,0] € P! ( em particular o ponto [1,0] € P'),
definimos

P! = {[z,1] : . € R} U {[1,0]}.
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Figura 2.2: Interpretacao geométrica das coordenadas homogéneas [tX,t] do ponto X € R,
vistas como sendo a reta r passando pela origem do espaco euclidiano R?, com vetor diretor

v = (z,t), onde z = tX.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

A diregao (z,0) € R*\{0}, de coordenadas homogéneas [tz,0], t € R, ¢ identificada
com um ponto ideal, de forma que um ponto ideal é identificado com o eixo coordenado
y =0 (o eixo Ox).

Observe que o caso [0,0] ndo pode ocorrer, e devido a isto, é comum definir a reta

projetiva real da seguinte forma:

Pt = {R™\{0}/ ~},

de forma que, dado um ponto a = (z,t) € R*\ {0}, este ¢é representado pela classe de

equivaléncia [a] = [X, 1], onde [X, 1] sdo as coordenadas homogéneas do ponto X = 7 € R.

2.1.4 O espago projetivo bidimensional P? (Plano Projetivo)

Aqui também vamos iniciar particularizando a definicao 2.6 para o caso V = R3 e K = R.

Definigao 2.11. Um espago projetivo P?(R3), gerado por R?® é o espaco quociente
(R3\{0})/ ~, onde ~ é a relacao de equivaléncia, u ~ v < u = Av, para algum es-

calar \ € R.

Observe que, da mesma forma que ocorre em R?, qualquer reta r de R3, que passa pela
origem O(0,0,0), tem também uma estrutura natural de subespago vetorial unidimensi-

onal de R3. Basta identificar cada ponto X de r com um tnico vetor O—X2 do seguinte
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subespaco vetorial,

UT:{O?GRP’:XET}

P?(R?) é denominado plano projetivo real, que pode ser pensado como o conjunto de
todas as retas de R3 que passam pela origem (0,0,0). Serd utilizada a notacao P? para
indicar o plano projetivo real P*(R?).

Devemos ter algum cuidado com a terminologia utilizada. Efetivamente, um “ponto”
no plano projetivo real (ou na reta projetiva real) é uma reta em R3 ( respec. R?) que
passa pela origem e nao deve ser confundido com um ponto no espago (respec. no plano).
Assim, para evitar este conflito de termos, quando julgarmos necessério, sera utilizado o
termo ponto projetivo para indicar uma classe de equivaléncia. Porém, quando nao houver
risco de ambiguidade, e estiver claro o contexto em que se esta trabalhando, sera utilizado

o termo ponto, simplesmente, para representar a classe de equivaléncia a que ele pertence.

Definigao 2.12. As cordenadas Homogéneas de um ponto (X,Y) € R?, sdo as triplas

[z,y, z] de nimeros reais, onde z > 0e X =x/z, e Y =y/z.

Cada ponto (X,Y) € R? determina um tnico ponto projetivo, cujas coordenadas

homogéneas sio [x,y, 1], onde o subespaco vetorial que identifica esse plano é dado por
U={(z,y,2) eR*: 2 =1},

Observe que existem elementos de P?(U) que nao estao representados pela definigao
2.12.

Proposicao 2.13. A aplicagdo

I:R — P?

(z,y) = [2,9,1],

¢ injetora e o conjunto I, = {[a] € P? : a = [z,y,0]} é o complemento da imagem da

aplicacao 1.

Demonstracao. De fato,
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e consequentemente (x,y) = (T, 7).

Seja [a] = [z,y, 2] € P?. Se (x,y) # (0,0), entdo [z,y] = [£,%,1] = I((£,%)). Sez =0
entdo [a] estd no plano projetivo determinado por z = 0. Além disso, como 1 # 0, é
facil ver que a intersecao da imagem da aplicagao I com o conjunto I, é vazia. Ou seja,
I ={[a] € P?:a=[x,y,0]} é o complemento da imagem da aplicagao I.

O

Exemplo 2.14. Seja 7 : 2 = 1 um plano de R?® que nao passa pela origem O(0,0,0).
Como z # 0, cada ponto [z, y, z] € P? intersecta m em um tnico ponto (£, £ 1) = (X,Y, 1),
(onde X = Z e Y = ¢). Reciprocamente, cada ponto (X,Y,1) do plano 7 pertence a uma
tinica classe de equivaléncia [z, vy, z| € P2.

Fazendo z = t e considerando que, escolhida uma base para R3, cada vetor nao nulo
v = (z,y,t) posui coordenadas nao simultaneamente nulas e, considerando ainda, que
existe um tnico ponto P de P? correspondente & classe de equivaléncia do vetor v, de
forma que [z,y,t] sdo as coordenadas projetivas de P, é imediato perceber que o vetor
(X,Y,0),(X,Y) # (0,0), corresponde ao ponto projetivo [x,y,0]. Porém, observe que
para t = 0, para cada (x,y) # (0,0), o ponto [z,y,t] = [z,y,0] ndo possui representante
sobre a reta r, pois [z, y,0] # [z,y,1], Vx,y € R (ver figura 2.14).

Considerando ainda que o ponto [z, y,0] € P? ( em particular o ponto [1,1,0]), defini-
mos

P? = {[z,y,1] - z,y € R} U {[1,1,0]}.

A diregao (z,y,0) € R>\ {0}, de coordenadas homogéneas [tz,ty,0], t € R, é iden-
tificada com um ponto ideal, de forma que um ponto ideal é identificado com a direcao
da reta real que une o ponto (z,y,0) a origem. Observe que, definido dessa forma, o
conjunto de todos os pontos ideais coincide com o plano z = 0, e nesse caso o plano z =0
é identificado com uma reta ideal (ou reta no infinito).

Observe que o caso [0, 0, 0] ndo pode ocorrer, e devido a isto, é comum definir o plano

projetivo real da seguinte forma:

P? = {R*\{0}/ ~},

de forma que, dado um ponto a = (z,y,t) € R¥*\ {0}, este é representado pela classe
de equivaléncia [a] = [X,Y, 1], onde [X,Y, 1] sdo as coordenadas homogéneas do ponto

(X,Y)=(%,%) € R2

AR
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Figura 2.3: Interpretagao geométrica das coordenadas homogéneas [tz,ty, t] do ponto (X,Y) €
R?2, vistas como sendo a reta r passando pela origem do espaco euclidiano R?, com vetor diretor

v = (z,y,t), onde z = tX e y =tY (repetimos aqui a figura para facilitar a leitura).

)

[X.Y,1] ~ [tX, Y. 4] ~ [z,1.1]

PLANO t=1

7 (X.Y)

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Segue do exemplo anterior (exemplo 2.14) que, cada direcao (z,y,0) € R*\{0} , de
coordenadas homogéneas [z, y, 0], é identificado com um ponto ideal, e o conjunto de todos
os pontos ideais determinam uma reta ideal, a qual corresponde ao plano z = 0 (plano
x0y). Ou seja, intuitivamente, pode-se pensar em pontos no infinito como correspondendo
a direcoes em R?, mas de forma que, para cada direcao, ambos os sentidos geram o mesmo

ponto no infinito.

Exemplo 2.15. As cordenadas homogéneas do ponto (2,7), podem ser [2,7,1], [4,14,2],
6,21, 3], ou seja, [2n,Tn,n| com n € R.
Se [z, vy, z] sao coordenadas homogéneas de um ponto, entao I\ # 0 tal que [Ax, Ay, A\z]

também serdo coordenadas homogéneas pois estao na mesma classe de equivaléncia.

Daqui em diante denotaremos com paréntesis e letras maitsculas um ponto (X, X, X3)
em coordenadas cartesianas, com colchetes e virgula [z1, z9, 23] as coordenadas homogéneas
deste ponto e com colchetes e ponto e virgula [ug; us; ug] as coordenadas homogéneas de
uma reta no plano projetivo, incidente ao ponto homogéneo [z1, xa, x3).

Vejamos mais alguns exemplos:

Exemplo 2.16. Passe as coordenadas cartesianas para coordenadas homogéneas:
a) (5,6)
Com z =1, (5,6,1)
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Com z =2, (10,12,2)
Com z = 3, (15,18, 3)

Com z = n, (bn,6n,n)

Exemplo 2.17. Passe as coordenadas homogéneas para coordenadas cartesianas:
5,6, 2]

6
Como o z = 2, temos 5= 2.5 e 5= 3, logo as coordenadas cartesianas sao (2.5, 3).

2.1.5 Entendimento (informal) do conceito de pontos e retas
no plano projetivo

Podemos pensar nos pontos projetivos como retas através da origem em R?, e corres-
pondentemente, nas retas projetivas como planos, através da origem, em R?, as quais
sao representadas, analiticamente, por todas as solucoes (z,y,2) € R?® (z,y,2z # 0) da
equagao linear ax + by + cz = 0, com a, b, ¢ nao simultaneamente nulos. Desta forma, um
ponto projetivo p pertence a uma reta projetiva [ se a reta de R3 correspondente ao ponto
projetivo p estiver contida no plano correspondente a reta projetiva [. Ou seja os pontos
projetivos representam as dire¢oes em R?, de forma que cada ponto a = [z, v, 2|, 2,9, 2 # 0
corresponde a uma unica reta em R3, a qual é determinada por todos os multiplos esca-
lares do vetor euclidiano (z,y, z). Isso justifica a exigéncia de que (z,y, x) # 0, pois nesse
caso nao hd como determinar uma direcao em R3.

Em analogia com a equacao da reta em R3, tem-se que o vetor (a,b,c) é ortogonal
ao vetor (z,y,z), de forma que a reta projetiva pode ser entendida como sendo o plano
euclidiano ortogonal ao vetor (a,b,c) e que passa pelo ponto (x,y, z), acrescida de um
ponto no infinito, o qual por sua vez, pode ser entendido como a direcao no plano zOy
determinada pela projegao usual (z,y,0) do vetor (z,y, z) (veja figura (2.1.5)).

E possivel estabelecer uma relacao com a geometria euclidiana plana de (R?) fazendo

as seguintes consideracgoes:

i) Se (a,b) # (0,0), entdo a reta projetiva associada consiste em pontos [z,y, 1] que
satisfazem a equagdo azx + by + ¢ = 0 (observe que essa equagdo define uma reta
ordindria R?, “acrescida” de um ponto no infinito, o qual é dado pela tnica solucao
[z,y,0] da equagdo ax + by = 0. Dizemos que esta reta é o complemento de ax +

by +c=0.
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Figura 2.4: O vetor (a,b,c) é ortogonal ao vetor (z,y,z), de forma que a reta projetiva pode
ser entendida como sendo o plano euclidiano ortogonal ao vetor (a,b,c) e que passa pelo ponto
(z,y,z), acrescida de um ponto no infinito, o qual por sua vez, pode ser entendido como a

diregao no plano xOy determinada pela projecao usual (z,y,0) do vetor (z,y, 2).

vetor

(a,b,c) Ponto projetivo

3
A
XA o™
IPARY BN
st

5
A
ot
W
et

st

Plano z=0

Vetor (x,y,0) (direcéo que
3 eta projetiva representa um ponto no infinito
' - [a:b:c] da reta projetiva [a,b.c])

v
“‘n“‘
3

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

ii) Se (a,b) = (0,0), temos a reta no infinito z = 0, a qual consiste em todos os pontos

no infinito.

Observe que:

e Quaisquer dois pontos projetivos distintos, determinam uma tunica reta projetiva.
Isto segue do fato de que em R3, se tomarmos duas retas distintas passando pela
origem, ambas as retas estao em um mesmo plano, o qual é determinado de forma

Unica.

e Quaisquer duas linhas projetivas (distintas) se intersectam em um tnico ponto pro-

jetivo.

Observe que, o item #7) pode ser interpretado, em termos de R3, da seguinte forma: dados
dois planos distintos, passando pela origem, a interseccao entre eles é uma reta que passa
pela origem.

Comparando a geometria projetiva plana usual (euclidiana) com a geometria podemos

fazer as seguintes consideracoes:
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1. Dadas duas retas niao paralelas em R?, seus complementos projetivos terao pontos
no infinito distintos. Portanto, a intersecao dos complementos ainda consiste em

um ponto de R2.

2. Dadas duas retas paralelas em R?, seus complementos projetivos terdao o mesmo

ponto no infinito, que é o ponto onde elas se intersectam.

3. Se tomarmos o complemento projetivo de qualquer reta em R?, ela sempre intersec-

tara a reta mo infinito em um ponto no infinito.

2.1.6 O principio da dualidade do ponto de vista analitico

O principio da dualidade, introduzido no Capitulo I, o qual permite permutar os papéis
de pontos e retas, pode ser introduzido analiticamente da seguinte forma:

Seja | = ax + by + cz = 0 uma reta projetiva, e p = [a, b, ] um ponto projetivo. O
principio da dualidade permite que troquemos o ponto p pela reta [, e vice-versa. Vimos
anteriormante que pontos e retas projetivos podem ser vistos como subespagos lineares
de R?. Consequentemente, aplicar o conceito de dualidade consiste em passar para o
complemento ortogonal de cada subespaco. Desse ponto de vista podemos denotar a reta
[ por p* e p por I+, indicando que p é o dual da reta [ e a reta [ é o dual do ponto p,

respectivamente, de forma que p € [ & I+ € p*.

Exemplo 2.18. Seja (a,b) € R? tal que (a,b) # (0,0), esse ponto corresponde ao ponto
p = [a, b, 1] no plano projetivo, o qual é identificado com a reta de R? determinada pelos
miultiplos da tripla ordenada (a, b, 1). O dual desse ponto é aretal = {(z,y, z) # (0,0,0) :
ax + by + z = 0}, que é o complemento projetivo de ax + by + 1 = 0.

Observe que o dual da origem (0,0) de R? ¢ a reta no infinito z = 0.

2.1.7 Formalizacao algébrica do conceito de reta no plano
projetivo
Utilizando a notacao a = wuy,b = ug,¢c = uz e x = x1,y = 9,2 = xg utilizaremos

a representacao analitica de pontos e retas dada acima para realizar um estudo mais

aprofundado desses conceitos no plano projetivo.
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Serd adotada a notagao [uy; us; us] para indicar a reta projetiva l = uyxy + usxs + uzxs = 0,
consistida dos pontos [z, 22, 1] que satisfazem a equagao u;xq+uszs+us = 0, “acrescida”

de seu respectivo ponto no infinito. Segue a definicao formal:

Definigao 2.19. Dados u;, uy ntimeros reais tais que u? +u2 # 0, dizemos que o conjunto
2
{u € P* : uw = [uy; ug; us), com wuywy + usws + uz = 0}

¢ uma reta projetiva em P2. Nesse caso diz-se que [uy,us,us], sao as coordenadas ho-

mogéneas da reta .

Observe que, do ponto de vista euclidiano a reta projetiva [uy; us; ug] representa um
plano que passa pela origem de R3, é ortogonal ao vetor (ui,us,us3) e passa pelo ponto
euclidiano (x1,%1,1) de forma que, do ponto de vista euclidiano, o vetor (z1,y;,1) é
ortogonal ao vetor (uj,us,us). Ou seja, é o plano que passa pela origem e é incidente a
reta que une o ponto p = (z1,y1,1) a origem do R?, junto com o seu respectivo ponto
no infinito. Do ponto de vista projetivo dizemos que o ponto projetivo de coordenadas

homogéneas [z1, x9, 1] é incidente com a reta [uy; us; us] (ver figura 2.1.7).

Figura 2.5: A reta projetiva [u1;us;us] representa um plano que passa pela origem de R3, é
ortogonal ao vetor (uj,us,us) e passa pelo ponto euclidiano (z1,y1,1) de forma que, do ponto

de vista euclidiano, o vetor (x1,y1,1) é ortogonal ao vetor (uq,usz,us).
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(Xq X 1] ™
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Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Uma reta nao é unicamente representada por suas coordenadas uma vez que, as

equagoes u1xy + Usxs + uz = 0 e kuyxy + kusxs + kus = 0 representam a mesma reta



SECAO 2.1 ¢ O PLANO EUCLIDIANO EXTENDIDO 56

para todo numero real k diferente de zero. Porém, existe uma correspondencia biunivoca
entre as retas do plano euclidiano e as classes de equivaléncia definidas pela relacao ~ da
definicao 2.11.

Definigao 2.20. Cada tripla [uy;ug;us], u? + u3 # 0 de uma determinada classe de

equivaléncia representa as coordenadas homogéneas de uma reta projetiva.

Ou seja, assim como acontece com as coordenadas homogéneas de um ponto, as coor-
denadas homogéneas da reta sao classes de equivaléncia de triplas ordenadas [u;; us; us),
2 2
onde uy + u3 # 0.

Utilizando a notagao matricial temos a seguinte definigao:

Definigao 2.21. Dizemos que um ponto de coordenadas homogéneas [x1, 22, 1] é inci-

dente com uma reta [uj;us;us] se, e somente se, u.X = 0, onde u é a matriz linha
T

u = [ Uy Us U3 } ,X ¢é a matriz coluna X = | 2, |, O representa a matriz coluna
1

(3 x 1) identicamente nula e o ponto denota o produto de matrizes (ver figura 2.1.7).
Observe que o produto matricial, nesse caso, coincide com o produto interno dos vetores

u e X. No que segue sera adotada a notagao <.,.>.

Por exemplo, se u = [—3;7; 2], entdo <u, X > = 0 representa a equagao —3x;+7ro+2 =0
Observagao: No que se segue sera utilizado o termo reta projetiva para nos referirmos

a uma reta no plano projetivo.

2.1.8 Modelo analitico do plano projetivo

O modelo analitico do plano projetivo apresentado a seguir é baseado no modelo analitico
do plano euclidiano.

Sejam X = (21,29, 23) e v = (v1, V2, v3) um ponto e um vetor de R3, respectivamente.
A reta [ de R? incidente ao ponto X passando pela origem, tem a direcao do vetor v, se,
e somente se, o vetor © = OX = (x1, 29, x3) é paralelo ao vetor v de forma que a reta [

pode ser representada pela seguinte notagao vetorial:

l: (21,29, 23) = t(vy,v9,03),t € R,
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onde o parametro ¢t é um numero real que varia ao longo da reta e é usado para obter
todos os pontos na reta. Como v é um vetor diretor para a reta, qualquer multiplo escalar,
nao nulo, de v é também um vetor diretor para a mesma reta, ou seja, para qualquer reta
que passa pela origem, existem infinitos vetores diretores possiveis que podem ser usados
para descreveé-la na notacao vetorial.

Da mesma forma um plano § passando pela origem e passando pelo ponto X pode ser

representado da seguinte forma:

0:<n,xr>=n1xy + noxs + nzws = 0,

onde x = OX é um vetor definido pelo segmento orientado que une a origem a um ponto
X, arbitrario, do plano 6 e n = (ny, ng,n3) é um vetor normal a esse plano. Ou seja, n é
perpendicular a todos os vetores desse plano.

Portanto, uma reta [ passando pela origem, com vetor diretor v, pertence ao plano &
que passa pela origem e é ortogonal a um vetor n se, e somente se, <n,v> = 0. Ou seja,
n e v sao perpendiculares.

Como visto anteriormente, cada ponto P do plano 6 pode ser identificado com uma
classe de equivaléncia em R3\ {0}, onde a classe de equivaléncia é definida como o con-
junto de todos os possiveis vetores diretores para a reta que passa pela origem e intercepta

0 no ponto P.

Observagao 2.22. No que segue, [pl, p2, p3] sao as coordenadas homogéneas de um ponto

P € P2, assim como [ul;u2;u3] sdo as coordenadas homogéneas da reta u em P2.

Teorema 2.23. Trés pontos, X = [z1, 29, 23], Y = [y1, Y2, ys], Z = [21, 29, 23] so colinea-

res se, e somente se o determinante

1 Y1z
To Y2 2o | = 0.
T3 Ys Zz3

Demonstracdo. Sabemos que para que os pontos X, Y, Z sejam colineares deve existir uma

reta de coordenadas homogéneas [u; us; uz] tal que

U1T1 + Uy + uzxz = 0
Uy + ugye + ugyz =0

U121 + Uz + ugzz = 0
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Passando para notagao matricial temos:

1 To I3 U1 0

Y Y2 Y3 Uy | =

Z1 k9 Z3 us
Supondo que
1 X9 I3
v Y2 ys | 70,
Z1 k2 23

temos pela Regra de Cramer que a tnica solucao possivel é a solucao trivial, o que é um
absurdo, pois para isto deveriamos ter u; = us = ug = 0, ou seja, uq, us, uz nao definem

uma reta. Logo,

1 To I3
v Y2 yz | =0.
21 22 23

Mas como o determinante de uma matriz ¢ igual ao determinante da sua transposta,

podemos reescrever coIno

1 Y1 21
To2 Y2 22 | = 0
T3 Ys Zz3

O

Coroldrio 2.24. Se P = [p1,ps,p3] € Q = [q1, q2, q3], entdo a equagao da reta definida

por P e () pode ser escrita como:

1 p1 Q1
To P2 QG2 | = 0
T3 P3 Q3

Na figura 2.6 abaixo é possivel ver a interpretagdo geométrica de uma reta (projetiva)

definida por dois pontos (projetivos).

Teorema 2.25. Trés retas, u, v, w sao concorrentes se, e somente se o determinante
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Figura 2.6: Interpretacdo geométrica de uma reta projetiva PQ definida por dois pontos pro-

jetivos P e Q..

24

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Uy U2 U3
v7 vy w3 | =0.

w; W2 W3

Demonstracao. Supondo que u, v, w sao concorrentes e o ponto de interseccao entre elas
é X (1,9, 23). Consequentemente, considerando [uq, ug, us|, [v1,va,v3] € [wy, wa, w3] as
coordenadas homogéneas de u, v e w respectivamente, temos que este ponto é concorrente

a trés retas se, e somente se,

U1T1 + UsTo + ugrs = 0
Uy + u2ye + ugyz =0

U121 + UgRo + U3Z3 = 0

ou em notacao matricial,

Uy Uz U3 Zq
U1 V2 U3 T2 =
w; W2 w3 x3

supondo que
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Uiy Uz U3
v vy vz | #0,

Wy W2 w3

segue pela Regra de Cramer que a tunica solucao possivel é a trivial, o que nao pode

ocorrer ja que um ponto ¢ uma classe de equivaléncia nao nula.

Logo,
Uy Uz U3
U1 Vg Vs = 0.
wy Wz W3
[
Teorema 2.26. Se X = [xy,29,23] ¢ Y = [y1,y2,y3] sdo dois pontos distintos, entdo

qualquer ponto P da reta projetiva definida por X e Y tem coordenadas homogéneas
[p1, D2, p3] onde p; = 6135 + Soyi, @ = 1,2,3; 61, 8 € R e 67 + 65 = 0. Reciprocamente,
qualquer ponto P com coordenadas homogéneas desta forma pertence a reta definida por
XeY.

Demonstragao. [=] Se P pertence a reta definida por X e Y, entao:

P1 1 U1
P2 T2 Y2 | — 0,
b3 T3 Y3

pois os vetores correspondente a estes trés pontos sao linearmente dependentes, entao
existe 01, d9, 03 nao nulos tais que, ;X + Y + 93P = 0, d3 # 0, ja que X e Y sdo pontos
distintos. Tomando d3 = —1, temos 9; X + 9,Y = P.

[«<=] Reciprocamente, supondo que o ponto p tenha coordenadas homogéneas (d1x1+

52y1, 51l‘2 + 52?/2, 511‘3 + 51y3), com 51, 52 € R*. Entao:

P11 W 0y + 0y T Y
P2 Ty Yo | = | 01Ta+doys X2 Yo | =0.
Ps T3 Y3 013 + 03ys T3 Y3

Pelo teorema 2.23 , X, Y e P sao colineares.
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Figura 2.7: Se Q = (q1,92,q3) € X e R = (r1,7r2,73) € Y sdo dois representantes das respectivas
classes de equivaléncia X e Y, distintos, e P um representante da classe de equivaléncia P (onde
P pertence a reta definida por X e Y), existem nitimeros reais 1 e dy , tais que P = §1Q + 62 R.

Ou seja, P tem coordenadas homogéneas [p1, p2, p3] onde p; = 612;+62y;, 1=1,2,3;¢ 62403 = 0.

Ponto X o
) s
Ponto R«
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o o
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& s
Q) ¥
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0 At
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- o
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o
- ﬂ.l“: —
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Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Definicao 2.27. Os pontos X e Y sao chamados pontos bases, enquanto que 6, e oy sao

chmados de paramentros homogéneos de P com relagio a X e Y e escreve-se (01, 02).
Agora, algumas observacoes acerca dos pontos bases e dos parametros homogéneos.

Observacao 2.28. Os parametros homogéneos de um par de pontos base, X e y, em
relagao a eles préprios, sao (1,0) e (0, 1), respectivamente. Em termos gerais, os parametros
homogéneos de um ponto dependem das escolhas dos pontos base e de suas coordenadas
homogéneas. Portanto, é necessario utilizar coordenadas homogéneas especificas para os
pontos base em questao. No entanto, é importante notar que o conjunto de parametros
homogéneos nao é tnico, visto que dx; + doy; e kdyx; + kdsy; representam as coordenadas
homogéneas do mesmo ponto (onde k # 0). No entanto, a razao 6 = d;/J, é Unica, e essa

razao € chamada de parametro do ponto.

Observacao 2.29. O dual do Teorema 2.26 para retas, fica da seguinte forma: Se temos
duas retas distintas e concorrentes, s = [s1; S9; s3] € t = [t1;9; 3], entdo qualquer reta w

pertencente ao plano definido por s e t possui coordenadas homogéneas w = [wy, wa, W3],
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onde w; = 818; + Oot; para i = 1,2, e 672 + 62 # 0. Reciprocamente, qualquer reta
com essas coordenadas pertence ao plano determinado pelas retas s e t. As retas s e
t em questao sao denominadas retas base, e os nimeros reais d; e do sao chamados de

parametros homogéneos de w em relacao a s e t.

Teorema 2.30. Uma projetividade entre dois feixzes pode ser representada por uma equagao

e 5_1 _ a1x a2 01
5_2 Q21 Q22 02 ’

com ayiaoy —agiars = |A| #0,s # 0, onde (01, 02) sdo parametros homogéneos dos elemen-

matricial (real) da forma

tos originais e (51,52) sao parametros homogéneos das imagens destes, respectivamente,

com relacao a uma base predeterminada de elementos.

Demonstracao. Para esta demonstragao, vamos tomar como exemplo um feixe de pontos
e um feixe de retas. No entanto, é importante ressaltar que a demonstracao pode ser
realizada usando qualquer combinacao de dois feixes quaisquer.

Sejam P = [p1, p2, p3] € R = [r1, 79, 73] pontos bases do feixe de pontos, e s = [s1; $2; 3]
e t = [t1;t2;t3] as retas bases do feixe de retas.

Considere X = [x1, z2, 3] um ponto sobre a reta determinada pelos pontos P e R,
distinto de P e R, com parametros homogéneos (01, d2); suponha que a reta T = [I7, Ta, T3]
de parametros homogéneos 0; e 9, seja a imagem de X sob esta perspectividade.

Pela definicao de perspectividade T é incidente a z, ou seja,

T
[ T] Ty T3 } zy | = 0.
T3
Logo,

Reescrevendo a equagao (2.1) em termos de componentes de acordo com o teorema
2.26, temos:
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(0151 + dat1) (81p1 + 0or1) + (0152 + data) (81p2 + Gara) + (0153 + dats) (d1ps + dars) = 0.

(2.2)
Logo,
5101 (151 + p2s2 + p3s3) + 0105 (r181 + ras2 + r3ss) +
8901 (p1t1 + pata + pats) + 0102 (rity + raty + 13t3) = 0
Definindo:
3 3 3 3
a1 = ZpiSzam = Z r;Si13 = — ZpitiCLlQ = - Z rit; (2.3)
i=1 m=1 m=1 m=1
Logo,

a215_151+a225_152—a115_251—a125_252 =0%& 5_1 (a9101 + ageds) = 5_2 (1101 + a1202) =0 (2.4)

Disto resulta que, B
é _ a1101 + a1202
8y 2101 + G202’

mas isto significa que existe k # 0 tal que

k6, = a6y + a1202;

o (2.5)
l{?52 = a2151 + CL22>\3.

Colocando na forma matricial:

5_1 | G1r Qi2 01
k[CS_Q]_[CLm a22][52] (26)

A equagao ajjags —asiajs = |A| # 0, se mantém vélida, uma vez que a perspectividade
é uma aplicagao injetora.

Por fim, é importante lembrar que qualquer projetividade pode ser expressa como um
produto finito de perspectividades, e o produto entre duas matrizes do tipo que aparece

na equacao (2.6) ainda segue a mesma forma dessas. O
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Exemplo 2.31. Exemplo retirado da referéncia [1].
Procuramos a matriz da projetividade que aplica pontos sobre uma reta p, com
parametros homogéneos (1,3), (1,2) e (2,3), a pontos sobre uma outra reta p com

parametros homogéneos (1, —4), (0,1) e (—1,1), respectivamente. Veja que pelo teorema

a
2.30, a projetividade pode ser representada por uma matriz ] , onde:

EFE)

O objetivo é determinar a, b, ¢ e d. Para isto suponha que o par ordenado (1, 2) é aplicado

R EIn

em (0, 1), assim,

0 que nos da,

O=a+2b e (2.7)
Da equagao (2.7), obtemos:
a=—2b (2.9)

Agora considerando que o par ordenado (1,3) é aplicado em (1, —4) obtemos a relagao:
1 —2b b 1
ka = 3
—4 c d 3

ky=1b e (2.10)
—4ky = ¢ + 3d. (2.11)

Substituindo (2.10) em (2.10), obtemos:

¢ = —3d — 4b. (2.12)

Agora considerando que o par ordenado (2,3) é aplicado em (—1, 1) obtemos a relagao:
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o[l )

de forma que,

—kys=—b e (2.13)
ks = —3d — 8b (2.14)

Tomando k3 = 1 entdo da equagao (2.13) temos que b = 1 e da equagdo (2.14) que
d = —3. Desta maneira pelas equagoes (2.12) e (2.7) obtemos ¢ =5 e a = —2.
-2 1
5 =3
Observe que os escalares nao precisam assumir os mesmos valores, neste caso, por

Portanto a matriz A, é a matriz

exemplo, temos que ks = 1 = k3 enquanto que k; = 1.
A seguir, apresentamos um teorema que comprova que a reciproca do teorema anterior

também é valida.

Teorema 2.32. Qualquer aplica¢ao dada por uma equacao matricial da forma

2 5_1 - a b 51
(5_2 c d (52 ’
tal que ad —bc # 0 e k # 0, € uma projetividade.

Demonstragdao. Para esta demonstracao vamos utilizar dois feixes de retas (na referéncia
[1] é exibida uma demonstragao utilizando dois feixes de pontos).

Sejam r(1,0) (reta r com par parametros homogéneos (1,0)) e s(0,1) (reta s com
par parametros homogéneos (0, 1)) retas bases para o primeiro feixe de retas e t(1,1) a
reta com parametros (1,1) com relagao as retas r e s. Assim, a partir da aplicagao da
equagao matricial A, podemos concluir que, 7(a, ¢), 5(b, d) e t(a+ b, c+ d), sdo elementos
corespondentes, via aplicacao, do segundo feixe de retas com uma base predeterminada.
Pelo teorema 1.23 existe uma projetividade P tal que P : rst — 7 5 t. Mas, pelo teorema,

2.30, a projetividade P tem a seguinte equacao matricial

I 5_1 _ ail aig 01
5_2 a1 Q22 P
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Portanto basta mostrar que a matriz

ap; aig
b
a1 Q22

¢ multiplo escalar da matriz da equacao A.

Para determinar os valores de a, b, ¢ e d, utilizaremos o fato de que r é aplicado a7, s é
aplicado a 5 e t é aplicado a £, via P. Visto que o escalar k pode variar em cada situacao,
podemos permitir que k assuma diferentes valores em cada um dos casos. Portanto, temos

as trés seguintes equagoes matriciais:

a ai; a9 1
k1 = ;
& o1 a929 0
b a; a9 0
ko = ;
d 21 Q929 1
e a + b ai; a9 1
3 p—
c+ d ] | 21 Q929 1L 1 ]

Das equagoes matriciais obtemos:

kia = ai1; kob = aiz; ks(a+0b) = a11 + ai;
kic = az; kod = asn; ks(c+d) = ag + ago;

Tomando k3 = 1, obtemos que:

a+b=ay + an = kia + kab;
c+d:a21+a22:klc+k2d;

colocando em evideéncia,

a(l—k)+b(1—ks)=0;
c(1— ki) +d(1—ky)=0;

como ad — be # 0, a solugao k; = 1 e kg = 1 é tnica. Logo,

a = aq1;
b= ajs;
C = Q21;

d= 22,
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como queriamos mostrar. U

Teorema 2.33. Uma projetividade sobre um feize (que nao seja a identidade) com matriz

@11 a2
)
Q21 A22

. . . 2 . .
tem dois elementos invariantes se (a22 — au) +4aj9,, > 0, tem um elemento invariante

2 : . 2
se (og — a11)” +4ajsas; = 0, ou nenhum elemento invariante se (asa— ayy)” +4ajsas < 0.

Demonstracao. Note que a invariancia dos elementos dos feixes pode ser obtida se

I 5_1 _ ai; aig 01
5_2 ag1 A2 P ’

onde (01,0d2) é um autovetor da matriz da projetividade, isto acontece pois autovetores
de uma matriz representam vetores que nao mudam de direcao por agao de uma trans-
formacao linear, ja no contexto da geometria projetiva, esses autovetores correspondem a
elementos que sao preservados por agao de uma transformacao projetiva.

Porém, existem autovetores associados aos respectivos autovalores se, e somente se,
existe k # 0 tal que |A — kI| = 0. Ou seja,

a; —k a12

0=|A—kI|=

21 ag —k
= (a11 — k) (age — k) — (ag1a12)

2
= k* — (a11 + ag2) k — aga12 + ajiags.

Resolvendo a equacao do segundo grau determinamos o valor de k, dado por:

(@ + a11) £ \/(&22 + CL11)2 — 4 (aj1a90 — ajpas)
k= 5 : (2.15)

Se a expressao dentro da raiz quadrada for positiva, isso implica na existéncia de duas
solugoes distintas para o valor de k, resultando em dois pontos invariantes distintos da
projetividade. Se essa expressao for igual a zero, teremos exatamente uma solucao para
k e, portanto, exatamente um ponto invariante da projetividade. Por fim, se a expressao

for negativa, nao havera solugoes reais que determinem um valor para k, o que significa
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que nao existem pontos invariantes da projetividade nesse caso. Como a expressao 2.15 é
algebricamente equivalente a equagao do enunciado do teorema, o resultado é consequéncia
direta. [

Observacao 2.34. Uma projetividade sobre um feixe é denominado hiperbdlica, pa-

rabolica, ou eliptica se o nimero de elementos invariantes é 2, 1 ou 0, respectivamente.

Agora iremos definir o raio transversal, que é o corrrespondente algébrico da razao
cruzada vista no capitulo anterior, sendo um objeto importante da geometria projetiva

por ser invariante sob projetividades.

Definicao 2.35. Se A, B, C' e D sao quatro elementos distintos de um feixe com parametros
homogéneos (a1, az), (51, B2), (71,72) € (01, 0d2), respectivamente, em relagdo a uma base
de pontos dada, entdo o raio transversal de a,b,c e d, denotado por R(a,b,c,d), é cal-
culado como um nimero real obtido através da seguinte expressao, dada em termos de

determinantes:

71 g 0 o

Qo 0y «

R(AB,C,D)— 2 1. 1% ®
M b o P

Yo P 0y P

Observacao 2.36. Na definicao anterior, se nenhum dos elementos A, B, C ou D cor-
responde ao primeiro elemento da base de pontos considerada, entao (a, 1), (8,1), (v,1) e
(0,1) também podem ser considerados como parametros homogéneos para esses pontos,

respectivamente. Neste caso,

y—a d—a«

=8 58

R(A,B,C,D) =

Teorema 2.37. O raio transversal de quatro elementos distintos de um feize é invariante

sob uma projetividade.

Demonstracao. Temos que demonstrar que se A, B, C, D sao elementos distintos de um
feixe correspondendo a elementos distintos A, B, C, D de outro feixe, ou seja, ABC'D A
AB,CD, entdao R(A,B,C,D) = R(A,B,C, D). Note que, se M = [a;;] é a matriz que
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define a transformacao projetiva, tal que ABCD A AB,CD,

em que A tem parametros homogéneos (o, as), A tem parametros homogéneos (ar, az),
B tem parametros homogéneos (31, 32), B tem parametros homogéneos (E, E), C tem
parametros homogéneos (71, 72) , C tem parametros homogéneos (77,7z) , D tem parametros

homogeéneos (61, d;) , D tem parametros homogenéos (5_1, 5_2), com relacao a uma base pre-

determinada. Disto segue que

ay
[a2)

2
B
B2
o
s

B
B2

ay

a1

Q11

a21

ai

a1

| aii

a1

Q12

22

a12
a22
a12

22

a2

a22

1
4!

71
24!
01
01
01
02

(@51

aq

B
A

Ba

segue que:

71 0 0 o
I T2 0 by T
R(A,B,C,D) = —
M B 0 A
Y2 Ba oy Ba
air G2 7 a1 a2 0 oo
B ag1 Q22 Y2 Qo Q21 Q22 dy g
a1 Qaig M b air G2 0 B
Q21 Q22 Y2 B2 21 Q22 02 o
71 g 0 o
Y2 Qo2 dy Qo
= + = R(A,B,C, D).
M b o p
Y2 P 0y P
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Teorema 2.38. Se trés elementos distintos de um feize, A, B,C' e um nimero real r(r #

0,1) sdo dados, entdo existe um tnico ponto D tal que R(A, B,C,D) =r.
A demonstracao se encontra na referéncia [1].

Teorema 2.39. Se A, B,C, D sdo elementos distintos de um feize e A, B,C, D sdo ele-

mentos distintos de outro feixe, e

R(A,B,C,D) = R(A, B,C, D),

entdo existe uma projetividade aplicando A, B,C, D em A, B,C, D, respectivamente.

Demonstracao. Pelo teorema fundamental 1.23, existe uma projetividade tal que ABC A

ABC, e seja D* a tnica imagem de D por essa projetividade. Pelo teorema 2.37
R(A,B,C,D) = R(A,B,C, D").

Mas por hipotese,

consequentemente,

logo, segue pelo teorema anterior que D* = D. O

Teorema 2.40. Se A, B, C, D sao elementos distintos de um feize, entao R(A, B,C, D) =
—1 se, e somente se, 0s pontos colineares A, B,C,D formam o conjunto harmonico

H(AB,CD).

Demonstragao. [<] Dado que o conjunto harmonico H(AB, C' D) existe, podemos deduzir
que H(AB, DC) também existe, conforme o corolario 1.22. Agora, com base no teorema
1.32, sabemos que existe uma projetividade tal que ABC'D N ABDC'. Nessas condigoes,
pelo Teorema 2.37, temos R(A, B,C, D) = R(A, B, D,C). No entanto, de acordo com o
que foi visto no capitulo 1, sabemos que se R(A, B,C, D) = r, entao R(A, B,D,C) = 1/r.
Portanto, r = 1/r, o que implica > = 1, como r # 1, isso nos leva & conclusao de que r
=-1.

[=] Suponha que D* seja um quarto elemento do feixe de modo que A, B,C e D
formem o conjunto harmoénico H(AB, C'D*). A existéncia de D* é garantida pelo Teorema

1.20. Seguindo o mesmo raciocinio da demonstracao anterior, podemos concluir que
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R(A,B,C,D*) = —1. No entanto, pela hipdtese, ja sabemos que R(A, B,C,D) = —1.
Ou seja, R(A,B,C,D*) = R(A,B,C,D). Portanto, de acordo com o teorema 2.38,
concluimos que D* = D. Consequentemente, o conjunto harmoénico H(AB,CD) existe.

[

2.2 Consideracoes finais

Em sintese, este trabalho buscou trazer os fundamentos da geometria projetiva por meio
de uma linguagem acessivel a alunos de graduacao, numa tentativa de associar, de forma
clara e objetiva, os conceitos algébricos e geométricos, o que em geral, nao é encontrado em
referéncias bibliograficas que envolvem a geometria projetiva. Espera-se que a exploragao
dos topicos especificos apresentados, auxiliem na compreensao do assunto de forma que,
havendo interesse, o leitor tenha condicoes de realizar estudos mais avancados.

Utilizando os conceitos apresentados no Capitulo 2 é possivel abordar dois tipos de
transformacoes lineares no plano projetivo: colineacoes e correlagoes. A colineacao é
identificada por mapear pontos colineares em pontos colineares, resultando na aplicacao
de retas em retas. Por outro lado, a correlagao possui a propriedade de transformar pontos
colineares em retas concorrentes. Essa transformacgao desempenha um papel crucial na
deducao de equagoes analiticas das conicas no plano projetivo. Fica a sugestao para
trabalhos futuros.

Este trabalho, assim como a pesquisa desenvolvida, desempenharam um papel signifi-
cativo na formagao académica do autor, proporcionando uma contribuicao valiosa, espe-
cialmente devido a oportunidade de estudar um tépico que nao consta na grade curricular
regular do curso.

Espera-se que esta contribuicao estimule novos questionamentos e inspire alunos de

graduacao a aprofundarem-se ainda mais nos estudos da geometria projetiva.
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