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Resumo

Neste trabalho, é apresentado um estudo sobre o calculo de ordem nao inteira,
conhecido como Célculo Fracionario, aplicado a modelos matematicos classicos. Foi
observado que, ao substituir a derivada usual de uma equacgao diferencial ordinaria
por uma derivada fracionaria segundo Caputo de ordem menor que a do problema
original, o comportamento da solugao de trés dos quatro modelos estudados apresen-
tou uma diminui¢ao na taxa de variagao. Por outro lado, o tltimo modelo estudado,
a saber o modelo de Crescimento Populacional de Malthus, a reducao da ordem do

problema implicou numa solugao com maior taxa de variagao.

Palavras-chave: Célculo Fracionario. Funcoes de Mittag-Leffler. Derivada Fraci-

onéria segundo Caputo. Equagoes Diferenciais Fracionarias.






Abstract

This work presents a study on non-integer order calculus, known as Fractional
Calculus, applied to classical mathematical models. It was observed that replacing
the usual derivative of an ordinary differential equation by a fractional derivative
according to Caputo of lower order than the original problem, the solution behavior
of three of the four models studied showed a decrease in the rate of variation. On the
other hand, for the last model examined, namely the Malthusian Population Growth
model, reducing the order of the problem resulted in a solution with a higher rate

of change.

Key-words: Fractional Calculus. Mittag-Leffler Functions. Caputo Fractional

Derivative. Fractional Differential Equations.
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Introducao

Inicialmente conhecido por integragao e diferenciacao de ordens arbitrarias, o
Calculo Fracionario surgiu através da seguinte divida “O significado da derivada
de ordem inteira Z;—Z pode ser extendido para ter um significado quando n é uma
fragao?”. De acordo com [Miller e Ross 1993| e [Oliveira 2010], uma das primeiras
evidéncias surgiu através de uma troca de cartas onde L’Hopital questiona Leibniz
“E se n fosse %?”, em 1695, apos ele desenvolver a notacao mais utilizada para a
derivada ZZ—};’. Leibniz levantou algumas hipdteses e respondeu “Isso é um aparente
paradoxo, e, um dia, consequéncias titeis serao tragadas.”.

Certamente, a realizacao desses levantamentos abriu caminho para um solo fértil
de estudo e conjecturas. Depois de L’Hopital e Leibniz grandes matematicos se

aventuraram no Calculo Fracionario, Euler expressou seu questionamento ao associar

d?a23
dz?

se n for uma fragdo. A primeira definicao de um conceito da anélise com ordem

a razao algebricamente a 6%, se perguntando que tipo de razao pode ser associada

arbitraria veio em 1819, com Lacroix definindo uma derivada fracionaria da funcao

m

2™, onde m é um inteiro positivo. Sua ideia foi desenvolver uma expressao para a

n-ésima derivada

d"(z™) m!
= T , m2=>mn,
dxm (m —mn)!

e estender a ordem de derivacao para uma ordem arbitriria utilizando a Fungao
Gama, generalizacao do conceito de fatorial, obtendo
d"(z™)  T'(m+1)

dxm 'm—-—n+1)

m—n




2 Introducao

Resolvendo a tltima expressao para o caso m =1en = %, obtém-se

di(z) 2z
dx? VT
d%m

curiosamente o resultado acima coincide com a derivada <= na defini¢cao segundo
dz2

Riemann-Liouville [Miller e Ross 1993|, que sera vista no Capitulo [2 e sua primeira

aparicao foi em 1869.

Atualmente, o estudo do Calculo Fracionario tem se tornado cada vez mais pre-
sente, em consequéncia do assunto possuir uma grande aplicabilidade, principal-
mente nas areas de fisica e engenharia [Oliveira 2010]. Neste trabalho, serao ex-
ploradas aplicagoes do Célculo Fracionario em modelos mateméticos classicos que
originalmente sao descritos por equagoes diferenciais ordinarias. O procedimento
envolve substituir a ordem inteira da equagao diferencial por um ntmero nao in-
teiro, resultando em uma equagao diferencial fracionaria [Kuroda et al. 2017]. Vale
ressaltar que em todos os modelos apresentados, a mudanga para uma ordem fraci-
onaria ¢ realizada de tal maneira que a solugao original se torna um caso particular
da solugao fracionaria. Seré utilizado o método da Transformada de Laplace para
encontrar as solugoes das equacoes diferenciais fracionarias.

Para isso é necessério introduzir no Capitulo [1| alguns conceitos preliminares de
fundamental importancia para o estudo do Célculo Fracionéario. Em seguida, no Ca-
pitulo [2, sao estudados os conceitos de integral e derivada fracionaria. Por fim, no
Capitulo |3} sao abordados a versao fracionaria de 4 modelos matematicos classicos,
a saber, Oscilador Harmonico, Equacgao Logistica de Verhulst, Lei do Resfriamento
de Newton e o Crescimento Populacional de Malthus. O objetivo é discutir os com-
portamentos das solugoes desses problemas na versao fracionéria, visando alcancar
um entendimento de qual o efeito do uso da abordagem fracionéaria em relagao ao
problema classico.

Considerando que nao ha na literatura conhecimento do significado fisico e geo-
métrico das derivadas fracionérias, as observagoes realizadas neste trabalho através
do estudo dos modelos citados, contribuem com o avango das pesquisas cientificas

envolvendo o calculo de ordem nao inteira.



Objetivos

Este trabalho tem por objetivo estudar a teoria do Calculo Fracionéario, utilizando-
o como ferramenta para o desenvolvimento de versoes fracionérias para modelos ma-
tematicos classicos, substituindo a ordem da equacao diferencial ordinaria por uma
ordem fracionaria e analisando o comportamento das solugoes em comparacao com

as solugoes originais. Como objetivos especificos, cita-se:

e Compreender os conceitos preliminares para o entendimento do Célculo Fra-

cionério e sua teoria;

e Analisar as diferencas entre as definicoes das derivadas fracionarias, segundo
Riemann-Liouville e segundo Caputo, com o intuito de utilizar a mais ade-

quada de acordo com o objetivo geral do trabalho;

e Desenvolver versoes fracionarias para modelos mateméaticos classicos envol-

vendo equacgoes diferenciais fracionarias;

e Interpretar o comportamento das solugoes dos modelos matematicos fracioné-

rios;

e Produzir um texto introdutério porém com rigor cientifico como referéncia

para estudantes de graduagao que se interessem pelo tema.



Objetivos




Capitulo 1
Conceitos preliminares

Este capitulo é dedicado a apresentar os conceitos iniciais para o estudo do
Calculo Fracionario e das aplicagoes propostas nos capitulos seguintes. Inicia-se
na Secao com um estudo sobre Transformada de Laplace e convolugao. As
Secoes e versam sobre fungoes Gama e Beta, essenciais para o estudo do
Calculo Fracionario. Por fim, as Secoes[I.4] e [1.5] apresentam as fungoes de Gel’fand-
Shilov e Mittag-Lefler, necessarias para o estudo dos modelos de equacoes diferenciais
fracionarias.

As referéncias desse capitulo sao [Boyce e Diprima 1930] (para a primeira se¢ao),
[Oliveira 2011], [Camargo, Oliveira e Chiacchio 2009] e [Varalta 2014].

1.1 Transformada de Laplace e Convolugao

Antes de definir a Transformada de Laplace, sera apresentada a definicao de uma

fungao continua por partes.

Definicao 1.1 Uma funcao f € dita continua por partes em um intervalo a <
t < B se o intervalo puder ser dwidido por um numero finito de pontos a = tg <
ty <--- <t, =0, tal que f seja continua em cada subintervalo abertot;, , <t <t; e

f tenda a um limite finito nos extremos de cada subintervalo por pontos no interior
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do intervalo. Ou seja, f € continua por partes em um intervalo se for continua nesse

mesmo intervalo exceto por um niumero finito de descontinuidades do tipo salto.

Definicao 1.2 Seja f uma func¢ao definida no intervalo 0 < t < oco. Define-se a
Transformada de Laplace de f, denotada por Z[f(t)] ou F(s), como

F(s) = 2Z[f(t)] := / e f(t)dt, para s >0,
0
se a integral existir. Nesse caso, s € chamado pardmetro da transformada.

Exemplo 1.3 Seja f(t) =1, t > 0. Entao,

A

, s>0.

0

o] e—st
21 :/ e~*tdt = — lim
0

A—oo S

1
5

Exemplo 1.4 Seja f(t) = e, t > 0. Entao,

o) 00 1
g[eat] _ / e~ Stet gt — / 6—(s—a)tdt _ . s>a.
0 0

S—a

Pela defini¢ao acima é possivel provar a linearidade da Transformada de Laplace.
De fato, para quaisquer valores o, § € R e fungoes f, g cujas Z[f(t)] e ZL[g(t)]

existam, pela linearidade da integral, segue
Llaf0)+590) = [ (@f(0)+fa®)e
0

— /OOO af(t)e *dt + /OO Bg(t)e *tdt
_ / Ft)esdt + 3 / et dt

= f@)+ 8L g

Tratando-se de problemas de valor inicial é necessario conhecer a Transformada
de Laplace das derivadas da funcao f. Enuncia-se, no teorema abaixo, a propriedade
de que a transformada da derivada de ordem n de uma funcao pode ser escrita em

termos da transformada da funcao.
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Teorema 1.5 Sejam f uma funcao continua e f' continua por partes em qualquer
intervalo 0 < t < A. Supondo que f € de ordem exponencial, ou seja, existem
constantes K, a e M tais que |f(t)] < Ke™ parat > M, entao ZL[f'(t)] existe para

S>ae

L[ ()] = sZ[f(t)] - £(0).

Demonstracao. Considere a integral fOA e~ f'(t)dt, cujo limite quando A — oo,
se existir, é a Transformada de Laplace da derivada de f. Caso f’ tenha pontos de

descontinuidade em 0 <t < A, serao representados por ti,ts,...,t;. Logo,

/OA e f ()t = / e~ f(£)dt + / S / o

t1 i

Integrando por partes, tem-se
A
/ e f(dt = e O + e O+ H e f (O] +
0

+ s Uotl e_Stf(t)dt—i—/tQ e—stf(t)dt+---+/Ae—5tf(t)dt]

t1 ty

Observe que no lado direito da igualdade acima, a soma das primeiras k parcelas

pode ser simplificada. De fato,

Ol + e IR+ e ()] = e f(A) = £(0).

Além disso, como f é continua, vale

t1 to A A
—st d —st d A —st dt = —st dt.
/Oe fde+ [ [ et ode= [ e

t1 tr 0

Segue disso que

A A
/0 e St (t)dt = e *Af(A) —f(0)+s/0 e S f(t)dt. (1.1)

Com A — oo, tem-se que fOA e s f(t)dt tende a Z[f(t)]. Para A > M, segue que
|f(A)| < Ke®, implicando que |e=*4f(A)| < Ke~*=94. Portanto, e *4f(A) — 0,

quando A — oo, com s > a. Logo, a expressao a direita do sinal de igualdade na
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Equagao (1.1), tem limite igual a s.Z[f(t)] — f(0). Por outro lado, o lado esquerdo
da igualdade tem limite .Z[f’(¢)]. Portanto,

ZL[f'(t)] = sZL[f(t)] = (0).

Observagao 1.6 Se f' e f" satisfazem as mesmas condi¢oes impostas sobre f e f’
no Teorema respectivamente, entao seque que ZL[f"(t)] também existird para

S>ae

ZIf"(1)] = sZ[f' (O] (0) = s(sZL[f ()] = £(0))—f'(0) = s> Z[f ()] =5 (0)— f(0).

Portanto, desde que f satisfaca algumas hipdteses, pode-se obter uma expressao para

a Transformada de Laplace da n-ésima derivada de uma fungao.

Corolario 1.7 Seja f uma funcdo tal que f, f', f", ..., f® Y sdo continuas e f™
€ continua por partes em qualquer intervalo 0 < t < A. Além disso, suponha que
f e todas as derivadas de ordem até n — 1 sejam de ordem exponencial. Entdao,

L™ (t)] existe para s > a e é dada por
L) = L] - 57 0) — -~ 57D (0) — FI(0)

Demonstragao. A demonstragao segue por inducao. Para n = 1, tem-se pelo

Teorema que dada f uma func¢ao nas condigoes acima é vélido que

ZL[f'(t)] = sZ[f(1)] - f(0).

Suponha por hipétese de inducgao, que o resultado seja valido para a n-ésima deri-

vada, isto é

L) = " Lf()] = 8" f(0) = = sf7D(0) = fD(0).
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Considerando agora f continua e £+ continua por partes em qualquer intervalo
0<t<A f™ deordem exponencial, ¢ denotando g(t) = f™(t), tem-se que a

funcao g e sua derivada cumprem as hipoteses do Teorema Logo,

ZIf"W)] = ZLlg 1) = sZLg(t)] — 9(0) = sL[f ™ ()] — £™(0)
= s[s"Z[f)] — " (0) — - — sfTD(0) — FI(0)] - £7(0)
sS"TLLIf(t)] = 5" F(0) — - — s2FTD(0) — sV (0) — £0)(0),

mostrando que vale a afirmacao para f("+1). Pelo Principio da Inducdo Finita, segue

que o teorema ¢é valido para toda n-ésima derivada de f. [ |

A Transformada de Laplace do produto de duas func¢oes nao necessariamente é
igual ao produto das transformadas. Porém tal propriedade é valida para o produto

de convolugao definido abaixo.

Definigao 1.8 Sejam f e g duas fungoes continuas por partes em todo intervalo da
forma [0, A]. Define-se o produto de convolugao de f e g, denotado por (f * g),

como sendo
(mezéfW4MWW=AfmwfﬂW

Proposicao 1.9 Sejam f e g duas fungoes continuas por partes em todo intervalo

da forma [0, A] e que possuem Transformada de Laplace. Logo,
ZI(f = g))] = Z[f(1)] - ZL[g(t)].
Demonstracao. Por definigao, sejam F(s) = Z[f(t)] = /oo e S f(t)dt e G(s) =
0

ZLg(7)] :/ e *Tg(t)dr. Logo, tem-se
0

F(s)G(s) = /0 T et /0 e g(rydr
= /0 h £ /0 h g(m)e * M drdt.
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Fazendo a mudancga de variavel v =t + 7, com t fixado, obtém-se

F(s)G(s) = /0 T /t " g(o — e dudt.

Invertendo a ordem de integracgao, tem-se

F(s)G(s) = /0 h /0 " F)g(0 — e dtdu

_ /OOo </va(t)g(v - t)dt> e dy

= /Ooo(f x g)(v)e *dv
= Z[(fxg)()].

A Transformada de Laplace sera utilizada na resolugao de problemas de valores
iniciais envolvendo equagoes diferenciais fracionérias propostas no Capitulo |3 ob-
tendo assim equacoes algébricas. A fim de recuperar as solucoes dos problemas de
partida, pode-se aplicar a propriedade de que Z|[f(t)] admite inversa, denotada por
L7HF(s)], cuja a formula geral é omitida, uma vez que envolve uma integral de
funcao de variavel complexa, que nao é objeto de estudo deste trabalho. No entanto,
pode ser provado que dada f(¢) uma func¢do continua com Transformada de Laplace
F(s), nao existe outra fungao continua possuindo a mesma transformada F'(s) (ver
[Boyce e Diprima 1930], p. 247).

1.2 Funcao Gama

Nesta secao, serd introduzida a Fungao Gama, a qual desempenha um papel
essencial no estudo do Calculo Fracionario, estando presente na defini¢ao da Integral

de ordem nao inteira.
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Definicao 1.10 Define-se a Fun¢cao Gama pela a sequinte integral imprdpria,
[(x) :/ e " tdt, Vx> 0.
0

A Funcao Gama é considerada uma generalizacao do fatorial para nameros reais

em virtude da propriedade abaixo.
Teorema 1.11 Para n € N, vale a igualdade
[(n) = /OO e 'ttt = (n — 1),
0
Demonstracao. A demonstracao segue por inducao sobre n. Paran =1,

I'(1) :/ et at :/ e ldt =1 =0
0 0

Logo, a igualdade é valida para n = 1. Agora, suponha a igualdade valida para n.
E possivel mostrar a validade para n+ 1, ou seja, I'(n+1) = n!. Para isso, utiliza-se

integracao por partes, obtendo
Fn+1) = / e "dt = —e M |I5° + n/ e " ldt = nl'(n) = n(n — 1)! = n!,
0 0

lim e~ " = 0. [ ]

uma vez que [—e H")IE = — lim
A propriedade acima pode ser generalizada para todos os niimeros reais positivos.

Teorema 1.12 Dado x > 0, tem-se a sequinte propriedade da Fun¢ao Gama:
I'(z+1) =al'(2). (1.2)

Demonstracao. Integrando por partes é possivel obter

Mx+1) = / e 'trdt = —e P12 + x/ e " dt = ol (z).
0 0
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Pelo teorema anterior, é possivel estender o dominio da Fun¢ao Gama para todos

os reais nao nulos, com excessao dos inteiros negativos. De fato, para x > 0, vale

['(x) = M

x
O lado direito dessa equacao estd bem definido para valores de —1 < = < 0. Logo,
pode-se definir o lado esquerdo também para valores obtidos do lado direito. Sendo
assim, pode-se estender o dominio de I' para —1 < x < 0. Realizando o mesmo
raciocinio para os intervalos —2 < & < —1 e os préoximos seguindo esse padrao, é
obtida uma extensao do dominio dessa funcao para todos os reais nao nulos, com

excessao dos inteiros negativos.

1.3 Funcao Beta

Nesta secao, é definida a Funcao Beta e uma importante relagao com a Funcao

Gama.

Definigao 1.13 Denotada por B(p,q), a Fun¢do Beta € definida pela sequinte

integral,
1
B(p.q) :/ (1 — )" dt,
0

comp>0,qg>0.

Observacao 1.14 Utilizando a mudanca de varidvel t = sen0 é possivel obter
w/2
B(p,q) =2 / sen?~1() cos®1(6)dh.
0

O teorema abaixo permite estabelecer uma importante relagao entre as fungoes
Gama e Beta, a qual é fundamental em demonstracoes de resultados presentes no

Calculo Fracionério.

Teorema 1.15 Dados p > 0 e ¢ > 0, pode-se estabelecer a sequinte relag¢ao

L'(p)'(q)

Blp.g) = L(p+q)
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Demonstracao. Note que

L'(p)T'(q) :/ e_"up_ldu/ e_”vq_ldv:/ / e " uP o M dud.
0 0 o Jo

Considerando a mudanca de variaveis u = z° e v = y*, tem-se

_4/ / (@?+y?) .20~ L2t dady.

Por coordenadas polares x = r cos() e y = rsen(6),

I(p)T(q) = {2 /0 h e‘r2r2p+2q_1dr} [z /O " s 1(6) sen2q_1(0)d6] |

Pela Observagao [1.14],

Agora, tomando t = 72,
LN = Bl [ e
0
E assim, I'(p)I'(¢) = B(p,q)T'(p + q). Portanto,

B(p,q) =

1.4 Funcao de Gel’fand-Shilov

Com o intuito de desenvolver a integral fracionaria no Capitulo [2| nesta secao,
seré definida a Funcao de Gel’fand-Shilov e calculda a sua respectiva Transformada

de Laplace.
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Definicao 1.16 Sejam n € N e a um nimero nao inteiro. Define-se a Fung¢ao de

Gel’fand-Shilov de ordem n e «, respectivamente, por
tnfl tafl

) SetZO T(a)’ SEftZO
¢n(t) — {(nz)l)! e ¢a(t) _ {F( )

) set <0 0, set <0

Aplicando a Transformada de Laplace na Func¢ao Gel’fand Shilov,

Lloa(t)] = /O N eSt%dt = ﬁ /O h e S 1t

Introduzindo a mudancga de variavel st = a,

11

Lloa(t)] = T(a) s /O ooe—%“—lsdt

1 1 [~ A
_ e (g
F(a)s/o c <s> “
1 °° 1
— —a a—d
F(a)sa/o e “a* "da

S_a > —a a—1
= e “a“ “da.
['(a) /0

S

IN())

Portanto, pela Definigao [1.10]

g[gba(t)] =

[(a) =577 (1.3)

1.5 Funcao de Mittag-Lefller

Para as solucoes das equacgoes diferenciais ordinarias presentes nos modelos fra-
cionarios abordados nas proximas secoes, sera utilizada a Transformada de Laplace
da fungao F,(+at®), onde a é uma constante e F,(t) é a Fun¢ao de Mittag-Leffler

de um parametro, definida a seguir.

Defini¢ao 1.17 Denotada por E,(t), com a > 0 e t > 0, define-se a Fun¢ao de

Mittag-Leffler de um pardmetro pela sequinte série

o0

tk

Eel) =3 Frarn sy

k=0
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A funcao acima é considerada uma generaliza(;éo fracionaria da fungao exponen-

otk
cial, uma vez que F(t) ZFk—i—l OH:e.

Definicao 1.18 Dados o > 0 e 8 > 0, define-se a Fun¢ao de Mittag-Leffler de

dotis pardmetros pela série

;Fak—l—ﬂ

Note que a Funcao de Mittag-Leffler de um paréametro é um caso particular da

versao de dois pardmetros com = 1, uma vez que E, 1(t) = E,(?).

Teorema 1.19 Dados o > 0 e 5 > 0, € possivel relacionar as fungoes de Mittag-
Leffler de um e dois pardmetros pela igualdade
o 1—-FE,(—z¢
Baari(—a%) = 22222,
x
Demonstracao. Utilizando a definicao da Funcao de Mittag-Leffler com dois pa-

rametros pode-se escrever

n=0 n=0
Na tultima equacao, tem-se
1 e (_xoc>n+1
Eaa Y) =
(=) —x” Fla(n+1) + 1]
Expandindo a série:
1 r e (:L,a)Q (Ia)S
E,. _ey T | _
(=) | Tlas+1) "TRat1) T@atD)
1 r « a2 a3
= —|-14+1- ’ + (z°) - (z°) 4.
x> | Na+1) T'Ra+1) TI'Ba+1)
1] = (~x
= —— | v/
e * nz_% F(an +1)
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Utilizando a defini¢cao da Funcao de Mittag-Lefller com um parametro:

Portanto,
|

A partir da definicao da Funcao de Mittag-Leffler de dois parametros, é possivel

obter as seguintes propriedades.

1. E,p5(t),coma=1ef =2

() o0 tk 0 tk 1 i tk+l
Ei»(t) = - = = -
prd I'(k+2) prd (k+1)! ¢t prd (k+1)!
1 Xkl -1 1 s th+1
Tt [( (k+1)') - (1—1)'] Tt [( 2 (k+1)') _1]
k=— ’ k+1=0
B et —1
ot
2. Epp(t),coma=1ef=3:
> th =tk 1 o tht?
—T(k+3) = (k+2)! 2= (k+2)
1 [ i 2 > $2-1 £2-2 ]
12 _(k:Z (k +2)! 2-1! (2-2)!

: _< i = ) ]
= — — | —-t-1
2 |
2|\, 5% (k+2)!
e —t—1

12 '

Generalizando os itens[I]e[2] obtém-se a Fungao de Mittag-Leffler de parametros
a=1,8=m meNem>2,

1 m—2 tk
Eun(®) = 52 [et -2 E] |

k=0
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Casos particulares

1. Eng,coma=2e =1

e t o0 t2k
En() =) & N Z 201 = cosh (¢).
k=0 k:O
2. Eyg,coma=2e =2
B =S li tH_ senh(t)
’ prd F2k+2) t prd (2k +1)! t
3. Egp,coma=2ef=1.
B(-) =S U,
(=19 = T(2k + 1) 2 o~ s @
k=0 k=0
4. Eyp,coma=2e 3 =2.
e ktzk > kt2k 1 > (_1)kt2k+1 sen (t)
Eyo(—t?) = (DR " = :
22(=17) = kz: T(2k + 2) ; 2k +1)! tkz:% (2k +1)! t

O teorema abaixo apresenta a Transformada de Laplace da Funcao de Mittag-
Leffler, sendo um importante resultado utilizado no Capitulo |3| para recuperar as

solucoes dos problemas de valores iniciais.

Teorema 1.20 Se s“ > |a|, entdo

Sa—l

s*Ta

LI Ea(tat®)] = (1.4)

Demonstragao. Da defini¢ao de Transformada de Laplace e da Funcao de Mittag-

Leffler, segue que

K

L|Ey(Fat®)] :/Oooe_StEa(:l:ato‘)dt: (i—ayc)/ooo e stk (1.5)

[k +1

B
Il

0

Fazendo a mudanca de variavel u = st, e pela definicao de Funcao Gama,

oo—stak _ OO_u uakdu_ 1 Oo—u ak o 1
/0 e tdt—/o e (E) ?_Sak+1/0 e "u du-sak+1F(ak+1).
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Substituindo em (|1.5)), obtém-se

o0

Z[E,(£at®)]

1

k=0

Z T Oél{i—i—l Sozk—i-l

F(ak+1) =




Capitulo 2
Calculo Fracionario

O célculo de ordem nao inteira, frequentemente mencionado por calculo fracio-
nario, ¢ um campo que se dedica ao estudo de extensoes dos conceitos de integragao
e diferenciacao para ordens nao inteiras. Neste trabalho, foi considerado o caso real,
isto é, a ordem das derivadas e integrais fracionarias pode ser um nimero real. Na

literatura, esses conceitos podem ser estendidos para ordem complexa.

Este capitulo possui duas se¢oes. Na primeira delas, a Secao [2.1 define-se a
Integral Fracionaria, enquanto a Sec¢ao ¢ dedicada ao estudo das derivadas fraci-
onérias segundo Riemann-Liouville e segundo Caputo. No final desta ultima segao,
h& uma breve discussao das principais diferencas entre essas duas derivadas e a

motivagao da adogao da derivada segundo Caputo para o capitulo seguinte.

As referéncias utilizadas para este capitulo foram [Camargo, Oliveira e Chiacchio 2009],
[Podlubny 1998]|, [Rossato e Ferreira 2020] e [Varalta 2014].

2.1 Integral Fracionaria

Com o intuito de definir a integral de ordem nao inteira no sentido de Riemann-

Liouville, seré introduzido o operador integral de ordem inteira n € N de uma func¢ao

19
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f R — R integravel. Tal operador integral, de ordem inteira 1 e n, é definido como

_/Otf(tl)dtl e / / / /  f(t)dtadta s - diadty.

O teorema abaixo fornece uma férmula geral para o operador integral de ordem

inteira n, fundamental para a defini¢ao da integral fracionéria.

Teorema 2.1 Seja f : R — R integravel. A integral de ordem n € N da fun¢ao f
€ dada por

o = [ S s = a0 50

Demonstragao. A prova seré feita por inducao sobre n. Paran =1,

t t(t— g)1-1)
_ /0 F(s)ds = /0 %f(s)dszdm(t)*f(t),

1

na qual a tltima igualdade é consequéncia das Defini¢oes e
Considerando a igualdade valida para n sera mostrado a validade para n+1. De

fato, por definicao do operador integral e invertendo a ordem de integragao, tem-se

") = I[Mf() // dsdu—// n—S)l)' (s)duds
[ f$>/1“'”%MB‘A<J—U[UQQTZ}S
[

8

L b (8)ds = dnan(t) = (1),

0

A generalizacao do operador integral de ordem inteira para o de ordem nao inteira
é possivel utilizando a generalizagao fracionédria do conceito de fatorial através da

Fungdo Gama, discutida na Secao [I.2]
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Definigao 2.2 Seja f uma fungao integravel. A integral fraciondria de Riemann-

Liouwille de ordem o > 0 de f, denotada por 1*f(t), € definida como

1 £(t) = du(t) * £(1) = / %f(s)ds-

Define-se também que I°f(t) = f(t).

A partir da defini¢ao da Integral Fracionéaria pode-se calcular a integral de ordem
nao inteira de diversas fungoes afim de se obter férmulas para regras de derivagao,

assim como no calculo de ordem inteira. Seguem abaixo alguns exemplos.

Exemplo 2.3 (Integral fracionaria de constante) Considerando f(t) = 1 =

t°, para todo o > 0, seque
t a—1 «a s=t @
t
0= gat) <= [ t—so[s—}ds: {5_} R
Q0 0 ( ) IN()) al'(a) ],y T(a+1)
Exemplo 2.4 (Integral fracionaria de um monémio) Sejam a > 0 e f(x) =

zt com > —1. Entao

o2t = ﬁ /Ox(:c — ) hdt = ﬁ /Ox [3: (1 - i)}a_lt“dt.

Utilizando a mudanca de varidvel u = i edu=%

a+p

1 1
I%zH = —/ 2%(1 — u)* H(zu)du = T
0

o) (o) /0 u*(1 — u)* du.

Pela defini¢cao da Fungao Beta,

a+p
IN)
Utilizando a relagdo entre as Fungoes Gama e Beta (Teorema ,

L+ 1) T(p+1)
D) T(p+1+a) T(p+a-+1)

[%z! =

B(p+1,a).

[ = ath,

Portanto,
%" = —F(,u +1) xOTH,
M'p+a+1)
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A partir da defini¢cao da integral fracionéria também é possivel calcular sua Trans-
formada de Laplace, utilizada no calculo da Transformada de Laplace da Derivada

Fracionéria segundo Riemann-Liouville.

Teorema 2.5 Sejam f: R — R uma func¢do continua e « € R.. A Transformada

de Laplace da integral fraciondria, caso exista, € dada pela expressao

LI f(O)] =sZ[f{t)], s>0.
Demonstracao. Utilizando a Defini¢ao [2.2] tem-se que

LI f()] = Z[dalt) * f1)]-

Como a Transformada de Laplace do produto de convolucao entre duas funcoes é
o produto das Transformadas de Laplaces dessas fungoes (Teorema [1.9)), é possivel

concluir que
LI f)] = ZLoa()L]f(1)]
= s °Z[f@)],

onde a ultima igualdade é valida pela Equagao ([1.3)). |

No calculo de ordem inteira, existe a Lei dos Expoentes para o operador integral,
a saber, para m,n € Z, tem-se I™[" = ["™*", Essa propriedade também ¢é valida
para o operador integral fracionério definido na se¢ao anterior, e estd demonstrada

no teorema abaixo.

Teorema 2.6 Seja I o operador integral fraciondrio e o, § > 0. Entao,
°7° = [°7F,
Demonstragao. Caso a = 0 ou § = 0, a prova segue de modo trivial, uma vez

que I°f(t) = f(t). Para o caso em que « e 3 sio ambos positivos, inicialmente seré

provada a seguinte igualdade

Pa(t) * ¢p(t) = Parp(t). (2.1)
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De fato, pelas Definicoes e

tga—1 (p _ §)B-1 B—1 t ) s\ A1
ult) 2 0ntt) = [ £ s = e [ (1-5)

Realizando a mudanca de variavel

s ds

u= :>du:7:>ds:tdu,

e utilizando a relagao entre as fungdes Gama e Beta (Teorema|1.15)),

A1

Pa(t) * P(t) = F(@+B)B(a,ﬁ)/0 (ut)* (1 — )’ tdu

ta+5*1

! -1 8—1
N r<a+ﬁ>B<a,6>/o e
totB-1 ratB-1
:¢a+ﬁ(t)'

= T+ 8B )" Tavp)

Pela Definicao e pela Equagao (2.1)), segue que

I°IPf(t) = Ga(t) * I7f(t) = dal(t) * @5(t) * f(t) = Pars(t) x f(t) = I*TP (1),

provando o teorema. ]

Observe que, como consequéncia do teorema acima, o operador integral fracio-

nario é comutativo uma vez que I*[° = [oF8 = [F+a = [B]o

2.2 Derivadas Fracionarias

No que segue, serao apresentadas as derivadas fracionarias segundo Riemann-
Liouville e segundo Caputo. Na literatura existem diversos outros tipos de deri-
vadas fracionédrias com suas respectivas particularidades. Para mais detalhes, ver
[Camargo, Oliveira e Chiacchio 2009] e [Podlubny 1998].
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2.2.1 Derivada Fracionaria segundo Riemann-Liouville

Com o intuito de definir a derivada segundo Riemann-Liouville, é necessario

d

introduzir o operador derivada D = -,

fracionaria, ou seja, DI f(t) = f(t).

sendo esse inverso a esquerda da integral

Definicao 2.7 Sejam € R, B > 0 e n o menor inteiro maior que (3, ou seja,
n—1<p <n. A derivada de Riemann-Liouville de ordem [ de f(x), com

x> 0, denotada por Dby, f(x), ¢ definida como
Dy f(x) = D"[I" P f(x)].
Observe que, se § = n, entdo
Dipg[f ()] = DI P f(2)] = DI f ()] = DI f ()] = D™ f(x).

Isto é, a derivada usual é um caso particular da derivada fracionaria segundo Riemann-

Liouville.

Exemplo 2.8 (Derivada segundo Riemann-Liouville de um monoémio) Sejam

B>0, f(x) =2 comp—pF ¢ 7Z_ ex >0. Por definicao e pelo Exemplo tem-se

_ F(p+1) _
DB ot — D[P Bt = D ptn—=p 1|
mLt ] [F(u+n—6+1)$ ]

Aplicando a derivada sucessivamente e utilizando a propriedade da Fun¢ao Gama
, obtém-se

o [T(p+1) anFte | Tlp+ D +n—p) pn—B-1
b F(u+n—5+1)] =P {(u+n—ﬁ)F(u+n—ﬁ) ]

T(p+1)(ptr=P)(ptn—>F=1)...(n=FF1) »

(=P (ptn—>B=T1).. (u=AF DT (n-B+1)

de onde seque que
['(pn+1) _
DP gt = ) gneB
R P(u—B+1)

Y
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De modo diferente ao caso da integral fracionaria, em geral a Lei dos Expo-
entes nem sempre é valida para a derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville.
Segue abaixo um exemplo ilustrando esse fato. Para mais detalhes sobre a comu-
tatividade e Lei dos Expoentes para derivadas fracionarias, ver [Podlubny 1998] e
[Rossato e Ferreira 2020].

1 1 3
Exemplo 2.9 Considerando f(t) = t2, serd mostrado que D}, D3, f(t) # D%, f(2).
De fato, por um lado

3 1 1,1 t(t—S)_% 1 1 t 3%
D}t = D*[I2t?] :DQ/ S~ svds = —— DQ/ —_ds.
o T'(3) I'(3) 0o (t—s)2

Utilizando a substituicao de varidvel s = tu e ds = tdu,

I e L () PSR B D) —
it _F(é)D/o (t—tu)%td F(%)/o (1—u)%d D3(t) = 0.

N

Syl

D

Portanto,

1 3 1
D}2%L <D12%Lt%> = D}%L(O) = 0.

Por outro lado, calculando agora a soma dos expoentes, seque

D=

D

+3
1t

= D317 = ——{" 3,

3ol

Com isso, tem-se que
PR 5 1 1 s
0= Dj Dyt # Diyth = —t75,

O teorema abaixo apresenta a féormula da Transformada de Laplace da derivada
fracionaria segundo Riemann-Liouville de uma fungao. Embora tal resultado nao
serd utilizado nas aplicagdes do Capitulo [3] ele contribuira com a discussao compa-
rativa entre as derivadas fraiconarias segundo Riemann-Liouville e segundo Caputo

feita na Secao [2.3]
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Teorema 2.10 Sejam a« > 0 en € N, tais quen —1 < a <n, e f: R — R de

classe C™. Entao

i
L

LDy f(O)] = s*L[f(1)] = ) s" T DEI" f(0). (2.2)

>
I

Demonstracgao. Utilizando a definicao da derivada segundo Riemann-Liouville
LDy f(t)] = Z[D" " f(t)] = Z[D"g(t)],

denotando 1"~ f(t) = g(t). Pelo Corolario [L.7] segue

Z[D"gt)] = s"ZL[g(t)] — " g(0) — -+ — sg"2(0) — g"D(0)
— S Zl(0] - 3 D(0)

Como g(t) = I"*f(t), é possivel utilizar o Teorema obtendo

n—1

ZDg(t)] = s LfO]] =) s DR g(0)

n—1

= S Z[f(1)] =D " DR(0)

n—1

= L) = STHIDR IS (1),

k=0

Observe que a Transformada de Laplace obtida acima é muito dificil de ser
aplicada na resolucao de problemas fisicos, uma vez que requer o conhecimento de
condic¢oes iniciais em termos das suas derivadas de ordem k = 1,2,...,n — 1 de
integrais fracionérias da funcao f. Esse fendmeno nao acontece para o conceito de
derivada fracionaria segundo Caputo, apresentado a seguir, em que sua respectiva
Transformada de Laplace incorpora os valores iniciais da funcao e de suas derivadas

de ordem inteira que tem interpretacgoes fisicas.
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2.2.2 Derivada Fracionaria segundo Caputo

Segundo Caputo, a derivada fracionaria continua sendo uma integral fracionaria
de uma derivada de ordem inteira, assim como na defini¢ao de Riemann-Liouville,

entretanto as defini¢oes se diferem na ordem dos operadores lineares.

Definicao 2.11 Sejam g > 0 en € N, tal que, n — 1 < < n. A derivada
segundo Caputo de ordem 3 de f(z), com x > 0, denotada por D? of(z), € definida

como

T ) (g
DEFw) =100 = s | s

Observe que se 3 = n, entdo D2[f(x)] = I"P[D"f(z)] = I°[D"f(z)] = D"f(x).

Isso é, a derivada usual é um caso particular da derivada fracionéaria segundo Caputo.

Exemplo 2.12 (Derivada segundo Caputo de um monoémio) Sejam 5 > 0,

f(z) =a" com up— > —1ex>0. Por definicio e derivando n vezes, tem-se
Dlat = 1"P[D "] = I"? [p(pu — 1) (= 2) ... (p — n + )" "] .
Pela propriedade da Fungao Gama (Equagao e Fxemplo , seque que
D,B woo_ [nfﬁ ,LL + 1 /Gﬁ)/ W o [nfﬁ F(:u + 1) “u—n
ot = = e A———— A
Ll D=1 Ta-n+1)" T—n+1)

F(M + 1) W l,,ufn+nf,8 _ F(:U’ + 1) x,ufﬁ
Tp—nr=T)T(p—n+n—F+1) T(p—p+1)"

Observe que o resultado do exemplo acima coincide com o Exemplo ou seja,
para o monoémio z¥, com as hipdteses colocadas satisfeitas, as derivadas segundo
Riemann-Liouville e segundo Caputo coincidem.

Assim, como a Lei dos Expoentes nao é vélida para a derivada segundo Riemann-
Liouville (ver Exemplo , a derivada segundo Caputo também nao satisfaz tal

propriedade. Segue abaixo um exemplo para ilustrar esse fato.
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LA 7
Exemplo 2.13 Note que para f(t) = t, tem-se DY DY f(t) # D& f(t). De fato,
7

caleulando inicialmente DX t, seque pelo Exemplo|2.12

T rl+1) , « TI@azw  zw
DXt = riTi0 = =
C TG+ M) T(%)

Utilizando o Exemplo novamente,

LA | ti 1 T3 1 (8
Do [Dwt] — IO — DI0¢i5 = 1
e [F (E)] ) THTE) r'(s)

10
Calculando agora a soma dos expoentes,

Portanto,
1

r@)

No teorema abaixo é apresentado a féormula da Transformada de Laplace da

2 7T 7
=% = DI DIt # Dit = 0.

derivada de Caputo que sera utilizada no Capitulo [3
Teorema 2.14 Sejam >0 en €N, tal que, n —1 < § < n. Entdo
ZDLf(1)] = s LID"f(1)).
Demonstragao. Pelas Defini¢oes e2.2] tem-se
LIDLFH)] = LD f(t)]
= Llpn-p(t) x D"f(1)].
Utilizando agora a Proposicao e a Equacao ,

ZLIDLIW)] = Llpns)]- LID"f(D)]
= gD ().
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Para calcular a Transformada de Laplace da derivada fracionaria segundo Ca-
puto, é utilizada a Equagao E importante ressaltar que essa equacio oferece
um calculo mais direto e simplificado em comparacao com a Equacao [2.10] utilizada

para calcular a Transformada de Laplace da derivada segundo Riemann-Liouville.

2.3 Riemann-Liouville x Caputo

As derivadas segundo Riemann-Liouville e segundo Caputo, em suas definigoes,
diferem apenas pela ordem dos operadores derivada e integral. Desta forma, para
o éxito da utilizagao do céalculo fracionario em problemas ou modelos matematicos,
é preciso fazer a melhor escolha do sentido da derivada a ser utilizada de acordo
com a conveniéncia de cada questao. Seguem abaixo alguns comentarios sobre duas
importantes diferengas entre os dois sentidos de derivadas fracionarias, bem como a
escolha pela adocao da derivada segundo Caputo nas aplicagoes do proximo capitulo.

Como visto nos Exemplos e as derivadas fracionarias de Riemann-
Liouville e Caputo para polinémios nao constantes sao coincidentes, desde que sa-
tisfeitas as hipoteses apresentadas. No entanto, ao calcular essas derivadas para uma
fungao constante, nota-se que a derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville de
uma constante nao é zero, enquanto que segundo Caputo sim. Esse fenomeno leva
alguns autores a preferirem o uso da abordagem segundo Caputo, pelo entendimento
de que existe ai a preservagao do conceito de equilibrio. Os célculos das derivadas

fracionarias de uma constante sao exibidos nos exemplos abaixo.

Exemplo 2.15 (Derivada de constante segundo Riemann-Liouville) Sejam

B > 0 nao inteiro, k € R constante e n € N tal que n — 1 < 8 < n. Logo, pelas

Definigoes [2.7 e[2.3, seque
1 k P }

Dk =Dl = 0" gy [y ] = |

Calculando essa derivada n vezes e utilizando o Equag¢do , tem-se

B — yn— k n—pB— _ yn— k n—pB— _ _ x_ﬁ
Pk =D l[nn—mx 61]‘D 2[r<n—ﬁ—1>‘” M]"”‘m—mk‘
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Exemplo 2.16 (Derivada de constante segundo Caputo) Sejam $ > 0 nao
inteiro, k € R constante en € N tal quen—1 < 8 < n. Logo, pelas Defini¢oes|2.11
e[2.3, seque
Dk = I"P[D"k] = I"P(0) = ﬁ /0 (z—t)" P10 dt = ﬁ/{) 0dt=0.
Outra evidente diferenca entre as derivadas fracionérias esta nas suas respectivas
Transformadas de Laplace. De fato, pelo Teorema percebe-se que a Transfor-
mada de Laplace da derivada segundo Riemann Liouville requer o conhecimento de
condicoes iniciais em termos das suas derivadas de ordem inteiras da integral fra-
cionaria I"~®. Por outro lado, pelo Teorema , é visto que a Transformada de
Laplace da derivada segundo Caputo depende da Transformada de Laplace da deri-
vada de ordem inteira. Esse comparativo ilustra claramente como a Transformada
de Laplace segundo Riemann-Liouville é mais complexa de ser utilizada na resolugao
de problemas, em virtude de todas as hipdteses necessarias para conseguir aplicé-la.

Por essa razao, os modelos do capitulo a seguir serao estudados segundo Caputo.



Capitulo 3
Modelos Matematicos Fracionarios

No calculo fracionario, modelos matematicos buscam representar de forma abs-
trata fendmenos e processos utilizando equagoes diferenciais que possuem derivadas
de ordens nao inteiras. A utilizacao de modelos fracionérios auxilia na compreensao
de fendbmenos naturais como em mecéanica dos fluidos, nas engenharias, biomatema-
tica, probabilidade, sendo utilizado inclusive na area da satide [Camargo, Oliveira e Chiacchio 2009).
Tais modelos possuem grande importancia na pesquisa matemética visto que con-

tribuem para o desenvolvimento de novos métodos e teorias na area.

Neste capitulo, sao apresentados alguns modelos envolvendo equagoes diferenciais
classicas, mas com sua abordagem fracionaria. O objetivo deste estudo é analisar o
comportamente das solugoes do modelo fracionario em comparacao com o modelo
classico. Mais especificamente, na Segao [3.1 ¢ discutido o Oscilador Harménico
Fracionario; na Se¢ao [3.2] a Equacao Logistica de Verhulst na versao fracionaria; na
Secao a Lei do Resfriamento de Newton Fracionario e; na Secao [3.4] o modelo

de Crescimento Populacional de Malthus na versao fracionaria.

Para o desenvolvimento dos modelos listados acima, sera utilizada a Derivada

Fracionaria segundo Caputo, com notagao simplificada D® ao invés de Dg.

As referéncias deste capitulo sdo [Boyce e Diprima 1930], [Kuroda et al. 2017 e
[Varalta 2014].
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3.1 Oscilador Harmonico

Utilizando a 2° Lei do movimento de Newton aplicada a sistemas que se repetem
no tempo, tem-se que a seguinte equagao
d? d

m@x(t) + u%x(t) + kx(t) = g(t)

descreve o deslocamento/alongamento de um corpo de massa m, desde a posigao
de equilibrio até o instante t, com forca elastica —kz(t) (de acordo com a Lei de
Hooke), forga de amortecimento —u-%£xz(t) e uma forca externa g(t), onde p e k sao
constantes positivas, sendo k a constante elastica da mola.

Para o caso particular em que nao ha atrito ou forcas que atuam no sistema

massa-mola (oscilador harménico simples) tem-se a seguinte equagao diferencial

d? 9 B
@w(t) + wyx(t) = 0, (3.1)

com condigoes iniciais z(0) = zg e 2/(0) = 0, onde w? ¢é a razao entre a constante da
mola e a massa.
Substituindo em [3.1] a derivada de ordem 2 pela derivada fracionaria segundo

Caputo de ordem 1 < o < 2, obtém-se o oscilador harménico fracionario de equacgao
D%x(t) + wz(t) =0, (3.2)

onde w? = w®, com condigoes iniciais z(0) = zy e 2/(0) = 0. Aplicando a Transfor-

mada de Laplace e usando sua linearidade, segue que
ZL[D%(t)] + w*ZL|x(t)] = 0.
Pelos Teorema [2.14] (com n = 2) e Corolério tem-se
s* 2L D%z (t)] + w* Lx(t)] = 0

= s s> L[x(t)] — sx(0) — 2'(0)] + w*L[x(t)] =0

= s*L[x(t)] — s*1x(0) — s* 722/ (0) + W L[x(t)] = 0.
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Denotando X (s) = Z[z(t)], conclui-se

X(s) = —a(0)+ =L —00)
s) = x x'(0).
s + w2 s+ w?

Portanto, substituindo as condi¢oes iniciais,
a—1
s
X(s) =
(5) =

Assim, comparando o resultado obtido com a transformada de Laplace das Fungoes
de Mittag-Lefler, indicado na Equacao (1.4]), pode-se concluir que a solugao da

equacao diferencial fracionaria (3.2), com condigoes iniciais x(0) = z¢ e 2/(0) = 0, é

z(t) = zoEo(—wt®).

Na Figura , estao representados alguns graficos de z(t) para diferentes valores
da ordem «, onde é possivel verificar que quando « tende a 2, a solugao do oscilador
harmonico fracionario tende para a soluc¢ao do oscilador harmonico simples. De fato,

basta ver que

lirré 2(t) = 2o Ea(—w?t?) = x¢ cos(wt).
oa—

Um fenémeno que também pode ser observado pela Figura[3.1] ¢ que ao diminuir
a ordem da derivada do problema, obtém-se na solu¢ao uma fun¢ao com comporta-

mento semelhante a solugdo de um oscilador harménico amortecido (com atrito).
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Figura 3.1: Graficos da solugao do oscilador harmonico fracionério para diferentes valores

da ordem o.

T T T T T T T

cm--0 =165
0 =185

----------- o=1.95

=2

oscilagao

tempo

Fonte: Elaboracao propria.

3.2 Equacao Logistica de Verhulst

Em 1838, Pierre Francois Verhulst desenvolveu um modelo matemético de cresci-
mento populacional que possui aplicagao em ambientes caracterizados por restrigoes
de recursos, utilizando de uma variavel para representar a capacidade de suporte do
local. Ao contréario do modelo malthusiano (estudado na Secao , o modelo de

Verhulst prevé um crescimento populacional limitado, uma vez que, quando a po-
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pulagao atinge a capacidade de suporte do ambiente, seu comportamento estabiliza
(ver [Kot 2001], p. 7).

O modelo logistico possui a seguinte equagao diferencial ordinaria

—o(t) = <— . v(t)) , (3.3)

onde k ¢ a taxa de crescimento, r ¢ a capacidade de suporte, e N(t) = v™1(t)
representa o numero de individuos.
Substituindo em ((3.3)) a derivada de ordem 1 pela derivada fracionaria segundo

Caputo de ordem 0 < a < 1, obtém-se a equagao do modelo logistico fracionario

Dou(t) = k (1 _ v(t)) | (3.4)

r

com « € (0,1]. Aplicando a Transformada de Laplace, usando a sua linearidade, e

os Teoremas e[L.5]

s—1 1 s*
s*+k s se+k?

1 1 sa1
Fs) = — 0)— - .
(5) rs + (U( ) r) Lo‘—i-k]
Dai, segue da Equagao ([1.4)) que a solugdo da equagao diferencial fracionaria (3.4)) ¢

Uma vez que k

o(t) = % + {U(O) - %] Eo(—kt).

Portanto, o ntiimero de individuos em funcao do tempo é

1
Lt [0(0) = L) Eo(—kte)
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Na Figura estao representados alguns graficos de N (t) para diferentes valores
da ordem «, onde é possivel verificar que quando a ordem « tende a 1, o caso inteiro

é um caso particular do caso fracionario. De fato, basta ver que

l}—% N(t) = % + [’U(O) — l} e—kt’

r

uma vez que a Fun¢ao de Mittag-Leffler ¢ uma generalizagao da fun¢ao exponencial.

Figura 3.2: Graficos da solugao do modelo fracionario para difentes valores da ordem «

populagédo

tempo

Fonte: Elaboracao propria.

Outro fenébmeno é que o problema fracionario apresenta o mesmo valor suporte
do problema usual de ordem inteira. E possivel provar que, se 0 < a < 1, entéo
tlim E.(=kt*) = 0 (ver [Podlubny 1998|, p. 35), e portanto
— 00

lim N(t) =r,

t—o00

ou seja, para qualquer valor de 0 < o < 1, todas as solugoes convergem para o valor

suporte 7.
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3.3 Lei do Resfriamento de Newton

No século XVII, o cientista britanico Isaac Newton desenvolveu um modelo para
explicar a variacao de temperatura, que hoje é reconhecido como a Lei do Res-
friamento de Newton. De acordo com Newton, a variacao da temperatura de um
corpo no decorrer do tempo é proporcional a diferenca de temperatura entre o corpo
e o meio no qual ele se encontra. Matematicamente, é possivel escrever a Lei do

resfriamento de Newton pela seguinte equacao diferencial ordinéria
C'(t) = K(C(t) - a), (3.5)

onde k € R é a constante de proporcionalidade, C(t) é a temperatura do objeto no
instante t > 0 e a € R é a temperatura do meio.

Substituindo em a derivada de ordem 1 pela derivada fracionéaria segundo
Caputo de ordem 0 < o < 1, obtém-se a equagao do modelo de resfriamento de

Newton fracionério,

DC(t) = k(C(t) — a), (3.6)

onde adota-se a condigao inicial C'(0) = (. Aplicando a Transformada de Laplace

e usando a sua linearidade, segue que

ZIDC(t)] — kL[C(t)] + akZ]1] = 0.

Pelos Teorema [2.14] (com n = 1) e Corolario [L.7],

*"LL[DO()] — kZLIC(1)] + ak.Z[1] = 0

= s> [s.Z[C(1)] — C(0)] — kZL[C(1)] + % ~0
= s2.Z[C(t)] — s°71C(0) — kZ[C(1)] + % ~0.

Denotando F(s) = Z[C(t)], e substituindo as condi¢bes iniciais, obtém-se F(s) =

so—t k
ok Co am . Observe que
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F(s)=%=Co+a (l — ;jjf) — (Co—a) == 4o

S S S

Portanto, segue pela Equacao (1.4) que a solugao da equagao diferencial fracionéria
(3.6), com condigao inicial C'(0) = Cy, ¢é

C(t) = (Co — a)En(kt®) + a.

Na Figura estao representados alguns graficos de C(t) para diferentes valores
da ordem «, em que é possivel verificar que quando a ordem « tende a 1, o caso
inteiro ¢ um caso particular do caso fracionério, assim como no oscilador harmonico.
De fato, basta ver que

lim O(t) = (CO — G)El(kt) = (CO — a)ekt + a.

a—1

Outro fenémeno que pode ser observado, semelhante aos modelos anteriores estuda-
dos, é que a reducao da ordem da derivada do problema implicou numa diminuicao

da taxa de variacao da solugao.

Figura 3.3: Graficos da solugao da Equagao (3.6 para diferentes valores da ordem a.

T T T T T T T T T

temperatura

tempo

Fonte: Elaboracao propria.
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3.4 Crescimento populacional de Malthus

O modelo de crescimento populacional Malthusiano, proposto por Malthus em
1798, é aplicado em problemas envolvendo uma dindmica populacional e ampla-
mente estudado na literatura. Pode ser utilizado, por exemplo, em populagoes de
microrganismos, como bactérias e fungos [Bassanezi 2014].

De um modo geral, é considerada uma populacao cujo ntimero de individuos no
instante ¢ varia em uma taxa de variagao proprocional a esse ntmero. Isso é, sendo
P(t) a populagao no instante t e k € R a constante de proporcionalidade, é possivel

escrever a seguinte equagao diferencial ordinaria

dP(t)
dt
Substituindo em (3.7) a derivada de ordem 1 pela derivada fracionéria segundo

Caputo de ordem 0 < o < 1, obtém-se a equacao do modelo de crescimento popu-

— kP(1). (3.7)

lacional fracionario

D*P(t) = kP(2), (3.8)

onde adota-se a condigdo inicial P(0) = Fy. Aplicando a Transformada de Laplace

¢ usando sua linearidade, segue que
Z|D*P(t)] — kZ[P(t)] = 0.
Pelos Teorema (com n=1) e Corolario [1.7]
s* P ZIDP(t)] — kZL[P(t)] =0
= s s Z[P(t)] — P(0)] — kZ[P(t)] =0

= s Z[P(t)] — s* 1 P(0) — kZ[P(t)] = 0.

Denotando F'(s) = Z[P(t)], e substituindo a condigao inicial, conclui-se que

F(S): Po.
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Portanto, pela Equacao (1.4)), conclui-se que a solu¢ao da equagao diferencial

fracionaria (3.8)), com condigoes iniciais P(0) = Py, ¢
P(t) = PyE,(kt®). (3.9)

Na F igura estao representados alguns graficos de P(t) para diferentes valores
da ordem «, em que é possivel verificar que quando a ordem « tende a 1, o caso
inteiro é um caso particular do caso fracionério, assim como no oscilador harmoénico.
De fato, basta ver que

lim P(t) = PyE) (kt) = Pye.

Neste modelo, nota-se um comportamento distindo do obtido nos trés modelos ja
estudados neste capitulo. Mais especificamente, aqui encontra-se o efeito oposto
uma vez que a redugao da ordem da derivada implicou em solu¢ao com maior taxa

de variagao.

Figura 3.4: Gréficos da solugao do modelo de crescimento populacional malthusiano

fracionario para diferentes valores da ordem «.

T T T T T T T

populacéo

—0=0.2
a=04
a=07 4

_a=

| 1 1 1 1 | 1

tempo

Fonte: Elaboracao propria.
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Conclusao

No desenvolvimento de modelos matematicos, o objetivo principal é se aproximar
ao maximo do comportamento dos dados do fendmeno estudado. Nesse contexto,
a utilizacao da abordagem fracionaria na modelagem matemética busca aumentar
a precisao dos resultados. Ao modelar um problema, frequentemente é necessa-
rio realizar simplifica¢Oes para traduzir fendmenos complexos da vida real em uma
representacao matemaética abstrata. Entretanto, essas simplificacoes, quando intro-
duzidas no modelo, tendem a reduzir a taxa de variacao do fendmeno. Portanto,
em alguns casos, é possivel estimar a influéncia desses fatores alterando a ordem da

derivada, em vez de utilizar mais simplificagoes no modelo.

O Oscilador Harmoénico Fracionario, visto na Segao ¢ um exemplo onde
a alteragao da ordem da derivada pode evitar o uso de simplificagoes no modelo.
De fato, analisando graficamente a solugao, ao substituir a ordem 2 da derivada
do oscilador cléssico para a ordem nao inteira 1 < a < 2, é obtido um oscilador
harménico com amortecimento. E possivel observar que com o decorrer do tempo,
em ordens mais proximas a 1, a posicao do oscilador tende a 0, sugerindo ser possivel
considerar todo o atrito do modelo, reduzindo a ordem da equagao diferencial para

um ndmero nao inteiro entre um e dois.

Um comportamento analogo é observado nos modelos fracionarios logistico de
Verhulst e resfriamento de Newton, presentes nas Segoes e 33l Ao substituir
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a ordem 1 da derivada do modelo original pela ordem nao inteira 0 < o < 1, sao
obtidas solugoes que decrescem mais lentamente que no caso classico, sugerindo
assim, um decrescimento na taxa de variacao do modelo.

Por outro lado, no modelo de crescimento populacional de Malthus em sua versao
fracionaria, conforme discutido na Secao ¢é observado um comportamento dis-
tinto. Ao substituir a ordem da derivada de 1 por uma ordem nao inteira 0 < o < 1,
o resultado é um crescimento mais acelerado, o oposto do que se observa nos outros
modelos apresentados neste estudo. Portanto, é possivel concluir que a utilizagao
de uma abordagem fracionéria, através da reducao de ordem das derivadas em re-
lacao as versoes classicas, influencia o comportamento de cada modelo de maneira
distinta.

Outro ponto de extrema relevancia é que, em todos os modelos, as solugoes fra-
cionarias convergem para as solucoes originais do problema original. Isso implica
que a solucao classica é, de fato, um caso particular da solugao fracionaria, tornando
as versoes fracionarias uma generalizacao do modelo classico. Além disso, no caso
do modelo logistico de Verhulst, assim como no modelo classico, todas as solugoes
fracionarias, independentemente do valor da ordem 0 < o < 1, convergem para a ca-
pacidade suporte r, resgatando uma das principais caracteristicas e vantagens do uso
desse modelo em relacao a outros modelos de crescimento populacional. Portanto,
com este trabalho é possivel reconhecer a importancia da abordagem fracionaria na
area da modelagem matemética.

Uma vez que nao hé conhecimento do significado fisico das derivadas fracioné-
rias, os resultados obtidos com o presente trabalho contribuem para o avanco das
pesquisas envolvendo Calculo Fracionario e modelagem de problemas reais a partir

de equagoes de ordem nao inteira.
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