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RESUMO

ROSA, Bruno Castilho. UMA SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE
CONCEITOS EM PROBABILIDADE E ESTATISTICA

2023. 85 f. Dissertacdo (Mestrado em ENSINO DE CIENCIAS E
MATEMATICA) — Universidade Federal de Uberlandia. Uberlandia, 2023.

O estudo de Probabilidade e Estatistica na Educag¢ao Basica tem sido alvo de pesquisas realizadas
por diversos educadores. Um dos desafios nesta drea se refere as dificuldades enfrentadas pelos
alunos no aprendizado dos conceitos basicos, embora o tema deva ser abordado desde as séries
iniciais. Desta forma, este trabalho apresenta a elaboracdo de uma Sequéncia Didética envolvendo
diversas atividades para a sistematizac@o dos conceitos da probabilidade e estatistica. Estas tarefas
estdo fundamentadas na Teoria das Situacdes Didaticas de Guy Brousseau. Para alcancar tal
objetivo, o desafio foi como se daria a constru¢ao desta sequéncia. Para isso, foram propostas
situacOes, organizadas em uma Sequéncia de Ensino-Aprendizagem, apoiada na metodologia
baseada em design instrucional. Esta envolve um processo interativo de desenho, implementacio
e redesenho de sequéncia didatica. As atividades foram organizadas no produto educacional
intitulado Ensino de Probabilidade e Estatistica através de Experimentos que aborda os conceitos
como aleatoriedade, probabilidade cléssica e frequentista, eventos equiprovaveis, dependentes e
independentes. A andlise dos resultados obtidos permitiu, mediante a teoria adotada, identificar as
dificuldades que os alunos demonstraram nos conceitos desenvolvidos. Os resultados mostraram
que a sequéncia didética contribui para a compreensao e articulagcdo, gradativamente, de alguns
conceitos da Probabilidade e Estatistica.

Palavras-chave: Sequéncia Didatica. Sequéncia de Ensino-Aprendizagem. Pesquisa Baseada
em Design. Teoria das Situacdes Didaticas.



ABSTRACT

The study of Probability and Statistics in both primary and secondary education has
been the subject of research in recent years. One of the challenges for many students in this
area is to learn basic concepts, although this topic is mandatory in the initial grades of the
educational process. To solve this problem, we present in this work a didactic sequence based on
Guy Brousseau’s theory of didactic situations, which includes several activities related to the
basic concepts of probability and statistics such as randomness, equiprobability, dependent and
independent events, and so on. The proposed didactic sequence contemplates specific situations
organized in a teaching-learning sequence based on the principle of instructional design (ID).
This involves an iterative process of design, implementation and redesign of the didactic sequence.
The proposed situations were included in an educational product entitled "Teaching of Probability
and Statistics through Experiments". The results we obtained allowed us to identify the main
difficulties faced by the test subjects. In addition, the results showed that the proposed didactic
sequence contributed to the understanding and articulation of the concepts studied in the areas of

probability and statistics.

Keywords: Didactic Sequence. Teaching-Learning Sequence. Search Based in Design. Theory

of Didactic Situations.
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1 INTRODUCAO

1.1 MINHA TRAJETORIA

Foi no ano de 2004, quando cursava a oitava série, atualmente correspondente ao 9° ano
do Ensino Fundamental, que me interessei pela Matematica e pelos problemas que a envolvem.
Me encantei com a drea e ingressei no curso de Licenciatura em Matemadtica em 2010. Durante
a graduacdo, tive a oportunidade de participar das atividades de iniciacdo cientifica voluntaria
em dois projetos, ambos na drea de Algebra. Um deles envolveu a participacio de estudantes
da universidade para desenvolver Iniciacdo Cientifica e Estudo Dirigido, com foco inicial no
software GAP' e em propriedades da Teoria de Grupos. O outro projeto foi dividido em trés
partes. Semindrio Semanal de Algebra (divulgacional, cujo foco eram os discentes), Seminério
Semanal de Algebra (temético, cujo foco eram os Grupos Séficos) e 0 Workshop de Algebra
(com minicursos e palestras dos convidados).

No periodo da graduacdo, eu acreditava que minha pds-graduagdo seria na drea da
Matematica Pura, devido aos projetos e disciplinas realizados. No entanto, ndo enxergava essa
drea em suas outras perspectivas, como por exemplo, a dos processos de ensino e aprendizagem.
Ap6s a conclusdo, iniciei um curso de mestrado em Matematica Pura, porém, ndo me interessou
tanto quanto imaginava e logo desisti.

Alguns anos depois, apds ter realizado uma pesquisa mais minuciosa, ingressei em um
curso de Especializacdo em Ensino de Ciéncias e Matematica no ano de 2017. Nesse, tive o
contato com pesquisas voltadas ao ensino e a aprendizagem da matematica. As disciplinas, as
metodologias e os professores me fizeram perceber a necessidade de aprimorar minha prética
docente e de avancar nos estudos posteriores e na busca de um mestrado na mesma area.

Meu trabalho final, relacionado as Tecnologias da Informa¢ao e Comunicagao (TIC),
visava introduzir o software Geogebra como recurso pedagogico para o estudo de funcdes do 1°e
2° grau, com o intuito de promover o desenvolvimento de metodologias alternativas no ensino de
matemadtica. Nessa época, atuava como professor de Matemética no Ensino Fundamental e Médio
na rede publica, porém, devido as dificuldades e a distancia do local de trabalho, desenvolvi

minha pesquisa no segundo ano do Ensino Médio em uma institui¢do federal.

' GAP é um sistema de dlgebra computacional para dlgebra discreta computacional, com énfase particular na

teoria computacional de grupos. A versdo atual do software GAP pode ser encontrada no endereco https:
/lwww.gap-system.org/


https://www.gap-system.org/
https://www.gap-system.org/
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Ao término da especializacdo, ja convicto da drea na qual iria me aprofundar, ou seja,
voltada ao ensino da matematica, consegui ingressar no tao sonhado mestrado profissional. De
inicio, pensava dar continuidade na pesquisa da especializacdo, utilizando novamente o software
Geogebra, no entanto, o campo e a abrangéncia que o mestrado mostrava, abria-se um leque
de possibilidades, o qual me fez refletir sobre novas ideias. No mestrado, tive maior contato
com as teorias de aprendizagem e metodologias de ensino, as quais antes ndo conhecia. As
disciplinas, bem como as conversas com professores do Programa, revisitaram os limites dos
meus conhecimentos e o desejo de aprimora-los.

No inicio do mestrado, passei a fazer parte do grupo de pesquisa da minha orientadora,
professora Debora Coimbra. Este grupo se reune, usualmente, de forma quinzenal e conta
com a participacao, eventualmente, de palestrantes convidados e e orientandos que realizam as
leituras das pesquisas propostas em suas respectivas dreas do conhecimento (Biologia, Fisica e
Matematica) para depois compartilhd-las com os demais do grupo. No contato com as diversas
leituras voltadas ao ensino de matemaética, pude escolher o tema de minha pesquisa, o ensino
de probabilidade e estatistica. Apds leituras, participa¢des no grupo de estudo e conversas com
minha orientadora, optamos pelo uso da Teoria das Situagdes Didéticas (TSD) elaborada por
Guy Brousseau para o desenvolvimento de alguns conceitos estatisticos e probabilisticos.

A escolha dessa drea, probabilidade e estatistica, se deu por sua relevancia na vida
das pessoas e pela prescri¢cdo na Base Nacional Comum Curricular (BNCC), documento que
determina as competéncias gerais e especificas, as habilidades e as aprendizagens essenciais que
os alunos devem desenvolver ao longo dos anos iniciais e finais do ensino fundamental e por

todo o ensino médio na educagdo bésica.

1.2 JUSTIFICATIVA

Esta secdo apresenta as justificativas pela qual se deu o presente estudo, com a presenca
da educacdo basica nos documentos oficiais em articulacdo com os conceitos probabilisticos
e estatisticos. Embora os documentos determinam as competéncias e habilidades essenciais,

pesquisas apontam as dificuldades dos alunos em relacdo a aprendizagem destes conceitos.
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1.2.1 Finalidade da Educacdo Bésica e articulacdo ao aprendizado de conceitos estatisticos e

probabilisticos

De acordo com o artigo 22 da Lei de Diretrizes e Bases da Educacio, a Educacdo Basica
tem por finalidade “desenvolver o educando, assegurar-lhe a forma¢cdo comum indispensdvel para
o exercicio da cidadania e fornecer-lhe meios para progredir no trabalho e em estudos posteriores”.
Além disso, “podera organizar-se em séries anuais, periodos semestrais, ciclos, alternancia
regular de periodos de estudos, grupos ndo-seriados, com base na idade, na competéncia e em
outros critérios, ou por forma diversa de organizacio, sempre que o interesse do processo de
aprendizagem assim o recomendar” (BRASIL, 1996).

A preparagdo para o exercicio da cidadania também aparece nos Pardmetros Curriculares
Nacionais (PCN), o primeiro nivel de concretizacdo curricular, uma referéncia nacional comum
para o ensino (BRASIL, 1997) , do qual aponta para a necessidade de que:

A educacdo possa atuar, decisivamente, no processo de constru¢do da cidadania,

tendo como meta o ideal de uma crescente igualdade de direitos entre os
cidaddos, baseado nos principios democraticos (BRASIL, 1997)

Os PCN foram elaborados como proposta do Ministério da Educacao (MEC), inicial-
mente, em 1997 para o ensino fundamental de 1.* a 4. Séries, depois em 1998 de 5.* a 8.* Séries,
e em 2000 para o Ensino Médio (TEIXEIRA, 2000).

No entanto, diversas opinides se manifestaram de forma critica em relagdo ao processo
de elabora¢@o dos PCN. Principalmente, segundo Teixeira (2000), se o documento pretendia ser
uma base comum nacional para o ensino fundamental, deveria ter contado com amplo processo
de discussdo na sua elaboragao.

Antes da publicacdo final do documento, foi elaborada uma Versao Preliminar que
deu inicio ao debate sobre os conteidos dos PCN. O Parecer da Associacao Nacional de P6s-
Graduacao e Pesquisa em Educacdo (ANPEd), sobre essa versao, mostra, conforme Teixeira
(2000), uma visao diferente da oferecida pelo MEC com rela¢do ao que teria sido o processo de
formulacao do documento.

Embora o MEC afirma ter havido participacdo de especialistas, técnicos e professores,
através de pareceres inclusive, a ANPEd reclama da impossibilidade de dar um parecer mais
elaborado, em virtude do limitado prazo de que dispds para uma consulta a seus membros

ANPEd (1996).
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Falar de curriculo escolar (consolidado hoje em documentos oficiais como os PCN)
exige uma reconstru¢do da conexdo curriculo - politica, e isso ndo ocorre de forma simples, natu-
ral ou imediata e sim de um esfor¢o permanente de recontextualizacdo historica, de reconstru¢io
dos seus lagos com os interesses econdmicos, politicos e culturais. (SANCHEZ, 2013). Para o
autor,

os verdadeiros fundamentos das politicas de reforma educacional no Brasil
ndo derivam de puras ideias inovadoras no campo da Pedagogia, mas antes
constituiram (e ainda constituem) uma estratégia de reforma educacional perfei-
tamente inserida no amplo processo de reestrutura¢do do capitalismo brasileiro

e sua adaptagdo passiva a légica de acumulacdo do capitalismo globalizado
(SANCHEZ, 2013).

Em Sanchez (2013), percebe-se a intencao dos PCN, no que se refere a necessidade do
desenvolvimento das competéncias bdsicas tanto para o exercicio da cidadania quanto para o
desempenho de atividades profissionais.

Algumas dessas competéncias presentes no documento, como “capacidade de trabalhar
em equipe” , “da disposi¢ao para procurar e aceitar criticas” , ““ da disposicao para o risco” e “da
capacidade de pensar miltiplas alternativas para a solu¢do de um problema”, sdo, na verdade,
segundo o autor, exigéncias empresariais € nao um passo na formacao ética e cientifica de um
cidaddo. Quanto as leituras criticas dos documentos oficiais, Santos (2018) fala da importancia e
vantagens dos debates, dentre elas, a necessidade de mais autonomia para o professor realizar
essas discussdes na escola.

Foi a partir da publicagdo do PCN de 1997, conforme Walichinski et al. (2014), que
os conteddos de Estatistica, Probabilidade e Combinatéria foram inseridos na educacao bésica.
Segundo os autores, diversos trabalhos abordam a necessidade de uma formacao estatistica e
probabilistica significativa para que os alunos venham a ter uma melhor condi¢c@o de atuar na
sociedade.

Em 1980, o National Council of Teachers of Mathematics (NCTM), conforme Lester
(2007), sugeriu a ampliacdo de conteidos da Educacdo Basica nos Estados Unidos da América
como Probabilidade e Estatistica, a serem desenvolvidos desde os anos iniciais. Borba et al.
(2011) afirmam que este documento foi um dos primeiros do continente americano que indicou a
Estatistica como tépico essencial no Ensino Bésico.

Nos anos seguintes, diversos paises introduziram a Estatistica e Probabilidade como
tépicos em seus curriculos nacionais no Ensino Fundamental, dentre eles, a Inglaterra e Pais

de Gales pelo National Curriculum (DES) Daugherty (1995) e o Brasil pelos PCN (BRASIL,



18

1997) do qual introduziu um bloco de contetddos intitulado “Tratamento da Informagdo” no
Ensino Fundamental e “Andlise de Dados e Probabilidade” no Ensino Médio, buscando integrar
nocdes de Probabilidade, Estatistica e Combinatéria (BORBA et al., 2011). Com relacdo ao
bloco “Andlise de Dados e Probabilidade” é esperado, segundo o NCTM, que os estudantes

desenvolvam habilidades como:

* Formular questdes que possam ser respondidas através de coleta, organizacao, e registro

de dados;

Selecionar e utilizar métodos estatisticos apropriados para a andlise de dados;

Desenvolver e avaliar inferéncias e predi¢des baseadas em dados;

Entender e aplicar conceitos basicos de probabilidade.

De acordo com o NCTM essas habilidades poderdo ser desenvolvidas a partir de
situacOes familiares e experimentos, através de representacdes concretas e abstratas. Em relacao

aos topicos de probabilidade presente no bloco, os alunos devem desenvolver habilidades como:

* Reconhecer o carater aleatério de fendmenos e eventos naturais, cientifico-tecnologicos
ou sociais, compreendendo o significado e a importincia da probabilidade como meio de

prever resultados;

* Quantificar e fazer previsoes em situacdes aplicadas a diferentes dreas do conhecimento e

da vida cotidiana que envolvam o pensamento probabilistico;

* Identificar em diferentes dreas cientificas e outras atividades praticas modelos e problemas

que recorrem a estatisticas e probabilidades.

Os PCN também ressaltam que o estudo da probabilidade tem por objetivo fazer
com que os alunos percebam que através de experimentacdes e simulagdes possam perceber a
possibilidade de ocorréncia de um determinado evento. A tecnologia € apresentada no documento,
no entanto, ela ndo permite mediar uma reflexdo critica e assim, hé dificuldades em propor a
“autonomia intelectual” e “pensamento critico” propostos no documento (SANCHEZ, 2013).

Em relagdo a Estatistica, mesmo integrando o curriculo, esse ensino ainda ndo era

prioridade na escola se comparado com as demais dreas da matemaética e muitas vezes aparecia
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somente no final dos livros didaticos, fazendo com que muitos professores nao mencionassem
nas aulas de matematica.

Desta forma, diversas pesquisas foram realizadas envolvendo o ensino e a aprendizagem
dos conceitos estatisticos a serem trabalhados na Educacio Bésica. Dentre os grupos podem ser
citados a International Association for Statistical Education (IASE); o Grupo de Investigacao
Latino- Americano de Educacao Estatistica (GILEE) e o Grupo de Trabalho 12 (GT12) da SBEM
2, esse ultimo formado por pesquisadores brasileiros. Dos pontos em comum desses grupos é
o reconhecimento que para maior consolidacdo da Educagdo Estatistica sdo necessarios mais
debates (BORBA et al., 2011).

Assim como nos PCN, as Orientagdes Curriculares do Ensino Médio (OCEM) afirmam
que ao estudar probabilidade e estatistica, os estudantes precisam entender conceitos e palavras
relacionadas as pesquisas, coleta de dados, incerteza e probabilidade presentes no cotidiano, mas
ndo indicam quais sao nem como trabalhar esses conceitos em sala de aula.

Ap6s a implementacdo dos PCN, recentemente em 2017, veio a ultima versdo do
documento que norteia o cendrio nacional, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC). A
elaboracao da BNCC cumpre uma exigéncia contida na Lei de Diretrizes e Bases da Educacao
Nacional, no Plano Nacional de Educagdo de 2014 e prevista no Artigo 210 da Constituicdo de
1988. (PEREIRA; RODRIGUES, 2018). O Art. 26 da LDB (Lei n.9.394, de 20 de dezembro de
1996), estabelece que:

Os curriculos da educagdo infantil, do ensino fundamental e do ensino médio
devem ter base nacional comum, a ser complementada, em cada sistema de
ensino e em cada estabelecimento escolar, por uma parte diversificada, exigida

pelas caracteristicas regionais e locais da sociedade, da cultura, da economia e
dos educandos. (BRASIL, 1996).

O Plano Nacional de Educacdo (Lei n.13.005, de 25 de junho de 2014), trata da BNCC,

como estratégia para cumprimento de algumas metas como:

Estratégia 7.1 - estabelecer e implantar, mediante pactuacdo interfederativa,
diretrizes pedagdgicas para a educacio bdsica e a base nacional comum dos
curriculos, com direitos e objetivos de aprendizagem e desenvolvimento dos
(as) alunos (as) para cada ano do ensino fundamental e médio, respeitada a
diversidade regional, estadual e local (RUSSO; AZZI, 2016).

Na Constituicdo de 1988, o Art. 10 expressa que “Serdo fixados conteidos minimos
para o ensino fundamental, de maneira a assegurar formagdo basica comum e respeito aos valores

culturais e artisticos, nacionais e regionais."(BRASIL, 1988).

2 http://http://www.sbembrasil.org.br/sbembrasil/
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No ano de 2014 ¢ realizada a 2* Conferéncia Nacional pela Educacdo (CONAE),
organizada pelo Férum Nacional de Educacdo (FNE) que resultou em um documento sobre
propostas e reflexdes. O documento € um importante referencial para o processo de mobilizacdo
para a BNCC.

A andlise dos documentos disponiveis no site oficial > da BNCC permite a compreensio,
segundo o Ministério da Educacao (MEC), da trajetéria percorrida na construgdo e publicacao da
Base em questdo. A primeira versdo da BNCC ocorre no ano de 2015, disponivel para consulta
publica até marco de 2016. Segundo o MEC, apds o recebimento de diversas contribui¢cdes de
setores interessados uma segunda versao do documento foi publicada e discutida por milhares de
professores, através de semindrios organizados pelo CONSED (Conselho Nacional de Secretérios
de Educacdo) e UNDIME (Unido Nacional dos Dirigentes Municipais de Educacio).

O resultado das contribuicdes e discussdes baseadas nas duas primeiras versdes propi-
ciou a elaboracdo da versao final da BNCC, em 2018, que também foi revista por especialistas
e gestores do MEC com base em diversos pareceres criticos recebidos e colocada em consulta
publica.

De fato, as reflexdes sobre um curriculo nacional foram oficializadas no Brasil em 2017,
a partir da BNCC, no entanto, autores como Santos (2018) e Silva (2019) apontam, dentre as
criticas, que as vozes dos professores da educacdo bdsica ndo foram ouvidas durante o processo
de elabora¢cao do documento, embora para 0 MEC, a sociedade foi amplamente chamada para
colaborar com a constru¢cao da BNCC. Conforme os autores, as politicas de curriculo ndo devem
somente dar voz aos professores, mas devem também ouvi-los, mas ndo € isso que ocorre:

as escolas tém sido apenas o espago de repositério de decisdes das politicas
publicas curriculares reguladas por um estado avaliador que se utiliza de regula-
mentos e argumentos para: (a) distribui¢do de bonus; e, (b) ranqueamento das
escolas, com a finalidade de conter os professores rigidos controles, para garan-

tir a efetividade das politicas piblicas produzidas em instincias administrativas
que centralizam a educagdo (SANTOS, 2018).

Para Silva (2019), apesar da BNCC nio ser vista como um curriculo (listagem de
conteddos) comporta-se como se assim o fosse, pois, em seu titulo ja traz a denominacao
"curricular"remetendo a ideia de curriculo, além também do préprio texto indicar de forma
prescritiva o que deve ser trabalhado a partir do documento nas escolas.

De acordo com Santos (2018), promover a equidade na educagio, € preciso um curri-

culo diferenciado, multiculturalista pensado pelos professores, pois um documento de carater

3 http://basenacionalcomum.mec.gov.br/
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normativo e de base nacional nio atende as especificidades e diversidade cultural de um pais
com profundas desigualdades sociais como o Brasil.

Em dezembro de 2017 a parte da BNCC que corresponde a Educagdo Infantil e Ensino
Fundamental foi aprovada pelo Conselho Nacional de Educacdo e homologada pelo MEC.
No entanto, referente ao Ensino Médio, o MEC sentiu a necessidade de mais debates, novas
audiéncias, consultas publicas, mais professores, gestores, especialistas e demais interessados
para a constru¢do de uma versao final condizente com a realidade e necessidade do Ensino Médio.
Assim, em dezembro de 2018, a versdo final da BNCC — Etapa Ensino Médio, foi homologada e
o Brasil passou a ter uma base nacional comum curricular para a educacgao bésica.

A BNCC, conforme aponta o site oficial, traz hoje como principal finalidade “ser
balizadora da qualidade da educacdo no Pais através de estabelecimento de um patamar de
aprendizagem e desenvolvimento a que todos os alunos tém direto” (BRASIL, 2018). Ou seja,
uma educacao igualitdria a todos os estudantes da educagdo bdsica.

No entanto, conforme Castro et al. (2020), ja houve outros documentos de orientagao
curricular, por exemplo, os PCN, em que o grau de detalhamento se aproxima tanto quanto a
BNCC coloca hoje. Desde a década de 1990 os PCN j4 visavam uma formacdo comum aos

alunos do ensino basico:

A abrangéncia nacional dos Parametros Curriculares Nacionais visa criar con-
dicdes nas escolas para que se discutam formas de garantir, a toda crianca
ou jovem brasileiro, o acesso ao conjunto de conhecimentos socialmente ela-
borados e reconhecidos como necessarios para o exercicio da cidadania para
deles poder usufruir. Se existem diferengas sociais e culturais marcantes, que
determinam diferentes necessidades de aprendizagem, existe também aquilo
que é comum a todos, que um aluno de qualquer lugar do Brasil, do interior ou
do litoral, de uma grande cidade ou da zona rural, deve ter o direito de aprender
e esse direito deve ser garantido pelo Estado. (BRASIL, 1998).

Assim, essa formacdo comum trazida pela BNCC ndo é nada recente e nem uma
inovagdo trazida pelo préprio documento. Com a homologag¢dao da BNCC, em 2017, houve

algumas mudancas, dentre elas referente as terminologias:

0s antigos eixos tematicos passam a se chamar unidades, os contetidos foram
substituidos por objetos de conhecimentos e os objetivos sdo agora habilidades
(CASTRO et al., 2020).

Cada unidade temadtica contempla uma gama maior ou menor de objetos de conhe-

cimento, assim como cada objeto de conhecimento se relaciona a um nimero varidvel de

habilidades (BRASIL, 2018).
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Com relagdo a matemadtica o documento trouxe cinco unidades temdticas com seus res-
pectivos objetos de conhecimentos, a saber. Numeros; Algebra; Geometria; Grandezas, Medidas
e Probabilidade; e Estatistica, todos desenvolvidos ao longo do ensino fundamental e médio.

No que se refere a unidade temadtica “Probabilidade e Estatistica” o ensino de Estatistica
passou a ser trabalhado dentro dessa unidade e o de Probabilidade, noc¢des iniciais, passou a ser
inserido desde o primeiro ano do Ensino Fundamental.

A BNCC conta com o desenvolvimento de competéncias que passa pela articulagdo
de vérias habilidades de maneira progressiva. Essas habilidades estdo relacionadas a diferentes
objetos de conhecimento, entendidos como contetdos, conceitos e processos dos quais estao
organizados em unidades temdticas. Assim, a cada ano escolar, em todas as unidades temdticas, a
delimitagdo dos objetos de conhecimento e das habilidades considera que as no¢Ges matematicas
sdo retomadas, ampliadas e aprofundadas.

O Quadro da péagina 278 do documento oficial da BNCC (BRASIL, 2018), mostra, ano
a ano, com rela¢@o a unidade temdtica “Probabilidade e Estatistica” os objetos de conhecimento
com as respectivas habilidades, nos anos iniciais do Ensino Fundamental. O Quadro mostra
também as conexdes entre as habilidades dos anos anteriores, bem como os conceitos que sao
ampliados e retomados ao longo do Ensino Fundamental e Ensino Médio.

De acordo com a BNCC, com relacdo a Probabilidade nos Anos Iniciais do Ensino
Fundamental, a finalidade é promover a compreensido de que nem todos os fendmenos sao
deterministicos, de forma que os alunos compreendam que hé eventos certos, eventos impossiveis
e provaveis. O documento mostra que a habilidade em determinar a probabilidade € desenvolvida
apenas no 5.° ano do Ensino Fundamental, onde o aluno j4 terd compreendido os conceitos
anteriores

Com relagdo a Estatistica, nos Anos Iniciais do Ensino Fundamental, os primeiros
passos envolvem o trabalho com a coleta e a organizacio de dados de uma pesquisa de interesse
dos alunos, de forma que a leitura, a interpretacdo e a construgdo de tabelas e graficos tenham
papel essencial. J4 em relacao aos Anos Finais do mesmo nivel da Educacdo Bésica, espera-se
que os alunos usem as nocdes estatisticas anteriormente desenvolvidas para “planejar e construir
relatérios de pesquisas estatisticas descritivas, incluindo medidas de tendéncia central”, além de
“construcdo de tabelas e diversos tipos de graficos” (BRASIL, 2018).

Em relagdo ao Ensino Fundamental - Anos Finais, considera-se que as habilidades

relativas aos anos anteriores foram desenvolvidas no aluno e que agora, nessa etapa final,
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seja capaz de desenvolver e aprofundar demais outras habilidades como realizar experimentos
aleatérios ou simulagdes que envolvem cdlculo de probabilidades ou estimativas através de
frequéncia de ocorréncias, que saiba diferenciar eventos dependentes e independentes. Uma
mudanga significativa foi essa abordagem frequentista de probabilidade presente na BNCC, mas
ndo prevista nos PCN.

O Quadro da pagina 304 do documento oficial da BNCC apresenta, ano a ano, com
relacdo a unidade temadtica “Probabilidade e Estatistica” os objetos de conhecimento com as
respectivas habilidades, nos Anos Finais do Ensino Fundamental.

Com relacdo a Probabilidade, no Ensino Fundamental, o aluno ja deve saber esti-
mar a probabilidade de um determinado evento ocorrer, construir espaco amostral de eventos
equiprovaveis e recorrer ao principio multiplicativo, da drvore de possibilidades, e de simulagdes.

No entanto, no Ensino Médio, conforme o Quadro 1, o aluno necessita da mobilizacao
dos conceitos e habilidades ja desenvolvidas para a resolucao e elaboragcdo de problemas, bem
como a utilizacdo de métodos de contagem mais sofisticados para a constru¢ao do espaco
amostral.

O Quadro 1 apresenta algumas das habilidades, referente a unidade “Probabilidade e

Estatistica” que serdo desenvolvidas nos alunos.

Quadro 1 — Habilidades no Ensino Médio.

(EM13MAT102) Analisar tabelas, graficos e amostra de pesquisas estatisticas
(EM13MAT311) Identificar e descrever o espaco amostral de eventos aleatdrios,
realizando contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que
envolvem o cdlculo da probabilidade
(EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de probabilidade
de eventos em experimentos aleatérios sucessivos
(EM13MAT406) Construir e interpretar tabelas e graficos.
(EM13MAT407) Interpretar e comparar conjuntos de dados estatisticos por meio de
diferentes diagramas e gréficos ( histograma, de caixa (box-plot), de ramos e folhas,
entre outros). reconhecendo os mais eficientes para sua andlise.

Fonte:adaptado da Base Nacional Comum Curricular —- BNCC

A BNCC indica aliar os problemas de contagem com o intuito do aluno lidar com
situagdes que envolvam a descricdo de casos possiveis e diferentes tipos de agrupamentos
possibilitando diversas estratégias.

Este trabalho tem por finalidade explorar e desenvolver as habilidades apresentadas
no Quadro 1 por meio da elaboracdo de uma Sequéncia Didética (SD) baseada na Teoria das
Situagdes Didéticas (TSD) envolvendo alguns conceitos da Probabilidade e Estatistica. Cada

situacdo vai requerer certas habilidades referentes a essa unidade tematica. Essas situagdes vao
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sendo ampliadas e avangadas no grau de dificuldades para proporcionar o aprofundamento e
ampliacdo dos conhecimentos.

Segundo Lopes (2008), para que o ensino da estatistica e da probabilidade contribua
significativamente é importante que se possibilite aos alunos lidarem com uma variedade de
problemas do mundo real e que tenham possibilidades de escolherem suas préprias estratégias
para soluciond-las. A pesquisadora também defende, conforme sugere a BNCC, que os conceitos
probabilisticos e estatisticos devam ser trabalhados desde os anos iniciais da educagao bésica
de modo a ndo privad-los de um entendimento dos problemas mais amplo dos problemas que
ocorrem em sua realidade.

Para Mendoza e Swit (2015), ha a necessidade do ensino de Probabilidade e Estatistica
ser tratado na escola para ajudar nas tomadas de decisdes inerentes as situagdes da vida social e
econOmica por meio de andlises, comparagdes, sondagens e escolhas amostrais.

A presente pesquisa envolve um estudo sobre a aprendizagem de alguns conceitos da
estatistica e da probabilidade em situagdes de ensino recorrendo a experimentacao e simulagao.
Diversos estudos tém sido realizados e apontam dificuldades dos alunos e também de professores
em relac@o a aprendizagem dos conceitos de probabilidade e estatistica, bem como as conexdes
entre essas dreas.

Considerando a inser¢do da probabilidade e estatistica na BNCC, desde as séries iniciais,
as abordagens frequentista e cldssica desta unidade temédtica, bem como a relevancia no ensino e
aprendizagem, percebe-se a necessidade de pesquisas que busquem analisar propostas de ensino
que abordem alguns conceitos.

As dificuldades apresentadas pelos alunos em aprender os conceitos bésicos e as dificul-
dades dos professores em ensind-los, conforme em Jones e Thornton (2005), foram outro fator
importante nessa escolha, inspirando a necessidade de elaborarmos uma Sequéncia Didatica (SD)
organizando diversas situagdes para a sistematizagdo dos conceitos basicos da probabilidade e

estatistica propostos nesse trabalho.

1.3 OBJETIVO E QUESTAO DA PESQUISA

Esta dissertacdo tem por finalidade a elaboracao e andlise de uma SD, baseada na
TSD nas quais o aluno, através da resolu¢do de problemas, podera compreender e articular,
gradativamente, alguns conceitos da Probabilidade e Estatistica.

No intuito de alcancgar tal objetivo, a proposta € responder a seguinte questio de pesquisa.
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Como elaborar uma SD subsidiada na TSD, para abordar alguns conceitos da Probabilidade e

Estatistica envolvendo problemas experimentais?
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 UMA BREVE REVISAO DA LITERATURA E AS DIFICULDADES DOS ESTUDAN-
TES NO APRENDIZADO DOS CONCEITOS ESTATISTICOS E PROBABILISTICOS

A Probabilidade e a Estatistica t€ém ganhado espaco dentre os conteidos que devem ser
ensinados na educagdo bdsica, como a Algebra, a Aritmética e a Geometria. Essa tematica tem
sido alvo de pesquisas em diversos paises devido sua relevancia no dmbito social e educacional.

Dentre as pesquisas que envolvem o Ensino de Probabilidade e Estatistica na Educacdo
Basica, encontra-se, conforme ja citado, o grupo GT12 em que os trabalhos realizados t€ém sido
bem elaborados conforme Meneghetti et al. (2011). Pesquisadores desse grupo se retinem para
dialogar sobre suas investigagdes, refletir sobre as agdes antes realizadas e planejar as agdes
futuras.

De acordo com Sama (2019), em seu estudo sobre os caminhos trilhados pelo GT12 nas
pesquisas brasileiras no periodo 2016 - 2018, foram identificados quatro focos de investigacao:
curriculo e livros didéticos; formacao de professores; estratégias didaticas; e processos avaliativos,
escalas de atitude e autoeficdcia. Em sua anélise, identificou a preocupac¢do dos pesquisadores
em relac@o a necessaria reflexao sobre o curriculo de Matemaética da Educagdo Bésica de forma
a alcancar os objetivos da aprendizagem dos conceitos de Estatistica previstos para este nivel de
ensino.

Em relacdo ao foco Processos avaliativos um aspecto avaliado diz respeito a presenca
de questdes com conceitos de Estatistica em provas como o Exame Nacional do Ensino Médio
(ENEM) e a Olimpiada Brasileira de Matemdtica (OBM). Segundo Sama (2019) estas:

apresentam poucas questdes com conceitos de Estatistica, as quais abordam, so-

bretudo, interpretagdo de graficos e resolucdo de célculos e raramente questdes
envolvendo a variabilidade e a interpretagdo dos conceitos (SAMA, 2019).

O estudo desses temas, principalmente probabilidade e estatistica (foco desse trabalho),
conforme Lopes (2008), torna-se indispensavel seja atualmente e em tempos futuros, concedendo
assim ao ensino de matemadtica, ndo somente o dominio dos nimeros, mas também a organizagao
dos dados, leitura de graficos e andlise estatisticas.

Assim, de acordo com a autora, incluir a estocdstica apenas como um tépico a mais a

ser estudado, enfatizando apenas a parte da estatistica descritiva, seus cdlculos e férmulas nio
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levardo o estudante ao desenvolvimento do pensamento probabilistico e estatistico, os quais
envolvem desde uma estratégia de resolugcdo de problemas a uma anélise sobre os resultados
obtidos.

Na década de 1980 j4 destacavam que a probabilidade e a estatistica deveriam ser
ensinadas para que todos os individuos pudessem dominar conhecimentos basicos dessa temdtica
para atuarem na sociedade (MENDOZA; SWIT, 2015). Hoje, as propostas curriculares de
matemadtica, em diversos paises, dedicam atengdo especial a esses temas, dos quais enfatizam
que o estudo dos mesmos € indispensavel para que as pessoas, conforme Lopes (2008), possam
analisar indices de custo de vida, escolher amostras e tomar decisdes em varias situagdes do
cotidiano. Além disso,

ao considerarmos o mundo em rapida mudanga como o que estamos vivendo,
€ imprescindivel o conhecimento da probabilidade de ocorréncia de aconteci-

mentos para agilizarmos a tomada de decisao e fazermos previsdes (LOPES,
2008).

Um dos conhecimentos de base para a compreensao do conceito de probabilidade esta
nos alunos apreender o acaso (imprevisibilidade) de um determinado evento, e da explicitacdo da
experiéncia aleatdria que vai gerar o evento do qual a probabilidade serd estudada (CABERLIM,
2015). Coutinho (2001) explicita os elementos que caracterizam um experimento aleatdrio e que

devem ser trabalhados com os alunos:

* Existéncia de um protocolo experimental, que permite a descri¢do completa das condicdes
para a realizacdo de um experimento, e consequentemente a sua reproducao com as mesmas

condig¢des, ou seja, garantia de reprodutibilidade;

* A identificacdo da imprevisibilidade, que impossibilita a determinacao do resultado final

do experimento, ou seja, acdo do acaso;

* A descri¢do com precisdo de um conjunto de resultados possiveis do experimento, a partir
de um protocolo experimental, ou seja, explicitacdo do espaco amostral.(COUTINHO,

2001).

Nas escolas, as atividades que envolvem probabilidade devem, de acordo com Bayer
et al. (2021), iniciar com atividades construtivistas de forma que o estudante tenha interesse e
curiosidade na resolu¢c@o dos problemas propostos os quais envolvem materiais concretos como

urnas, moedas, bolas, dados, que sdo formas eficazes que familiarizam o aluno com questdes
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envolvendo aleatoriedade de um experimento, eventos possiveis, impossiveis, provaveis, muito
provaveis, certos.

Coimbra (2021) investigou a aleatoriedade e a natureza probabilistica da medida indi-
vidual através de um jogo de dados de 20 faces, para dois jogadores de cardter competitivo; e
outro, colaborativo por equipes, usando moedas, ambos através da resolucdo de problemas de
acordo a TSD. Os resultados da autora mostraram a importancia do papel da experimentacao
em probabilidade, que leva a conclusdo de que a formagdo didética dos professores deve opor-
tunizar situacdes que evidenciem como realizar a andlise didética do conteudo, ndo apenas em
perspectivas tedricas ou procedimentais, o papel da mediacdo e da interacdo sao decisivos.

Uma das formas de abordar os conceitos probabilisticos e estatisticos se da através de
uma SD que, conforme Gondim (2013), estd intimamente ligada aos PCN, intitulados como
“projetos” e “atividades sequenciadas”. Diversas pesquisas foram realizadas utilizando as SD no
processo ensino e aprendizagem em probabilidade e estatistica na educagdo bdsica.

No trabalho encontrado em Junior et al. (2013), foi desenvolvido uma SD, aplicada
a uma turma do terceiro ano do Ensino Médio em duas escolas estaduais de Minas Gerais,
utilizando conceitos da Geometria e a ludicidade do jogo da roleta com o objetivo de possibilitar
aos alunos do Ensino Médio uma melhor apreensdo dos conceitos basicos da probabilidade.
Foi trabalhado o conceito de probabilidade frequentista articulada a conceitos geométricos
elementares, como comprimento da circunferéncia, na chamada “Probabilidade Geométrica”.

Para tal, utilizou-se o jogo da roleta para desenvolver nos alunos os conceitos iniciais de
probabilidade e para facilitar o seu entendimento. Para os autores, a utilizagdo de jogos em sala
de aula pode se tornar uma maneira eficaz de familiarizar o aluno com o mundo probabilistico. Os
resultados mostraram que a SD, embora acarrete mais trabalho ao professor, traz contribuicdes
no aprendizado dos conceitos de Probabilidade, os estudantes se envolvem e, com a utilizacdo de
jogos, sdo motivados e seu interesse despertado.

Em Neto (2014), sua dissertacao apresenta uma SD, desenvolvida em duas classes
do 3.° ano do Ensino Médio, com problemas que relacionam os principios elementares de
Combinatdria e Probabilidade aos conceitos basicos de Geometria Plana, Espacial e Analitica
com 0 objetivo principal sugerir aos professores de Matemdtica uma SD cujo propdsito é
promover uma revisao geral dos contetidos. A escolha dos tépicos Combinatéria e Probabilidade
aplicados em problemas geométricos, como eixos centrais da SD de revisdo, foi motivada pela

experiéncia pratica desenvolvida, em turmas do 2° ano dessa etapa de ensino.
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A avaliagdo realizada ao final da sequéncia registrou uma média superior a quase todas
as outras avaliacdes realizadas ao longo de dois anos de trabalho com essas turmas. Segundo
o0 autor, a aplicacdo desta SD despertou o interesse nos alunos bem como sua participa¢ao nas
atividades. Perguntas relevantes foram levantadas, algumas falhas de aprendizado foram sanadas
e conceitos relacionados a outros topicos foram assimilados com rapidez incomum.

No trabalho de Ritter e Bulegon (2021), teve por objetivo a elaboracdao de uma SD,
aplicada aos estudantes do segundo ano do Ensino Médio de uma escola de Santa Maria/RS, para
construir, nos alunos, no¢des iniciais de Probabilidade. A SD possui atividades que utilizam jogos
e videos que podem servir de estratégias para motivar e sensibilizar os alunos como também
auxilid-los a adquirir novos conhecimentos. Um dos jogos utilizado foi “Corrida de Cavalos”
onde os alunos apostam nos cavalos que julgam ter mais chance de vencer a corrida.

Para isso, langcam dois dados simultaneamente, sendo que o resultado da soma corres-
ponde ao cavalo que avanca uma casa. O objetivo do jogo € fazer com que os alunos reflitam
sobre as possibilidades que os cavalos t€ém de vencer a corrida. Neste trabalho € sugerido que o
professor utilize o video quiz “Futebol de domingo™ que relaciona a probabilidade de chover em
um dia de futebol.

Os resultados mostraram que a SD, explorando videos e jogos, evidenciou a compre-
ensdo dos alunos nos conceitos de probabilidade. Em relacdo ao video sugerido, percebeu-se
que os estudantes gostaram bastante do mesmo por se tratar de uma situagdo real de aplicacdo
do conceito de Probabilidade, mostrando-se interessados e prestando atencdo no seu contetdo.
Sobre o0 jogo, os estudantes perceberam que alguns cavalos avancavam mais porque algumas
somas tinham mais chance de serem obtidas do que outras.

De acordo Jones e Thornton (2005), diversas pesquisas foram realizadas das quais os
pesquisadores analisaram alguns elementos-chave para o curriculo de probabilidade, dentre eles:
o raciocinio combinatdrio e resolugdo de problemas, a percepcado de aleatoriedade, equivocos
de probabilidade, amostragem, inferéncia e simulacao. Os resultados mostram as dificuldades
encontradas pelos estudantes ao lidar com esses conceitos mesmo no ensino Superior.

A nogdo sobre aleatoriedade, aquilo que ocorre ao acaso, de forma imprevisivel, segundo
Batanero et al. (2005), tem sido problemadtica tanto para professores quanto aos alunos de todas
as idades. Em Silva (2021), professores t€ém apresentado equivocos quanto a aleatoriedade e
espacgos amostrais. Lopes (2008) ja afirmava sobre essas dificuldades procederem da formacdo

desses professores.
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Segundo Batanero e Sanchez (2005), o percentual de alunos que reconhecem distribui-
coes aleatorias pareceu diminuir com a idade. Muitos alunos tém raciocinado pela aplicacao da
heuristica de julgamento, isto €, ndo fazem uso de um raciocinio probabilistico ou de leis de
chances segundo os autores.

Conforme Bazerman e Moore (2012), a heuristica da representatividade, um tipo de
heuristica de julgamento é:

o julgamento por esteredtipo, onde as bases do julgamento sdo modelos mentais
de referéncia. [...] avaliam a probabilidade de ocorréncia de um evento através

da similaridade da mesma aos seus esteredtipos de acontecimentos semelhantes.
(BAZERMAN; MOORE, 2012).

Para o autor, em alguns casos quando sob controle, o uso dessa heuristica pode ser uma
boa aproximagdo preliminar, porém em outros casos, levam a equivoca. As heuristicas sdo uteis,
mas, por vezes, podem levar a erros severos e sisteméticos (TVERSKY A; KAHNEMANAH,
2018).

De acordo com Jones e Thornton (2005) em uma pesquisa com cerca de 3000 alunos
do ensino médio (01 a 16 anos) pesquisadores avaliaram o pensamento dos alunos em relacio a
alguns conceitos como: representacdes de aleatoriedade, espaco amostral, diagramas de arvore,
eventos compostos e independéncia. Descobriram-se que os alunos em todos os niveis tiveram
problemas de distin¢do entre distribui¢des aleatdrias e ndo aleatdrias e que eles ndo apreciavam
as caracteristicas de strings aleatdrias.

Concluiram-se também que a maioria dos alunos nao haviam atingido o estdgio opera-
cional formal de Piaget aos 16 anos e que mesmo a compreensao do jovem de 16 anos sobre
aleatoriedade era estritamente limitada.

No que se refere ao conceito de equiprobabilidade, ou, probabilidades iguais a priori,
os estudos também constataram que muitos estudantes que usam esse viés julgam os resultados
igualmente provaveis quando suas probabilidades nao sdo iguais (BATANERO; SANCHEZ,
2005). Este conceito, conforme Watson (2005), foi retido por pelo menos 50% dos assuntos que
o envolvia, independentemente do contexto, histérico ou género da pessoa.

Na pesquisa de Watson (2005), pesquisadores fizeram a pergunta “o que € mais provavel
no lancamento de um dado, 1 ou 6, ou sdo igualmente provavel?”, descobriram que embora
73% dos alunos da 6 série e 87% dos alunos da 9* série escolheram corretamente com a mesma
probabilidade, muitos desses estudantes nao conseguiram fornecer espontaneamente justificativas

mais elaboradas (WATSON, 2005).
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Com relacdo ao conceito de amostragem ! esta niio é apenas uma parte fundamental da
alfabetizacdo estatistica, mas € um elemento chave em desenvolver ideias associadas a inferéncia
estatistica 2. As informagdes sobre amostragem e pesquisas, aparecem em jornais e na televisio,
mas nem sempre sdo interpretados corretamente, mesmo no ensino médio (PFANNKUCH,
2005).

Conforme Watson (2005) um estudo foi realizado por pesquisadores envolvendo en-
trevistas de criancas da 6 série que estudaram probabilidade usando dados. Em um primeiro
momento, os estudantes foram solicitados a entrevistarem 50 estudantes (de uma populacao de
400) para estimar quantos deles visitariam uma cabine divertida em uma feira escolar.

Em um segundo momento eles foram questionados para pesquisar 50 (de 400) alunos
para estimar quantos meninos € meninas estavam a escola. Eles descobriram que estudantes
foram mais propensos a usarem métodos aleatdrios, tais como desenhar os nomes que aparecem
em bonés, para estimar o género, e usar métodos baseados em inferéncia, tais como preencher
planilhas de forma voluntaria ou fazer perguntas a amigos, no caso do estande divertido. Os
pesquisadores afirmaram que, ao pesquisar as opinides de uma populagdo, os alunos t€m di-
ficuldades em separar a opinido da pessoa e selecionam com base em uma opinido provavel
(WATSON, 2005).

Vérios autores concordam que a conceituacdo de probabilidade ndo se da de forma
unica e que existem diferentes abordagens (LOPES; SOUZA, 2016). Conforme Coutinho (2001),
o entendimento do conceito de probabilidade pode se dar a partir de duas abordagens: a cldssica
(Laplaciana) e frequentista. A definicdo cldssica surgiu através da resolucao de problemas
relacionados aos jogos de azar (BATANERO et al., 2021). A defini¢do atualmente e adotada nas
escolas é:

uma fragdo cujo numerador € o nimero de casos favordveis e cujo denominador
€ o nimero de todos os casos possiveis (BATANERO et al., 2021).

De acordo com Batanero er al. (2021) esta defini¢do foi considerada circular desde
a sua publicagdo, pois incluiu o termo “equiprovavel”; além disso, ele s6 pode ser aplicado a

experimentos com um numero finito de possibilidades, negligenciando um grande campo de

' ¢ 0 ato de analisar uma parte do evento observado com o intuito de saber como a populacio se comporta,

sem necessariamente analisar a populagdo como um todo. A versdo atual pode ser encontrada no enderego
https://pet-estatistica.github.io/site/download/posts/postIEOVA.html

um ramo da Estatistica cuja meta é fazer afirmacgdes a partir de um conjunto de valores representativo (amostra)
sobre um universo (populacdo). A versdo atual pode ser encontrada no endereco https://pt.wikipedia.org/wiki/
Infer%C3%A Ancia_estat%C3%ADstica


https://pet-estatistica.github.io/site/download/posts/postJEOVA.html
https://pt.wikipedia.org/wiki/Infer%C3%AAncia_estat%C3%ADstica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Infer%C3%AAncia_estat%C3%ADstica
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aplicagcdes onde essas suposi¢des ndo sdo validas. Por exemplo, para um dado, a chance de sair o
nimero 1 é 1/6, onde o numerador 1 representa a quantidade de casos favordveis e o 6 o niimero
de casos possivelis.

A abordagem frequentista surgiu nos estudos de tabela de vida no Reino Unido, onde a
coleta e andlise abundantes de dados mostraram uma estabiliza¢do ao longo do tempo de cada
evento para a frequéncia relativa (frequéncia que um determinado dado tem em relacdo ao todo )
(BATANERO et al., 2021). Nesta abordagem, por exemplo, se em muitos lancamentos de uma
moeda a frequéncia de caras observadas se aproximar de 1/2, entdo a probabilidade da sair cara
em um proximo lancamento serd de 1/2.

Coube a Jacques Bernoulli a obtencao da probabilidade sob a abordagem frequentista.
Ele deixou de lado os problemas relacionados aos jogos de azar destacando problemas na
determinacdo de probabilidade através da simples contagem. E assim,

J. Bernoulli propde a determinaco a posteriori da probabilidade de um evento
esperado, apds observacdo de um grande nimero de experiéncias semelhantes.
Para esta determinagfo seria suficiente, segundo Bernoulli, estimar a probabili-

dade deste evento pela frequéncia estabilizada, observada experimentalmente
(QUEIROZ, 2007).

Segundo Santana (2020), Bernoulli apresentou ao mundo um de seus principais traba-
lhos relacionados a Teoria da Probabilidade, a lei dos grandes nimeros, na qual afirma que a
probabilidade de ocorréncia de um acontecimento A, de uma experiéncia aleatdria, é associada a
frequéncia relativa com que esse acontecimento € observado.

De acordo com Batanero et al. (2021), existem poucos estudos que analisam especifica-
mente a relacdo entre as abordagens cldssica e frequentista, embora em algumas pesquisas os
autores tenham trabalhado essa ligagdo com pequenas amostras nas escolas.

Em um estudo encontrado em Batanero et al. (2021) foi analisado a compreensao de 130
futuros professores em relacdo a abordagem frequentista. Os resultados mostraram uma elevada
proporcao em que estes esperavam a convergéncia da frequéncia relativa para a probabilidade
em pequenas amostras, ou seja, um raciocinio por meio da heuristica de representatividade.

Outras dificuldades encontradas foram a incapacidades de futuros professores em esti-

mar a composi¢do de uma urna de Bernoulli ® por interpretarem erroneamente a variabilidade da

3 uma urna que contém bolas supostamente perfeitas, idénticas, com mesma possibilidade de serem sorteadas

num sorteio aleatdrio. Serve para representar abstratamente uma experiéncia aleatéria a duas saidas possiveis:
sucesso (bolas brancas) ou fracasso (bolas pretas).Coutinho (2001)
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amostragem ou demonstrarem o viés de equiprobabilidade, deixando de conectar as abordagens
cléssicas e frequentistas de probabilidade.

Ja no trabalho de Rodrigues (2007), utilizou-se a urna de Bernoulli com um modelo
fundamental no ensino de Probabilidade. Para a representag¢do concreta da urna foi usada uma
atividade denominada “Garrafa de Brousseau” #. que integrou uma sequéncia de ensino embasada
na TSD de Guy Brousseau. Os resultados mostraram que o conceito de probabilidade por um
modelo frequentista ja estava sendo utilizada pelos alunos ja na fase de validacdo da TSD, o que
facilitou a situacdo de institucionalizacdo por parte do professor.

As inferéncias, representacdes e interpretacdes que os alunos fazem em situagdes
probabilisticas que envolvem a defini¢ao clédssica e a abordagem frequéntista € influenciada,
segundo Sanchez e Valdez (2017) com as ideias de aleatoriedade, variabilidade e independéncia.
Para os autores, esses conceitos sdo cruciais no desenvolvimento do raciocinio probabilistico. Os
niveis de raciocinio sobre a variabilidade, caracterizados em seus estudos, tém sido consistentes
com alguns dos equivocos sobre este conceito em situagdes estatisticas ji identificadas na
literatura. A aplicacdo da heuristica de representatividade também tem contribuido para o ndo
favorecimento da independéncia.

Conforme Tarr e Lannin (2005), um estudo em relacao ao pensamento dos alunos do
ensino médio sobre a independéncia foi realizado com 618 alunos de 4* & 8" séries. Neste, foram
pedido aos alunos que determinassem qual evento era mais provavel: obter trés "caras"jogando
uma moeda trés vezes ou jogando trés moedas simultaneamente. 38% dos alunos do quarto ano e
30% do quinto ano do ensino fundamental, sem instru¢do prévia em probabilidade, responderam
que as probabilidades ndo eram iguais.

Os alunos em cada nivel de ensino acreditaram que a probabilidade de obter de trés caras,
jogando uma unica moeda trés vezes, era mais alta. Baseado em entrevistas de acompanhamento,
foram descobertos que os alunos abrigavam uma crenga generalizada de que os resultados de um
lancamento de moeda podem ser controlados pelo Individuo. Os pesquisadores concluiram que
tal crenca € incompativel com a no¢do de independéncia, visto que a probabilidade de obter uma
vantagem em cada tentativa permanece constante, isto €, 50%.

Equivocos semelhantes foram evidenciados na Avaliagdo Nacional dos EUA de Pro-

gresso Educacional em Matematica. Conforme Tarr e Lannin (2005) os alunos deveriam declarar

4 ¢ uma experiéncia concreta da urna de Bernoulli com o objetivo de transpor alguns obstdculos por ele observados

com relacdo a urna de Bernoulli, como por exemplo, a possibilidade do aluno querer contar as bolas, coisa que é
possivel na urna, mas que é impossivel na garrafa (RODRIGUES, 2007)
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o resultado mais provavel no préximo lance de uma moeda justa que obteve “CCCC” em quatro
tentativas sucessivas. Os resultados indicaram que apenas 47% dos alunos da sétima série seleci-
onaram a alternativa correta: cara e coroa sdo igualmente provaveis. Em outro estudo, usando
a mesma situacao, foi descoberto que apenas 70% dos alunos de graduagdo em um curso de
Matematica responderam corretamente.

Conforme Watson (2005), uma pesquisa foi realizada sobre a variabilidade em varios
experimentos aleatdrios . Foi pedido aos alunos da 5.7, 7.% € 9.” séries para prever a frequéncia
dos seis resultados possiveis quando um dado € lancado 60 vezes e para explicarem porque 0s
valores foram escolhidos.

Nas diferentes séries houve uma pequena alteragcdo entre 16% e 23% de estudantes
capazes de fornecerem uma variagdo apropriada em suas estimativas, uma explicacdo que menci-
onasse essa variabilidade, ou as duas coisas. Apds os testes enfatizarem uma variagdo na chance
de ocorréncia e nos dados obtidos, os estudantes da 7* e 9* séries tiveram um melhor desempenho
e explicagcdo que incluia men¢do de variacio, ou ambos. Depois das aulas enfatizando a variagdao
no acaso e dados, o desempenho desses alunos melhoraram (WATSON, 2005).

Embora os alunos provavelmente reconhecem que o mesmo resultado nao ocorre toda
vez que uma moeda ou dado € lancado, eles possuem pouca bagagem, na visdo de Watson (2005),
para descrever a variacdo real que existe ao longo de muitas tentativas (abordagem frequentista).
Portanto, diz o autor, pedir para estudantes criarem um conjunto de sequéncia de 50 langcamentos
de moedas nao € provdvel que mostre que os estudantes entendem a variagdo que ocorre entre
muitos conjuntos de 50 langamentos de moedas.

Muitos alunos, de acordo com Watson (2005), escolhem o nimero provével de resul-
tados “bem-sucedidos” (perto de 25 caras) ao determinar uma sequéncia de 50 resultados, o
que ndo € surpreendente pelo seu conhecimento em probabilidade. Para ter uma ideia melhor
da compreensdo dos alunos, perguntas sobre a distribuic@o de tentativas de 50 lancamentos de
moeda por cada um dos 50 alunos hipotéticos, devem ser questionados.

Para um bom entendimento das caracteristicas e diferencas entre as abordagens cldssica
e frequentista bem como a relacdo entre si, Batanero et al. (2021) aponta tal compreensdo requer
o conhecimento da Lei dos Grandes Numeros como também ideias de estocdsticas fundamentais
de aleatoriedade, variabilidade e independéncia.

Outro aspecto fundamental que pode contribuir na compreensdo da aleatoriedade e da

estabilizacdo de frequéncias, de acordo com Coutinho et al. (2020), € o uso das simulagdes
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computacionais (simulac¢@o)’. Essas proporcionam a oportunidade de observacgdo para amostras
maiores e envolvem um nimero suficientemente grande de repeti¢cdes do experimento aleatério
em problemas experimentais de probabilidade, o que nem sempre € possivel em ambientes esco-
lares tradicionais. Além disso, a simulag@o, conforme Pfannkuch (2005), facilita o entendimento
e a compreensdo dos alunos da complementaridade das abordagens cldssicas e frequentistas de
probabilidades.

Embora o uso da simulacdo favoreca o ensino de probabilidade e estatistica pode
ocorrer algumas dificuldades por parte dos alunos dependendo do tipo de software que se usa.
Na pesquisa realizada por, Batanero e Sanchez (2005), sobre o raciocinio e as crengas de nove
estudantes do Ensino Médio, a meta era identificar como os alunos percebem as diferentes etapas
do processo de simulacao. Os alunos tinham que compreender que o gerador de probabilidade
na simulacdo deveria corresponder a probabilidade dos resultados dados no problema real.

Segundo os autores, houve dificuldades na utilizacdo de um software que simulava uma
urna de Bernoulli, pelo fato dos alunos ndo terem familiaridade com a ferramenta. De forma

geral, os alunos pareceram aprender a probabilidade e gostaram da atividade sugerida.
2.2 A TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS

A teoria das situagdes didéticas (TSD) foi desenvolvida pelo pesquisador francés Guy
Brousseau que permite trabalhar uma interacao entre o aprendiz, o saber e o milieu. Conforme
Almouloud (2007), a teoria tem por finalidade caracterizar um processo de aprendizagem por
uma série de situacdes reprodutiveis, conduzindo frequentemente a modificacdo de um conjunto
de comportamentos dos alunos. Essa modificacao, para o autor, é caracteristica da aquisi¢io de
um determinado conjunto de conhecimentos, da presenca de uma aprendizagem significativa.

Segundo Brousseau (2006), os conhecimentos sdo aquilo que um ser humano coloca
mentalmente em funcionamento quando reage em circunstancias precisas. Uma parte desses
conhecimentos pode ser reformulada e traduzida como saber.

Os saberes sao formas culturais de conhecimentos que permitem a identificagdo,

a expressao e a institucionalizacdo dos conhecimentos espontaneos (BROUS-
SEAU, 2006)

A TSD tem como objeto central de estudo a situagao didatica na qual sdo identificadas

> um processo artificial de representar um fendmeno aleatdrio. A versio atual do pode ser encontrada no endereco

http://www.alea.pt/index.php?option=com_content&view=article&id=616&Itemid=1919&lang=pt


http://www.alea.pt/index.php?option=com_content&view=article&id=616&Itemid=1919&lang=pt
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as interacdes estabelecidas entre professor, aluno e saber, conforme a Figura 1.

Figura 1 — Relacao entre professor, aluno e saber.

Epistemuologia Relacio do aluno
do professor / \ com o saber

< — «»

Relagdo pedagegica

Fonte: adaptado de Almouloud (2007)

O papel do professor é fundamental, pois ele serd o responsavel por criar situacdes que
provocario nos alunos o interesse e, consequentemente, a aprendizagem. E importante que essas
situacoes seja aceite pelos alunos de forma que eles venham agir, interagir, refletir sobre elas.

Neste contexto, conforme Brousseau (2006), o milieu se torna parte importante do
processo, pois € o meio pelo qual o aluno vai interagir para a obteng¢ao de novos saberes. Este
milieu pode ser considerado como sendo um ambiente criado pelo proprio professor de forma
que tenha o controle para produzir uma aprendizagem, ele é dinamico e pode ir modificando a
medida que o professor faz perguntas e questionamentos.

De acordo com Almouloud (2007), a TSD apoia-se em trés hipdteses: A primeira infere
que o aluno aprende adaptando-se a um milieu que é fator de desequilibrio, contradigdes e
dificuldades. Esse saber, fruto da adaptacdo do aluno, manifesta-se pelas novas respostas, o que
prova a aprendizagem. A segunda supde que o milieu nao munido de inten¢des didaticas, torna
insuficiente para a aquisicdo de conhecimentos matemaéticos.

Desta forma, para que haja a intencionalidade didética, o professor deve criar e organizar
um milieu que desenvolvera situacdes suscetiveis que provocard aprendizagens. A terceira
compreende que esse milieu e essas situagdes devem engajar os saberes matematicos envolvidos
no processo de ensino e aprendizagens.

Além disso, quando os alunos exploram o milieu sem a interferéncia do professor, tem-
se uma situacdo adiddtica, uma parte essencial da situacdo didatica. Nesta, conforme Almouloud
(2007), a intencdo de ensinar ndo € revelada aos alunos, mas imaginada, planejada e construida
pelo professor para proporcionar condi¢des favoraveis ao novo saber que deseja ensinar.

Conforme Bittar (2017a), na situag@o adidatica, as acdes dos alunos ndo sao motivadas

pelo desejo de satisfazer a uma expectativa do professor, mas pelo desejo genuino de resolver
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o desafio/problema posto pela situacdo. Assim, o aluno realiza investigagcdes e é plenamente
corresponsavel pela constru¢cdo do seu conhecimento.

De acordo com Nunes e Nunes (2019), a TSD concebe um modelo que analisa o
processo de ensino e aprendizagem, bem como construir Sequéncias Didéticas. Tal modelo,
decompde-se em situacdes que potencializam um processo de investigacido em sala de aula. Nestas
situacoes, conforme Brousseau (2008), observa-se cinco fases: devolucao, acao, formulacgao,
validagdo e institucionalizagdo.

A primeira fase, devolugdo, é o ponto de partida, o momento em que o professor
apresenta o problema e explica as regras para resolvé-lo. E o ato pelo qual o professor faz com
que o aluno aceite a responsabilidade de uma situacao adidatica de aprendizagem (BROUSSEAU,
2008). No entanto, conforme Bittar (2017b), ao aceitar a situacdo, o aluno deve ter condi¢des
de comecar a pensar uma estratégia de resolucdo, caso contrario abandonard imediatamente o

problema e assim, “saird” da situagao.

a atividade proposta deve ser tal que o aluno consiga comecar a tentar resolvé-la,
mas nao consiga fazé-lo de imediato: o problema deve exigir, para sua resolucao,
o conhecimento a ser construido pelo aluno. O papel do pesquisador (ou do
professor) ao longo do trabalho dos alunos deve ser de mediador. (BITTAR,
2017b).

A segunda fase € a acdo, modelo implicito em que o aluno toma suas decisdes sem ter
consciéncia delas, ou seja, um modo operacional de seu conhecimento. Nesta fase, de acordo
com Azevedo (2008), o aluno nao precisa identificar, explicitar ou explicar o conhecimento, mas
exprime suas escolhas e decisdes pelas acdes sobre o meio, sem qualquer codigo linguistico.

Na terceira fase, formulagdo, os alunos vao apresentar o que fizeram na fase anterior.
Requer repertorios linguisticos para formular uma informagao ou um debate, ou seja, quando, na
resolugdo do problema, o aluno utiliza-se de um esquema de natureza mais tedrica € um raciocinio
mais elaborado. A quarta fase € a validacdo, em que os alunos vao testar suas estratégias contra
0 meio, isto &, verificardo se suas hipdteses sdo vidveis ou ndo, aqui a responsabilidade continua
do aluno.

Por fim, a quinta fase € a institucionalizacdo que conforme Rodrigues (2007), € a fase em
que o professor formaliza o conhecimento a ser ensinado. Nesta, o professor interfere diretamente
visando estabelecer um cardter de universalidade e objetividade do conhecimento. O docente
organiza a aprendizagem e avalia as produgdes dos alunos identificando o que foi aprendido

e 0 que precisa ser retomado, de modo a ampliar o conhecimento construido. Desta forma, o
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conhecimento novo produzido pelo aluno torna-se socialmente aceito (NUNES; NUNES, 2019)

De acordo com Nunes e Nunes (2019) as fases ac@o, formulacdo e validagao sao conside-
radas como situacao adidatica enquanto as fases devolucao e institucionalizacdo situagdo didética.
Conforme Teixeira e Passos (2013), o foco da TSD deve privilegiar os procedimentos adotados
nas situagdes de devolugao, de acdo, de formulacio, de validagdo e de institucionaliza¢do. Assim,
o professor, obedecendo aos procedimentos, ndo fornece, ele mesmo, a resposta, o que faz com
que o aluno participe efetivamente da elaboracido da cogni¢do. Desta maneira, conforme o autor,
o aluno podera desenvolver novos saberes com base em suas experiéncias pessoais, com sua

prépria interagdo com o0 meio.
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3 METODOLOGIA E PRE-ANALISE DAS ATIVIDADES DA SD

3.1 SEQUENCIA DIDATICA

Buscando desenvolver alguns conceitos da probabilidade e estatistica, foi elaborada
uma sequéncia didética (SD) baseada em um processo interativo de desenho e implementagdo
em conformidade a uma linha de pesquisa chamada Pesquisa Baseada em Design e, a sub-linha
conhecida como Sequéncia de Ensino-Aprendizagem (SEA).

Segundo Cavalcanti et al. (2018), a SD é compreendida como planejamento de ensino
elaborados por etapas, considerando os aspectos pedagdgicos relativos ao ensino e aprendizagem,
podendo ser uma maneira de minimizar a fragmentacao de contetidos. Desta forma, o desenho da
SD na perspectiva de incorporar a pesquisa em ensino pretende transcender o ensino transmissivo,
centrado no professor.

O termo SD foi introduzido nos anos 2000, denotando a relacao entre os conhecimentos
epistemologico e pedagdgico, tendo como uma caracteristica a elaboracao de uma sequéncia
orientada nas dificuldades de ensino e aprendizagem relatadas na literatura, em confronto com a
realidade local da sala de aula (MEHEUT; PSILLOS, 2004).

Do ponto de vista de Meheut e Psillos (2004), algumas abordagens podem ser adotadas
no planejamento da SD e, assim, propde um modelo, figura 2, chamado Losango didético que
define quatro elementos bdsicos: professor, aluno, mundo material e conhecimento cientifico que
se relacionam entre si. Observa-se neste modelo o envolvimento de duas dimensdes da qual a

SD estard envolvida: a dimensdo epistémica e a dimensdo pedagdgica.
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Figura 2 — Losango didatico.

Conhecimento cientifico

dimznsdo pedagdgica

Professor Aluno

Mundo Material

Fonte: adaptado de meheut (2005)

Na dimensao epistémica, de acordo com Kneubil e Pietrocola (2017), sdo relacionados
os contetdos cientificos da SD, os problemas oriundos do mundo material que fundamentaram a
prética cientifica e o contexto histdérico. Considera ainda os processos de elaboracio, os métodos
e a validacdo do conhecimento cientifico e sua significacdo com o mundo real.

Na dimensao pedagdgica € considerado os aspectos relacionados ao papel do professor,
as interacoes entre professor-aluno e aluno-aluno, bem como as restrigcdes do préprio funcio-
namento da instituicdo de ensino através programas, cronogramas, dentre outros (KNEUBIL;
PIETROCOLA, 2017).

Os autores enfatizam que no processo de design varias questdes emergem sobre as
situacdes de ensino-aprendizagem. Essas questdes sao importantes, pois motivam a pesquisa e

geram resultados que fazem parte de conhecimentos pertencentes a dimensao didatica.

3.2 PESQUISA BASEADA EM DESIGN

As pesquisas baseadas em design, de acordo com Kneubil e Pietrocola (2017), sdo
uma tendéncia que surgiu na década de 1990, para o desenvolvimento de uma metodologia
intervencionista. Segundo Costa e Poloni (2011), embora nao tenham sido propostas para analisar
especificamente o conhecimento matemadtico, foram aplicadas também para esse fim.

A pesquisa baseada em design € definida como uma metodologia de pesquisa capaz
de associar a perspectiva tedrica as aplicacdes educacionais praticas, sendo uma metodologia

importante para a compreensao de como, quando e por que inovagdes educacionais funcionam
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(ou ndo) na pratica (DBR-COLLECTIVE, 2003). Kneubil e Pietrocola (2017) apontam que a
pesquisa baseada em design pode ser uma espécie de teoria sobre a metodologia, e organiza de
maneira coerente o processo de levar a sala de aula uma inovagdo curricular e/ou pedagdgica.

Sendo uma teoria sobre a metodologia, a pesquisa baseada em design presume uma
andlise tanto sobre o processo quanto o produto final (KNEUBIL; PIETROCOLA, 2017).
Escolher essa linha para o desenvolvimento de algum produto, neste caso a SD, significou
aprender sobre o processo e produzir, simultinea e consequentemente, o conhecimento.

Um conjunto de pesquisas na drea de ensino de ci€éncias, conforme Pessanha e Pietrocola
(2016), tomou esta linha teérico-metodoldgica de modo a planejar, aplicar e avaliar as SD visando
o ensino-aprendizagem de topicos especificos. Os conjuntos de atividades desenvolvidos foram
chamados de SEA (MEHEUT; PSILLOS, 2004) . Concordamos com Cavalcanti et al. (2018),
quando os autores definem que a SEA € uma escolha tedrica para a elaboragao de sequéncias
didéticas segundo a qual uma SD deve ser constituida por atividades que enfatizem a integracao
entre o curriculo, o desenvolvimento de habilidades e a constru¢cdo de conhecimentos dos alunos,
de modo a aperfeicoar o processo de ensino e aprendizagem.

Para Pessanha (2014), um ponto em comum entre alguns dos estudos nas linhas pesqui-
sas baseadas em design e os estudos em SEA, € o fato de envolverem um processo interativo
em que hd uma SD bem definida, cujas etapas se sucedem de forma ciclica com o propdsito de
alcancar uma estabilidade condizente com os objetivos de aprendizagem que se pretende e com
os resultados de investigacao. Na Figura 3 € mostrada essa interacdo de desenho e implementagao
de SD.

Figura 3 — Representacio do processo interativo entre o desenho e a implementacio de SD.

[Desenho de uma SD}

piloto

Redesenho da SD

t:>[ Implementacio ]l::> [ Andlise ]IZD[Ref%;nggéo]

Fonte: adaptado de Pessanha (2014)

Como podemos observar na Figura 3, uma SD € inicialmente desenhada, gerando uma

versao piloto a ser implementada com os alunos. Apds essa implementacdo, com base nos
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resultados de aprendizagem observados, uma andlise € realizada e, essa etapa terd implicacdes
que levardo a reformulacdo da SD. A sequéncia, uma vez reformulada, seguird o processo ciclico
de (re)implementacdes e redesenhos (PESSANHA, 2014).

Esse processo interativo permite o estudo sobre os processos € vai ao encontro de
algumas das intencdes desta pesquisa sobre o ensino e aprendizagem de conceitos probabilisticos
e estatisticos. O presente trabalho envolveu o desenho, implementacgdes e reformulacdes de uma

SD, com a profundidade que as contingé€ncias que nosso contexto de aplicagdo permitiu.

3.3 INTERVENCAO

Este trabalho teve como ambiente uma escola publica do municipio de Trés Ranchos,
no estado de Goids. Contou com a participagdo de 16 alunos, 7 do sexo feminino e 9 do sexo
masculino. A sequéncia se estendeu ao longo de um bimestre letivo de uma turma regular de
terceiro ano do Ensino Médio. Os procedimentos de ética em pesquisa foram cuidadosamente
respeitados, o termo de consentimento, assinado pelos responsdveis, consta no Apéndice A.

O enfoque desta pesquisa € qualitativo. De acordo com Bogdan e Biklen (1994), nesse
enfoque, os dados coletados através de registros escritos solicitados aos alunos e gravacdes em
dudio e video sdo analisados em toda sua riqueza. Neste trabalho, foram coletados dudios e
os registros escritos pelos alunos, seus esquemas e representagdes que por meio da TSD foi

elaborado a SD.

3.4 ELABORACAO DA PROPOSTA DE INTERVENCAO

A proposta foi desenvolvida a partir do tema abordado, baseada na TSD e na meto-
dologia em design na qual associa teoria e aplicagdes educacionais praticas. Inicialmente um
estudo piloto foi implementado, abordando somente a situagdo das moedas fisicas pelo fato da
pandemia do (Covid-19) e também pelo intuito de testarmos o experimento e as ferramentas de
modo a antever os resultados, como seria as fases da TSD nessa situac@o e o que poderia ser
melhorado e aprimorado.

O objetivo era, nesta mesma turma, dar continuidade com as demais situagdes no ano
seguinte, no entanto, o contrato com a institui¢ao foi encerrado. Desta forma, a proposta deste
trabalho foi iniciada e concluida em outra turma de outra escola da regido.

Os registros do estudo piloto ajudaram na constru¢do da SD e contribuiram nas pré
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- andlises da SD final que consta no capitulo de resultados. Na SD final, perguntas centrais
foram adicionadas e direcionadas para averiguacdo do desenvolvimento ao longo do processo e
maior aprendizado dos conceitos envolvidos, frente as fases da TSD. Por fim, um questionério
foi aplicado com inten¢do de verificarmos o aprendizado dos conceitos envolvidos na SD. A
proposta foi estruturada em 5 encontros, integralizando 09 aulas de 50 minutos. Cada um deles é

composto de uma situagao que perpassa as fases da TSD.
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4 RESULTADOS

Este capitulo apresenta os resultados desta pesquisa com as andlises e discussoOes da
qual se produziu a SD, o questionério e o produto final deste trabalho. Para tanto, foi dividido
em quatro se¢des: A secdo 4.1 apresenta resumidamente o Produto Final. A secdo 4.2, o estudo
piloto com os resultados referente a uma tnica situacdo, do lancamento das moedas. A secdo 4.3,

a analise a priori das situacOes embasadas na TSD e a se¢do 4.4, a analise do estudo final.

4.1 PRODUTO FINAL

Procurando alcancgar o objetivo deste trabalho, como também responder a questdo da
pesquisa, foi elaborado uma SD, composta por 4 atividades, organizadas no produto educacional
intitulado Ensino de Probabilidade e Estatistica através de Experimentos' que perpassam as
fases da TSD. Nao foi possivel, devido ao tempo, as (re)implementagdes e redesenho da SD,

ficando assim, para um préximo momento, aprimor4-lo.

4.2 ESTUDO PILOTO

Nesta secdo, sdo apresentados os resultados referentes a aplicagdo da Situagdo 1, ocor-
rida em dezembro de 2021, junto a 24 alunos das turmas de segundo ano do Ensino Médio em
uma escola publica do Estado de Goids. Vale observar que os alunos ja haviam vivenciado um
contato com o cdlculo de probabilidades anteriormente.

Para a realizag@o da situacdo (T1), a turma foi dividida em 5 grupos, a critério dos
alunos. O experimento foi realizado em uma tnica aula e repetido 3 vezes. A fase de devolugao
da TSD € a proposic¢do das tarefas, em forma de pergunta. Antes de iniciar a execugao pratica,
a discussd@ao com o conjunto dos estudantes foi desencadeada pelo professor, perguntando a
previsao do que sairia (quantas caras e coroas). Algumas respostas foram “meio a meio”, como

também “50 caras e 50 coroas”. enquanto outras como:

Ep4: eu ndo sei, mas acho que vai sair mais caras.

Ap6s realizado o primeiro lancamento, os alunos notaram que o resultado ndo saiu

conforme acreditavam. O pesquisador pediu para que alguém dos grupos fizesse os registros em

' Este produto est4 disponivel na plataforma educapes, http://educapes.capes.gov.br/handle/capes/736478


http://educapes.capes.gov.br/handle/capes/736478
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uma folha de papel para cada lancamento. Ao repetir o experimento, alguns ainda acreditavam
que dessa vez sairia "meio a meio", resultado também observado por Caberlim (2015), ja outros
afirmaram que tanto poderia sair ou nao.

Ao serem indagados pelo professor sobre a repeticdo do experimento e a obtencao dos
mesmos resultados (ou, a ndo-obtencao de 50% de caras), um aluno insiste:

Ep2: depende, se eu jogar forte para cima pode ser que saia meio
a meio.

Isto confirma a heuristica de julgamento, onde os alunos ndo usam um raciocinio
probabilistico. Neste momento, o pesquisador pediu entdo que o proprio aluno jogasse da forma
como queria para que pudesse observar a aleatoriedade.

O resultado, no segundo lancamento, mostrou 42 caras e 58 coroas, que diferiu do
primeiro lancamento. Ap6és a realizagdo do segundo lancamento das moedas, o pesquisador
compartilhou os resultados dos demais grupos, proporcionando assim uma interacdo entre
professor-aluno e aluno-aluno, que sao aspectos da dimensao pedagdgica do losango didatico.
Nesta interacdo foi possivel observar em alguns alunos, fase da formulag¢do, argumentos mais
bem elaborados para um préximo langamento, por exemplo, a afirmacao de uma aluna:

Ep3: nem sempre vai dar meio a meio, pode sair cara, mas também
pode sair coroa.

A fase de validagdo esteve presente no momento em que os alunos compararam os
resultados diferentes entre os grupos, bem como a forma com que cada um registrou os dados,
confirmando suas hipdteses. Dos cinco grupos, trés utilizaram tabelas para representar os dados,
enquanto os demais recorreram a outras representagdes como na Figura 4. Esse tipo de anotagdo
ndo esquemadtica, dificultou a visualizagdo dos dados e sua associagdo aos conceitos como a

variabilidade, aleatoriedade e a aproximacao das abordagens cléssica e frequentista.

Figura 4 — Representacao dos dados pelos alunos.
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Figura 5 — Representacao dos dados em forma de tabela.

Sl° A 51(‘;"") ’1‘1 (.me)
j-l&m_._‘iﬂmm. ) 58(1,“, ;I

-ji&mmtn; 38 (sana ) e ")
BAAR 45y j%m

Fonte: o autor

A Figura 5 mostra a organizacdo dos dados através de uma tabela feita por um dos
grupos, o que facilitou na compreensao da aleatoriedade e variabilidade apds os trés lancamentos
das moedas. A forma com que os alunos organizaram os dados, conforme mostrado na Figura 5,
possibilitou registrar também, por eles mesmos, ainda que ndo tenha sido pedido, a soma dos
ndmeros de caras e coroas, permitindo assim a visualiza¢do da aproximacao entre as quantidades,
porém ndo explicito por parte dos alunos.

Na fase da institucionalizag¢do o professor reuniu as ideias dos alunos, explicando sobre
o conceito de aleatoriedade no lancamento das moedas, que torcer para sair uma quantidade de
“caras” ou “coroas”, nao influencia nos resultados, o que foi comprovado pelos registros e dados
coletados pelos proprios alunos. Foi frisado também a importancia de repetir muitas vezes o
experimento para melhor clareza e para a compreensao da probabilidade frequentista.

Quanto ao langcamento de uma moeda honesta, nao havia dividas nos alunos quanto ao
conceito de equiprobabilidade, no entanto, em relagdo as 100 moedas lancadas simultaneamente,
eles ndo a afirmaram de imediato. Na medida em que se repetia o experimento, € os dados eram
coletados, houve a percep¢ao desse conceito apds o cdlculo das médias.

Apos as trés repeticdes do experimento o pesquisador indagou os alunos sobre o que
ocorreria, com as quantidades de faces da moeda, se eles continuassem a repetir o experimento.
Alguns disseram “ndo tem como saber exato se vai sair mais caras ou coroas’, indicando assim a
percepcdo do fendmeno aleatdrio e da imprevisibilidade que é um dos conhecimentos bdsicos
que Caberlim (2015) afirma para a compreensdo do conceito de probabilidade. Outra aluna

respondeu:

Epl:Eu acho que vai aproximando da metade, mas que tem hora
que vai dar meio a meio.

Indicando assim uma percepcao da conexdo entre a abordagem cléssica e frequentista.
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Os resultados aqui apresentados sdo preliminares, em relagdo a uma unica situacgao,

devido o tempo e as condi¢des que todos se encontravam no periodo da pandemia.
4.3 ANALISE A PRIORI DAS SITUACOES DA SD

Esta secdo apresenta uma andlise a priori das situacdes da SD que se passam pelas fases
da TSD.
No desenvolvimento deste trabalho, foi elaborada uma SD baseada em diversas ativida-

des das quais cada uma passou pelas fases da TSD. O Quadro 2 mostra estas atividades.

Quadro 2 - Situacoes seguindo as fases da TSD.

Situacoes Atividades
Al1. Ao lancar 82 moedas de 10 centavos simultaneamente sob um piso,
quantas "caras"e "coroas"sairdo? Repita o experimento ao menos trés
vezes e registre os dados em uma tabela.
A12. Ao langar uma moeda 1000 vezes em um software de simulacio,
quantas'caras"e "coroas"sairdo? Repita o experimento
dez vezes e registre os dados em uma tabela
A2. Um saco opaco contém 30 bolinhas nas cores brancas e amarelas. Retire
5 bolinhas deste saco, sem constatar a cor, coloque dentro de uma garrafa
fechando o gargalo com material transparente. Ao entornar a garrafa, uma
Situacio 2 (urna de Bernoulli) tampinha aparece e a cor pode ser observada e anotada em uma tabela. Assim,
qual a propor¢ao do nimero de bolinhas brancas e amarelas na garrafa? Qual é
a chance de sair uma bolinha branca no gargalo da garrafa?
E de uma bolinha amarela?
A3. Qual a propor¢do de meninos e meninas de uma determinada sala de
aula de seu colégio? Para fazer isso, anote o nimero de meninos € meninas
Situacao 3 (proporcio de alunos) | entre os 5 alunos que saem (ou entrem) da sala apds a sirene da
escola. Repita o experimento 3 vezes. Esse experimento
¢ equivalente ao da atividade da urna? Justifique!
Situacao 4 (Tarefas) A4. Lista de Atividades

Fonte: o autor

Situacao 1 (lancar moedas)

Conforme o Quadro 2, em cada situacdo € feita uma pergunta de forma explicita aos
alunos. Esse momento, em que o professor apresenta o problema, as regras, a pergunta, € a fase
de devolugdo. E um momento em que os alunos se envolverdo entre si, com o professor, com o
problema, os elementos que compdem o Losango didatico.

Na Situagdo 1, o experimento da primeira atividade (A11) serd com moedas fisicas,
enquanto na atividade (A12), com moedas virtuais por meio do software * de simulacdo do qual
mostrard a lei dos grandes nlimeros como também a aproximacao da abordagem cldssica com a
frequentista.

A partir do momento em que os alunos come¢am a atuar sobre as situagdes, tabular

seus resultados e fazerem previsdes, inicia-se a fase da Acao. Em seguida, na fase Formulagdo,

2 A versio atual pode ser encontrada no endereco http:/digfir-published. macmillanusa.com/stats_applet/stats_

applet_10_prob.html


http://digfir-published.macmillanusa.com/stats_applet/stats_applet_10_prob.html
http://digfir-published.macmillanusa.com/stats_applet/stats_applet_10_prob.html
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os alunos vao apresentar o que fizeram utilizando um raciocinio mais elaborado. Na fase da
validacdo, os alunos verificam suas hipéteses e comparam com os resultados dos demais colegas.
Nesta, os raciocinios s@o justapostos e comparados.

Na dltima fase da TSD, a institucionalizacdo, o conhecimento pessoal do aluno sera
articulado ao conhecimento institucional. Nessa fase, conforme Rotondo et al. (2021), o professor
reune as ideias e resume 0s pontos principais das estratégias exploradas pelos alunos. Nesse
momento ocorrerd o envolvimento das dimensdes epistémica e pedagdgica.

Na institucionalizacdo, os conceitos de probabilidade e estatistica serdo formalizados.
E esperado que o professor verifique o que os alunos fizeram ou nio, o que aprenderam ou
ainda precisam aprender, por exemplo, se houve a percepcao dos conceitos de: aleatoriedade,
dos fendmenos independentes e dependentes, da equiprobabilidade, variabilidade e da conexdo
entre abordagem cléssica e frequentista, ndo somente nesta situagdo, mas em todas as demais
(AZEVEDO, 2008). O professor, considerando o que o aluno ainda ndo aprendeu, identificard o

que foi feito e o que deixou de fazer na resolucdo das atividades.
4.3.1 Situagdo 1 - Langamento das moedas fisicas e virtuais

A atividade proposta trata-se de um experimento com moedas fisicas e virtuais em
uma sala de aula, baseada nas fases da Teoria das Situacdes Didaticas, em que duas atividades
experimentais sdo apresentadas e os estudantes as resolve. Inicialmente, o professor propds aos
estudantes que formassem grupos com base em um sorteio, por exemplo, pela lista da frequéncia
da turma. Este grupo permaneceu em todas as situagdes. Apds a formagdo dos grupos, o professor
passou um video * que apresentou exemplos de experimento aleatérios e ndo aleatdrios para
facilitar na compreensao das atividades.

Em um primeiro momento os estudantes realizaram o experimento das moedas fisicas
(A11), e posteriormente responderam as perguntas centrais, relacionadas a atividade em questao.
Em um segundo momento, realizaram o experimento com as moedas virtuais de um simulador
(A12), como uma extensdo da primeira atividade. Em seguida, os estudantes responderam as
perguntas centrais dessa atividade.

Foi necessério, em todas as situacdes (1 a 4), que os estudantes argumentassem, questio-
nassem e discutissem sobre suas hipdteses como também o professor realizasse uma mediacao a

partir desses questionamentos e hipdteses, conduzindo a passagem da linguagem cotidiana para

3 Disponivel no endereco https://www.youtube.com/watch?v=KnXK3i448xg&t=51s


https://www.youtube.com/watch?v=KnXK3i448xg&t=51s
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a cientifica.

O objetivo da atividade consistiu em fazer com que os estudantes compreendam a
aleatoriedade, espaco amostral e a medida que o experimento € repetido, o numero de caras e
coroas, em média, cada vez mais se aproximam de 50.

A situacdo 1 consistiu em duas atividades experimentais. A primeira (Al11) do lan-
camento das moedas fisicas, e a segunda (A12) do lancamento das moedas virtuais, ambas
juntamente com suas perguntas centrais (Pi) para cada atividade, conforme descrito a seguir:

A1l. Ao lancar 82 moedas de 10 centavos simultaneamente sob um piso, quantas
“‘caras” e ‘“‘coroas” sairdo? Repita o experimento ao menos trés vezes e registre os dados em
uma tabela.

P1 - E se lancarmos 83 moedas de 10 centavos simultaneamente, o que ocorreria?

P2 — O que ocorreria se, ao invés do lancamento de 82 moedas, fosse 82 lancamentos
de uma tnica moeda?

A12. Ao lancar uma moeda 1000 vezes em um software de simula¢do, quantas
caras e coroas sairao? Repita o experimento dez vezes e registre os dados em uma tabela.

P2 — E se lancarmos 1001 vezes o que ocorreria?

P3 — Qual a relacao da Atividade Experimental 1 e da Atividade Experimental 2?

P4 — Lancar uma vez mil moedas é equivalente ao experimento langcar mil moedas
simultaneamente?

P5 — Qual a sua conclusdo nestes dois experimentos?

Os conceitos - chaves para a situagdo 1 foram. Aleatoriedade, Espaco Amostral e
Probabilidade Frequentista.

A solugdo para a situacdo 1 € que nao € possivel prever a quantidade de caras e coroas, no
entanto, a medida que se aumenta o nimero de repeti¢des do experimento, haverd uma tendéncia,
em média, de 50 % caras e 50% coroas. Assim, os alunos tiveram que calcular explicitamente
a média para perceber essa aproximacao. Exemplo: Consideremos que no langcamento das 82
moedas duas vezes tenha saido:
1° langamento: 50 caras e 32 coroas
2° lancamento: 36 caras e 46 coroas

O calculo da média seria:
» Média de caras: (50 + 36)/2 = 43

» Média de coroas: (32 + 42)/2 = 39
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Quanto mais lancamentos ocorrerem, melhor a média aproximara de 50% caras e 50%

coroas, isto €, neste caso, 41 caras e 41 coroas. Nos Quadros 3 e 4, sdo apresentadas as fases da

TSD para a situacdo das moedas fisicas e virtuais.

Quadro 3 - Fases da situacao com moedas fisicas.

Fases Papel do professor Papel do aluno Milieu
< Apresentar o problema das moedas e . Conjunto de moedas
Devolugao . . - Escutar a proposta e tomar o problema para si - R
manter o estudante envolvido na situagao e as questdes organizadas
- . Elaborar esquemas ou estratégias < <
Acido Observar e mediar quema . °g Exploracao das questdes
para a resolucédo da situacdo
- . . - Apresentar as estratégias e procedimentos . <
Formulagao Coordenar e mediar as discussoes P € P Discussdo aberta
adotados
. Verificar se as estratégias utilizadas sdo
R Escutar, Mediar e propor que os estudantes . . . - .
Validagao vidveis ou se precisam de outra(s) Discussdo guiada
troquem seus resultados .
estratégia(s)
Reunir as ideias dos estudantes e resumir
Institucionalizagio S - Escutar e refletir -
os pontos principais das estratégias exploradas
pelos estudantes.
Quadro 4 — Fases da situacio com moedas virtuais.
Fases Papel do professor Papel do aluno Milieu
Apresentar o problema com o C .
= . . Exposicdo virtual do
Devolucdo simulador e manter o estudante Aceitar o problema como sendo seu .
. . - simulador de moedas
envolvido na situagdo
. Elaborar esquemas ou estratégias Exploragdo das
Acdo Observar e mediar q ~ . ~g P 9~
para a resolucdo da situa¢do questdes
~ . . - Apresentar as estratégias e . <
Formulagao Coordenar e mediar as discussdes P . g Discussdo aberta
procedimentos adotados
Verificar se as estratégias
o Escutar, Mediar e propor que os utilizadas sdo vidveis . - .
Validagdo propor q . Discussdo guiada
estudantes troquem seus resultados ou se precisam de
outra(s) estratégia(s)
Reunir as ideias dos estudantes
Institucionalizacdo € resumir os pontos Escutar e refletir Conhecimento institucionalizado
principais das estratégias exploradas pelos estudantes.

4.3.2 Situagdo 2 - Urna de Bernoulli

A atividade proposta trata-se de um experimento com bolinhas de gude e garrafas pet

baseada nas fases da Teoria das Situacdes Diddticas, em que uma atividade experimental €
apresentada e os estudantes deverdo resolver. Inicialmente, o professor entrega para cada grupo
um saco preto contendo 30 bolinhas (brancas e amarelas), uma garrafa pet ndo transparente,
um pedaco de plastico transparente € um barbante. Os alunos construiram, sob media¢ao do
professor, a urna com as garrafas.

O professor permite que os alunos tentem, inicialmente, estimar a propor¢do de bolinhas
brancas e amarelas. Apds diversas tentativas, o professor propde essa atividade com algumas
regras para que assim, os estudantes possam resolver a A2, como também responder as perguntas

centrais. A seguir, a atividade:
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A2. Um saco opaco contém 30 bolinhas nas cores brancas e amarelas. Retire 5
bolinhas deste saco, sem constatar a cor, coloque dentro de uma garrafa fechando o gargalo
com material transparente. Ao entornar a garrafa, uma tampinha aparece e a cor pode
ser observada e anotada em uma tabela. Assim, qual a propor¢ao do niimero de bolinhas
brancas e amarelas na garrafa? Qual é a chance de sair uma bolinha branca no gargalo da
garrafa? E de uma bolinha amarela?

O objetivo dessa atividade consiste na construgdo do conceito de probabilidade por meio
de um modelo concreto da urna de Bernoulli, estimando a propor¢do de bolas brancas e amarelas
de uma urna para a compreensao da probabilidade classica, frequentista, da aleatoriedade e de
eventos independentes.

Para a A2 € entregue ao aluno as regras para sua resolucao:

a) Faca 10 sorteios sucessivos e anote as respectivas cores das bolinhas que aparecerao
no gargalo da garrafa. Anote os dados em uma folha de caderno. Use (B) para branca e (A) para
amarela;

b) E permitido somente olhar as bolinhas uma a uma pelo gargalo transparente da

garrafa;

c¢) Repita o experimento ao menos 4 vezes;

d) Registre o total de bolas brancas e amarelas em cada sorteio;

e) Calcule a média das quantidades de bolas brancas e amarelas;

f) Responda as perguntas da Atividade Experimental;

Ap06s o processo de resolucdo da A2, o professor faz as perguntas centrais descritas a
seguir:

P1 — Saiu qual cor no primeiro sorteio? Tem outra cor?

P2 — Se entornar novamente saira qual cor?

P3 — Existe correlag@o entre um sorteio (uma entornada) e um préximo sorteio (entor-
nada)? Justifique!

P4 - E possivel saber a propor¢do do nimero de bolinhas brancas e amarelas sem repetir
o experimento? Justifique!

Os conceitos-chave para a A2 foram: aleatoriedade, equiprobabilidade, probabilidade
frequentista, probabilidade cldssica, proporcao e eventos independentes. O Quadro 5 a seguir
consta as fases da TSD que foram aplicadas na situacgdo 2.

A solucio para a situag@o da urna € a ndo possibilidade de prever a propor¢do de bolas
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Quadro 5 — Fases da situacio com a urna de Bernoulli.

Fases Papel do professor Papel do aluno Milieu
Apresentar o problema da urna e manter

Devolugao . . N Escultar e aceitar a proposta apresentada Garrafa com as bolinhas
o estudante envolvido na situagio
R . Elaborar esquemas ou estratégias - <
Acdo Observar e mediar q - . ~g Exploragdo das questdes e regras
para a resolucdo da situagdo
= . . - Apresentar as estratégias e . <
Formulagao Coordenar e mediar as discussodes P £ Discussdo aberta

procedimentos adotados
Verificar se as estratégias utilizadas
Validacao Escutar e Mediar sdo vidveis ou se precisam de Discussdo guiada
outra(s) estratégia(s)

Reunir as ideias dos estudantes e resumir
Institucionaliza¢do os pontos principais das estratégias Escutar e refletir Conhecimento institucionalizado
exploradas pelos estudantes.

brancas e amarelas de imediato, no entanto, a medida em que se aumenta o nimero de repeti¢des

do experimento, haverda uma proporcao de bolas brancas e amarelas.

4.3.3 Situagdo 3 - Proporcao de alunos numa sala

A atividade proposta trata-se de um experimento em que os estudantes indicam a
proporcdo de meninos € meninas em uma sala de aula com base nos registros da saida (ou
entrada) de alguns estudantes dessa sala; bem como relacionar este experimento com o anterior,
da urna (garrafa com bolinhas). Essa atividade seguiu as fases da Teoria das Situa¢des Didaticas.
Inicialmente, o professor entregou para cada grupo a Atividade (A3) impressa e permitiu que os
alunos tentassem estimar a propor¢do de meninos € meninas sem repetir o experimento. A seguir
a Atividade:

A3: Qual a proporcao de meninos e meninas de uma determinada sala de aula
de seu colégio? Para fazer isso, anote o nimero de meninos e meninas entre os 5 alunos
que saem (ou entrem) da sala apés a sirene da escola. Repita o experimento 3 vezes. Esse
experimento é equivalente ao da atividade da urna? Justifique!

Ap6s diversas tentativas, o professor propds essa atividade com algumas regras para
que assim, os estudantes pudessem resolvé-la como também responder as perguntas centrais.
Seguem as regras entregue aos alunos com as perguntas centrais:

a) Anote o nimero de meninos € meninas entre os 5 alunos, que sai (ou entra) de uma
sala de aula ap6s a sirene da escola;

b) Repita o experimento 3 vezes;

¢) Com os dados anotados, calcule a média das quantidades de meninos e meninas
registrados;

d) Responda as perguntas da Atividade Experimental 03.
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Perguntas Centrais:

P1 — Sem repetir o experimento € possivel estimar quantos meninos e meninas hé na
sala de aula? Justifique!

P2 — A saida de um estudante depende da saida anterior de outro estudante? Justifique!

P3 — Se associarmos as bolinhas brancas, do experimento da urna, ao niimero de meninas
e as bolinhas amarelas ao nimero de meninos, os resultados obtidos no sorteio das bolinhas pode
substituir a experiéncia real de observacido dos meninos € meninas na sala de aula? Justifique!

P4 — Como vocé poderia propor a representacdo de uma urna de Bernoulli para repre-
sentar as duas experiéncias, “saida da sala” e “bolinhas na garrafa™?

Os conceitos chave para a A3 foram: aleatoriedade, equiprobabilidade, probabilidade
frequentista, propor¢do e eventos independentes. O Quadro 6 a seguir consta as fases da TSD
para a situacdo da propor¢ao de alunos em sala de aula. Cada grupo escolheram uma determinada

sala de aula para suas pesquisas.

Quadro 6 — Fases da situacido da proporcao de alunos.

Fases Papel do professor Papel do aluno Milieu
Apresentar a situagido e manter o aluno Questdes organizadas na folha
envolvido nela impressa

Devolucao Escultar a proposta apresentada e tomar o problema para si

Elaborar esquemas ou estratégias
para a resolugdo da situagdo
Apresentar as estratégias e
procedimentos adotados
Verificar se as estratégias utilizadas
Validagio Escutar e Mediar sdo vidveis ou se precisam de Discussdo guiada
outra(s) estratégia(s)

Acdo Observar e mediar Questdes sendo exploradas

Formulagio Coordenar e mediar as discussoes Discussio aberta

Reunir as ideias dos estudantes e resumir
Institucionalizagido os pontos principais das estratégias Escutar e refletir Conhecimento institucionalizado
exploradas pelos estudantes.

A solucdo para a A3 consistiu na possibilidade de prever a proporcao de meninos e
meninas, com o aumento do nimero de repeticdoes do experimento. Para que esse experimento
fosse equivalente ao da atividade da urna, deve-se considerar este como um experimento com
reposicdo e a hipétese de que todos os alunos t€m a mesma chance de serem observados na saida

(ou entrada) da sala.

4.3.4 Situagdo 4 - Tarefas

A atividade proposta trata-se da resolugdo de uma lista de questdes tedricas e praticas,
ainda em grupos, contida no Apéndice B, para a mobilizacdo dos conceitos. Os itens da pri-
meira atividade sdo para mobilizar os conceitos trabalhados. Os conceitos desenvolvidos sao:

Aleatoriedade, Equiprobabilidade, Principio ergético, Eventos dependentes e independentes.
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4.4 ANALISE DO ESTUDO FINAL

Esta secao apresenta os resultados da experiéncia em sala de aula acompanhados de
suas respectivas andlises e discussao.

Na situacdo 1, A aula se inicia com um pequeno video como motivacdo disponivel
em: https://www.youtube.com/watch?v=KnXK3i448xgt=102s o qual apresenta exemplos de
experimento aleatdrios e ndo aleatdrios para facilitar na compreensdo das atividades.

Em seguida, o professor sugeriu a turma que se dividissem em 4 grupos de acordo com
sorteio da lista de frequéncia. O professor coloca um nimero para cada aluno da lista e assim
sorteia os nimeros até completar os grupos. Dentro de cada grupo formado, os alunos, entre si,
indicam aqueles que: langam as moedas, contam as moedas, criem as tabelas e registrem os seus
dados. Com os grupos formados, o professor apresenta o roteiro impresso no papel, que consta
no produto, o qual abordaré a aleatoriedade, espago amostral e aproximacgao da probabilidade
tedrica e frequentista.

Este grupo formado permanecem em todos os encontros. Antes dos alunos tentarem

resolver, o professor pergunta antecipadamente o quanto acham que serdo os resultados:

E5: saird 20 caras e 62 coroas.

No estudo piloto dos lancamentos das 100 moedas, houve também respostas semelhantes como:

Epl: Eu ndo sei, mas acho que vai sair mais caras.

Os dados mostram que nao houve abordagem do assunto no Ensino Fundamental II como
também nas 1% e 2* séries do Ensino Médio. Ao repetir o experimento alguns alunos deram seus
palpites os mesmos resultados do primeiro lancamento, imaginando que seriam idénticos, isso
mostra a importancia da repeticdo do experimento. O professor pede para registrar os dados
obtidos em uma tabela. Ao indagar sobre a repeti¢do do experimento e a obtencdo dos mesmos
resultados (ou, a ndo-obtencdo de 50% de caras), no estudo piloto houve a persisténcia nos
mesmos valores, isto €, metade cara e metade coroa:

Ep2: “depende, se eu jogar forte para cima pode ser que saia
meio a meio”

A grande parte dos alunos nio consegue, sem repetir o experimento, compreender o

papel da aleatoriedade e da independéncia dos eventos, o que confirma Coutinho et al. (2020).
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Ap6s a realizacdo do segundo langcamento das moedas, com os registros dos alunos anotados, o

professor coloca os resultados dos grupos na lousa, conforme a Tabela 1.

Tabela 1 — Resultados do segundo lancamento das moedas.

Grupos | Quantidade de caras | Quantidade de coroas
A 45 37
B 35 47
C 34 48
D 49 33

Fonte: o autor

Os alunos observam os dados dos demais, proporcionando assim uma interagdo entre
professor-aluno e aluno-aluno, que sao aspectos da dimensao pedagdgica do losango didatico.
Nesta interacdo, poucos alunos comecgaram observar a aleatoriedade nos resultados, tanto no
estudo piloto quanto na andlise a priori, falas do tipo “nem sempre vai dar meio a meio” se
torna comum entre alguns alunos. No entanto, a maioria ndo consegue ainda enxergar o conceito,
mesmo apds o terceiro lancamento, afirmando que se trata de sorte, que poderiam prever os
resultados.

Nota-se que repetir o experimento trés vezes € insuficiente para que os alunos, em geral,
enxerguem a aleatoriedade, sendo necessario um niimero maior de repeticdo, o que necessitard de
um software de simulag¢do, sugerido por Coutinho et al. (2020), que serd abordado posteriormente.
Em seguida o professor pergunta para os grupos, a pergunta central P/: “E se lancarmos 83

moedas de 10 centavos simultaneamente, o que ocorreria?”.

E7: Ai ndo daria o resultado igual porque ndo dd para partir uma
moeda no meio.
Observa-se que este aluno, anteriormente, tinha a mesma concepg¢ao da maioria dos
alunos do estudo piloto, que os resultados saem “meio a meio”. Seguindo, o Professor indaga:

“Daria o que entao?”

E7: Ou vai dar mais caras, ou vai dar mais coroas, de qualquer
jeito.
E5: O niimero de caras seriam diferentes.

Todos os grupos chegam na mesma conclusio de que o nimero de caras e coroas serao
diferentes, porém ndo conseguem justificar seus raciocinios. Essa pergunta faz com que os alunos
reflitam sobre a ndo possibilidade de sair metade caras e metade coroas como muitos acreditavam
e afirmavam. Na pergunta central P2: O que ocorreria se, ao invés do lancamento de 82 moedas,

fosse 82 langcamentos de uma vinica moeda? As repostas foram:
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ES8: Pode ser que dé a mesma coisa que antes.
E7: Daria resultados bem diferentes .

Alguns alunos acreditaram que se langar varias vezes uma tunica moeda, o experimento
€ diferente. Isto pode ser explicado, conforme Tarr e Lannin (2005), que os alunos abrigam a
crenca generalizada de que os resultados de um lancamento de moeda podem ser controlados pelo
individuo. Tal crenga, segundo os pesquisadores, € incompativel com a no¢ao de independéncia,
visto que a probabilidade de obter uma vantagem em cada tentativa permanece constante, isto €,
50%.

No terceiro lancamento, os alunos (incluindo do estudo piloto), perceberam a conserva-
¢do do total do nimero de moedas, que ndo precisavam contar uma a uma o nimero de caras e
coroas, visto ter o total das quantidades, no entanto, foi discutido a importancia de conferir a
contagem um a um para garantir o espago amostral.

As repeti¢des do experimento permitiu os alunos observarem melhor o espago amostral,
as quantidades de caras e coroas variavam, mas o total continuavam constante. Isto s6 pude-
ram notar no terceiro lancamento. Embora, nesse aspecto, trés lancamentos contribuiu para a
compreensao do espaco amostral, ndo foi suficiente para a compreensdo da aproximacgao da
probabilidade cldssica da frequentista. Na institucionalizacao, o professor, fala da importancia
da repeticdo do experimento e do cdlculo da média e assim compreendem que a medida que
aumenta o nimero do experimento o ndmero de caras e coroa se aproximam, em média, 50%
cada.

Por fim, o professor pergunta: “E se lancarmos todas as 328 moedas, quantas caras e
coroas vai sair?”. As respostas foram diversas e todas estavam dentro da variancia.

Quanto aos esquemas e tabelas construidas pelos alunos, dos cinco grupos, no estudo
piloto, trés utilizaram tabelas para representar os dados, enquanto os demais fizeram uso de

outras representacdes como na Figura 6.
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Figura 6 — Representacao esquematica.

Fonte: o autor

Os tipos de anotacdes ndo esquemdticas, dificultou a visualizacdo dos dados e sua
associacdo aos conceitos como a variabilidade, aleatoriedade e a aproximacao das abordagens
cléssica e frequentista. Uma aluna que ndo interessava nas aulas tradicionais de matemética, apos
a atividade A1l1, disse:

E9: Nossa professor, essa aula foi muito boa, assim a gente
aprende muito mais.

Isto mostra, conforme Coimbra (2021), a importincia do papel da experimentacdo em

probabilidade em sala de aula. A Figura 7 mostra cada grupo coletando a quantidade das moedas.

Figura 7 — Moedas sendo contadas pelos grupos.

Fonte: o autor

ApOs o experimento com as moedas fisicas, inicia-se o experimento com as moedas
virtuais, mediante um aplicativo. Inicialmente, o professor entrega a atividade (A12) e explica
como devera ser realizada. Em seguida, o professor pede para os alunos baixarem o software
Rossman/Chance (www.rossmanchance.com/applet/2021/OneProp.htm?) em seus celulares e
explica o seu funcionamento. Apés a compreensao do software os alunos comecam a simular

os 10 lancamentos e registram os dados na folha de caderno. No decorrer dos langamentos os
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alunos ndo associavam as aproximacdes a medida que aumentava o nimero de lancamentos. Em

certo momento alguns estudantes se surpreendem com os resultados:

E6: O meu repetiu professor, saiu o mesmo niimero de caras e
coroas!.

Professor: E normal repetir?.
E6: Depende.

Assim como no estudo piloto, os alunos acreditam que podem influenciar nos resultados,

dependendo, por exemplo, da for¢a com que jogam as moedas, ou da forma com que s3o jogadas.

ApO6s os alunos terem realizados os 10 lancamentos no software bem como os registros no

caderno, o professor diz:

Professor: Lembram que na atividade das moedas fisicas fizemos
somente 3 langamentos e agora fizemos 10? O que ocorreu agora
com as quantidades de caras e coroas, o que vocés esperavam dos
resultados?

ES5: A gente ndo sabe os resultados, se vai dar mais caras ou mais
coroas!.

Professor: Por que ndo tem como saber os resultados?.
E5: “Porque saird tanto cara quanto coroa”

Nesse momento os alunos comecam a identificar o conceito de aleatoriedade, porém

ainda ndo compreendem a probabilidade frequentista. Ainda ndo conseguem compreender a

medida com que o experimento € repetido, o nimero de caras e coroas, em média, cada vez mais

se aproximam de 50% cada. Posteriormente, o professor pede para os alunos calcularem a média

dos nimeros de caras e coroas nos 10 lancamentos.

Ao calcular as médias o professor pergunta. “Qual a conclusdo que vocés tiram dessa

média?” Os alunos nio conseguiram responder. O professor retorna a pergunta inicial. Ao langar

uma moeda 1000 vezes em um software de simulagdo, quantas caras e coroas sairdo? Eles ainda

ndo conseguem associar a probabilidade frequentista, entdo o professor faz a pergunta central:

P4: Lang¢ar uma vez mil moedas é equivalente ao experimento
langcar mil moedas simultaneamente?

Uma parte dos alunos disse ser equivalentes e outra afirmaram ndo ser, no entanto,

ambas ndo conseguiram justificar suas afirmacdes. Em seguida o professor faz a pergunta central:
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P2: E se lancarmos 1001 vezes o que ocorreria?

E5: Cairia uma a mais para coroa ou uma a mais para cara.

Assim, o Professor pede para que fagam no simulador o langamento de 1001 vezes para

a verificacdo dos resultados. Em seguida o professor faz a pergunta central:

P3: Qual a relacdo da atividade All e da atividade A12?.

A maioria disseram que os experimentos sao iguais, mas que no simulador é melhor de

entender. Por fim, o professor faz a pergunta central:

P5: Qual a sua conclusdo nestes dois experimentos?

As respostas foram:

E3: No software é bem mais rdpido.

E5: Faz mais lancamentos com mais moedas.

Observa-se que o uso de softwares de simulagdo, conforme afirma Coutinho et al.
(2020), proporcionam a oportunidade de observacdo para grandes amostras, como neste caso de
langar mil moedas ou langar uma moeda mil vezes envolvem um nimero suficientemente grande
de repeticoes do experimento aleatorio em problemas experimentais de probabilidade, o que
nem sempre € possivel em sala de aula. Na institucionalizacio o professor frisa a importancia de
repetir diversas vezes um mesmo experimento e a equivaléncia entre lancar 1 moeda x vezes e
lancar n moedas uma unica vez.

Na situagdo 2, da Urna de Bernoulli, os alunos construiram o conceito de probabilidade
por meio de um modelo concreto da urna de Bernoulli bem como estimar a propor¢ao de bolas
brancas e amarelas desta urna, para que pudessem compreender melhor a aleatoriedade, os
eventos independentes e a probabilidade classica e frequentista.

Inicialmente, o professor entregou a atividade A2, juntamente com os materiais uti-
lizados pelos alunos. Apds a leitura da atividade os alunos construiram a urna de Bernoulli,
construida a partir de uma garrafa pet pintada de branco para ndo mostrar as cores das bolinhas

dentro, conforme mostrada na Figura 8.
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Figura 8 — Bolinhas da urna sendo sorteadas.

Fonte: o autor

Com a urna construida é feita a seguinte pergunta:

Professor: Qual a propor¢cdo do niimero de bolinhas brancas e
amarelas na garrafa? Quantas tém de cada?

As respostas dos alunos € que nao da para saber. O professor deixa eles entornarem
diversas vezes a garrafa, sem dizer alguma estratégia. Uma aluna diz para ir anotando que da
para saber, mas ndo conseguiu associar a repeti¢io do experimento, ndo conseguiu ir além do
registro. Os alunos nao conseguem nenhuma estratégia e continuam ‘“chutando” os resultados

conforme a situacdo anterior das moedas. O professor faz a pergunta central:

P1: Saiu qual cor no primeiro sorteio? Tem outra cor?

Os alunos disseram qual a cor que saiu, mas quanto a segunda pergunta eles “chuta-
ram” com base na primeira cor que saiu, ou seja, para eles os eventos eram dependentes. Nao
associaram esta atividade com a anterior, das moedas, consequentemente, na pergunta central
P2, muitos responderam que sairia a mesma cor, o que mostra a necessidade da repeticdo do
experimento para chegarem a conclusdo de que os eventos sdo independentes e aleatdrios. Isto
foi frisado pelo professor na institucionalizagao.

Ao fazer a pergunta central:

P3: Existe correlacdo entre um sorteio (entornada) e um proximo
sorteio (entornada)? Justifique!.

Alguns alunos nio conseguiram enxergar se havia ou nao a correlagdo. A partir dai o
professor entrega as regras da atividade para facilitar na resolucdo. Cada grupo definiu aqueles

que iriam: entornar a garrafa, registrar os dados e calcular a média. Os alunos, em geral, fizeram
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seus esquemas sem organizar os dados, o que dificultou na visibilidade e no cédlculo da média.
Outros, com base na forma como organizaram os dados, conseguiram calcular a média. A Figura
9 mostra o esquema feito por outro grupo.

Figura 9 — Representacio esquematica de um dos grupos.

Fonte: o autor

Aqui mostra os dez sorteios em cada repeticao do experimento. Este grupo calculou a

média fazendo:
» Média bolas brancas: 25/4 = 6,25
* Média bolas amarelas: 15/4 = 3,75

No entanto, ndo conseguiram, a partir dos resultados, determinar a propor¢do de bolas

brancas e amarelas dentre as cinco da garrafa. Quanto a pergunta central:

PA4: E possivel saber a propor¢do de niimero de bolinhas brancas
e amarelas sem repetir o experimento?

Embora alguns disseram nao ser possivel, ndo conseguiram justificar. Assim, na institu-
cionalizacdo o professor deu continuidade, mostrando resumidamente os registros dos alunos,
como determinar a propor¢ao com base na média e a €nfase na importancia de repetir cada vez
mais o experimento para aproximar da realidade.

A Tabela 2, mostra os dados dos alunos de forma agrupada e utilizada na fase da
institucionalizagdo.

Tabela 2 — Dados colhidos pelos alunos repetindo o experimento
quatro vezes (dez sorteio em cada.)

Quantidade bolas brancas | Quantidade bolas amarelas
nos quatro sorteios nos quatro sorteios
Grupo A 25 15
Grupo B 24 16
Grupo C 40 0
Grupo D 32 8

Fonte: o autor

Somente o grupo C conseguiu estimar a propor¢ao dentre as cinco bolas na garrafa,
pois no primeiro sorteio de dez, constataram que sairam somente bolas brancas, afirmando ter 5

bolas brancas e 0 bolas amarelas.
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Na institucionalizagdo, o professor utiliza os dados do grupo A, bem como seu esquema

na Figura 9, para determinar a propor¢ao de bolas brancas e amarelas dentre as cinco na garrafa.

» Média bolas brancas: 25/4 = 6,25

* Média de bolas amarelas: 15/4 = 3,75

Isto significa que a cada sorteio de dez, sai, em média, 6 bolas brancas e 3 bolas amarelas.

Calculando a propor¢do temos:
* Proporgdo de bolas brancas: 6,25/10 = 0,625 = 63%

* Proporgio de bolas amarelas: 3,75/10 = 0,375 = 37%

Até aqui j4 estaria respondido a atividade A2, no entanto, o professor calcula a porcen-

tagem, chegando na quantidade de bolas brancas e amarelas dentre as cinco da garrafa.

* quantidade bolas brancas: 63% de 5 =3

* quantidade bolas amarelas: 37% de 5 =2

Com uma regra de trés € possivel determinar desde que se sabe o total de bolas no saco.

Como afirma no enunciado que ha 30 bolas, fazendo a regra de trés temos:

Total de bolas na garrafa | Quantidade de bolas brancas na garrafa
5 3
30 X

e 5x =90
e x=18

Logo, teriamos 18 bolas brancas e 12 bolas amarelas no saco. Sabendo das quantidades
de bolas brancas e amarelas no saco e na garrafa, os alunos conseguiram calcular a probabilidade
de sair uma bola branca (e amarela) no gargalo utilizando do conceito de probabilidade tedrica,
pois estava explicito os casos favordveis e possiveis. Assim, a probabilidade encontrada, neste
caso, foi P=2 =0,4 (40%).

Na institucionaliza¢do, o professor retne as ideias dos alunos, o que entenderam e
0 que ndo conseguiram, como estimar a propor¢ao dentre as cinco bolas na garrafa e, com

eles, determinam esta proporcio. E discutido com os alunos a aproximacio da probabilidade
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frequentista da tedrica e os conceitos envolvidos, como equiprobabilidade das saidas das bolinhas,
a aleatoriedade dos sorteios, eventos independentes e a relacdo com a experiéncia das moedas.
Na situagdo 3, da propor¢do de alunos, com as regras em maos, os alunos estima-
ram a propor¢ao de meninos e meninas de uma determinada sala de aula e relacionaram este
experimento ao da urna (garrafa com bolinhas).
Os alunos procuraram responder inicialmente as perguntas centrais para depois a

atividade experimental. Quanto a pergunta central:

P1: Sem repetir o experimento é possivel estimar quantos meninos
e meninas hd na sala de aula? Justifique!

A maioria dos alunos respondeu ndo haver possibilidade, com justificativas do tipo:

E6: Ndo, é necessdrio repetir o experimento ao menos uma vez
para ter uma estimativa.

Observa-se a pergunta P/ sendo retomada novamente em uma situacdo semelhante a
anterior para verificacdo se os alunos compreenderam a importancia da repeticao do experimento
para que assim estimassem cada vez mais a quantidade real do nimero de alunos na sala. Ao
verificar a compreensao do conceito de eventos independentes na pergunta central P2: A saida
de um estudante depende da saida anterior de outro estudante? Todos responderam que nao

dependera:

E7: Ndo, pois se sair um menino, ndo vai influenciar outra pessoa
sair, pode sair tanto menino quanto menina.

Houve uma melhora quanto a compreensdo do conceito de eventos independentes, visto
que o evento “sair um estudante da sala” ndo influencia a saida do préximo estudante. Isto mostra,
conforme Lopes e Souza (2016), a importancia de aplicar um mesmo conceito em situacdes
diversas para que o aluno aproprie melhor e compreenda os conceitos.

Embora os alunos, a essa altura, comecaram a compreender melhor os conceitos,
ndo conseguiam ainda associar uma situacdo de outra. Na pergunta central P3 grande parte
responderam ndo ter como associar o experimento da urna com essa dos alunos em sala. A
pergunta P4 estd relacionada com a pergunta P3, no entanto, esta ultima dd uma dica da
possibilidade de uma representar a outra, bem como fazer:

P4: Como vocé poderia propor a representa¢do de uma urna de

Bernoulli para representar as duas experiéncias, “saida da sala”
e “bolinhas na garrafa?”
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Com a pergunta colocada desta forma houve respostas do tipo a seguir:

E4: Usariamos uma cor de bolinha para representar as meninas
e a outra cor para meninos.

Outro grupo respondeu utilizando o mesmo raciocinio, porém, por meio de uma repre-

sentacdo esquematica, conforme a Figura 10.

Figura 10 — Representacio esquematica das bolinhas e alunos.

LI W

ViLre Mg

Fonte: o autor

Observa-se uma associagdo representada de forma esquemadtica, onde cada menina (cor
laranja) representard bolinhas de uma sé cor e os meninos (cor azul) bolinhas de outra cor. Assim,
a parte da atividade experimental da qual pergunta da equivaléncia desta com a atividade da urna
foi resolvida. Embora todos concordaram com a possivel associagc@o deste experimento com o da
urna, os alunos nio observaram que para os experimentos serem semelhantes, este deveria ser
com reposi¢do, assim como da urna. Uma observacdo importante que os alunos fizeram foi a do

principio da equiprobabilidade (chances iguais):

E7: Mas, se for a hora do recreio, pode sair mais meninos do que
meninas, dai altera o resultado real.

Os alunos percebiam, em suas salas de aula, que ao tocar a sirene para o recreio, sempre
safam os meninos primeiro. Esta observagao foi pertinente, pois saindo sempre mais meninos
o espaco amostral ndo serd equiprovavel, isto €, os alunos devem ter mesma chance de serem
observados na saida (ou entrada) na sala apds a sirene. No entanto, este fato ndo pode ser
generalizado para todas as turmas, visto que hd salas que saem ambos meninos € meninas, issO

foi frisado pelo professor na institucionalizacao. Outra observacao pertinente foi feita por um
grupo:

E3: Mas professor, no caso da urna nés sabiamos quantas bolinhas
tinha no saco (30) e na garrafa (5) agora neste, ndo sabemos
quantos alunos hd na sala!

Professor: Sim, mas conhecendo quantos meninos e meninas hd
dentre os cinco que saem/entrem é possivel saber a propor¢do de
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alunos na sala, mas ndo a quantidade exata. Agora, para sabermos
a quantidade exata de meninos e de meninas na sala, realmente
precisaremos da quantidade total na sala, como no da urna.

A partir dessa observacao, o professor fornece a informacao da quantidade de alunos
que ha em cada sala que fardo o experimento, para que na institucionalizacao seja calculada
quantos meninos € quantas meninas havia em cada sala além da proporcao.

Retornando a pergunta inicial da atividade: Qual a propor¢do de meninos € meninas
de uma determinada sala de aula de seu colégio? O professor auxilia para que os alunos, da
mesma forma que foi feito no experimento da urna, calculem as médias do nimero de meninos e
meninas que saem ou entrem nas salas. Desta forma, alguns conseguiram determinar a proporcao.

Veja alguns esquemas e suas resolucdes, conforme a Figura 11.

Figura 11 — Representacio esquematica da média dos alunos.

Fonte: o autor

Devido as condic¢oes, foi possivel repetir o experimento somente uma vez. O professor
expoe os dados e esquemas dos alunos e auxiliam na resolucao da atividade. Na institucionali-
zagdo, explica que se soubermos a quantidade total de alunos na sala, serd possivel saber nao
somente a propor¢ao de alunos na sala, mas também a quantidade exata de meninos e meninas
na sala, como foi feito nesta atividade. Ressalta a importancia, dentro do possivel, estar sempre
repetindo o experimento para melhor representar a realidade.

Na situacdo 4, os itens da primeira questdo sao para mobilizar os conceitos trabalhados.
No item (a) todos concordaram tratar de um experimento aleatdrio, justificando que ndo da para
saber os resultados. A informacao deste item € do tipo classificatéria, cobrando a informacao.
Quanto ao item (b), 3 grupos disseram que os resultados possiveis, no lancamento de um dado
honesto, € 6, explicitando alguns, de forma organizada desses nimeros.

Na questao 1 (c) todos concordaram se tratar do conceito de equiprobabilidade enquanto
na questdo 2, houve alguns que afirmaram que os eventos nio sao equiprovaveis, justificando
o fato do Evento B possuir mais moedas. Isto mostra a necessidade de trabalhar o mesmo

conceito em demais situacdes distintas. Na institucionalizacdo, o professor mostra aos alunos a
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equivaléncia dos eventos da questdo 2 por meio dos langamentos das moedas e a importancia de
cada vez mais, na medida do possivel, repetir o experimento.

Em relacdo ao conceito de independéncia, no item (e), todos afirmaram que o resultado
em um langcamento ndo tem relagdo com um préximo lancamento, pois se tratam de eventos
independentes. Um grupo conseguiu demonstrar, na questao 7, os eventos dependentes e indepen-
dentes, fazendo uso de representacdes como: (CKK), (CCK), etc, o que facilitou na compreensao.
Observa-se a importancia de ter boas representacOes para avaliar as situagoes.

Na questao 3, todos disseram ser possivel identificar a quantidade de meninos e meninas
na sala, onde 2 grupos justificaram apontando a condi¢do necesséria de repetir o experimento
diversas vezes. Esses 2 grupos também demonstraram compreensdo na relacdo do experimento

da proporg¢do de alunos na sala com o experimento da urna de Bernoulli.
Na questao 4, sobre a possibilidade de resolver a situacdo da propor¢do de alunos

utilizando a urna de Bernoulli, as explicagdes em geral foram do tipo:

ES5: Sim, utilizando a mesma quantidade de bolinhas que os alunos,
usando uma cor para meninas e outra para meninos
Embora o grupo ndo tenha percebido a relagdo de eventos com reposi¢do (urna) e sem
reposicao (proporcdo de alunos), conseguiu associar os dois experimentos. Na questdo 5, que se
trata de eventos sem reposi¢do, alguns alunos conseguiram identificar a cor da bolinha (vermelha)
com maior chance:

E2: Vai ser a vermelha, porque na maioria dos casos
a vermelha tem mais na urna 2.

Professor: E se vier uma bola verde?

E2: Ah, entdo é uma das duas.

Ap6s a pergunta do professor, os alunos ficam em divida se a resposta é vermelha
ou verde. Assim, na institucionaliza¢ao, € mostrado, sem uso de férmulas, que ao retirar cada
bolinha da Urna 1 para a Urna 2, a cor vermelha € a que mais aparece, confirmando o que alguns
jé tinham observados, mas ndo conseguiram justificar melhor.

Na questdo 6 os alunos ficaram em divida quanto aos pares: (4 e 3); (3 e 4); (1 e 6);
(6 e 1). Assim, o professor pede para que eles verifiquem todas as possibilidades. Os grupos
que fizeram uso de representagdes do tipo (1 € 6), (6 e 1), ..., conseguiram resolver a questao,

chegando a conclusdo que José tem maior chance.
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4.4.1 Questionario

Ao final da aplicacao da SD, foi aplicado um questiondrio, composto por 8 questdes,
aos alunos de forma individual para verificacdo do aprendizado dos conceitos trabalhados.

1. Qual evento é mais provéavel:

Evento A: obter cinco "caras"jogando uma moeda dez vezes

Evento B: obter cinco "caras"jogando dez moedas simultaneamente

() Evento A

() Evento B

() Os dois eventos s@o igualmente provaveis

2. Ao langar 2 moedas, simultaneamente, quatro vezes. Quantas sdo as possibilidades

de resultados?

3. Realizamos o experimento da garrafa com as bolinhas de gude para determinarmos a
propor¢do do nimero de bolinhas brancas e amarelas dentro da garrafa. Descreva como vocé

pensava antes, como fazia as previsdes € como pensa agora.

4. Uma caixa contém 20 bolas azuis e 20 bolas vermelhas. As bolas azuis possuem
volume maior que as bolas vermelhas. Assim, podemos afirmar que a chance de retirar, aleatoria-
mente, 1 bola vermelha € a mesma de retirar uma bola azul:

() Sim, pois hd mesma quantidade de bolas na caixa

() Nao, pois os volumes sdo diferentes

5. Considere o lancamento de trés moedas justas. Os eventos “caras em duas moedas” e

“cara em trés moedas” sdo dependentes? Justifique!

6. O experimento lancar uma tnica moeda 1000 vezes e langar 1000 moedas idénticas

s@o equivalentes?
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() Sim
() Nao

Justifique:

7. Se lancarmos 20 moedas de um real sobre um piso podemos afirmar que:
() Ocorreria 10 faces caras e 10 faces coroas

() Ocorreria mais faces caras do que coroas

() Ocorreria mais faces coroas do que caras

() Nao tem como saber a quantidade exata de cada face

Explique a sua escolha:

8. Uma caixa contém 10 moedas de dez centavos € 10 moedas de um real. Assim,
podemos afirmar que a chance de retirar, aleatoriamente, uma moeda de 10 centavos € a mesma
de retirar uma moeda de um real.

() Sim, pois hd mesma quantidade de moedas

() Nao, pois os formatos sdo diferentes

Na questdo 1, a atividade 2 da situag@o 4 foi retomada para a compreensao do conceito
de equiprobabilidade. Com a institucionalizacdo realizada, os alunos acertaram essa questao
justificando o fato de se tratar de eventos semelhantes e, portanto, igualmente provaveis.

Da mesma forma, se tratando do mesmo conceito de eventos semelhantes, os alunos
conseguiram acertar a questdo 6 do questiondrio justificando que se trata de experimentos
semelhantes, moedas semelhantes e, portanto, resultados semelhantes.

Na questdo 2 do questiondrio, relacionada com a repeti¢cdo do experimento, dois grupos
usaram os esquemas para os resultados com duas moedas: (c,c), (k.,k), (k,c), (c,k) com a seguinte
estratégia: 2 moedas = 4 possibilidades, entdo 4.4 = 16. Estes grupos, que acertaram também a
questdo 1 mostraram uma melhor compreensio da equiprobabilidade que os demais.

Na questdo 3, relacionadas ao experimento da urna de Bernoulli, os alunos descreveram
como pensava antes e depois das instru¢cdes e mediagdes do professor:

E2: Eu pensava que era impossivel determinarmos a proporcdo

porque podia sair as mesmas bolinhas no gargalo, mas agora
registrando os dados dd para ter uma média.
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E4: Eu pensava que ndo tinha como fazer a contagem de cada
bolinha sem ver, mas percebi que tem, com a probabilidade.

Os alunos reconheceram a importancia dos conceitos da estatistica como registrar,
coletar e analisar dados como também usar o célculo da média e porcentagem para a obtencao
da proporcao.

Na questao 4, 80% dos alunos responderam que ndo seria a mesma probabilidade,
0o que mostra a mobilizacdo do conceito de equiprobabilidade. Em relacao ao conceito de
dependéncia, mais de 50% dos alunos responderam corretamente a questdo 5 que se trata de

eventos dependentes, as respostas foram do tipo:

E5: Sim, porque se no 1° lancamento sair coroa, jd vai dar tudo
errado.

E7: Sim, pois é necessdrio que saia duas caras para ter trés.

Na questdo 7 todos, exceto um aluno, afirmaram tratar-se de um evento aleatdrio e que
nao era possivel determinar exatamente quantas caras € coroas ocorreriam. A questao 8 trouxe
o mesmo conceito de aleatoriedade e equiprobabilidade da questdo 4. Nesta, 70% dos alunos

responderam corretamente pelo fato de se tratar de formatos diferentes.
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5 CONCLUSAO

Estudos referentes ao ensino e aprendizagem de probabilidade e estatistica sao indis-
pensdveis para todo cidaddo. Estudar estes temas ndo consiste somente ao ensino € dominio
dos nimeros, mas também na habilidade do aluno em coletar dados, organizé-los, por exemplo,
em formas de tabelas ou graficos e, que seja capaz de fazer esquemas e andlises sobre os dados
coletados.

Ao longo dos anos, o ensino de probabilidade e estatistica, presente hoje em docu-
mentos que norteiam a educagdo bdasica, foi sendo aprimorado, desenvolvendo competéncias
e habilidades de maneira progressiva, onde conceitos devam ser desenvolvidos desde os anos
iniciais, o que antes nao ocorria. No entanto, diversos estudos sobre o ensino e a aprendizagem
da probabilidade e estatistica apontaram dificuldades apresentadas pelos alunos em aprender os
conceitos basicos destes temas.

Desta forma, com o uso de uma SD, foi possivel trabalhar os conceitos basicos por
meio de situacdes experimentais baseados na TSD proposta por Brousseau. Foi possivel elaborar
o desenho da SD segundo a metodologia de pesquisa baseada em design, proposta por Kneubil
e Pietrocola (2017), em que andlises foram feitas tanto sobre o processo de elaboracdo da SD
quanto sua finaliza¢do que corroborou no Produto Final deste trabalho.

No estudo piloto, dados mostraram nao haver abordagem no Ensino Fundamental 11
como também nas 1* e 2* séries do Ensino Médio, em relagdo aos conceitos basicos como
aleatoriedade e a aproximacdo, em média, de 50% em cada face da moeda. Os resultados também
mostraram que repetir o experimento trés vezes ainda € insuficiente para que os alunos enxerguem
a aleatoriedade, sendo necessario um numero maior de repeticdo, o que implica na utiliza¢ao de
softwares de simulagdo, sugerido por Coutinho et al. (2020).

Os resultados apontaram dificuldades dos alunos em articular os conceitos da probabili-
dade em situacdes estatisticas, confirmando as pesquisas realizadas na literatura. (SANCHEZ;
VALDEZ, 2017). Alguns equivocos foram confirmados, conforme apontam pesquisadores, como
a crenca dos alunos de que os resultados dos lancamentos de moedas podem ser controlados por
aquele que as langcam (TARR; LANNIN, 2005).

Desta forma, observou-se nesta pesquisa a importancia de mais repeticoes dos expe-
rimentos como também da necessidade de explorar os mesmos conceitos em diversas outras

situacdes distintas.
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O uso de softwares de simulagdao, como na primeira situacdo (A12), contribui para o
entendimento dos conceitos como aleatoriedade, variabilidade, independéncia e estabilizacao de
frequéncias, que conforme Coutinho et al. (2020), proporcionam a oportunidade de observagdes
para grandes amostras e vérias repeticdes do mesmo experimento em um curto espaco de tempo.
Os alunos gostaram muito dessa atividade de simulag¢do e puderam compreender melhor os
conceitos envolvidos.

O papel do professor mediador foi essencial, ndo contava as respostas, mas instigava os
alunos com mais perguntas para chegar nas suas conclusdes. Desta forma, seguindo as fases da
TSD, foi possivel boas discussoes, didlogos e interagdes entre professor -aluno e aluno-aluno
previsto na dimensdo pedagdgica do Losango didatico, proposto por Meheut e Psillos (2004).

Na institucionalizacdo de cada situacdo foi possivel formalizar o conhecimento, organi-
zando a aprendizagem, identificando o que foi aprendido e o que precisou ser retomado, neste
caso, no questiondrio.

Algumas questdes foram retomadas por meio de um questiondrio para melhor compre-
ensdo de alguns conceitos, como a aleatoriedade, equiprobabilidade, médias, porcentagem e
propor¢ao, que contribuiram no aprendizado destes conceitos trabalhados.

Como sugestdes de melhoria da SD poderia ser proposto mais reformulacdes e
(re)implementacdes, incluindo para cada situacdo um nimero maior de repeticdes nos experi-
mentos. Além disso, o professor podera inserir videos motivacionais antes de cada situacdo que
aborda os temas que serdo trabalhados, preparando os alunos para as atividades subsequentes.

Este trabalho ainda contribuiu para dar continuidade nos estudos referentes ao tema,
valorizando o papel do professor como mediador e o aspecto de responder perguntas elaborando

outras, de modo a instigar os alunos a chegarem nas respostas esperadas.
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APENDICE A - TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO PARA A
PESQUISA

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO PARA PESQUISA NA
AREA DE ENSINO DE CIENCIAS E MATEMATICA DESTINADO AOS ALUNOS DA
EDUCACAO BASICA
UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA — UBERLANDIA - MINAS GERAIS
Titulo do Projeto: Uma sequencia didética para o ensino de conceitos em probabilidade e

estatistica

Pesquisadores responsaveis: Profa. Dra. Débora Coimbra e-mail: de-
bora.coimbra@ufu.br Prof. Bruno Castilho Rosa e-mail: bruni_cast@hotmail.com (64)
981068003

1. Esta secao fornece informacoes acerca do estudo em que estara participando:

Vocé estd sendo convidado(a) a participar em uma pesquisa que visa analisar uma
proposta de ensino sobre a temdtica “Probabilidade e Estatistica” no ensino médio, a partir da
utilizac@o de diversas estratégias diddticas diferentes (discussoes entre os estudantes, realiza¢ao
de experimentos fisicos e virtuais, resolucio de problemas, e utilizacdo de softwares didaticos ).
Os resultados deste estudo poderao contribuir para que professores aprimorem suas atividades
em sala de aula, colaborando para a aprendizagem dos estudantes.

Em caso de duivida, vocé pode entrar em contato com o pesquisador responsavel através
do telefone e endereco eletronico fornecidos nesse termo.

Os procedimentos de pesquisa, caso haja consentimento dos envolvidos, estardo ligados

o

L. coleta e reproducao de tarefas realizadas nas aulas de matematica;

II. filmagem e gravagdo de dudio das atividades realizadas nas salas de aula para
posterior transcricao e analise dos processos de ensino e aprendizagem.

Na comunicacio de resultados da pesquisa, os nomes do professor e dos alunos serdao
retirados de todos os trabalhos e substituidos por nomes ficticios. Os pesquisadores se compro-
metem, ainda, a utilizar os dados aqui coletados apenas para fins desta pesquisa ou de outras,
com propdsitos semelhantes e com os mesmos cuidados éticos na preservacao da identidade dos
envolvidos.

2. Esta secao descreve os seus direitos como participante desta pesquisa:
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Voceé pode fazer perguntas sobre a pesquisa a qualquer momento e tais questdes serao
respondidas.

A participacao € confidencial. Apenas os pesquisadores responsdveis terdo acesso a sua
identidade. No caso de haver publicacdes ou apresentacdes relacionadas a pesquisa, nenhuma
informacdo que permita a identificacdo serd revelada.

A participacdo € confidencial. Vocé€ € livre para deixar de participar na pesquisa a
qualquer momento. Este estudo envolvera gravagdo de dudio e video. Apenas os pesquisadores
responsaveis terdo acesso a estes registros.

O material da pesquisa serd arquivado no Banco de Dados do grupo de pesquisa e s6
poderdo ser acessados por pesquisadores com interesses de pesquisa em questdes de ensino e
aprendizagem em Ciéncias e Matematica e que se comprometerem aos mesmos cuidados éticos
aqui apresentados.

Este estudo ndo envolve qualquer risco a saude mental ou fisica dos alunos e nao ird
interferir, sendo positivamente, na qualidade do ensino e na atenc¢do, a elas dispensada, em sala
de aula. Este documento foi redigido em acordo com as normas constantes na Resolu¢ao CNS
466/2012.

3. Esta secao indica que vocé esta dando seu consentimento para participar da
pesquisa:

Responsavel pelo(a) participante:

A pesquisadora Prof. Dra. Debora Coimbra do Grupo de Pesquisas em Campos Concei-
tuais da UFU e do IFMG solicitou a minha participa¢do neste estudo intitulado “Uma sequencia
didatica para o ensino de conceitos em probabilidade e estatistica”.

Eu concordo em participar desta investigacao, autorizo a utilizagao de trabalhos produ-
zidos em aulas de Matemadtica e o registro em video de atividades em sala de aula.

Estou ciente, ainda, de que os registros em dudio e video fardo parte de um banco de
dados que poderdo ser utilizados em outras pesquisas do grupo do qual a pesquisadora faz parte,
para estudo e compreensao de processos de ensino e aprendizagem.

Eu li e compreendi as informacdes fornecidas. Eu entendi e concordo com as condigdes
do estudo como descritas.

Eu entendo que este documento foi redigido em duas vias idénticas e que receberei uma
copia assinada deste formulario de consentimento.

Eu, voluntariamente, aceito participar desta pesquisa. Portanto, concordo com tudo que
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esta escrito acima e dou meu consentimento.

Uberlandia, de de 2021.

Nome legivel do aluno(a):

Assinatura dofa) aluno(a):

Pesquisadora:
Eu garanto que este procedimento de consentimento foi seguido e que eu respondi todas
as questdes que o participante colocou da melhor maneira possivel.

Uberlandia, 28 de Julho de 2021.

~ |
VL | -3
, _;'I f?‘_L.L-'E.rJ 3 [: ayy "| II|II|-;| 3 |.l" (5 A

Aszsinatura da Orientadora da Pesguisa Aseinstura do Professor
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APENDICE B - LISTA DE ATIVIDADES
1) Considere o experimento do lancamento de um dado honesto e responda o que se

pede:

a) O experimento € aleatorio? Explique o que significa o termo e justifique!

b) Quantos e quais sao os resultados possiveis?

¢) A chance de sair, em um lancamento, o nimero 6 na face voltada para cima é maior

do que sair o nimero 1? Justifique!

d) Lancar o dado dez vezes ou langar dez dados simultaneamente sdo experimentos

equivalentes?

e) O resultado em um langamento tem relacdo com um préximo lancamento?

2) Qual evento € mais provéavel:

Evento A: obter trés "caras"jogando uma moeda seis vezes
Evento B: obter trés "caras"jogando seis moedas simultaneamente
() Evento A

() Evento B

() Os dois eventos sdo igualmente provaveis

Justifique

3) Uma sala de aula h4 30 alunos. Se registrar os 5 primeiros alunos que sairem dessa

sala é possivel identificar quantos meninos e meninas hd na sala? Justifique!
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4) E possivel resolver a situacdo anterior utilizando a urna de Bernoulli? Explique

5. (adaptado de ENEM 2012) Em um jogo ha duas urnas com 10 bolas do mesmo

tamanho e massa. A tabela a seguir indica a quantidade de bolas de cada cor em cada urna.

Cor Urnal|Urna 2
Amarela 4 0
Arul 3 1
Branca 2 2
Verde 1 3
Vermelha ] 4

Uma jogada consiste em:

1. o jogador apresenta um palpite sobre a cor da bola que serd retirada por ele da urna 2;

2. ele retira, aleatoriamente, uma bola da urna 1 e a coloca na urna 2, misturando-a com
as que 14 estao;

3. em seguida ele retira, também aleatoriamente, uma bola da urna 2;

4. se a cor da bola retirada for a mesma do palpite inicial, ele ganha o jogo.

Qual cor deve ser escolhida pelo jogador para que ele tenha a maior probabilidade de

ganhar?

6. (adaptado de ENEM 2012) José, Paulo e Antonio estdo jogando dados ndo-viciados,
nos quais, em cada uma das seis faces, ha um nimero de 1 a 6. Cada um deles jogara dois dados
simultanea-mente. José acredita que, ap0ds jogar seus dados, os nimeros das faces voltadas para
cima lhe dardo a soma igual a 7. J4 Paulo acredita que sua soma serd igual a 4 e Antonio acredita
que sua soma serd igual a 8. Com essa escolha, quem tem maior probabilidade de acertar sua

respectiva soma? Justifique.
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7. Trés moedas sdo lancadas. Encontre a probabilidade de se obter:

a) nenhuma cara;

b) pelo menos uma cara;

¢) mostre que os eventos “cara na primeira moeda” e “coroa nas duas ultimas moedas”
sdo independentes;

d) mostre que os eventos “cara em duas moedas” e “cara em trés moedas” sdo depen-

dentes.
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