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Resumo

Nesta dissertacao de mestrado investigamos as transicoes de fase em isolantes topoldgicos
(IT) induzidas por impurezas de Anderson. Os isolantes topoldgicos sao materiais cristalinos
que apresentam estrutura de bandas isolantes, com um gap de energia no nivel de Fermi,
mas nas bordas apresentam estados condutores hélicos robustos. A caracterizacao de
isolantes topoldgicos pode ser feita analisando-se o ordenamento das bandas e/ou via
invariantes topolégicos. Em particular, estamos interessados no nimero de Chern. Diz-se
que o ordenamento das bandas é topologicamente nao-trivial quando o invariante de Chern
é um inteiro finito, e trivial quando é zero. A transicao entre estes dois regimes se da
via inversoes no ordenamento das bandas proximas ao nivel de Fermi. Tal inversao, pode
ocorrer devido ao acoplamento spin-6rbita, pode ser induzida por campos elétricos, etc.
Porém, nesta dissertacao estamos interessados na transi¢ao topoldgica induzida pelas
impurezas de Anderson, que dao origem a fase de isolantes topolégicos de Anderson (TAI,
do inglés topological Anderson insulators). As impurezas de Anderson quebram a simetria
translacional do cristal e nos impede de usar o nimero de Chern, que é definido no espaco
de quasi-momento explorando-se a invariancia translacional dos cristais. Aqui revisamos e
utilizamos o marcador local de Chern, que corresponde a uma representacao do niimero
de Chern no espaco de coordenadas. Porém, diferente do nimero de Chern, o marcador
local evolui suavemente de zero até um nimero inteiro finito ao longo da transicao de
fase. Esta caracteristica nos permite procurar curvas universais e invariancia de escala no
marcador local como fun¢ao da intensidade das impurezas W e do tamanho do sistema
L x L. Em nossos resultados, mostramos que o marcador de Chern obedece a lei de
escala Co(W, L) = Co([W — W,] - L'/*), sendo W,. o ponto fixo e i1 o expoente critico. Para
isolantes topoldgicos descritos pelo modelo BHZ, encontramos p ~ 2. Adicionalmente,
investigamos outras caracteristicas dos TAls em suas diversas fases: condutancia, densidade
de estados local, e fung¢oes de onda. Tracamos também diagramas de fase como funcao
da massa M do modelo BHZ e da intensidade de impurezas W, verificando a existéncia
de quatro fases: trivial, I'T, TAI e localizacdo de Anderson trivial. Utilizamos o pacote
python Kwant para montar o Hamiltoniano e calcular a condutancia, fun¢oes de onda e
densidade de estados locais. Para o célculo do marcador local de Chern, implementamos
uma aproximacao descrita pelo Kernel Polynomial Method. Todas as quantidades que
dependem das impurezas de Anderson sao calculadas via médias em um ensemble de

amostras aleatorias.

Palavras-Chaves: Isolantes Topolégicos, Desordem de Anderson, Expoentes criticos,

Transicao de Fase, Marcador de Chern Local.



Abstract

In this Master Dissertation, we investigate the phase transitions induced by Anderson’s
impurities in topological insulators. Topological insulators are crystals with an insulating
band structure, that is, with a gap at the Fermi energy, but with helical conducting states
at the edges. The topological insulators are characterized via their band ordering and
topological invariants. Particularly, we are interested in the Chern number. One calls the
band ordering as topologically non-trivial whenever the Chern number is a finite integer,
and trivial if it is zero. The transition between these regimes occurs via band inversions
near the Fermi level. This inversion may be induced by spin-orbit coupling, electric
fields, etc. Here we are interested in the transitions induced by Anderson’s impurities, a
mechanism that leads to topological Anderson insulators (TAI). These impurities break the
translational symmetry of the crystal and do not allow for a characterization in terms of the
Chern number, which is defined in the quasimomentum space exploring the translational
invariance. Therefore, here we review and the local Chern marker, which corresponds to a
representation of the Chern number in coordinates space. Interestingly, while the Chern
number is always an integer, the local marker goes smoothly from zero to integer values
throughout the phase transition. This feature allow us to search for universal functions and
scaling invariance of the local marker as a function of the impurity strength W and system
size L x L. Our results show that the local Chern marker scales as Cy = Co([W — W, LY ",
where W, is the fix point and p is the critical exponent. For topological insulators defined
by the BHZ model, we find p =~ 2. Additionally, we investigate other characteristics of TAls
for its different phases: conductance, local density of states, and wave-functions. We have
calculated its phase diagram as a function of the the BHZ mass M and impurity strength
W to identify four phases: trivial, TI, TAI, and trivial Anderson localization. We use the
kwant python package to build the Hamiltonian and calculate the conductance, wave
functions, and local density of states. For the local Chern number, we have implemented
an approximation via the Kernel Polynomial Method. All quantities that depend upon

disorder are obtained as averages over an ensemble of random samples.

Keywords: Topological Insulators, Anderson Disorder, Critical Exponents, Phase Transi-
tion, Local Chern Marker.
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1 Introducao

1.1 Isolantes Topoldgicos

Podemos constatar em nosso cotidiano que o uso da tecnologia estéd cada vez mais
presente em tarefas diversas que executamos, tornando estas mais simples e eficientes
de serem realizadas. Devido a isso, a nossa procura por comodidades e a necessidade de
eficiéncia, criamos demandas por novas tecnologias de todos tipos para finalidades gerais,
supridas por pesquisas de diversas areas, em varios lugares do mundo. No entanto, ha uma
necessidade bastante urgente que se destaca, o melhor uso dos nossos recursos, como os re-
cursos energéticos exigidos para estas aplicagoes tecnologicas e demais usos, que vem sendo
cada vez maior (KIM; CHO, 2019). Tal impacto nos leva como pesquisadores a procurar
alternativas tecnoldgicas, ndo somente praticas para suas finalidades, mas com eficiéncia
energética. Assim, a spintronica, ramo que explora os graus de liberdade referentes ao
momento angular intrinseco (spin) dos elétrons, se apresenta como uma alternativa com-
putacional promissora para estas demandas, pois os componentes spintronicos performam
em altas velocidades e tem mais eficiéncia energética do que os eletronicos usuais (LIN
et al., 2019). A propagacao de estados em dispositivos da spintronica podem ser ainda
mais eficientes ao se utilizar os isolantes topologicos, ja que estes possuem estados hélicos
protegidos topologicamente contra retro-espalhamento (QI; ZHANG, 2011), enquanto que
no seu interior (em inglés, bulk) este é isolante. Estados hélicos sao caracterizados por
percorrem as bordas do sistema em sentidos contrarios para diferentes orientagoes de spin,
como visto na Fig. 1. Suas caracteristicas permitem gerar, acumular (FAN; WANG, 2016)
e filtrar (WU; LIU; LIU, 2014) correntes de spin de forma eficiente, devido a sua eficiente
conversao carga-spin, que permitem manipulacoes em sistemas magnéticos adjacentes
(HE; SUN; HE, 2019). Adicionalmente, dispositivos spintronicos baseados em isolantes
topologicos desfrutam de vantagens em novas aplicagoes de dispositivos computacionais,
transistores, baterias, detectores, sensores de meméria (HE; SUN; HE, 2019; MAZUMDER;
SHIRAGE, 2021; BREUNIG; ANDO, 2021).

A presenca ou nao destes estados de borda é determinada pela topologia do sistema.
Em uma linguagem matematica a topologia agrupa objetos em classes que nao se alteram
por deformagoes suaves. Na topologia geométrica, estas deformagoes correspondem de fato
a deformacoes na forma de objetos, e sdo caracterizadas pela curvatura de Gauss. Ja na
fisica do estado sélido, estas deformagoes se referem a perturbacoes no Hamiltoniano que
podem afetar a curvatura de Berry, que serd definida ao longo desta introdugao. Veremos,
que esta curvatura esta diretamente ligada ao ordenamento das bandas dos materiais. A

integral da curvatura de Berry na zona de Brillouin define invariantes topologicos, que
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Figura 1 — Estados de borda para o efeito Hall quantico (esquerda) e efeito Hall quantico
de spin (direita). No efeito Hall quéntico, a for¢a de Lorentz devido ao campo
magnético B induz todos os elétrons a um movimento quiral. Ja no efeito
Hall de spin, o acoplamento spin-érbita atua efetivamente como um campo
magnético cujo sinal depende do spin, assim o movimento induzido ¢ hélico:
spins opostos contornam o material em sentidos opostos.

caracterizam os materiais como topologicamente nao triviais, o que implica na presenca

de estados de borda, ou triviais, quando nao possuem tais estados.

O surgimento de estados de borda se deve a uma nogao de continuidade. Considerando-
se a interface de dois materiais com ordenamentos de bandas opostos, e supondo-se que
préximo a esta interface hd uma mistura das propriedades dos materiais (efeito de pro-
ximidade), espera-se que na interface haja um ponto de cruzamento de bandas, ou seja,
espera-se estados condutores nas bordas destes isolantes topologicos. De fato, essa é uma
das caracteristicas marcantes dos isolantes topoldgicos, juntamente com a protecao contra
retroespalhamento em relagdo a impurezas fracas e ndo magnéticas. Essa protecao pode ser
compreendida pelo fato de que para um estado propagando-se nas bordas sofra reflexao,
seu spin também deve se inverter, devido a estrutura de bandas hélica dos estados de
borda. No entanto, essa interacao requer um caso especial de impurezas magnéticas. Assim,
espera-se que estes estados de borda hélicos sejam robustos e de grande interesse para
aplicagoes na area de spintronica (KONIG et al., 2007; BENDIAS et al., 2018; LUNCZER
et al., 2019).

Outra propriedade presente nestes materiais em sistemas 2D é que estes estados
possuem condutancia quantizada, pois seus estados de borda sao unidimensionais e nao ha
retroespalhamento. De fato, esta caracteristica é o grande marco ja do primeiro sistema

topologicamente nao trivial, o do efeito Hall quantico inteiro.

1.1.1 Efeito Hall quantico de spin

O primeiro sistema topoldgico em semicondutores foi observado em 1980 por
Klaus von Klitzing e colaboradores (KLITZING; DORDA; PEPPER, 1980) no que ficou
conhecido como efeito Hall quantico inteiro. Sendo semelhante ao efeito Hall classico, este
consiste de um gas de elétrons bidimensional submetido a campo magnético transversal

intenso e um campo elétrico no plano (no regime de resposta linear). No regime de baixas
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temperaturas, em torno de 4K a 15K (THOULESS et al., 1982), eliminam influéncias
termodinamicas neste fendomeno quantico, o que resulta em uma condutancia discretizada
o4y = Ne?/h, tal que transporte ocorre apenas em suas bordas, sendo N um ntiimero inteiro
(LAUGHLIN, 1981). Esta discretizacao esta relacionada diretamente com a topologia do
sistema, e N pode ser entendido como um invariante topologico. Esta interpretacao em
termos de conceitos de topologia foi desenvolvida por Thouless, Kohmoto, Nightingale e
den Nigs (TKNN) no trabalho (THOULESS et al., 1982). Na procura por outros sistemas
com tais caracteristicas, C. Kane e G. Mele (KANE; MELE, 2005¢), Bernevig, Hughes
e Zhang (BERNEVIG; ZHANG, 2006), inspirados no modelo de Haldane (HALDANE,
1988) propuseram modelos sem o uso dos fortes campos magnéticos, que evitam a quebra
de simetria de reversao temporal, onde o acoplamento spin-érbita faz o papel de um campo
magnético dependente de spin. Estes foram os primeiros isolantes topoldgicos propostos

teoricamente.

Os termos spin-6rbita surgem na quantica através equacao de Dirac (DIRAC,
1928; SAKURALI, 1994), que estende a equagao de Schrodinger para o limite relativistico.
Considerando-se o limite de baixas energias da equacao de Dirac, recupera-se a equagao
de Schrodinger com corregoes finas, dentre elas, o acoplamento spin-érbita. Para sistemas
topologicos o acoplamento spin-Orbita funciona como o campo magnético no efeito Hall
quantico, sendo este o responsavel pelas inversoes de bandas, que os tornam topologicamente
nao triviais. Usando o teorema de Kramers (KLEIN, 1952) e a conservagao de reversao

temporal pode-se verificar que estes estados sao spin polarizados.

Em 2007, foi realizado experimentalmente o primeiro isolante topolégico 2D (KO-
NIG et al., 2007), usando pogos quanticos de HgTe/CdTe (BERNEVIG; HUGHES; ZHANG,
2006). Outros sistemas topologicos foram propostos posteriormente, com outras simetrias
protegendo estados topologicos, como os isolantes topoldgicos cristalinos que sao protegidos
por uma simetria da rede (TEO; FU; KANE, 2008), os isolantes topolégicos tridimensionais
(FU; KANE, 2007a; ZHANG et al., 2009) com estados de superficie, isolantes topolégicos
de alta ordem com estados de quinas ou arestas (SCHINDLER et al., 2018).

1.1.2 O modelo BHZ

A sigla que da o nome ao modelo BHZ ¢é derivada das iniciais de seus autores,
Bernevig, Hughes e Zhang (BERNEVIG; ZHANG, 2006). Uma vez que o modelo de
Haldane (HALDANE, 1988) trata de elétrons sem spin e ndo possui realizacdo fisica em
materiais, e o acoplamento spin-érbita no grafeno é muito pequeno para realizar-se o modelo
Kane-Mele (KANE; MELE, 2005¢), os autores do modelo BHZ identificaram um caso
concreto de um material real que fosse um isolante topolégico. Estes autores consideraram
uma heteroestrutura formada pelos os materiais HgTe e CdTe, que compartilham de uma

mesma estrutura cristalina tipo Zincblende, Fig. 2. Nesta heteroestrutura, os elétrons sao
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confinados no poco central de largura d, composto por HgTe entre barreiras de Cd;_,Hg,Te
(tipicamente com concentragao = =~ 0.3). Esta configuracao é interessante, pois nota-se
que as estruturas de bandas dos cristais de HgTe e Cd;_,Hg, Te possuem ordenamentos
diferentes, Fig. 2. Enquanto Cd;_,Hg,Te exibe um ordenamento normal, com a banda
de condugao tipo S (irrep I's) e a de valéncia tipo P (irrep I's), no HgTe as correcoes
relativisticas da estrutura fina (principalmente o termo de Darwin) induzem uma inverséo,
tal que a banda de conducao do HgTe é tipo P e a de valéncia é tipo S.

£ @

X 15

(b)

N ~.

irrep s{ E =

LH =

0.5

3 o | irrepp
©) . >0 o N
C -0.5 e .
>» ‘-.-. '/ \
8\ 2 1t CdTe HgTe CdTe
) |
O 2

° - ' - k(nm) -

Figura 2 — (a) Representagao da heteroestrutura do poc¢o quantico de HgTe/CdTe com
o confinamento na dire¢do z; (b) Representagao das estruturas de bandas
intercaladas do CdTe e do HgTe. A regidao em vermelho corresponde a estrutura
de bandas do CdTe, levando em conta a primeira banda de conduc¢ao do tipo S
(representagao irredutivel do tipo ['s) e as trés ultimas de valéncia do tipo P
(representacgao irredutivel do tipo I'g). A regido em azul corresponde a estrutura
de bandas do HgTe com as mesmas bandas, porém, sua banda de conducao é
do tipo P e sua banda S é uma banda de valéncia. Vale ressaltar que esta é uma
imagem com a finalidade de ilustrar o poc¢o quantico formado entre as bandas
E e o poco entre as bandas LH, nao levando em conta a concentragao 1 — x de
HgTe nas bandas de CdTe; (c) Célula unitria da uma estrutura cristalina do
tipo Zincblende.

O Hamiltoniano BHZ descreve a dindmica bidimensional (2D) dos elétrons confi-
nados no poco de HgTe. Para obter este modelo, projeta-se o Hamiltoniano 3D de Kane
(WINKLER, 2003) na base dos autoestados fundamentais do pogo de HgTe, Fig. 3. Devido
a inversao de bandas na regiao do HgTe, o estado fundamental do pogo de elétrons, |E;),
estd préximo em energia do estado de buracos, |H;). A largura do pogo tem um papel
importante, pois o ordenamento energético destes estados se inverte como fun¢ao da largura
d do poco de HgTe (BERNEVIG; HUGHES; ZHANG, 2006). O regime topoldgico surge
para pogos de largura d 2 6.7 nm, tal que o estado |H;) torna-se mais energético que
o |E1). No modelo BHZ, a diferenga de energia entre estes estados é chamada de massa
M = E; — Hy, sendo E; e H; as energias dos estados |E1) e |Hy), respectivamente. Assim,

o regime topolégico ocorre quando a massa M < 0. Denomina-se este parametro M como
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massa, pois este entra no Hamiltoniano de forma andloga ao termo mc? no Hamiltoniano

relativistico de Dirac, como veremos a seguir.

Z

M = E; -H;

CdTe HgTe CdTe

Figura 3 — Representacao dos médulos das bandas E; e H; confinadas na direcao z devido
a diferenga no ordenamento de bandas na heteroestrutura HgTe/CdTe. O
parametro de massa M é diferenca entre estas energias.

Como mencionamos acima, o modelo BHZ pode ser obtido a partir do Hamiltoniano
3D de Kane (WINKLER, 2003), utilizando-se a teoria de perturbagoes de Lowdin para
projetar o sistema na base {|F1,s,),|H1,s.)}, onde s, = {1, ]} representa a componente
majoritaria de spin em cada autoestado. Esta demonstracao pode ser vista na referéncia
(CANDIDO, 2013; ZANON, 2021). O hamiltoniano do BHZ é escrito como

Hy 0
Hpnz = ( OT H) (1.1)
'

Hy = A(kyo, — kyo,) + (M + Bk*)o, + (Dk* + C)oy, (1.2)

sendo Hj, o bloco referente a componente majoritaria s., e H = HY. Aqui o = (0,,0,,0.)
sdo as matrizes de Pauli atuando nas sub-bandas {|Fy,s.),|Hi,s.)}. Em k = 0, os
autoestados de Hy tém energias =M, tal que o sistema ¢ isolante com gap 2|M|. Porém,
para um sistema finito surgem estados de borda quando M < 0. Isto pode ser visto na
estrutura de bandas de Hy para M > 0 e M < 0, que estao ilustradas na Fig. 4. Nota-se
que para massa M < 0 surgem estados com dispersao linear na regiao do gap do cristal

infinito.

1.1.3 Invariante topoldgico: o niimero de Chern

Como vimos acima, o regime topologicamente nao-trivial e os estados de borda
hélicos surgem no modelo BHZ quando a massa M < 0. Porém, s6 conseguimos fazer esta
identificacao direta quando diagonalizamos o Hamiltoniano para sistemas finitos, pois no
sistema infinito as bandas sempre apresentam um gap 2|M|. Para caracterizar a topologia
do modelo para o cristal infinito, sem precisar resolver o sistema confinado, utilizamos os

invariantes topoldgicos. Aqui, estamos particularmente interessados no nimero de Chern C'.
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Figura 4 — Estrutura de bandas para o sistema BHZ de tamanho L, = 600 nm, parametro
de rede a = 3 nm, expresso no limite trivial (M > 0) a esquerda e no limite
nao-trivial (M <) a direta. No caso nao-trivial foram destacadas as bandas
cujos estados se propagam nas bordas, com o sinal de spin negativo na cor azul
e 0 com spin positivo na cor vermelha.

Além deste, existem outros invariantes topoldgicos (TEO; FU; KANE, 2008), e a escolha
do invariante apropriado depende da classe de simetria do sistema. Por exemplo, quando
o hamiltoniano do sistema se divide em blocos de spins distintos {1,1}, que é o caso do
modelo descrito neste trabalho, utiliza-se o nimero de Chern de spin Cy;, = (Cy — C))/2
(KAUFMANN; LI; WEHEFRITZ-KAUFMANN;, 2016). Porém, quando os blocos estao
acoplados, devemos usar o invariante Zy (KANE; MELE, 2005a; KANE; MELE, 2005b;
FU; KANE, 2007b; FU; KANE, 2006; WANG; QI; ZHANG, 2010).

Na fisica, o nimero de Chern foi introduzido pela primeira vez na interpretacao
topolégica do efeito Hall quéntico inteiro (IQHE). Neste, (THOULESS et al., 1982)
mostraram que a condutividade transversal do IQHE é quantizada em multiplos inteiros n
de €?/h. O célculo da condutividade pode ser feito no sistema infinito via férmula de Kubo
(DATTA, 1995) ou para um sistema finito via método de Landauer-Buttiker (DATTA,
1995). No primeiro caso, o inteiro n representa o nimero de niveis de Landau ocupados.
Ja no segundo caso o nimero n é o nimero de estados de borda conduzindo corrente. A
conexao entre estes dois casos é dada pela interpretacao topoldgica do IQHE, onde n é
a soma dos numeros de Chern, cujo valor é 1 para cada nivel de Landau ocupado, e a

existéncia de estados de borda é garantida pela correspondéncia volume-fronteira (QI;
ZHANG, 2011).

A condutividade transversal do IQHE em termos do niimero de Chern é (HATSU-
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GAI, 1993; SYED, 2014)

62

c-L Z/ O, (k)dE, (1.4)
2m 7 JzB
Qn(ki) = —2Im <8kzun7k’8kyun,k> y (15)

onde C' é o nimero de Chern, u,(r) é a parte periédica da funcdo de Bloch ¢ (r) =
e®Tu, k(r), e Q,(k) é a componente z da curvatura de Berry. Na referéncia (FiiNFHAUS;
KOPP; LETTL, 2022), pode ser vista a demonstragao de que o C' é um ntmero inteiro.
Aqui, ilustramos apenas sua correspondéncia com a curvatura de Gauss da topologia
geométrica, onde expressa-se a caracteristica de Euler x(M) na forma do teorema de
Gauss-Bonnet,

1 1
(M) = 27r/erch+2/5M/~ggczs. (1.6)

™

Aqui, K é a curvatura de Gauss referente a variedade geométrica M. A primeira integral
corre sobre a superficie M, e a segunda sobre a fronteira 6 M, sendo que k, é a curvatura
geodésica da fronteira. A caracteristica de Euler x(M) = 2 —2¢ é um invariante topolégico
que mede o genus g da superficie (nimero de buracos). No caso do Chern number acima,
a variedade é a zona de Brillouin 2D (ZB), que pode ser entendida como um torus, devido
a sua periodicidade, e portanto nao possui fronteira. Assim, nota-se que a curvatura de
Berry é analoga a curvatura de Gauss, e o nimero de Chern é andlogo a caracteristica de

Euler. Uma discussao mais formal desta analogia pode ser vista na referéncia (YANG et
al., 2019; RYDER, 1991).

Como o numero de Chern C' acima requer uma integral no espaco k, s6 esta bem
definido para sistemas que possuem simetria de invariancia translacional. Porém, aqui
estamos interessados nos efeitos de impurezas de Anderson, que violam esta simetria.
Assim, é necessario encontrar outro invariante que possa determinar a fase topolédgica do

sistema.

1.2 Desordem e localizacao de Anderson

Philip Warren Anderson em seu famoso artigo intitulado Absence of diffusion in
certain random lattices (ANDERSON;, 1958), demonstrou matematicamente o surgimento
de estados localizados devido a significativas flutuacoes energéticas locais, resultantes de
defeitos por construcao ou de impurezas em uma estrutura cristalina. Tal fenémeno ficou

conhecido como localizacao de Anderson.

No regime de desordem forte, nao somente a localizacao ¢ afetada, mas também

outras propriedades fisicas associadas diretamente a esta, como a condutividade, os niveis
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de energia e outras propriedades indiretas, que também podem ser exploradas de outras

formas, como por exemplo, a obten¢do de transi¢oes metal-isolante (MOTT, 1968).

A localizacdo de Anderson pode ser investigada de diversas maneiras, como por
exemplo, usando matriz transferéncia, diagonalizacao exata do sistema, propagacao tem-
poral de pacotes de onda. Uma revisao recente do assunto pode ser vista na referéncia
(GUAN; GUAN, 2019). Para ilustrar os efeitos da desordem de Anderson, consideramos

aqui um gas de elétrons bidimensional dado pelo Hamiltoniano

H:Z%cgci—tZ(cZch—l—h.c.), (1.7)

i (i.3)
onde i representam os estados |i) localizados nos sitios de uma rede quadrada 2D, ¢
é o termo de hopping entre primeiros vizinhos (i, j), e V; é o potencial da desordem
local de Anderson. Aqui vamos considerar que V; tem valores aleatorios distribuidos

homogeneamente no intervalo —W < V; < W em cada sitio .

Para o hamiltoniano 1.7, calculamos a densidade de estados (DOS em fungao da
energia para intensidade da desordem W =0 e W # 0, Fig. 5. Na auséncia de desordem,
vemos que a DOS é aproximadamente constante proxima dos extremos de energia, e
apresenta uma singularidade de van Hove na energia £ = 0. J4 para desordem W # 0,
observamos que a tanto a singularidade quando a DOS préxima aos extremos de energia
sao suavizadas. Em particular, os estados que agora aparecem nos extremos suavizados
sao localizados. Para verificar esta afirmacao, podemos olhar para a razdo de participagao

a seguir.
O inverso da razao de participagao R,' de um estado |1,) = 3, an; i) é definido
por

RV =3 anl" (1.8)

(3
Para um estado maximamente localizado no sitio ig, a fungdo de onda é dada por apenas
uma componente finita a,; = d;,, 0 que implica em R = 1. J& para um estado maximamente
estendido, os sitios tenderam a ser igualmente ocupados, o que implica em todos com
ani = 1/ V/N. Assim, R, = N > 1. Logo, um sistema é caracterizado como localizado
quando o valor do raio de participacao é préximo de 1 e estendido quando se aproxima de
N. De fato vemos esta caracteristica nos estados proximos dos extremos de energia na
Fig. 5. Outra forma de se observar a localizacao dos estados no regime de localizagao de

Anderson é plotar o quadrado da funcao de onda, como feito na Fig. 6.

Para uma configuracao de desordem forte o suficiente, até sistemas topolégicos
podem se tornar isolantes triviais com estados localizados. Mas de maneira contraintuitiva,
a adigdo de desordem moderada pode fazer o contrario: verificou-se em (LI et al., 2009) que
a desordem pode induzir uma transicao de isolante trivial para topoldgico, como veremos

a seguir.
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Figura 5 — Densidade de estados e fator de participacao para o sistema limpo de impurezas
(azul) e no regime de localizacdo de Anderson (laranja), com W = 0.1t. A
regiao saturada no grafico do fator de participacao, corresponde a media mével.

1.2.1 Isolantes topoldgicos de Anderson

Como descrito na segao anterior, a introducao de desordem do tipo Anderson em
um sistema condutor, pode causar a localizacao dos seus estados, o que o torna um isolante
trivial. Tal comportamento ocorre até mesmo para isolantes topologicos para intensidade
de desordem suficientemente grande, o que implica na quebra da protecao dos estados

de borda. Porém, para uma certa configuracao de parametros de sistemas topoldgicos,
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Figura 6 — Mapa de cores do modulo ao quadrado dos estados para o regime de localizagao
de Anderson com W = 0.03t (fileira inferior) e fora do regime de localizagao de
Anderson, com W = 0 (fileira superior).

pode ocorrer o contrario, o sistema pode sair de um estado isolante trivial e fazer uma
transicao para um topologico ao se adicionar desordem, estes sdo denominados isolantes
topologicos de Anderson (TAI, do inglés topological Anderson insulators). Esta surpresa
foi descoberta por Li, Chu, Jain e Shen na referéncia (LI et al., 2009) e posteriormente
aprofundada nas referéncias (JIANG et al., 2009; GROTH et al., 2009) por meio de
simula¢oes computacionais no modelo BHZ. Nestes, partindo-se de um regime de isolante
trivial com M > 0, mostrou-se que com o aumento da intensidade da desordem W surge um

plato de condutancia quantizada, sugerindo a existéncia de estados de borda topolégicos.

Na referéncia (LI et al., 2009), os autores também verificaram que a condutincia
G na fase trivial recai em uma curva universal perante a transformagao G — GL,/L,,
indicando que o transporte se da pelo bulk. Porém, para desordem W maior, na fase TAI,
G ¢ independente do tamanho do sistema, sugerindo que nao ha contribuicao de estados de
bulk e confirmando-se que o transporte se da pelas bordas do sistema. Adicionalmente, a
decomposicao dos coeficientes de transporte por spin, mostrou que estes estados de borda
sao spin-polarizados e hélicos. O que foi confirmado em trabalhos posteriores (JIANG et

al., 2009; GROTH et al., 2009).

O BHZ é um conhecido isolante topoldgico mesmo sem desordem. Para entender
como a desordem induz a transi¢ao de isolante trivial para TAI, (GROTH et al., 2009)
mostraram que o efeito da desordem é de renormalizar os valores da massa M em uma massa
efetiva M, passando de M = M > 0 para W = 0 para M < 0 para valores de W moderados.
Adicionalmente, para valores de W mais elevados, recupera-se um regime de localizacao de

Anderson trivial. De fato, os autores desta referéncia mostraram que, considerando-se que
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a desordem é dada por um potencial de impurezas de posigoes e intensidades aleatérias
(no intervalo W), a self-energy ¥ devido a desordem na aproximagao auto-consistente de

Born (BRUUS; FLENSBERG, 2003) ¢

1 —1
Y= WQ(a/Qﬂ)Z/ Er +i0" — H(k) = 2| d°k, (1.9)
12 B2

sendo a o parametro de rede do sistema (passo da discretiza¢do), W a intensidade da
desordem, Fr a energia de Fermi, Hy(k) o hamiltoniano (1.1). A parte real de ¥ renormaliza
os termos do Hamiltoniano H,(k). No Apéndice A mostramos que as tnicas componentes
finitas de X sd0 X = Yg0¢ + X.0,, onde o sao as matrizes de Pauli definidas no modelo

BHZ acima (Segao 1.1.2). Assim, podemos definir

- W2a*> B B? — D? /mh\*
M:M+R622%M_48WE2B2—D2 ln E%—M2<a> s (110)
_ W2a* D B? — D? /mwh\*
M:EF—ReEozEF—ZL&ThZBZ_DQ In B (a) : (1.11)

Aqui, M e ju sdo a massa e potencial quimico renormalizados pela desordem. Nas equagoes
acima, as expressoes sao obtidas na primeira aproximacao de Born. Nota-se que a correcao
da massa M — M depende da intensidade da desordem com W?2 e pode induzir uma troca

no sinal da massa efetiva M, levando ao regime TAI.

1.2.2 Invariante topoldgico: o marcador local de Chern

O nimero de Chern discutido acima ¢ definido como uma integral no espaco de quasi-
momento k, portanto valido apenas para sistemas com invariancia translacional, peridédicos.
Aqui, estamos interessados em sistemas na presenca de desordem de Anderson, portanto a
invariancia translacional é quebrada e devemos olhar para alternativas de caracterizacao
da fase topologica. Neste contexto podemos usar dois invariantes topologicos que nao
dependem de k: (i) o indice de Bott (HASTINGS; LORING, 2010; LORING; HASTINGS,
2010; HASTINGS; LORING, 2011) e (ii) o marcador local de Chern (BIANCO; RESTA,
2011; KITAEV, 2006; SYKES; BARNETT, 2021). O indice de Bott é dado pela expressao

B= ;ﬂ Im{Tr[log(VUV'UT)|} (1.12)

em que U = Pe>™X P e V = Pe> P com P sendo o operador projecao para os estados
ocupados do sistema. Este indice é equivalente ao nimero de Chern (TONIOLO, 2022),
porém, sua expressao nao é dependente da periodicidade da rede cristalina. Enquanto
que o indice de Bott é global, o marcador local de Chern prové uma representacgao local
no espago (x,y), capturando informagoes sobre as flutuagoes locais das propriedades
topolédgicas devido a desordem. Aqui, estamos interessados em investigar as caracteristicas

deste marcador local.
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O marcador local de Chern foi inicialmente proposto por Kitaev (KITAEV, 2006)
para modelos discretos, e posteriormente generalizada para modelos continuos por Bianco
e Resta (BIANCO; RESTA, 2011). Mais recentemente, (SYKES; BARNETT, 2021)
generalizaram os resultados de Bianco-Resta para sistemas de dimensoes impares (1D e
3D, por exemplo). Na Segao 2.3 apresentamos a dedugdo deste marcador em detalhes,

aqui, por hora, apresentamos apenas sua concepc¢ao geral.

Vimos anteriormente que o niimero de Chern ¢ definido pela integral da curvatura

de Berry no espaco k e pode ser escrito como
1 ocC. 9
C - —— IIHZ d“k <8krun,k‘8kyunﬁk> > (113)
@ n JZB

onde a soma corre apenas sobre bandas ocupadas e a integral em k é sobre toda a zona de
Brillouin (ZB). O elemento de matriz estd definido em termos das fungdes periddicas de
Bloch, tal que v, x(7) = €*7u, () /v/ N, sendo N4, o ntimero de celas unitérias (este
fator de normalizagao serd importante na demonstragao). Para converter esta expressao
em uma representa¢ao no espago de coordenadas, (BIANCO; RESTA, 2011) primeiro
introduzem a completeza 1 =Y,/ |t g (Un k| nO elemento de matriz acima para obter a
equagao

oc. livres

= ——Imz Z d2 &%Un k\un/ k:> <Un/ k;‘@kyun k:> (114)

Acima j& simplificamos a somatéria em n’ que agora corre apenas por estados livres (mais
detalhes na Secao 2.3). Uma vez nesta forma, a integral acima pode ser transformada para

o espaco de coordenadas através da identidade

(Un k| Vietin o) = =1 (U o] 7 [ ) (1.15)

que converte um elemento de matriz das derivadas com relacdo a k em um elemento de
matriz de . Esta identidade nao é trivial e foi demonstrada na referéncia (BLOUNT, 1962),
que é apresentada no Apéndice B por completeza. Note que além de trocar o operador
de k para 7, a identidade muda o dominio das fun¢oes onda, indo do termo periédico de
Bloch |u, k) para a funcdo de onda completa |, ). Por fim, usando a identidade acima e

outras manipulagoes que serdo detalhadas na Secao 2.3, obtemos definigdo do marcador
local C(R) como

= iZC(R), (1.16)

47

e =

ImZ/ d*r (r,a| PxPyP |r,a), (1.17)

sendo que R representam as posicoes das celas unitarias do cristal ou delimitam areas

de interesse em um sistema desordenado, Ag é a area referente a este dominio definido
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por R, « sao graus de liberdade internos (spin, orbitais, etc), (z,y) sao os operadores de

posicao, e P é o projetor sobre os estados ocupados,
P=3"% [hakXthnrl = D [95)Xe5] - (1.18)
n kK g

A primeira definicdo de P acima é uma identidade que surge naturalmente na
dedugdo de C(R) e esta definida em todo espago (x,y) do cristal infinito e sem fronteiras.
Na segunda definigao é feita uma mudanca de dominio ad hoc, onde (n, k) — j passam a
ser indices dos autoestados de um sistema finito com fronteiras. Esta é a tinica aproximacao
na demonstragao original (BIANCO; RESTA, 2011). A aproximagao funciona muito bem,
pois é de se esperar que para r ~ R proximo ao centro do cristal os autoestados 1;(r) do
sistema finito sejam indissocidveis dos autoestados de Bloch ), (7). De fato, na Fig. 7
vemos que na regiao central do cristal C(R) ~ +1 indicando uma fase topoldgica. Mais
detalhes sobre estas figuras serao apresentadas no Capitulo 3 e a demonstragao de C(R) e

consequéncias da aproximacao acima serao discutidas nas Segoes 2.3 e 3.5.
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Figura 7 — Mapa de calor do Local Chern number para o BHZ com L, = L, = 150 nm,
parametro de rede a = 3 nm e M = 2 meV com intensidade de desordem
W =0em (a), W =500 meV em (b).

1.3 Transicoes de fase e expoentes criticos

A teoria de transigoes de fase de Landau prové uma abordagem simples para a
compreensao das caracteristicas de transicoes de fase classicas em torno de um ponto
critico. Nesta secao, iremos ilustrar os fundamentos desta teoria e a definicao de expoentes
criticos. Vamos considerar o tradicional caso de materiais ferromagnéticos (KITTEL, 1949;
ACHARYYA, 2005). Neste caso, o parametro de ordem é a magnetiza¢ao M, que é nula
para temperaturas acima da temperatura de Curie, 7' > T, e finita para T' < T,.. Aqui, T,

representa o ponto critico da transicao de fase.
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Podemos assumir que a energia livre do sistema ferromagnético, F' = F(B,T, M),
¢ um funcional das grandezas macroscopicas: campo magnético B, temperatura T e
magnetizacao M. Vamos considerar apenas o caso B = 0, tal que a energia livre F' deve
ser invariante por simetria de reversao temporal. Como esta simetria leva M — —M,
queremos que F' seja uma funcgao par em M. Como na transicao de fase o parametro de

ordem M deve ir a zero, podemos considerar uma expansao de F' para M — 0 na forma

b(T)

ﬂﬂM—%zMﬂMﬂ-2

M*, (1.19)
sendo Fy a energia livte em M = 0, e a(T) e b(T) sdo coeficientes da expansao que
dependem da temperatura. O coeficiente que acompanha a mais alta ordem de M deve ser
positivo, i.e. b(T") > 0, para que F(T, M) cresga com |M| para |M| grande e a descrigdo
seja termodinamicamente estavel. Por simplicidade, podemos assumir uma constante
b(T) = b > 0. Extremizando-se 0F/OM = 0, vemos que os extremos da energia livre sdo
M=0eM = +\/—a(T)/b. Para a(T) > 0, a tnica solugao real é M = 0, que de fato
¢ o minimo de energia, e a curvatura de F' neste ponto ¢ 9*F/0M?* = 2a(T). J4 para
a(T) < 0, esta curvatura fica negativa e M = 0 é um maximo. Neste caso, os outros
extremos M = +,/—a(T)/b tornam-se minimos reais com curvatura positiva |4a(7")|. Estes

dois casos estao ilustrados na Fig. 8.
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Figura 8 — Gréficos da energia livre F'(T, M) para T" acima e abaixo da temperatura critica
T..

A anélise acima mostra que devemos ter a(7") > 0 na fase ndo-magnética com
T > T, e a(T) < 0 na fase magnética com 7" < T.. Consequentemente, devemos ter
a(T.) = 0 no ponto critico T'= T, o que caracteriza uma transi¢ao de fase de segunda

ordem. Assim, considera-se a relagao a(T) = a' - (T — T.), com &' > 0, obtendo-se o
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comportamento da magnetizacdo em torno do ponto critico como

al
+/—(T. - T)?, T <T,
= E T (1.20)

0, T>T.

De forma semelhante, é possivel extrair comportamentos criticos de outras grandezas
termodindamicas, como o calor especifico magnético C'y; e a susceptibilidade magnética
Xa- Mais detalhes podem ser vistos em livros textos (LUBECK, 2004; STANLEY, 1971).

Aqui, apresentamos apenas os resultados na forma

(a')?

°F , T<T.,
Cy = _TgT2 ={ b (1.21)
Moo, T>T,
1 2p 2 (T, —-T), T<T,,
:32 _ )2 ) (1.22)
Xxu  OMilso |\ g(T-T,), T>T.

Estes resultados sao genéricos para qualquer sistema que possa ser representado
pela energia livre F' definida acima, e apresente uma transicao de fase de segunda ordem.
A especificidade do sistema esté restrita aos valores dos parametros a/, b e T,.. Porém, as
leis de poténcia que descrevem a dependéncia do sistema com a temperatura é tnica e
descreve a classe de universalidade deste sistema genérico. Os expoentes das temperaturas
sao denominados expoentes criticos desta classe de universalidade. Ou seja, para T ~ T,
as grandezas acima sdo fungdes universais nas formas Cy = Cy([Te. — T1%), xu =
xu([T. = T)P) e M = M([T, — T]"), com expoentes criticos « =0, f=1,ev=1/2.

1.3.1 Marcador local de Chern como parametro de ordem

Foi observado que em um sistema finito marcador de Chern local varia de forma
continua em relagao ao seu parametro de transicao de fase. Isto nos remete a transicoes
de fases classicas, discutidas anteriormente e nos leva a estudar a utilizagao de classes de

universalidade e expoentes criticos, no contexto de fase topolégica.

A variagao continua do marcador de Chern local foi observada no trabalho (CAIO et
al., 2019). Nesse trabalho os autores investigaram a transi¢ao de fase topoldgica, utilizando
o marcador de Chern local no centro geométrico de sistemas cristalinos de dimensoes L x L,
para oito valores de L, indo de 17 a 29 células unitérias, do modelo de Haldane (HALDANE,
1988). Esse modelo descreve um sistema com bandas topoldgicas sem a inclusdo de campo
magnético externo, e deu uma importante contribuicao no desenvolvimento de isolantes

topologicos. Tal modelo é definido em uma rede bidimensional honeycomb, sendo

H=—-t Z(c;-rcj +he) =ty Y (e®icle; + h.c.) + M > cle;— M > e, (1.23)
(i) (i) icA icB
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aqui cZT e ¢; sao os operadores de criacao e aniquilacdo, t; e t5 s@o os hoppings de primeiros
e segundos vizinhos, com () e (()) sendo a soma para os respectivos primeiros e segundos
vizinhos. O pardmetro M (pardmetro de massa) possui sinais opostos nas subrede A e B,

0 que quebra a simetria de inversao entre as subredes.

O marcador de Chern local no centro deste sistema, variou conforme ilustrado
na Fig.9 (a), obtido por (CAIO et al., 2019) e, reproduzido por nés. Percebe-se que ao
variar o parametro de transicao, o marcador de Chern varia continuamente de 0 a 1,
tendendo a uma funcdo heaviside para sistemas maiores, como ¢é o caso do nimero de
Chern definido em sistema periédico. A variagao do marcador de Chern local para se
observar esta transicao foi efetuada variando M de 1.4 a 2 meV. A forma como estas
curvas variam, sugere uma possivel renormalizacao do parametro M que poderia resultar
em uma curva Unica para qualquer tamanho de sistema, o que foi feito na Fig.9 (b), ao se
tomar M — (M — M_.)LY* com pu = 0.995 ~ 1.

1.0 10
o ]
E -}
2 € 0.6
Eas— c O
o Q ]
6 0.41 § 0.4
©0.2 3 0.2
9 S
0.0 0.0 | | | .
1.4 1.6 1.8 2.0 -10 -5 0 5
M (M—MC)LU"'

(a) (b)

Figura 9 — (a) Transigoes de fase topoldgica no modelo de Haldane, avaliadas pelo marcador
de Chern local no centro de sistemas de tamanhos L x L, com L = 15,17,...29

células unitérias, variando L em passos de 2. (b) Renormaliza¢ao das curvas
em (a), com M — (M — M.)LY" e yu = 0.995 ~ 1.

A renormalizacio (M — M,)L*/* observada nos remete as classes de universalidade
da teoria de transicao de fase de Landau, descrita na se¢ao anterior, com p sendo um
expoente critico. Pensando nisso, nés propusemos como o principal objetivo deste trabalho,
a obtencao de classes de universalidade para a renormalizagao de sistemas fortemente desor-
denados. No entanto, com a intensidade de desordem W como parametro de transicao, em
isolantes topologicos de Anderson, que devido a falta de periodicidade sao topologicamente

caracterizados por invariantes locais como o marcador de Chern local.
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1.4 Organizacao do texto

Neste capitulo introduzimos os conceitos fundamentais utilizados no contexto
desta dissertacao: isolantes topoldgicos, invariantes topologicos, desordem de Anderson,
marcadores locais, e transi¢oes de fase. No Capitulo 2 apresentamos (i) o Hamiltoniano
modelo investigado nesta dissertagao, (ii) uma breve apresentagao de como usamos o pacote
python kwant para auxiliar nos calculos numéricos, e (iii) a demonstragao da expressao do
marcador local de Chern e suas implementacoes praticas, incluindo a aproximacao do Kernel
Polynomial Method (KPM), fundamental para investigagdo numérica de sistemas grandes
de forma eficiente. No Capitulo 3 apresentamos nossos resultados sobre a caracterizagao das
propriedades topoldgicas de sistemas na presenca de desordem de Anderson. Em particular,
mostramos que o marcador local colapsa em uma curva universal perante um reescalamento
da intensidade da desordem com o tamanho do sistema. No Capitulo 4 apresentamos
nossas conclusoes e perspectivas. E nos Apéndices apresentamos demonstragoes auxiliares

que complementam a discussao no texto principal.
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2 Meétodos

Nosso objetivo neste projeto é considerar os Hamiltonianos modelo mais usados
nos estudos de isolantes topoldgicos. Sao estes: (i) modelo de Haldane (HALDANE, 1988);
(ii) modelo de Kane-Mele (KANE; MELE, 2005c¢); (iii) o isolante topoldgico cristalino
(FU, 2011); (iv) e o modelo BHZ (BERNEVIG; HUGHES; ZHANG, 2006; BERNEVIG;
ZHANG, 2006). Nesta Dissertacdo, discutiremos apenas os resultados obtidos para o
modelo BHZ. Porém, adiantamos que resultados preliminares para os outros modelos sao
equivalentes e resultam no mesmo expoente critico. Os resultados completos de todos os

modelos serdo compilados em uma publicacio cientifica a ser submetida em breve.

2.1 Modelo BHZ

No capitulo de introducao, ja apresentamos o modelo BHZ. Porém, por praticidade,

repetimos aqui que seu Hamiltoniano é dado por

Hgny = A(kyo, — kyo,) + (M + Bk*)o, + (DE* + C)oy, (2.1)

onde optamos por representar apenas o bloco de spin majoritario s, =1, sendo que o bloco
complementar é seu par por invariancia temporal, dado por Hyyy,. Aqui, A = 364.5 meV nm,
B = 686 meV nm?, D = C = 0 por simplicidade, e o valor da massa varia ao longo do
texto tipicamente no intervalo —10 < M < 10 meV. Para as implementag¢oes numéricas,
Hgypy é discretizado em uma rede quadrada de passos a = 3 nm e os quasi-momentos
sao transformados k, — —id,, sendo v = {z,y}, segundo a aproximagao da fungao
envelope (BASTARD, 1988). Adicionalmente, as impurezas de Anderson sao representadas
por flutuacoes de energia aleatorias locais em cada sitio da rede discreta, com valores
distribuidos uniformemente no intervalo de —W a W. A Fig. 10 mostra a estrutura de

bandas e estados de borda no regime topologico obtidas por este modelo.
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Figura 10 — (a)Estrutura de bandas para o sistema BHZ de tamanho L, = 600 nm,
pardmetro de rede @ = 3 nm, expresso no limite trivial (M > 0) a esquerda e
no limite ndo-trivial (M <) a direta. No caso nao-trivial foram destacadas as
bandas cujos estados se propagam nas bordas, com o sinal de spin negativo na
cor azul e o com spin positivo na cor vermelha. (b) Densidade de estados com
cores distintas para diferentes spins e densidades de correntes representadas
por seta, para o sistema BHZ sem desordem, de tamanho L, = 800nm e
L, = 400nm, parametro de rede @ = 3 nm e M = —10 meV.

2.2 Pacote python: kwant

O pacote python kwant (GROTH et al., 2014) é uma ferramenta de cédigo aberto

que auxilia na implementacao de Hamiltonianos numéricos na representacao discreta para
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calcular propriedades espectrais e do transporte. Nesta dissertacao, utilizamos o kwant

para:

o Construir as matrizes numéricas dos Hamiltonianos modelo;

o Calcular as estruturas de bandas dos sistemas periddicos;

o Calcular autovalores e autovetores dos modelos de tamanho finito;

o Calcular a condutancia e densidade de corrente de sistemas limpos e desordenados;

e Calcular a densidade de estados local.

Nesta se¢ao, ilustramos cada uma destas operagoes com exemplos curtos de codigos e uma

descricao de como funcionam.

Construcao do modelo. Para construir a representacao matricial discreta do
modelo BHZ, utilizamos o subpacote kwant.continuum (kc), que 1& uma string que descreve
o modelo e a transforma na representacao matricial. Por exemplo, considere o codigo

abaixo:

import kwant
import kwant.continuum as kc

import numpy as np

# constants

default_A = 364.5 # mel.nm
default_B = 686.0 # meV.nm$ 2%
default_D

0 # chiral case

def make_finite_sys(Lx, Ly, a, A=default_A, B=default_B, D=default_D):
# define BHZ template and butild generic finite system
h = """ Ax(k_x * sigma_x - k_y * sigma_y) + (M + Bx(k_x"2 + k_y~2))*sigma_z
+ Dx(k_x"2 + k_y 2)*sigma_0 + V(x,y)*sigma_0''"'
locpars = {'A': A, 'B': B, 'D': D}
bhz = kc.discretize(h, locals=locpars, grid=a)
syst = kwant.Builder()
# define shape function
def rectangle(site):
X, y = site.pos
return (np.abs(x) <= Lx/2 + 1e-8) and (unp.abs(y) <= Ly/2 + 1e-8)
# build the matrixz representation
syst.fill(bhz, rectangle(Lx, Ly, 'site'), (0, 0))
# return kwant object

return syst
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Na rotina make_finite_sys, definimos uma string h que representa o modelo BHZ. Nesta,
algumas palavras chaves sdo nativamente interpretadas pelo kwant (via pacote sympy).
Assim, os termos sigma_v sdo automaticamente convertidos nas matrizes de Pauli o,
e os termos k_x e k_y sao representados na forma matricial de diferencas finitas. Mais

explicitamente, os momentos sao transformados nos operadores

k_x ¥(z) > —fziw(;c) ~ e ta) 2?/’(5” —9) (2.2)
o () = o (a) - VD22 H O ) (2.3)

sendo a o passo de discretizagdo. Esta representagao dos momentos k, ¢ composta com as
matrizes de Pauli via produto tensorial, tal que Ak,o, torna-se Ak, ® o,, por exemplo. O
dicionario locpars identifica os valores que devem ser atribuidos as constantes indicadas,
e o parametro grid define o passo de discretizacao informado pelo parametro a da funcao
principal. O objeto syst do tipo Builder auxilia na construcao final da representacao
matricial. Para isso, precisamos informar quais sitios serao utilizados através da funcao
de forma (rectangle), que é informada para a rotina £ill. Esta percorre os sitios para
os quais a funcao de forma retorna True e constrdi a representacao da funcao de onda e
do Hamiltoniano automaticamente segundo a regra dos operadores acima. Nota-se que
acima nao foi definido o valor da massa M e nem a expressao do potencial local V(x,y).
Estes serao definidos em tempo de execucao posteriormente nas chamadas de calculos
finais em cada método pelo dicionario params. A rotina acima retorna a representacao do
sistema syst na estrutura do kwant, e pode ser utilizada posteriormente para retornar o

Hamiltoniano do sistema, ou outros observaveis como veremos a seguir.

Estrutura de bandas. Para gerar a figura da estrutura de banda do modelo BHZ,

considere o codigo abaixo:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import kwant

from TAI import bhz

plt.rcParams.update({'font.size': 183})

a=3
Ly=150
M= 2

lead = bhz.make_lead(Ly, a).finalized()
ks = np.linspace(-1, 1, 101)*0.1

# trivial

bands = kwant.physics.Bands(lead, params={'M': +M})
ek0 = np.array([bands(k*a) for k in ks])

bands = kwant.physics.Bands(lead, params={'M': -M})
ekl = np.array([bands(k*a) for k in ks])
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A fungdo make lead que foi desenvolvida na rotina bhz ¢é similar a make finite sys.
No entanto, uma diferenciagdo notavel entre elas é a inclusao da periodicidade na diregao x,
ao se utilizar a fun¢do kwant.Translation Symmetry(|—a,0]), no Buider. Vale ressaltar
que o valor a corresponde ao passo de discretizagao, parametro que também deve ser

colocado na rotina £il1l no lugar de Lx, como segue

lead = kwant.Builder (kwant.TranslationalSymmetry([-a, 0]))
lead.fill(bhzclean, rectangle(a, Ly, 'site'), (0, 0))

Definido o sistema atribuido a lead, a rotina Bands recebe este sistema como argumento
e, a partir dos hamiltoniano tight binding construido nesta, a rotina calcula para to-
dos os momentos definidos em ks, os autovalores do hamiltoniano, por meio da funcao

numpy.linalg.eigh.
Condutividade e densidade de corrente.

E possivel realizar o calculo da condutancia de um sistema utilizando os recursos
da biblioteca kwant. Para isso, é necessario construir o sistema como uma regiao de
espalhamento, conectada por dois ou mais terminais. Neste caso, utiliza-se as fungoes ja
definidas make finite sys e make lead, na construcdo da rotina make ribbon como

segue

def make_ribbon(Lx, Ly, a, A=default_A, B=default_B, D=default_D, operators=False):
# call functions above to butld sys and lead
syst = make_finite_sys(Lx, Ly, a, A, B, D)
lead = make_lead(Ly,a, A, B, D)
# attach leads
syst.attach_lead(lead) # 0
syst.attach_lead(lead.reversed()) # 1
# finalize system
syst = syst.finalized()
# return syst and operators
if operators == False:
return syst
else:
JO = kwant.operator.Current (syst)
DO = kwant.operator.Density(syst)
return syst, JO, DO

Neste codigo acima, acoplamos os terminais (leads) ao sistema utilizando o comando
attach lead. Durante sua chamada, é atribuido um nimero a cada lead, o qual sera

utilizado para referencia-lo quando for analisar a transmissao de corrente no sistema. Essa
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transmissao é computada utilizando a funcao kwant.smatrix() .transmission(0, 1),
que calcula a transmissao por meio da amplitude de probabilidade de transmissao, através
definicdo da matriz-S (DATTA, 1997). A implementagdo do calculo da conduténcia,

variando o potencial quimico i e a intensidade de desordem W, estd ilustrada no cédigo

abaixo.

a =3 # nm

M =2 # meV (edge state width = A/M, A = 365.5)

Lx = 150 # nm (3 or 4 times A/M should be sufficient)
Ly = Lx # nm

Ef = 150 # meV (lead shtift)

NT = O # current total number of samples

Ws = np.linspace(0, 1200, 50) # list of W values

mus = np.linspace(-150, 150, 101) # list of mu values
# define the system
syst = bhz.make_ribbon(Lx, Ly, a, D=0)
for iw in tqdm(range(len(Ws))):
for ie in range(len(mus)):
params = {'V':V(Ws[iw]), 'M':M, 'Ef': Ef+mus[iel}

Gmap = kwant.smatrix(syst, mus[ie], params=params).transmission(0, 1)

Neste codigo, a rotina V(W) retorna um gerador de niimeros aleatérios uniformemente

aleatério no intervalo [—W, W], que sdo adicionados as energias locais de cada sitio.
Densidade de estados local.

Para efetivamente observar os estados de borda em sistemas topologicos, é possivel
utilizar os recursos disponiveis na biblioteca kwant para determinar a densidade de spin e
densidade de corrente de sistemas. Essa analise permite observar o carater helicoidal dos
estados do sistema. Para realizar essa analise, sdo utilizados os operadores de densidade
(kwant . operator.Density) e corrente (kwant.operator.Current). Ao chamar esses ope-
radores, eles retornam os vetores resultantes da aplicagdo A(1)) sobre os sitios. Segue o
trecho do codigo onde para cada sitio do sistema noés calculamos a densidade de spin e

densidade de corrente

syst, JO, DO = make_ribbon2(Lx = 800, Ly = 400, a = 3, operators=True)

e0 =9
wf = kwant.wave_function(syst, energy=e0, params={'V': V(0), 'M': -10, 'Ef': 03})
psi = wf(0)
spin = 0
curr = 0
for p in psi:
curr += JO(p)
spin += DO(p)
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Neste codigo calculamos a aplicagao (i|AJ)) dos operadores de corrente e den-
sidade definidos na rotina make ribbon2, e somamos para os autoestados da regiao de

espalhamento, obtidos pela func¢ao kwant.wave _function.

Outras informacoes podem ser encontradas na documentacao do kwant. Adicional-
mente, o codigo-fonte dos calculos implementados nesta dissertagao serao disponibilizados

no repositério gitlab: <https://gitlab.com/subgnano/topological-anderson-insulator>.

2.3 Marcador local de Chern

Usaremos o marcador local de Chern, C(R), introduzido conceitualmente na Se¢ao
1.2.2, para obter diagramas de fase e para caracterizacdo das transi¢oes de fase discutidos
no proximo capitulo. Este marcador foi proposto originalmente por Kitaev (KITAEV,
2006) e Bianco-Resta (BIANCO; RESTA, 2011). Aqui, reproduziremos a demonstragao
de Bianco-Resta preenchendo lacunas que nao estao claras no artigo original e contém
detalhes que precisam ser bem compreendidos. Para tanto, mudaremos ligeiramente a
notacao usada no artigo original a fim de facilitar as manipulagoes. Por exemplo, usaremos
somas discretas em k ao invés de integrais no continuo, pois a forma de somatoérias nos
levam a Deltas de Kronecker que sao mais faceis de analisar do que as de Dirac. De

qualquer forma, a mudanga de notacao é trivial, pois

7B
(- )AR = [ (- )dk, (2.4)
k 7ZB

sendo Ak? = (27)%/Aue, € Ay é a drea do cristal infinito. Adicionalmente, vamos considerar

o teorema de Bloch na forma

Gn(r) = ﬂlv—e““‘un,k(r), (2.5)

sendo u, g (r) a parte periédica e definida no dominio da cela unitaria de area A., e o fator
de normalizacao N, é o numero de celas unitarias, tal que A,, = Ny A.. Desta definicao

segue a normalizacao

1 1 1
el = 5= [ fenaPdr =5 5= [ Junsr)Pér =3 - =1 (20
/c;o Noo e R Noo R R Noo

onde o indice co na integral indica que a integral é sobre todo o cristal de drea A,, — oo e
o vetor da rede R rotula cada uma das celas unitarias. Acima usamos também que a parte
periddica de Bloch estd normalizada na cela unitéria, ou seja [p, [tnk(r)|*d*r = 1. Todos
estes detalhes serao importantes na dedugao que segue e no complemento apresentado no
Apéndice B.
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Para obter o marcador local de Chern, comecamos manipulando a expressao do
numero de Chern para sistemas com invariancia translacional. Como apresentado na

introducao, este é

Ak2 oc. ZB

Ak2 oc. livres ZB
= —T Imzn: %/: zk: (6kxun7k|un/7k> <un/7k’8kyun7k> . (28)
Na segunda linha acima, inserimos no elemento de matriz a identidade 1 = 394 [t g (U k|
e simplificamos a somatéria de n’ para correr apenas pelos estados livres, pois a contribui-
¢ao dos ocupados é real e a expressao do C' requer apenas a parte imaginaria. Para verificar
esta afirmacio, separe a soma de n’ nas duas contribuices, 199 = 3705 4 S°lyres o note

que os termos que estao faltando em (2.8) (chamaremos de N') sao iguais ao seu complexo

conjugado N,
N =33 Orttn il ) (tt 1| O, ) (2.9)

N* — Z Z <Un’,k|8kxun7k> <6kyun,k’un’,k> = Z Z <8kxun/,k|un7k) <un,k‘8kyun’,k> . (210)

Na primeira parte de N* apenas aplicamos o conjugado trocando bras e kets, e na segunda
forma aplicamos integracao por partes nos dois elementos de matriz para trocar as derivadas
de lugar. Por fim, a igualdade entre N' = N* segue do fato das somas em n e n’ serem
intercambiaveis, pois ambas correm sobre os mesmos estados ocupados. Portanto apenas

os estados livres contribuem na soma em 7n’ no nimero de Chern C.

O proximo passo € transformar os elementos de matriz das derivadas Jp em

elementos de matriz das coordenadas r, para isso, utiliza-se a identidade

— i (Uns g | T [V k) = Okr e (U | VieUn ) para n’ # n. (2.11)

Note que, na expressdo de C' acima a condi¢ao n’ # n é naturalmente satisfeita, uma vez
que n corre sobre estados ocupados e n’ sobre os livres. A demostracio desta identidade
pode ser vista no livro (BLOUNT, 1962), mas por praticidade, reproduzimos os passos no
Apéndice B.

Note que a identidade da Eq. 2.11 envolve uma mudanca do elemento de matriz
de |unk) para [t k). Enquanto o primeiro corresponde a uma integral no dominio da
cela unitaria A., o segundo ¢é definido por integrais em toda a area A., do cristal. Esta
mudanca de dominio é fundamental para trocarmos o dominio do cristal infinito para

sistemas finitos mais adiante .

Assim, por enquanto, o nimero de Chern toma a forma

AI{IQ oc. livres ZB

C=-—— Imz Z Z <wn,k| z |¢n’,k’> <¢n’,k’| Yy |¢n,k> : (2'12)

T o kk!
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Aqui introduzimos soma k' tirando proveito do 0 p da Eq. 2.11. As somas em n’ e k'
podem ser condensadas no projetor dos estados livres () e a somatéria em n pode ser
extendida para todos os estados introduzindo-se o projetor dos estados ocupados P = 1—@Q.
Assim temos,

Ak2 todos ZB

€= == 33 (| PaQuP ). (2.13)
livres

Q=Y [w ) wwl, (2.14)
n' k'

P=3 [us )t (2.15)
n' k'

Com estas modificagoes, as somas em n e k em C agora correm sobre todos os estados e

podemos usar relagoes de ortogonalidade para simplificar a expressao.

Vamos inserir a completeza 1 =Y, [, d*r|r, a)(r,a| entre P e os bra e ket na
expressao de C' acima. Aqui, « representa graus de liberdade internos do sistema (spin,

orbitais, etc). Reorganizando a expressao, temos

A 2
C = —: Im Z/ d2r/ &*r' (r,a| PeQyP |, o) Y (v, &/ |hn k) (Ynglr, @),
a,af ¥ Aco 00 n,k
(2.16)
AR ,
C = Imz d“r (r,a| PxQyP |r, a) (2.17)
Ak2 )
Imz d*r (r,a| PxPyP |r,q) , (2.18)
T

onde usamos a completeza ke [Un )X

= 1 (pois agora n e k correm sob todos os
estados) e (r,a|r’,a’) = 64.o0(r — r'). Na ultima expressao acima usamos ) = 1 — P
e notamos que a contribuicao do termo 1 nao contribui, pois é real. Para verificar esta

afirmagdo, basta notar que [z,y] = 0, mas [z, P] # 0 e [y, P] # 0.

A expressao de C acima ainda é global, pois a integral em 7 corre sobre A,,. Para
obter o marcador local, vamos quebrar esta soma nas contribuic¢oes individuais de cada
cela unitaria ou regiao finita que delimitaremos de forma abstrata pela coordenada R, tal

que [, d*r =Yg [pd*r. Assim temos

- LZC(R), (2.19)

47

C(R) =

ImZ/ d*r (r,a| PxPyP|r,a), (2.20)
onde C(R) é o marcador local referente a cela unitaria ou regiao R, ¢ o nimero de Chern
¢ dado pela média de C(R) em todo espago.

A expressao acima de C(R) é a expressao final que usamos em nossas implementa-

¢oes. E uma representacio local. Onde uma importante mudanca de dominio fundamental
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fica escondida. Toda a demonstracao feita acima ¢é exata, nao fizemos nenhuma aproxima-
¢ao. Porém, os projetores P foram definidos para sistemas com invariancia translacional e
sua defini¢do contém integrais em k. Para utilizar C(R) em sistemas finitos, é feita uma
mudanca de dominio ad hoc, trocando-se o projetor P (e o mesmo para Q) definidos acima

pela nova definicao
P =3 [l (2.21)
J

sendo que j indexa os autoestados do sistema finito, com fronteira A, tal que ¢;(r) =0
para r € 0A. Esta mudanca é fisicamente razoavel, pois para R proximo ao centro do
cristal finito, é de se esperar que ;(r) seja indistinguivel de sua contrapartida periédica

Y k(7). Porém, proximo da fronteira é de se esperar desvios significativos.

Os autores (BIANCO; RESTA, 2011) mencionam de passagem os problemas desta
mudanca de dominio, mas nao elaboram os detalhes. Aqui, em nossos resultados seguiremos
esta receita sem questionamentos, mas na Se¢ao 3.5 voltaremos a discutir esta aproximagcao

como um problema em aberto.

2.3.1 Implementacdo via forca-bruta: mapa (x,y) completo

Para sistemas pequenos, podemos implementar o marcador local exatamente como
descrito na Eq. 2.20. Mais especificamente, utilizamos o pacote kwant para calcular todos
os autovalores ¢; e autovetores 1; do Hamiltoniano H de um sistema finito, e os utilizamos
para computar o projetor P. Os operadores x e y sao matrizes diagonais com as coordenadas
ordenadas na estrutura interna do kwant. Nesta representacao, os elementos de matriz
(r,a| PrPyP |r,a) sdo os termos diagonais da matriz PrPyP. A soma em « e a integral
na regiao R correspondem a um traco parcial neste dominio de interesse, tal que podemos

escrever

C(R) = jr Imtrg {PxPyP], (2.22)

C

sendo trg = X, [ d°r.

2.3.2 Implementacao via aproximacao KPM: para apenas uma cela unitaria

Estamos interessados em avaliar uma transicao de fase, através do marcador de
Chern local C no centro de um sistema desordenada. Para isso devemos diagonalizar
o hamiltoniano do sistema, para definir o operador projecao P(e, H), presente na ex-
pressao de C, para assim, matricialmente encontrar o valor esperado no estado do sitio
central ((r|C (W, M)|r)), em todos os valores (W, N) do intervalo onde analisaremos esta
transicdo. Para um numero de configuragoes de desordem suficiente de se obter uma

boa media para C. Isso implica em alto custo computacional, tornando a ideia de um
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método aproximativo, algo mais palatavel. Devido isso, nds recorremos ao método KPM
(Kernel Polynomial Method) para o operador projecao P(e, H), que para um ntmero de
momentos suficiente, obtemos um bom valor para o marcador de Chern local com uma boa

precisao a um menor custo computacional. A descricdo deste método sera feita a seguir.

2.3.2.1 Expansao em polinomios de Chebyshev

H& varias formas de se obter uma boa aproximagao para uma funcao, sendo
expansoes truncadas um dos métodos mais usados, como ¢ o caso do método de expansao

em polinomios de Chebyshev. Este método utiliza de uma definicao de produto interno

(flg) = / w(z) f(2)g(z)dz (2.23)

para construir uma base ortogonal de polindmios denominados polinémios de Chebyshev,
que sdo agrupados em dois conjuntos de fung¢oes completas T, (z) e U,(z), definidas no
intervalo la,b] = [ 1, 1] pois ha duas definigdes de produto interno, a primeira (); com

= 7T\/1 —22)]7! e a segunda ()5 com w(z) = my/1 — 2. Para nosso proposito basta

a primeira deﬁmgao T dos polindmios de Chebyshev.

A limitacao deste intervalo é devida a normalizacao do produto interno, este que

resulta em

1+5n0

(T = —

On,m- (2.24)

Também pode se verificar que estes polindmios satisfazem as rela¢oes de recorréncia
To(x) =1, T 1(z) =Ti(z) =z, Tini1 = 22T (x) — Thq (), (2.25)

que proporcionam uma forma de se efetuar a expansao nestes polindmios, por iteragoes. A

expansao de uma fungao f definida no mesmo intervalo [—1,1] — R ¢é da forma
Z M) _ =+ 2 i anTy(z), (2.26)
n= O T |T> n=1

com coeficientes

@),

an = (f|Tn) = [y g (2.27)

Um exemplo de aplicagao é a expansao do operador evolugao temporal, que descreve

a evolucao de estados com relacao ao tempo, como segue

e U — ()T 423 (=) ()T (H). (2.28)
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Aqui I é o operador identidade, J,, é a funcao de Bessel do primeiro tipo, oriunda dos

coeficientes desta expansao, e 7 e H sdo dados por

|| H]] H
= = (2.29)
h || H ]
A norma ||...|| é tal que ||T,(H)|] < 1, ¥n. Esta normaliza¢ao do hamiltoniano é devida

a normalizacao dos polinomios.

2.3.2.2 Kernel Polynomial Method

Acima, no exemplo do operador de evolugao temporal a expansao envolve uma
somatoria em infinitos momentos n, porém, tipicamente converge rapidamente com n > 7.
Porém, se pré-fixarmos o niimero de momentos n = 0,--- , N, é possivel utilizar o conceito
de kernel para otimizar a convergéncia (WEISSE et al., 2006). Este consiste em modificar

a expansao ao se modificar os coeficientes p,, — g, /., obtendo uma nova fungao

Frrar(a) = Z PRCLE P

(Pn|Pn)
= 7T\/lli(golﬁo + 2 nz:l InbtnTn(2)). (2.30)

Esta expressao ¢ diferente da anterior (2.26), j4 que hd um termo (mv/1 —22)~! em

evidencia. Esta forma surge porque ¢, (z) = W,Z\;% ¢ um conjunto completo, com estes

ortogonais no segundo produto interno () como é demonstrado em (WEISSE et al., 2006).

Pode-se observar que esta equagao pode ser reescrita como

Frerat(2) = / /1= 2Kz, y) f(y)dy

1

= (En(z,9)[f ()2, (2.31)
K (2,5) = g060(2)o(y) +2 3 gubu(2)én(v). (2.32)

Tal fungao é denominada kernel, que pode ser qualquer funcao que garanta a convergéncia
limy oo |f — fxpam| = 0 e é 1til se a convergéncia for melhor do que a expansao inicial.
Para justificar seu uso, estes critérios sao verificados para o kernel de Jackson e outros na
referéncia (WeiSSE et al., 2006). O Kernel de Jackson é o melhor em muitas aplicagoes,

seus coeficientes g, sao

! (N—n+1) COS(NWZ 1) + Siﬂ(}\;:_nl) COt(N:l)] : (2.33)

N+1
Para o calculo do Local Chern Maker neste trabalho, foi utilizado a expansao K PM com

gn =

o Kernel de Jackson no operador projecao P(e, H), assim como em (VARJAS et al., 2020),
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resultando
Pe, H) = 0(c — H),
M
Ple.H) = " gt ()T (H). (2.34)
m=0
com
( ) 1 — %‘S(E) m = 07 (2 35)
Hm\€) = i |
—2sinfmarccos(e)] ., #0.

mm

2.4 Otimizando parametros criticos

Para o calculo numérico da otimizacao dos valores de W, e p na renormalizacao da
regiao de transicao do marcador local como proposto nos objetivos, nés minimizaremos

uma funcao erro Z(W,, ), definida por

Z(We, ) = /th P(w)oe(w)dw, (2.36)
Cow) = 5 o), (2.37)
2, ) = 51 3 [6ow) - Golw)] (2.39)

L

com Co(w) e 0, (w) sendo respectivamente o valor médio e a varidncia do marcador Cy
para diferentes valores de L. Nota-se que tal funcao erro depende da escolha do alcance
wer da transigdo e também de uma escolha da fun¢ao peso P(w). O alcance wg,; deve
limitar a integral para que nao chegue na regiao da segunda transi¢cao para o regime de

localizagao de Anderson trivial.

Para o peso, consideramos dois casos. No primeiro usamos apenas P(w) = 1, tal
que todos os pontos tem o mesmo peso. No segundo caso, usamos P(w) = 1 — Cy(w)/Cuax
a fim de maximizar o peso na regiao de transicio entre os platds de Co(w) = 0 e Co(w) = 1.

Aqui Caz ¢ 0 valor méximo de Cy(w).
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3 Resultados

Nesta secao serao apresentados os resultados que atestam a fase topolégica do
modelo BHZ, para o regime topolédgico devido a desordem de Anderson, verificando assim,
a metodologia utilizada. Em seguida apresentamos os resultados originais desta dissertacao,
como o estudo da invaridncia de escala dos pardmetros de transigao de fase W (intensidade
de desordem) e M (pardmetro de massa), com seus expoentes criticos. Os resultados
apresentados nesta secao foram também obtidos para outros sistemas que apresentam
uma fase topoldgica devida a desordem de Anderson: o modelo de Haldane (CAIO et al.,
2019), modelo de Kane-Mele (ORTH et al., 2016), e para isolantes topolégicos cristalinos
(FU, 2011). Aqui, nesta Dissertacao, apresentamos resultados apenas para o modelo BHZ,
enquanto que os resultados dos outros modelos serao compilados em uma futura publicagao

de artigo cientifico.

3.1 Condutancia no regime TAI

Para validar a nossa metodologia, reproduzimos o calculo da condutancia presente
nas referéncias (LI et al., 2009; GROTH et al., 2009), como pode ser observado na Fig. 11.
Nestes trabalhos, os autores consideram o modelo BHZ com massa no regime trivial
(M > 0) acrecido de desordem do tipo Anderson, e variaram o potencial quimico u e a
intensidade do potencial de impurezas W, assim como nds fizemos. Para tal, empregamos
a rotina kwant.smatrix descrita na secao 2.2, a qual computa a transmissao entre os

eletrodos conectados ao sistema, que nos permite obter o valor da condutancia de Landauer.

Analisando a Fig.11, nas proximidades da regiao trivial, onde W ~ 0, vemos que a
condutancia evolui como esperado, sendo nula na regiao de gap, uma vez que se trata de
um isolante trivial. Gradualmente, a medida que nos afastamos de neutralidade de carga
do potencial quimico p = 0, seu valor aumenta de forma progressiva. Esse comportamento

¢ atribuido ao maior nimero de bandas disponiveis para o transporte.

Para valores mais elevados de W, é observada a presenca de uma regiao de con-
dutancia quantizada, destacada pela cor amarela na Fig. 11. Essa caracteristica ¢ tipica
desse sistema no regime nao-trivial, uma vez que nele ha estados de borda com canais de
corrente unidimensionais. Essa quantizacao ¢ devida a renormalizacao da massa efetiva do
sistema, conforme discutido em (GROTH et al., 2009) e na se¢ao 1.2.1. A massa efetiva
leva o sistema para o regime topolégico nao-trivial, causada pela adicao de desordem. A
quantizacao da condutancia pode ser observada no painel direito da Fig. 11 para os trés
menores potenciais quimicos fixados. Além de um indicativo da presenca de estados de

borda, este mapa de cores para a condutancia também funciona como um diagrama de
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fase indireto para a fase topologica.

N =100

150; 4 4
100 — u=0.0 meVv
3 3 U =6.0 meV
S 30 - T —— p=30.0 meV
) s =
c 0 2% W 2 — M =150.0 meV
3 —50 o ©
1 14
—100+ /
—150: 0 0

500 1000 0 250 500 750 1000
W [meV] W [meV]

Figura 11 - Mapa da media da condutancia pela intensidade de desordem W para o
sistema BHZ de tamanho L, = L, = 150 nm, parametro de rede a = 3 nm e
M =2 meV | para 100 configuragoes de desordem

3.2 Estados hélicos

Podemos comprovar que a condutancia se da por estados de borda ao analisar a
densidade dos estados com energia E =~ 0 nos sitios do sistema, conforme ilustrado na Fig.
12.

Na Figura 12(a), apresentamos a densidade de probabilidade |¢(r)[?, para um
autoestado de baixa energia, utilizando o método de diferencas finitas para construir o
sistema, disponivel no pacote kwant.continuum (kc), conforme descrito na segao 2.2. Para
tal, realizamos a diagonalizagdo do hamiltoniano por meio da 1inalg.eigh do numpy, para
obter estes autoestados. Nesse mapa, € possivel observar que os estados estao localizados
na borda do sistema. Para verificar se esses estados sdo polarizados por spin, geramos a
Fig.12(b), e confirmamos que os sentidos de propagacao destes estados sdo distintos para

os diferentes valores spin.

Conforme descrito na secao 2.2, esse resultado foi obtido utilizando as rotinas
kwant.operator.Current e kwant.operator.Density, que calculam a densidade de cor-
rente do sistema desordenado conectado a terminais. Esses terminais foram construidos
utilizando a funcdo make ribbon com as duas componentes de spin no hamiltoniano BHZ,
com o objetivo de ilustrar os dois estados de borda. Na Fig.12(b) é possivel ver pela escala
de cores, que a densidade de spin dos estados em bordas diferentes, possuem valor de spin
opostos. Além disso, as setas representam a densidade de corrente, evidenciando que essas
correntes se propagam em diregoes opostas, apesar da presenca de desordem, que provoca
uma leve ondulagao em sua direcdo de propagacao. Ambas as figuras foram obtidas a

partir de uma tunica realizacao de desordem.
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Figura 12 — (a) Mapa de [¢(7)|* na representagio sobre os sitios do sistema, para L, =
L, =150 nm, M =2 meV e W = 500 meV. As cores mais claras expressao a
maior intensidade de |1)(7)|?, enquanto a cor preta representa a nao distribuigao
de |¢(r)]? sobre o sitio. (b) Densidade de estados com cores distintas para
diferentes spins e densidades de correntes representadas por seta, para uma
realizacao de desordem do sistema BHZ de tamanho L, = 800 nm e L, =
400 nm, parametro de rede a = 3 nm e M = 2 meV.

3.3 Marcador de Chern local

O principal objetivo deste trabalho ¢ usar um invariante topolégico local para
descrever a transicao de fase dos isolantes topolégicos de Anderson. O invariante selecionado
para este proposito ¢ o marcador de Chern local, conforme ilustrado na figura 13. Esse
invariante é obtido através de uma representaciao no espaco R? do ntimero Chern, e
é definido para cada sitio do sistema como expresso na equagao (2.20). A soma deste
marcador local sobre todos os sitios resulta no niimero Chern no caso do sistema bulk. No
entanto, para sistemas finitos esta soma resulta no traco do comutador de uma matriz
finita, que ¢é igual a zero em todos os casos. Portanto, na figura em questao, vemos que ha

uma regiao com valores negativos que garante que a soma total desse invariante seja zero.

Como destacado na secao 2.3, existem varias formas de expressar o nimero de
Chern em sua defini¢do espacial para um sistema finito. Isso ocorre devido a propriedade
do projetor P = PP e a ciclicidade do trago. Dessa forma, surgem defini¢oes alternativas,
como Tr{PzPy}, Tr{PxPyP} e outras, com a possibilidade de ter o operador @) ao invés
de P (CHEN, 2023). A definigdo dada pela equacao (2.20) possui a melhor distribuicao
do marcador de Chern sobre os sitios, conforme ilustrado na figura 13. Essa distribuicao
demonstra de maneira antecipada (para sistemas pequenos) como todas estas definigoes
deverao se comportar proximos do limite termodinamico, com sua regiao central apresen-
tando valores préximos ao do niimero de Chern, enquanto os sitios das bordas exibem

valores negativos.
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Portanto, por meio dessa definicao do marcador de Chern local, obtemos uma
maneira de caracterizar a fase topoldgica de sistemas desordenados, que consiste em observar
o valor do marcador na regiao central do sistema. No entanto, como podemos observar
nesta figura 13(b), para uma realizagdo de desordem, ha pontos aleatérios estatisticamente
robustos, em que este invariante flutua para valores negativos. Obtendo assim, que ¢é
necessaria a media de varias realizagoes de desordem para eliminar estas flutuagoes e obter

um bom invariante para estes sistemas.
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(a)

Figura 13 — Mapa de cores do Local Chern number para o BHZ com L, = L, = 150 nm,
parametro de rede a = 3 nm e M = 2 meV com intensidade de desordem

W =0em (a), W =500 meV em (b)

3.3.1 Renormalizacdo do marcador de Chern local

Podemos alcancar o principal objetivo deste trabalho, que é descrever as transi¢oes
de fase de isolantes topolégicos de Anderson. Uma vez que o valor médio do marcador
de Chern local no centro dos sistemas se mostra um bom parametro de ordem, podemos
expressa-lo como fungao da intensidade de desordem W e encontrar classes de universa-
lidades para renormalizagao destas curvas como ilustrado na figura 14. Para obter este
resultado, construimos o sistema utilizando os recursos da biblioteca kwant, conforme
discutido na segao 2.2, para que a partir do seu hamiltoniano pudéssemos de fato construir
o operador marcador de Chern local, dado pela equacao (2.20). E necessario encontrar os
autoestados deste hamiltoniano para definir o operador P e calcular o marcador de Chern
local, apenas no centro do sistema, para diferentes realizagoes de desordem e intensidade
de desordem. Assim, um método aproximativo como o KPM, discutido na se¢ao 2.3.2
apresenta ser mais vantajoso, por ter uma boa precisao, para uma quantidade de momentos
apropriados, e ter um custo computacional melhor. Assim noés fizemos, construimos o
operador marcador de Chern local pela expansao KPM do operador projetor e geramos
as curvas de transicao de fase, ilustradas na figura 14 (a), nestas fixamos a massa do

sistema em M = 2 meV e variamos a intensidade de desordem W = (0,1200) meV para 5
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tamanhos diferentes em 400 configuragoes de desordem, e calculamos a media para estas
400 configuragoes, que estao representadas pelas curvas de cores com maior intensidade
nesta figura, enquanto a suas barras de desvio padrao as contornam com uma intensidade
cores mais fracas. Com estas curvas pode-se observar a variagdo continua do marcador de
Chern até atingir o platdé de C' = 1, mostrando uma transicao para uma fase nao-trivial,
que posteriormente é vencido pela localizacdo em uma queda aproximadamente tinica para
todos os tamanhos considerados. Esta queda, devida a localizacdo de Anderson, ocorre
quando W é maior que a largura de banda do sistema. Também é notério que o desvio
padrao das realizagdes aumenta com a intensidade da desordem W, como é de se esperar,

pois as variagoes pontuais do marcador sao maiores.

Para enfim obter a renormalizacao das curvas e encontrar o expoente critico 1, nos
selecionamos o trecho de interesse, que é a regiao onde ha transicao e nao ha a queda
devido a localiza¢ado e minimizamos a funcao erro Z (W, 1) definida na segao 2.4, que
minimiza a sobreposicdo destas curvas ao se tomar W — W - ¢*/#. Essa minimizacdo pode
ser vista no painel (b), que ilustra o mapa deste erro como fungao dos pardmetros W, e p.
Nés utilizamos a fungao erro de peso P(w) = 1, que teve a melhor sobreposi¢ao de curvas,
ilustradas no painel (c), cujos valores encontrados foram p = 1.93 ~ 2 e W, = 29.2 meV.
Estes valores sao os que também melhor sobrepoe as variancias destas curvas, conforme

expresso no painel (d).
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Figura 14 — (a) Local Chern marker como funcao da intensidade da desordem W, para
L, =L, = L. (b) Funcao erro Z(W,, 1) usada para encontrar os melhores
pardmetros de scaling.Aqui usamos a fungao peso P(w) = 1. (¢) Melhor
renormalizagdo das curvas em (a) para uma sobreposi¢ao universal na regiao do
TAI ap6s a renormalizacio W — (W — W) - (L/Liaz)**.(d) Renormalizacio
da susceptibilidade £ = dC/dW enfatizando o pico da regiao TAIL

3.3.2 Valor esperado para o expoente critico

Observou-se no modelo de Haldane (CAIO et al., 2019) que o marcador local de
Chern para sistemas limpos (/W = 0) possui invaridncia de escala perante a renormalizagio
M — (M — Mc)Ll/ Y. com expoente critico v &~ 1. Na secao seguinte veremos que esta
renormalizacao também procede para o modelo BHZ com o mesmo expoente critico. Tendo
em vista esta renormaliacao da massa, podemos interpretar o expoente critico da transicao

induzida por W da seguinte forma:

Considere que o marcador local de Chern é uma funcao da massa M, potencial
de impurezas W, e dimensao do sistema L, i.e. C = C(M,W,L). De acordo com a
primeira aproximacao de Born, o efeito de W é causar uma renormalizacao da massa
na forma M = M — aW?, sendo que aqui o absorve as constantes omitidas da Eq. 1.10.

Consequentemente, agora temos C' = C (M, L). Por sua vez, a renormalizagdo da massa



3.4. Diagrama de fases 47

mencionada acima nos diz que C' = C(ML'") é uma funcio universal de apenas um

parametro
MIMY = MIMY — aW2ILMY — MIMVY — O{(WLl/QV)Q. (31)

Portanto, é razodvel esperar que a renormalizacao de W seja W — W LY* com p ~ 2v =~ 2.

Resultado semelhantes foram obtidos para os modelos de Haldane, Kane-Mele, e
TCI. De fato, sempre que a primeira aproximagao de Born for suficiente, podemos esperar
que o expoente critico da transicao TAI seja pu ~ 2v, sendo v o expoente critico obtido na
transicao topoldgica do sistema limpo como funcao do pardmetro que controla o gap do
modelo. Por outro lado, caso a primeira aproximacao de Born nao seja suficiente, ¢ de se

esperar desvios destes valores.

3.4 Diagrama de fases

Ja obtemos um diagrama de fase indireto para as transig¢oes de fase topologica e
topolégica de Anderson, ao gerar o grafico da condutancia do modelo BHZ desordenado, com
expresso na Fig.11. No entanto, é possivel obter um diagrama que investigue diretamente
a fase topologica, como foi feito na Figura 15. Nesse diagrama, calculamos o marcador de
Chern local médio no centro do sistema, variando a massa M em um intervalo (—10, 10) meV
e a intensidade de desordem W em um intervalo (0,1200) meV. Para obter este resultado,
construimos o sistema utilizando a rotina make_finite_sys, discutida na secao 2.2, e

calculamos o marcador de Chern local por meio do método KPM, abordado na segao 2.3.2.

Na figura 15, os sistemas foram confinados em tamanho, com L, = L, = 50 nm em
(a) e L, = L, = 100 nm em (b). Nessa figura, é possivel observar ndo somente a transicao
de fase devido a presenca de desordem, mas também a transicao de fase de isolantes
topologicos devido a propria massa no regime M < 0. Nota-se que o ponto de transicao
M, se aproxima de M = 0 ao se aumentar o tamanho do sistema. Adicionalmente, tanto
para M < 0 quanto para M > 0, é notavel que a transicao para C' = 1 também ocorre
com o aumento de W. Isto é devido a uma contribuicdo negativa M < 0 da self-energy em

M, que conduz para uma tropologia nao-trivial C' ~ 1.

As figuras 15(c) e (d) correspondem a uma renormaliza¢ao dos respectivos mapas (a)
e (b), nos dois dominios da intensidade de desordem W — W -¢/# e da massa M — M -(*/7,
com p~ 2, va1el=L/Ly.. Nessas figuras, observamos uma equivaléncia das regioes
de transicao de fase para L diferentes. Isto confirma a universalidade das renormalizagoes
de M e W.

(JANSSEN et al., 2013)
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Figura 15 — Diagrama de fase calculado usando o marcador de Chern local C' como fungao
da massa M do BHZ e a intensidade da desordem W para (a) L, = L, = 50
nm e (b) 100 nm. Devido a efeitos de tamanho finito, em W = 0 a transi¢ao de
um isolante topologico para um isolante trivial ocorre em M < 0 finito, mas
com incremento em L o ponto de transicao se aproxima para M — 0_. Para
W finito, a massa efetiva induzida pela desordem M < 0 conduz para a fase
TAI com C' =~ 1, enquanto que para W grandes, o sistema atinge um fase de
localizacao trivial de Anderson. (c-d) Renormalizagao dos painéis anteriores,
enfatizando as transigoes trivial/topolégica para TAL Aqui l = L/ Lyg., v & 1
para a renormalizacao da massa, e j &~ 2 para a renormalizacdo do W. Apds
esta renormalizacdo, os dados em (c) e (d) definem uma fung¢ao universal para
a transicao de fase.
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3.5 Marcador local de Chern: problemas na mudanca de dominio

Na demostracao do marcador local de Chern, vimos que uma mudanca de dominio
¢ introduzida ao trocar o projetor P definido originalmente para sistemas com invariancia
translacional por uma versao definida para sistemas finitos. Ou seja, a seguinte mudanca

foi feita de forma ad hoc,
P =35 Wbusnel = 2 liiesl. (52)

Esta simples mundaca, apesar de parecer ter justificativa fisica, traz consequéncias
intrigantes. Primeiro, lembremos que em um sistema periédico, o niimero de Chern é
C = 0 no regime trivial e C' = 1 no regime topoldgico. Por sua vez, C' pode ser escrito em

termos do marcador local como C' = N > rC(R), sendo C(R) o marcador local

4
C(R) = XW ImZ/ d*r (r,a| PxPyP |r, a). (3.3)
c a JR
Como visto nas figuras apresentada, nessa dissertagdo, tipicamente se obtém C(R) ~ 1
na regiao central, e C(R) < 0 nas bordas, tal que a soma sobre R sempre induz C' = 0.
De fato, a expressao (3.3) de C(R) pode ser reescrita na forma do trago parcial de um

comutador usando que Im Z = (Z — Z*)/2i. Assim,

-
C(R) = — /71” 3 /Rdzr (r,a| PxPyP — PyPzP|r,a)), (3.4)
o
_ mz/ &r (v, a [PxP, PyP| |r,a), (3.5)
AC «@ R
o
=g [PxP, PyP], (3.6)

onde usamos P? = P e definimos trg = 3, |, R d*r. Por sua vez a expressao de C' se torna
o trago completo do comutador, mas Tr[A, B] = 0. Consequentemente, isto implica que

C = 0 sempre, mesmo para um sistema topolégico.

Este aparente paradoxo ¢ uma consequéncia da mudanca de dominios de um sistema
sem fronteira com —oo < (x,y) < oo para um sistema finito e discreto com fronteiras nas
quais a func¢ao de onda vai a zero. Note que a Eq. (3.6) é exata para sistemas periddicos
com P na sua forma original em termos de [¢), k). Neste caso C(R) = C é constante,
independente de R e recupera o valor correto de C' = 0 (trivial) ou 1 (topoldgico). Porém,
neste caso as matrizes PxP e PyP sao infinitas e continuas, enquanto que na formulagao
aproximada por P na forma de [¢);), as matrizes s@o finitas e discretas. De fato, o trago

tem propriedades distintas nestes dois regimes.

Ainda nao temos uma solucdo concreta para este aparente paradoxo, mas sabemos

que algo semelhante ocorre para representacoes matriciais da relagao de comutagao candnica
[z, p] = ih (SANTHANAM; TEKUMALLA, 1976).
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4 Conclusoes

Nesta dissertacao de mestrado, investigamos a invariancia de escala nas transi¢oes
de fase topoldgicas em modelos para invariantes topologicos de Anderson (TAI). Para tanto,
utilizamos o pacote python Kwant para implementar o Hamiltoniano BHZ com a adicao
do potencial de impurezas aleatorias de Anderson, e calculamos diversas propriedades que
caracterizam suas propriedades topoldgicas. Primeiro, partindo de um sistema no regime
trivial, reproduzimos os resultados das referencias (LI et al., 2009; GROTH et al., 2009),
verificando a transicao de fase na condutancia, que para valores suficientemente altos
da intensidade do potencial de impurezas W apresenta platos quantizados na fase TAI,
indicando a existéncia de canais de transporte unidimensionais nas bordas. Em seguida,
calculamos o marcador de Chern local C via aproximacao do Kernel Polynomial Method
para sistemas grandes a fim de investigar propriedades de invariancia de escala em C
para diferentes tamanhos L x L do cristal. Identificamos que estes sistemas obedecem
a invariancia de escala na forma C = C([W — W,] - L'/*), tal que curvas de transicdo C

versus W colapsam em uma curva universal cpm um expoente critico p ~ 2.

O célculo da densidade de estados local na borda de uma nanofita mostra que
para W finito na fase TAI, o sistema apresenta estados de borda topolégicos, mas com
caracteristicas de localizacao de Anderson superpostas. Calculamos as fungoes de onda neste
regime para ilustrar os estados de borda do sistema. Para complementar a caracterizagao
do sistema, utilizamos o marcador local C para obter o diagrama de fases como fun¢ao da
massa M e da intensidade das impurezas W. Para W = 0 reproduzimos a transicao de
fase topoldgica usual como funcao da massa M. A partir do regime trivial e aumentando
W, vemos que C se aproxima de 1, indicando a fase TAI. Por fim, para qualquer M e

valores altos de W identificamos o surgimento da localizagdo de Anderson trivial.

Resultados preliminares, omitidos nesta dissertacao, mostram ainda comporta-
mentos semelhantes para outros modelos de isolantes topolégicos: modelos de Haldane,

Kane-Mele, isolantes topolédgicos cristalinos, e até mesmo higher-order topological insulators.

Os resultados apresentados nesta dissertacao, apontam para uma pergunta em
aberto para investigar. Como podemos utilizar o expoente critico y para caracterizar
classes de universalidade em transicoes topolégicas (CHEN, 2016)7 Na referéncia (CAIO et
al., 2019) observou-se o expoente critico v ~ 1 na transi¢do como fungao da do potencial de
subrede M — (M —M,)L'/* do modelo de Haldane. J4 em (VARJAS et al., 2020), obteve-se
expoente critico v = 1 na transicdo do material Pb;_,Sn,Te como funcao da concentracao
r — (x — x.)L'". Aqui, obtivemos i =~ 2 na transformacao W — (W — W,) - LY* para

todos os casos estudados.
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APENDICE A — Renormalizacio da massa

devido a desordem: self-energy

Neste apéndice iremos demonstrar as expressoes das renormalizagdes da massa M

e do potencial quimico y,

— W?a®> B B? — D? /mwh\*
M =M +ReX, ~ M- 1 WANE Al
e 487rh?BQ—D2nE%—M2<a) (A1)

W?2a?> D B? — D? /mh\4
i = Ep — ReSo ~ Ep — 1 () . A2
e T el LI Dl U5 V EA (4.2)

referentes ao hamiltoniano BHZ,

Hy 0
Hppz = A3
BHZ ( 0 H\L) ( )

Hy = A(kyo, — kyo,) + (M + BE*)o, + (Dk* + C)oy. (A.4)

Esta renormalizagao é devido a inclusdo de desordem do tipo Anderson no sistema,

que pode ser expressada através da self-energy

1
¥R = ng(a/zw)Q/BZ GR(k) d*k,, (A.5)

GR(k) = {EF — Hy(k)— P+ z0+] o (A.6)

Esta é uma expressio auto-consistente, pois tem % depende dele mesmo. Para contornar
este problema, usaremos a primeira aproximacao de Born, que consiste em “truncar” o

integrando em [E; + 0" — H,(k)] ™!, sendo este matricialmente expresso por

[m+k(B-D)+E ~ Ake
By 400" — Hy(k)"1 = L [T RB= D)+ Ef ‘ (AT
F _ Akei® m+ k(B + D) — E

com F = k*a? + (m + k*(B+ D) — E;)(m + k*(B — D) + E;). Aqui, expressamos o
momento em coordenadas polares k = (k cos ¢, ksin ¢). A parte angular da integral na Eq.

A.5 anula os termos fora da diagonal, e resulta em

h/a

/ GR(k)d%k = 7 / (Er — Dk?)oo + (m + Bk*)o, __kdk  (A8)
57 K4(D? — B2) — k2(A2 4 2DEp + 2Bim) + m? — B2 '

0
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Apesar de parecer complicada, a integral em k acima possui solucdo exata. Esta

pode ser expressa na forma

X
/dx ax +b _ 9y cX?+dX +e N (2bc — ad) y
cx?4+dr+e 2 & e cvidce — d?

[arctan ( 2eX +d A.9)

STA R Y

Considerando-se apenas o termo dominante no limite X — 0o, e o termo imaginario de

ordem dominante, temos

X
ar+b a cX? 7 (2bc — ad)

dr——F——~ —1 — ) - ———. A.10
/ Yl tdrte 2 og< e ) 2 cv/4Ace — d? ( )

Substituindo a integral aproximada na equacgao da self-energy no limite da primeira

aproximacao de Born, obtemos

ReY, = —112U§a2/47r32 ngQ log (5; : f; (h/a)2> (A.11)
ReXy = —112Uga2 /A7, l_) 7 log ( g; — Z 22 (h/@?) (A.12)
Iy, — 112U§a2/8m(A2<;2T5 = i%p@)gf_(i; D) (A.13)
ImY, = 112U§a2/8l%(’élzj{2 imfg f ?EZ l;))) (;312(?;)_ D) (A.14)

As partes reais da self-energy sdo negativas e resultam nas corre¢cdes da massa e potencial
quimico mencionadas acima. As partes imaginarias sao positivas, como esperado para as

funcoes retardadas, e induzem um alagamento da funcao espectral.
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APENDICE B - Elemento de matriz do

operador posicao

Na dedugado do marcador local de Chern feita na Secgao 2.3, seguindo (BIANCO;
RESTA, 2011), utilizamos a identidade

(U g | 7 |V k) = 10k ke (U | ViU ) para n’ # n. (B.1)
A demonstracao desta identidade encontra-se no livro (BLOUNT, 1962), mas para melhor
acessibilidade, reproduzimos ela aqui.

Seja Yy, k(1) a fungdo de onda de um cristal periédico na forma do teorema de
Bloch
oiker
Unk(r) = ﬁun,k

onde de normalizacao N, corresponde ao nimero de células unitarias do sistema, tal que

(r), (B.2)

as normalizagoes de ¥, x(7) e da parte periddica u, g (7) sdo

[ ety =1, ®.3)
[ oty =1, (B.4)

onde o indice 0 indica que a integral é feita sobre uma céla unitaria e o indice oo indica

que a integral é feita sobre todo o cristal.

Considerando
. eik-r eik~r
Vink(r) = ir—=u, (1) +

VN,

mvkun,k(r), (B.5)

e fazendo o produto escalar temos
_ 1 PR T
- ZVk <’l/}n/’k/|’l/}nk> = N/ e (k—k') un/7kl(’l°)7'un’k<'r>d37n
1 o
- @'N/ S FR T 1 (P) Vit () dPr. (B.6)

O primeiro termo do lado direito da equagao acima ¢ simplesmente (g |7|1n k) -
Para simplificar o segundo termo, note que ele pode ser escrito como Nt [ e!®=¥) f(r)d®r,
onde f(r) é uma fungdo periédica. Assim, podemos quebrar a integral em um somatorio

para todas as N, células unitarias,

i(k—k')r i(k—k')r i(k—k')-R
€ 3 € 3 € i(k—k')-r 3
C )l = Y [ ) = | | [T
c R YR c R c

0o 0

(B.7)
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onde o indice R na integral indica que esta é feita na célula unitaria deslocada em R da
origem. Na tltima expressao fizemos a mudanca de varidveis r — r + R, tal que a integral
sempre se dd na célula central (indice 0). Consequentemente, a somatoria entre colchetes

pode ser trabalhada separadamente, obtendo-se

k—k')R

3 et 5 (B.8)
—_— = k/7k. .
R NC

Com isso, o tltimo termo da Eq. B.6 se simplifca

1 - /
_ZTV / ez(k:—k: )"“un/,k/(r)vkun,k(r)d?’r = _i(sk’,k /Un/7k/(’l”)vkun7k(’l”)d37", (Bg)
c Joo 0

= —z'é,c/,k (un/,k\vk\un,w . (BlO)

Retornando para a Eq. B.6, temos

=iV (U k| Unke) = (Un e [T Vn k) — 107 ke (U | Vie|tin i) - (B.11)

Por fim, notamos que do lado esquerdo (¢ g/|¥nk) = Ok k0nn (a demonstracao segue da

Eq. B.7). Portanto, para n’ # n obtemos a identidade

(Vo g | 7 [n ) = 10k ke (U | ViU k) Dara n' # n. (B.12)
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