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RESUMO

Neste Trabalho de Conclusao de Curso apresentamos um estudo dos cinco poliedros regulares
(ou Poliedros de Platao) e dos treze poliedros semirregulares (ou Poliedros de Arquimedes). Tal
estudo foi dividido em duas partes: parte tedrica, com deducoes de formulas e classificacao dos
referidos poliedros e; parte pratica, com a constru¢ao dindmica dos poliedros semirregulares a
partir dos poliedros regulares utilizando o software GeoGebra.

E importante enfatizar a impossibilidade de se construir dinamicamente os poliedros se-
mirregulares no GeoGebra sem algumas das féormulas relacionadas aos poliedros regulares que
foram deduzidas na parte tedrica. As formulas deduzidas foram: (i) Relagdo de Euler para
poliedros convexos; (ii) medidas dos dngulos central e diedral de poliedro regular em fungao de
seu género de faces e de seu género de vértices; (iii) raios de esferas inscrita e circunscrita a po-
liedro regular em fung¢ao de seu género de faces, de seu género de vértices e de seu comprimento
de arestas; (iv) apotema e raio de circulo circunscrito a face de poliedro regular em funcao de
seu género de faces e de seu comprimento de arestas e; (v) area e volume de poliedro regular
em funcgao de seu género de faces, de seu género de vértices, de seu nimero de faces e de seu
comprimento de arestas.

Também é importante ressaltar que as construgoes dos poliedros semirregulares foram feitas
por meio de trés operagoes geométricas sobre os poliedros regulares: (1) truncamento simples;
(2) truncamento composto e; (3) snubificagao.

Neste trabalho temos a expectativa de poder contruibuir na teoria dos poliedros regulares e
semirregulares, bem como nas constru¢oes geométricas dinamicas de tais poliedros no software

GeoGebra.

Palavras-chave: Classificacao de Poliedros, GeoGebra, Geometria Dinamica, Truncamento.



ABSTRACT

In this Undergraduate Final Project we present a study of the five regular polyhedra (or
Platonic Solids) and the thirteen semi-regular polyhedra (or Archimedean Solids). This study
was divided into two parts: theoretical part, with deductions from formulas and classification of
above polyhedra and; practical part, with the dynamic construction of semi-regular polyhedra
from regular polyhedra using the GeoGebra software.

It is important to emphasize the impossibility of dynamically constructing semi-regular
polyhedra in GeoGebra without some of the formulas related to regular polyhedra that were
deduced in the theoretical part. The formulas deduced were: (i) Euler Relation for convex
polyhedra; (ii) measurements of the central and dihedral angles of a regular polyhedron de-
pending on its genus of faces and its genus of vertices; (iii) radii of spheres inscribed and
circumscribed by a regular polyhedron depending on the genus of faces, the genus of vertices
and the length of the edges; (iv) apothem and radius of the circle circumscribed to the face
of a regular polyhedron depending on its genus of faces and its edge length and; (v) area and
volume of a regular polyhedron as a function of its genus of faces, its genus of vertices, its
number of faces and its edge length.

It is also important to highlight that the constructions of semi-regular polyhedra were made
through three geometric operations on regular polyhedra: (1) simple truncation; (2) composite
truncation and; (3) snubification.

In this work we hope to be able to contribute to the theory of regular and semi-regular
polyhedra, as well as the dynamic geometric constructions of such polyhedra in the GeoGebra
software.

Keywords: Classification of Polyhedra, GeoGebra, Dynamic Geometry, Truncation.
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INTRODUGAO 1

1. INTRODUCAO

O estudo de objetos tridimensionais, como s6lidos de faces curvadas ou solidos de faces
planas (poliedros) costuma ser dificil para estudantes de Ensino Béasico e até mesmo para
estudantes de Ensino Superior. De acordo com Rogenski e Pedroso (2009, p. 5), os alunos
tém dificuldades com relacao a visualizagao e representagao, pois reconhecem poucos conceitos
da geometria basica. Além da dificuldade visual, ha também a dificuldade em termos de
constatacao de propriedades, como as métricas envolvendo os poliedros, ou seja, medidas de
arestas, medidas de angulos, calculos de areas de superficies, célculos de volumes, e assim
por diante. As deducgoes de féormulas também costumam trazer dificuldades, uma vez que
é necessario utilizar pré-requisitos de natureza algébrica para um estudo eficiente. Modelos
concretos e construcoes geométricas dinamicas feitas em computador, com o auxilio de softwares
destinados a esse fim, como o GeoGebra (referéncia [5]), por exemplo, tém ajudado muito no

estudo dos poliedros. Entretanto, mesmo assim, as dificuldades costumam ser grandes.

Neste texto apresentamos um estudo, tanto do ponto de vista teérico, quanto do ponto de
vista computacional, em termos de construgoes geométricas dindmicas, utilizando o software
GeoGebra, dos chamados Poliedros Regulares e, também, dos Poliedros Semirregulares, cujas

defini¢oes seguem abaixo, baseadas na referéncia [8|.

1.1 DEFININDO POLIEDRO REGULAR E SEMIRREGULAR

Poliedro Regular: Um Poliedro Regular, também chamado de Poliedro de Platao ou Platé-
nico, € um poliedro convexo cujas faces sao todas congruentes e regulares e, além disso, em

todos os vértices incidem o mesmo nimero de arestas.

Como consequéncia imediata desta definicao temos que todas as faces de um poliedro regular
apresentam o mesmo numero de lados. Também vale a chamada Rela¢ao de Euler: V—A+F =
2, sendo V o numero de vértices, A o nimero de arestas e F o nimero de faces do poliedro.
Mais adiante provaremos a Rela¢do de Fuler. Também provaremos, no Capitulo 2, que existem

apenas cinco poliedros regulares, apresentados na Figura 1.1. Sao eles:

(a) tetraedro regular;
(b) hexaedro regular (mais conhecido como cubo);

(¢) octaedro regular;

LICENCIATURA EM MATEMATICA



2 INTRODUGAO

(d) dodecaedro regular e;

(e) icosaedro regular.

() (b) (©) (d) (e)

Figura 1.1: Os cinco poliedros regulares. Fonte: a autora.

Poliedro Semirregular: Um Poliedro Semirreqular, ou Poliedro de Arquimedes ou Arquime-
diano, € um poliedro convexo, diferente de um prisma ou antiprisma, cujas faces sao poligonos
regulares de mais de um tipo e, em torno de cada vértice, a disposi¢ao de poligonos ¢ sempre

a mesia.

Como consequéncia desta defini¢cao, em poliedros semirregulares também vale a Relacao de
Fuler e provaremos, no Capitulo 3, que existem apenas treze de tais poliedros, apresentados

na Figura 1.2. Sao eles:

a) tetraedro truncado;
b) cubo truncado;

¢) octaedro truncado;

(
(
(
(d) dodecaedro truncado;
(e) icosaedro truncado;
(f) cuboctaedro;

(

g) cuboctaedro truncado;
h) rombicuboctaedro;

i) icosidodecaedro;

J

(

(i)

(j) icosidodecaedro truncado;

(k) rombicosidodecaedro;

(1) cubo snub (também chamado de cubo romo) e;
(m

) dodecaedro snub (também chamado de dodecaedro romo).

Todos os treze poliedros semirregulares citados acima sao obtidos por meio de trés “operagoes

geométricas” sobre os poliedros regulares. Tais operacoes sao as seguintes:

Truncamento Simples: consiste em cortar e retirar pequenas piramides de cada vértice de

um poliedro regular de tal modo que as faces resultantes sejam todas regulares (Figura 1.3-a).

Truncamento Composto: consiste aplicar duas vezes o truncamento simples em um poliedro
regular e, em seguida, afastar determinadas faces do centro do poliedro de tal modo que as faces

resultantes sejam todas regulares.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



INTRODUGAO 3

(a)

Figura 1.2: Os treze poliedros semirregulares. Fonte: a autora.

Snubificagao: consiste em afastar as faces de um poliedro regular de seu centro, rotaciona-las

e “preencher” os espagos vazios com triangulos regulares (Figura 1.3-b).

T
LT

Translagdo

(@

Figura 1.3: Representacao de truncamento e snubificagao. Fonte: a autora.

Essas operacoes serao melhores entendidas nas construgoes geométricas dinamicas que serao

apresentadas nos Capitulos 4 e 5.

Dos treze poliedros semirregulares, sete sao obtidos por truncamentos simples (Figura 1.2,
(a), (b), (c), (d), (e), (f) e (i)); quatro s@o obtidos por truncamentos compostos (Figura 1.2,
(g),(h), (j) e (k)) e dois sdo obtidos por snubificagdes (Figura 1.2, (1) e (m)).

LICENCIATURA EM MATEMATICA



4 INTRODUGAO

1.2 DEFININDO POLIGONO

Embora tenhamos apresentado as defini¢oes dos poliedros regulares e semirregulares, ficamos
devendo a definigao precisa do que estamos entendendo por poliedro. E ¢é aqui que podemos
resgatar um pouco da historia dos poliedros e das descobertas de suas propriedades. Por incrivel
que possa parecer, a definicao precisa de poliedro é algo que surgiu apenas no século XIX,
portanto, recente na histéria milenar da Matematica (referéncia [10]). Esse “atraso histérico” na
defini¢ao ocorreu devido a dificuldade de se delinear o que gostariamos de chamar de “poliedro”.

Para apresenté-la, precisamos definir antes o que entendemos por “poligono”.

Um poligono é um conjunto finito de segmentos de reta no espaco, que iremos denotar por
A1A2, AQAs,y ...y AWAL, com N > 3, unindo pares consecutivos de pontos Aj, Ay, ..., A, distintos
dois a dois. Os segmentos nao se auto-intersectam, exceto nos extremos; e um par de segmentos
consecutivos nunca é colinear. Os segmentos sao chamados de lados do poligono, enquanto

que os extremos sao os vértices do poligono.

Quando os vértices de um poligono estiverem em um mesmo plano, o chamamos de poligono
plano (Figura 1.4-a). Caso contrario, o nomeamos de poligono enviesado (Figura 1.4-b).
Todavia, neste trabalho, assumimos que ao utilizar a palavra poligono, estamos nos referindo

a um poligono plano, conforme estamos habitualmente acostumados.

(a) (b)

Figura 1.4: Poligono plano e poligono enviesado. Fonte: a autora.

Todo poligono divide o plano que o contém em duas regioes, a interior, limitada, e a
exterior, nao limitada. Vamos considerar que um poligono é constituido pelos seus lados,

vértices e pelo seu interior.

Dizemos que um poligono é convexo quando qualquer segmento de reta definido por dois
pontos do poligono esta contido nesse poligono. Observamos também que qualquer poligono

convexo € a intersecao de semiplanos definidos pelas retas suporte dos lados do poligono.

Uma reta r no plano cartesiano é descrita por uma equagao da forma ax + by = ¢, com a,
b e ¢ reais. Portanto, os dois semiplanos que r determina sao definidos por ax + by < ¢ e por
ax + by > ¢ (ou (—a)x + (=b)y < (—c)). Desta maneira, qualquer poligono pode ser visto
como solugao de um sistema de inequagoes da forma ax + by < c e, portanto, cada inequacao

do sistema define um dos semiplanos determinado por uma reta suporte de lado do poligono.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



INTRODUGAO 5

Por isso, com esse enfoque, a quantidade de inequagoes do sistema sera a quantidade de lados

do poligono que estamos tratando.

Um poligono é classificado como equilatero quando tem todos os lados com a mesma
medida e equiangular quando tiver todos os angulos internos de mesma medida. Um poligono
é dito regular quando for um poligono equilatero e equiangular ao mesmo tempo. A Figura

1.5 apresenta alguns exemplos.

(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 1.5: Poligonos regulares. Fonte: a autora.

1.3 DEFININDO POLIEDRO

Um poliedro é um conjunto finito P de poligonos planos, denominados faces, que cumpre
trés condigoes:
(1) Cada lado de um desses poligonos é lado também de um, e apenas um, outro poligono.
(2) A intersecao de duas faces quaisquer ou é um lado comum, ou é um vértice comum, ou é
vazia.

Cada lado de um poligono, comum a exatamente duas faces, ¢ chamado de aresta de P e
cada vértice de uma face é um vértice de P.
(3) Sejam A,B € P pontos distintos dos vértices de P. E sempre possivel passar uma linha

poligonal sobre P, ligando A a B, sem passar por vértices de P.

A defini¢ao de poliedro apresentada acima é relativamente restritiva. Objetos como os da

Figura 1.6, por exemplo, nao sao considerados poliedros.

As faces de um poliedro que incidem em um vértice dao origem a pelo menos um angulo
poliédrico. Sendo o triedro o angulo poliédrico mais simples que existe, entao para que um

poliedro exista, ele deve ter, no minimo, quatro faces.

De modo anélogo aos poligonos, todo poliedro determina duas regioes no espago: uma
limitada, em que a fronteira é o proprio poliedro, e outra nao limitada. A regiao limitada é

denominada interior do poliedro.

E importante entender que, de acordo com a defini¢ao acima, um poliedro é uma reuniao

de poligonos que cumpre determinadas condig¢oes. Isso significa que estamos considerando um
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(a) (b) (c) (d)

Figura 1.6: Reunido de poligonos que nao sao poliedros. Fonte: [1].

poliedro como sendo uma superficie. Logo, faz sentido falar, por exemplo, em area de poliedro.
Entretanto, em muitos contextos, poliedro também pode ser considerado como sendo a reuniao
de seu interior com sua “superficie-fronteira”’, o que permite falar, por exemplo, em volume de
poliedro. Apesar desta dubiedade de sentidos para a palavra poliedro, o contexto é sempre

claro.

Podemos classificar um poliedro como sendo convexo quando seu interior é uma regiao
convexa, ou seja, uma regiao em que quaisquer pares de pontos determinam segmentos de reta
contidos na propria regiao. A Figura 1.7-a apresenta um poliedro convexo, enquanto que a

Figura 1.7-b apresenta um poliedro nao convexo.

n -..'.
i

(b)

Figura 1.7: Poliedro convexo e nao convexo. Fonte:[1].

A convexidade de um poliedro é uma propriedade muito significativa, ja que estabelece uma
familia de poliedros muito utilizada em diversos contextos e, ao mesmo tempo, evita alguns
casos de poliedros “estranhos”. Por esse motivo, vamos considerar uma propriedade equivalente
a essa condicao de convexidade que é muito tutil para a demonstracao da Relacao Euler para
poliedros converos que serd feita logo abaixo: um poliedro é convexo quando toda reta nao

paralela a qualquer de suas faces intersecta sua superficie em, no maximo, dois pontos.

Alguns poliedros sao nomeados de acordo com as suas quantidades de faces, conforme a
Tabela 1.1.

2

Uma anélise interessante é que os poliedros tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e

icosaedro podem ser construidos somente com poligonos regulares.
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Numero de faces | Nomenclatura

4 Tetraedro

5 Pentaedro

6 Hexaedro

7 Heptaedro

8 Octaedro

9 Eneaedro
10 Decaedro

11 Undodecaedro
12 Dodecaedro
20 Icosaedro

Tabela 1.1: Nomenclatura de poliedros.

1.4 A RELACAO DE EULER

Nesta secao abordaremos a Relacao de Fuler, que é uma igualdade importante envolvendo
poliedros, e que relaciona o nimero de vértices, arestas e faces em poliedros convexos. A
demonstragao feita abaixo foi baseada na referéncia [6] e sera importante para a classificagao

dos poliedros regulares que faremos no Capitulo 2.

Teorema 1. (Rela¢ao de Euler) Em todo poliedro convexo vale que V.— A +F =2, sendo V,

A e F o numero de vértices, arestas e faces desse poliedro, respectivamente.

Demonstracao:

Considere ny, ny, ..., g 0 nimero de lados de cada uma das F faces de um poliedro convexo.

A soma das medidas dos angulos internos de um poligono de n lados é (n — 2).180°. Por

isso, temos que a soma S das medidas dos angulos internos das faces do poliedro é:

S = (1 —2).180° + (s — 2).180° + ... + (np — 2).180°
— (M4 oo 1) — (2424 . 4+ 2)).180°

Como a soma da quantidade de lados é duas vezes a quantidade de arestas, temos que
(n; +n,+...+ng) = 2A, e como 2 estéa sendo repetido F vezes em (2+ 2+ ... + 2), temos que
(24 2+ ...+ 2) =2F, ou seja,

S = (2A — 2F).180° = (A — F).360° (1.1)

Faremos a soma das medidas dos angulos internos das faces do poliedro convexo de outra

maneira.

Seja um plano o« que nao intersecta o poliedro e tal que se r é uma reta perpendicular a
«, entao T nao é paralela a qualquer face do poliedro. Este plano « e essa reta perpendicular

T sempre existem devido ao fato do poliedro ter um numero finito de faces. Portanto, a reta
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T deve ser escolhida de tal modo a nao ser perpendicular as retas perpendiculares aos planos
que passam pelas faces do poliedro. Isso equivale a escolher uma direcao no espago de tal
modo que ela ndo seja perpendicular a um nimero finito de diregdes pré-fixadas (as diregoes
representadas pelas retas perpendiculares a faces). Assim, sempre podemos escolher infinitas

diregoes no espaco que podem ser representadas pela reta 7.

r S

projegdo da parte
superior do poliedro

-«

Figura 1.8: Poliedro convexo com projecoes no plano. Fonte: a autora.
Vamos nomear os vértices que estao na “parte superior” do poliedro de

Sendo o poliedro convexo, qualquer reta s//r intersecta a superficie do poliedro em 0 ou 1
ou 2 pontos. Quando a reta intersecta o poliedro em 2 pontos, um deles esta na parte superior
e outro na parte inferior. J& se a reta intersecta em apenas 1 ponto, este estd naquilo que

devinimos como sendo a fronteira das partes superior e inferior (Figura 1.8).

Fazendo uma projecao dos vértices superiores Vj, inferiores V; e os vértices da fronteira V,

no plano «, temos V=V, + V; + V,.

Observemos que a proje¢ao de um poligono (face) com n lados do poliedro em « é, também,
um poligono com n lados. Portanto, a soma das medidas dos angulos internos de uma face é o

mesmo que a soma das medidas dos angulos internos da projecao dessa face em «.
Assim, chegamos em:
S = [V0.360° + (V; — 2).180°] + [V;.360° + (V; — 2).180°]

= (Vo+ Vi + Vs —2).360°
= (V —2).360°, (1.2)
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sendo que o primeiro colchete refere-se a projecao da parte superior do poliedro com sua fronteira

e o segundo colchete refere-se a projecao da parte inferior do poliedro com sua fronteira.

Por 1.1 e 1.2, temos:

(A—F).360°=(V—2)360°>A—-F=V-2=|V-A+F=2|

o que prova a Relacao de Euler. 0

1.5 O GEOGEBRA AJUDANDO A SUPERAR AS DIFICUL-
DADES DE VISUALIZACAO

Talvez pelas dificuldades vinculadas ao estudo dos poliedros, a historia dos poliedros re-
gulares e semirregulares, em particular, tenha sido bastante conturbada ao longo dos séculos
(referéncia [10]). Platao (428 — 348 a.C) ja conhecia os cinco poliedros regulares e associou-os
aos elementos fogo-terra-ar-universo-agua, enquanto que nos trabalhos de Arquimedes de Sira-
cusa (287—212 a.C) ja havia referéncias aos treze poliedros semirregulares que hoje levam o seu
nome. No entanto, as diversas propriedades e féormulas relacionadas a tais poliedros apareceram
somente muito tempo apos os filosofos e mateméticos gregos antigos, ja no século XVIII, com
os trabalhos de matematicos como Leonhard Euler (1707 — 1783) e Augustin-Louis Cauchy
(1789 — 1857). A Figura 1.9 traz imagens desses matematicos.

(d)

Figura 1.9: Platao, Arquimedes, Euler e Cauchy. Fonte: [10].

Tendo em vista as dificuldades citadas acima, ficamos motivados a utilizar o aplicativo
GeoGebra para realizar as construgoes dinamicas dos treze poliedros semirregulares a partir dos
poliedros regulares. As construgoes ilustram os movimentos de corte (truncamentos) vinculados
a cada um dos vértices dos poliedros regulares, como ilustrado no item (a) da Figura 1.3, bem
como os afastamentos e giros das faces com acréscimo de novas faces regulares (snubificac¢ao),

ilustrados no item (b) da mesma figura.

LICENCIATURA EM MATEMATICA



10 INTRODUGAO

O GeoGebra pode ser um recurso importante no estudo e na aprendizagem de sélidos em
Geometria Espacial. Um aspecto vinculado a essa disciplina é o pouco tempo que o professor
de Ensino Bésico possui para apresenté-los. Nesse sentido, construcoes geométricas, que podem
ser manipuladas por meio de notebooks, tablets e mesmo smartphones, sao recursos didaticos
muito importantes que auxiliam na visualizacao de objetos tridimensionais. Pode-se confirmar
isso pois Bairral e Barreira (2017, p. 52) afirmaram que a visualizagao e a representacao sao
evidenciadas como uma das potencialidades dos ambientes de geometria dindmica, como o Ge-
ogebra. Atualmente temos a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), implantada em 2009,
que recomenda a utilizagao de recursos tecnologicos, e por isso, a interagao dos estudantes com
recursos de informética que ajudem na visualizagdo dindmica (com movimentos) dos objetos

tridimensionais sao imprescindiveis para uma boa formacao do aluno.

Estudar os poliedros semirregulares significa estudar profundamente os poliedros regulares,
pois os primeiros sao obtidos destes ultimos. Sendo assim, no Capitulo 2 apresentamos a
classificacao dos poliedros regulares, bem como algumas férmulas importantes envolvendo-os
e que sao muito uteis para as construcgoes geométricas dinamicas no GeoGebra. No Capitulo
3 apresentamos a classificacao dos treze poliedros semirregulares. Além disso, duas pequenas
capsulas historicas sobre os poliedros regulares e semirregulares sao apresentadas nos Capitulos
2 e 3. No Capitulo 4 apresentamos um roteiro de como foram construidos dois dos treze
poliedros semirregulares no GeoGebra e, no Capitulo 5, disponibilizamos todos os links para
as construcoes dindmicas no GeoGebra de todos os treze poliedros semirregulares. Nestas
construgoes dinamicas é possivel observar muito bem como os treze poliedros semirregulares
foram gerados a partir dos cinco poliedros regulares por meio das operagoes geométricas de
truncamento, afastamento e giro de faces. Por tltimo, no Capitulo 6 sao apresentadas as

conclusoes do trabalho.
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2. POLIEDROS REGULARES

2.1 PEQUENA INTRODUCAO HISTORICA A0S POLIEDROS
REGULARES

Os poliedros regulares eram conhecidos e estudados desde a época dos gregos antigos e
despertaram muito interesse ao longo da histéria, devido a grande quantidade de simetrias
que possuem. A historia dos poliedros regulares nao é certa, porque nao se sabe exatamente
quando eles ficaram conhecidos (referéncia [10]). Entretanto, eles sdo associados a Platao
(428 — 348 a.C.), visto que ele faz citagao sobre esses poliedros em seu didlogo Timaeus, em que
associou quatro dos cinco poliedros regulares ja conhecidos aos quatro elementos, sendo eles,
fogo (tetraedro), terra (cubo), ar (octaedro) e agua (icosaedro). Parece que houve dificuldades
para associar o quinto solido, o dodecaedro, atribuindo-o ao universo. Acredita-se que por essa

associacao, os poliedros regulares sao conhecidos como Poliedros de Platao.

Depois disso, no Livro XIII de Os Elementos', de Euclides (325 — 265 a.C.), ocorreu a
descricao dos cinco poliedros regulares. E depois de muitos anos, ja no século XVI, de acordo
com Freitas [4] , Kepler (1571 — 1630) explicou as associagoes de Platdo, com as seguintes

afirmagoes:

Intuitivamente ele assumiu que, desses sélidos, o tetraedro abarca o me-
nor volume para sua superficie fechada, sendo o icosaedro o que tem o
maior volume.

Agora, essas relagoes volume-superficie sao qualidades de secura e umi-
dade, respectivamente, e como o fogo é o mais seco dos quatro elementos
e a dgua o mais umido, assim o tetraedro deve representar o fogo e o
icosaedro a agua. Associa-se o cubo com a terra, devido & sua estabili-
dade.

O octaedro, pode rodopiar facilmente quando segurando dois de seus
vértices opostos com apenas dois dedos (o indicador e o polegar), tendo
assim a estabilidade do ar. Enfim,o dodecaedro foi associado com o
Universo, devido o dodecaedro ter doze faces e serem doze os signos do
zodiaco. (FREITAS 2020, p. 19)

Todavia, Kepler também associou um arranjo de seis esferas concéntricas, inscritas e cir-

cunscritas aos cinco poliedros regulares, aos seis planetas do sistema solar conhecidos na época.

1Os Elementos foi traduzido dos originais do Grego para o Portugués pelo professor Irineu Bicudo, da Unesp
de Rio Claro.
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Estes planetas eram: Mercurio, Vénus, Terra, Marte, Jupiter e Saturno. Ele acreditava que os
planetas orbitavam na superficie dessas seis esferas concéntricas e que o Sol estaria no centro

comum dessas esferas. Mas, ele abandonou essa ideia depois de um tempo.

Por fim, Euler (1707—1783), famoso matematico que contribuiu em muitas areas, estudou os
poliedros regulares e demonstrou a férmula hoje conhecida como Rela¢ao de Fuler, V—A+F =2
(demonstrada no Capitulo 1), que se aplica nao s6 aos poliedros regulares, mas a todos os
poliedros homeomorfos & esfera (em particular os poliedros convexos), em que V é o ntmero de
vértices, A é o nimero de arestas e F o numero de faces. Na Figura 2.1 temos as imagens de

Kepler (e seu modelo) e Euler.

Figura 2.1: Euclides, Kepler e seu modelo. Fonte: [10].

2.2 CLASSIFICACAO DOS POLIEDROS REGULARES

Os poliedros regulares sao poliedros convexos cujas faces sao todas congruentes e regulares
e cujos vértices possuem o mesmo nimero de arestas incidentes. Como consequéncia desta
definicao, todas as faces de um poliedro regular apresentam o mesmo numero de lados e vale
a Relacao de Fuler, conforme ja comentamos no Capitulo 2. Existem apenas cinco poliedros
regulares e sua prova esté feita abaixo, tendo por base a referéncia [3]. Sao eles: o tetraedro, o

hexaedro (mais conhecido como cubo), o octaedro, o dodecaedro e o icosaedro.
Teorema 2. Existem apenas cinco poliedros regulares.

Demonstracao:
Seja A a quantidades de arestas, F a quantidade de faces e V a quantidade de vértices de

um poliedro regular, considere n o ntimero de lados de cada face. Logo:

n>=3 (2.1)
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Isso se da pois cada face é representada por um poligono e o poligono com menor quantidade
de lados é o triangulo, com n = 3. Sabemos que nF = 2A porque cada aresta, sendo a
quantidade de lados do poligono multiplicado & quantidade de faces, € comum a duas faces.
Entao:
_nF

A== (2.2)

Seja m o numero de arestas que incidem em cada vértice do poliedro regular. Para formar

um poliedro, é necessario pelo menos trés arestas ligadas a um vértice. Assim:

m >3 (2.3)

Sabemos que mV = 2A pois multiplicando a quantidade de arestas que incidem em um

vértice pela quantidade de vértices, acabamos levando em consideracao o dobro de arestas.

Entao:
mV
= — 2.4
A= (24)
Das igualdades 2.2 e 2.4, temos:
nF mV nF
- = - 2.
2= 2 7V (25)

Pela Relacao de Euler: V+F — A = 2, podemos substituir o que achamos anteriormente

nas igualdades 2.2 e 2.5, obtendo o seguinte:

2 4m
F:—wéFZZn—nm+2m°
Por fim:
4m

(2.6)

F=
2n+m(2—n)

Como F > 0e4m > 0, ja que F é a quantidade de faces de um poliedro e, pela desigualdade
2.3, m > 3, temos 2n+m(2—n) > 0. Logo, 2n > m(n—2). Pela desigualdade 2.1, n—2 > 0.

Entao:

i 2.7
m< — (2.7)
Mas, pelas desigualdades 2.3 e 2.7, temos:
n n
3<m< = >3=>M>3Nn—-6=>n<6 (2.8)
n—2 n-—2

Pelas desiguldades 2.1 e 2.8, temos:
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3<n<6é6

Separemos €m CasosS:

1° caso: n =3 (faces triangulares). Pela desigualdade 2.7:

2n 2-3

n_2 329

m <

e pela desigualdade 2.3,

3<m<6
Subcaso (i) (m,n) = (3,3) (vértices triédricos). Pela igualdade 2.6:

e 4m 43 12,
T 2n+m2-n) 2-3+3(2-3) 6-3

Pela igualdade 2.2:

nF 3.4
A = —= — = 6
2 2
Finalmente, pela igualdade 2.4:

mV 6-2
A=73=V=7%

Esse poliedro regular é conhecido por tetraedro.

—4

Subcaso (ii) (m,n) = (4,3) (vértices quadriédricos). Pela igualdade 2.6:

- 4m B 4.4 16 g
- 2n+m2—n) 2-3+4(2-3) 6—4

Pela igualdade 2.2:

nF 3-8
A 2
Finalmente, pela igualdade 2.4:
mV 12.2
A= 5 =V= = 6

Esse poliedro regular é conhecido por octaedro.

Subcaso (iii) (m,n) = (5,3) (vértices pentaédricos). Pela igualdade 2.6:

- 4m B 4.5 20 _ 50
- 2n+m2—n) 2-3+52-3) 6—-5

Pela igualdade 2.2:
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nF  3-20
A=—=—=30
2 2 3
Finalmente, pela igualdade 2.4:
mV 30-2
A > =V 5

Esse poliedro regular é conhecido por icosaedro.

2° caso: n =4 (faces quadrangulares). Pela desiguldade 2.7:

2n 2-4
n-2 4-2
e pela desigualdade 2.3, 3 < m < 4. Temos (m,n) = (3,4) (vértices triédricos). Pela
igualdade 2.6:

4

m <

- 4m B 4.3 12 .
S 2n+m2—n) 2-44+32—4) 8—6

Pela igualdade 2.2:

nF 4.6
A=—=—=12
2 2
Finalmente, pela igualdade 2.4:
mV 12.2
A= -5 = V= — = 8

Esse poliedro regular é conhecido por hexaedro, mais chamado de cubo.

3° caso: n =5 (faces pentagonais). Pela desigualdade 2.7:

_m 2.5 10
M1 275-2"3
10

3

e pela desigualdade 2.3, 3 < m <
igualdade 2.6:

. Temos (m,n) = (3,5) (vértices triédricos). Pela

P 4m B 4.3 12 1
S 2n+m2-m) 2-5+312-5) 10-9
Pela igualdade 2.2:
nkF 5-12
A = —= — =
> > 30
Finalmente, pela igualdade 2.4:
mV 30-2
2 7 3
Esse poliedro regular é conhecido por dodecaedro. O
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Dessa forma, geramos a Tabela 2.1, com o nimero de lados n, tipos de faces, nimero de
arestas incidentes nos vértices m, tipos de vértices, quantidade de vértices V, arestas A e faces

F, e, por fim, o nome dos poliedros regulares.

n Faces m Vértices VI A|F Nome

3 Triangulares 3 Triédricos 4 1 6 | 4 | Tetraedro
3 Triangulares 4 | Quadriédricos | 6 | 12 | 8 Octaedro
3 Triangulares 5 | Pentaédricos | 12 | 30 | 20 | Icosaedro
4 | Quadrangulares | 3 Triédricos 8 | 12| 6 | Hexaedro
5 Pentagonais 3 Triédricos 20 | 30 | 12 | Dodecaedro

Tabela 2.1: Classificagao dos poliedros regulares.

2.3 FORMULAS DO ANGULO CENTRAL E DO ANGULO
DIEDRAL EM POLIEDROS REGULARES

Esta segao, bem como as duas proximas, foram baseadas na referéncia [9]. Conforme co-
mentado no final do Capitulo 1, tais formulas sao necesséarias para as construgoes geométricas
dos poliedros semirregulares que apresentamos nos Capitulos 4 e 5. Em particular, o fato de
deduzirmos formulas de medidas de &ngulo central e &ngulo diedral para poliedros regulares em
fungao apenas de seus géneros de faces e géneros de vértices (definidos abaixo) é algo, por si

sO, impressionante.

Faremos as dedugoes de duas féormulas envolvendo duas medidas importantes de angulos
em poliedros regulares. Para isso, inicialmente, associa-se um poliedro regular a um par de

nameros {p, q}, denominado como Simbolo de Schlifli, em que:

e O nimero p é o género das faces, isto ¢, a quantidade de lados de cada face do poliedro

regular.

e O nimero g é o género dos vértices, isto é, a quantidade de arestas que incidem em cada

vértice do poliedro regular.

Vamos considerar a denominagao poliedro {p,q} para um poliedro regular com p e q dados.

Para os cinco poliedros regulares, temos os seguintes valores expressos na Tabela 2.2.

Poliedro Regular | p | q | {p,q}
Tetraedro 3131133}
Hexaedro ou Cubo | 4 | 3 | {4,3}
Octaedro 314 {3,4}
Dodecaedro 514 {54}
Icosaedro 315 {3,5}

Tabela 2.2: Poliedros regulares com géneros {p, q}.
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A partir dos géneros {p, q}, seguimos com a dedugdo de duas féormulas envolvendo angulos.

Sao as formulas que fornecem as medidas do:

e Angulo &, que é o angulo central do poliedro regular, com vértice no centro do poliedro

{p, q} e com seus dois lados passando pelas extremidades de uma aresta qualquer deste poliedro.

e Angulo B, que é o angulo diedral do poliedro regular, isto ¢, o dngulo entre duas faces

adjacentes do poliedro {p, q}.
Essas duas formulas sao deduzidas em funcao apenas dos géneros p e q.

Para melhor compreensao, estabeleceremos as seguintes notacoes, que podem ser visualiza-

das na Figura 2.2:

e Oy é um vértice qualquer do poliedro {p, q};

e O; é o ponto médio de uma aresta qualquer que incide em Oy;

e O, é o centro de uma das faces que contém O e Oy;

e O; ¢é o centro do poliedro {p, q};

e S ¢ ponto médio da outra aresta que estd na mesma face que O; e incide em Oy, e por isso,
S # Oy;

e Q ¢ a projecao ortogonal de Oy sobre o segmento Oy0s3;

e 1 = 3 & o comprimento do segmento OyO1 e OoS, pois ¢ a metade da aresta;

e Y = 5 ¢ a metade da medida do angulo central com vértice em Os;
e b= % é a metade da medida do angulo diedral entre duas faces.

/ \ Oy - _I\.;"()Zl

/ qt:w()'l{ b ’
i/ 0, %%
R0,
]
AN — U.'.
S ' 7 1?.
oY
()Il. H’P‘():i U...
. — e 3
- L _ _ _ ()|‘°’6r
‘ ! 0;

Figura 2.2: Figura de apoio as notagoes. Fonte: a autora.

Estabelecidas as notagoes, construimos o tetraedro Oy0O;0,03 constituido por 4 triangulos
retangulos em que Oy esté sobre a esfera de centro Oj circunscrita ao poliedro {p, q}; O esta
sobre a esfera de centro O3 que passa por todos os pontos médios das arestas do poliedro {p, q}

e O, esta sobre a esfera de centro O3 inscrita ao poliero {p, q}.

LICENCIATURA EM MATEMATICA
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FORMULA DO ANGULO CENTRAL

Comecemos pela deducao da primeira féormula, ou seja, uma expressao para a medida do
angulo central que enxerga uma aresta de poliedro regular. A Figura 2.3 ajuda na compreensao

da deducao.

o ()1

G 0,
(a) (b) (c)

Figura 2.3: Figura de apoio & dedugao da primeira formula. Fonte: a autora.

O triangulo Oy04S esta na face que contém O, e é isosceles, pois 007 = OpS = 1, como
definido nas notacoes, e O;00S = %{, pois é a soma dos angulos internos do poligono de p

lados dividido pelo niimero de lados, o que gera a medida de cada angulo desse poligono. Essa

equagao implica em 01(/)BS =T — %T.

Lembremos a Lei dos Cossenos para um triangulo qualquer:

a? = b? + c¢2 — 2bc cos(A)
b? = a? + 2 — 2accos(p)
c? = a’+ b? —2abcos(0)

sendo A, 1 e ® medidas dos angulos opostos aos lados de medidas a, b e ¢, respectivamente.
Assim:
2 2, 12 27
(04S)"=1"+1"—2L-1-cos ﬂ—?

2
= 21> — 2% cos <7t — ?ﬂ) . (2.9)

Pode-se perceber que cos (7{ — %") é cosseno da diferenca. Portanto:

27 27 27
cos <7’[— —) = cos (1) - cos (—) — sen(7) - sen(—)
p p p

)
= —cos | —
P
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e, pela férmula do cosseno do arco duplo:

(5 (= 6) = )

et () ()

Pela Relacio Fundamental da Trigonometria, 1 — sen? <§> = cos? <§>, temos o seguinte:

(e ()-() (o () o 3)

— 21% . 2 cos? (E)
P

= 41? cos® (E
P

Entao:

(015)2 = 417 cos® (g),

ou seja,

0;S =2l cos (E> )
P

Considere o poligono P formado pelos pontos médios das g arestas que saem do vértice

Oy do poliedro. Este poligono é regular e possui g lados, sendo S e Oy dois de seus vértices.
E importante destacar que P é plano pois seus vértices estdo sobre um circulo obtido pela
interseccao de duas esferas, a esfera de centro O3z e raio O30; e a esfera de centro O e raio
000;. Além disso, usando congruéncia de triangulos, o poligono P é ortogonal ao segmento
0003 e Q € P, Q ¢é o centro de P. Pode-se calcular O;Q utilizando a Lei dos Cossenos no
triangulo isosceles QO4S, considerando que tem-se O1S = 2lcos (%‘) e que O1QS mede %‘
radianos, ja que P é um poligono regular de q lados.

Entao:

(015)? = (01Q)* + (SQ)* — 2(0,Q)(SQ) cos (%”)
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Como 0;Q = SQ, temos:

A2 cos? (Z
412 cos? (g) —2(0,Q)? (1 — cos <2§)) = 2(0,Q)% = (1 — (<2}>>)

Depois de simplificar o 2 com o 4, pode-se resolver o cosseno do arco duplo da seguinte

() (o ()= ()
et () ().

(0,07 = 212 cos? <§>
] 1 — cos? <q)—|—sen2<q>.

Pela Relag¢ao Fundamental Trigonométrica, obtem-se:

forma:

Logo,

(0,07 = 21% cos? (%)
sen? (%) + sen2(§>

COS (

2 sen? <

)

= (01Q)?

\_/‘Ulﬁ

q

Y

ou seja,

0,Q = % (2.10)
q

Pode-se, ainda, calcular de outra forma o comprimento de O;Q, saindo de P e considerando

o segmento como altura relativa ao vértice O, do triangulo retangulo OyO;03. Nesse contexto,
pela semelhanca de triangulos Oy0,Q e 0;03Q, temos 006\1Q = O1C/)\3Q =.

Entao, olhando para o triangulo Oy0;Q, tem-se,

O
cos (v) = 12,
o que significa, M e, assim,
potenusa
0:Q =1lcos(v) | (2.11)

Nesse momento, basta igualar os valores de O;Q obtidos em 2.10 e 2.11, gerando:

()
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Relembrando que y = §, obtem-se:

CoS (E)
Cos (%) = z , (2.12)
sen( 2
(5)
1sto é:
coS (%)
o = 2 arccos (2.13)
sen(ﬁ)

Dessa forma, fizemos a deducao da primeira féormula, em que achamos a medida do angulo

central do poliedro {p, q}. A Tabela 2.3 sintetiza os valores.

Poliedro Regular | p | q Angulo « Central
3
Tetraedro 313 2 arccos (%) rad = 109,47°
6
Hexaedro (cubo) |4 |3 2 arccos (g) rad = 70,53°
Tt
Octaedro 3|4 = rad = 90°

2
V5 + 1

2v3
2
Icosaedro 3|5 | 2arccos (—) rad = 63,43°

V10 —2v/5

Tabela 2.3: Formulas de medidas de angulos centrais dos poliedros regulares.

Dodecaedro 513 2 arccos ( ) rad = 41,81°

FORMULA DO ANGULO DIEDRAL

Seguindo para a deducao da segunda féormula, ou seja, uma expressao para a medida do
angulo entre duas faces adjacentes de poliedro regular.

Com o tetraedro Oy0;0,03, com o auxilio da Figura 2.4, chegamos as relagoes:

tely) =
0,03
5) —
sen(d) 0,0,
Com isso, podemos definir:
l
0,03 =—— 2.14
U tgly) (214)
e
Lsen(d)
0,03 = . 2.15
T tgly) (2.15)
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(©)

Figura 2.4: Figura de apoio a dedugao da segunda férmula. Fonte: a autora.

em que 1 = 0,03 é o raio da esfera inscrita no poliedro.

De 000,07 = % . 2?” = §7 temos:

1sto é:

L
te(5)

sendo s = 070, o apdtema da face do poliedro, ou seja, o segmento que liga o centro até um

0,0, = (2.16)

de seus lados perpendicularmente.

Sendo 030,07 um triangulo retangulo com angulo reto em O, pelo Teorema de Pitagoras:

(010;)? = (010,)* + (0,0;)* =
12 1 12 sen?(§)
=

tg?(v) tg2<g> tg?(y)
12 B 12 sen?(9) B 1? N
tg?y)  tgtly) th(g)
12 12

Pela Relacio Fundamental Trigonométrica temos (1 — sen®(8)) = cos? (8) e, além disso,

podemos cancelar 1? pois est4 dos dois lados da igualdade. Entdo:

cos? (8) B 1 = cost (5) = tg?(y)

te2(y) tg2<§) tg2(§_>'
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Como tg?(y) =sec? (y) — 1, temos:
2 _
cos? (5) = sec iy) 1
te?(5)
sen?( T
Considerando sec? (y) — 1 = ey i 1e tg? <§) =— ((,,} seguimos com:
P
senz(ﬁ)
2 00521 v 1 cos? (%) -1
oS (6) o senz(ﬂ) senz(ﬂ) =
cos? (%) cos? (%)
senz(g)fcos2 (%)
2 _ cos? (%)
cos” (8) = () =
cos? (%)
sen’ <7a‘) — cos? (E)
cos? (8§) =
sen? <3>
p
Multiplicando —1 a ambos os lados e adicionando 1, temos:
sen2(§> — cos? (%)
T—cos? (8)=1— .
sen? (E)
P
Pela Relacdo Fundamental Trigonométrica, 1 — cos® (8) = sen?(8), temos:
sen?( %) — sen?(Z) + cos? (Z
() () e ()
sen? <7—‘)
P
1— Sen2<§>
sen’(d) = ——— 2
sen? <§)
ja que sen2< > + cos? (:—)‘)
Como 1 — sen2<q) co (q), temos:
cos? (g) cos <§>
sen?(8) = = sen(d) =
sen2<§) sen(%‘)
cos (E>
sen(%) = d (2.17)

n
D
=
~/~
<A
——

Finalmente,
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COS

/N
ol
N——

3 = 2 arcsen

(2.18)
Sen

/N
<A
S~

Na Tabela 2.4, apresentamos as medidas dos angulos diedrais 3 de cada um dos cinco

poliedros regulares, com medidas exatas em radianos e aproximadas em graus.

Poliedro Regular | p | q Angulo 3 Diedral
Tetraedro 313 2 arcsen (?) rad = 70,53°
Hexaedro (cubo) |4 |3 %[ rad = 90°

Octaedro 314 2 arcsen (%@) rad = 109,47°

2
Dodecaedro 51| 3| 2arcsen | ————=| rad = 116,547°
V10 —2v5

5+1

[cosaedro 315 2 arcsen \/_—+ rad = 138,19°
23

Tabela 2.4: Féormulas de medidas de angulos diedrais dos poliedros regulares.

2.4 FORMULAS PARA TRES RAIOS E APOTEMA EM Po-
LIEDROS REGULARES

Com as mesmas notagoes da se¢ao anterior, podemos deduzir a férmula de raios importantes,
como raio da esfera circunscrita ao poliedro, raio do circulo circunscrito a face do poliedro e
raio da esfera inscrita no poliedro. Além disso, é possivel definir a medida da apotema da face

do poliedro. Vamos considerar a a medida das arestas do poliedro {p, q}.
RAIO DE ESFERA CIRCUNSCRITA

Comegamos com a dedugao do raio R da esfera circunscrita a um poliedro {p, q}. Pela Figura
2.5, R =0,0:;.

sen(3) = Q2

No triangulo retangulo Oy0703, temos sen(y) =
2000y,

Lembrando que a =

= a=2R sen(%)

Asle

sen(y) =

e, Como senz(%‘) =1—cos? (%‘), ou seja, sen(%‘) = 1/1— cos? (%‘), temos:
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Figura 2.5: Figura de apoio a deducao do raio de esfera circunscrita. Fonte: a autora.
x
a=2R[1—cos? (5):
cos? ( 5
Utilizando a férmula 2.12, chegamos a:
a
R= (2.19)

Na Tabela 2.5 temos os valores dos raios das esferas circunscritas aos cinco poliedros regu-

lares.
Poliedro Regular | p | q | Raio R da Esfera Circunscrita ao Poliedro Regular
6
Tetraedro 313 R= d = £a = (0,6124a
cos(5) 2
24/1—
sen(3)
3
Hexaedro (cubo) |4 |3 R= ¢ = \/—_a =0, 866a
cos(%) 2 2
24/1— —
sen(%)
2
Octaedro 3|4 R— a _ V220 70714

sen (%)
Dodecaedro | 5|3 | R= a _V30EVD L 40134
(cos(%) )2 4
24/1—
sen(3)
[cosaedro 315 R= a = V10 + 2\/3(1 =0,9511a
(cos(%) >2 4
24/1—
sen(7)

Tabela 2.5: Formulas dos raios das esferas circunscritas aos poliedros regulares.
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RAIO DE CIRCULO CIRCUNSCRITO A FACE

Agora, continuamos com o raio p do circulo circunscrito a face do poliedro {p,q}. Pela
Figura 2.6, P = OoOz.

Figura 2.6: Figura de apoio a deducao do raio do circulo circunscrito a face. Fonte: a autora.

A face do poliedro é um poligono regular de p arestas, assim, 0 = %” ¢ a medida do angulo
que tem vértice no centro do poligono e lados passando por 2 vértices consecutivos. E, do
triangulo OoO]Oz,

Assim,

(2.20)

. 28011(%) '

Na Tabela 2.6 temos os valores dos raios dos circulos circunscritos as faces dos cinco poliedros

regulares.
APOTEMA DE FACE

Seja s = 070, o comprimento do ap6tema de face do poliedro {p, q} (Figura 2.7). Como

()-52-
& P O]Oz

mostrado na férmula 2.16,

[Z[SIE=)

Assim,

s = %cotg(%) (2.21)
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Poliedro Regular | p

Raio p do Circulo Cinscunscrito a Face do Poliedro Regular

a V3

Tetraedro P = M = ?(l = 0,5774a
2
Hexaedro (cubo) | 4 p= ¢ £(1 =0,7071a
2 sen(%) 2

a V3

Octaed 3 =—— = —a=0,5774
ctaedro o) ZSen(g) 3 a , a
Dodecaedro 5 p= a = \/50 + 10\/Ea = (0,8507a
ZSen(%‘) 10
Icosaedro 3 p= ¢ _ ﬁa = (0,5774a
Zsen(g) 3

Tabela 2.6: Formulas dos raios dos circulos cinscunscritos as faces dos poliedros regulares

~_ @ O,

Oy
)

/

Oo

Figura 2.7: Figura de apoio a deducao da apétema da face. Fonte: a autora.

Dessa forma, na Tabela 2.7 sintetizamos os resultados.

RAIO DE ESFERA INSCRITA

Por tultimo, seja 1 = 030, o raio da esfera inscrita ao poliedro {p, q} (Figura 2.8).

Figura 2.8: Figura de apoio a dedugao do raio da esfera inscrita ao poliedro. Fonte: a autora.
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Poliedro Regular | p | Apoétema s de Face do Poliedro Regular
Tetraedro 3 s = %cotg (g) = ga = (0,2887a
Hexaedro (cubo) | 4 s = %cotg <§> = %a =0,5a
Octaedro 3 s = %cotg (g) = ?a = (0,2887a
Dodecaedro 5| s= %cotg (75—T> = %a = 0,6882a
Icosaedro 3 s = %cotg (g) = ?a = (0,2887a

Tabela 2.7: Formula de apétema de face dos poliedros regulares

Pelo Teorema de Pitagoras, no triangulo Og030;, temos:

(0300)* = (0302)* + (0,00)* = R* =1* + p* = r = \/R? — p.

Como temos R e p em fungao de a, p e q, v por 2.19 e 2.20, r também pode ser colocado

em funcao desses parametros. Todavia, por 2.15, temos

asen(%)

rT= ——=,
2tg($5)

Como p e g sao em termos de « e 3 por meio das formulas 2.13 e 2.18, teremos T em fungao

de a,peq.

O numerador desta ultima fracao ¢ dado pela férmula 2.17, a saber:

Resolvendo agora, o denominador, lembremos o valor de cos(o/2) pela formula 2.12. Temos,

portanto, o seguinte:

Como 4/ sen? <§> = sen(%‘), podemos cancelar com o que estd no denominador, o que gera
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o seguinte:
N \/sen2 <§) — cos? (%)
tg (=) = . (2.23)
( 2 > CoS (g)
Pelas formulas 2.22 e 2.23, temos:
Co) (5) == (3)
._a wen(Z) a cos (g ) cos {3
o 2 \/senz(ﬂ)—cosz(ﬂ) - 2 - e 5 (= )
CO“S(%) & Sen(T;) sen (5) — cos <5>
Finalmente:
cos (1‘) cotg(E)
r= % ‘ LA (2.24)
\/senz<:> — cos? (%)
Assim, na Tabela 2.8 temos os valores procurados.
Poliedro Regular | p | q Raio r da Esfera Inscrita ao Poliedro Regular
Tetraedro 3 T = % cos (5) cote(5) = \/—zga =0,2041a
\/senz(;—‘) — cos? (%) L
s to(Z
Hexaedro (cubo) | 4 |3 T % cos (5) cote () = %a =0,5a
s (3) —cost (3)
Octaedro 34 T= % °o° (Z COtg(g) = ﬁa = 0,4082a
Vsen?(5) —eos? (3)
Dodecaedro 513 |r= % o0 (g) cotg(g) = V250 —Zi_ 110\/5(1 = 1,1135a
Sl e (5) B
Icosaedro 3|5 r= % os (5) cote(5) _ V36 ; v5) a=0,7558a
\/senz(g—‘) — cos? (%) 1

Tabela 2.8: Formulas de raios de esferas inscritas aos poliedros regulares

2.5 FORMULAS DE AREA E VOLUME EM POLIEDROS RE-

GULARES

Com as mesmas notacoes das se¢oes anteriores, podemos deduzir a féormula da area e do

volume de poliedros regulares.
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AREA

A féormula da area de um poliedro regular pode ser colocada em funcao de seu ntimero de
faces, do comprimento de cada uma de suas arestas e de apenas um de seus dois valores de
género: o género das faces. Pode parecer estranho, mas o género de vértices nao é importante

nesta formula.

Para o poliedro {p, q}, a area é dada por A{p, q} = Fp (%as) (Figura 2.9), sendo s o apotema
de cada uma das faces, a o comprimento de cada uma das arestas e F a quantidade de faces do
poliedro. Nesta féormula, %as ¢ a area de um triangulo com base a e altura s. Como cada face

possui exatamente p desses triangulos e, pela formula 2.21, s = %cotg(%‘), entao:

Alp,q} = Fp%2 cotg(g). (2.25)

Oy 0,

Figura 2.9: Figura de apoio a deducao da area do poliedro. Fonte: a autora.

Desta forma, na Tabela 2.9 temos os valores de areas procurados.

Poliedro Regular | F | p Area A{p, q} dos Poliedros Regulares
Tetraedro 413 3a? cotg(%) =+/3a2=1,7321a?
Hexaedro (cubo) | 6 | 4 6a’ Cotg<;—T) = 6a’
Octaedro 8 |3 6a’ cotg(%) =2V3a? = 3,4641a?
Dodecaedro 12| 5 | 1502 cotg(%) — 31/25 + 10v/5a? = 20, 6457a>
Tcosaedro 2013 1502 cotg(735> — 5v3a? = 8,6603a’

Tabela 2.9: Formula de adrea dos poliedros regulares

VOLUME

Por tltimo, deduziremos o volume de um poliedro regular em funcao de seu niimero de faces,

do comprimento de cada uma de suas arestas e dos géneros de face e e vértice.
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Lembremos que a férmula do volume de uma piramide é dada por V = % -Ap - h, sendo Ay
a area de sua base e h sua altura. Um poliedro regular de F faces pode ser enxergado como
sendo uma reuniao de F piramides retas congruentes, cada qual, com base de area w (esta
¢ a area de uma face do poliedro regular) e altura igual ao raio de sua esfera inscrita. Entao,
V= %MY ¢é o volume de uma piramide com base sobre uma face do poliedro regular e altura
T (Figura 2.10). Como F piramides como essa preenchem o poliedro, o volume do poliedro

regular é dado por:

Vip,q} = %A{p, qlr.

Figura 2.10: Figura de apoio & dedugao do volume do poliedro. Fonte: a autora.

Como pela férmula 2.24 temos:

cos (g) cotg(g)
Je () - ()

T =

Nl e

e, pela formula 2.25 temos:

a? T
A{p, q} = Fp—- cotg (—) ,
4 p

entao:

=

@ rmya cos(f)eo(f)
N o=
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CoS <7T> Cotg2 <ﬂ>
@ )l
Fpﬂ . - ) (2.26)
senz<> — cos? <>
q P

Assim, na Tabela 2.10 temos os valores de volumes procurados.

V{P, q} -

Poliedro Regular | F | p | q Volume V{p, q} dos Poliedros Regulares

3 ™) cote? (X
Tetraedro 4 1313 l cos () cote (5) = 203 =0,1179a°
2 /sen?(%) —cos?(5) 12

T tol (X
Hexaedro (cubo) | 6 |4 |3 a’ cos (5) cotg (5 - a

) coto?
Octaedro 8 13|4 @ (§) cote (5) a= ‘/Tiag‘ = 0,4714a3
\/ sen?(§) — cos? ()

5a3 T) cotg?(Z 15475

Dodecaedro 1253 2% (5) cote'(§) _DF \/_a3 =7,6631a’
2 /sen?(%) — cos? (%) 4
5a3 ™) cotg?(Z 154+ 5v/5

Icosaedro 20(3]5|22 cos (§) cotg (5 _DF a’=21817a’
2 /sen?(%) — cos? (%) 12

Tabela 2.10: Formulas dos volumes dos poliedros regulares
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3. POLIEDROS SEMIRREGULARES

3.1 INTRODUCAO HISTORICA

Arquimedes (287 —212 a.C.) foi um matemético famoso, fisico e engenheiro grego, que viveu
em Siracusa, uma cidade da Sicilia, na Italia (referéncia [10]). Desde cedo ele teve contato com
a ciéncia, pois seu pai era um astronomo grego que costumava reunir colegas em sua casa. O
matematico estudou em Alexandria, um dos principais centros intelectuais da época. La, ele

aprofundou seus conhecimentos de matemaética, geometria, mecanica e astronomia.

Quando Arquimedes voltou a sua cidade natal, ele descobriu a “gravidade especifica”, deno-
minada de Principio de Arquimedes, no qual afirmou que “ Qualquer corpo mais denso que um
fluido, ao ser mergulhado neste, perderd peso correspondente ao volume de fluido deslocado”.
Historias dizem que apods descobrir esse principio ele saiu gritando na rua “Eureka!”, que quer

dizer “Descobri!”.

Ele também inventou o “Parafuso de Arquimedes”, um dispositivo em espiral disposto dentro
de um cilindro que, ao girar, levanta a dgua. Uma outra contribui¢do notavel de Arquimedes
foi a descoberta da lei da alavanca, em que o matemético afirmava “ Dé-me um ponto de apoio e
moverei o mundo”. Criou sistema de roldanas por meios de cabos e o ligou & uma embarcagao,
e com ele arrastou a trirreme (tipo de navio de guerra antigo) e logo ela estava na dgua. Essa

ideia teve um impacto significativo no desenvolvimento da engenharia e da fisica.

Arquimedes foi responsavel por intiimeras descobertas no ambito da matematica como, por
exemplo, a descoberta do nimero 7t (razao constante entre o comprimento e o didmetro de um
circulo), calculo da area e comprimento do circulo, entre outras. Além disso, acredita-se que foi
Arquimedes o primeiro a descobrir os treze poliedros semirregulares, No entanto, parte desse
magnifico trabalho se perdeu, mas acabou por ser redescoberto durante o século XV. Pouco
tempo apos, Kepler foi quem fez um estudo aprofundado sobre esses poliedros semirregulares,

chamando-os de Poliedros de Arquimedes.

Acredita-se que Arquimedes foi morto por um soldado, que o interrompeu ele no meio de
alguns calculos solicitando que o acompanhasse. Com a interrup¢ao, o matemético ficou irritado
e disse que s sairia dali quando terminasse. Com raiva, o soldado deu um golpe de espada no
séabio e ele morreu. Arquimedes foi enterrado e seu timulo foi marcado com a esfera inscrita a

um cilindro, um desejo dele.
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3.2 CLASSIFICACAO DOS POLIEDROS SEMIRREGULARES
Esta segao foi baseada no quinto capitulo da referéncia [8], paginas de 179 a 209.

No Capitulo 1 fornecemos a definicao de poliedro semirregular. Como consequéncia da
definicao apresentada, em poliedros semirregulares vale a Relacao de Euler e é possivel provar
que existem apenas treze de tais poliedros, conforme listados também no Capitulo 1. Nesta

secao, faremos essa classificacao dos poliedros semirregulares em treze tipos.

A Figura 3.1 mostra uma forma esquematica de como os treze poliedros semirregulares sao
formados. Os poliedros em azul claro sao os poliedros regulares e os poliedros em vermelho,

azul escuro e verde sao os poliedros semirregulares.

= /7//

Tetraedro  Hexaedro ou cubo  Octaedro Dodetacdss

/J.\
s

Icosaedro

Octaedro Dodecaedro

}Qﬂcado trun9d0/ /
4 :, ‘\:\ [

Tetraedro Hexaedro
truncado truncado

Icosidodecaedro

Y. Tobsidsdeciedro Rombicosidodecaedro
Rombicuboctaedro Cuboctaedro
truncado
truncado

Figura 3.1: Mapeamento dos Poliedros Arquimedianos. Fonte: a autora.

As setas com sentido de cima para baixo representam truncamentos (simples ou compostos).
As setas partem dos poliedros regulares originais e apontam para os poliedros truncados. Ja
as setas com sentido de baixo para cima indicam a snubificacdo do hexaedro (cubo) e do
dodecaedro. Para uma melhor compreensao desta segao, é conveniente recordar as defini¢oes

das operagoes geométricas de truncamento e snubificacao que apresentamos no Capitulo 1.

O truncamento de um poliedro permite obter outro por meio de cortes proximos aos seus
vértices. Na Figura 3.1 temos onze poliedros truncados. Para isso, foram feitos cortes em vérti-
ces de tal modo que gerassem poligonos regulares nas faces truncadas e nas faces ja existentes.

Em quatro desses onze poliedros truncados também foi necessario fazer pequenos ajustes, por
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meio de afastamento de faces (truncamento composto), para que todas as faces sejam, de fato,

regulares. Estes sao os quatro poliedros da parte inferior da Figura 3.1.

A snubificagao de poliedro permite obter outro por meio de afastamento de todas as faces
do poliedro seguido de giro das mesmas de um certo angulo. Posteriormente os espagos vazios
resultantes sao preenchidos com triangulos regulares. No caso do exemplo do cubo, representado
na Figura 3.1, ocorreu o afastamento das faces quadradas do cubo, um giro de todas elas e o
preenchimento dos espacos vazios com triangulos equilateros. Ja no exemplo do dodecaedro,
as faces pentagonais foram afastadas, houve o giro destas e o preenchimento também com

triangulos equilateros.

Voltando & definicao dos poliedros semirregulares, constatamos que a configuragao de faces
em torno de cada vértice é sempre a mesma. Vamos extrair dessa configuracao aquilo que
chamaremos de vetor do poliedro semirregular, que sera indicado por meio de uma n-upla,
na qual n é a quantidade de faces no entorno de cada vértice; e cada entrada da n-upla é a
quantidade de lados de cada uma dessas faces. Entradas adjacentes indicam faces adjacentes.
Por exemplo, o vetor do rombicosidodecaedro é (3,4,5,4) e ele indica que em cada vértice
deste poliedro ha um triangulo, um quadrado, um pentagono, e outro quadrado. Os quadrados
nao sdo adjacentes, bem como o tridngulo e o pentdgono também nao sdo adjacentes (veja o

poliedro do canto inferior direito da Figura 3.1).

Poliedros regulares também podem ser representados por meio de vetores. Neste caso, as
entradas sao todas iguais. Por exemplo, o vetor (4,4,4) representa o cubo, pois no entorno de

cada vértices ha trés quadrados.

Outro aspecto que chama a atengao na definigao dos poliedros semirregulares é o fato deles

serem convencionados diferentes de prismas e antiprismas (Figura 3.2).

(a) (b)

Figura 3.2: Prisma e antiprisma. Fonte: a autora.

Os prismas constituem uma familia infinita de poliedros convexos com faces de dois tipos e

que podem ser regulares, bastando, para tal, que as bases sejam poligonos regulares congruentes
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e as faces laterais formem um anel de quadrados. O vetor de um prisma é da forma (n,4,4),

sendo n o nimero de lados das bases.

Os antiprismas também constituem uma familia infinita de poliedros convexos com faces de
dois tipos e que podem ser regulares, bastando, para tal, que as bases sejam poligonos regulares
congruentes e as faces laterais formem um anel de tridngulos equilateros (é sempre bom lembrar
que em um antiprisma, ao contrario de um prisma, suas bases estao “giradas” uma em relacao
a outra de tal modo que as laterais sdo “preenchidas” com um anel de triangulos). O vetor de

um antiprisma é da forma (n, 3,3, 3), sendo n o nimero de lados das bases.
Teorema 3. Existem apenas treze poliedros semirrequlares.

Demonstracao.

Os poliedros semirregulares sao poliedros convexos de faces regulares com vértices descritos
por um vetor com as entradas nao todas iguais, ou seja, sao poliedros de, pelo menos, dois tipos
distintos de faces regulares, mas com todos os vértices descritos pelo mesmo vetor (1, ..., )
B3<k<5en; >3, paral <1< k). Vetores com entradas iguais representam os poliedros

regulares.

Vamos pensar em um vértice e reparar nos seus angulos. A soma dos angulos sera menor do
que 271, pois o vértice nao pode estar no plano. Assim, podemos escrever de forma matemética

da seguinte maneira:

ou seja,
K ko K
2>k— — -2 —<2—-k 2 —>k-2
> ; - ;n < = ; )
Assim:
K
1 k—2
_ > —. 3.1
I 3.)
Caso k = 3.

Por ter apenas trés coordenadas no vetor do poliedro, podemos convencionar escrevé-lo

como (ny,My,n3) em ordem crescente.

Se uma das entradas, digamos 1, for impar, entao as outras duas entradas, digamos s e t,
sao iguais, ou seja, s = t. Isto é bem facil de perceber ao percorrermos os vértices de uma face

com T impar como, por exemplo, a Figura 3.3.
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Figura 3.3: Igualdade s =t quando 7 é impar. Fonte: a autora.

Além disso, s = t tem que ser par pois, caso contrario, pelo mesmo argumento acima aplicado
a uma face de s impar, concluiriamos que t = r. Com isso, chegariamos a um vetor com entradas
(r,7,7); mais especificamente (3,3,3) e (5,5,5) que representam poliedros regulares (tetraedro

e dodecaedro).

Resumindo: para termos um poliedro semirregular com k = 3, quando uma entrada r é

impar, entao as outras duas entradas s e t sao pares e iguais.
Desta forma, quando k = 3, teremos o vetor (mny,1n,,Nn3) nas condigoes:

(1) 3 < ny < ny < n3, em que pelo menos uma das duas desigualdades seja restrita para

garantir dois tipos diferentes de faces.

3
(2) nl] + an + n% > % pela desigualdade 3.1, ja que >_ nil > %

=1 4 1 4131

4 _n1+n2+ﬂ3>2'
i=1

(3) Se uma das entradas for impar, entao as outras duas serdao pares e iguais.

Para cada um desses vetores, pode haver um tnico poliedro convexo de faces regulares cujos
vértices sao todos descritos por esse vetor. A busca é feita por exaustao e esta sintetizada na

Tabela 3.1, mostrando a existéncia de 7 poliedros semirregulares nessas condigoes.
Para os vetores em que existe o poliedro, teremos as nomenclaturas listadas na Tabela 3.2.
A partir dessa tabela, geramos 7 poliedros semirregulares.

Caso k =4.

Pela desigualdade 3.1, temos T3—1 + nlz + n% + %4 > 1, ja que:

1 4 -2 1 1 1 1
d —>—C=—t+—4+—+—>1
ny 2 n n; ns Ny

No caso de k =4 nao usaremos a forma crescente, como utilizamos no k = 3.
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Vetor Desigualdade 3.1 para k =3 | Existe?
(3,3,3) %—i—% %:§:1>% existe
E3,4,4§ %+%+%:%:%:§>% existe
3,6,6 steto===5>5 existe
(3’ 3, 8) L gy 3y ist
A e e A =
(3,10,10) §+1ﬁ_ﬁﬁz13_04?3_06:_51>2 ~eXISt.e
(3,12,12) it ot =5=5=3 nao existe
(3,2u,2u),u > 6 ] Zlle ]nii <3% 1 nao existe
(4,4,4) sttt =32>5 existe
4,4,5) e i ist
' 1775 0 TN 070 CX1Ste
SR T 1 1Zi:6] ;_‘ 14Z 71 caste
R T S ETE
4,58 r ‘i‘]g +1g — 15£?O+6: 2_431> 2 ex?ste
(4,6,10) Z—i—g—l-ﬁ? = %> existe
(4,6,2u),u > 6 RS ]nii 3% 1 nao existe
(5,5,5) st te=2>5 existe
= T TS ST :
(5,6,6) = +te+z="5% >3 existe
(5,8,8) tt+3ts = S — 8 <2 nao existe
(5,2u,2u),u >4 D i ni % nao existe
(6,6,6) % + % % = % = % nao existe
i,4,k),1,j,k > 6 Yoo <s nao existe

Tabela 3.1: Vetores para o caso k = 3.

Observe que se ny,ny, N3, Ny = 4, JT + JT + JT + J—l =1, o que nao vai valer. Com isso, pelo

menos um dos n; = 3.

Considere n; = 3 e chamemos de vy, v, e v3 os vértices de uma face triangular. Se existirem
dois triangulos adjacentes no poliedro, entao, ha dois tridngulos adjacentes em torno do vértice
V3, OU seja, Vv ou v,v3 € lado de dois triangulos. Se vyv; for lado de dois triangulos, entao ha

trés triangulos em torno de v;. Se v,v3 for lado de dois tridngulos, entao ha trés triangulos em

torno de v,. Veja a Figura 3.4.

\ s

Figura 3.4: Se ha dois triangulos adjacentes, entao ha trés tridngulos em cada vértice. Fonte:

a autora.

n3/

Assim, concluimos que se existe dois triangulos adjacentes, na verdade, ha trés tridngulos em
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Vetor Nomenclatura
(3,3,3) Poliedro regular, Tetraedro
(3,4,4) Prisma

(3,6,6) Tetraedro Truncado
(3,8,8) Cubo Truncado
(3,10,10) Dodecaedro Truncado
(4,4,4) | Poliedro Regular, Hexaedro ou Cubo
(4,4,5) Prisma

(4,4,n) Prisma

(4,6,6) Octaedro Truncado
(4,6,8) Cuboctaedro Truncado
(4,6,10) Icosidodecaedro Truncado
(5,5,5) Poliedro Regular, Dodecaedro
(5,6,6) Icosaedro Truncado

Tabela 3.2: Nomenclatura dos poliedros para o caso k = 3.

torno de cada vértice e os vértices sao descritos por (3,3, 3,1n), que representam os antiprismas.

Se nao houver triangulos adjacentes, n, # 3 e ny # 3, (n3 pode ser 3 porque nao sera
adjacente ao triangulo da entrada mny). Assim como no k = 3, podemos ver que n, sera igual
a ng. Nessas condigoes, temos (3,4, 3,4), (3,4,4,4),(3,4,5,4) e (3,5,3,5). Vejamos na Tabela

3.3, mostrando a existéncia de 4 poliedros semirregulares nessas condigoes.

Vetor Desigualdade 3.1 para k =4 Existe?
(3,4,3,4) Tttt = =E s existe
(3,4,4,4) Ittt =8 =151 existe
(3,4,5,4) TH AL+ =8BRED 25 7 existe
(3,4,6,4) % + I+ % + 2—142 4]—+31+22+3 =12 =1 | ndo existe

(3,4,n,4),n>6 > <1 nao existe
)(’3,&,3),5) l+l+l+ll=M=E>1 existe
37517375 15 5
(3,5,4,5) %+%+%+%:%:%<1 nao existe
(3,5,n,5),n >4 Zf: nil <1 nao existe
(3,6,4,6) %+%+%+%=%:g:1 nao existe
3,n,j,n),n>6,j>3 > nll <1 nao existe

Tabela 3.3: Vetores para o caso k = 4.

Para os vetores em que existe poliedro, teremos as nomenclaturas listadas na Tabela 3.4.

A partir dessa tabela, geramos 4 poliedros semirregulares, totalizando 7 +4 = 11 poliedros

semirregulares.

Todos os vetores geram apenas um poliedro, com excec¢ao do vetor (3,4,4,4) que gera dois

tipos de rombicuboctaedros. A diferenca deles é que um deles possui trés anéis formados por

quadrados, representados em (a), (b) e (c¢) da figura 3.5 enquanto o outro possui somente um

anel de quadrados, representado em (d) na figura 3.5. Um anel de poligonos no poliedro é tal

que conseguimos dar uma volta no poliedro passando apenas pelos poligonos do anel.

Uma cupula é um poliedro com duas bases, uma com n lados e outra com 2n lados, que
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Vetor Nomenclatura

( ) Cuboctaedro

( ) | Rombicuboctaedro do tipo “um”
(3,4,4,4) | Rombicuboctaedro do tipo “dois”
( )

( )

Rombicosidodecaedro
Icosidodecaedro

Tabela 3.4: Nomenclatura dos poliedros para o caso k = 4.

(a) (b) (€) (d)

Figura 3.5: Cupula quadrangular. Fonte: a autora.

estao ligadas uma a outra por uma sequéncia alternada de retangulos e triangulos. Veja a

Figura 3.6.

Figura 3.6: Cuapula quadrangular. Fonte: a autora.

Nesse caso que estamos tratando, seria um poliedro (a cipula) em que uma base é um
quadrado, e a outra seria um octégono e ela tem essa alternancia de quadrados e triangulos.
O rombicuboctaedro do tipo “dois” pode ser pensado como se girdssemos em um determinado
grau a cupula “de baixo” do rombicuboctaedro do tipo “um”. O rombicuboctaedro do tipo “um”
possui a cipula acima do anel de quadrados na mesma disposi¢ao que a cupula abaixo. Ja no
rombicuboctaedro do tipo “dois” a disposic¢ao é diferente (Figura 3.7).

O cuboctaedro pode ser realizado considerando os pontos médios do cubo unido por arestas
ou a partir do octaedro, que chamamos de dual' do cubo, considerando os pontos médios dos
lados das faces triangulares do octaedro unidos por arestas. Logo, o cuboctaedro pode ser visto
como a intersec¢ao do cubo e do octaedro ao mesmo tempo. (Figura 3.8).

De forma anéloga, considerando o dodecaedro e o icosaedro, obtemos o icosidodecaedro.

10O dual de um poliedro {p,q} é o poliedro que se obtém de {p,q} considerando um vértice em cada uma das
faces e unindo dois destes vértices por uma aresta se eles pertencerem a faces adjacentes.
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@ (b)

Figura 3.7: Rombicuboctaedro tipo “um” e Rombicuboctaedro tipo “dois”. Fonte: a autora.

Figura 3.8: Cuboctaedro como interseccao de cubo com octaedro. Fonte: a autora.

Os duais dos poliedros semirregulares formam os chamados Poliedros de Catalan, que nao
abordaremos no trabalho.

Se truncarmos todos os vértices do cuboctaedro, obtemos um poliedro que nao tem as faces
todas regulares, entretanto se permitirmos afastar um pouco as faces, podemos transformé-
lo num poliedro com as faces todas regulares, ou melhor, no rombicuboctaedro que surgiu
no caso k = 4. Da mesma maneira, se considerarmos o icosidodecaedro e fizermos o mesmo
procedimento de truncé-lo e afastar um pouco suas faces, vamos obter o rombicosidodecaedro,

também encontrado no caso k = 4.
Caso k =5.

Finalmente o ultimo caso. Pela desigualdade 3.1, temos n]—1 + niz + 73_3 + 1%4 + nis > %, j& que
Zf:1 nll % = T:—] + n1—2 + n% + n% + nls > % Vejamos a Tabela 3.5, mostrando a existéncia de

2 poliedros semirregulares nessas condigoes.
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Vetor Desigualdade 3.1 para k=5 Existe?
(3,3,3,3,3) I+i+it+iti=3>3 existe
(3,3,3,3,4) THI I =B PS5 3 existe
(3,3,3,3,5) Ttttz =BERBE o5 existe
(3,3,3,3,6) ;+;+g+;+5g:%:§ > | no existe
(3,3,3,3,n),n>6 P nll < % nao existe
i klm)i<j<k<l<mcomi>3 Yo, i< no existe

Tabela 3.5: Vetores para o caso k = 5.

Para os vetores em que existe poliedro, teremos as nomenclaturas listadas na Tabela 3.6.

Vetor Nomenclatura

(3 ) | Poliedro regular, Icosaedro
(3 ) Cubo Snub tipo 1
(3,3,3,3,4) Cubo Snub tipo 2
(3 )

( )

Dodecaedro Snub tipo 1
Dodecaedro Snub tipo 2

Tabela 3.6: Nomenclatura dos poliedros para o caso k = 5.

A partir dessa tabela, geramos 2 poliedros semirregulares, totalizando, finalmente, 74+4+2 =
13 poliedros semirregulares.

O processo para obter esses poliedros semirregulares (cubo snub e dodecaedro snub), a partir
dos solidos platonicos, é diferente daqueles que usamos até agora. A operacao é afastar as faces
dos poliedros e preencher com triangulos equilateros. Afastando as faces do cubo umas das
outras com a mesma velocidade e com um ligeiro movimento rotatorio, & determinada altura, é
possivel preencher os espacos entre as faces do cubo com triangulos equilateros, obtendo assim
o cubo snub. De forma analoga, também obtemos o dodecaedro snub considerando as faces do

dodecaedro em vez das faces do cubo.

Aqui, temos dois tipos de cubo snub e dois tipos de dodecaedro snub. Isso acontece porque
podemos girar as faces do cubo e do dodecaedro no sentido horéario ou antihorario e isso gera

dois solidos diferentes, porém com a mesma configuracao de vértices. Veja a Figura 3.9.

Em resumo, se nao contarmos os primas e os antiprismas, do ponto de vista geomético,
hé exatamente dezesseis poliedros convexos com faces regulares de, pelo menos, dois tipos e
cujos vértices sao descritos pelo mesmo vetor. Todavia, contando apenas as configuragoes dos
vetores do poliedro, temos apenas treze tipos de poliedros semirregulares. Esta é a contagem

do enunciado da classificacao que fizemos.
Com isto, fechamos a classificagado dos poliedros semirregulares. O

A obra original de Arquimedes perdeu-se e, por isso, nao se sabe ao certo como ele chegou
nesses poliedros, nem as suas propriedades. Porém Kepler mostrou que existia somente essas

treze configuragoes de poligonos em torno de vértices.
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(a) (b)

Figura 3.9: Cubo snub com giros horérios e anti-horarios. Fonte: a autora.

UMA ULTIMA OBSERVACAO SOBRE A NOMENCLATURA DE ALGUNS PO-
LIEDROS SEMIRREGULARES

Nos poliedros semirregulares, podemos ter algumas nomenclaturas diferentes das usadas
nesse trabalho. O cuboctaedro truncado e o icosidodecaedro truncado podem ser chama-
dos,também, de grande cuboctaedro rombico e grande icosidodecaedro roémbico, respectivamente.
Além disso, o rombicuboctaedro do tipo “um” e o rombicosidodecaedro podem ser chamados
de cuboctaedro rombico e icosidodecaedro réombico, respectivamente. Como, geometricamente,
temos dois tipos de rombicuboctaedro, o rombicuboctaedro do tipo “dois” também pode ser

nomeado como giro-biciupula quadrangular alongada.
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4. ROTEIRO DE UMA DAS CONSTRUCOES
NO GEOGEBRA

Neste capitulo apresentamos um roteiro detalhado de como fazer uma construgao dindmica
no GeoGebra (referéncia [5]) de dois poliedros semirregulares a partir do hexaedro regular

(cubo). Sao eles: o cubo truncado e o cuboctaedro.

De um modo geral, as construcoes dos primeiros poliedros semirregulares por truncamento
de poliedros regulares sao mais faceis de serem implementadas dinamicamente no GeoGebra.
Para realizar cada uma delas, primeiramente construimos os poliedros regulares para, depois,
fazermos o truncamento e obter os poliedros semirregulares. Dessa maneira, foram necessarios
os estudos citados nas se¢Oes acima, bem como bom dominio do aplicativo GeoGebra. Apos
todos os cinco poliedros regulares serem construidos, utilizamos a ferramenta controle deslizante
do GeoGebra em cada um deles para a realizagao dos cortes dos vértices de forma dinamica, ou
seja, podemos ajustar a profundidade dos cortes no proprio controle deslizante, de modo que
todas as faces resultantes sejam regulares. Com essas construgoes, é facil concluir, por exem-
plo, que o cuboctaedro e o icosidodecaedro podem ser obtidos a partir de poliedros regulares
diferentes, como mostra a Figura 3.1. O cuboctaedro pode ser proveniente do hexaedro (cubo)
ou do octaedro (dai o nome do so6lido); enquanto que o icosidodecaedro pode ser proveniente
do dodecaedro ou do icosaedro (e, novamente, eis a origem do nome desse s6lido).

Dos treze poliedros arquimedianos, sete sao obtidos por truncamento simples, ou seja, nao
é necessario fazer deslocamento de faces depois do corte para obter a semirregularidade do
poliedro. Esses sete poliedros mais simples sao: (1) o tetraedro truncado, (2) o cubo truncado,
(3) 0 octaedro truncado, (4) o dodecaedro truncado, (5) o icosaedro truncado, (6) o cuboctaedro
e (7) o icosidodecaedro.

Para esses sete poliedros arquimedianos mais simples, podemos apresentar um esquema
padrao de construgao que pode ser dividido em trés etapas béasicas.

Etapa 1: construcao dos vértices e arestas de um poliedro regular de aresta medindo a,
vinculada a um controle deslizante do GeoGebra (Na Figura 4.1, a esquerda, ilustramos essa
etapa com um cubo).

Etapa 2: insercao de um par de pontos em cada aresta do poliedro regular, construido na
Etapa 1, simétricos em relagao ao ponto médio da aresta e vinculados a um controle deslizante.
Esses pontos adicionados nas arestas definem os truncamentos do poliedro regular e sao inseridos

por meio de equagoes vetoriais de retas no espago (Na Figura 4.1, ao centro, ilustramos essa
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etapa com arestas e vértices de um cubo truncado)
Etapa 3: construcao das faces dos truncamentos, definidos na Etapa 2, e das faces regulares

contidas nas faces originais do poliedro regular (Na Figura 4.1, a direita, ilustramos essa etapa

com um cubo truncado).

L g

Figura 4.1: Etapas de construcao do cubo truncado. Fonte: a autora.

Na Etapa 2:
- No caso particular de um tetraedro regular, quando consideramos os pares de pontos a
distancia § de cada vértice, temos um tetraedro truncado e; quando cada par de pontos inserido
em aresta coincide com o ponto médio da mesma, temos um octaedro regular.

- No caso particular de um cubo, quando consideramos os pares de pontos a distancia

a de cada vértice, temos um cubo truncado e; quando cada par de pontos inserido em

2-V2
2
aresta coincide com o ponto médio da mesma, temos um cuboctaedro.

- No caso particular de um octaedro regular, quando consideramos os pares de pontos
a distancia $a de cada vértice, temos um octaedro truncado e; quando cada par de pontos
inserido em aresta coincide com o ponto médio da mesma, temos (novamente) um cuboctaedro.

- No caso particular de um dodecaedro regular, quando consideramos os pares de pontos
a distancia HT‘L(MO) de cada vértice, temos um dodecaedro truncado e; quando cada par de
pontos inserido em aresta coincide com o ponto médio da mesma, temos um icosidodecaedro.

- No caso particular de um icosaedro regular, quando consideramos os pares de pontos a
distancia § de cada vértice, temos um icosaedro truncado e; quando cada par de pontos inserido
em aresta coincide com o ponto médio da mesma, temos (novamente) um icosidodecaedro.

Apresentamos abaixo o roteiro detalhado da construcao dinédmica do cubo truncado e do
cuboctaedro (ambos na mesma construgao). Esta construgao pronta pode ser acessada pelo

link https://www.geogebra.org/m/krf2cpx9
Os demais poliedros arquimedianos que sao obtidos por truncamento seguem procedimentos

de construgao analogos ao do cuboctaedro e do cubo truncado.
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ROTEIRO DE CONSTRUCAO DO CUBO TRUNCADO E CUBOCTAEDRO

1) Nessa construgao iremos usar o Geogebra Classico 5.

%7 GeoGebra Classic 5 = a X
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

|l BN SHEAN

» Janela de Algebra X | b Janela de Visualizagéo X
&
5
a
3
2
i <
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 [ 1 [ [ o 1 12 12 14 15 18 7 18
-1
-2
-3
-4
5
Entrada

2) Na barra superior de menus, clique em "Exibir"e depois em "Janela de Visualizagao 3D".

€7 GeoGebra Classic 5 = a X
Arguive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
. A : Janela de Algebra Ctrl+Shift+A az? ‘%.
A ® LIE Planiha Clri+Shift+S [N, ™)
» Janela de All 1% Cdlculo Simbdlico (CAS) Ctri+Shift+K
. Janela de Visualizacio Cirl+Shift+1 8
@ Janela de Visualizacio 2 Ctrl+Shift+2
A Janela de Visualizagdo 23D Ctrl+Shift+3
w Protocolo de Construgio Ctrl+Shift+L
<& Calculadora de Probabilidades Cirl+Shift+P
[ Teclado T
~ Campo de Entrada
3
o2 Layout..
@ Atualizar Janelas Cirl+F .
Recalcular Todos os Objetos  Cirl+R
1
-4 3 S 1 0 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 1o i 12 13 14 15 18 17 18
-1
-2
-
-4
5

Entrada:

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



ROTEIRO DE UMA DAS CONSTRUGOES NO GEOGEBRA 47

3) A Janela de Visualizagao 3D aparecera do lado direito da tela.

¥ GeoGebra Classic 5

Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

o DD @l A @) <N 225 [

» Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizagdo

X

» Janela de d0 30

Entrada:

4)

Aumente o campo de visao da Janela de Visualizacao 3D arrastando a divisoria desta janela.

¥ GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

] AL e ) b @ 4N e

» Janela de Algebra [

» Janela de Visualizagio

(X

» Janela d 303D

Entrada:
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5) Clique na Janela de Visualizagao 2D e, depois, na barra de ferramentas. Selecione a ferra-
menta "Controle Deslizante".

7 GeoGebra Classic 5

Arquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

¥ Janela de Algebra

X | » Janela de

Entrada:

Controle Deslizante

Visualizacdo 3D

Texto

@ Inserir Imagem

Botdo

[J]g Caixa para Exibir / Esconder Objetos

‘Campo de Entrada

6) Clique em algum ponto da Janela de Visualizagdo e complete a caixa de didlogo com as

OK.

€Y GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

seguintes informagoes: Nome "a", Minimo "0", Maximo "5"e Incremento "0.01". Clique em

(s] X
b=] =
A
)AL OO LN o .
» Janela de Algebra X | » Janelade a X | » Janela de Visualizaci X
Controle Deslizante
M
© Numera ome
(O Angulo ‘a
Olnteiro ) preatsrio (Fo)
Intervalo  Controle Deslizante  Animacio 4
5
— - incrementc: 001
4 2
oK Cancelar
5
Entrada:
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7) Abra o menu rapido da Janela de Visualizagao 3D e clique no botao que esconde o plano xy.

€7 GeoGebra Classic 5 - a *
Arquive Editar Exinit Gpges Femamentas Janela Ajuda

I s [ e
DR OFREES S
* Janela de Algetra X | »_Jtanela g Visualizacio X |® Janeta de Visuslizagio 30 X
® a=1 & L A Cr v I X~ O~

a=1 ‘
_.—_

8) Na linha de entrada, digite (a, a, a) para criar o primeiro ponto.

% GeoGebra Classic 5 = a X
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

Ll 1 S =
] 2D s » A @4 N wd g, o =
» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio X | > _Janela d do 3D X
® a-1 I ] ACY Dy O By T~
a=
5 4
4
3
A 4
4 2 1 o
Enuadal(a,a,a] lal :l @
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9) Repita o processo para criar os pontos (a,—a, a), (a,a,—a) e (a,—a,—a).

%7 GeoGebra Classic 5 = o X
Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

] B el A @4 [N ed 2] ¢

» Janela de Algebra X | » Janela de Vi lizacdo X | = Janela de Vi izagdo 3D X
® a=1 s W o~ av|J
® A=(1,1,1)
® B=(1,-1,1) a=1
® c=(1,1,-1) P
4
5 4
3
4
2
3
1 2 4

5
Entrada:|(a,-a,-a) a3z @
10) Na linha de entrada, digite —A.
¥ GeoGebra Classic 5 - a *

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

Al DB e 4 @4 N e D, o =

» Janela de Algebra X | » Janelade lzagio X | = Janela de Visualizagéo 3D X
® a=1 P W~ o~ av |
® A=(1,1,1)
® B=(1,1,1) a=1
® Cc=(1,1,1)
® D=(1,-1,-1) BEE ey nena naay |
4
s 4
3
4
2
3
1
2 4

Entrada:|-A a ¥ @
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11) Repita o processo para criar os pontos —B, —C e —D.

%7 GeoGebra Classic 5 = o X
Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

A | > . —
B AL d b & 4 @ 4N, w0 £ 2 5
» Janela de Algebra X | » Janela de Vi lizacdo X | = Janela de Vi izagdo 3D X
® a=1 s W o~ av|J
® A=(1,1,1)
® B=(1,-1,1) a=1
® Cc=(1,1,1)
® D=(1,1,-1) —r—
® E=(1,1,-1)
® F=(1,1,1)
® G-(1,-1,1) i
5 4
3
4
2
3
1 2 4
4 3 2 -1 o 1 2 3
1
-2
-3
-4
~5
Entrada:|-D 2 : ©
12) Altere o controle deslizante para a = 2 para facilitar a visualizagao.
¥ GeoGebra Classic 5 - a >
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
= =
..A"'/.:J,\/b\?@\/@v&#xviﬁo%.v ®© %
» Janela de Aigebra X | » Janela de Visualizagio = X/ | = Janela de VisualizacZo 3D X
® a-2 5 | fCv Dy I~ ¥ >
® A-(222)
® B-(22,2) a=2
® Cc-(222)
® D-(22,-2 .
® E-(2,-2-2
® F-(22.2)
® G6-(222) i
® H=(222) 5 4
3
4
2
* <
4 3 2 -1 o 1 2 3
-1
-2
-3
-4
-5
Entrada: i@
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13) No menu rapido da Janela de Visualizacao 3D e clique no botao que esconde os eixos.

7 GeoGebra Clagsie S
Anquive Editar Exibit Opches Feramentas Janla Auda

B EEEEE N REE

* Janela de Algebra X
a=z

A=(2,2,0)

B-{2,-2,2) az2
C=(2,2-2)
D=(2,-2,-7)
E=(-22-2)
Foi-d 220
G={-2-2,32)
H={2,2,2)

F Janela de Visualizagio

&

| = Janeka de Visvalizagio 30
Ay T

Exibir ou esconder o8 #inos

Enfrada

-

-

14) Clique na Janela de Visualizacdo 2D e, na barra de ferramentas,

selecione a opcao "Controle

: n
Deslizante".
7 GeoGebra Classic 5 = a »
Arquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
A ' . ——
R, oA s @) <) =], )
» Janela de Algebra X | » JaneladeV 4 a=2 ) Visualizagie 3D X
.5 Controle Deslizante
® a=2
® A=(2,22)
® B-(2,2,2) as2 ABC Texto
® C=(2,2-2)
® D=(2,-2,-2) . ! Inserir Imagem
® E=(2-2-2)
® F=(2,2-2) .
® 6-(2-22 02D
® H=(2,22) °
v 0l Caixa para Exibir / Esconder Objetos
a:'W: Campo de Entrada
A
1 ® q
[ ]
B
4 3 2 1 0 1 2 3 e
-1
-2
C
3 ®
[ ]
D
4 L]
-5
Entrada: T
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15) Complete a caixa de didlogo com as seguintes informagoes: Nome "m", Minimo "0", Maximo

"0.5"e Incremento "0.01".

€} GeoGebra Classic 5 a >
Arquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
. L] - fad
kA o PO O £ \ %, 5 @
» Janela de Algebra X | » Janela deV a X | * Janela de Visualizac3o 3D X
® a=2 8 .-
® A=(2,22)
® B=(2,-2,2) a=2
® C=(2,2-2)
® D=(2,-2,-2)
® E=(2-2-2)
® F-(22-2) »y
® 6-(222) Controle Deslzante X
® H=(2,22)
3 . © Nimera Bme
O Angulo m
2 ~ O nteiro (O] Aleatdrio (F9) o
L]
1 | Intevalo  Controle Deslizante  Animacio q
min: 0 max: |0.5 Incremento: | 0.01
|
4 3 2 1 0
‘ oK Cancelar
1 i |
2 F
L ]
3 E
[ ]
-4
-5
Entrada: T
16) Coloque o valor do controle deslizante m em m = 0.2, para facilitar a visualizacao.
7 GeoGebra Classic 5 a *
Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
A . . =1 o
» Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizagdo X | = Janela de Visualizacdo 3D X
® a=2 8 .-
® A=(2,2,2)
® B=222 a=2
® C=(2,2-2
® D=(2,2-2)
® E=(2-2,-2)
® F=(222) m=02 y:
® G=(2-22)
® H=(2,22) .
® m=02
3
2
H
[ ]
1
o <
[ ]
4 3 2 -1 o 1 2 3
1
2 F
L]
3 E
[ ]
-4
-5
Entrada: 5
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17) Na linha de entrada, digite A + m(B — A).

%7 GeoGebra Classic 5 = o X
Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

3] 212 D) e ] A @) [N e <o, 5] ¢

» Janela de Algebra X | » Janela de Vi lizacdo X | = Janela de Vi 4o 3D X
a=2 i 1 A C DY O kv D~

A=(2,2,2)
B=(2,-2,2) 229
C€=i2,2,-2)

o N
~
&

Y
[
&
3

|
o
i

RS
N
~

Szeommo

Entrada:|A +m (B - A)| 2

-
®
e

18) Repita o processo para criar os pontos A + m(C—A) e A+ m(H— A).

€7 GeoGebra Classic 5 = a X
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

A, DD 8 e 4 @4 N s <
; e . ABC -
] Al LA G 4N | o =®
» Janela de Algebra X | » Janela de Vi lizacio X | = Janela de Vi izagdo 3D X
® a=2 P W~ o~ a~ |
® A=(2,2,2)
® B=(2,-2,2) a=2
® Cc=(2,22)
.
.
[ m=02 1
.
. ®
.
® 3
°
2
g
[ ]
B
1 ( ] 4
.H
A
.. ®
4 3 2 -1 o 1 2 3
J
®
-1
2 c
.D ¢
2 :
- L
4 °
-5
Entrada:[A +m (H- A) a i @
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19) Na linha de entrada, digite B +m(A — B).

€7 GeoGebra Classic 5 - a *
Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
A }(b'l ".&‘ -{’.b'ABC 5] e
(]l D e el 4 @4 N e £ o .
X | » Janela de Visualizagio X | = Janela de Visualizagdo 3D X
e W o~ av|J
a=2
m=02
4
3
2
K
1 o ¢ 9 <
° °®
B J
°® D)
4 3 b i 0 1 2 3
-
2
C
3 E
° L]
D
- L4
-5
Entraga:[B +m (A-B) o ¢ @
20) Repita o processo para criar os pontos B +m(D — B) e B+ m(G — B)
¥ GeoGebra Classic 5 - a *
Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda
A > I 2 A ‘{% . 5] <
BEREEEErCENER .
» Janela de Algebra X | » Janela de lizagio X | = Janela de Vi izagdo 3D X
® a=2 P W~ o~ a~ |4
L]
*® a=2
L]
L
L]
L m=02 !
L]
. ®
L]
® 3
L]
L
° 2
[ ]
K
A
1 G L] 4
° i °®
B J
® .
4 3 2 i 0 1 2 2
-1
-2
C
3 E
° [ ]
D
4 L]
5
Entrada: B + m (D}E) a: @
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21) Na linha de entrada, digite C + m(A — C).

%7 GeoGebra Classic 5 = o X
Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

] B el A @4 [N ed 2] ¢

» Janela de Algebra X | » Janela de Vi lizacdo X | = Janela de Vi izagdo 3D X
a=2 s W o~ av|J

A=(2,2,2)

B=(2,-2,2) a=2

3
|
o
i

F=(2,2,2)

T
sR et
SRR

Sooc0sBOOOOIOBROSS
yaTo

N=(2,-21.2)

Entrada:|C +m (A-C) a

-
®
e

22) Repita o processo para criar os pontos C+m(D — C) e C+ m(F— C).

%2 GeoGebra Classic 5 = a X
Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

]l Db e el d @4 X w4 o

» Janela de Algebra X | » Janela de lizagio X | Janela de Visualizagéo 30 x
a-2 s L MR

A=(2,2,2)

B=(2,-2,2)

c©=(2,2,2)

D=(2,-2,-2)

E=(2,2,2

w

¥

M=(12,-2,2)
N=(2,2,1.2) G H

0=(2,2,-1.2) 1 B_M | 1 K 4
P=(2,12,2) eee °

20000000000 OCCROOSODS

N

-3 D P C
® * o ee *

Entrada: C +m (F}C) a: @
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23) Na linha de entrada, digite D + m(B — D).

€7 GeoGebra Classic 5 X
Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
A }( b_ | . &‘ ‘{% . 5] e
Sall| Zal|E AP i el] NI N EAAN S o =
» Janela de Algebra X | » Janela de Vi lizacdo X | = Janela de Vi izagdo 3D X
® a=2 W o~ av|J
L]
: a=2
° ®
L]
[ ] m=02
L]
[ ]
L]
[ ]
L
[ ]
L]
[ ] B
. . P
e - q
G N
° ,1.2,-2) Y ®
® a-(122-2
-4 -3 2 1 1 2 3
D
E
L]
Entraga: D +m (8-D) DG
24) Repita o processo para criar os pontos D + m(C — D) e D + m(E — D).
¥ GeoGebra Classic 5 a >
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
A j(b'l "A :./\;,'ABC s | e
|| Sl]E AP Jl]” NI AN o e
» Janela de Algebra X | » Janela de Vi lizacio X | = Janela de Vi izagdo 3D X
W~ o~ n- o
a=2
m=02
®
B
L]
G N 4
L] L]
-4 -3 2 1 1 2 3
R
L]
D
L ]
E
L]

Entrada: D +m (C-D)

@
@
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25) Na linha de entrada, digite E+ m(D — E).

%7 GeoGebra Classic 5 = o X
Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

RSP FEINEES o

» Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizagao X | = Janela de Visualizagdo 3D X
® a=2 i 1 A Cy Dv Ov 5~ v
L J
e a=2
H .
L J
[ ] m=02 T
L J
[ ]
L J
® 3
e
[ ]
[ ] 2
[ ]
- KAl
: 1 .H ™ .J ..G ~'—M.B q
[ ]
° L4 .
® 4 -3 2 -1 o 1 2 3
L J
[ -1

2 R

L ]

3 .F .Ts .D

-5
Entrada:|E + m (D-E) a % O
26) Repita o processo para criar os pontos E+ m(F—E) e E+m(G —E).
¥ GeoGebra Classic 5 - a >

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

A . ) L \v a=2 =l ©
Al PO ) 4] N = o e
» Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizagdo X! | = Janela de Visualizacdo 3D X
® a=2 P W~ o~ a~ |
°
: a=2
® .
°
[ m=02 1
°
. ®
°
® 3
°
.
[ ] 2
.
°
K A
[ ] 1 H [ Ly B 4
o . MRS &
: ) N
® 4 -3 2 -1 o 1 2 3 .
°
® -1
°
-2 o s
® ,U .
o _C T,
3 . o® o ® e
® o O
-4
~5
Entrada: [E + m (F-E) a i @
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27) Na linha de entrada, digite F+m(C —F).

%7 GeoGebra Classic 5 = o X
Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

= =
Rl }(v I)-v (!)v e Mt &v @ &) (N aec | o
» Janela de Algebra X | » Janela de Vi lizacdo X | = Janela de Vi izagdo 3D X
e W o~ av|J
a=2
®
m=02
4
3
2
L By
N G
.H s °
4 -3 2 -1 o 1 2 3
1
R
2 0 L}
D U
A S L]
1 C o.P °" e 04 »
[ ] g oF
Py 'Z e @
L]
-4
-5
Entraga:|F +m (C}F) a ¢ O
28) Repita o processo para criar os pontos F+m(E —F) e F+ m(H — F).
¥ GeoGebra Classic 5 - a >
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
= P
Alde PP 8 e A @ 4N e o o
X | b Janela de Visualizagio X | = Janela de Visualizagdo 3D X
s MW~ o~ a~ ‘ o
a=2
m=02 ')
®
3
2
[
\ * % :
N G
.H ® °
4 -3 2 -1 o 1 2 3
-1
R
2 ] [ ]
T Dg o
c P ) .
3 ..00 L] b hd e E
F .Z .A‘.
-4
-5
Entrada: |F + m (HEF) a3 @
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29) Na barra de entrada, digite G + m(B — G).

%7 GeoGebra Classic 5 = o X
Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
| . . ——
A e DS B e A @ 4N e =
» Janela de Algebra X | » Janela de Vi lizacdo X | = Janela de Vi izagdo 3D X
:a=2 s W o~ av|J
: a=2
° ®
L J
[ ] m=02
® 4
[ ]
L J
® 3
e
[ ]
L J 2 . .B
[ ] M
. Al ¢ ".
. 1 L4 .'-. ° e o 4
J
. . g
° a 3 b 1 o 1 2 3 L
L J
[ ] -1
™ R
[ ] 5 °
®
™ 3 e - o
[ ] .(‘ [ pv .
3 . N
o ®
-4
-5
Entrada:|G + m (B-G) a3z @
30) Repita o processo para criar os pontos G + m(E — G) e G + m(H — G).
%2 GeoGebra Classic 5 = a X

Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A | 8 o A @ . . o o
: . ABC o
Al D ) ) @) IN reg b o e
» Janela de Algebra X [ »_Janela de Visualizagio X |~ Janela de Visualizagéo 30 X
® a=2 8 I A CYy D I~ > G-
°
: a=2
® D=(2,2-2) &
™Y B
[ m=02 1
°
. ®
°
® 3
°
°
° 2 e
. . LI
A N

° L ° P c q
[ ) L ®'c
° J . [ ]
° D
° 4 3 2 1 0 1 2 3 [ ] !
°
L -
p4 R
° 2,-2) N
® z=(2,12,2) v T L
@ A =(2212) . - [ ] . o
® B -(1222 o ® Y
® C,-t12-22) K ® ? o
® D,=(2212 .

-4

=
Entrada: G + m (H}G) a ¢ @
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31) Na linha de entrada, digite H+ m(A — H).

€7 GeoGebra Classic 5 a *
Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
Al PP & 4 @4 N a1 > e
Ao 2 D) @ 4 @45 N | > o
» Janela de Algebra X | » Janela de Vi lizacdo X | = Janela de Vi 4o 3D X
® a-2 s W o~ av|J
® A=(2,2,2)
: a=2
° ®
L J
[ ] m=02
™ 4
[ ]
L J
® 3
L J
[ ]
L J 2 L &8
. ' ¢
A
™ 1 o 2 ." q
° J.
[ ]
F
° o e H g
® 4 -3 2 -1 o 1 2 3
L J
[ ] -1 R
s .
. 0
ez " ;D
e A ° B o ® ) .U
® 5 2,2,-2) C . .
] A
® C,=(12,22) -3 @ 1 » .E
® D,=(2-212 - L4
® E-2-122) 1 L
® F=(2122)
-5
Entraga: [H+m (A-H) DG
32) Repita o processo para criar os pontos H+ m(F —H) e H+ m(G — H).
7 GeoGebra Classic 5 a b4
Argquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
AL e B D S e A @4 N e <6 5 =
{ElE APtk - Jaell’ MO HCHINN } a
~ Janela de Algebra X [ Janelade 5 X |+ Janela de vi G0 3D X
:‘ |- ﬁ-v ‘ s l_ fCvy Dv I~ > T
Ordenar por:
i a=2
Dependéncia
+  Tipo do Objeta
Camada m=02
. 4-
Ordem da Construgio &
D=te 52y
B,=(1.2,2,2)
3
€=(2,2,-2)
€,=11222)
D=(2,-2,-2) 2 -
D, =(2,-2,1.2) L M
1 [ ]
° L]
|
A .
1 ° .p N !c‘ - 4
. 1
3 ST
L] ® ® D,
- 4 3 2 ] 1 2 3 L]
® H,
L] -1 [ ]
. .
®
0
-2 D
- [} T g s u
o« P L] L) [ ]
- L= C » A v
- -2 ™ e .ﬁ =
HE LS
-@ P= 4 L]
® Q=
-@ R=
® s= -5
Entrada: $ @
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33) No menu rapido da Janela de Algebra selecione ’Objetos Auxiliares’ e depois ordene por

"Tipo de Objeto’.

X Geoleten Clasic §
#guiv Edtar Esbr Opples Femamentas Jansla Auda

Sl SiolsAPANNI =

= Janeta de Algebra # |+ Janeta de Vissakzago
I faw 8

)

L T

P2 12-8

Q=33 -3 - ] ] -1 [] i
R=& 218
B2 AEL-A
T= ik, -2, -3
W=, 2.3
LAl B A
W2, 213 .
=i 3 3
‘H =& 14 -5
By =28
€, =42 2.8
=2, -2.1.7 =¥
E =121

EERER | -

[ E E R R NIRRT R AR R TR Y
H
]
o
v

Enfrada:

Foind
A Pred nutlado

. Q) Pesgutsa

2%

EF Geolebes Classic §
Mo Editar Exise Opgbes Femamentas Janela Ajuda

R AL~ LB @O 4N

.
.
% | Jmmeia ge Visusizaghe

i faw | *

I=gk 13 3
J=(2,2,13) | :
K= 25
L=k A3
W=[2, 212 | :
W= 25
O={32 1%
P23

Q=N2%-H - a5 2 - o 1
R= (-2 13
fom (R 02,0
T={LL-Z-2)
=13, -2, -3
Ve[, A2, 3
W= 2 213 | &
=231
A1 = -2 132, -2
W, =2, 2 0.3
C, =222
O o= 3, -2,1.3) | -
E =42 ALH

Fo=i42,3,7 =

BN R R REIT YT IR AT R A Y]

Enirada

WC
A Prod sublado

. Q Poscear

34) Na Janela de Algebra, clique no disco azul ao lado do ponto A para oculta-lo.

€7 GeoGebra Classic 5
Arguive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

e Bl ) @] N e

+ Janela de Algebra X | ¥ Janela de ¢

X

¥ Janela de Vi

3D

:‘ l'ﬂ' 8

Numero

o
n
%)

=(2,2,-2)

€,=(1.2,2,2)
D=(2,2,-2) 2
D,=(2,2,12)

F-(-2,2,-2)
F=1212,2)

| R .'A"'\d"

G=(-2,-2.2) T ? 7 AUNEL] 1 ?
6,=(12,2,2)
H=(2,2,2) -1
H=(2,2,12)

0=(2,2,1.2)
P=(2,12,-2) -4

J G F.

Entraga:|
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35) Repita o processo para ocultar os pontos B, C, D, E, F, G e H.

¥ GeoGebra Classic 5

Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

Al B B e d) @£ N e [

~ Janela de Algebra

X | » Janela de Visualizagio

X | = Janela de Vi

do 3D

:‘ 1w faw

Nimera

=(2.-2,-2)
=2.12.2)
(-2,2,-2)
(2,1.2,2)

K=(1.222)
2,2)
2,2)

M=(1.2,-2,
N=(2,-2,1.2)
0-(2,2,-1.2)
P=(2,12,-2)
a-(12,2,-2)
R=(2,-2,1.2)
s=(12,-2,-2)

| Rz .v,q«v|.r

Entrada:

“
®
e

36) Na barra de ferramentas selecione a ferramenta "Poligono".

# GeoGebra Classic 5

Argquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

Al B S ®] A @4 N e [

w Janela de Algebra

=‘ v faw

Numero

- 2,21

(-2,-2,-2)

(-2,-1.2,2)

L]
mmomm

®
~
i
]

[ ]
I o0

wmOoODWO=ZE - X

X | * Janela de Vi

3D

N Ao
b Poligono
Poligono Regular
Q‘ g 2 a=2

L #

C~

M

Entrada:
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37) Com a ferramenta "Poligono"ativada, crie um tridngulo para ser uma das faces truncadas

do poliedro, conforme figura abaixo.

% GeoGebra Classic 5 = o X
Arquive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

R oR)| L] }( (!) e Bl A @__ .{u. 2 aec =G> = =

~ Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio X | = Janela de Visualizagdo 3D X
=|iv fiv + [ i ——
Nimero
@ a=2 a=2
® m=02
Ponto
A=(2,2,2) m=0.2
® A=(2212) 4
B=(2,-2,2)
B, =(-1.2,2 -2
® B =t ) 1
- C=(2,2,-2)
@ € =112,2,2)
- D=(2,-2,-2) 2
-@ D0,=(2,-212) L M
- E={2,-2,2) | ° .
e E-i2122) 1 ‘P N !C. q
F=(2,2,2) J G F o'
e f=(2122) ° 1 D,
G=(2,22) 4 3 2 1 o 1 2 3 L ]
® 6,=(1222) 4
H=(-2,22) 1
@ H=(2212) .R
~-® 1=(2,1.2,2) o
® J=(2,2,12) 2 ° T 3 u
~-@ K=(12,2,2) s [ ] ® ®
® L=(2,122) o - v
~-® M=(1.2,-2,2) 3 ° °' .
® N=(2,2,1.2) 5, - [ ]
~-® 0=(2,2,12) [ ) ®
® P=(212,-2) 4
~-® Q={12,2,-2)
® R=(2,2,12)
-® §=(12,-2,-2) -5
Entrada: ¥

38) Repita o processo mais sete vezes para criar todas as faces triangulares que representam os

truncamentos do cubo.

%7 GeoGebra Classic 5 = a X
Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

AR BD B e A @4 N e e

* Janela de Algebra X [ » Janela de Visualizagio X [+ Janela de Visualizagéo 30 X

=|=lv fov s O~ c— v | 4

NUmero
® a=2 Lind

%)

i
-

TR
m

-z 06
Lol
N TR
[N
NN

Py
&
&
i
L o
™
w
sl
4

JososOOOBOOSOS
o=
1
R
N
Lo
t_m

R=(2,-2,-12)
$=(12,-2,-2) 5

Entrada: v

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



ROTEIRO DE UMA DAS CONSTRUGOES NO GEOGEBRA 65

39) Com a ferramenta "Poligono"ativada, crie um octégono para ser uma das faces do poliedro,

conforme figura abaixo.

% GeoGebra Classic 5 = o X
Arquive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

- p=] [ad
R A B »l A @< X e < S
~ Janela de Algebra o X | » Janela de Visualizagio X | = Janela de Visualizagdo 3D X
:‘ 1w faw s O~ e v | 4
Nimero
@ a=2 a=2
® m=02
Paligona
@ poll =1472 m=02
Ponto s
A=(2,2,2)
e A =221
B=(2,22 4
® B,-(122.2
- C=(2,2,-2) 1
-@ C,=(12,2,2
= D=(2,-2,-2)
-@ D,=(2,-212 1 q
w0 E={2,-2,-2)
e E-i2122)
F=(-22,-2) A 3 2 1 i} 1 2 3
® F1=(—2,1.2,2}
G=(2,-2,2) " i
® 6,-(1222)
H=(-2,22)
- H1 =1-2,2,1.2) -2
~® 1=(2,1.2,2)
® J=(2,2,12)
~® K=(12,2,2) =
® L=(2,122)
-@ M=-(1.2,-2,2)
® N=(2,2,12) -4
~@ 0-(2,2,-12)
® P=(2,12,2)
~@ Q=(12,2,2) -5
Entrada: ¥
40) Repita o processo mais cinco vezes para criar todas as faces octogonais do poliedro.
7 GeoGebra Classic 5 = a »
Argquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
. o [=4
NIEIE= L@ L) N e exles
w Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizacio X | * Janela de Visualizagdo 3D X
= |l fiw 6 O~ c—— v | 4
Nimera
® a=2 a=2
~® m=02
Paligono
-@ poll =1472 m=02
@® pol2=1472 +
-@ pol3=1472 L
® pola=1472
-@ pol5=14.72 3
@ pols=1472
Panta
A=(2,2,2) 2
® A1 =1(-2,2,1.2)
© B=(2,-2,2)
@ B,=(122-2 1 4
= C=(2,2,-2)
-@ C,=t12.-22
- D=(2,-2,-2) a 3 2 - o 1 2 3
e D,-(2212)
E={2-2-2) 1
® E=i2122)
F=(22-2) %‘
[ F1 =(-2,1.2,2) 2
G=(-2-22)
@ 6,-(1222) e
= H=(2,2,2)
-9 H=(2,212)
-@ 1=(2,1.2,2) 4
® J=(2,2,1.2)
-® K=(12,2,2)
® 1=(2,122) 5
Entrada: T
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41) Na Janela de Algebra, clique na palavra "Ponto" (para selecionar todos os pontos); aperte o
botao direito do mouse e selecione a opgao "Exibir Objeto"duas vezes para que todos os pontos

sejam ocultados.

%7 GeoGebra Classic 5 = a X
Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Gl b 004 N]=+ o

~ Janela de Algebra = X | b JaneladeV X | = Janela de Visualizago 30 X
==y B s W~ o~ s~ |d
Nimero
-® a-1.08 a=198
® m=027

Poligono
@ pol1=134 m=027
- @ pol2=13.4 a
® pol3=134 '
- @ pold =134
@ pol5=134 3
- @ pol6 =134
Ponto
A=(1.98, 1.98,1.98) 2
® A,=(188,1.98 0.91)

B=(1.98, -1.98, 1.98)

® B,=(091,1.98,1.98) 1
C=(1.98, .98, -1.98)

@ C,=(091,-1.98,1.98)

D =(1.98, -1.98, -1.98) N 5 =z -1 o 1 2 3
@ D,=(1.98,-1.98,081)

E=(-1.98,-1. -1
@ E,=(1.980  Selecdo

F=(-1.98,19 )
® F,=(:1.98,0. Coordenadas Esféricas =

G=(-1.98,1.{ *  Exibir Objeto

G, =(-0.91,1 P
L A% Exibir Rétulo -3

H=(-1.98,1.9

_(aqn 1 & Habilitar Rastro
® H,=(1881
a

® 1-(1.98,0.91
~@ J=(1.98,1.9¢
® K=(0.91,1.9¢ = Propriedades.

‘ =

~@ L=(1.98, -0.9% oy
a

Apagar -4

Entrada: -

42) Clique no ’sinal de menos’, —, situado na frente da palavra "Ponto"na Janela de Algebra e

indicado na figura abaixo, para recolher todos pontos na Janela de Algebra.

7 GeoGebra Classie § -
Asquive Editar Exibir Opghes Feramentas Janela Ajuda

 Janela de Alpebra & X |k Janela de Visualizacio ¥ | = Janela de Visualizagio 30

1= fiw @ ACT v - - -

Nismiere

pol2 =13.4
pold =134 ’
pold = 13.4
pol5 =134 ¥
poilh = 13.4

A=(1.98, 1.98, 1.98) 2
n‘ =|-1.98,1.98, .0.91)

B-{1.98, -1.98, 1.98)
B, = (091, 1.98, -1.98) 1

€= (1.98, 198, -1.98)

€, = (0.91,-1.99,198)

D= (1.98, 1,98, .1.08) top 2  Ummd ! f i

0, = (-1.98, 1.5, 0.91)
E = (-1.98, .1.98, .1.08) =t
E, = (-1.08, .0.91,1.98)
F-{-1.88,1.58, -1.98)
F, = (-1.88,0.91, 1.98) i
G (-1.98, 1,98, 1.98)
6, = (-0.91,1.98, 1,98)

-
E
=3

H=(-1.98, 198, 1.98)
H, = (-1.98,1.98, 0.91)

1=(1.98,0.91, 1.98) -+
J = (1,98, 1,98, 0.91)
K= {091, 1.98, 1.98)
L= (1.98, .0.01, 1.98) -

o

PR

Entrada: *
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43) Na Janela de Algebra, clique na palavra "Segmento" (para que todos os segmentos sejam

selecionados).

%7 GeoGebra Classic 5 = a X
Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

B P Sl s IPANENES S

~ Janela de Algebra = X | b Janela de Vi X | = Janela de Visualizago 3D X
:‘l'ﬁ' 6 W — v | o

-® a-198 a=198

polt =13.4 m=027
pol2 =13.4 4
pol3 =134 L
pold =13.4
pol5=134 3
pol6 =13.4

onto

egmento 2
a, =151
b=182
b, =151 1

w0000 00

c=151
<, =151

da=1.82 -4 -3 2 -1 o 1 2 3

d1 =]

=1kl -1
ey =1
f=151

f,=151 -2
f2= 1.51
g=182 -3
9,=151
0,=182
h=151

rl1 =1
n2=1.51

0000000 00000000000

Entrada: | 7@

44) No menu rapido da Janela de Visualizacao 3D, clique no submenu de estilo de linha e

arraste a barra seletora para a esquerda, para obter menor espessura dos segmentos.

% GeoGebra Classic 5 = o X
Arquive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

[ e BB el @& N s =1 =

~ Janela de Algebra o X | » Janela de Vi lizacio X | = Janela de Vi izagdo 3D X
=|clw fiw s | RS v v |4

Nimera _—
-® a=1.08 a=148
® m=027 L 4
Paligona
poll =134 =027
pol2 =13.4 <+
pol3 =134 ‘
pol4 =13.4 '
pol5=134 3
polé = 13.4
anto
egmento 2
a, =1
b=182 AN —
b, =151 1 A \ 4

4 -

, I
c=151 ] /\
¢, =151 AL __
] AN /
1

w9000

d=1.82 -4 -3 2 -1 o 1 2 3 S
d, =151 -

e=151 =1
e, =

=15 n S L
1,-1.51 -2 Do | |
1,=1.51 . \
g-182 3 < y
g9,=151 .

9,=182

h=151
||1 =

||2=1.51

o000 000 00OOOOOOIOIOTD®

Entrada: | | @
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45) Clique no ’sinal de menos’, —, situado na frente da palavra "Segmento"na Janela de Algebra

e indicado na figura abaixo, para recolher todos segmentos na Janela de Algebra.

Entrada: *

€7 GeoGebra Classic 5 - o x
Arquivo  Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

[ 27 3 B e e A @) 4] N rec & e

= Janela de Algetra = % | ¥ Janela de Visualizagio X | = Janela de Visualizagio 30 X
| LT _f' b L -
Mimerny
® a-198 a=198
® m=027 L J
Poligono
® pol1=134 m=0.27
® pol2-134 4
® poi3-134 —.——
@ pold =134
® pols=134 3
® polé = 134
Ponto

Segmento 2

a, =151

il

b=182
b, =151 1 -
c=151 f N,
€, =151 VN
d=1.82 I -3 2 ) 1 3 3 .
d, =151
1
e=151 -1
e, =151
=151
f,=151
1,=151
a=182 3 L
g,=151 AN
9, =182
h=151
h, =151
h,=151 y

- v | o

(A XA N XN NNNNNNRNENN]

Entrada: s

46) Na Janela de Algebra, clique na palavra "Poligono"(para selecionar todos os poligonos),

aperte o botao direito do mouse e selecione a opgao "Propriedades".

©F GeoGebra Classic 5 = a X
Arquive Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda

(5] A e B »l A @) <N 2ed [ ERE:

~ Janela de Algebra = X | ¥ Janela de Visualizagdo X | * Janela de Visualizagdo 3D X
:‘ Lvﬁ.v s o- 'A“"i‘

Nimera
® a-198 CEe L
® m=027
Poligono

) BT =R m=027,

Criar vista 2D de pol1

Exibir Objeto
Exibir Rotula
Habilitar Rastro 1

&
eI A

' Apagar

16 5 Propriedades ... -3 2 4 o 1 2 3

t8=10.99

Entrada: ] @
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47) Na Janela de Propriedades, clique na aba "Cor"e, em seguida, escolha a cor que deseja para

os poligonos.

% GeoGebra Classic 5 = o X
Arquive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

o =
@ i*
~ Janela de Algebra o X | » Janela de Vi lizacdo X | = Janela de 4o 3D X | = Propriedades - Selecdo X
=]~ fiv + [ P —— HaedEH:®
Nimero 5
-® a-198 a=198 Basico COr Estile Avancade
® m=027
Poligono BT ]
® polt =134 m=027 I
- Coeen o |
® pol3=134 _Ee
- Cren 5] |
® pol5=134 a3 oo
- o EEN
Panta
Segmento 2 j!=
Tridngulo
~ @ 11=099
® 2-099 | '
-® $3-099 Visualizar: : Vermelho 255, 0, 0 (#FF0000) <
® t4=099 Transparéncia
~ @ t5=0.99
® t6=099 A 3 2 M o 1 2 3 '
~@ 17-099 [ 25 50 75 100
® t8=099 "
-2
-3
-4
-5
Entrada: 7@

48) Com a Janela de Propriedades ainda aberta, clique na palavra "Triangulo"na Janela de

Algebra (para que todos eles fiquem selecionados).

7 GeoGebra Classic 5 - a *
Arquive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
o =
® Y
~ Janela de Algebra o X | » Janela de Vi lizacio X | = Janela de izagdo 3D X | = Propriedades - Selecdo X
=|-iv fir + O~ e v | HaedEH:®
Nimera 4
- Caor
-® a-198 a=1498 Basico Estilo  Avancado
® m=027 L 4
Poligono BT ]
® poll=134 =027 /i
-@ pol2=134 ‘ 4 ]
® pol3=134 i
~@ pold=134 [T
® pol5=134 3 JJJ
- @ polo=134 R
Panta
Segmento 2 j!=
Triangulo
-@ 1=099
: g::ﬁ 1 Visualizar : Marrom 153, 51, 0 ($992300) 4
® 4=099 Transparéncia
-@ 15=0.99
® 16=099 L 3 ) S o 1 2 3 L
@ 17=009 ] 25 50 75 100
® 18=-099 I
2
-3
-4
-5
Entrada: | @
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49) Escolha a cor que deseja para as faces triangulares do poliedro.

¥ GeoGebra Classic 5

Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

RSN

N aec =G>

~ Janela de Algebra

= X

» Janela de Visualizacio

Py

~ Janela de Visualizagdo 3D

X | = Propriedades - Selecdo X

=l fiv
Nimera
~® a=198
® m=027
Poligona
® poll =134
~@ pol2=13.4
® pol3=134
~@ pola=13.4
® pol5=134
~@ pol6=13.4
Panta
Segmento
Triangulo
~@ t1=099
® 2=099
~@ 13=099
® t4=099
~@ 15=099
® 16=099
~@ t7=099
® 8=099

a=198

m=0.27
4

0O~ e v

HaedEH %

Basico Cor Estilo Avancado

EEEEEC

[ ]
[
o
o
[
[l
7]
[ ]
[ []

visualizar: [ A2u10, 0,255 #0000FF) 4

Transparéncia

[ 25 50 75 100

Entrada:

50) Clique na Janela de Visualizagao 2D e,

"Botao".

7 GeoGebra Classic 5

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

na barra de ferramentas,

selecione a ferramenta

R, A PO O 4N 4

w Janela de Algebra

o X

¥ Janela de V

==l fiw
Nimero

® a=198
-® m=027
Paoligono

-@ poll =134
® polz=134
-@ pol3=134
® pola=134
-@ pol5=13.4
® pols=134
Ponto
Segmento
Tridngulo

® t1=099

- @ 12=0.99
® 13=0.99
- @ 14=099
® 15=0.99
- @ 16=0.99
® 17=0.99
- @ 18=0.99

222 Controle Deslizante
ABC| Teixto
Botdo

Inserir Imagem

v .) Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=:1: Campo de Entrada

Visualizacdo 30

fCvy D

Entrada:
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51) Clique em um lugar qualquer na Janela de Visualizagao 2D com a ferramenta "Botao"ativada.

%7 GeoGebra Classic 5 = o X
Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

)AL DO O )N

~ Janela de Algebra = X | » Janela de Visualizagdo ~ Janela de Visualizagdo 3D X
=|clw fiw e I fCY Dy v 5w O

X

Nimera
~@ a=1.98
® m=027
Poligona
o boz o134 nsod,
~@ pol2=13.
® pol3=134 -
~@ pol=134
® pol5=134 3
~@ pol6=13.4
Ponto
Segmento 2
Triangulo
~ @ 11=099
® ©2-099 A
~ @ 13=099
® t4=099
~ @ 15=099
® 6=099 -4 3 2 -1 o 1 2 3
~@ t7=099
® t8=099

a=198

®
e

Entrada: ¥

52) Complete a caixa de didlogo que apareceré com as seguintes informagoes: Legenda "Cubo
Truncado"e Codigo GeoGebra "m=(2-sqrt(2))/2". Depois clique em OK.

€2 GeoGebra Classic 5 = o X
Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

k) A DO O, 41N

~ Janela de Algebra = X | » Janela de Visualizagdo ~ Janela de Visualizacdo 3D X
=]l fiv e I fCy Dy Gy Hv O
Nimera
-® a=1.98 a=108
® m=027 L 2
Poligona L |
® poll =134 m=027 7 Botdo X
-@ pol2=13.4 ‘ 4 i
® pol3=134
-@ pol=134
® pol5=134 3
-@ pol6=13.4
Ponta 1 | m=(2-sqri2))2
Segmento 2 |
Tridngulo
- @ 11=099
® 12-099 1
- @ 13=0.99
® t4=0.99
- @ 15=0.99

® 65=099 a 5 ) P
@ 17-0.99
® 8=099

X

Legenda: ‘Cubo truncado

| Cddigo GeoGebra:

oK Cancelar

Entrada: + | @

27°C m : e ? - . EORREPES: o1:07
BN e bladn mm  Q Pesquisar .ﬁl. = Q v = , @ 9 A BN s B
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53) Repita o processo anterior para criar o botao do cuboctaedro, com "m=0.5"no codigo.

€2 GeoGebra Classic 5 = o X
Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

S [ P {2 =S ol P A

~ Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizagdo ~ Janela de Visualizagdo 3D = X
=|clw fiw e I fCY Dy v 5w O

X

Nimera
~@® a=1.98 a=198
® m=029
Poligona | L |
® poll =12.99 m=029 €7 Botio X
~@ pol2=1299 + u|
® pol3=12.99
~@ pol4=1299
: gg:g - :sgg ki | Cédigo GeoGebra:
Panta 1 m=0.5|
Segmento 2
Triangulo
~@ t1=1a7
® 2=117
~@ 13=147
® t4=117
~@ 15=147

® 65=1417 a B ) I
~@ t7=117
® ©B=117

Legenda: ‘ Cuboctaedro

oK Cancelar

Entrada: *

®
e

54) Faga o mesmo para criar o botao do cubo, com "m=0"no codigo.

€ GeoGebra Classic 5 = a X
Arquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

k)AL PO O, 41N

v JaneladsNgebra X | ¥ Janela de Vi X | * Janela de Visualizac3o 3D X
=l =i fir 0 L A Cv D T ®v D

Botdo
® bt1 a=1.08
-@ bt2
Nimero 1 - 1
-® a=198 m=029 17 Botdo X
® m=029 + n |

Paligona
Panta

Zegmento 3 L .
a, =164 Codigo GeoGebra:

Legenda: ‘Cubo

b=1.64 1|m=0
h1 =164 2
c=1.64
¢, =164
d=1.64
d, =164
1
e=164
e, =164
=164
1,-164 OK Cancelar

1,=164 —

0-164 2
9,=164
0,164
h=164
h, =164
h, =164 4
i=1.64
iy =1.64
i, =164

Entrada: 3| @
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55) Posicione os botdes na Janela de Visualizagao 2D da maneira que desejar.

%7 GeoGebra Classic 5 = o X
Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

AL D@ ) LN = 4 e

~ Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizagdo ~ Janela de Visualizagdo 3D X
= sl fiw e I fCY Dy v 5w O
Botdo
~@ bt1 a=198
® bz
~@ bt3
Nimera
~@ a=1.98 ®
® m=0
Poligona
Panta 3

X

)

®
e

Entrada: *

56) No menu rapido da Janela de Visualizac¢ao 3D, clique em "Exibir Eixos".

©J GeoGebra Classic 5 = a X
Argquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

A D e A @ L) N e —

3 Janela de Vi 30 X

ACY '-)v Tw > -

w Janela de Algebra o X | b Janelade
=| i~ fi~ :
Botdo
@® b1 a=1.08
-@ bt2

@ bt3
Numero

® a=198
-® m=0
Paligono

- @ poll =15.68
® pol2=15.68
- @ poli=1568
@ pols=15.68
- @ pol5=15.68
® pols =15.68
Ponto

98,1.98,1.98)
1.98,1.98, -1.98)

98,-1.98,1.98)
1.98,1.98, -1.98)

.98, 1.98, -1.98)
-1.98, -1.98, 1.98)
9i

98,

-1.98, -1.98)
8, 1.98,1.98)
=(-1.98,1.98, 1.98)
,=(-1.98,1.98, 1.98)
G=(-1.98, 1.98, 1.98)
G, =(1.98,1.98,1.98)
H
H

~(-1.98,1.98, 1.98)
, = (-1.98,1.98,1.98)

Entrada: 3| @
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57) Na barra de ferramentas da Janela de Visualizagdo 3D, selecione a ferramenta "Mover

Janela de Visualizagao".

%7 GeoGebra Classic 5 = a X
Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

AL DD o el ) @4 N e [<C
: e ° ABC o
R e b "/, i’ CI), v 6P| | [Ty '\-, ® &
~ Janela de Algebra & X | b Janela de Visualizagio CG’ Girar Janela d - X
irar Janela de
= cl= faw s - G-
Botdo e
-® bt a=198 4%’ Mover Janela de Visualizagao
® iz L 2
-@ b3 Q Ampliar
Nimero 4
=0
~® a=198 w & Q Reduzir
® m=0 .
Poligono
@ poll =15.68 3 ',:-; Exibir / Esconder Objeto
~@ pol2=1568
® poi3 = 1568 AL Exivir/ Esconder Rétulo
~@ pold =15.68
® 15 =15.68
- @ gzm:ﬁ_ﬁg ‘ Copiar Estila Visual
Panta 4
A=(1.98,1.98,1.08)
A, =(1.98,1.98,.1.98) t Apagar
B=(1.98,-1.98,1.98)
B, =(1-98,1.98, 1.88) ,»5 Vista para frente de
€ =(1.98, 1.98,-1.98)
€,=(-1.98,-1.98,1.98)
D=(1.98,-1.98, 1.98)
D, =(1.98, 1.98,1.98) v
E=(-1.98,-1.98,-1.98)
E, =198, -1.98,1.98)
F=(-1.98,1.98, -1.98) i
F,=(-1.98,1.98,1.98)
G =(-1.98, -1.98, 1.98)
G,=(-1.98,1.98,1.98} -4
H=(-1.98, 1.98, 1.98)
H, =(-1.98,1.98,1.98) v
Entrada: ¥

58) Quando o mouse aparentar como na figura abaixo (com uma seta dupla na vertical), clique
com o botao esquerdo do mouse e arraste o sistema de coordenadas para cima, de tal modo a

centralizar o poliedro.

%2 GeoGebra Classic 5 = a X
Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

N NP s .

~ Janela de Algebra = X | b Janela de lizagio X | Janela de Vi 4o 3D X
= si= fiw i T £ Cv Dv v vv v
Botdo
~@ bt1 a=1898
® b2
~@ btd
Numero m=0
-® a=198 4
® m=0 .
Poligono
® poll =15.68 2
-@ pol2=1568
® pol3=15.68
-@ pold=1568 z
® pol5=15.68
@ pols=15.68 Cubo
Ponto 4
A=(1.98,1.98,1.98)
A, =(1.98,1.98, -1.98)
B=(1.98,-1.98, 1.98)
B, =(-1.98,1.98, -1.98)
€=(1.98,1.98,-1.98)
€, =(-1.8,-1.98, 1.98)
D=(1.98, -1.98, -1.98)
D. 98, 1.98)
-2
E={-1.98,-1.98,-1.98)
E ,1.98)
F=(-1.98,1.98, -1.98) 3
F,=(-1.98,1.98,1.98)
6=(-1.98, -1.98, 1.98)
G, =(-1.98,1.98, 1.98) -
H=(-1.98,1.98, 1.98)
H, =(-1.98,1.98, 1.98) v

Entrada: v
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59) No menu da Janela de Visualizacao 3D, clique em "Exibir Eixos"novamente para escondé-

los.

7 GeoGebra Classic 5

Arquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

DRy O RRNER

w Janela de Algebra o X

» Janela de lizagdo

X | = Janela de Vi

=‘ 1w faw

Botdo

@ bvt1

~@ bt2

@ bt3

Nimero

® a=198

~@® m=0

Paligona

~@ poll =15.68

® pol2=15.68

~ @ pol3=15.68

@ pols=15.68

~ @ pols=15.68

@ pols =15.68

Ponto
A=(1‘§8‘1‘§8‘1‘98)

A, =(-1.98,1.98, 1.98)

B
B 8,1.98)
€=(1.98,1.98,-1.98)
C,=(-1.98,-1.98,1.98)
D=(1.98, 1.98, -1.98)
D, = (-1.98,.1.98,1.98)
E=
E
F
F

{-1.98,-1.98, -1.98)
98, -1.98, 1.98)

1.98,1.98, 1.98)
, 1.98,1.98)

(198198198}
~(-1.98, 1.98,1.98)

a=198

Emrada:l

60) Na barra de ferramentas da Janela de Visualizacao

"Botao"

¥ GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

2D, selecione novamente a ferramenta

R ) Lo b@@-&\D*P

~ Janela de Algebra =g

» Janela de Visualizagdo

= ‘ Iv fav
Botdo
-@ bt1
@® b2
-@ bt3
Nimera

Paligona
@ poll =15.68

® pol3=15.68
~@ pold=15.68
@ pols=15.68
~@ pol6 =15.68
Ponto
A =(1.98,1.98,1.98)
A, =(-1.98,1.98, -1.98)

B (1.98,-1.98,1.98)
=(1.98,1.98, -1.98)

=(1.98,1.98, 1.98)
=(-1.98, -1.98,1.98)
=(1.98,-1.98, 195}
=(1.98, 1 98)
1.98, -1.98, -1.98)
98, -1.98, 1.98)
(198 1.98,-1.98)
- (198, 1.98,1.98)
1.98, 1.98,1.98)
=(-1.98,1.98,1.98)

(198198198}
=(-1.98,1.98,1.98)

Controle Deslizante
Texto

Inserir Imagem
Botdo

g Caixa para Exibir / Esconder Objetos

Campo de Entrada

Visualizacdo 30

N

LIl =% 2O

Entrada:

@
@
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61) Complete a caixa de didlogo que aparecera com as seguintes informagoes: Legenda "Iniciar
Animagao"e Codigo GeoGebra "ConfigurarVelocidadeDeGiro(1)", "DefinirVisibilidade(bt4,1,false)",

"DefinirVisibilidade(bt5,1,true)".

€} GeoGebra Classic 5 a »
Arquive Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
A . : —
2 Al Moo < NE < e
¥ Janela de Algebra = X | ¥ Janelade V & X | * Janela de Visualizacio 3D X
=ll=lv fev s n fCy D~
Botdo
® oi1 a=198
~@ bt2
@ bt3 !
Mimera m=0 ¥ Botdo
® a=198 +
~@ m=0 ® =
Poligono Legenda: Iniciar Animagao
~@ poll =15.68 3 1
® pol2=1568 Codigo GeoGebra:
~@ pol3=15.68 1 | ConfigurarvelocidadeDeGira(1)
® pols=1568 2 | Definirvisibilidade(bt4, 1.false)
~@ pol5=15.68 3 | Defininvisibilidade{nts, 1,true)
@ pols =15.68
Ponto 4
1
B k
B, =(-1.98, 1.
C€=(1.98, 1.98, -1.98)
€, =1-1.98,-1.98, 1.98) i ¥ | OK Cancelar
D=(1.98,-1.98,-1.98)
D, =(-1.98,-1.98, 1.98) Py
E={-1.08,-1.98,-1.98)
E,=(1.98,1.98,1.98)
F=(-1.98,1.98, -1.98) -3
F,=(1.98,1.98,1.98)
G=(-1.98, -1.98, 1.98)
G, =(-1.98,1.98,1.98) d
H=(-1.98, 1.98, 1.98)
H, =(-1.98,1.98,1.98) v
Entrada: v

62) Repita o processo para criar o botdo para parar a animagao. Complete a caixa de dia-
logo que aparecerd com as seguintes informagoes: Legenda "Parar Animacao"e Codigo Ge-
oGebra "ConfigurarVelocidadeDeGiro(0)", "DefinirVisibilidade(bt4,1,true)", "DefinirVisibili-
dade(bt5,1,false)".

€2 GeoGebra Classic 5 - a %

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

K, A B OO, 4N

~ Janela de Algebra o X | b Janela de Visualizagio X | = Janela de Visualizacio 3D o X
:‘ 1> fav s I fCv DY O+ - -

Botdo
-@ bt1 a=148
@® b2
-@ bt3
® b4 m=0 €'Y Botdo X
Numero ®

® a=1.98

-® m=0
Paligono 3
~@ poll =15.68

Legenda: Parar Animacao

1 Cddigo GeoGebra:

® pol2=15.68
- @ poli=1568
@ pols=15.68
- @ pol5=15.68
® pols =15.68
Ponto

3,1.98,-1.98)
.98, -1.98, 1.98)
3, -1.98, 1.98)
.98, -1.98,1.98)

Lo Lo 4

1
(

=(1.
(
1
(

1
=(-1.98, -1.98, -1.98)
=(-1.98, 1.98,1.98)

E
E

F=(-1.98,1.98,-1.98)
F, = (-1.98, 1.98, 1.98)
G=(-1.98, 1.98, 1.98)
G, =(1.98,1.98,1.98)
H=(-1.98,1.98, 1.98)
H, = (-1.98,1.98,1.98)

1 | ConfigurarVelocidadeDeGiro(0)
2 | Definirvisibilidade(pt5,1,false)
3 DeﬁniN\s\bi\idade(htdj,tvuei

oK Cancelar
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63) Tecle "Esc"no seu teclado e teste esses dois botoes. Quando um esté ativo, o outro estaréa

oculto e vice-versa.

©F GeoGebra Classic 5 = a X
Arquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

NP Sioll«|FAN =) >z

w Janela de Algebra o X | » Janela de Vis X | * Janela de Visualizac3o 3D g X
:‘ 1w faw s I fCv Dy I~ > T
Botdo
® ol a=1.98
~@ bt2
@ bt3
- @ btd mao
@ bts . +
Nimero
® a=198
~@® m=0 3
Paligona
Ponto
Segmento 2
. -
~@ b=3.96 CUbO
~@ by= 4
~@ c=0
-@ € =0
~@ d=3.96
® d4,-0 Cuboctaedro
® e=0 -1
® &,=0
® =0
® =0
® =0 Iniciar Animacéo
® =396 3
® 0,°0
-@ 0,=396 )
® n-o g8l Parar Animac3
e n-0
@ hy=0 P
Entrada: 3 @

64) Posicione, com o botao direito do mouse, o botao "Parar Animagao"exatamente em cima

do botao "Iniciar Animacgao".

7 GeoGebra Classic 5 = a X
Argquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

ElA - Moo 4N = 4, S

w Janela de Algebra o X | » Janela de Vis X | * Janela de Visualizac3o 3D a X
:‘ v faw s I fCvy Dv I~ > T
Botdo
® b1 a=1.08
-@ bt2
@ bt3
- @ bid 4
m=0
® nt5 ® +
Numero
® a=198
-® m=0 3
Paligono
Ponto
Segmento 2
N -
~@ b=3.96 CUbO
-@ by=0 q
-@ c=0
-@ =0
~@ d=3.96
® d4,-0 Cuboctaedro
® e=0 -1
® e,=0
® i=0
e 1,0
® 1,=0 Parar Animacao
® g=3.96 -3
® 0,=0
@ 0,=396
® n-0 Y
e h-0
.@ hy=0 P
Entrada: 3| @
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65) Na Janela de Algebra, selecione o botdo "bt4"(botdo "Iniciar Animacdo"), clique com o

botao direito do mouse e selecione as suas propriedades.

% GeoGebra Classic 5 = o X
Arquive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

Y [ Rl [@ PN N

~ Janela de Algebra o X | » Janela de Visualizagdo ~ Janela de Visualizagdo 3D = X
=l fiw s I A Cy Dy Tv Fv O

Botdo
-@ btl ‘ a=148

X

@® b2

~@ bt Botdo btd.

~@ a= “. Exibir Objeto

Exibir Rétulo

Definir como Objeto Auxiliar
Fixar Objeto

Posicdo Absolutana Tela

-
g
|3
G
&y <[] ®

Renomear

Q&

Apagar

Propriedades

Cuboctaedro

L

1
oo
)

o
[
= o

Iniciar Animacao
-3

oo
[

w

&

@
el
o

[ X N NN NN NNENENRH:EH.RZH:EH}. ]
= ==
I
o
w o
©
&

M
&

]
[
o o

Entrada: 7@

66) Na Janela de Propriedades, clique na aba "Cor"e, em seguida, escolha a cor que deseja para

o botao "Iniciar Animagao".

% GeoGebra Classic 5 = o X
Arquive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

'A//’rb'@@éf.\vi'%' =

~ Janela de Algebra = X | » Janela de Visualizagio X | = Janela de Visualizacdo 3D o X/ | = Propriedades - Botdo bt4 X
SEE ;i r A Cv Dy Ty Hv O HiediEH:®
__Emi; a=14a8 Posicie Avancado Programacgio
® biz L Basico Texto Cor Estilo
- @ bt3
@ b4 m=0 | Recente:
~@ bts 4 _
Numero |
-@ a=198 o
® m=0 3 ==
Poligono mal
Ponto
Segmento ij
@ 2,=0 ain
- @ b=3.96
.@ b,=0 4
® c=0 Visualizar. - 0, 204, 0 (#DOCCO0)
® ¢, =0 o
Cor de Primeiro Plano
® d=3.96
® d4,=0 © Cor de Fundo
® e=0 4
® e=0
-@ 1=0
@ 1,=0
® -0 Iniciar Animagéo
® g=-3.96 -3
@ 9 =0
® 0,-396
® n=o0 i
e =0
® "0 5
Entrada: | @
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67) Com a Janela de Propriedades ainda aberta, selecione o botdo "bt5"na Janela de Algebra.

%7 GeoGebra Classic 5 = o X
Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

A . [>. @ é‘ \ as2 =l &
L2 }/.: T ) @V il J| [ -l ":HJ [0 i
~ Janela de Algebra o X | » Janela de Visualizagio X | = Janela de Visualizagdo 3D o X/ | = Propriedades - Botdo bt5 o X
=l fiw o 1 A CY DY Tv wv v HeadEE % (Fear]
3013:]1 a=198 Posicio Avancado Programacio
® iz . Bisico Texto Cor Estilo
~@ bt3
s : =
~@ bts &
Nimera ]
~® a=198 JJJ
® m=0 3 o
Poligona
Panta jjj
Segmento 2 CmE
-@ a,=0 Cubo i
~@® b=3.96
~@ b,=0 4
-® c=0 Visualizar - Vermelho 255, 0, 0 (#FF0000)
c, =0
b O Cor de Primeiro Plano
® d=3.96
® d4,=0 Cuboctaedro O Cords Fundo
® e=0 -1 4
® ¢,=0
- @ f=0
@ 1,=0 :
® -0 Iniciar Animacao
® g=396 -3
® 0,=0
® 0,-396
® =0 s
e n=0
e h=0 -5
Entrada: 3 @
3 4 " 3 AN
68) Escolha a cor que deseja para o botao "Parar Animagcao".
7 GeoGebra Classic 5 = a b4
Argquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
A 3 I>. d \-V a2 > | <
L i /'/.: e v ®v @\, équ . - ‘%’« @ =*
¥ Janela de Algebra o X | b Janela de Vi izagé X | * Janela de Visualizagio 3D = X
:‘ |w ﬁ" 6 1_ Gy Dv T~ > (-
Botdo
® b1 a=1.98
-@ bt2
@ bt3
-@ btd ma0
@ bts +
Ndmera
® a=198
-® m=0 3
Paligono
Ponto
Segmento 2
N -
® b=3.96 CUbO
-@ by=0 q
-@ c=0
-@ ¢, =0
~@ d=3.96
@ 4,0 Cuboctaedro
® e=0 1
® ¢ =0
® i=0
e 1,0 i
® 1,=0 Parar Animacao
® g=3.96 -3
® 0,°0
@ 0,-396
® h-0 "‘
e n=0
@ hy=0 "
Entrada: $ @
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69) Teste os controles deslizantes, os botoes e veja se tudo esta tudo funcionando.

€7 1382x736 = o X
Arquiva Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

R Scl= N = o

~ Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizagdo XI|| = Janela de Visualizagdo 3D X
:‘ 1w faw e I ACY Dv A~ v A
Botdo
-@ bt1 a=108
@® bi2
~@ bt3
® b4

poi2 = 15.68 2
pol3 = 15.68
pol4 = 15.68 Cubo
pol5 = 15.68

pol6 = 15.68
anto

egmento

L ]
-@

L ]
-@

L ]
-@

P

S
-@ a,=0
~® b=3.96 Cuboctaedro
.@ b,=0 p
~@® c=0

® ¢,=0

® d=3.96 — . = 0
® =0 Iniciar Animacao
® e=0 "
® ¢,=0
~@ =0
@ =0 s
@ f,=0

® =396 P
& 0.=0

Entrada:

®
e
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5. LINKS PARA As CONSTRUCOES DOS
POLIEDROS SEMIRREGULARES

Neste capitulo apresentamos os links para todas as construgoes geométricas dinamicas dos
poliedros semirregulares no GeoGebra. Todas as construgoes estao hospedadas no site do

GeoGebra.org. Além dos links, apresentamos, também, alguns prints de tela das respectivas
construcoes.

12 CONSTRUCAO
Tetraedro — Tetraedro truncado — Octaedro:

https://www.geogebra.org/m/mixhwn9p

O controle deslizante “a” determina o tamanho
da aresta do tetraedro.

a=§

-

O controle deslizante “m” determina a
profundidade dos cortes

m=0

e

m = 0,5 significa que metade das arestas
do tetraedro foram cortadas a partir de cada

vértice

Tetraedro Ver Poliedro Truncado
Tetraedro Truncado D Ver tetraedro

Figura 5.1: Tetraedro - Tetraedro Truncado - Octaedro. Fonte: a autora.
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22 CONSTRUCAO
Cubo — Cubo truncado — Cuboctaedro:

https://www.geogebra.org/m/krf2cpx9

0

O controle deslizante "a” determina o tamanho

do cubo. As arestas do cubo medem “2a”.

As arestas do cubo medem: 4

O controle deslizante “m” determina a profundidade dos cortes

w
"
8]

Iniciar animacao

partir ¢

R
Cubo truncado Ver poliedro truncado
Cuboctaedro |:| Ver octaedro

au
ar

Figura 5.2: Cubo - Cubo truncado - Cuboctaedro. Fonte: a autora.

32 CONSTRUCAO
Octaedro — Octaedro truncado — Cuboctaedro:

https://www.geogebra.org/m/rqsywybk

O controle deslizante “a® determina o tamanho

do octaedro. As arestas do octaedro medem “2a”.

a=3
. As aresias do cubo medem: 6

O controle deslizante “m” determina a
profundidade dos cortes

m = 0,5 significa que metade das arestas
do tetraedro foram cortadas a partir de cada
véitice

Octaedro D Ver octaedro
Octaedro Truncado Ver poliedro truncado
Cuboctaedro D Ver cubo

Figura 5.3: Octaedro - Octaedro truncado - Cuboctaedro. Fonte: a autora.
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42 CONSTRUCAO

Dodecaedro — Dodecaedro truncado — Icosidodecaedro:

https://www.geogebra.org/m/wudnpdsq

O controle deslizante “a” determina o tamanho
da aresta do dodecaedro

O controle deslizante “m” determina a
profundidade dos cortes

m = 0,5 significa que metade das arestas
do dodecaedro foram cortadas a partir de cada
vértice

Dodecaedro
Dodecaedro Truncado

Icosidodecaedro

au
ar

Figura 5.4: Dodecaedro - Dodecaedro truncado - Icosidodecaedro. Fonte: a autora.

52 CONSTRUCAO
Icosaedro — Icosaedro truncado — Icosidodecaedro:

https://www.geogebra.org/m/n6vfkpg6

O controle deslizante “a” determina o tamanho
da aresta do icosaedro.

O controle deslizante “m” determina a

profundidade dos cortes

m = 0,5 significa que metade das arestas
do icosaedro foram cortadas a partir de cada

vértice.

Icosaedro Truncado
Icosidodecaedro

&

Figura 5.5: Icosaedro - Icosaedro truncado - Icosidodecaedro. Fonte: a autora.
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62 CONSTRUCAO
Cuboctaedro — Cuboctaedro truncado — Rombicuboctaedro:

https://www.geogebra.org/m/gs63a5q3

O conirole deslizante “a” represenia o
comprimento da aresta do cubo (ou octaedro)

que deu origem ao cubocataedro

a=6

O controle deslizante “d” representa o fator
de deslocamento axial (a parfir do centro

do cuboctaedro) d: es provenientes das
faces quadradas do cuboctaedro.

O controle deslizante “p” representa o
percentual de corte (a partir dos vértices) de cada
aresta de face quadrada do cuboctaedro

p=0
L —

Cuboctaedro
Cuboctaedro truncado
Rombicuboctaedro

au
ar

Figura 5.6: Cuboctaedro - Cuboctaedro truncado - Rombicuboctaedro. Fonte: a autora.

72 CONSTRUCAO

Icosidodecaedro — Icosidodecaedro truncado — Rombicosidodecaedro:

https://www.geogebra.org/m/e3xhbxgh

O confrole deslizante “a” representa o
comprimento da aresia do dodecaedro
(ou icosaedro) que deu origem ao

O controle deslizante “p"* re

percentual de corte (a p:

aresta de face do icosidode
p=0

Icosidodecaedro
Icosidodecaedro truncado

Rombicosidodecaedro

au
ar

Figura 5.7: Icosidodecaedro - Icosidodecaedro truncado - Rombicosidodecaedro. Fonte: a au-
tora.
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82 CONSTRUCAO
Cubo — Cubo snub:

https://www.geogebra.org/m/wtzdexnf

O conirole deslizanie “a” representa o
comprimento da aresta do cubo.

O controle deslizante “o” representa o
giro de cada face do cubo.

Cubo Snub - giro horario
Cubo Snub - giro anti-horario

au
ar

Figura 5.8: Cubo - Cubo snub. Fonte: a autora.

92 CONSTRUCAO
Dodecaedro — Dodecaedro snub:

https://www.geogebra.org/m/sk26zkuy

O controle deslizante “a” representa o

comprimento da aresta do dodecaedro

O controle deslizante “d” representa a translacéo
das faces do dodecaedro. Deve ser alterado antes do
controle deslizante “a”.

d=1

O confrole deslizante “a” representa o
giro de cada face do dodecaedro.

a=0"

Dodecaedro Snub L

Figura 5.9: Dodecaedro - Dodecaedro snub. Fonte: a autora.

LICENCIATURA EM MATEMATICA


https://www.geogebra.org/m/wtz4exnf
https://www.geogebra.org/m/sk26zkuy

86 CONCLUSOES

6. CONCLUSOES

Neste trabalho procuramos contribuir com a teoria dos poliedros regulares e semirregulares,

bem como contribuir com construgoes geométricas dinamicas de tais poliedros no software

GeoGebra.

Os poliedros regulares sao relativamente bem conhecidos e apresentados aos alunos de En-
sino Basico de forma geralmente superficial. Ja os poliedros semirregulares quase nunca sao
estudados, mesmo no Ensino Superior. Parte desta omissao pode estar relacionada com a difi-
culdade de visualizacao de tais poliedros. Sendo assim, as construgoes geométricas dinamicas
que disponibilizamos no Capitulo 5 podem ajudar muito em tais estudos. O fato do estudante
poder manipular por meio de controles deslizantes do GeoGebra as operagdes geométricas de
truncamento de vértices, e de afastamento e giro de faces de poliedros regulares para obter
poliedros semirregulares é algo que ajuda muito a fixar conceitos e desenvolver o raciocinio
acerca dos varios modos de construgao de familias importantes de poliedros. Talvez esta seja
a nossa maior contribuicao neste trabalho, uma vez que o tipo de construcao que fizemos é
relativamente raro de se encontrar na plataforma do GeoGebra.org e, de um modo geral, na

Internet.

Outro aspecto importante em termos de contribuicao deste trabalho sao as classifica¢oes dos
poliedros regulares e semirregulares. Mais uma vez, ¢é facil encontrar na literatura matemaética
a prova de que existem apenas cinco poliedros regulares, mas a prova de existem apenas treze
poliedros semirregulares ja ¢ bem mais rara. Além disso, as dedugoes das diversas férmulas
envolvendo poliedros regulares que fizemos no Capitulo 2 também sao muito importantes. Em
especial as deducoes das medidas dos angulos central e diedral de um poliedro regular em
funcao dos géneros de faces e de vértices. Essas duas férmulas foram imprescindiveis para as
construgoes geométricas no GeoGebra, além de serem, por si s6, féormulas pouco conhecidas e

notéaveis por sua simplicidade.

Por fim, ndo podemos deixar de pontuar os fragmentos de Histéria da Matematica acerca
dos poliedros regulares e semirregulares que fizemos nos Capitulos 1, 2 e 3. Acreditamos
que a Histéria da Matematica é uma ferramenta poderosa na motivacao para os estudos de
Matemaética de um modo geral. Procuramos contribuir de forma concisa com as principais
informagoes e curiosidades histoéricas sobre o tema, mas reconhecemos que o professor pode

aprofundar muito neste campo em sala de aula.
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