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RESUMO

Neste trabalho desenvolveremos um estudo na area da Algebra Abstrata focado na Teo-
ria dos Codigos Corretores de Frros, que essencialmente estuda a criacao de codificadores e
decodificadores de informagoes cada vez mais precisos em relacao a erros ocorridos durante a
transmissao e a recepcao de dados das diversas maneiras possiveis.

Palavras-chave: Algebra Abstrata, Teoria de Codigos, codificacio, decodificacio, corpos fi-
nitos.



ABSTRACT

In this work, we will develop a study in the field of Abstract Algebra focused on the The-
ory of Error-Correcting Codes. This theory essentially explores the creation of increasingly
precise encoders and decoders for information in relation to errors that may occur during the
transmission and reception of data from many different means.

Keywords: Abstract Algebra, code theory, codification, decoding, finite fields.
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INTRODUGAO 1

1. INTRODUCAO

Os Codigos Corretores de Erros sao utilizados para transmitir ou armazenar informagoes
de modo confidvel. O seu uso ocorre quando sao identificados erros durante uma transmissao,
causados por alguma interferéncia no canal utilizado, fazendo com que o receptor nao consiga
identificar a mensagem original que lhe foi enviada, ou entao, quando nao for possivel recuperar
uma informacao armazenada em algum meio de armazenamento de dados.

Tal ferramenta esta presente, também, em comunicagoes via satélite, comunicacoes internas
de um computador, navegacoes pela internet, entre varias outras situagoes.

A teoria sobre cédigos corretores de erros nasceu em 1948, fundada pelo matematico C.
E. Shannon, foi bastante desenvolvida pelos matematicos da época e, a partir dos anos 70,
despertou o interesse de engenheiros que ajudaram a continuar no desenvolvimento da mesma.
Hoje, sempre que se deseja transmitir dados com confiabilidade, os codigos corretores sao
utilizados.

Neste trabalho, exploramos aplicacoes para conceitos abstratos bastante conhecidos na ma-
temaética, tendo como objetivo final e principal definir e dar propriedades de cédigos lineares, e
em particular, de codigos ciclicos. Iremos também estudar os resultados iniciais de codificacao
e decodificacao dos codigos lineares, e ciclicos em particular.

No primeiro capitulo abordaremos conceitos de Algebra necessarios para o entendimento do
tema, tais como: homomorfismo, caracteristica de um corpo finito, poténcias da caracteristica
de um corpo finito, a existéncia de polindémios irredutiveis e por fim a classificacao dos corpos
finitos culminando na unicidade dos corpos finitos.

No Segundo capitulo iremos introduzir o que sao os codigos lineares, iremos definir a matriz
geradora de um codigo para que possamos estudar mais afundo a questao de codificacao e
decodificacao desses codigos.

Por fim, no terceiro capitulo iremos abordar o conceito de codigos ciclicos e como funciona
a sua codificacao e decodificacao.

Esta monografia se baseia numa leitura do livro "Cédigos Corretores de Erros", dos autores
Abramo Hefez e Maria Liucia T.Villela, que a referéncia principal deste trabalho (v. |2]). Para

conceitos de Algebra Comutativa, utilizamos o livro cldssico (v. [1]).

BACHARELADO EM MATEMATICA



2 Corpro0s FINITOS

2. CoRrrPOS FINITOS

Iniciaremos o nosso estudo com a apresentacao de alguns conceitos importantes para o
desenvolvimento e classificacao de corpos finitos que serdao de extrema importancia para o

entendimento de coédigos lineares e ciclicos mais adiantes.

2.1 CARACTERISTICAS DE UM CORPO

Neste trabalho iremos trabalhar com o fato de que todo anel mencionado serd um anel

comutativo com unidade.

Definigao 2.1. (Homomorfismo) Sejam A e B dois anéis (ou corpos). Uma fun¢io f : A — B

serd chamada homomorfismo se, para todos os elementos a e b em A, vale que

=

g
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+

S~— S
I

=

&

_|_

=

Proposigao 2.2. Seja f : A — B um homomorfismo entre os anéis A e B e sejam a,b € A.

Temos que

i) f(=a) = —=f(a).

iii) f(a—0b)= f(a) = f(b).

iv) Se a € A é invertivel, entao f(a) é invertivel e f(a™) = (f(a))™".

v) Se f ¢é bijetora, entao a fungao f~1, inversa de f, ¢ um homomorfismo.

vi) Se A e B sao corpos, entao f ¢ injetora e f(A) é um subcorpo de B.

Demonstragao. i) Temos que f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), portanto, cancelando f(0) nos

extremos dessa igualdade, obtemos que 0 = f(0).

ii) Temos que 0 = f(0) = f(a+ (—a)) = f(a) + f(—a). Somando -f(a) aos extremos da

igualdade anterior, obtemos que —f(a) = f(—a).

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



Corpros FINITOS 3

iii) A partir de (i¢) e usando que a — b = a + (—b) obtemos o resultado.

iv) Usando que a é invertivel, temos que (f(a))™' = f(a™!), pois
L= f(1) = f(a-a™) = f(@)- fla™).

v) Se f ¢ um homomorfismo bijetor, segue que f~1(1) = 1, pois, f(1) = 1, por definigao.
Sejam ¢,d € B, a= f~!(c) e b= f~(d), temos que

fHetd) = (fla)+ f) = (flat+b) =a+b=f"(c)+ f(d)

fHe-d)=f"(fla)- f(b)) = [ (fla-b)) =a-b=f"(c) f(d).

vi) Vamos supor que A e B sejam corpos. Se f(a) = f(b), por (iii), segue que f(a —b) =
f(a) — f(b) = 0. Se a # b, entdao a — b seria invertivel. Por (iv), f(a — b) seria invertivel, e
portanto, nao nulo; chegando em um absurdo. Assim sendo, a = b e, portanto, f é injetora.
Para provar que f(A) é um subcorpo de B, temos que dados a,b € A f(a)+ f(b) = f(a+D)
e f(a)f(b) = f(a-b), no qual f(A) é subanel de B. Mas, se a # 0 , temos f(a)f(a™!) =
fla-a ') = f(1) = 1. Logo, f(a) ¢ invertivel e f(a)™* = f(a™') e portanto, f(A) é
subcorpo de B.

]

Nesse trabalho denotamos por N o conjunto dos inteiros positivos.

Definicao 2.3. Um homomorfismo bijetor de corpos serd chamado de isomorfismo. Dois corpos

serao ditos isomorfos se existir um isomorfismo entre eles.

Definicao 2.4. Seja K um corpo finito com elemento unidade 1. Considere o sequinte conjunto

Ak ={neNnl:=1+---+1=0} CN.
—_——

n vezes

Proposicao 2.5. Ax é um conjunto nao vazio.

Demonstracao. Pelo fato de K ser finito, temos que existem dois inteiros n;(nsy tais que n;1 =

nel. Logo, (ng —ny)1l =0 com ny —ny > 0 e, portanto, Ax # 0. O
Definicao 2.6. Define se a caracteristica de um corpo finito K, como sendo o inteiro positivo
car(K) = minAg = min{n € N;nl =0}

Se um corpo F € subcorpo de um corpo K, entao car(K) = car(F), pois Ap = Ag. Temos

também que K € um espaco vetorial sobre F.

Proposicao 2.7. Seja K um corpo finito, entao car(K) é um nimero primo.

BACHARELADO EM MATEMATICA



4 Corpro0s FINITOS

Demonstracao. Seja m = car(k) e suponhamos que m nao seja primo. Logo, existem m; e mao,

inteiros positivos maiores do que 1 e menores do que m, tais que m = m;y - mo. Entao,
0=ml=(my-mg)l =my(mel) = (myl) - (Mmal)

Temos que K é corpo e como todo corpo é um dominio de integridade, chegamos que m;1 = 0

ou myl = 0, ou seja, uma contradi¢ao. L.ogo, m é um inteiro positivo primo. ]

Dado um elemento a € K e um inteiro m definimos m-a :=0,se m =0, m-a :=a+---+a,

onde temos m parcelas na soma, se m > 0 e, se m(0 definimos m -a = —((—m) - a).

Proposicao 2.8. Seja K um corpo finito com car(K) =p. Separam € Z e a € K tem se que

ma = 0, entao m é um maultiplo de p ou a = 0.

Demonstra¢ao. Suponhamos que ma = 0, isto é, (ml) -a = 0. Como K é um corpo, temos
que ml = 0 ou a = 0. Agora, basta mostrar que, se m1 = 0, entao m é um miltiplo de p. De
fato, suponhamos que m1 = 0. Usando o algoritmo da divisdo, temos que m = Ap + r, onde

0 <r < p. Logo,

0=ml=Mp+r)l=Apl)+rl=X0+rl=rl,

e como p é o menor inteiro positivo tal que pl = 0, segue que r = 0. Portanto, m é multiplo de
D- m

Teorema 2.9. Seja K um corpo finito com car(K) = p, onde p é um nimero primo. Entdo,
K contém um subcorpo isomorfo a Z,. Em particular, K tem p" elementos para algum nimero

natural n.

Demonstracao. Considere a seguinte aplicagao

p: 1, — K

[n] — nl

Preliminarmente devemos mostrar que essa definicao estd bem definida em nosso ambiente. De
fato, se [n] = [m], no qual m e n sao dois inteiros, entao existe um inteiro A tal que n = m+ Ap.
Logo,

nl = (m+Ap)l =ml+ (Ap)l =ml+ A(pl) =ml+ A0 =ml+0=ml.

Agora, pela Proposicao 2.2(vi), temos que ¢(Z,) é um subcorpo de K, isomorfo a Z,.
Consequentemente, temos que K é um espaco vetorial sobre Z, e como K é finito, segue que
tem dimensao finita sobre Z,. Agora, seja a1, ...,a, uma base de K sobre Z,. Entao, todo

elemento de K se escreve de modo tnico da seguinte forma
Ao + - Ao,

com 0s \; € Zp, com i = 1,...,n. Contando esses elementos, segue que |K| = p".

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA
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2.2 POTENCIAS DA CARACTERISTICA

Neste trabalho iremos definir K como sendo um corpo finito de caracteristica p e seja ¢ = p",

para algum inteiro positivo r.

Proposicao 2.10. Se a,b € K, temos que
(a£b)?=a?+ 07

Demonstracao. Usando o Binomio de Newton, temos que

(a£b) =a" =+ (113) a4 4 (£1) <Z.9)a”"’b” + kP

i
Como p|(’;), parai=1,...,p— 1, temos
(a £ b)P =aP £ 0P,
Assim sendo, a prova segue por meio de indu¢ao matematica, observando que
(a+b0)" =((a£bP P=(" £ P=ad £
O

Observacao 2.11. Utilizando o método da inducao finita pode-se generalizar a proposicao
acima e mostrar que dados ay,...,a, num corpo finito K, de caracteristica p, e dada uma

poténcia q de p, temos que
(a1 +ag+--+ay)?=al+ad+-- +al.
A partir disso, € fdcil verificar que se P(X) = ag+ a1 X + -+ + a, X" € K[X], entdo
PX)=al +a{X"+ - 4+ alX™.
Colorario 2.12. A aplicagao f, € um isomorfismo de corpos, onde

fo K — K

T — x7

Demonstracao. Ja sabemos que

falab) = (ab)® = a®b" = fy(a) f4 (D),

BACHARELADO EM MATEMATICA



6 Corpro0s FINITOS

e usando a Proposicao 2.10,
fola+b) =(a+ )" =a?+ 0" = fy(a) + f,(b).

Como f,(1) = 1, segue que f, é¢ um homomorfismo. Agora, usando a Proposi¢ao 2.2(vi),

temos f, é injetora e, como K é finito, segue que f, é bijetora. Portanto f, € um isomorfismo. [

Colorario 2.13. Sejam F um corpo de caracteristica p > 0 e q uma poténcia inteira de p. O

conjunto K = {a € F;a% — a = 0} é um subcorpo de F.

Demonstracao. Basta mostrar que se o, 5 € K, onde 8 # 0, entdo a—f e % estao em K. Agora

usando a Proposicao 2.10 temos que o resultado segue de imediato. Portanto, K é subcorpo de
F. m

Proposigao 2.14. Sejam P(X) € K[X] e K um corpo finito de caracteristica p. Temos que
P'(X) =0 se, somente se, existe um polinomio Q(X) € K[X] tal que P(X) = Q(X)P.

Demonstragdo. Se P(X) = ap + a1 X + -+ + a; X" + -+ + a, X" é tal que P'(X) = 0, segue
que ia; = 0 para todo i = 1,...,n. Consequentemente, pela Proposicao 2.8, temos que ¢ é um

multiplo de p sempre que a; # 0, ou seja,
P(X) = ap+ a, XP + ag, X + -+ + ag, X P

Escolhendo b; € K tal que b = a;,, o que é possivel tomando ¢ = p no Corolario 2.12, o
resultado segue se tomamos Q(X) = by + by X + b X2 + -+ + b X

A reciproca segue imediatamente das regras de derivacao de poténcias de polindémios. [

Proposicao 2.15. O polinémio F(X) = X7 — X ndo possui fatores irredutiveis miltiplos em
K[X].

Demonstragio. Pelo fato de F'(X) = ¢X% ' —1 = —1, temos que F(X) e F'(X) sao primos
entre si. Suponha, por absurdo, que exista um fator irredutivel G(X) de F(X) tal que F(X) =
G(X)?H(X). Entao teriamos que F'(X) = 2G(X)H(X) + G(X)*H'(X), e logo G(X) seria
fator de F'(X), em contradigdo com o fato de F(X) e F'(X) serem primos entre si. O

Lema 2.16. Para todo o € K*, onde K* = K \ {0}, temos que
a® =1
Demonstracao. Seja o € K* e considere a aplicacao

Yo K* — K*

a— aa

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



Corpros FINITOS 7

E imediato verificar que ¢, é injetora, como K* é finito, temos que ¢, é bijetora. Se K* =

{a1,...,a4-1}, temos entao que

{aay,...,ca, 1} ={ar,..., a1},

consequentemente,

aayp - Qg—1 = a1 - - - Qg—1.

Portanto,

Uma importante consequéncia do resultado anterior é a seguinte.
Coloréario 2.17. Para todo o € K e para todo i € N, temos que RXa—

Demonstracao. Do lema anterior temos que a? = « para todo a € K. O resultado do corolario

segue usando inducao. O

Colorario 2.18. Seja F' uma extensao de K. FEntao os elementos de K sdo os elementos de

F que sao raizes de X9 —X =0, enquanto que os elementos do subcorpo Z,, de I sao as raizes
do polinomio XP — X =0

Demonstracao. Pelo corolario anterior, temos que os elementos de K sao raizes do polinémio
X% — X. Porém esse polindémio, tendo grau ¢, tem no maximo q raizes, logo, as suas raizes
sao todos os elementos de K. A demonstracao da segunda afirmacao é analoga a primeira

considerando Z, ao invés de K. O

Definicao 2.19. A ordem de o € K* ¢ o inteiro positivo
ord o« = min{n € N;a" = 1}.

Proposicao 2.20. Seja o € K*. Se para algum inteiro positivo m temos que ™ = 1, entao

ord o | m. Em particular, ord o | (¢ — 1).

Demonstra¢ao. Usando o algoritmo da divisdo, temos m = (ord «)s + r, para alguns inteiros
s> 0e 0 <r(ord a. Portanto,

1=«

o que, pela minimalidade de ord «, implica que r = 0; logo, ord « | m. Por tltimo, usando o

Lema 2.16, temos que a4~ ! = 1. Portanto, pelo que acabamos de provar, ord o | (¢ —1). O

Proposicao 2.21. Sejam a e [ elementos de K tais que M DC(ord o, ord ) = 1. Entao ord
aff = ord a - ord 3.

BACHARELADO EM MATEMATICA



8 Corpro0s FINITOS

Demonstrag¢ao. Considere m = ord o e n = ord 5. Temos entao que
(aB)™ = (™) (5" = 1
Em contrapartida, se (af)" = 1, entao
1= ((ap))" =a™mp™ =18" = " €

1= ((Oéﬂ)t)n — CYtnﬁtn — Oétnl — atn'

Portanto, pela proposi¢io anterior, temos que n | tm e m | tn. Como M DC(m,n) = 1, segue
que m | t e n | t. Novamente usando o fato de que M DC(m,n) = 1, segue que mn | ¢, provando

que mn = min{t > 0; (af)" = 1}; concluindo assim que ord a8 = mn. ]

Proposicao 2.22. Sejam o € K* e i € N. Suponhamos que ord o = m, entao

m

ord o' = —MDC'(m,i)'

Demonstracao. Seja t = ord of, por isso, t & o menor inteiro positivo tal que

Ou seja, t é o menor inteiro positivo tal que m | it; dito de outra forma, it é o menor multiplo

simultaneamente de m e de i. Logo, it = M MC(m,1i), ou seja,

L MMC(m,i) m
B i - MDC(m,i)’

2.3 PoLINOMIOS IRREDUTIVEIS

Nesta secao iremos apresentar dois teoremas e um corolario de suma importancia para
que possamos no final enunciar e demonstrar o teorema central dessa secao que nos assegura
a existéncia de polindémios irredutiveis de qualquer grau com coeficientes num corpo finito

arbitrario.

Proposicao 2.23. Seja f(X) um polindmio monico irredutivel em K[X|, de grau d. Considere
o corpo F = K[X]/(f(X)). Temos que

i) 1,[X],[X?],...,[X?Y] formam uma base de F sobre K.
i) [X]* = [X] em F.

iii) f(X) divide X' — X em K[X].

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



Corpros FINITOS 9

w) Os elementos [X],[X]9,...,[X)9"" de F sio distintos e sio as raizes de f(X) em F.

Antes de demonstrarmos essa proposicao vamos nos atentar a seguinte observacao:

Observacao 2.24. Seja F' uma extensao de um corpo K. Por causa da unicidade do quociente

e do resto na divisao de polinomios em F|X] temos que dados dois polinémios f(X) e g(X)

com coeficientes em K, o quociente e o resto de sua divisao em F[X] sao os mesmos que em
K[X]. A partir disso, e pelo Algoritmo de Euclides temos que o MDC(f(X),g(X)), como

polindmios em F|[X], se encontra em K[X]| e coincide com o mdzimo divisor comum de f(X)

e g(X), como polinomios em K[X].

Agora, vamos para a demonstragao da proposi¢ao anterior.

Demonstracao. i) Dado g(X) € K[X], fazendo a divisdo euclidiana de g(X) por f(X), en-

ii)

iii)

iv)

contramos ¢(X),7(X) € K[X] tais que g(X) = ¢(X)f(X)+7(X), com r(X) = 30 a; X"
Tomando as classes na expressao de g(X) vemos que as classes [X'], com i =0,...,d — 1
geram F' como K-espago vetorial. E se Zf:_ol a;[X*] = [0] entao f(X) | Zf:_ol a; X" o que s6
& possivel se a; = 0 para todo i =0, ...,d — 1. Isso mostra que {1,[X], [X?],...,[X? 1]} é

uma base para F' como K-espago vetorial.

Temos que F é um corpo finito com ¢? elementos, logo, pelo Corolario 2.17, temos que
[X)e" = [X].

Imediato de (ii).
Considere o polindémio
g(Y) = (Y = [XD(Y = [X]7)--- (Y = [X]*") € F[Y]
Temos de (ii) que
a1

Assim, g(Y7) = (g(Y))? e portanto se g(Y) = by + b)Y + -+ + bg_1 Y1 + Y4 temos que
b! = b; paratodoi =0,...,d—1. Sendo assim, pelo Corolario 2.18, segue que g(Y) € K[Y].

Como f(Y),g(Y) € K[Y] possuem uma raiz em comum na extensao F' de K, segue que o
seu maximo divisor comum em F[Y] é ndo constante e pertence a K[Y](Observacao 2.24).
Como f(Y') éirredutivel e monico, ele coincide com o M DC(f(Y),g(Y)), logo, f(Y') divide
g(Y). Agora, como f(Y) e g(Y) sdo polinomios monicos de mesmo grau, eles devem ser

iguais.
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Agora sabemos de (iii) que g(Y) = f(Y) divide Y4 — Y, que, pela Proposi¢ao 2.15, nio
tem fatores multiplos na extensao F de K, logo, as raizes [X],[X]9,...,[X]*"" de g(V)
sao duas a duas distintas, provando o que foi enunciado.

]

Observacao 2.25. Note que com a proposicio anterior fica provado que, se [X] €
K[X]/(f(X)) com f(X) € K[X] irredutivel de grau d, entdo

d = min{j € N;[X]¥ =X} (2.1)

Proposicao 2.26. Seja n um inteiro positivo. Em K[X] temos a sequinte igualdade:

onde Gq4(X) € o produto de todos os polindmios monicos irredutiveis de grau d em K[X], e o

produto da formula acima € efetuado sobre todos os inteiros positivos d que dividem n.

Demonstracdao. Seja f(X) € K[X] um polindmio monico irredutivel de grau d. Como X9 — X
nao possui fatores miltiplos (lembre-se da Proposigao 2.15), entao nos resta provar a seguinte
assercao:

f(X) divide X7 — X <= d divide n.

Vamos supor inicialmente que f(X) | (X7 —X). Como f(X) | (X7 — X)(Pela Proposi¢io 2.23
(iii)), segue que f(X) divide MDC(X9" — X, X9 — X); logo, pelo Exemplo 3.2 do livro (|2]),
f(X) | (X9 — X), onde e = MDC(n,d) < d. Posto isso, [X]? = [X], o que pela Proposi¢io
2.23 (iv) s é possivel se e > d. Verifica-se, entdo, que d = e = M DC(n,d), e portanto, d | n.
Reciprocamente, se d divide n, temos que (X% — X) | (X" — X) (veja Problema 3.2.4 do
livro ([2])). Como f(X) | (X9 —X) (pela Proposicao 2.23 (iii), segue que f(X) | (X4'—X). O

Colorario 2.27. Seja I(n) o nimero de polinémios moénicos irredutiveis de grau n em K[X].

¢t = _dI(d).

d|n

Temos que

Demonstracao. Basta comparar os graus dos polindmios em ambos os lados da igualdade da

proposicao acima. O

Observacao 2.28. A formula do coroldrio acima nos permite calcular recursivamente o valor

de I(n) num corpo finito qualquer.

Teorema 2.29. Seja K um corpo finito qualquer. Para cada numero natural n, existe pelo

menos um polinémio irredutivel de grau n em K[X].

Demonstracao. Para n = 1, o resultado é direto, pois o polindémio X é irredutivel. Agora,

suponhamos que n > 1. Sejam 1 = d; < --- < dys < n, com s > 1, os divisores de n.
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Escrevendo ¢ = | K| e usando duas vezes o corolario acima, temos que

= dI(d) Zdl ) +nl(n) <

din
ds
> O dr(d)) +nl(n Zq +nl(n) <Y q +nl(n) =
=1 d|di =0
gt
+nl(n) < ¢™* +nl(n)
qg—1
Portanto,
nl(n) > q" — ¢+
Como d, divide n e d; < n, temos que n = Ad, com A > 1. Logo, dy = 2 < 2 e ¢%H! < ¢2™!
Consequentemente,
nl(n)>q"— ¢ =q"(1—q 2™, (2:2)
acarretando em I(n) > 0. O

2.4 CLASSIFICAGAO DOS CORPOS FINITOS

Teorema 2.30 (Existéncia de Corpos Finitos). Para todos os nimeros inteiros positivos p e

n, com p primo, existe um corpo com p" elementos.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.29, existe, para todo primo positivo p e todo inteiro positivo n
um polinémio irredutivel f(X) € Z,[X] de grau n. Logo, o corpo K = Z,[X]/(f(X)) é um dos

corpos procurados, pois tem p"™ elementos. O

Exemplo 2.31. Consideremos o problema de construir um corpo com 19.683 = 3° elementos.
Isso pode ser realizado determinando um polinémio de grau 9 iwrredutivel sobre F3, o que é uma
tarefa de dificuldade considerdvel. No entanto, se considerarmos o polinémio X2 — X — 1, este
¢ irredutivel em F3[X], pois em F3 esse polinémio nao tem raizes (note que o® —a = 0 para
todo a € F3). Portanto, K = F3[X]/(X3® — X — 1) é um corpo com 3% = 27 elementos. Para
construir um corpo F com 19.683 = 273 elementos, basta achar um polinémio irredutivel p(Y")
de grau 3 em K[Y] e tomar ' = K[Y]/(p(Y)). Para isso, considere a fun¢ao

p: K — K
Br— =B

E facil verificar que ¢ é uma aplicacio Fs-linear, cujo nicleo é Fs. Portanto, p ndo é injetora
e, consequentemente, nao é sobrejetora. Se tomarmos v € K \ Im(yp), entiao certamente o
polinomio p(Y) = Y3 —Y — ~ ndo terd raizes em K e, portanto, serd irredutivel em k[Y].
Vamos entao determinar Im(yp).

Usando as relagoes abaizo,
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1. X6 - X2=32X 11,

2. X3 - X =1,

3 X0+ X2=-X2—-X+1,

4. X3+ X =2X + 1.

Podemos escrever os elementos de K na tabela a sequir. Fsses elementos tem, em cada linha,

a mesma tmagem por @, que € indicada na ultima coluna da direita.

o a a ()

0 1 2 0

X X+1 X+2 1

2X 2X +1 2X +2 2

X2 X2+1 X242 2X +1

X2+ X | X24+X+1 | XZ2+X+2 2X +2
X242X | X242X 41 | X2+2X +2 | 2X
2X2 2X2+1 2X2 42 X +2
2X24+ X [ 2X24+X+1 |[2X24+X+2 | X
2X2 42X [2X2 42X +1|2X242X+2 || X +1

Portanto, o polinomio p(Y) =Y?3 —Y — X2 nio tem raizes em K, sendo assim irredutivel
em K[Y].

Teorema 2.32 (Unicidade dos Corpos Finitos). Dois corpos finitos com o mesmo nimero de

elementos sao isomorfos.

Demonstracao. Seja L um corpo finito com p™ elementos, logo, a caracteristica de L é p e ele
contém um corpo isomorfo a Z, (de acordo com o Teorema 2.9). Logo, L é um espaco vetorial
sobre Z,, de dimensao n.

Como L & um corpo finito com p" elementos, sabemos que a equacido X?" — X tem todas as
suas raizes em L e todos os elementos de L sao as raizes desse polinomio. (usando o Corolario
2.18)

Seja f(X) € Z,[X] um polinémio monico irredutivel de grau n, cuja existéncia esta garan-
tida pelo Teorema 2.29. Agora, pela Proposicao 2.23(iii), sabemos que f(X) divide X?" — X
em Z,[X], logo, existe 8 em L tal que f(3) = 0. Os elementos 1,3, 5% ...,8" ! de L sdo
linearmente independentes sobre Z,, pois, caso contrario, existiria um polindbmio nao nulo
r(X) € Z,[X] de grau menor do que o grau de f(X) tal que r(5) = 0.

Pela Observacao 2.24, seguiria que MDC(f(X),r(X)) # 1; e como f(X) é irredutivel,
terfamos f(X) | r(X), o que é irreal, pois gr(r(X))(n. Logo, tais elementos formam uma
base de L sobre Z,. Também ¢é de nosso conhecimento, que pela Proposicdo 2.23(i), que
1,X,X,....,X"" 6 uma base de Z,[X]/(f(X)) sobre Z,.

Definindo

¢ L,[X]/(f(X)) — L

ap+ -+ an_lX”* —ag+ -+ an_lﬁn_l
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temos que ¢ esta bem definida, pois, se

ag+ -+ a1 X" =bo+ -+ by X771
entdo, para algum g(X) € Z,[X|, temos que
(ao+ -+ @y X" = (bo+ -+ by X" = f(X)g(X)

Portanto,

(a0 + -+ an 1) = (bo+ -+ b,1"1) = f(B)g(B) =0,

0 que prova que
ag+ -+ a1 =bog+ -+ by f
Além disso, o & sobrejetora e é aditiva, pois {1,3,...,3" 1} ¢ L.I ¢ a dimensao de L sobre
Z, & n, ou seja,

p(u+v) = p(u) + ¢(v), Yu,v € Z,[X]/(f(X)).

Para mostrarmos que ¢ é um isomorfismo, basta provarmos que ¢ multiplicativa, ou seja,

p(uv) = p(u)p(v),Vu,v € Z,[X]/(f(X)),

ja que ¢([1]) = 1 e todo homomorfismo de corpos ¢ injetor. Sejam u = u(X) e v = v(X), em
Z,[X]/(f(X)), onde u(X) e v(X) sdo polinémios em Z,[X]. Usando o algoritmo da divisdo de
polindémios, escrevemos

w(X)o(X) = f(X)q(X) +r(X),

onde r(X) é zero ou é um polinémio de grau menor ou igual a n — 1. Logo, temos que

provando assim que
p(uv) =r(B) = u(B)v(B) = ¢(u)p(v).

Isso mostra que qualquer corpo com p" elementos ¢ isomorfo a Z,[X]/(f(X)) e logo quaisquer

dois corpos com p™ elementos sao isomorfos. ]
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3. CODIGOS LINEARES

Denotaremos por K um corpo finito com ¢ elementos. Temos, entao, para cada nimero

natural n, um K-espaco vetorial K" de dimensao n.
Definicao 3.1. Um cddigo linear C' C K™ é um subespago vetorial de K™
Dizemos que C' C K" tem comprimento n.

Definicao 3.2. Dados v = (z1,...,2,) ey = (y1,...,yn) € K", a distdncia de Hamming

entre x e y € definida como

d(z,y) = #{i;2; # yi, ondei € {l,...,n}}
Proposicao 3.3. Dados v = (x1,...,2,),y = (Y1,---,Yn) € 2 = (21,...,2,) € K", valem as
sequintes propriedades:

o d(z,y) >0 ed(x,y) =0 se, e somente se, v =y.

e d(z,y) =d(y, ).
o d(z,z) <d(xz,y) +d(y, 2).

Demonstracao. Vamos demonstrar a terceira propriedade, pois a primeira e a segunda sao
triviais. No caso em que x; = z; a contribui¢do para d(x,z) é zero; no caso em que x; # z;
nao podemos ter x; = y; € z; = ¥y;, logo a contribuicao das i-ésimas coordenadas para a soma

d(xz,y) +d(y, z) é pelo menos 1. Assim, vale a desigualdade. O

O resultado acima mostra que a distancia de Hamming satisfaz as propriedades de uma

métrica, por isso é também chamada de métrica de Hamming.

Definicao 3.4. Seja C' um cédigo. A distdncia minima de C' € o nimero
0(C) == min{d(z,y);z,y € C ex # y}

Defini¢ao 3.5. Dado z = (z1,...,x,) € K", define-se o peso de x como sendo o nimero
mnteiro
w(z) = #{is; £ 0},
Ou seja, temos que

w(x) = d(z,0),
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onde d representa a métrica de Hamminyg.

Definicao 3.6. O peso de um cddigo linear C' € o inteiro
w(C) == min{w(z);z € C\{0}}.
Proposicao 3.7. Seja C' C K" um codigo linear com distincia minima d. Temos que
i) Ve,y € K™, d(z,y) = w(x — y).
i) d=w(C).

Demonstragao. O item (i) segue imediatamente das defini¢oes da métrica de Hamming e da de
peso de um codigo. O item (ii) decorre do fato que, para todo par de elementos =,y em C com
r#y, temse z=x—y € C\{0} e d(z,y) = w(2). O

Vejamos que a proposi¢cao acima nos mostra que, em codigos lineares com M elementos,

podemos calcular a distancia minima d a partir de M — 1 calculos de distancias, em vez dos

(5

de d é inviavel por representar um custo computacional muito elevado, teremos, portanto, que

) calculos em principio requeridos. Na préatica, em codigos grandes, esse método para calculo

desenvolver outros métodos para determinar a distancia minima de um codigo.

Pela Proposicao 3.7(ii) , a distancia minima de um codigo linear C' serd também chamada
de peso do coédigo C. Em algebra linear, conhecem-se essencialmente duas maneiras de se
descrever subespagos vetoriais C' de um espago vetorial K", uma como imagem, e outra como
ntucleo de transformacoes lineares.

Primeiramente vamos mostrar como se obtém a representacao de C' como imagem. Devemos

escolher uma base v1, vy, ...,v, de C e considere a aplicacao linear
T:KF— K"
x=(21,...,T) —> T101 + ToUg + - -+ + TRV
Temos que 7' é uma transformacao linear injetora (pois o conjunto {vy,vs, ..., v} é linear-

mente independente sobre K), e imagem de T' é C, ou seja,
Im(T) = C.

Portanto, dar um codigo C' C K™ de dimensao k é equivalente a dar uma transformagao

linear injetora
T:K"— K"

e definir C' = Im(T). Essa é a forma paramétrica do subespago C, pois os elementos de C
sdo parametrizados pelos elementos x de K* através de T, o que torna facil gerar todos os
elementos de C'. Note que nessa representacao é dificil decidir se um dado elemento v de K™

pertence ou nao a C, pois, para tal, é necessario resolver todo o sistema de n equacoes nas k
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incognitas xq, xa, ..., T, abaixo
TV + Loy + -+ + TRV = , (3.1)

essa resolucao, em geral, representa um custo computacional muito elevado.
A outra maneira de descrevermos um codigo C' é através do nticleo de uma transformagao

linear. Sendo assim, tome um subespaco C’ de K™ complementar de C, ou seja,
Cel =K", (3.2)

e considere a aplicacao linear

H:ColC — Kk
(3.3)
uPpv—v

cujo nucleo é precisamente C'. Computacionalmente, ¢ muito mais simples determinar se um
certo elemento v € K™ pertence ou nao a C; para isto, basta verificar se H(v) é ou nao o vetor

nulo de K™%, o que tem um custo computacional bem pequeno.

Exemplo 3.8. Considere o corpo finito com trés elementos F3 = {0,1,2} e seja C C F3 o
cédigo gerado pelos vetores vy = (1,0,1,1) e v, = (0,1,1,2). Esse cddigo possui 9 = 32)
elementos, pois tem dimensao dois sobre um corpo com trés elementos. Uma representacao
paramétrica de C' € dada por

11 + T2V2

ao variar r1 e xo em Fz. O codigo C' pode ser representado como nicleo da transformacao
linear
H:F; —[F3
(T1,...,x4) — (221 + 229 + 3,271 + 29 + T4)

Definicao 3.9. Seja K um corpo finito. Dois cddigos lineares C' e C' sao linearmente equiva-
lentes se existir um isomorfismo de K-espacos vetoriais T : K" — K™, que preserve o peso
das palavras (i.e. w(x) = w(T(x))) e tal que T(C) = C'. Um tal isomorfismo é chamado de

1sometria linear.

Observacao 3.10. De acordo com os problemas 1.6, 1.7 e 1.9 do capitulo 5 do livro ([2]) temos

0s sequintes resultados:

1. Sejam K um corpo e m uma permutacao de {1,... ,n}. Temos que T, : K" — K" dada
por T (2) = (Tr(1)s - - - » Tr(n)) € uma isomelria linear.
2. Seja K um corpo e m uma permutacao de{1,... n}efi: K — K,i=1,...,n, bijecies.

Temos que T} o T}l o---oT} € linear se, e somente se, cada f; € linear.

3. Seja K um corpo. Temos que uma funcao f : K — K € linear se, e somente se, existe

um elemento ¢ € K tal que f(x) = cx, Vo € K.
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Levando em consideracao a observacao acima e tudo que ja vimos até aqui, segue que dois
codigos lineares C' e C' em K™ sao linearmente equivalentes se, e somente se, existem uma,

permutacao 7 de 1,--- ,n e elementos ¢1,--- , ¢, de K\{0} tais que

C' = {(Clxﬂ'(l)7 o acnxﬂ(n)); (Ila T, Tp € C)}

Ou seja, dois codigos lineares sao linearmente equivalentes se, e somente se, cada um deles

pode ser obtido do outro mediante uma sequéncia de operagoes do tipo:

i) Multiplicacdo dos elementos numa dada posi¢ao fixa por um escalar nao nulo em todos os

elementos do codigo.

ii) Permutacgdo das posi¢oes de todas os elementos do codigo, mediante uma permutacio fixa
de {1,2,...,n}.

3.1 MATRIZ GERADORA DE UM CODIGO

Sejam K o corpo finito com ¢ elementos e C' € K™ um codigo linear. Chamaremos de
parametros do codigo linear C' & terna de inteiros (n, k, d), onde k é a dimensao de C sobre K,
e d representa a distancia minima de C, que é também igual ao peso w(C') do cddigo C. Note

que o niimero de elementos M de C' & igual a ¢*.

Seja B = {vy,...,v;} uma base ordenada de C e considere a matriz G, cujas linhas sdo os
vetores v; = (Vi1, ..., V), t = 1,..., k, isto &,
1 V11 V2 0 Uip
G = =
VU Ukl Vg2 " Ugn

A matriz G é chamada de matriz geradora de C associada a base B. Agora, considere a

transformacao linear definida por

T: KF — K"
(3.4)
z— (@G

Se v = (x1,...,x)), temos que
T(x) =2G = zyv1 + -+ + TRvg,

logo T(K*) = C. Tecnicamente dizemos que K* é o codigo fonte, C' ¢ o codigo de canal e a
transformacao 7', ¢ uma codificacao.

Note que a matriz G nao é univocamente determinada por C, pois ela depende da escolha
da base B. Relembre, ainda, que uma base de um espaco vetorial pode ser obtida de uma outra

qualquer através de sequéncias de operacgoes do tipo:
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- permutacao de dois elementos da base;
- multiplicacao de um elemento da base por um escalar nao nulo; ou

- substituicao de um elemento da base por ele mesmo somado com um miltiplo escalar de outro

vetor da base.

Segue, entao, que duas matrizes geradoras de um mesmo coédigo C' podem ser obtidas uma

da outra por uma sequéncia de operagoes do tipo:

(L1) Permutacdo de duas linhas.
(L2) Multiplica¢ao de uma linha por um escalar nao nulo.

(L3) Adigao de um multiplo escalar de uma linha a outra.

Inversamente, podemos construir codigos a partir de matrizes geradoras G. Para isso, basta
tomar uma matriz cujas linhas sao linearmente independentes e definir um cédigo como sendo

a imagem da transformacao linear dada por (3.4).

Exemplo 3.11. Tome K =[5 e seja

)

I
— =
— = O
—_ O
—_ = O
—_ O =

Considerando a transformacgao linear

T:F— T,

z+— G

obtemos um cddigo C em F5, imagem de T. A palavra 101 do cidigo fonte, por exemplo, é
codificada como 01010.

Suponhamos agora que seja dada a palavra 10101 do codigo, e que gostariamos de decodificd-
la, ou seja, achar a palavra x de T3 da qual ela se origina por meio de T. Teriamos entdo, que

resolver o sistema:
(x1 o x3)G = (10101)

ou seja,

(:Cl‘f—fl:Q‘i_xg =1
To+x3 = 0
T+ T3 1
To + X3 0
\ r1+xy = 1,
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cuja solucao € x1 =1, xo =0 e x3 = 0.

Esse sistema particular de equagoes foi facil de se resolver, mas, em geral, dada uma matriz
G mais complexa, a resolucio do sistema de equacoes associado pode ser bem complicada e
trabalhosa.

Observe, entretanto, que, efetuando operacoes sobre as linhas de G do tipo (1), (2) e (3),

podemos colocar G na forma

G' =

o O =
o = O
_ o O
o = O
= o O

Note que

2G' = (r1 29 23 T2 T3)

e, portanto, o vetor x tomando apenas as trés primeiras componentes do vetor a ser decodificado.
Logo, a palavra (10101) € facilmente decodificada como (101).

Definicao 3.12. Diremos que uma matriz geradora G de um codigo C' estd na forma padrao

se twermos

G = (Idy | A),
onde Idy € a matriz identidade k X k e A, uma matriz k X (n — k).

Dado um codigo C', nem sempre é possivel achar uma matriz geradora de C' na forma padrao.
Por exemplo, o codigo em [ com as duas primeiras colunas nulas e as demais nao nulas nunca
poderd ter uma matriz geradora na forma padrao, mas efetuando as permutagoes nas colunas
dessa matriz é possivel chegar em outra matriz geradora na forma padrao equivalente a primeira.

De modo mais geral, efetuando também sequéncias de operacoes sobre a matriz geradora G

de um codigo linear C, do tipo:
(C1) permutagao de duas colunas,
(C2) multiplicagdo de uma coluna por um escalar nao nulo,

obtemos uma matriz G’ de um codigo C” equivalente a C.(Note que as operagoes acima numa
base C' implica efetud-la em todas as palavras de C).
Permitindo-se, também, a utilizacdo de operagoes do tipo (C1) acima, temos o seguinte

resultado:

Teorema 3.13. Dado um cddigo C, existe um cddigo equivalente C' com matriz geradora na

forma padrao.

Demonstracao. Seja G uma matriz geradora de C. Mostraremos que com uma sequéncia de
operagoes do tipo (L1),(L2),(L3) e (C1) podemos colocar G na forma padrao.

Suponhamos que
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g1 gi2 - Gin
G: . . .

9kl Gk2 ' Gkn

Como a primeira linha de G nao é nula (os vetores linhas de G sao linearmente independentes),
por meio de (C'1), podemos supor g;; # 0. Agora, multiplicando a primeira linha por g;',
podemos por 1 no lugar de g;; (usando a operagao (L2)).

Somando & segunda, terceira e assim por diante linhas, respectivamente, a primeira linha
multiplicada respectivamente por (—1)ga1, (—1)gs1, ete, (usando as operagdes (L3)), obtemos a

seguinte matriz

1 big -+ by,
0 by -+ boy
0 bry -+ by

Agora, na segunda linha dessa matriz, temos certamente um elemento nao nulo que, por meio
de uma operacao (C'1), pode ser colocado na segunda linha e segunda coluna. Multiplicando a

segunda linha pelo inverso desse elemento, a matriz se transforma em

1 c2 a3 -+ ¢y

1 co3 -+ o
0 c32 c33 -+ Cop
0 ¢ 3 -+ Cin

Novamente, usando operagoes (L3), obtemos a matriz

O d13 dln
doz -+ day

0 dsz -+ dsp

0 0 diz -+ dpn

e assim sucessivamente, até encontrarmos uma matriz na forma padrao

G' = (Id;, | A).
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3.2 CODIGOS DuAis

Definicao 3.14. Sejam u = (uy,...,u,) e v = (vy,...,v,) elementos de K", define-se o

produto interno de u e v como sendo
(U, v) = ugvy + - -+ + UpUy.
Essa operacao possui as propriedades usuais de um produto interno, ou seja, € simétrica

(u,v) = (v, u)

e bilinear
(u+ Aw,v) = (u,v) + Mw, v)

para todo \ € K.

Definicao 3.15. Seja C C K" um cddigo linear, definimos o conjunto C+ como sendo
Ct={ve K" (v,u) =0, Yu € C}.

Quando (u,v) = 0 dizemos que u e v sdGo ortogonais.

Lema 3.16. Se C' C K™ ¢é um cddigo linear, com matriz geradora G, entao
i) Ct é um subespago vetorial de K™

i) v € CF < Ga'=0.

Demonstragdo. i) Sejam dados u,v € C+ e A € K. Temos, para todo = € C, que
(u+ v, z) = (u,z) + AM(v,z) =0,

e, portanto, v + \v € C*+, provando que C* é um subespaco vetorial de K.

ii) # € C* se, e somente se, x & ortogonal a todos os elementos de C. Isso equivale a x ser
ortogonal a todos elementos de uma base de C, o que é equivalente a dizer que Gx! = 0,
pois as linhas de G formam uma base de C.

m

O subespaco vetorial C*+ de K™ é um codigo linear que sera chamado de cdédigo dual de C,

e dizemos que C* ¢ ortogonal a C.

Proposicao 3.17. Seja C C K™ um cddigo de dimensao k com matriz geradora G = (Idy | A)

na forma padrao. Entao
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i) dim C+=n—k;
i) H=(—A'|Id, ) é uma matriz geradora de C*.

Demonstracao. 1) Pelo lema anterior, x = (z1,...,2 ertence a C* se, e somente se, Go! =
) ) ) n ? )

0. Como G esta na forma padrao, isso equivale a ter

Portanto, C* possui ¢" % elementos, que sdo justamente as possiveis escolhas arbitrarias

de z441,...,2,. Logo, C* tem dimensdo n — k.

ii) E claro ver que as linhas de H sdo linearmente independentes (principalmente por conta
do bloco Id,_j), portanto, geram um subespaco vetorial de dimensao n — k. Como as
linhas de H sao ortogonais as linhas de G, temos que o espaco gerado pelas linhas de H
esta contido em C; e como esses dois subespacos tém a mesma dimensao, eles coincidem,

provando assim que H = (—A! | Id,,_;) é uma matriz geradora de C*.

O
Lema 3.18. Seja C' um cddigo linear em K™. Para toda permutacio o de {1,...,n}, para todo
c € K* e para todo j = 1,...,n, definindo
T/ K" — K"
(21, @y ) —> (21, Cxy, e a)

temos que

i) (T,(C))* =T,(C*)

i) (THO)*: = T2, (CH).
Demonstracao. Segue diretamente das definicoes. O]

Antes de continuarmos com a equivaléncia linear de dois c6digos, vamos enunciar um teo-

rema e o seu corolario que serao de extrema importancia para o nosso estudo.

Definigao 3.19. Sejam C' um codigo linear em K" e n um nimero natural. Diremos que uma
funcio F' . K™ — K™ ¢ uma isometria de K" se ela preserva distincias de Hamming. Em
simbolos,

d(F(z), F(y)) = d(z,y); Va,ye K"
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Teorema 3.20. Seja F' : K" — K™ uma isometria, entao exristem uma permutacdo m de

{1,...,n} e bijegoes f; de A, i =1,...,n, tais que
F:TﬂoT}lo---OT}ln.

Demonstragao. A demonstragao desse teorema se encontra no Apéndice 2 do livro ([2]). O

Colorario 3.21. Sejam C e C' dois cdodigos lineares em K™. Temos que C e C' sdo linearmente
equivalentes se, e somente se, existem uma permutacao m de {1,... ,n} e bijegoes fi,..., fn de

K tais que
C' = {(fﬂ(l)(xﬂ(l))a s afﬂ(n)<xﬂ(n)))7 (xla cee 7xn> € C}

Proposicao 3.22. Sejam C e D dois codigos lineares em K™. Se C' e D sao linearmente

equivalentes, entdo C+ e D+ sdo linearmente equivalentes.

Demonstracao. Se C' e D sao linearmente equivalentes, pelo corolario anterior e pelo que ja
sabemos de codigos linearmente equivalentes, existem uma permutagao o de {1,...,n} e ele-

mentos cq,...,c, € K* tais que
D=T,0T}) o 0T (C).
Desse ponto, levando em consideracao o Lema 3.18, segue o resultado, pois
D =(T,0T, 00T, (C)  =T,0T 1o 0T (CT).

]

Colorario 3.23. Se D ¢ um cddigo linear em K" de dimensio k, entdo D+ é um cddigo de

dimensdo n — k.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.13, o codigo D é linearmente equivalente a um cédigo C, tam-
bém de dimensao k, com matriz geradora na forma padrao e, portanto, pela Proposicao 3.17,
segue que dim C+ = n — k. Pela proposicdo anterior, temos que D+ & equivalente a C* e,

portanto, também tem dimensao n — k. O

Lema 3.24. Suponha que C' seja um cédigo de dimensdo k em K™ com matriz geradora G. Uma
matriz H de ordem (n—k) xmn, com coeficientes em K e com linhas linearmente independentes,

¢ uma matriz geradora de C+ se, e somente se,
G-H'=0.

Demonstracao. Aslinhas de H geram um subespaco vetorial de K" de dimensao n—Fk, portanto,
igual & dimensdo de C*. Por outro lado, representando por hy,...,h,_ e Por gi,..., g,

respectivamente as linhas de H e GG, temos que

(G- H")ij = {gi hy)-
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Portanto, G - H' = 0 equivale a dizer que todos os vetores do subespacgo gerado pelas linhas

de H estdo em C*. Por outro lado, esse subespaco tem a mesma dimensao de C*, logo,

G- H' =0 <= C* ¢ gerado pelas linhas de H.

Colorario 3.25. Temos que (C+)+ = C.

Demonstracdo. Sejam G e H respectivamente matrizes geradoras de C' e C*. Logo, G- H' = 0.
Tomando transpostas nessa ultima igualdade, temos que H - G* = 0, por consequéncia, G é

uma matriz geradora de (C+)%, dado isso seguimos com o resultado. O]

Proposicao 3.26. Seja C' um cddigo linear e suponhamos que H seja uma matriz geradora de
C*. Temos entdo que
vE C = Hv' =0.

Demonstragdo. Temos, pelo corolario anterior Lema 3.16(ii), v € C se, e somente se, v € (C1)+,

o que equivale a Hv! = 0. ]

A proposicao acima nos permite caracterizar os elementos de um cédigo C' por uma condigao
de anulamento. A matriz geradora H de O é chamada de matriz teste de paridade de C.
Observe que, para verificar se um determinado valor de v em K" pertence ou nao a um
coddigo C' com matriz geradora G, é necessario verificar se o sistema de n equagoes com k
incognitas z = (xy, ..., xx), dado por
G =,

admite solucao. Em geral, essa questao requer um custo operacional elevado para ser respon-
dida. No entanto, trabalhando com uma matriz teste de paridade de H, a solucao pode ser
encontrada bem mais rapidamente. Basta verificar se é nulo o vetor Hv?, o que pode ser feito
com um circuito simples.

Dados um coédigo C' com matriz teste de paridade H e um vetor v € K", chamamos o vetor

Hvt de sindrome de v.

Proposicao 3.27. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C. Temos que o peso de
C € maior do que ou igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente
mdependentes.

Demonstragao. [<=] Suponhamos inicialmente, que cada conjunto de s — 1 colunas de H é
n

linearmente independente. Seja ¢ = (cy,...,c,) uma palavra nao nula de C, e sejam h',... h

as colunas de H. Como Hc! = 0, temos que
0=H-c"=> ch'. (3.5)

Visto que w(c) é o ntmero de componentes ndo nulas de ¢, segue que se w(c) < s — 1,
terfamos por (3.5) uma combinagao nula de um ntimero ¢, com 1 <t < s — 1, de colunas de H,

o que ¢ contraditorio. Portanto, w(c) > s e, sendo assim, w(C') > s.
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|=>| Reciprocamente, suponhamos que w(C') > s. Suponhamos também, por absurdo, que
H tenha s — 1 colunas linearmente dependentes, digamos hi, h'2,... h'-'. Logo, existiriam

Ciy,....cs,_,» 1O corpo, nem todos nulos, tais que
s—

Ci, hit + -+ Cis_lhi571 = 0. (36)
Portanto, ¢ = (0,...,¢;,0,...,¢,_,,0,...,0 =0) € C e consequentemente, w(c) < s—1<
s, 0 que seria um absurdo. O

Teorema 3.28. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C. Temos que o peso de C
€ igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente independentes e

existem s colunas de H linearmente dependentes.

Demonstra¢ao. Suponhamos que w(C) = s, logo, todo conjunto de s — 1 colunas de H é
linearmente independente. Por outro lado, existem s colunas de H linearmente dependentes,
pois, caso contrario, pela proposi¢ao anterior, teriamos w(C) > s+ 1.

Reciprocamente, suponhamos que todo conjunto de s—1 vetores colunas de H ¢ linearmente
independente e existem s colunas linearmente dependentes. Logo, da proposi¢ao anterior no-
vamente, temos que w(C) > s. Mas w(C) nao pode ser maior do que s pois, neste caso,
outra vez a proposicao anterior nos diria que todo conjunto com s colunas de H ¢é linearmente

independente, o que é uma contradicao. O

Colorario 3.29 (Cota de Singleton). Os pardmetros (n, k,d) de um cddigo linear satisfazem a
desigualdade
d<n-—k+1.

Demonstracao. Se H é uma matriz teste de paridade, entao ela tem posto n — k. Como, pelo

teorema anterior, d — 1 é menor ou igual ao posto de H, segue a desigualdade. O

Observacao 3.30. Um cddigo serd chamado de M DS (Mazimum Distance Separable) se valer
a igualdade d =n — k + 1.

3.3 CODIGO DE HAMMING

Construir coédigos com distancia minima pelo menos trés ¢ muito simples. Basta construir
uma matriz H tal que quaisquer duas colunas sejam linearmente independentes, e, para isso,
importa que nenhuma coluna de H seja nula e que nenhuma seja multipla da outra (agora,
quando o codigo é binério, essa condi¢ao pode ser substituida por nenhuma coluna ¢ igual a
outra).

Nesta secao vamos apresentar um codigo chamado de cédigo de Hamming,.

Definicao 3.31. Um cédigo de Hamming de ordem m sobre Fo € um codigo com matriz de

paridade H,, de ordem m x n, cujas colunas sao as m-uplas de F5*\ {0} numa ordem qualquer.
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A definicao acima de H,, determina o cédigo C' a menos de equivaléncia.

Temos, portanto, que o comprimento de um coédigo de Hamming de ordem m é o niimero
de m-uplas em F35"\ {0}, a saber n = 2™ — 1. Observe que o posto de H (ou seja, a dimensao de
Ct) é m, pois ap6s uma reordenacgao das colunas é possivel obter a matriz Idj nas primeiras k
colunas, assim a dimensao de C' vai ser k=n—m =2" —m — 1.

Verificamos facilmente, usando a Proposicao 3.17, que a distancia minima d = 3, pois em
H,, é facil achar trés colunas linearmente dependentes.

Como exemplo numeérico, considere a matriz de um coédigo de Hamming correspondente a

m = 3.

H3:

S = =
— = O
=
— = =
o o =
o~ O
= o O

Verifica-se facilmente que um codigo de Hamming de ordem m é M DS se, e s6 se, m = 2.

3.4 DECODIFICAGAO

Chama-se decodificacao ao procedimento de detecgao e corre¢ao de erros num determinado
codigo. O método geral de decodificagao para codigos lineares que desenvolvemos nessa secao
é um aperfeicoamento de um método inventado por D. Slepian do Laboratorio Bell em Murray
Hill, New Jersey na década de 60. O método original de Slepian tinha um custo computacional
bem elevado e os aperfeicoamentos visaram reduzir esse custo.

Inicialmente, define-se o vetor erro e como sendo a diferenca entre o vetor recebido r e o
vetor transmitido c, isto é,

e=r—=¢

Por exemplo, se, num determinado co6digo sobre F,, tenhamos transmitido a palavra
(010011) e a palavra recebida tenha sido (101011), entdo

e = (101011) — (010011) = (111000).

Note que o peso do vetor erro corresponde ao nimero de erros cometidos numa palavra

entre a transmissao e a recepgao.

Seja H a matriz teste de paridade do codigo. Como Hc! = 0, temos que
He' = H(r' — ¢') = Hr' — Hc' = Hr'.

Portanto, a palavra recebida e o vetor erro tém a mesma sindrome.
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Denotaremos por h' a i-ésima coluna de H. Se e = (ay, ..., q,), entdo
Zaihi = He' = Hr'.
i=1
Definicao 3.32. Seja C' um codigo com distdncia minima d. A capacidade de correcao de C é

|5

A importancia desse conceito aparece no seguinte resultado.

o inteiro definido como

Lema 3.33. Seja C' um cddigo linear em K™ com capacidade de correcao k. Se r € K™ e
c € C sao tais que d(e,r) < Kk, entdo existe um unico vetor e com w(e) < k, cuja sindrome é

igual a sindrome de r. Além disso, ¢ = r— e.

Demonstragao. De fato, e = r — ¢ tem a propriedade do lema, ja que w(e) = d(c,r) < k. Para
provar a unicidade, suponhamos que e = (g -+ a,) e € = (af - - - al)) sejam tais que w(e) < K
e w(e') < k e tenham mesma sindrome que r. Entdo, se H é uma matriz teste de paridade de
C, temos
n n
He' = He'' = ) " aih' =) o, (3.7)
i=1 i=1
o que nos da uma relacdo de dependéncia linear entre 2r(< d—1) colunas de H. Como quaisquer
d — 1 colunas de H sio linearmente independentes (veja o Teorema 3.28), temos que «o; = o/i,

. /
para todo i, logo e = e O
O problema que se coloca, entao, é de como determinar esse tinico vetor e a partir de Hr?.

Exemplo 3.34. Determinacdo de e quando w(e) < 1.

Suponhamos que o codigo C' tenha distdncia minima d > 3 e que o vetor erro e, introduzido
entre a palavra transmitida ¢ e a palavra recebida v, seja tal que w(e) < 1. Isto €, o canal
introduziu no mdzimo um erro. Se He' = 0, entao r € C' e se toma ¢ = r. Suponhamos que
He' # 0, entio w(e) = 1 e, portanto, e tem apenas uma coordenada nao nula. Nesse caso,

consideremos que e = (0,...,a,...,0) com a # 0 na i-ésima posi¢ao. Logo,
He' = ah',
onde h' € a i-ésima coluna de H. Portanto, nao conhecendo e, mas conhecendo
He' = Hr = ah',

podemos determinar e como sendo o vetor com todas as componentes nulas exceto i-ésima

componente que é . Note que i acima € bem determinado, pois d > 3.

Com isso, a seguir estabelecemos o algoritmo de decodificacao em codigos corretores de um

eIro.
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Seja H a matriz teste de paridade do codigo C' e seja r um vetor recebido.
(Suponha d > 3).

(i) Calcule Hr'.

(ii) Se Hr' = 0, aceite r como sendo a palavra transmitida.

(iii) Se Hr' = s' # 0, compare s' com as colunas de H.

(iv) Se existirem i ¢ a que s' = ah’, para a € K, entao e ¢ a n-upla

com « na posicao i e zeros nas outras posicoes. Corrija r pondo c =r — e.

(v) Se o contrario de (iv) ocorrer, entdo mais de um erro foi comitido.

Esse algoritmo pode ser aperfeicoado para o caso dos codigos de Hamming como segue.
Ordene os vetores colunas de H,, do seguinte modo: se v € F5* {0}, entao, v = (v1,...,Un)

com v; = 0, 1. Coloque o vetor v em H,, na coluna de ordem
i =1 + 02  + 322 + -+ 0, 2" L

Note que, na condigao (iv) em codigos binarios, o é necessariamente igual a 1. Suponhamos,

agora, que H,,r' # 0. Logo H,,r' = s' ¢ a coluna de H,, de ordem
J=51 482485322+ - 52" !

e, portanto, o vetor erro correspondente é

com 1 na j-ésima componente.

Exemplo 3.35. No cidigo de Hamming de ordem 3, tomemos a matriz teste de paridade

1010101
Hy=10110011
0001111
Se r = (1010011), entao
1
Hg’f’t: 1 5
0

logo, j = 1+ 2 =3 e, portanto, e = (0010000) e ¢ = (1000011).

Voltemos para o caso geral. Seja C' C K™ um codigo corretor de erros com matriz de

paridade H. Sejam d a distancia minima de C' e k = L%J Recorde que e e r tém a mesma

sindrome e, se w(e) = d(r — ¢) < K, entao e ¢ univocamente determinado por r.
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Seja v € K™. Defina
v+C={v+c;ceC}

Lema 3.36. Os vetores u e v de K™ tém a mesma sindrome se, e somente se, u € v + C.
b b

Demonstragao. Temos o seguinte: [Hu' = Hv'| <= Hu—v)'=0<=u—v e C < u €
v+C . [l

E facil verificar que os conjuntos v + C tém as propriedades abaixo enunciadas.
Proposicao 3.37. Seja C um (n, k)-cddigo linear. Temos que
iJo+C=vV+Csv—1veC;
i) v+ C)NEW+C)£D=0v+C=0+C
i) Uyercn(v+C) = K™
w) | (v+C) = C|=¢"
Demonstragao. i) Temos
v+C=vV+Csved+Cedev+C&
v=v+detv =v+¢c come,d cC &
v—v=deCev —v=cel

A demostracdo de (ii),(iii) e (iv) saem diretamente da definicdo e calculos de teoria de

conjuntos como feito em (i). O

Cada conjunto da forma v + C' é chamado de classe lateral de v segundo C. Note que
v+C=0C<+=vel.

Segue imediatamente de (ii) - (iv) da proposi¢do acima que o namero de classes laterais

segundo C' é

Exemplo 3.38. Seja C' o (4,2)-cddigo gerado sobre Fy, pela matriz

1 11
G = ; .
0101

C = {0000, 1011, 0101, 1110},

Logo,
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e as classes laterais sequndo C sao

0000+ C = {0000,1011,0101,1110}.
1000 +C = {1000,0011,1101,0110}.
0100+ C = {0100,1111,0001,1010}.
0010+ C = {0010,1001,0111,1100}.

Observacao 3.39. Observe que o Lema 3.36 nos estabelece uma correspondéncia 1 a 1 entre as
classes laterais e sindromes. Todos os elementos de uma classe lateral tém a mesma sindrome,

e elementos de classes laterais distintas possuem sindromes distintas.

Definicao 3.40. Um vetor de peso minimo numa classe lateral é chamado de elemento lider

dessa classe.

Observacao 3.41. No codigo do exemplo anterior, temos que:

- 0000 ¢€ lider de C;

- 1000 € lider de 1000 + C';

- 0100 e 0001 sao lideres de 0100 + C' e

- 0010 € lider de 0010 + C.

Proposicao 3.42. Seja C' um codigo linear em K™ com distancia minima d. Se u € K™ € tal
que

wWHEF%iJZm

entao u € o unico elemento lider da sua classe.

Demonstragio. Suponhamos que u,v € K" com w(u) < [52] e w(v) < [SL]. Sew—v € C,

entao:

MU—WSWw%HMWS{dgw%w3_1J§d—L

logo, u — v = 0 e, portanto, u = v. ]

Observacao 3.43. Para achar lideres de classes, selecionamos todos 0s elementos u tais que
w(u) < L%J Cada um desses elementos é lider de uma e somente uma classe. Esses lideres

sao todos aqueles de peso < L%J, 0s outros lideres nao serao considerados.

Para finalizar essa secao vamos discutir um algoritmo de correcao de mensagens que tenham
sofrido um niimero de erros menor ou igual a capacidade de correcao do codigo, que é k = [%] .

Inicialmente, antes de desenvolvermos o Algoritmo da Decodificacao temos que determinar
todos os elementos u de K", tal que w(u) < k. Em seguida, devemos calcular as sindromes
desses elementos e coloca-los numa tabela. Apoés disso, podemos comecar com o Algoritmo.

Seja r uma palavra recebida, temos:

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



CODIGOS LINEARES 31

O Algoritmo de Decodificagao
(1) Calcule a sindrome s* = Hr".
(2) Se s esté na tabela, seja [ o elemento lider da classe
determinada por s; troque r por r - [.
(3) Se s nao esta na tabela, entao na mensagem recebida foram

cometidos mais do que k erros.

Justificativa: Dado r, sejam c e e, respectivamente, a mensagem transmitida e o vetor
erro. Como He' = Hr!, temos que a classe lateral onde e se encontra esta determinada pela
sindrome de r. Se w(e) < k, temos que e é o tnico elemento lider [ de sua classe e, portanto,
é conhecido e se encontra na tabela. Consequentemente, pelo Lema 3.33, c=r—e=r —1[¢

determinado.

Exemplo 3.44. Considere o (6,3)-cidigo linear definido sobre Fy com matriz teste de paridade

100101
H=]1010110
001011

Nesse caso, temos d = 3 e, portanto, kK = L%J =1.

Os wvetores de peso < 1 com as suas respectivas sindromes estao relactonados na tabela

abaizo
lider sindrome
000000 000
000001 101
000010 011
000100 110
001000 001
010000 010
100000 100

Agora, suponhamos que a palavra recebida seja

(a) r = (100011). Logo, Hr* = (010)" e, portanto, e = (010000). Consequentemente, ¢ =
r—e=(110011).

(b) r = (111111). Logo, Hr* = (111), que nao se encontra na tabela. Sendo assim, foi

cometido mais do que um Unico erro na mensagem r.
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4. CODIGOS CicLicos

Temos que os codigos ciclicos sao bastante utilizados nas aplicagoes por formarem uma
classe de codigos lineares que possui bons algoritmos de codificagao e decodificacao.

Seja K um corpo finito. No que se segue, representaremos as coordenadas de K™ por

(i[fo, c ,ll'n,l).

4.1 INTRODUCAO

Definicao 4.1. Um cddigo linear C € K" serd chamado de cddigo ciclico se, para todo ¢ =

(coy- -, Cn1) que pertence a C, o vetor (¢,_1,¢Co, ..., Cn_2) pertence a C.

Ou seja, o codigo linear C' sera ciclico se, dada a permutacgao m de {0,...,n — 1} definida

por

. 1+1, se0<i<n-—1
m(i) = .
0, sei=n-—1,

e sendo

T71-<C(), Ciy... ,Cnfl) = (Cnfl, Coy - .- ,Cnfz),

temos que T (c) € C para todo ¢ € C; em outras palavras, T,(C) C C.

Exemplo 4.2. Seja v € K". O espago vetorial
(v) = (V+ Te(v) + -+ T3 (v))

é claramente um cddigo ciclico (note que T = id). Em particular, o cddigo C = (0) = {0} €
ciclico.

Como exemplo numérico considere K =y e seja v = (1011) € K*. Temos que
(v) = (1011 + 1101 + 1110 + 0111) € ciclico.

A técnica para lidar com os c6digos ciclicos consiste em enriquecer a estrutura de espaco
vetorial de K™. Para fazer esse enriquecimento, devemos primeiramente definir R,, como sendo

o anel das classes residuais em K[X] modulo 2" — 1, ou seja,
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Relembre também que R,, munido da multiplicacao por escalares A € K, definida por

Af(x) = Af (@),

¢ um K-espaco vetorial de dimensdo n com base 1,7, ...,2"" ! (a demostragio desse fato é a
mesma da Proposigao 2.23(i), apesar de ™ — 1 nao ser irredutivel) e, como tal, é isomorfo a

K™ através da seguinte transformacao linear

v: K" — R,

—1
(ag,...,an_1) — ag,tarx,... ap 12" L.

Temos, entao, que todo codigo linear C' C K™ pode ser transportado para R, mediante o
isomorfismo acima v. A vantagem de se utilizar essa transformacao linear é que sua imagem

nos d4 uma estrutura adicional de anel, chamada de ideal.

Neste trabalho vamos levar em consideracao que o leitor ja saiba o basico da teoria de ideais,

mas iremos enfatizar o seguinte resultado

Proposicao 4.3. Seja P(z) € K[X]. Todo ideal de K[X]/P(z) € da forma (F(x)), onde F(z)

¢ um divisor de P(x).

Demonstragao. Seja I um ideal de K[X]/P(z). Considere o conjunto

J={G(z) € K[X];G(z) € I}.

Primeiramente vamos provar que J ¢ um ideal de K[X]. De fato, se Gi(z) e Ga(x) estdo

em J, entdo Gi(x) e Go(x) estdao em I. Portanto,

Gi(z) + Ga(z) =Gi1+ G2 €1,

e consequentemente, G; + G5 € J.

Por outro lado, se G(z) € J e H(x) € K[X], temos que G(z) € I e, portanto, G(z)H (z) =
G(z) H(x) € I. Logo, G(x)H(x) € J.

Sendo J # {0}, pois P(z) € J, temos que existe F'(x) € K[X]/{0} tal que J = (F(x)).

Agora, como P(x) € J = (F(x)), segue que P(z) é um multiplo de F(z), em outras palavras,
F(z) é um divisor de P(x).

Veja agora que I = {G(x); G(x) € J}, e como J = (F(x)), temos que

I = {H(z) F(2); H(z) € K[X]/P(2)} = (F(x))-
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4.2 CODIGOS CicLICOS

O objetivo desta secao é determinar matrizes geradoras e matrizes teste de paridade para
codigos ciclicos. Para tal, vamos caracterizar os codigos ciclicos em R,,.

Inicialmente, note que a acao de T, em K" traduz-se, por meio de v, na multiplicacao por
T em R,.

De fato, tomando ¢ = (cg, ..., cp_1), temos

TW(C) - (cn—h Coy - - - JCTL—2>

v(Te(c) =chg+cor+ -+ cpox™ ' =T g+ c1x+ -+ + cp12" 1 =7Tr(c).

Lema 4.4. Seja V um subespaco vetorial de R,,. Entdo, V é um ideal de R, se, e somente se,

V' € fechado pela multiplicagcao por .

Demonstracao. Suponhamos que V' seja um ideal de R,. Da definicao de ideal, segue que

Z f(z) € V para todo f(z) € V.

Reciprocamente, suponhamos que V seja fechado pela multiplicacdo por Z. E suficiente

mostrar que g(z) f(z) € V para todo g(z) € R, e todo f(z) € V.

Seja f(z) € V. Como V & um subespaco de R, é claro que af(x) € V, para todo a € K.

Como por hipotese,

rf(x) =7 f(x) €V,

entao

22f(x) =7 xf(x) €V,

Indutivamente, obtemos, para todo m € N, que

zmf(x) =a™ f(x) e V.

Agora, escrevendo g(z) = ag + a1z + - -+ + a,_12"1, temos que

g9(x) f(z) = g(x) f(x) = (a0 + arx + -+ + anaz™ ) f(x) = aof (2)+ar T f(2)+- - +an 2" fz) €V,

pois V' é um subespaco e cada parcela da tltima expressao pertence a V. O

Com o lema que acabamos de enunciar e provar, juntamente com as observagoes anteriores

ao lema, temos o resultado a seguir.

Teorema 4.5. Um subespago C de K™ é um cddigo ciclico se, e somente se, v(C) é um ideal

de R,,.

Portanto, pela Proposicao4.3 temos que um codigo C' em K" é ciclico se, e somente se,
v(C) =1g(X), onde g(z) € K[X] & um divisor de 2™ — 1.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



CobiGcos CicLicos 35

Seja p = card (K). Se n = mp® com m e p primos entre si, temos pela Observagao 4.2 da
referéncia ([2]), que
X" —1=(X"-1).
Como (X™—1) = mX™ 1 # 0, o polindémio 2™ — 1 nao tem fator nao constante em comum
com a sua derivada, portanto, ndo possui fator miltiplo algum (Proposi¢ao 3.7 da referéncia
(|2])). Consequentemente,

X" l=fie fy,

onde os f; sao polindbmios monicos, irredutiveis e dois a dois distintos. Logo, a decomposicao
em fatores irredutiveis de X™ —1 ¢
Xn_lszs...ffs.
Temos entao que o polinémio =" — 1 tem exatamente (p® + 1)" divisores monicos. Temos
entao, em vista do problema 2.5 da referéncia (|2]), que R,, possui precisamente (p®+1)" ideais.
Em particular, se M DC(n,p) = 1, segue que R,, tem precisamente 2" ideais.

Note que R, nao ¢ um dominio de integridade, pois temos, por exemplo,

r—1-az" 142" 2+ +ox+1l=2"-1=0.

No que segue, g(z) denotara sempre um divisor de =" — 1, e escreveremos

" =1
h(z) =
= w
Teorema 4.6. Seja I = (g(x)), onde g(x) € um divisor de 2" — 1 de grau s. Temos que
g(x),zg(x),22g9(x),..., 2" 1g(x) é uma base de I como espago vetorial sobre K.

Demonstracao. Os elementos acima sao linearmente independentes. De fato, suponhamos que

aog(x) + arxg(x) + - - + ap_s 2" g(x) = 0.

Logo,

g(z) ap +ayx + -+ ap_s_12" 51 = 0.

Portanto, para algum d(z) € K[X], temos que
g(x)(ap+ a1 + -+ + ay_o 2" = d(x) - (2" - 1).

Dai, segue que
ap + a17 + -+ ap_ 12" =d(z) - h(z)

Como o grau de h(x) é n — s, devemos ter ag + a1z + - - - + ap_s_12" °"1 = 0, e consequen-
9 0 n—s )

temente, ag = a1 = = an_s_1 = 0.
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Os elementos acima geram [ sobre K. De fato, se f(x) € I, temos que
f(z) =d(z) - g(z) mod(z™ —1).

Pelo algoritmo da divisao, temos que d(z) = ¢(z) - h(x) +r(z), com r(x) = ap + a1x + - - - +

anfsflxn_s_l : LOgO?

=
b
Il
B
8
~
Q
—~
Z
Il

c(x) - h(z) - g(x) +r(z) - g(x) mod(z" — 1),
e portanto,
F(@) = e(w)(a" — 1) + r(x) - g(x) = r(2) - g(x) mod(a" — 1)
Consequentemente e por fim,

f(@) = aog(x) + arzg(x) + - - + an_ 12" 1g(x).

O
Colorario 4.7. Dado um cddigo ciclico C, existe v € C tal que C = (v).
Demonstracao. Seja I = v(C). Logo, I ¢é gerado como K-espago vetorial por
g(z),zg(x),x2g(x),..., 2" 1g(x), onde g(x) é um divisor de z" — 1 de grau s. Portanto,
colocando v = v7(g(z)), temos que C ¢ gerado por v, Ty (v),...,T" 5 !(v) e, portanto,
C = (v). O

Colorario 4.8. Seja g(x) = go+g1x+ - - -+ gsx® um divisor de z" — 1 de grau s. Se I = (g(z)),

entao

dimgl =n — s,

e o cddigo C = v=1(I) tem matriz geradora

v (g(x)) g G gs 0
ao| o
l/fl(xn_s_lg(x)) 0 -+ 0 gy -+ -+ gs

Observagiao 4.9. Dado um polinémio h(x) = hg + hix + - - + hya' que divide ™ — 1, temos
do problema 3.1.2 da referéncia ([2]), que o polinémio reciproco de h(x),

h*(z) = 2'h(1/x) = hy + hy_12 + - - - + hoa!,

¢ também um divisor de x™ — 1, e portanto, é o polindémio gerador de algum codigo ciclico que

wdentificaremos adiante.
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Teorema 4.10. Seja C = v=1(I) um cddigo ciclico, onde I = (g(x)), com g(x) um divisor de
z" — 1 de grau s. Entao C* € ciclico e C*+ =v=(J), onde J = (h*(z)).

Demonstracao. Ponhamos
gx)=go+qr+---+gsx® e h(x) =hog+hx+ -+ h,_saz"°.

Note que gr(h(z)) = n — s, e portanto, h,_s # 0.

Sejam

90 G gs 0
N
0 -+ 0 gg - -+ g
e
Pos Pp—s_1 - ho 0
o IR
0 0 Ps ho

E claro que as linhas de H sdo linearmente independentes.

Seja {e1,...,e,} a base candnica de K. A i-ésima linha de G é
Gi = go€i + g1€it1+ -+ + gs€iys, 1 <i<n—s,
e a j-ésima linha de H é
Hj = hp_sej + hp_s_1€jp1+ -+ hoejyn—s, 1 <75 <s.
Suponhamos que ¢ < j. O produto interno de G; por H; é dado por
Gj—iln—s + gj—iz1hn—s—1 + -+ + gn_shj_i,

onde j —i=0,...,s —1.

Mas a soma acima ¢ precisamente igual ao coeficiente de 2" **/~* no produto g(z) - h(z) =
2" —1. Como 1 <n—s+j—1i<n-—1, temos que esse coeficiente é igual a zero. O caso j < i
é andlogo.

Entao, temos provado que G - H® = 0, e portanto, pelo Lema 3.24, segue que H é uma

matriz geradora de C*+. Observe, agora, que
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v (h*())
v(zh*(x
ao | veE@ |
)
e portanto, pelo Teorema 4.6, temos que C+ = v~1(J), onde J = (h*(z)). O

Colorario 4.11. A matriz teste de paridade de C = v (I), em que I = (g(x)), é dada por

hnfs hnfsfl ho 0 0
H— 0 hn—s hn—s—l hO 0 ’
0 0 hn—s hO
onde S
SR ho+hix+ -+ hyp_sa" "
9()
Demonstracao. Na verdade, esse corolario foi provado no teorema anterior. O

4.3 DECODIFICAGAO EM CODIGOS CICLICOS

Seja C' C K™ um codigo ciclico. Mostraremos, nesta secao, como determinar uma matriz
geradora de C' na forma padrao ja vista antes (R | Id) e discutiremos um algoritmo de codifi-
cacao para esses codigos. No final da secao, mostraremos como se determina a sindrome nos
codigos ciclicos.

Seja

p:  K° — K[X];-1 C K[X]

s—1
(ag,...,a5_1) —> Zaixi
1=0

o isomorfismo de K-espacos vetoriais, onde K[X];_1 é o espago vetorial dos polinomios de grau

menor ou igual a s — 1. Esse isomorfismo serd de grande utilidade nos resultado a seguir.

Teorema 4.12. Seja C C K™ um cédigo ciclico. Suponhamos que C = v=(I), onde I = (g(x)),

com g(x) um divisor de X™ — 1 de grau s. Seja R a matriz (n — s) X s cuja i-ésima linha é

Ry =—p~H(ri(x)), 1<i<n—1,

onde r;(x) € o resto da divisao de x*~ 1T

de C.

por g(x). Entao, (R | Id,_s) é uma matriz geradora
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s—1+1

Demonstrac¢ao. Sejam g;(x) e m;(x) o quociente e o resto da divisdo de z por g(z). Logo,

7 = g(2)qi(z) + ri(x), com ri(z) =0 ou gr(ry(x)) < s— 1.
Portanto, xs=1+* — r;(x) pertence a I, e é claro que esses vetores parai = 1,...,n — s sdo
linearmente independentes sobre K. Como v~ !(z*—14 —ri(2)) = es_14; — p H(ri(x)), temos

que a matriz

—ut(r(z 0 0
—u Y (ro(z 0 0
—pH (rp—s(x)) 0 0 1
é uma matriz geradora de C. [

Vamos agora, discutir o algoritmo de codificacao de codigos ciclicos.

Os elementos de C' podem ser considerados como codificacao do codigo da fonte K"~°
conforme descrevemos abaixo.

Dado (ay,...,a,—s) € K" *, esse vetor pode ser codificado como elemento de C' como a
seguir:

(a1, .. an_s)(R| Idy_s) = (bo,---,bs—1,01, ., GQn_s),

onde

(bo, -, bsm1) = —arp (11 (2)) =+ = Ansp” (rs(2)) =

—p M arr (@) + -+ anesrns(2)) =

—p ! (Z ain(:p)> :

=1

Exemplo 4.13. Considere o polinémio x” — 1 sobre Fy. A fatoracio de 7 — 1 € dada por
' —1=1+2)1+z+231+ 2> +2°).

Vamos considerar o cédigo C C FL gerado pelo polinémio g(x) = 1+ x + 2®. A dimensao

de C € 4. Agora, determinaremos uma matriz geradora desse codigo na forma padrao:
=@ +r+1)+(z+1)
ot = (*+ o+ Do+ (2® +2)
=@+ D@+ 1)+ (@ 1)

=P+ D@ e+ + (22 1)

Logo, pelo teorema anterior, temos que uma matriz geradora de C' é dada por
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1101000
g |orto1oo0
1110010
1010001

Suponhamos que seja dado o velor (ay,as,as,as) € F3, do cddigo da fonte, entio, de acordo

com a discussao acima, a codificacao desse vetor € dada por
(b07b17b27a1; ag,ag,a4),
onde by, by e by sao os coeficientes do polinémio. Analisemos:
a(z+ 1) +ag(z® + ) +az(@® + x4+ 1) +as(a? + 1) =

ay + as + ag + (a1 + ag + as3)x + (ag + as + ag)z’.
Temos portanto, que a codificacio de (a1, as, as,ay) €

(a1 + ag + aq, a1 + as + ag, az + az + ag + ay, as, as, ay)

O préximo teorema nos permitird calcular algebricamente a sindrome de um vetor relativa-
mente a uma matriz teste de paridade num codigo ciclico, sem que seja necessario efetuarmos

o produto matricial pela referida matriz.

Teorema 4.14. Seja C C K™ um cddigo ciclico gerado por um polinémio monico g(x) de grau
s com matriz geradora na forma padrao (R | Id,_s) e matriz teste de paridade H = (Id, | —R").

Sev = (vg,...,v5-1) € K", entdo a sindrome de v com rela¢io a matriz H é dada por
pt(r(2)),
onde r(x) € o resto da divisao de vy +vix + -+ - + v,_12" L por g(x).
Demonstracao. A sindrome de v é o vetor
(Ids | =R =

(D), (@), @) (@), (s (@) =
P o+ v+ v 2T o (2) 4+ O (T),

o que implica o resultado que queriamos provar, visto que

r(z) = vo + v + -+ 012" F 0 (8) + o+ Vg1t (2)
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é o resto da divisao de v + v1x + -+ + v,_12" ! por g(x). O

Exemplo 4.15. Considere o codigo do exemplo anterior. A matriz teste de paridade associada

a G' é a matriz

1001011
H=0101110
0010111

Dado o vetor (1101001) € F3, a sua sindrome relativa a H € dada por p=*(r(z)), onde r(x)
€ o resto da divisio de 1 + x + 23 + 2% por g(x) = 1 + x + 2®. Portanto, r(z) = 2> + 1, e

consequentemente, a sindrome ¢é (101).
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