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Resumo

O trabalho apresenta o desenvolvimento de um modelo matemático para a simulação
da dinâmica de voo de aeronaves, utilizando o software MATLAB/Simulink. O modelo é
construído de forma modular, permitindo sua adaptação para diferentes aeronaves apenas
alterando os dados específicos de cada uma. Além da modelagem matemática das equações
que regem o movimento da aeronave, são desenvolvidos modelos para o cálculo das forças
aerodinâmicas, propulsivas e gravitacionais. Também é implementado um modelo de at-
mosfera em Simulink para simular as condições de voo da aeronave. O trabalho aborda
ainda conceitos e parâmetros importantes para uma configuração adequada da simulação
e apresenta uma metodologia baseada no método de otimização Newton-Raphson Genera-
lizado para calcular as condições de equilíbrio da aeronave. Finalmente, são apresentados
os resultados de simulação para diferentes entradas de comando da aeronave em estudo.

Palavras-chave: Mecânica de voo, simulação, equações do movimento, modelo aero-
dinâmico, condições de equilíbrio.
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Abstract

This work presents the development of a mathematical model for simulating aircraft
flight dynamics using MATLAB/Simulink software. The model is modular, allowing for
adaptation to different aircraft by modifying their specific data. In addition to the mathe-
matical modeling of equations governing aircraft motion, models are developed to calcu-
late aerodynamic, propulsive, and gravitational forces. A Simulink atmosphere model is
implemented to simulate the aircraft’s flight conditions. The study discusses important
concepts and parameters for proper simulation setup and presents a methodology based
on the Generalized Newton-Raphson optimization method to calculate the aircraft’s equi-
librium conditions. Finally, simulation results for different control inputs of the studied
aircraft are presented.

Keywords: Flight dynamics, simulation, equations of motion, aerodynamic model,
equilibrium conditions.
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Símbolos Símbolos

Símbolos

Símbolo Descrição Unidade
AR Alongamento
A1 Contribuição devido ao ângulo de incidencia
A2 Contribuição devido a deflexão da superfície de con-

trole
b Envergadura m
BOW Peso básico operacional kg
CG Centro de gravidade
CM Centro de massa
CD Coeficiente de arrasto
CL Coeficiente de sustentação
CM Coeficiente de momento de arfagem
CN Coeficiente de momento de guinada
CR Coeficiente de momento de rolagem
CX Coeficiente de força no eixo x
CY Coeficiente de força no eixo y
CZ Coeficiente de força no eixo z
c̄ Corda média aerodinâmica m
DCM Matriz dos cossenos diretores
e Fator de Oswald
F Força N
Fa Referencial aerodinâmico
Fb Referencial do corpo
Fe Referencial normal fixo à Terra
FI Referencial inercial
Fk Referencial cinemático
Fo Referencial normal fixo à aeronave
Fs Referencial de estabilidade
g Âceleração da gravidade ms−2

h Momento angular ms−2

I Tensor de inercia
Ixx Momento de inercia em relação ao eixo x kgm2

Iyy Momento de inercia em relação ao eixo y kgm2

Izz Momento de inercia em relação ao eixo z kgm2

m Massa kg
M Momento Nm
MTOW Peso máximo de decolagem kg
N Fator de carga g
p Momento angular ms−2

p Velocidade angular de rolagem rad s−2

q Velocidade angular de arfagem rad s−2

r Velocidade angular de guinada rad s−2

R Raio m
Sht Área da empenagem horizontal m2

Svt Área da empenagem vertical m2

Sw Área da asa m2

Arthur Alex Akihiro Kano 5



Símbolos Símbolos

Símbolo Descrição Unidade
TLA Manete do motor %
u Velocidade do eixo x ms−1

v Velocidade do eixo y ms−1

w Velocidade do eixo z ms−1

α Ângulo de ataque rad

β Ângulo de derrapagem rad

γ Ângulo de subida rad
δa Deflexão do aileron rad
δe Deflexão do profundor rad
δf Deflexão do flap rad
δr Deflexão do leme rad

δs Ângulo do estabilizador horizontal rad

ε Ângulo de downwash rad

θ Ângulo de arfagem rad
µ Coeficiente de viscosidade
φ Ângulo de rolagem rad

φT Ângulo de pitch do motor rad

χ Ângulo de proa rad

ψ Ângulo de guinada rad

ψT Ângulo de toe do motor rad

Sample Reference symbols: ??, v, ??, ??, F .
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1 INTRODUÇÃO

1 Introdução

Um simulador de voo é um dispositivo que recria artificialmente o voo de uma aeronave
e o ambiente em que ela voa, para treinamento de pilotos, design ou outros fins. Inclui
a replicação das equações que governam como as aeronaves voam, como elas reagem
às aplicações dos controles de voo, os efeitos de outros sistemas da aeronave e como a
aeronave reage a fatores externos, como densidade do ar, turbulência, cisalhamento do
vento, nuvens, precipitação, etc. A simulação de voo é usada por uma variedade de
razões, incluindo treinamento de voo, o projeto e desenvolvimento da própria aeronave e
pesquisa sobre as características da aeronave e qualidade de voo. A Figura 1 apresenta
alguns tipos de simuladores de voo, incluindo simuladores de base fixa, base móvel, full
flight simulator (FFS) e Iron bird.

Figura 1: Tipos de simuladores de voo.

Fonte: Montagem de imagens da internet. <https://
www.gtec.at/pt-pt/product/ghisys/>, <https://aerosyseng.com/
full-flight-simulators/>, <https://aerolatinnews.com/aviation-industry/
tru-simulation-training-qualifies-second-boeing-737-max-full-flight-simulator/>, <https:
//www.airbus.com/en/newsroom/news/2017-05-taking-flight-with-the-airbus-iron-bird>.

Os simuladores de base fixa são uma ferramenta útil para treinamento de pilotos,
pesquisa e desenvolvimento de aeronaves, e testes de sistemas de voo. Eles oferecem um
ambiente de treinamento virtual realista, mas sem a mesma sensação física de movimento
encontrada em simuladores de movimento completo. Mesmo assim, eles continuam sendo
uma opção acessível e eficaz para o treinamento de pilotos e desenvolvimento de novas
tecnologias de aviação.

Os simuladores de base móvel são uma categoria de simuladores de voo que oferecem
uma experiência de treinamento mais realista e imersiva do que os simuladores de base
fixa, graças à inclusão de um sistema de movimento físico. Eles são particularmente úteis
para treinamento de pilotos em manobras avançadas e simulação de condições extremas
de voo. No entanto, eles são mais caros e complexos de se construir e operar do que os
simuladores de base fixa.

O Full Flight Simulator, ou FFS, é um dos tipos mais avançados e sofisticados de
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1 INTRODUÇÃO

simulador de voo. Ele é projetado para fornecer uma experiência de treinamento alta-
mente realista e imersiva para os pilotos, permitindo que eles pratiquem procedimentos
de emergência e tomem decisões críticas em um ambiente seguro e controlado. Embora
sejam caros e complexos de construir e operar, os FFSs são uma ferramenta essencial para
o treinamento de pilotos em situações de voo reais.

O Iron Bird é um tipo de simulador de voo que é utilizado principalmente na fase
de desenvolvimento e testes de novas aeronaves. Ele é usado para integrar e testar os
sistemas da aeronave antes do seu primeiro voo real. O Iron Bird é equipado com os
principais sistemas da aeronave, como o sistema hidráulico, o sistema elétrico, o sistema de
comunicação, entre outros. Os sistemas são integrados em um único simulador que permite
a simulação de diversas condições de voo e de falhas de equipamentos. Os engenheiros e
técnicos da equipe de desenvolvimento de uma aeronave usam o Iron Bird para testar e
validar os sistemas e componentes em um ambiente controlado. Isto permite que os testes
sejam realizados em condições repetidas e extremas, que seriam perigosas ou impossíveis
de simular em um ambiente de teste real. Os benefícios do Iron Bird incluem a redução
dos riscos e dos custos associados aos testes em aeronaves reais, a melhoria da eficiência
de desenvolvimento e a garantia de que todos os sistemas da aeronave estejam integrados
e funcionando corretamente antes do primeiro voo real.

Em suma, os simuladores de voo são ferramentas vitais para o desenvolvimento e
aprimoramento de aeronaves modernas. Compreender os diferentes tipos de simuladores
e suas aplicações é fundamental para a realização de testes precisos e eficientes.

O objetivo deste trabalho é desenvolver uma ferramenta de simulação de voo de uma
aeronave em ambiente Simulink/Matlab, que permita que sua estrutura seja usada para
diferentes aeronaves e que parâmetros importantes para o desenvolvimento de um projeto
aeronáutico possam ser avaliados e ajustados com facilidade. Além disso, serão apresen-
tados boas práticas de modelagem e provisões para implementação de outras modelagens
matemáticas que também englobam a física de voo da aeronave. Durante este trabalho,
serão abordados diversos temas relevantes para a compreensão do assunto em questão,
com uma análise detalhada dos capítulos que compõem o desenvolvimento da ferramenta
de simulação. A seguir, será apresentado um resumo dos principais assuntos de cada
capítulo.

O segundo capítulo é dedicado à apresentação da aeronave utilizada como base para
o desenvolvimento do modelo de simulação. Neste capítulo, será justificado o motivo de
sua escolha e serão expostos seus principais dados.

No terceiro capítulo, serão abordadas definições, fundamentos e hipóteses necessá-
rias para o desenvolvimento do trabalho. Conceitos da geodésia serão apresentados para
justificar a utilização do modelo simplificado de Terra. Serão apresentados os diferentes
referenciais utilizados para a simulação de aeronaves e como realizar a transformação entre
eles, além de um fundamento da cinemática de corpo rígido essencial para o desenvolvi-
mento das equações do movimento.

O quarto capítulo aborda o desenvolvimento da ferramenta de simulação, dividido
em subcapítulos para cada componente do modelo. Nele, são desenvolvidas as equações
do movimento que regem a dinâmica de voo da aeronave. Uma estrutura de banco de
dados aerodinâmico é responsável por fornecer as forças e momentos aerodinâmicos. Uma
modelagem simplificada de um motor aeronáutico turbofan é apresentada. Um modelo
para leitura das propriedades de massa da aeronave e um método para estimar momentos
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1 INTRODUÇÃO

de inércia são abordados. Neste capítulo, também é apresentado o modelo de atmosfera
padrão de 1976.

O capítulo cinco trata da realização de simulações a partir do modelo desenvolvido
no capítulo anterior. Será apresentado um método robusto para estimar as condições de
equilíbrio da aeronave, pois essas serão as condições iniciais da simulação. Além disso,
serão abordados conceitos essenciais para uma boa configuração da rodada de simulação,
incluindo a definição de parâmetros importantes. Resultados de simulação para diferen-
tes entradas da superfície de comando da aeronave serão apresentados para verificar o
comportamento do modelo desenvolvido.

Por fim, o sexto capítulo apresenta as conclusões e considerações finais do estudo,
abordando as principais contribuições do trabalho, bem como as limitações e sugestões
para futuros estudos.

Arthur Alex Akihiro Kano 9





2 AERONAVE CRM-PEA

Part 25/ CS 25/ RBAC 25 , o que significa que os limites de envelope de operação, como
os fatores de carga, são considerados de acordo com os requisitos estabelecidos pelo Part
25.

Os coeficientes aerodinâmicos longitudinais foram obtidos a partir de dados públicos
de ensaios em túnel de vento realizados pelo LRC e ARC (NASA, s.d.). A validade dos
dados para os coeficientes aerodinâmicos CL, CD e CM é para a faixa de número de Mach
entre 0.7 e 0.9. Já os dados obtidos de downwash são válidos para a faixa de Mach entre 0.7
e 0.88. Por sua vez, os coeficientes latero-direcionais foram obtidos por meio do software
Open Vehicle Sketch Pad (OpenVSP) , bem como por métodos empíricos do Engineering
Sciences Data Unit (ESDU) .

Tabela 2: Dados gerais da Aeronave CRM

Parâmetro Valor Unidade

MTOW 308799 kg
BOW 147427 kg
CG 14-42 %c̄w
Sw 383.70 m2

c̄w 7.005 m
bw 58.75 m
ARw 9 -
Sht 92.88 m2

Svt 55.89 m2
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3 DEFINIÇÕES

3 Definições

3.1 Geodésia

A geodésia ou geodesia é um ramo das geociências e da engenharia que trata da medição
e da representação da forma e dimensões da Terra, seja globalmente ou regionalmente,
bem como do seu campo gravitacional e rotação da Terra. Para modelagem de aeronaves
estes dois conceitos são importantes parâmetros para dinâmica de voo da aeronave.

(National Ocean Service) descreve como "É a ciência que estuda a medição precisa
e o entendimento de três propriedades fundamentais da terra: a forma geométrica,
a sua orientação no espaço e seu campo gravitacional".

Os estudos de geodésia envolvem em geral três conceitos de superfícies terrestre. A
superfície topográfica da terra, com toda a sua topografia. Entender a topologia é bastante
necessário para uma operação segura em aeroportos, pois a aeronave se encontra próxima
a superfície. A superfície de referência geométrica/matemática (elipsoide) da terra, que
é a geometria que melhor representa superfície da terra. E por último a superfície que
apresenta um campo gravitacional contante, equipotencial, chamada de geoide. Devido
à distribuição de massa irregular da terra, o campo gravitacional também é irregular. A
Figura 4 apresenta uma representação do formato irregular da Terra, juntamente com sua
topografia, em que as diferentes altitudes são indicadas pelas cores. O azul representa as
áreas de menor altitude, enquanto o vermelho representa as áreas de maior altitude.

Figura 4: Distribuição de massa da Terra.

Fonte: (OFICINA DE TEXTOS, 2018).

Utilizando o modelo de terra esférica (JEAN-LUC, 1998) para calcular a aceleração
gravitacional para diferentes altitudes de voo.

g =
Gmt

(Rt + h)2
(1)
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3.1 Geodésia 3 DEFINIÇÕES

E comparando a diferença da aceleração local com a altitude zero, é encontrado erro
de até 1 por cento para altitudes de até 32km (104987 ft), Figura 5. Altitude de voos de
aeronaves comerciais e executivas operam abaixo de 52000 ft. Assim, para fins práticos de
simulação, considerar o campo gravitacional da terra constante apresenta pequenos erros
para as altitudes de voo.

Figura 5: Variação da gravidade por altitude.

Fonte: Autor.

O referencial inercial é essencial para o desenvolvimento das equações do movimento.
Ao considerar a Terra como inercial, é comum desprezar o movimento de rotação que ela
possui. No entanto, de acordo com (STEVENS; LEWIS; JOHNSON, 2015), começa a
ser relevante considerar a rotação da Terra para velocidades de voo acima de 2000ft/s
ou 1184.96kts. Além disso, para navegação em grandes distâncias, imprecisões nas ace-
lerações angulares da aeronave podem ocorrer, geralmente da ordem de 10−7rad/s2 a
10−9rad/s2. Essa ordem de imprecisão correspondem a acelerações angulares geradas
pela deflexão das superfícies de controle da ordem de 10−7rad, ou seja pequenos coman-
dos da aeronave para corrigir a trajetória. Este efeito em simulações de grandes distâncias
pode ser minimizado discretizando a simulação em distâncias menores pela utilização de
ways points.

Assim, como premissa para o desenvolvimento do trabalho será considerado o modelo
simplificado da Terra, o qual apresenta as seguintes considerações:

• Movimento de rotação em torno do eixo desprezado (Referencial Inercial).

• Aceleração gravitacional considerada constante e independente das coordenadas de
altura, latitude e longitude.

• Raio da terra considerado infinito (Planificação).

Para o posicionamento da aeronave será utilizado o sistema de referência World Geo-
detic System 1984 (WGS 84), adotado pelo Departamento de Defesa dos Estados Unidos
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4 MODELAGEM

Variável_Unidade
Aileron_deg
Massa_kg

Os dados utilizados no modelo, como geometria e coeficientes aerodinâmicos, são de-
clarados em forma de estrutura (struct). O primeiro nome da estrutura é a sua área de
origem, seguido pelo nome da variável. Essa prática torna o ambiente de desenvolvimento
mais organizado e reduz a poluição de dados no Workspace.

Componente.Dados
Mass.MTOW
Engine.Thrust

Esses dados estão contidos em scripts que precisam ser inicializados antes de realizar a
simulação. Os arquivos de inicialização seguem uma padronização de nomenclatura, sendo
iniciados com a palavra "init"seguida do nome do respectivo componente. Isso permite
uma melhor organização dos arquivos e facilita a localização dos dados necessários para a
simulação.

init_componente
init_Aerodynamics

init_MassProprieties

Como prática de padronização na programação visual, é sempre adotado um mesmo
sentido para as conexões dos blocos: dados de entrada na esquerda e saídas na direita. As
entradas são representadas pela cor ciano e as saídas pela cor laranja. Além disso, para
tornar o modelo mais enxuto, será adotado apenas um barramento de saída nos compo-
nentes. A Figura 26 apresenta os componentes do modelo de simulação implementados
no Simulink.
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4.3 Motor 4 MODELAGEM

4.3.1 Empuxo estático

Os motores são certificados para fornecer empuxos padrões, que podem variar depen-
dendo das condições de voo. O empuxo é normalmente medido em kN ou lbs. Um rating é
uma configuração de potência predefinida que o piloto pode selecionar e que é apropriada
para condições de voo específicas. A terminologia de classificação dos ratings difere entre
aeronaves civis e militares, refletindo os diferentes requisitos desses tipos de aviação. As
classificações típicas de aviões comerciais incluem:

• Maximum Takeoff Thrust (MTO);

• Maximum Continuous thrust (MCT);

• Maximum Climb Thrust (MCL);

• Maximum Cruise Thrust (MCR);

• Flight idle.

O fabricante da aeronave/motor deve declarar os MTO e a MCT às autoridades certi-
ficadoras, uma vez que essas definem os limites seguros de operação do motor/aeronave.

O Maximum Takeoff Thrust (MTO) é o empuxo máximo que o motor pode fornecer
por cinco minutos no envelope de decolagem da aeronave. O pico de empuxo geralmente
é alcançado quando o motor está estático. No entanto, a condição mais exigente para
um motor turbofan moderno é o final da pista durante a decolagem, gerando as maiores
tensões e temperaturas no motor. Portanto, o uso desta classificação é permitido apenas
por até cinco minutos de operação.

Fora do envelope de voo definido para MTO, o rating MCT define o empuxo máximo
que pode ser exigido pelo piloto do motor de forma contínua. Em caso de falha do motor
em voo, a aeronave terá empuxo máximo disponível pela MCT para prosseguir para o seu
destino ou para o aeroporto de desvio mais próximo.

O Maximum Climb Thrust (MCL) é o rating de empuxo que o fabricante recomenda
ser usado durante a fase de subida de um voo típico. Pode ser o mesmo que o empuxo
contínuo máximo. O topo da fase de subida é normalmente a condição mais desafiadora
para um motor turbofan fora do regime de decolagem e é um requisito de projeto crítico.
A redução da taxa pode ser aplicada ao empuxo MCL para prolongar a vida útil do motor,
mas ao custo de um tempo de subida mais lento e um aumento ligeiro do consumo de
combustível.

O Maximum Cruise Thrust (MCR) nem sempre é definido, pois não é um rating
particularmente útil. Durante o cruzeiro, o piloto/piloto automático usará o empuxo
necessário para manter a altitude e a velocidade aerodinâmica constantes.

O modo de operação Flight idle é utilizado para manter o motor funcionando durante
o voo com um empuxo mínimo necessário para fornecer serviços secundários à aeronave,
como energia hidráulica e elétrica. Além disso, em grandes altitudes, é necessário manter
o motor funcionando para fornecer ar à cabine de passageiros a uma pressão adequada. A
definição do empuxo mínimo é um parâmetro importante, pois quanto menor o empuxo,
mais rápido a aeronave pode descer.
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4.4 Propriedades de Massa 4 MODELAGEM

Figura 69: Componentes da força de empuxo do motor.

Fonte: (ROSKAM, 1998).

A partir destes ângulos as componentes de força propulsivas no eixo do corpo da
aeronave é dado por:

FXmotor
= Ti cosφTi

cosψTi
(74)

FYmotor
= Ti cosφTi

senψTi
(75)

FZmotor
= Ti senφTi

(76)

Para um avião com dois motores, estes são normalmente posicionados de forma simé-
trica em relação ao plano xz da aeronave, o que resulta em um momento propulsivo em
torno do eixo y. Esse momento é calculado a partir das distâncias do motor em relação
ao centro de gravidade da aeronave, representadas por XTi

e ZTi
, e das forças propulsivas

geradas pelo motor, representadas por FXmotor
e FZmotor

. A equação para o cálculo do
momento propulsivo é dada por:

MYmotor
= FXmotor

ZTi
− FZmotor

XTi
(77)

4.4 Propriedades de Massa

A biblioteca de propriedades de massa, Figura 70, é uma parte essencial do modelo
de simulação de uma aeronave, sendo responsável por computar o tensor de inércia e
as componentes da força peso no eixo do corpo. O tensor de inércia é uma medida da
resistência que um corpo oferece a uma mudança em sua velocidade angular e desempenha
um papel crítico na estabilidade e manobrabilidade da aeronave. As componentes da força
peso são a projeção do peso da aeronave em cada um dos eixos do corpo e também são
fundamentais para o comportamento dinâmico da aeronave. A biblioteca de propriedades
de massa permite que o modelo de simulação seja altamente preciso e realista, levando em
consideração as propriedades físicas da aeronave.
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4.5 Atmosfera 4 MODELAGEM

Tabela 5: Parâmetros utilizados no modelo de atmosfera.

Constante Valor Unidade Descrição

g0 9.80665 m/s2 Gravidade ao nível do mar
P0 1.01325×105 Pa Pressão ao nível do mar

T0 288.15 K
Temperatura ao nível do
mar

M0

(Ar)
28.9644 kg/kmol

Peso molecular do ar ao ní-
vel do mar

ρ0 1.225 kg/m3 Densidade do ar ao nível do
mar

γ 1.40 -

Coeficiente de calor especí-
fico do ar a pressão cons-
tante sobre volume cons-
tante

β 1.458×10−6 kg/(smK1/2) Constante
S 110.4 K Constante de Sutherland

R* 8.31432×103 Nm/(kmolK)
Constante dos universal dos
gases

R
(Ar)

287.0531 J/kg/K
Constante dos universal dos
gases (Ar)

r0 6.356766×103 km Raio efetivo da Terra

A aceleração da gravidade adotada é o somatório vetorial de duas forças: a atração
gravitacional na latitude de 45°, de acordo com a Lei da Gravitação Universal de Newton,
e a força centrífuga. O valor da gravidade para estas condições é definido por 9.80665
m/s2.

Sendo a Z a altitude geométrica, o potencial gravitacional V é definido por:

V =

∫ z

0

g dZ (89)

A unidade de medida geopotencial é padronizada pelo metro geopotencial, o qual repre-
senta o trabalho realizado por levantar em um metro uma unidade de massa a aceleração
de 9.80665 m/s2. O potencial de um ponto qualquer em relação ao nível do mar, ex-
presso em metros geopotencial, é chamado de altitude geopotencial. Portanto, a altitude
geopotencial H é dado por:

H =
V

g0
(90)

Substituindo (89) em (90):

H =
1

g0

∫ z

0

g dZ (91)
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Com a altitude geopotencial definida na equação (91), sua forma diferencial pode ser
expressa por:

g0dH = gdZ (92)

A lei da gravitação universal apresenta a relação entre estes termos:

g = g0(
r0

r0 + Z
)2 (93)

Integrando a equação (91) após substituição da equação (93) para g, encontramos a
seguinte relação de altitude geopotencial e geométrica:

H =
r0Z

r0 + Z
(94)

ou

Z =
r0H

r0 −H
(95)

Devido a premissa adotada de planificação da Terra, temos o limite de r0 → ∞ nas
equações (94) e (95), portanto, a seguinte igualdade é obtida:

H = Z (96)

Assim, não há distinção utilizar qualquer um dos conceitos de altitude para o modelo
de atmosfera padrão de 1976. Estas premissas são adotadas para simplificações no cálculo
de pressão. Erro por adotar H = Z é menor que 1% para altitudes até 86km. Está con-
sideração é bastante razoável visto que a altitude de operação das aeronaves são menores
que 20km.

O modelo de pressão utiliza a altitude geopotencial e a temperatura molecular TM .
Esta escala de temperatura é definida em um ponto como o produto da temperatura
cinemática T vezes a razão M0/M , onde M é o peso molecular do ar no ponto de interesse
e M0 o valor ao nível do mar. Analiticamente:

TM = T
M0

M
(97)

Para altitude de até 79km a razão M0/M é unitária. Desta forma, para o modelo
de atmosfera será considerado TM = T . A Figura 74 apresenta o perfil de temperatura
molecular médio por altitude geopotencial, medidos em diferentes pontos da Terra.
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4.6 Velocidades e Ângulos 4 MODELAGEM

A partir da velocidade do som calculada no modelo de atmosfera, o número de Mach,
M , é obtido pela fração da velocidade da aeronave em relação a Vsound.

M =
Va

Vsound
(110)

As medidas de velocidade calibrada e equivalente são transformações da TAS, pos-
suindo um nível de equivalência através da pressão de impacto e dinâmica, respectiva-
mente. A pressão de impacto, qs, é definida como a diferença entre a pressão total e a
pressão estática em escoamentos compressíveis. Ela é medida pelo instrumento de bordo
da aeronave chamado tubo de Pitot. A fórmula para o cálculo da pressão de impacto é:

qs = Pt − Ps = Ps

{

[1 +
γ − 1

2
M2]

γ
γ−1 − 1

}

(111)

A pressão dinâmica é a mesma diferença, mas considerando o escoamento como in-
compressível. Esta medida é obtida a partir do cálculo da TAS e da pressão estática,
utilizando as equações de Bernoulli para escoamento incompressível.

q =
ρV 2

2
(112)

A velocidade calibrada, também conhecida como Calibrated Air Speed (CAS), é uma
medida de velocidade que leva em conta os efeitos de compressibilidade do ar na aeronave.
Ela é definida como a velocidade que produz a mesma pressão de impacto que a velocidade
verdadeira a uma altitude de referência, geralmente o nível do mar. Substituindo a equação
(112) na equação (111) e utilizando o valor do coeficiente adiabático γ para o ar, pode-se
relacionar a pressão de impacto com a velocidade pela equação (113).

qs = P

{

[1 +
1

7

ρ

P
V 2]

7

2 − 1

}

(113)

Isolando o termo de velocidade da equação (113), obtém-se a seguinte expressão para
a velocidade calibrada, que fornece a mesma pressão de impacto medida em voo ao nível
do mar:

VCAS =

{

7P0

ρ0
[(
qc
P0

+ 1)
2

7 − 1]

}
1

2

(114)

A velocidade equivalente é definida como a velocidade que resulta na mesma pressão
dinâmica em relação ao nível do mar

ρV 2
a

2
=
ρ0V

2
EAS

2
(115)

Portanto, a velocidade equivalente é relacionada por meio de σ, que representa a razão
entre a densidade do ar na altitude e ao nível do mar.

VEAS =
√
σVa (116)
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As velocidades em nós, KCAS e KEAS, são obtidas pela conversão de unidade apre-
sentada em (109).

As componentes da velocidade resultantes da integração das equações do movimento
são as cinemáticas. No modelo de equação do movimento, elas são obtidas no referencial do
corpo, Fb. A partir delas, são calculados os ângulos de ataque e de derrapagem cinemáticos,
bem como o vetor resultante destas componentes, conforme ilustrado na Figura 81.

Vk =

√

ubk
2
+ vbk

2
+ wb

k
2 (117)

αk = tan−1(
wb

k

ubk
) (118)

βk = sen−1(
vbk
V b
k

) (119)

Figura 81: Vetores da velocidade e ângulos cinemáticos.

Fonte: (JAVIEL, 2021).

O vento estacionário é uma entrada importante para o modelo de simulação, e suas
componentes são definidas no referencial fixo da Terra ou em outro referencial fixo conve-
niente, como a cabeceira de uma pista. Na biblioteca de velocidades e ângulos, o valor das
componentes do vento estacionário é implementado como a soma das parcelas de vento
estacionário com vento variante no tempo e no espaço, provenientes de rajadas e turbu-
lências. A inclusão das componentes não estacionárias é uma provisão para a sofisticação
do modelo, permitindo a adição de um modelo de turbulência. A Figura 82 ilustra o
somatório das componentes do vento.
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5 SIMULAÇÃO

podem ser escritas como funções dos estados x1, x2, ..., xn e das entradas u1, u2, ..., up
do modelo.























ẋ1 = f1(x1, x2, ..., xn, u1, u2, ..., up)

ẋ2 = f2(x1, x2, ..., xn, u1, u2, ..., up)
...

ẋn = fn(x1, x2, ..., xn, u1, u2, ..., up)

Na forma vetorial pode-se representar como:

ẋ = f(x,u) =











dx1

dt
dx2

dt
...

dxn

dt











=











f1(x1, x2, ..., xn, u1, u2, ..., up)
f2(x1, x2, ..., xn, u1, u2, ..., up)

...
fn(x1, x2, ..., xn, u1, u2, ..., up)











(136)

Sendo:

ẋ =











ẋ1
ẋ2
...
ẋn











x =











x1
x2
...
xn











u =











u1
u2
...
up











Da mesma forma, as saídas y1, y2, ..., yq do modelo são funções dos estados e entradas.























y1 = g1(x1, x2, ..., xn, u1, u2, ..., up)

y2 = g2(x1, x2, ..., xn, u1, u2, ..., up)
...

yq = gq(x1, x2, ..., xn, u1, u2, ..., up)

Vetorialmente:

y = g(x,u) =











g1(x1, x2, ..., xn, u1, u2, ..., up)
g2(x1, x2, ..., xn, u1, u2, ..., up)

...
gq(x1, x2, ..., xn, u1, u2, ..., up)











(137)

Sendo:

y =











y1
y2
...
yq










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Portanto, de forma enxuta é possível escrever o modelo não linear por dois conjuntos
de equações, as equações dos estados pontos e as equações de saída.

ẋ = f(x,u) (138)

y = g(x,u) (139)

5.1 Condições de Equilíbrio

Para iniciar a simulação, é necessário definir as condições iniciais, ou seja, o valor
dos estados (x) e entradas (u) no tempo t = 0. Pode-se definir qualquer valor para as
condições iniciais, mas não necessariamente seriam valores que representam uma condição
real de operação da aeronave. Assim, é interessante iniciar a simulação da aeronave em
uma condição de equilíbrio (trimada). Condições de equilíbrio são condições na qual os
estados selecionados não variam no tempo, ou seja, ẋ = 0.

Como exemplo, uma curva nivelada de raio constante é uma condição de equilíbrio na
qual a altitude e velocidade não variam no tempo, assim os estados ponto relacionados a
estes parâmetros são nulos, porém os estados relacionados à trajetória variam. Observa-
se que também é necessário possuir entradas no sistema que não causem variação desses
estados, no exemplo da curva nivelada, comandos das superfícies de controle e manete de
potência que mantenham a aeronave nesta condição. Portanto, é necessário encontrar o
conjunto de estados e entradas (x,u) que satisfaçam a condição de equilíbrio, a qual certos
valores de ẋ e y são conhecidos. Analiticamente são o conjunto (x,u) que satisfazem ao
mesmo tempo os valores de ẋ e y desejáveis pelas equações de estados (138) e saídas (139).

Este problema pode ser tratado como um sistema de equações não-lineares, com as
incógnitas e restrições definidas. Para encontrar a solução deste problema será utilizado
o método de Newton-Raphson, desenvolvido por Isaac Newton e Joseph Raphson, que
tem como objetivo estimar as raízes de uma função. Conhecido também como método
das tangentes, utiliza as derivadas para encontrar as raízes. É importante destacar que
o método de Newton-Raphson requer um bom valor inicial para convergência, pois pode
ser afetado por descontinuidades próximas das raízes. No entanto, esse método é bastante
robusto para encontrar as condições de equilíbrio, uma vez que é possível dar um bom
"chute"inicial para a condição de voo da aeronave.

O método de Newton-Raphson é conhecido por sua convergência quadrática, desde
que a condição inicial esteja próxima da solução. Em poucas iterações, é possível alcançar
resíduos baixos. Embora o método de Newton seja uma ferramenta poderosa para resolver
equações de uma única variável, sua forma generalizada permite a solução de problemas
mais complexos, como a resolução de sistemas de equações não-lineares do tipo Ax = b, em
que x e b são vetores e A é uma matriz. Portanto, é possível utilizar a forma generalizada
para resolver um sistema de equações não-lineares, que representa uma solução particular
de um modelo não-linear com k incógnitas e k equações (restrições).

O método de Newton-Raphson Generalizado para sistemas não-lineares utiliza equa-
ções no seguinte formato:

f(x) = 0 (140)

Arthur Alex Akihiro Kano 87



5.1 Condições de Equilíbrio 5 SIMULAÇÃO

Onde x é um vetor de k incógnitas, f é uma função vetorial de k variáveis e 0 é o
vetor nulo de k dimensões.

A matriz jacobiana J, que é a matriz das derivadas parciais de f em relação a x, é
dada por:

J =





















∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xk

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xk

...
...

. . .
...

∂fk
∂x1

∂fk
∂x2

· · · ∂fk
∂xk





















(141)

Assim, a atualização da solução é dada pela equação (142).

xn+1 = xn − J(xn)
−1f(xn) (142)

Onde xn é a solução atual e xn+1 é a próxima solução. A matriz jacobiana é avaliada
em cada iteração. Esse processo é repetido até que uma condição de convergência seja
atingida, como a redução do valor absoluto de f(x) abaixo de um limite pré-determinado.

5.1.1 Metodologia

Para o desenvolvimento de um método para encontrar as condições de equilíbrio, será
utilizada a nomenclatura float para estados, entradas e saídas nos quais seus valores podem
variar durante o processo para atingir a condição desejada e freeze quando seu valor é uma
restrição do problema, ou seja, seu valor define a condição a ser alcançada.

• Variáveis (ẋfloat, xfloat, ufloat)

• Restrições (ẋfreeze, xfreeze, ufreeze)

Como exemplo para o desenvolvimento da metodologia, será utilizado uma trimagem
logintudinal para um voo reto nivelado. O método consiste nos seguintes passos:

1. Definição da condição de voo desejada

2. Definição das incógnitas e restrições

3. Definição das condições iniciais do processo iterativo

4. Processo iterativo para buscar as incógnitas que satisfaçam as restrições

5. Criterios de parada

O primeiro passo para o processo de trimagem é definir a condição de voo da aeronave,
que inclui a altitude, a velocidade, a configuração aerodinâmica (posição dos flaps), o peso,
a posição do centro de gravidade (CG) e o caso de carregamento (fator de carga).
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O segundo passo é a definição das incógnitas e restrições do problema, estas dependem
da condição de equilíbrio buscada. Para este caso de exemplo, as incógnitas do problema
estão relacionadas ao movimento longitudinal da aeronave. As variáveis de estado que
descrevem esse movimento são as componentes de velocidade u e w, o ângulo de atitude
θ e a velocidade angular q.

As variáveis de entrada relacionadas ao movimento longitudinal são a manete de potên-
cia e a incidência do estabilizador horizontal. Geralmente, a incidência do estabilizador
horizontal é considerada como o comando primário para a trimagem longitudinal, mas
poderia ser utilizado o profundor em seu lugar.

Portanto, as variáveis de estado e de entrada float (ou seja, as variáveis desconhecidas
que precisam ser encontradas durante o processo iterativo) são:

xfloat =









u
w
θ
q









(143)

ufloat =

[

TLA
δs

]

(144)

Para que uma condição de equilíbrio seja atingida no processo de trimagem, as vari-
ações temporais dos estados selecionados devem ser nulas. Além disso, como se trata de
um voo reto e nivelado, o ângulo de trajetória γ deve ser nulo e a velocidade aerodinâmica
deve ser constante. Assim, as variáveis freeze deste problema são:

ẋfreeze =









u̇
ẇ

θ̇
q̇









= 0 (145)

yfreeze =

[

Va
γ

]

=

[

V
0

]

(146)

Portanto, para resolver esse problema de trimagem longitudinal para um voo reto
e nivelado, é definido um conjunto de seis incógnitas e seis restrições. Para garantir a
convergência do método, é ideal ter o mesmo número de restrições e incógnitas. Cada
restrição é representada por uma equação, que pode ser do tipo (138) quando relacionada
aos estados ou do tipo (139) quando relacionada às saídas, e deve ser solucionada durante
o processo iterativo. Ter o mesmo número de restrições e incógnitas é necessário para que
o sistema seja possível e determinado.

Entre os estados selecionados para o sistema, nota-se que os estados de posição não
foram incluídos. Em geral, esses estados não afetam a dinâmica da aeronave. No entanto,
em altitudes próximas à camada limite atmosférica, os efeitos de cisalhamento podem
afetar a dinâmica da aeronave se esses efeitos forem modelados. Além disso, em condições
próximas ao solo, ocorre o efeito solo, o que também pode afetar a dinâmica da aeronave.

O terceiro passo consiste em definir as condições iniciais para o processo de iteração.
Para o primeiro passo de iteração, são necessários seis valores iniciais, ou "chutes". As
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velocidades u e w podem ser estimadas a partir da velocidade verdadeira e um ângulo de
ataque médio. Uma boa aproximação para o ângulo de arfagem θ é o próprio ângulo de
ataque médio. Já a velocidade angular q deverá convergir para zero, o que faz dela uma
boa condição inicial. Quanto às entradas, um meio comando de manete de potência e uma
incidência nula do estabilizador são valores iniciais razoáveis. Além das condições iniciais
para os estados e entradas relacionadas às incógnitas do sistema, é necessário definir uma
condição inicial para o valor do estado ze, que é a altitude de voo. Isso garante que a
trimagem seja realizada nessa altitude.

A escolha das condições iniciais pode ser guiada pelo conhecimento da condição de voo
da aeronave, porém pela robustez do método escolher condições dentro da operação da
aeronave, irá garantir convergência em poucas iterações.

O quarto passo é o processo iterativo utilizando o método de Newton-Raphson gene-
ralizado. Para a utilização do método na solução do problema de trimagem, é necessário
transformar as equações (136) e (137) na forma f(x) = 0, equação (140). Para isso, pode-
se reescrever as equações em uma forma mais genérica. Esta forma é dada pelas equações
(136) e (137) menos suas respectivas restrições, que devem ser nulos.

f(xfloat,ufloat)− ẋfreeze = 0 (147)

g(xfloat,ufloat)− yfreeze = 0 (148)

Para preparação do método, as incógnitas xfloat e ufloat são agrupadas em um único
vetor z, pois é necessário resolver todas equações ao mesmo tempo:

z =



























x1
x2
...
xn
u1
u2
...
up



























(149)

E as equações (147) e (148) são agrupadas na ordem das incógnitas de (149) em w:

w =
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





















f1 − ẋ1freeze
f2 − ẋ2freeze

...
fn − ẋnfreeze

g1 − y1freeze
g2 − y2freeze

...
gq − yqfreeze



























(150)

Portanto, substituindo (149) e (150) na equação da atualização da solução do método,
equação (142), temos:
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zi+1 = zi − Ji(xi,ui)
−1wi(xi,ui) (151)

O processo iterativo consiste na equação (151). Ela é atualizada a cada novo passo de
iteração com seu resultado anterior, até atingir um dos critérios de parada.

A matriz jacobiana presente na equação (151) é uma matriz formada pelas derivadas
parciais de primeira ordem da função vetorial. Ela pode ser obtida a partir da linearização
do sistema. A sua matriz é composta por quatro grupos, A, B, C e D:

Ji(xi,ui) =







∂f(xi,ui)

∂x
∂f(xi,ui)

∂u
∂g(xi,ui)

∂x
∂g(xi,ui)

∂u






(152)

Sendo que:

∂f(xi,ui)

∂x
= Ai (153)

∂f(xi,ui)

∂u
= Bi (154)

∂g(xi,ui)

∂x
= Ci (155)

∂g(xi,ui)

∂u
= Di (156)

Em que, i é o passo de iteração. Ai representa a resposta dos estados pontos a per-
turbação dos estados, Bi a resposta dos estados pontos a perturbação de entradas, Ci é
a matriz que representa a resposta das saídas a uma perturbação dos estados e por fim a
matriz Di a resposta das saídas a uma perturbação das entradas.

O quinto e último passo é a parada do processo iterativo ao atingir algum dos critérios
definidos. Assim, três critérios foram definidos.

1. Satisfazer precisão desejada;

2. Ausência de convergência entre iterações;

3. Numero máximo de iterações alcançado.

Sendo ∆zi a diferença das variáveis com a iteração anterior, temos as seguintes equa-
ções:

∆zi = −Ji(xi,ui)
−1wi(xi,ui) (157)

zi+1 = zi +∆zi (158)
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O primeiro critério para avaliar a convergência do método de Newton-Raphson Genera-
lizado é a precisão, representada pelo valor ε. Essa precisão é estabelecida para identificar
quando a variação dos resultados entre as iterações se torna menor do que a desejada.
Em outras palavras, quando o resíduo das iterações, ∆zi, fica abaixo do valor ε, pode-se
considerar que o método convergiu. Valores típicos para ε variam entre 10−5 e 10−6.

O segundo critério para avaliar a convergência do método é a ausência de convergência
entre iterações, que é verificada por meio do resíduo em cada iteração. Esse resíduo é
expresso pela equação:

ri+1 =
∑

|zi+1 − zi| < ε (159)

Um indício de falta de convergência é quando a diferença entre resíduos não reduz
após um certo número de iterações. Portanto, é definido um critério para a diferença
de resíduos entre iterações, e se o módulo dessa diferença for menor que δ, as iterações
cessam.

|ri+1 − ri| < δ (160)

Devido ao método de Newton-Raphson Generalizado apresentar convergência quadrá-
tica, geralmente é possível alcançar a solução em poucas iterações, muitas vezes em até
cinco iterações. No entanto, caso os primeiros critérios definidos para verificar a conver-
gência falhem, é definido um terceiro critério que limita o número máximo de iterações
permitidas. Nesse caso, é definido um valor em torno de 30 iterações, pois acima desse
número, é improvável que o sistema ainda possa convergir para uma solução.

Para garantir que o sistema seja possível e determinado, além de possuir o mesmo
número de restrições e incógnitas, é necessário verificar o posto da matriz jacobiana. O
posto deve ser igual ao número de equações e incógnitas. O posto da matriz indica quantas
linhas/colunas da matriz jacobiana são linearmente independentes. Isso garante que as
equações escolhidas são relevantes para o sistema, já que algumas restrições podem ser
combinações lineares das entradas já definidas.

O método de condição de equilíbrio apresentado é uma ferramenta robusta para encon-
trar uma solução de trimagem de aeronaves. Embora tenha sido utilizado para a trimagem
longitudinal, sua aplicação pode ser estendida para a trimagem lateral-direcional ou até
mesmo a combinação de ambos os modos. Essa simplificação foi feita apenas para fins di-
dáticos, a fim de reduzir o número de variáveis apresentadas nos equacionamentos. Desde
que as definições para criar um sistema possível e determinado sejam seguidas, o mé-
todo pode ser aplicado a qualquer caso. Portanto, essa metodologia pode ser utilizada
como uma ferramenta eficaz no processo de projeto de aeronaves, ajudando a garantir a
estabilidade e segurança do voo.

5.1.2 Exemplo de Trimagem

Nesta seção, serão apresentados os resultados obtidos para a trimagem longitudinal da
aeronave CRM-PEA, utilizando o método desenvolvido de condição de equilíbrio. Será
apresentado o valor das entradas de controle convergidas, assim como os estados e saí-
das correspondentes, que satisfazem as condições impostas para o voo reto e nivelado.

Arthur Alex Akihiro Kano 92



5.1 Condições de Equilíbrio 5 SIMULAÇÃO

A Tabela 8 apresenta a condição de voo utilizada no método de trimagem longitudinal
desenvolvido.

Tabela 8: Parâmetros de voo para a condição de equilíbrio de exemplo.

Condições de voo

Massa 200000 kg
Mach 0.80 -
Altitude 37000 ft
xcg 0.30 %CMA
γ 0 °

As Figuras 92, 93 e 94 mostram o resultado deste ponto de trimagem. O método
convergiu em apenas 4 iterações, resultando nas entradas de estabilizador horizontal e
manete de potência convergindo para os valores de 1.13° e 46%, respectivamente. Essas
variáveis foram definidas como float para a realização do processo de trimagem longitudinal
da aeronave CRM-PEA.

Os estados de velocidade u e w convergiram para valores que atendem à condição
de velocidade imposta de Mach 0.8, e um ângulo de ataque de equilíbrio de 3.37° foi
encontrado. Os estados ponto correspondentes convergiram para zero devido às restrições
impostas. O estado de velocidade angular q e sua derivada temporal convergiram para
zero, atendendo à condição de equilíbrio. A altitude de voo de 37.000 pés definida como
condição inicial para ze foi mantida.

As saídas de velocidade de Mach e ângulo de trajetória γ foram definidas como freeze
devido à restrição imposta na condição de voo. Por outro lado, todas as outras saídas do
modelo são definidas como float, pois não possuem restrições e podem variar livremente
para atingir a condição de equilíbrio desejada.
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O método desenvolvido para encontrar as condições de equilíbrio é uma ferramenta
muito útil para definir as condições iniciais para a simulação e também para simulações
em estado estacionário. Ele permite investigar a mecânica de voo em situações onde
a variação temporal não é importante, sendo possível encontrar diversas condições de
equilíbrio, como por exemplo, a razão de subida e o Steady Head Side Slip. Além disso, é
possível definir um valor desejado para a variação de estado para que o método encontre,
permitindo a análise da efetividade de superfícies de controle, como a taxa de rolagem
devido a deflexão de aileron, entre outras análises relevantes.

5.2.2 Simulações no Tempo Não Real

Simulações no tempo são uma ferramenta essencial para a validação e ajuste do modelo
matemático desenvolvido. Diferente das simulações em estado estacionário, as simulações
no tempo permitem capturar a dinâmica da aeronave de forma mais realista e representa-
tiva do comportamento em voo. Essas simulações são adequadas para realizar comparações
entre o modelo e ensaios de voo, usando como entrada os mesmos comandos realizados
durante o ensaio para comparar a resposta do modelo com os dados medidos pelos sen-
sores da aeronave. A partir dessas comparações, é possível ajustar os parâmetros e/ou
coeficientes aerodinâmicos para obter uma correspondência entre o modelo e a aeronave.

As simulações no tempo são uma ferramenta importante para projetar e testar sis-
temas dinâmicos, como aumentos de estabilidade (SAS), pilotos automáticos e sistemas
autônomos. Além disso, as simulações no tempo permitem explorar o envelope de voo
da aeronave, testar diversas combinações e verificar a qualidade de voo em diferentes ce-
nários. É importante destacar que as simulações no tempo e em estado estacionário são
ferramentas complementares, e o mesmo processo de ajuste de modelo pode ser realizado
utilizando dados de voo em que a aeronave está em condições de equilíbrio.

As simulações no tempo podem ser realizadas em dois tipos: tempo não real e tempo
real. A simulação em tempo não real é aquela em que o intervalo de simulação é pro-
cessado em um tempo que depende do poder computacional disponível. Essas simulações
podem ser executadas rapidamente e dependem das características do hardware. Elas
são importantes para o desenvolvimento de aeronaves, já que possibilitam testar diversas
combinações e explorar o envelope de voo da aeronave em um curto espaço de tempo. Por
exemplo, é possível simular intervalos de horas em questão de minutos.

Essa abordagem de simulação no tempo não real pode ser especialmente útil durante a
fase de projeto, permitindo aos engenheiros avaliar rapidamente a resposta da aeronave a
diferentes configurações de parâmetros e condições de voo. Isso pode ajudar a identificar
rapidamente possíveis problemas e orientar o desenvolvimento de soluções antes de avançar
para testes mais extensos em tempo real. Além disso, a simulação em tempo não real pode
ajudar a economizar tempo e recursos financeiros durante a fase de desenvolvimento, uma
vez que permite avaliar rapidamente diversas configurações de projeto.

5.2.3 Simulações no Tempo Real

A simulação em tempo real é uma ferramenta importante na engenharia aeronáutica
para testar e validar sistemas de controle e simular situações de voo em tempo real. Ela
permite que os engenheiros avaliem o desempenho de um sistema em um ambiente seguro
e controlado antes de implementá-lo em um avião real. Além disso, a simulação em
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5.3 Parâmetros de Simulação

5.3.1 Frequência de Amostragem

O processo de amostragem é essencial para aquisição e processamento de sinais em sis-
temas digitais, inclusive em sistemas embarcados de aeronaves. A amostragem é utilizada
para transformar sinais analógicos contínuos em sinais digitais discretos, permitindo que
os sinais sejam processados por algoritmos digitais. No entanto, é importante garantir
que a taxa de amostragem seja suficientemente alta para evitar distorções ou perda de
informações.

O teorema da amostragem de Nyquist-Shannon é fundamental para a determinação
da taxa de amostragem necessária para evitar a perda de informações do sinal original.
Ele estabelece que a frequência de amostragem deve ser pelo menos duas vezes maior
que a maior frequência presente no sinal contínuo, para que a representação discreta seja
funcionalmente idêntica à forma original. Esse teorema é importante para a garantia da
qualidade do sinal digital obtido a partir da amostragem, e é amplamente utilizado em
diversas áreas, incluindo na indústria aeronáutica.

FN =
Fs

2
(161)

Para dinâmica de corpo rígido para aeronaves as maiores frequência são geralmente
de 2 Hz. Assim, para análises de dados de um ensaio em voo por exemplo é necessário
identificar as maiores frequências que podem ocorrer para um processamento correto dos
dados. A utilização de duas vezes a maior frequência garante uma correta captura das
oscilações, porém não necessariamente captura a forma da onda.

Para determinar a frequência máxima presente em um sinal, é comum utilizar técnicas
de análise de Fourier, que permitem decompor um sinal em suas componentes de frequên-
cia. A partir dessa análise, pode-se determinar a frequência de amostragem necessária
para capturar todas as componentes relevantes do sinal, garantindo uma representação
fiel do comportamento dinâmico da aeronave.

Além disso, é importante ressaltar que a escolha da taxa de amostragem deve levar em
conta também outros fatores, como a capacidade de armazenamento e processamento do
sistema de aquisição de dados, bem como a resolução e a precisão dos sensores utilizados
para medir as grandezas físicas. Uma taxa de amostragem muito alta pode gerar um
grande volume de dados, o que pode ser inviável em termos de armazenamento e pro-
cessamento. Por outro lado, uma taxa de amostragem muito baixa pode comprometer a
precisão das medições e limitar a capacidade de análise dos dados.

5.3.2 Frequência de Simulação

A frequência de amostragem, como já mencionado, é a frequência com que um sinal
contínuo é medido em intervalos regulares para ser transformado em um sinal discreto e,
posteriormente, ser processado por um computador digital. É importante garantir que a
taxa de amostragem seja suficientemente alta para capturar todas as informações do sinal
analógico original, de acordo com o teorema de Nyquist-Shannon.
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Já a frequência de simulação é a frequência com que um modelo matemático é atua-
lizado ou avaliado durante uma simulação. Em outras palavras, é a frequência com que
as equações e modelos são resolvidos para determinar as condições da aeronave em um
determinado momento durante a simulação.

É importante observar que a frequência de simulação e a frequência de amostragem
podem ter uma relação direta ou indireta, dependendo do modelo e das entradas do
sistema. Por exemplo, se a simulação de uma aeronave inclui a entrada de sinais discretos
de sensores, é provável que a frequência de amostragem seja diretamente relacionada à
frequência de simulação para garantir que as leituras sejam atualizadas com precisão. Por
outro lado, se a simulação de uma aeronave é baseada em equações diferenciais contínuas,
a frequência de simulação pode ser independente da frequência de amostragem.

Em geral, ambas as frequências são importantes considerações em simulação e pro-
cessamento de sinais para garantir uma precisão adequada na modelagem e análise de
sistemas dinâmicos, como aeronaves.

A frequência de simulação tem um efeito significativo na estabilidade e precisão da
simulação de sistemas dinâmicos. Uma frequência de simulação baixa pode levar a impre-
cisões e instabilidades numéricas na solução das equações de movimento, levando a resul-
tados incorretos. Por outro lado, uma frequência de simulação muito alta pode aumentar
o tempo de processamento do modelo de simulação e tornar a execução da simulação
impraticável.

Idealmente, a frequência de simulação deve ser escolhida de forma a capturar as di-
nâmicas relevantes do sistema sem introduzir imprecisões ou instabilidades numéricas.
Conforme citado por (MORELLI; KLEIN, 2016), uma frequência de simulação 25 vezes
maior que a frequência natural do sistema e das entradas esperadas é considerada uma boa
opção. No caso da maior frequência natural de corpo rígido de aeronaves, que geralmente
é em torno de 2 Hz, a frequência de simulação recomendada seria de 50 Hz, considerando
que as frequências das entradas sejam menores. Entretanto, é importante ressaltar que
é preciso verificar a convergência dos integradores numéricos para garantir a precisão e
estabilidade da simulação.

5.3.3 Passo de Simulação

O passo de integração é uma das principais configurações da simulação e define a
frequência de simulação. Ele determina o intervalo de tempo que o software de simulação,
como o Simulink, avança a cada cálculo da simulação. Por exemplo, se o passo de inte-
gração for definido como 0,01 segundos, a cada cálculo da simulação, o software avança a
simulação por um intervalo de 0,01 segundos.

Existem dois tipos principais de passo de integração: passo fixo e passo variável. O
passo fixo é aquele em que o intervalo de tempo é constante durante toda a simulação, ou
seja, a cada cálculo, o software avança a simulação pelo mesmo intervalo de tempo. Já
no passo variável, o intervalo de tempo pode ser ajustado dinamicamente pelo software
de acordo com a necessidade da simulação, o que significa que o intervalo de tempo pode
variar de acordo com a dinâmica do sistema.

No contexto da simulação de aeronaves, o uso do passo fixo é geralmente recomendado,
pois fornece uma frequência de simulação constante e previsível, o que é importante para
garantir a estabilidade da simulação e evitar problemas numéricos. Além disso, o passo
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fixo permite uma melhor sincronização com as entradas do sistema, como comandos de
controle, que geralmente são amostrados em intervalos regulares.

5.3.4 Soluções Numéricas

Um solver é um componente essencial do Simulink, ele define a solução numérica a
ser utilizada para simular o sistema dinâmico. O solver do Simulink é responsável por
resolver as equações matemáticas que descrevem o comportamento do sistema em questão.
Em outras palavras, ele determina como o sistema evolui ao longo do tempo, levando em
consideração as entradas e condições iniciais especificadas.

O solver é um algoritmo numérico que implementa uma técnica de solução de equações
diferenciais. Ele calcula a solução do sistema de equações diferenciais que descrevem o
comportamento do modelo no tempo. Existem diferentes tipos de solvers disponíveis no
Simulink, cada um com suas próprias características e desempenho. Esses solvers diferem
na forma como resolvem as equações diferenciais e podem ser selecionados com base nas
necessidades específicas do modelo a ser simulado.

O Simulink oferece vários solvers que podem ser selecionados para simular modelos di-
nâmicos. A seguir, são descritos brevemente os principais solvers disponíveis no Simulink:

• ode1 (Euler): O solver Euler é um solver de tempo discreto que utiliza o método
de Euler para aproximar a solução de sistemas dinâmicos discretos. É útil para
modelar sistemas simples e lineares, bem como simulações de sistemas de controle
digital e processamento de sinais discretos. No entanto, pode não ser adequado
para sistemas que requerem alta precisão e simulações de sistemas complexos que
possuem não-linearidades significativas.

• ode1be (Baward Euler): O Backward Euler é um solver de passo fixo para resolver
modelos dinâmicos com equações diferenciais ordinárias (ODEs) que mudam de es-
tado continuamente no tempo. Ele é capaz de lidar com sistemas não-lineares e de
ordem elevada, tornando-o adequado para simular sistemas complexos, como siste-
mas elétricos, hidráulicos e mecânicos. No entanto, o solver Backward Euler é um
método implícito, o que significa que a equação diferencial precisa ser resolvida por
meio de um algoritmo iterativo, o que pode aumentar o tempo de processamento.

• ode2 (Heum): O Solver Heun é um solver de passo fixo do tipo Runge-Kutta de
segunda ordem que é usado para simular modelos dinâmicos com equações diferen-
ciais ordinárias (ODEs). Ele é mais preciso do que o método de Euler, mas ainda é
menos preciso do que métodos de ordem superior, como o solver ode4.

• ode4 (Runge-Kutta): O solver Runge-Kutta é um método numérico de quarta
ordem. Ele é capaz de resolver equações diferenciais complexas com alta precisão,
tornando-o adequado para modelar sistemas dinâmicos complexos e sistemas de
controle. O solver Runge-Kutta é capaz de lidar com sistemas que possuem múltiplas
entradas e saídas, bem como sistemas de ordem elevada.

Esses são apenas alguns dos solvers disponíveis no Simulink. A escolha do solver
correto depende das características do modelo a ser simulado, incluindo sua precisão,
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tempo de resposta e complexidade. A escolha de um solver adequado é fundamental para
garantir que o modelo seja simulado com precisão e eficiência.

Neste trabalho, optou-se por utilizar o método de passo fixo com o solver Runge-Kutta
para a simulação da aeronave em questão. A escolha desse método foi baseada em sua
capacidade de lidar com sistemas complexos, como aeronaves, e de fornecer resultados
precisos e confiáveis, além de oferecer uma frequência de simulação constante e adequada.

5.4 Simulações

Neste capítulo, serão apresentados os resultados das simulações realizadas com o mo-
delo de simulação para avaliar sua eficácia em responder a diferentes entradas de comando.
Para verificar a validade e a precisão do modelo em simular o comportamento da aero-
nave, perturbações foram aplicadas nos controles primários da aeronave. Essas simulações
são cruciais para identificar possíveis problemas ou limitações do sistema e aprimorar a
precisão do modelo.

As simulações foram realizadas no modo de tempo não real, com as entradas sendo
aplicadas através de scrits de comandos. A frequência de simulação utilizada é de 100hz
com passo fixo. Para garantir a precisão e a consistência dos resultados, as simulações
foram iniciadas a partir do ponto de trimagem apresentado no capítulo 5.1.1. A partir
dessa condição de equilíbrio, foram aplicadas perturbações nos controles primários da
aeronave para avaliar a resposta do modelo.

5.4.1 Perturbação de Profundor

A aplicação de uma perturbação no profundor é uma forma comum de avaliar a es-
tabilidade longitudinal da aeronave, bem como a capacidade do modelo de simulação em
prever a resposta da aeronave a mudanças bruscas no ângulo de ataque. Para essa simu-
lação, a perturbação consistiu em uma diminuição da deflexão do profundor seguida por
um aumento de mesma intensidade após alguns segundos. As Figuras 97 e 98 apresentam
os resultados obtidos, bem como a entrada de profundor.

Conforme o esperado, a deflexão negativa do profundor gerou um momento positivo
de CM, aumentando o ângulo de ataque da aeronave e, consequentemente, gerando uma
velocidade angular de arfagem (q), que foi verificada pelo modelo de simulação. Esse
aumento no ângulo de ataque também elevou o fator de carga, que foi verificado. Ao mudar
a atitude da aeronave em direção ao arfar, o ângulo de trajetória γ também aumentou,
enquanto a velocidade reduziu como esperado, já que o empuxo se manteve constante. Ao
defletir o profundor em direção ao picar, os efeitos inversos são esperados e também foram
capturados pelo modelo de simulação.

Analisando a perturbação de profundor em um intervalo de tempo mais longo, foi
possível observar que a aeronave entrou no modo oscilatório de corpo rígido conhecido
como fugóide. Neste modo, o ângulo de ataque permanece constante e há uma troca
contínua de energia cinética com potencial, resultando em um movimento longitudinal
senoidal no qual a aeronave troca altitude por velocidade e vice-versa. Este fenômeno é
evidenciado pela defasagem de fase entre as respostas de altitude e velocidade.

Para uma melhor compreensão do fenômeno do modo oscilatório de corpo rígido co-
nhecido como fugóide, a Figura 99 apresenta a mesma perturbação, mas com uma duração
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de tempo mais longa, considerando que o período de oscilação deste modo é alto. Além
disso, são apresentados na figura os parâmetros relacionados a este modo, o que permite
uma análise clara.

Figura 97: Resposta a uma perturbação de profundor.

Fonte: Autor.
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Figura 98: Resposta a uma perturbação de profundor - Continuação.

Fonte: Autor.

Arthur Alex Akihiro Kano 105



5.4 Simulações 5 SIMULAÇÃO

Figura 99: Fugóide excitado pela perturbação longitudinal.

Fonte: Autor.

5.4.2 Pertubação de Aileron

Neste capítulo, serão apresentados os resultados da simulação para a entrada degrau
nos ailerons, com a realização de deflexões positivas e negativas para verificar o sentido de
rolagem e o efeito da entrada degrau. Para este trabalho, foi adotada o sentido da deflexão
em relação ao aileron direito. Vale destacar que, neste contexto, deflexão positiva significa
o movimento do aileron direito para baixo e do aileron esquerdo para cima.

Ao defletir negativamente os ailerons, um momento de rolagem positivo é criado pela
diferença de sustentação gerada entre as duas asas da aeronave. Este comportamento é
capturado nas Figuras 100 e 101, nas quais é possível observar uma mudança no ângulo de
rolagem (φ) em sentido negativo, com a asa direita baixando. Devido a entrada ser um de-
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grau, o ângulo φ diminui continuamente como esperado. Vale destacar que esta simulação
não incluiu nenhuma compensação longitudinal, ou seja, movimentação do profundor ou
estabilizador, resultando em uma diminuição da atitude de arfagem (θ) e um aumento da
velocidade de acordo com a conversão de energia potencial em cinética, conforme esperado.

Para o degrau em sentido oposto nos ailerons, as figuras 102 e 103 mostram a resposta
da aeronave. Como esperado, a atitude de rolagem e a velocidade angular p apresentam
um comportamento oposto em relação à deflexão positiva dos ailerons. No entanto, a
perda de altitude e o ganho de velocidade ocorrem da mesma forma que na deflexão
positiva.

Figura 100: Resposta ao degrau negativo de ailerons.

Fonte: Autor.
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Figura 101: Continuação da resposta ao degrau negativo de ailerons.

Fonte: Autor.
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Figura 102: Resposta ao degrau positiva de ailerons.

Fonte: Autor.

Arthur Alex Akihiro Kano 109



5.4 Simulações 5 SIMULAÇÃO

Figura 103: Continuação da resposta ao degrau positiva de ailerons.

Fonte: Autor.

5.4.3 Pertubação de Leme

Para a perturbação no leme, foi aplicado um doublet de pedal, que consiste na deflexão
do leme em um sentido seguida pela deflexão no sentido oposto. Esse tipo de entrada é
comumente utilizado para excitar o modo oscilatório de corpo rígido conhecido como dutch
roll. Esse modo é caracterizado por uma oscilação combinada de rolagem e derrapagem,
e pode ser bastante instável. Ao aplicar o doublet de pedal, é possível verificar como o
modelo de simulação da aeronave responde a esse tipo de perturbação e se é capaz de
prever o comportamento da aeronave nesse modo oscilatório.
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Ao aplicar uma deflexão negativa de leme, é esperado gerar um momento de guinada
positivo, que é capturado pelo modelo, como visto nas Figuras 104 e 105. Por afetar prin-
cipalmente o movimento lateral-direcional, praticamente não há mudança nos parâmetros
relacionados ao movimento longitudinal.

A entrada utilizada exitou o modo oscilatório dutch roll, caracterizado por uma com-
binação de rolagem e movimento de guinada. Durante o dutch roll, a aeronave oscila
lateralmente em torno do eixo de rolamento, enquanto ao mesmo tempo oscila em gui-
nada em torno do eixo vertical. Isso resulta em uma trajetória em forma de oito no
plano horizontal. Neste caso, o período de oscilação é relativamente alto, próximo de 6.5
segundos, mas é amortecido.

A evidência deste modo é vista na análise das velocidades angulares de guinada (r) e
rolagem (p).
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Figura 104: Resposta a perturbação do leme.

Fonte: Autor.
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Figura 105: Continuação da resposta a perturbação do leme.

Fonte: Autor.
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6 Conclusão

O trabalho apresentou o desenvolvimento de um modelo matemático para simulação
da dinâmica de voo de uma aeronave. A modelagem foi realizada utilizando o software
MATLAB/Simulink e consiste em subsistemas para cada área do conhecimento.

Por meio da análise das respostas da aeronave a diferentes perturbações, foi possível
verificar a precisão do modelo de simulação utilizado. Essa verificação é fundamental
para garantir a confiabilidade dos resultados obtidos, o que é essencial para aprimorar o
conhecimento e desenvolvimento na área de simulação de aeronaves.

O modelo aerodinâmico desenvolvido apresenta uma estrutura flexível que permite
a incorporação de diferentes bibliotecas para modelar sistemas e efeitos adicionais na
aeronave. Apesar de alguns coeficientes terem sido negligenciados, a estrutura para receber
a contribuição desses coeficientes foi mantida, assim como no modelo de propriedades de
massa, que permite a incorporação de produtos de inércia adicionais. Além disso, o
modelo possui dois blocos adicionais como provisão para futuras implementações: solo
e controle. O bloco solo é dedicado para implementação da modelagem das reações de
apoio do contato do trem de pouso com o solo, o que permite a simulação de decolagem e
pouso da aeronave. As forças do solo já estão implementadas no modelo de equações do
movimento, facilitando a inclusão do modelo de solo na simulação.

O subsistema de controle do modelo é uma provisão para a implementação de contro-
ladores de voo, que são ferramentas úteis para analisar e simular a dinâmica de aeronaves
em diferentes condições. Por meio da análise dos sinais de resposta da aeronave, é possível
implementar controladores PID em malha fechada. Como exemplo, a partir da resposta
do ângulo de rolagem (φ), é possível controlar os ailerons da aeronave para manter um
determinado ângulo de inclinação.

Além disso, em aeronaves com sistemas fly-by-wire, o comando dado pelo piloto passa
pela Flight Comand Computer (FCC), que processa a entrada do piloto e comanda as
superfícies de controle de acordo com a lei de controle implementada. O modelo desen-
volvido permite a implementação de uma nova biblioteca para modelagem de uma FCC
e suas leis de controle, além da dinâmica dos atuadores da aeronave.

A profundidade de modelagem é definida de acordo com os fenômenos físicos relevantes
a serem simulados. Assim, construção do modelo de simulação foi realizada de forma a
permitir a utilização da mesma estrutura para diferentes aeronaves, alterando apenas os
arquivos de inicialização com os dados geométricos, tabelas dos coeficientes aerodinâmicos,
tração e propriedades de massa. Caso a configuração seja diferente, é possível mudar a
biblioteca correspondente sem comprometer o modelo como um todo, seguindo as entradas
e saídas que cada biblioteca necessita. Essa estrutura flexível e dinâmica traz benefícios
para o desenvolvimento de aeronaves, permitindo a troca rápida de componentes para
análises de diferentes configurações e performances.

Como conclusão, é importante destacar que o modelo desenvolvido possui uma es-
trutura modular que permite a fácil implementação de novos sistemas e efeitos para a
simulação de diferentes aeronaves. Essa estrutura modular também facilita a utilização
do modelo em ambientes acadêmicos, uma vez que pode ser adaptada para a transferência
de conhecimento para os alunos. Assim, o modelo será disponibilizado para os docen-
tes com o intuito de auxiliar na preparação dos alunos na área de dinâmica de voo de
aeronaves.
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