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LEON BENITEZ, B. G. Cddigos ciclicos lineares com dual complementar sobre anéis finitos
de caracteristica impar. 2023. x+38 p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de
Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho, investigamos os cddigos ciclicos em um anel finito nao encadeado R =
F,[x]/(2*—1). Denotando por v a classe de x nesse quociente, temos R = F,+vF,, em que v* =
1. Estabelecemos condigoes suficientes e necessarias para um cédigo sobre R ser considerado
um cddigo linear com dual complementar (LCD). Além disso, exploramos as propriedades do
cddigo dual e seu relacionamento com os cédigos LCD. Demonstramos que a fungao de Gray
de um cédigo LCD de comprimento n em F, 4 v[F, resulta em um cédigo LCD de comprimento
2n em Fg”, e outras propriedades deles.

Palavras-chave: Anel nao encadeado, Cédigo ciclico, Cdodigo dual, Cédigo LCD, Codigo re-
versivel e Funcao de Gray.
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LEON BENITEZ, B. G. Linear cyclic codes with dual complement over finite rings of odd cha-
racteristic. 2023. x+38 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-
MG.

Abstract

In this work, we investigate cyclic codes in a finite non-chain ring R = F,[z]/(z* — 1).
Denoting by v the class of z in this quotient, we have R = F, + vF,, where v* = 1. We
establish sufficient and necessary conditions for a code over R to be considered a linear code
with dual complement (LCD). Furthermore, we explore the properties of the dual code and its
relationship with LCD codes. We demonstrate that the Gray map of an LCD code of length n
in F, + v, results in an LCD code of length 2n in Fg”, and other properties of them

Keywords: Non-chain ring, Cyclic code, LCD code, Dual code, Reversible code, Gray map.
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Introducao

A teoria de codigos desempenhou um papel crucial na melhoria da confiabilidade e eficiéncia
de sistemas de comunicagao e armazenamento de dados. Em particular, os codigos corretores
de erros tém sido fundamentais para superar os desafios da transmissao de informagoes em am-
bientes ruidosos. Neste trabalho, focamos nos cédigos lineares com dual complementar (LCD),
a funcao de Gray e os cédigos duais no contexto dos anéis finitos, explorando sua importancia
para o desenvolvimento de sistemas de codificacao robustos.

Ao longo da histéria, pesquisadores reconheceram a importancia dos anéis finitos na teoria
da codificagao. Esses anéis, como o anel finito F, 4+ vF, com v? = 1, tém se mostrado ambientes
matematicos poderosos para a construcao de coédigos corretores de erros eficientes. Sua estru-
tura algébrica tnica permite projetar e analisar codigos capazes de lidar com interferéncias e
erros tipicos de sistemas de comunicacao e armazenamento.

Os cédigos LCD, em particular, despertaram grande interesse devido a sua capacidade de
corrigir e detectar eficientemente erros multiplos. Esses codigos possuem uma estrutura especial
que aproveita as propriedades dos anéis finitos, tornando-os altamente eficazes na recuperacao
de dados danificados ou distorcidos. A medida que avangamos na evolugao dos codigos corre-
tores de erros, compreender e aproveitar as vantagens dos codigos LCD no contexto dos anéis
finitos tornou-se cada vez mais importante.

A funcao de Gray, por outro lado, tem sido uma ferramenta inestimavel no design e oti-
mizagao de codigos corretores de erros. Sua origem remonta a década de 1940, quando Frank
Gray desenvolveu um método inovador para representar nimeros binarios de forma sequencial,
minimizando as transigoes entre bits adjacentes. Desde entao, a funcao de Gray tem encontrado
aplicagoes em diversos campos, incluindo a teoria de cédigos.

Os codigos duais tém sido um componente fundamental na teoria de cédigos; aqui especi-
ficamente sobre anéis finitos. Esses codigos, que estao intimamente relacionados aos cédigos
LCD, tém sido estudados e aplicados ha décadas. Sua estrutura dual e suas propriedades ma-
temadticas especiais permitiram o desenvolvimento de técnicas mais sofisticadas corretoras de
erros e abriram novas possibilidades na transmissao e armazenamento de dados.

No primeiro capitulo, apresentaremos as principais estruturas algébricas, como anéis co-
mutativos com unidade e algebra linear sobre corpos finitos. Abordaremos conceitos como
espago vetorial e modulo, fornecendo as bases tedricas para o estudo dos codigos lineares. Essa
introducao sera fundamental para os capitulos subsequentes, onde exploraremos os cédigos line-
ares em detalhes. No segundo capitulo, abordaremos os conceitos de cédigos lineares, ciclicos,
reversiveis e duais. Exploraremos suas propriedades que possuem estruturas especiais.

No terceiro capitulo, abordaremos o anel R = Fyn @ vF,m e suas propriedades relevantes
para o trabalho. Faremos referéncia ao artigo [1] para fornecer informagoes detalhadas sobre o



assunto. Além disso, introduziremos a funcao de Gray e discutiremos sua defini¢ao e utilidade.
Também exploraremos a matriz geradora do cédigo linear C' sobre R, apresentando suas ca-
racteristicas e resultados importantes. Ao longo deste capitulo, forneceremos os fundamentos
tedricos necessarios para entender as proximas segoes do trabalho

No tltimo capitulo, abordaremos a caracterizacao dos codigos ciclicos LCD em relagao aos
polinémios geradores. Revisaremos a estrutura dos cédigos LCD sobre um corpo finito e explo-
raremos os polinomios geradores dos codigos ciclicos. Apresentaremos resultados tedricos, in-
cluindo teoremas e provas, que estabelecem condicoes necessérias e suficientes para a existéncia
de codigos ciclicos que contenham seu cédigo dual. Essa caracterizacao é essencial para a
construcao de codigos quanticos eficientes e robustos. Ao explorar esses resultados, baseados
em referéncias confiaveis, aprofundaremos nosso conhecimento sobre os cédigos ciclicos LCD
e sua relagdo com os polindmios geradores, contribuindo para a drea da teoria da informacao
quantica.

Bertha Giselle Leon Benitez
Uberlandia-MG@G, 31 de Julho de 2023.



Capitulo 1

Estruturas Algébricas

Neste capitulo forneceremos algumas definicoes das estruturas algébricas, que serao de muita
utilidade e que com certeza o leitor ja esta familiarizado com elas, esses conceitos serao encon-
trados em [3] e [9].

1.1 Anéis

Ao longo deste trabalho, anel significa anel comutativo com elemento unidade, isto é, um anel

comutativo R tal que existe 1 € R que satisfaz z1 = 1o = x.
Se fi, fa,..., fn € R, denotaremos por (f1, fa, ..., fn) 0ideal de R gerado por fi, fa, ..., fa.
Em particular, se n = 1, o ideal gerado por f; em R é denotado por (f;).

Observacao 1.1. Ndo excluimos a possibilidade na qual 1 seja igual a 0. Se sim, entao para
qualquer x € R, temos

r=x1=20=0
e assim R tem apenas um elemento, que é 0 . Neste caso R € o anel zero, denotado por {0}.

Definicao 1.2. Seja R um anel com unidade 1 # 0. Um elemento u € R é um elemento
invertivel de R se tiver um inverso multiplicativo em R. Se cada elemento diferente de zero
de R for invertivel, entao R € um corpo.

Definicao 1.3. Um subconjunto S de um anel R é um subanel de R se S é um anel com
as operacoes de R e contém o elemento identidade de R; um subcorpo € definido de forma
semelhante para um subconjunto de um corpo.

Definicao 1.4. Um anel R é chamado anel semilocal se possui apenas um niumero finito de
ideais mazrimais.

Definicao 1.5. Um anel R é chamado de anel em cadeia se todos os seus ideais formam
uma cadeia sob a inclusao. Isso significa que, para qualquer par de ideais I e J desse anel, ou
ICJouldCl.

Exemplo 1.6. Se n é um inteiro positivo e q a poténcia de um primo, entdo o anel F,[x]/(x™)
¢ um anel em cadeia. Denotando por w a classe de x mddulo (x™), os ideias de Fy[x]/(x™) sdo

0C (u") C (@ ?)cC-C(u?) C(u) CF,z]/(a").
Por exemplo, em [11], Qian estuda cédigos sobre o anel em cadeia Fy[x]/(2?).
Definicao 1.7. Um anel R que nao é um anel em cadeia, serd chamado anel nao encadeado.

Exemplo 1.8. O anel R = F,[z]/(2® — 1), com q a poténcia de um primo impar, que iremos
estudar nesse trabalho, € um anel semilocal ndo encadeado (como veremos no Capitulo 3).
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1.2 Ideais

A seguir vamos apresentar o Primeiro Teorema do Isomorfismo para Anéis. Uma prova desse
resultado pode ser encontrada em [3, pagina 307]

Teorema 1.9 (Primeiro Teorema do Isomorfismo para Anéis). Seja ¢ : R — R’ um homo-
morfismo de anéis. Se I é o nicleo de ¢, entao o anel quociente R/I também € um anel e
existe um unico isomorfismo p : R/I — ¢(R) tal que ¢p(x) = pu(vyr(x)) para cada x € R, onde
vr: R — R/I € o homomorfismo canénico

Vamos apresentar um resultado muito importante ao longo deste trabalho. O leitor pode
encontrar uma prova dele em [8, pagina 117].

Teorema 1.10 (Correspondéncia de Ideais). Sejam R e R’ anéis e 1) um homomorfismo so-
brejetor de R em R' com nicleo 1. Entao, R' € isomorfo a R/I. Além do mais, existe uma
correspondéncia bijetora, entre o conjunto dos ideais de R' e o conjunto dos ideais de R que
contém I. Esta correspondéncia pode ser consequida associando a um ideal J' de R' o ideal
J=y N J)={x e R|w(zx) e J}. ComJ assim definido, R/J € isomorfo a R'/.J .

Definigao 1.11. Dois ideais I,J, de um anel R, sao ditos coprimos se [ + J = (1) = R.
Para ideais coprimos temos INJ =1J.

Exemplo 1.12. No anel F[z], defina I = () e J = (2*> —1). Veja que 2> € [ e 1 — 2% € J.
Como 2%+ (1 — z%) = 1, entdo todo elemento de F[z] pode ser escrito como soma de elementos
de I e J. Em outras palavras, I + J = F[z], ou seja, I e J sdo coprimos. Em particular, isso
implica INJ = 1J = (2% — x).

A seguir apresentaremos o Teorema Chinés dos Restos, uma prova desse resultado esta em
9, Proposi¢ao 1.10]

Teorema 1.13 (Teorema Chinés dos Restos). Seja R um anel e I, 1Is,. .., 1, ideais de R,
defina o homomorfismo

f: R— R/} xR/I,x---xR/I,
xr— (r+L,x+ I ...,c+1,).
Entao,
(a) Se I; e I; sao coprimos com i # j, entao H[" = mfi;
i=1 i=1
(b) f € sobrejetora se, e somente, se I; e I; sao coprimos com i # j;

n
(¢) f € injetora se, e somente, se ﬂ I, = (0).
i=1

1.3 Espacos Vetoriais

Esta secao ¢ um pequeno resumo das propriedades da algebra linear, que sao necessarias neste
estudo, ja que grande parte da teoria de codigos baseia-se na algebra linear sobre corpos finitos,
que o leitor pode aprofundar em [8].

Defini¢ao 1.14. Um conjunto nao vazio V € dito um espago vetorial sobre um corpo F (ou
F-espago vetorial) se V' € um grupo abeliano com rela¢ao a uma operagio que indicamos com
+, e se para todos A € F', v € V estd definido um elemento indicado por A -v € V tal que

4



e \-(v+tw)=A-v+ A w,
e A +y)-v=Av+7-v,
e A-(v-v)=(A-7)-v,

o 1.-v=u,

para todos N,y € F, v,w € V (onde 1 representa o elemento unidade de F com relagdo a
multiplicacao).

Os elementos da forma A - v serdo também denotados A\v. A seguir, lembremos mais alguns
conceitos da algebra linear.

Definicao 1.15. Um subespacgo vetorial de um F-espago vetorial é um subconjunto nao
vazto W de V', que com as operacioes acima definidas de V', também é um F'-espaco vetorial.
Equivalentemente, W € um subespago vetorial de V', sempre que wi,wy € W, A,y € F implica
que \wy + yws € W

Observacao 1.16. Sejam F um corpo e x uma indeterminada. O anel Fx] é um F-espago
vetorial. Seja n € N, defina

Flz),—1 = {P(z) € Flz] | grau P(x) <n —1} U{0}.

O conjunto F(x],—1 € um F-subespago vetorial de F[z] de dimensdo n, com a sequinte base
{1,z,2%, ... 2" '},

1.4 Modbdulos

Motivados pela definicao de espago vetorial, a nocao de médulo serd uma generalizacao
da mesma: ao invés de restringir os escalares a estarem num corpo, permitiremos que sejam
elementos de um anel qualquer.

Definicao 1.17. Seja R um anel qualquer, um conjunto nao vazio M € dito um R-modulo
(ou mddulo sobre R) se M € um grupo abeliano com rela¢ao a uma operacao + tal que para
todor € R e todo m € M existe um elemento rm € M satisfazendo

(a) r(a+b) =ra+rb,
(b) (r+s)a=ra+ sa,
(¢) r(sa) = (rs)a,
(d) la = a,
para todos a,b € M er,s € R.

Definicao 1.18. Um subgrupo aditivo N do R-mddulo M ¢é denominado um submaodulo de
M se para todor € R en € N, temos rn € N.



1.5 A Caracteristica de um Corpo

Nesta se¢ao estudaremos algumas propriedades dos corpos finitos fundamentadas em [7].

Se um corpo K ¢ finito, entao o nimero de elementos ¢, desse corpo, é a poténcia de um
numero primo. Como todos os corpos finitos com ¢ elementos sao isomorfos, denotaremos, de
agora em diante, um corpo finito com ¢ elementos por F,.

Seja K um corpo finito com elemento unidade 1. Considere o conjunto

Ak ={neN:inl=1+4+---+1=0} CN,
-

em que N denota o conjunto dos inteiros positivos.

Pelo fato de K ser finito, existe um inteiro positivo n tal que nl = 0. Logo, Ax # (). Assim,
Ak é um conjunto nao-vazio de N, e pelo principio da boa ordem, existe um elemento minimo.
A seguinte definicao é motivada por esta propriedade.

Definigao 1.19. A caracteristica de um corpo finito K € o inteiro positivo car(K),
definido por

car(K) = min Ax = min{n € N | nl = 0}.
Se um corpo F' é um subcorpo de um corpo K, entio car(K) = car(F'), pois Ap = Ag.
Note que K é um espaco vetorial sobre F'.
Proposicao 1.20. Seja K um corpo finito, entao car(K) é um nimero primo.

Demonstragao. Seja m = car(K) e suponhamos que m nao seja primo. Logo, m = my - ma,
onde my e mo sao inteiros maiores do que 1 e menores do que m. Logo

0=ml = (my-mg)1l=my(mgl) = (myl) - (mal)
Como K é um dominio, temos m;1 = 0 ou ms1 = 0, o0 que contradiz a minimalidade de m. [

Proposicao 1.21. Seja K um corpo finito com car(K) = p. Se param € Z e a € K temos
ma = 0, entao m é um maltiplo de p ou a = 0.

Demonstra¢ao. Suponhamos que ma = 0, logo, (ml)a = 0. E como K é um corpo, temos
ml =0 ou a = 0. Basta agora mostrar que, se m1 = 0, entao m é um multiplo de p. De fato,
suponhamos que m1 = 0. Pelo algoritmo da divisao, temos m = Ap+ 7, onde 0 < r < p. Logo,

O=ml=Mp+r)l=Apl)+rl=X0+rl=rl

e como p é o menor inteiro positivo tal que pl = 0, segue que » = 0. Portanto, m é multiplo de
p. O

Teorema 1.22. Seja K um corpo finito com car(K) = p, onde p é um nimero primo. Entao,
K contém um subcorpo isomorfo a Z,. Em particular, K possuip" elementos para algum inteiro
POSitivo n.

Demonstracao. Considere a aplicagao:
VL, — K
n+— nl.

Primeiramente, notemos que esta aplicacao estd bem definida, de fato, considere n = m, entao
existe um inteiro A, tal que, n = Ap + m. Logo,

nl=Ap+m)l=(Ap)l+ml=Apl)+ml=0+ml=ml.

Vamos verificar que esta aplicacao ¢ um homomorfismo. De fato,



(i) v(m+n) =v(m+n)=(m+n)l =ml+nl =v(m)+(n).
(i) (- 7) = $(FR) = (mn)1 = (m1)(n1) = b(m)H(A).
(iii) (1) = 1.
Agora como K e Z, sao corpos e ¢ é um homomorfismo, temos que ¢ (Z,) é um subcorpo
de K, isomorfo a Z,. Portanto, K é um espaco vetorial sobre Z, e como K ¢ finito, segue que,

tem dimensao finita sobre Z,. Seja {a1,...,a,} uma base de K sobre Z,, entao, todo elemento
de K se escreve de modo unico na forma

Arag 4 -+ Ayagp,

onde os \; € Z,, com 1 < ¢ < n. Portanto, segue que |K| = p™. O]

1.6 Poténcia de Caracteristica

As poténcias da caracteristica de um corpo finito possuem propriedades fundamentais que
serao abordadas nesta secao. Essas propriedades tém implicacoes significativas nas operacoes
e estrutura do corpo, e serao exploradas. Para os leitores interessados em aprofundar-se no
assunto, ¢ recomendado consultar [7].

Proposicao 1.23. Seja K um corpo finito de caracteristica p e seja g = p”, para algum inteiro
positivo r. Se a,b € K, entdo
(a £ 0)?=a? £ b

Demonstracao. Provemos este resultado por indugao sobre 7. Pelo binomino de Newton, temos

(aib)pzapi'“Jr(il)i(];)ap‘ibi+---ibp.

Mas como ( = z,(p oIk temos que p | ]ZO ), para todo ¢ = 1,...,p — 1. Ainda, notemos

que (—b)? = —b. De fato, se p é impar o resultado é ébvio. Por outro lado, se p é par entao
p=2e —1 = 1. Dai segue que
(a £b)P =a? £ 0P,

ou seja, o resultado vale para r = 1. Agora, suponha que o resultado seja valido para, r — 1.
T r—1\P r—1 r—1\P T T
(a £ b)P :<(aib)p ) :<ap + P > =a’ b

Portanto (a + b)? = a? £ 9. O

Segue, por inducao, que, se ay, ..., a, sao elementos de um corpo finito K, de caracteristica
p e se ¢ é uma poténcia de p, entao:

(a1 +-+a,)!=al +---+al.
Temos também que, se P(x) = ag + -+ + a,_ 12" + a,2™ € K[z], entao
Px)!=al+ -+ al a4 qd g

Corolario 1.24. Seja K um corpo finito de caracteristica p. Se q = p" para algum inteiro
positivo r, entao a aplicacao f, € um isomorfismo de corpos, onde

fo K — K
z — x4,



Demonstracio. Temos claramente
falab) = (ab)? = a" = fq(a)fq(b)
e pela proposigio acima,
fola+b) = (a+b)?=a?+ b = f,(a) + f4(b)

Como f,(1) = 1, segue que f, é um homomorfismo, pois veja que,

(i) fola+b)=(a+b)?=a?+b!= f,(a)+ f,(D).

(i) fy(ab) = (ab)? = a®b? = fe(a)fq(b).
(i) f,(1)=17=1.

Além disso como f; é um homomorfismo entre corpos, segue que f, é injetora e, como K é
finito, segue que f, é bijetora; logo, ¢ um isomorfismo. n



Capitulo 2

Teoria de Cdédigos

Neste capitulo, exploraremos a teoria dos cédigos, abordando a definicao de alguns conceitos
fundamentais nessa area. Inicialmente, discutiremos os codigos sobre corpos finitos, apresen-
tando definicoes e alguns teoremas importantes que o leitor pode ver com mais detalhe no livro
[7]. Em seguida, iremos analisar como esses cddigos se comportam quando sao considerados
sobre anéis finitos, que sao de grande importancia ao longo deste trabalho. Esses aspectos
podem ser encontrados em [1] e [12].

2.1 Cobdigos Lineares

Uma classe muito importante de cédigos utilizada na pratica é a classe dos cédigos lineares.
Esses codigos sao construidos a partir de espagos vetoriais sobre o corpo finito F,, que serve
como o alfabeto dos simbolos. Para cada inteiro positivo n, podemos considerar um espago
vetorial Fy' de dimensao n, onde cada elemento ¢ um vetor de n simbolos pertencentes ao corpo
[Fy. Os c6digos lineares sao subespagos desse espago vetorial Fy, que podem ser gerados por um
conjunto de vetores chamados vetores geradores. Essa estrutura dos cédigos lineares permite
a utilizagao de técnicas eficientes de codificagao e decodificagao, tornando-os muito tteis em
aplicagoes praticas de comunicagao e armazenamento de dados.

A construcao de um codigo corretor de erros comeca com a definicdo de um conjunto finito
chamado alfabeto, representado por A. O tamanho desse alfabeto, indicado por | A|, é denotado

por q.
Definigao 2.1. Um cdédigo é um subconjunto adequado de A™, onde n € um inteiro positivo.
Para quantificar a proximidade entre palavras, é necessario introduzir uma métrica de

distancia entre elas no espaco A”. A métrica de Hamming é uma medida comum usada para
medir a distancia entre palavras nesse contexto.

Definigao 2.2. Dados dois elementos u,v € A", a distaGncia de Hamming entre u e v é
definida como
d(u,v) = [{i | u; # v, 1 <i < n}

Definigao 2.3. Seja C' um codigo. A distancia minima de C' € o nimero
dy = min{dg (u,v) | u,v € C' e u # v}.

Defini¢ao 2.4. Um cddigo C C Fy serd chamado de cédigo linear se for um subespago
vetorial de Fy. Todo cédigo linear € por defini¢ao um espago vetorial de dimensao finita. Seja
k a dimensao do cddigo C' e seja {vy,va,...,vx} uma de suas bases, portanto, todo elemento
de C' se escreve de modo unico na forma

A1 4 AU 4 -+ - 4 Ay



onde 0s N\;,i =1,...,k, sao elementos de IF,. Segue dai que

e, consequentemente,
dimg C =k = log, ¢ = log,, M.

Exemplo 2.5. Seja C C F® e suponha que a dimensao dim(C) = 3, entdo exitem oy, aq, ag €
FL tais que
C = {aa; +bay + cas | a,b,c € F5} e |C| = 5°

De maneira mais geral se C' ¢ um cé6digo linear sobre Fy de comprimento n, ou seja, C' C Fy,
de dim(C) = k, entao |C| = ¢*.

Definigao 2.6. Dado x € Fy, definimos o peso de x como sendo o nimero inteiro

wi () == [{i | 2 # 0}

Em outras palavras, temos

Definicao 2.7. O peso de um cddigo linear C' é o inteiro
wy(C) == min{wy(z) |0 # 2 € C}.
Proposigao 2.8. Seja C C Fy um cddigo linear com distancia minima dy. Temos,
i) para todos u,v € F} temos dy(u,v) = wy(u —v);
ii) dy = wy(C).
Demonstragao. i) Temos

wp(u—v) = dy(u—wv,0)
= NHilu—v; #0,1<i<n}|
= [iluw#v;,1<i<n}
dy(u,v).

i1) Para todo para de elementos u,v € C' com u # v, temos w =u —v € C' — {0} e dy(u,v) =
wy(w). O

2.2 Matriz Geradora de um Cddigo

Considere um codigo linear €' C Fy. Os parametros do cédigo linear C' sao representados por
uma tripla de nimeros inteiros (n, k,d), onde k é a dimensao de C sobre F, e d representa a
distancia minima de C', que é equivalente ao peso w(C') do cédigo C. O ntimero de elementos
em C, denotado por M, é igual a ¢*.

Seja B = {vy,...,v;} uma base ordenada de C. Podemos construir uma matriz G, cujas
linhas sao os vetores v; = (v, ..., Vi), OU s€ja,
0N Vi1 V12 -+ Uin
G p— p—
U Ukl Vg2 - Ugn

10



A matriz G acima é chamada matriz geradora de C associada a base B. Podemos definir uma
transformacao linear T : Fi — F7 através da multiplicacdo de um vetor z = (z1,...,2;) € Fh
pela matriz G, ou seja,

T(x) =2G = z10; + - -+ + TR

Logo, T (]Ff;) = (. Note que, a matriz geradora G nao ¢ unica para o cddigo C', pois ela depende
da escolha da base B. Além disso, uma base de um espaco vetorial pode ser obtida a partir de
outra através de operacoes como permutacao de elementos, multiplicacao de um elemento por
um escalar nao nulo ou substituicao de um vetor por ele mesmo somado a um multiplo escalar
de outro vetor da base.

Dessa forma, é possivel obter diferentes matrizes geradoras para o mesmo cédigo C' através
de uma sequéncia de operacoes, como permutacao de linhas, multiplicacao de uma linha por
um escalar nao nulo e adicao de um muiltiplo escalar de uma linha a outra. Por outro lado, é
possivel construir codigos a partir de matrizes geradoras GG, tomando uma matriz cujas linhas
sejam linearmente independentes e definindo o codigo como a imagem da transformagao linear
T: IF’; — Fy, onde z — zG.

2.3 C(Cbdigos Duais

Nesta secao, vamos explorar o conceito de codigos duais na teoria de codigos lineares sobre o
corpo finito [F;. O cédigo dual de um coédigo linear C' ¢ definido como o conjunto de vetores que
sao ortogonais a todos os vetores em C'. Utilizando a operacao de produto interno, podemos
caracterizar o cédigo dual de forma mais precisa.
Sejam u = (uy,...,u,) € v = (v1,...,v,) elementos de F. Definimos o produto interno
de u e v como
(u,v) = ugvy + -+ - + Upvy.

Essa operagao possui as propriedades usuais de um produto interno, ou seja, é simétrica
<Ua U> = <Ua u>

e bilinear
(u+ Aw,v) = (u,v) + Mw,v)

para todo A € [F,.

Definigao 2.9. Para um cddigo linear C C Ky, definimos o seu cddigo dual C* como o
subconjunto de ¥y ortogonal a C isto €,

CL:{UEFZ’<U,U>:0,VUEO}.

Proposigao 2.10. Se C' C F} é um cdédigo linear, entao C+ € um subespaco vetorial de Fy,
ou seja, C*+ € linear.

Demonstragio. Claramente C+ # (), pois 0 pertence ao dual. Sejam u,v € C+ e A € F,.
Temos, para todo z € C', que

(u+ v, z) = (u,x) + AMv,z) =0

e, portanto, u + Av € C*, provando que C* é um subespaco vetorial de Fy. O

11



2.4 Codbdigos Ciclicos

A partir de agora, representaremos as coordenadas de Fy como (o, . ..  Tp_1)-

Definigao 2.11. Um cddigo linear C' C Fy serd chamado de cédigo ciclico se, para todo
c=(coy...,cn1) € C, 0 vetor (c,_1,Co,...,Cn2) € C.
Equivalentemente, o codigo linear C' sera um codigo ciclico se, dada a permutacao m de

{0,...,n — 1} definida por
(i) = 1—1 86@:21,
n—1 se1=0

e, sendo
T7r (Co, Ciy. ot acn—l) = (Cn—ly Co, - - - 7Cn—2) )

tivermos Tr(c) € C para todo ¢ € C; ou seja, T(C) C C.

Definigao 2.12. Um cédigo C, é chamado reversivel se para todo ¢ = (co,c1,...,¢cq-1) € C,
temos (¢p_1,Cn—2,...,¢o) € C.

12



Capitulo 3

Anel nao Encadeado e Semilocal

Neste capitulo vamos apresentar algumas propriedades do anel R = Fym @vF,m. Caracteristicas
e resultados importantes de R serao destacados, os quais o leitor pode encontrar em [1].

Seja [F,m um corpo finito de caracteristica p, com p um primo impar e m um inteiro positivo.
Ao longo deste trabalho vamos usar ¢ = p™ e definimos o anel

R=F,®vF,={a+vb|abeF,}, onderv’=1,

com operagoes de adi¢ao e multiplicacao decorrentes dessa relagao. Isto é, (a + vb) + (c+vd) =
(a+c)+v(b+d)e
(a + vb)(c + vd) = (ac + bd) + v(ad + bc).

Note que R é um anel de ideais principais. Para provar isso, mostremos que R é isomorfo
a F,[z]/(2? — 1). Considere a fungao v definida como segue:

i Fylz] — R
fl@) — f(v).

E claro que ¢ é um homomorfismo de anéis, de fato, sejam f(z), g(z) € F,[z]. Entéo,

P(f(@) +g(x) = »((f+9)@) = (f +9)(v) = f(v) +g(v),
O(f(@)-g(x) = $((f-9)() = (- 9)w) = f(v)-g(v).

Assim, 1) é um homomorfismo. Além disso, ¢ é sobrejetor pois se a+vb € R, entao ¢(a+bx) =
a+ bv, com a + bx € F,[xz].

Vamos provar kery) = (22 —1). Se f(z) € (2? — 1), entdo existe g(z) € F,[z] tal que
f(x) = (22 = 1) - g(z). Assim,

(f(2) = P((2* = 1) - g(x)) = Y(a* = 1) - P(g(2)) = (v* = 1) - g(v) = 0.
Dai, f(z) € ker . Isso prova (22 — 1) C ker ).
Se f(x) € ker ¢, pelo algoritmo da divisio, existem q(z), r(x) € F,[z] tais que
flx) = (2 = 1) - q(z) + r(2),
com 7(z) = 0 ou graur < 2. Entéo, existem a,b € F,[2] tais que r(z) = a + bz, e note que
0= v(f(x)) = (2> — 1) - ¥(q(z)) + ¥(a + bx) = a + bv € R = F, & vF,.

Daf a = b =0, e, portanto, f(x) € (z? —1). Ou seja, kerp = (22 — 1).

13



Denotemos 7 : F [z] — F [z]/(2* — 1) o homomorfismo canonico. Pelo primeiro teorema
de isomorfismo, veja o Teorema 1.9, existe um tnico isomorfismo p que faz o seguinte diagrama
comutar

Fy[z] i R

Folz]/(z* = 1)

e, p esta definido por p(a + bx) = a + bu.

Do Teorema 1.10, sabemos que existe uma correspondéncia biunivoca entre os ideais I de
R e os ideais J de F,[z] que contém (2* — 1). Essa correspondéncia é dada por p(n(J)) =1 e
7 Yp (1)) = J. Como F, é corpo, entdao F,[z] é dominio principal. Dessa forma, se J é um
ideal de F,[z], entdo existe f(x) € F,[z] tal que J = (f(z)). Dal, I = p(n(J)) = (f(v)), em
outras palavras, R é um anel de ideais principais.

Se J = (f(x)) é um ideal de F,[z] que contém (z? — 1), entdao 2> — 1 € (f(z)), ou seja,
f(x) | 2% — 1. Como os divisores monicos de x> —1sao 1,z — 1, z+ 1 e 2% — 1, entao os tnicos
ideais de R sdo (1) = R, (1 —v), (1+v) e (1 —v?) = {0}.

A seguir temos o seguinte diagrama dos ideais de R:

R
(1—wv) (1+v)

{0}
Em outras palavras, acabamos de provar o seguinte resultado.

Proposicao 3.1. R € um anel semilocal com dois ideais mazimais, a saber (1 —v) e (1 +v).
Em particular, R nao é um anel em cadeia.

Além do isomorfismo R = F,[z]/(z* — 1), também temos outro isomorfismo dado pelo
teorema chinés dos restos. Observe que para os ideais I = (z — 1) e J = (z + 1) de F,[z],
temos I.J = (2% — 1) e em caracteristica fmpar, I + J = F,[z], pois :(z + 1) — 3(z — 1) = 1.
Como [ e J sao coprimos, pelo teorema chinés dos restos, temos também o seguinte isomorfismo
Fyla]/(z + (2 — 1) = F,[u] /(& — 1) x F,[z]/(x + 1) dado por

fa)+(@® = 1) — (f(z) + (2 = 1), f(z) + (z+ 1))

Por outro lado, F,[z]/(z — 1) e F,[z]/(x + 1) sdo isomorfos a F,. Esses isomorfismos sao dados
pelo homomorfismo avaliacao. Isto é

avy: Flz]/(z—1) — F, o AV q[x]/(x—i-l) — T,
fl@)+(x—1) — f(1) f@)+(@+1) — f(=1).

14



A composta desses isomorfismos, juntamente com o isomorfismo
Folz]/(z + 1) (2 — 1) = Fola]/(x — 1) X Fola]/(x + 1),

é 0 isomorfismo
F: Flz]/(z*-1) — F?

fl@)+ (@ =1) — (f(1), f(=1)).
Isso implica que p=Fop™ ' : R — Fg ¢ um isomorfismo que é dado por
pla+bv)=(a+ba—>b).

Lembre que esse ¢ um isomorfismo caso [, seja de caracteristica impar.

3.1 Coddigos Lineares sobre Anéis

A teoria de codigos lineares sobre anéis é uma &area de estudo fundamental na teoria aqui
trabalhada. Ela envolve a construcao de codigos que operam nao apenas em corpos finitos, mas
também em anéis, que sao estruturas algébricas mais gerais.

Definicao 3.2. Um cddigo linear C' de comprimento n sobre um anel R é um R-submddulo de
R"™ e os elementos de C sao chamados palavras do cédigo.

Definicao 3.3. O cddigo dual C+ de um cédigo linear C C R™ é definido por
Ct={a€R"|(a,b)=0,VbeC},

onde o produto interno euclidiano de dois elementos de R™, ¢ = (¢1,...,¢,) ed = (dy,...,dy),
¢ definido por
(c,d) = Zc,-di.
i=1

Vejamos entao que C+ é um cédigo linear, de fato, C+ # () e para quaisquer ¢,d € C* e
A € R, temos, para todo z € C, que

(c+ Md,z) = (c,z) + Nd,z) = 0.
Portanto, ¢ + A\d € C*. Isso prova que C* é um R-submédulo de R™.

Definicao 3.4. Um cédigo C, é chamado auto-ortogonal se C C C*, e auto-dual se
C=C+.

Vamos estudar agora a estrutura do anel R. Para tal, vamos provar que
R=(1-v)a(14+v)=(1—-v)F,®(1+v)F,.

Veja que (1—wv) e (14v) sao ideais de R. Quando escrevemos soma direta, estamos dizendo que
todo elemento de R se escreve de forma tnica como uma soma de elementos de (1 —v) e (1+v).
Em outras palavras, iremos provar que R = (1 —v) + (1 4+v) e (1 —v)N (1 +v) = {0}. Para
provar a segunda igualdade, provaremos (1 —v) = (1 —v)F, e (14 v) = (1 + v)F,. Provemos
esses resultados por etapas.

Lema 3.5. Sejam (1 —v)F, e (1 +v)F, definidos por
(1—-v)F,={a(l—v)|acF,} e (14+v)F,={b(1+v)|belF,}.

Temos (1 —v) = (1 —v)F, e (1+v) = (1+v)F,.
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Demonstragao. Seja (1 —v)(a + bv) um elemento do ideal (1 —v). Temos

(1—v)a+b) = a—av+bv—b?
= a—av+bv—0»
= (a=b)—(a—Db)w
= (a=b)(1-w),

com a — b € F,, portanto (1 —v) C (1 — v)F,. Por outro lado, como F, C R entdo (1 —v)F, C
(1 —wv), dai (1 —v)F, = (1 —v). De forma similar (14 v)F, = (1 + v), pois

(I14+v)(a+bv)=(a+b)(1+v).

Proposi¢ao 3.6. R=(1—-v)& (1+v)=(1—-v)F, & (1 +v)F,.

Demonstragao. Vamos provar que R = (1 —v)F, @ (1 +v)F,. De fato, veja que 2 € F, e 2 # 0,
pois trabalhamos em caracterfstica fmpar. Assim, 27! = % € F,. Dado a + bv € R, temos

1 1
§(a—b)(1—v)+ (a+b)(1—|—v):§(a—b—av—|—bv+a+b—l—av—l—bv):a—I—bv.

N | —

Logo, a + bv € (1 — v)F, + (1 + v)F,, pois 3(a —b),3(a+b) € F,. Como (1 —v)F, C Re
(14 v)F, C R, entao R = (1 —v)F, + (14 v)F,. Pelo Lema 3.5, temos (1 —v) = (1 —v)F, e
(14+v) = (1+v)F,. Assim, os ideiais I = (1 —v) e J = (1 4 v) sdo coprimos, pois R = I + J.
Pelo Teorema 1.13, temos I NJ = IJ. Como IJ = (1 —v)(1+v) = (0), entdo a soma ¢ direta,

istoé, R=1® J. O

Veja que a proposicao anterior indica que todo elemento o € R se escreve de forma tnica
como o = (1 —v)a+ (1 4+ v)b, com a,b € F,.

3.2 Funcao de Gray

Motivados pelas construgoes acima, nesta se¢ao vamos definir a fun¢ao de Gray. Pela Proposicao
3.6, a funcao
Y R — IFZ
(I1—-v)a+ (1+v)b — (a,b)
é uma bijecao. Essa bijecao pode ser estendida a uma funcao ¢y : R* — F 2” definindo, para
todo (a1, e, ..., ) € R",

Yo((ar, g, ..o yan)) = (V(an), P(az), ..., Y(an)).

E claro que ¥ ¢ uma aplicagao linear sobre F,, de fato, se « = (1 —v)a; + (1 +v)by € R,
B=(1—-v)as+ (1+v)by € RecelF, entao

Vlatcf) = (1 —v)ar+ (1+v)b + c((1 —v)ag + (1 + v)b2))
(1 —v)(ar + caz) + (1 +v)(by + cba))
= (a1 + cag, by + cby)
= (a1,b1) + c(az, be)
U(a) + cp(B).
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Veja que ¥ nao é um homomorfismo de anéis pois, para c € F, C R, temos ¢ = §(1—v)+5(1+v),
isto 6, ¥(c) = (%,%). Dessa forma, para o = (1 —v)a+ (14 v)b € R, temos

vlea) = ea.ch) £ (5.5 ) = vlwia)

Alguns autores, como em [6], definem a fungao de Gray como . No entanto, em [1] a funcao
de Gray ¢ definida da seguinte forma:

Definicao 3.7. Seja M € GLy(F,), onde GLo(F,) € o conjunto de todas as matrizes invertiveis
2 x 2 sobre IF,. Como M ¢€ invertivel, a aplicagao linear

[ Fg — ]Fg
(a,b) — (a,b)M

é bigetora. Definimos a funcao de Gray como

p=po: R — F

(1-v)at (I+o)b —s (a,b)

M.

Observacao 3.8. E claro que a fungao ¢ € bijetora e pode ser estendida a uma fungao ¢q :
R" — F?I”, da mesma maneira que estendemos 1y, isto é, para todo (aq,qs,...,a,) € R™,

define-se

Po((ou, a2, ..o, 00)) = (Pan), (), ..., ().
Como 1 e i sao aplicagoes lineares bijetoras sobre Fy, as fungoes ¢ e ¢y também sdao aplicagoes
lineares bijetoras.

Seja C' um codigo sobre R de comprimento n, isto é, C' C R"™ é um R-submédulo de R™.
Para a = (a1, a9,...,0,) € C, existem tnicos a;,b; € F, tais que a; = (1 — v)a; + (1 + v)b,,
para todo 1 <7 < n. Portanto,

a = (1=v)ar+ (1 +v)by, (1 —v)ag+ (1 +v)bs,...,(1 —v)a, + (1 +v)by,)
= (1—=v)(ar,a2,...,a,) + (L +0)(b1,ba, ..., by).

Definimos entao

C;, = {aeF;|3eF] tal que (1 -v)a+ (1+v)beC}e
Cy, = {beFy|3JacF; tal que (1 —v)a+ (1+v)be C}.

Veja que C e C; sao cédigos lineares de comprimento n sobre F,. Além disso, temos o seguinte
resultado.

Lema 3.9. C = (1 —v)Cy @ (1 +v)Cs.

Demonstragao. Seja a = (ay, o, ...,a,) € C. Como vimos acima, existem unicos a;,b; € F,
tais que
a; = (1 —v)a; + (1 + v)b;

e, portanto,
a=(l—v)a+ (1+v)b,

onde a = (a,a,...,a,) € Fy e b = (by,bo,...,b,) € F7. Por definicio de C; e Cs, temos
a€Cyebe(Cy Assim
C g (1 - U)Cl + (1 + U)CQ.
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Por outro lado, seja a € (', entao existe b € Cs tal que
a=(1—-v)ja+(1+v)beC.
Como C' é um R-médulo, entao 271(1 —v)a € C. Assim,
2711 —v)a = 27" (1—v)(1—v)a+27"(1—v)(1+v)b
= 27'1—-v—v+vHa+2' (1 +v—v—20%)b

= 27121 —v)a +27(0)b
= (1—-v)a.

Isso implica (1 — v)a € C. De forma similar, prova-se que se b € Cy, entao (1 +v)b € C. Em
outras palavras
(1 — U)Ol —+ (1 -+ ’U)CQ g C.

Provemos que a soma ¢ direta, ou seja

(1—-v)CiN(1+v)Cy ={0}.

Seja o € (1 —v)Cy N (1 + v)Cy. Isso quer dizer que existem a € C e b € Cy tais que
a=(1-v)a=(1+v)b.
Multiplicando a segunda igualdade por 1 — v e como
(1—-v)?=21-v) e (1-v)(1+v)=0,
temos 2(1 — v)a = 0. Escrevendo a = (a4, ..., a,), vemos que
(2(1 —v)ay,...,2(1 —v)a,) = (0,...,0).

Ou seja, para todo 1 <17 < n,
2a; — 2a;,v = 0 =0 + Ow.

Logo, a; = 0, ou ainda, a = 0. Assim, a = 0 e, portanto,
(1—-v)Cy N (1+v)Cy = {0}.

Conclui-se que
C= (1 — U)Cl D (1 + ’U)CQ.
O

mn

g entao

Observe que como C' C R", entdo C*+ C R". Da mesma forma, como C;,Cy C F
Ci,Cy C [Fy. Com isso em mente, provamos o seguinte resultado.

Lema 3.10. C*+ = (1 —v)C{ & (1 +v)C5-.
Demonstracao. Primeiro vamos definir:
CJ_ = {5 = (517525-"7671) < FZ ‘ <6,0é> = 07 Va € C}

Seja 3 € C*, entdo f3 se escreve de maneira tinica como § = (1 —v)z + (1 +v)y, com =,y € Fy
e sejam:

Cit={a=(ay,a,...,a,) ey | (a,a"y =0,Vd = (a},a5,...,d,) € Ci}
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Cy = {b=(by,bs,...,by) eF2 | (b,V)) =0, Vb = (by,b,...,0,) € Ci}

Dado a € C, nos sabemos que a € C' se escreve de maneira tnica como « = (1 —v)a+ (14 v)b
com a € C] e b € Cy, consideremos agora

(B,a) = (I—=v)x+(1+v)y, (1 —v)a+ (14 0v)b)
= (1 —=v)x, (1 —=v)a)+ (1 +v)y, (14 v)b),

pois
1—v)z,(1+0)b) = (1—v)(1+0v)(z,b) =
1—v)y,(14+v)a) = 1—v)(1+v){y,a)=0
Como v? = 1, temos
1—v)(1-v) = 2(1—-v) e

Entao,
(B,a) =2(1 —v)(x,a) + 2(1 +v){y,b) = 0.

Assim, ($,a) = 0. Isto ocorre se, e somente se, {(x,a) = 0 e (y,b) = 0. Entao, 3 € C* se, e
somente se, para todos a € C e b € (5 tais que

(x,a) =0 e (y,b) =0.
O qual ocorre se, e somente se, z € Ci- e y € Cy. Em outras palavras,
Ct=(1-v)Ci @ (1+v)Cy.
O

Observacao 3.11. A notagio C = (1 —v)Cy & (1 +v)Cy usada acima, serd utilizada ao longo
deste trabalho.

3.3 Matriz Geradora

A matriz geradora do cédigo linear C' sobre R é dada por:

o [(1 — )G, }

(1 + ’U)Gg
onde Gy, Go sdo matrizes geradoras de Cy e Cy respectivamente e |C| = |C4||Cy|. De fato
suponha que {vy,vy,..., v, } é base de Cy e {wy,ws,...,wy,} é base de Cy. Para o € C

existem unicos z € (7 e y € () tais que
o= (1=v)e+(1+0)y,
de modo que existem unicos ai, as, ..., ar, € Fy e by, by, ..., by, € Fy tais que

T = a1+ QU2 + - - + Qg Vi,
b1w1 + b2w2 + 4 bk2wk2.
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Entao,
a=(1-v)av;+(1—v)agve+- - -+ (1 —v)ag, vk, + (1 +v)byw; + (14 v)bgws + - - - + (1 + ) by, wi,

de modo que, {(1 —v)vy, (1 —v)vg, ..., (1 — v)vg,, (1 + v)wy, (1 +v)ws, ..., (1 4+ v)wg,} é uma
base de C. Assim, a matriz geradora de C' é

e ]
(1 +.U)w2

_(1 + U)wkl_

Definicao 3.12. Como no caso de codigos sobre corpos finitos, definimos a distancia de
Hamming entre dois elementos o, € R", denotado por dy(a, ), como sendo o nimero
de coordenadas nas quais o e 3 sao diferentes. Define-se também o peso de Hamming de
a € R", denotado por wy(a), como sendo o nimero de componentes diferentes de zero em «.
Dessa forma, para o, 8 € R", tem-se dy(a, ) = wy(a — §). A distdncia de Hamming de
um codigo linear C' sobre R é definida por

dy = min{dg(a,p) | a, 5 € C e a # B} = min{wy(«a) | 0 # a € C}.
Motivados pela funcao de Gray vamos apresentar as seguintes defini¢oes.
Definicao 3.13. Definimos o peso de Gray para ¢ € C' por
we(c) = wr(¢o(c))-

Entao, o peso de Gray para a palavra o = (o, Qa, ..., ) € C €

we(a) = ch(ai),

onde o peso de Gray de a; € R € definido por wg(a;) = wy(¢d(a)), para todo i =1,...,n. A
distancia de Gray entre duas palavras o, € C' como

dg(a — B) = wg(a — B).
Além disso, a distancia de Gray do codigo linear C' é
de(C) = min{wg(a) |0 # a € C}.

A discussao acima conclui que o mapa de Gray ¢y : R — Fg” ¢ uma funcao linear que
preserva a distancia entre os espagos (R",dg) e (Fg", dy), e preserva 0 peso entre os espagos
(R", wg) e (FZ", wy). Consequentemente, para um cédigo linear [n, k, dg], sua imagem de Gray
¢o(C) é um cddigo linear [2n, k, d¢] sobre F,, onde dg = dp.

Teorema 3.14. Seja C' um cddigo linear auto-ortogonal de comprimento n sobre R e M uma
matriz invertivel 2x 2 sobre |, tal que MM+ = XI5, onde M+ é a transposta de M, Iy é a matriz
identidade e 0 # X € F,. Entao, a imagem de Gray ¢o(C) € um cddigo linear auto-ortogonal
de comprimento 2n sobre IF,.
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Demonstracao. Seja C' um cédigo linear auto-ortogonal de comprimento n, ou seja, C C C+, e
sejam ¢, d € ¢o(C). Entao, existem «, 8 € C tais que ¢ = ¢g(a) e d = ¢o(3), onde

=((1=v)ar + (1 +v)by, (1 —v)ag+ (1 +v)ba, ..., (1 —v)a, + (1 +v)b,) = (1 —v)a+ (1 +0v)b
B=(1=v)ar+ 1 +0)by, (1 —0)as+ (1+0)bg, ..., (1 =), + (1+0)by) = (1 —v)a+ (1+v)b,

com ai,bi,&i,i)i € [y, para todo @ = 1,2,...,n. Para provar que ¢o(C') é auto-ortogonal,
precisamos mostrar que (¢, d) = 0. Como C' é auto-ortogonal, temos que

0 = (o,8) =) ((1—v)ai+ (L+0)b)((1 = v)a; + (1+ v)b;)

=1

= 21— v)asd; +2(1 + v)bib;

i=1

= 2(1—v) Zalaz—l—Ql—i—vZ
= 2(1—v)<a,a>+2(1+v)< b).
Como R = (1 —v)F, ® (1 +v)F,, temos (a,a) =0e (b =

0.
Além disso, note que ¢g(a) = ((@i, bi) M) <;<, € G0 < a;, bi) ) . Entéo,
== 1<i<n’

(c,d) = <¢0(a),(¢0(5))>:Z<(ai,b,-)M,(di,bi)M>

= 3 (ai, bi)M - ((d@;, b)) M) =) (az, bi) MM™*(ds, b) -

i=1 =1

= )\Z a;,b a,, —)\Z alal—i—bb
= A (Z a;d; + Zbi@) = M\(a,a) + (b)) = 0.
=1 =1

Como supomos que ¢, d € ¢o(C), temos ¢o(C) C ¢o(C)t. Assim, ¢o(C) é um cédigo linear
auto-ortogonal de comprimento 2n sobre [F,. O]

Corolédrio 3.15. Sejam a = (1 —v)a+ (1 +v)b € R" e f = (1 —v)a+ (1 + v)b € R", onde
a,b,a,b € Fy sao como no teorema anterior. Entao,

(a, B) = 2(1 — v)(a,a) + 2(1 + v)(b, b)

(Bol@),60(8)) = A ({a.a) + (b,))

Demonstracao. Segue diretamente da prova do teorema anterior. L]
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Capitulo 4

Cdédigos LCD

O objetivo deste capitulo é caracterizar de forma abrangente o cédigo ciclico LCD de compri-
mento n, em relagao aos polinomios geradores. Para alcancar esse objetivo, vamos primeiro
relembrar a estrutura dos cédigos LCD sobre [, conforme estabelecido no Lema 4.20 e no Lema
4.23. Portanto, estaremos fornecendo uma compreensao completa e aprofundada dos cédigos
ciclicos LCD em relagao aos polinémios geradores.

4.1 Polinémios Geradores de um Cddigo Ciclico

A teoria que vamos abordar nesta secao é de suma importancia para as secoes seguintes sobre
os codigos LCD.

Definicao 4.1. Definimos o sequinte isomorfismo linear:

t:Fy — Fylz]/(a" - 1),

dada por t(co,...,Cn1) = o+ 1@+ -+ cpa™ L.

Vamos provar que ¢t ¢ uma transformacao linear de Fj -espacos vetoriais. De fato, se
(ag, - -5 an-1),(bo,---,bn1) € Fy e X € Fy, temos

t((ag, .-y an_1) + Ao, ..., bp_1)) = tlag+ Nbg, ..., a1+ Nbp_1)
= ag+ Abg+ (a1 + Aby)z + - + (ap—1 + Abp_q) ™!
= aptax+-+a, 12"+ Ay +byx+ -+ b, a7t
= t(ag,...,an-1) + At(bo, ..., bp_1).

Assim, t é uma transformacao linear. Vejamos que t é injetora.

< t(Co,...,Cn_l) =0
= cytertcer’t -tz e (" - 1)
<

60201202:"':Cn,1:0.

(coy. .. Cno1) € ker(t)

Logo, t é injetora, pois ker(t) = {0}. Como ambos espagos tém ¢" elementos, ¢ é sobreje-
tora. Assim temos que ¢ é um isomorfismo de F,-espacos vetoriais. Note que dim (F’;) =n
e dim (Fy[z]/(z" — 1)) = n. Denotemos por {ej,...,e,} a base canonica de ;. Observe que
{1,7,...,2"" 1} é uma base de F,[z]/(z" — 1).

Lembremos que, se C' ¢ um cddigo linear em Fy, entao C' é subespago vetorial de Fy e,
portanto, t(C') é subespaco vetorial de F,[z]/(z™ — 1).
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Proposigao 4.2. Seja C' um subconjunto de Fy. Temos que C' € um cdédigo linear ciclico se, e
somente se, t(C) € um ideal de F,[x]/(z" — 1).

Demonstragao. Suponha que C' é um cédigo linear ciclico. Ja sabemos que t(C) é um F,-

subespago vetorial de F,[z]/(z" — 1), ou seja, para a(x),b(x) € t(C) e A € Fy, temos

a(z) +b(z) € t(C) e Aa(z) € t(C).

Para provar que t(C) ¢ ideal de Fy[z]/(2" — 1), resta provar que se a(x) € Fy[z]/(z" — 1) e
b(x) € t(C), entao a(z)b(x) € t(C). L

Seja b(z) = by +byw + -+ b, 12" € Fz] tal que b(z) € ¢(C), ou seja, (b, ...,b,1) € C.
Entao

T-b(x) = bor+ba?+---+ b2
bn—l + boﬂf + bl.CEQ + -+ bn_g.ilﬁn*Q
- t(bn—la bO) bla ey bn—2)

Como C' é ciclico, (b_1,b0,b1,- - -,bn_2) € C, logo T - b(x) € t(C). Se escrevemos

a(r) = ag + ayx + agx® + -+ a2,
entdao a(x)b(x) € t(C), jA que por indugdo temos que, para todo j > 0, a;x’ - b(z) € t(C).
Assim, t(C') é um ideal de F,[z]/(z" — 1).
Suponha agora que t(C') é um ideal de F,[z]/(2" —1). Ja sabemos que C' é um cédigo linear.

Provemos que C é ciclico. Considere (ay, ...,a,-1) € C. Como T - t(aq, . ..,a,—1) € t(C), temos
T t(ag,...,an-1) = T-ag+ a1 x4+ a1 2" = aor + a1 22 + - -+ a1 2"
= ap1 +ar + a12? + - 4y 02" = t(ap_1, 00, . .., an-2) € t(C).
Logo, (an_1,aq,-..,a,_2) € C, ou seja, C é ciclico. O

Estamos agora interessados em ver como sao os ideais de Fy[z]/(2" —1). Para isto definamos
r i Fyfa] — ]/~ 1)

o homomorfismo quociente.

Os ideais de Fy[z] /(2" —1) sao da forma (), onde I é um ideal de F,[z] que contem (z"—1),
ou seja, (" — 1) C I. Como F,[z] é um dominio euclidiano, com a fungao grau, entao F,[x] é
um dominio principal. Isso implica para todo ideal I existe um tnico g(x) € F,[x] monico tal

que I = (9(»’17))
( 1) € I = (g(x)) entdo 2™ — 1 € (g(x)), ou seja, existe h(zx) € F,[z] tal que

g(x)h(x ) Em particular, todo ideal de F,[z]/(z" — 1) é da forma (g(z)), onde
()G]F[] monico e g(z) | 2" — 1.

Definigao 4.3. Se C' é um cddigo ciclico, o polinémio ménico g(x) € Fy[z] tal que g(z) | ™ —1
e t(C) = (g(x)), € chamado de polinémio gerador do cdédigo C.

Observe que se C' é um cddigo linear ciclico e g(x) é o polinomio gerador de C, entao

C=t"((g(x)).

Proposicao 4.4. Seja C' um codigo ciclico. C' € de dimensdo k se, e somente se, o polinomio
gerador de C' ¢ de graun — k.
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Demonstragao. Da hipdtese temos que t(C) = (g(z)), onde g(z) € F,x] é monico e divisor

de 2" — 1. Se graug(z) = n — k, devemos provar que dim (g(x)) = k. Considere o seguinte
conjunto

V ={g(x)a(z) | a(x) = 0 ou graua(x) < k}.

Provemos que uma base de V é {g(x),zg(z),...,2F 1g(z)}, isto é, dim V = k. Seja a(z)g(x) €
V, com a(z) = ap + a1 + - - - + ax_2*! € F [z]. Entao,

a(r)g(r) = apg(x) + azg(x) + - - - + ap_128 g (),

ou seja, {g(x),zg(x),..., " 1g(x)} gera V.
Suponha que

apg(x) + aqxg(z) + - -+ + a2k 1g(z) = 0,

para g, aq, ..., aqp—1 € ;. Escrevendo
afr) = ag + a1z + -+ a2
temos a(x)g(z) = 0, ou seja, a(x)g(z) € (2™ — 1). Mas se a(x) # 0, entdo
graua(x)g(z) = graua(z) + graug(z) <k —1+n—k=n—1.

Como todo multiplo nao nulo de 2™ — 1 é de grau maior igual a n, isto é um contradicao. Logo,
a(z) =0, ou seja, ap = oy = -+ = ag_1 = 0. Assim,

{9(z), zg(x),... " 1g(z)}

é base de V, ou seja, dimV = k.
Por definicao V' C (g(z)). Seja f(x) € (g(z)), entao

f@) = g(@) (@) + (=" = 1) f(x),

para algum f(x) e F,[z].
Além disso, como g(z) | ™ — 1, definindo h(z) = (2" — 1)/g(x), temos

f(x) = g()(f(x) + h(z) f(x)).
Pelo algoritmo da divisao, existem ¢(z),r(z) € F,[z], com r(z) = 0 ou graur(z) < grauh(x) =
k, tais que 5
f(@) + h(z) f(x) = hw)a(w) + r(z).
z)q(x) +r(z)) = (2" — 1)g(z) + g(x)r(z), ou seja,
flz) =

Como r(z) = 0 ou graur(z) < k, temos f(z) € V. Concluimos que

V=(g(z)) e dim(g(z)) = k.

Em particular, dim C' = k se, e somente se, graug(x) =n — k. O

Dessa forma, f(x) = g(z)(h(

<
—~

z)g().
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Corolério 4.5. Se g(z) = ag+ a1z + -+ ap_p_ 12" *1 42" % € F,[z] € o polinomio gerador
de C, entdo

{(ao,al, vy Qp_k—1, 1, 0, ce ,O), (O,ao,al, ey k1, 1,07 c. ,O), (O, c. ,0,0,0,(11, ey Qp_k—1, 1)}
k—1

é base de C

Demonstragao. Na prova da proposicdo anterior vimos que uma base de (g(x)) como F,-
subespago vetorial de F,[z]/(z" — 1) é

{9(2), zg(), ..., a*1g(2)}.

Como C = t7!(g(z)), entdo

{t7(g(2)), ¢ (wg()), 1 (22g(2)), -+t~ (@ g(x))}

é base de C'. Note que

tg(z)) = (ag, a1, ..., an_p_1,1,0,...,0).
t~Yzg(z)) = (0,a0,a1,- .., an_1-1,1,0,...,0).

tHak1g(z)) = (0,...,0,a0,a1,...,0n_p_1,1).

k—1
[l

Defini¢ao 4.6. Seja h(z) = apaz® + ap_12" 1 + -+ + ag € F,[z]. O polinémio reciproco de
h(z) é h*(z) = agz® + a12®~ 1 + -+ + ap. Se h(z) for monico e h(0) # 0, ou seja, se ap =1 ¢
ag # 0, definimos o polinémio reciproco ménico de h(z), como sendo o polinémio maonico
associado ao reciproco de h(z) (denotado por h(x)), ou seja, h(z) = h(0) 'h*(z).

_ Observe que se h é de grau k, entdo h*(x) = 2*h(1/x) e se h for ménico e h(0) # 0, entdo
h(z) = 2*h(0)~th(1/x).

Definigao 4.7. Diremos que o polinomio monico h(x), com h(0) # 0, é auto-reciproco se

h(z) = h(x).

Antes de enunciar o préximo lema, gostariamos de lembrar que T} foi definido na Defini¢ao
2.11 e o isomorfismo t foi definido no inicio do capitulo.

Lema 4.8. Para todo c € F}, temos t(Tx(c)) = xt(c).

Demonstragao. Seja ¢ = (co,¢1,...,Cn1) € [y, veja que

t(Tr(c)) = tlcp_1,C00---,Cn_2)
= Cp_1+cor+---+ Cn_gl’n*Q

= Cp 1"+ o+ -+ cpgr™ 2
= T(co+crx+- 4 cpox" 2+ cpqant)

= at(c).
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Lema 4.9. Sejam g(z) € Fy[x] de graun —k e f(x) € Fylx] um polindmio de grau menor que
'(g(2)) eb=1t""(f(x)). Entao,

n. Sejam ainda a =t~

F@)g @) = (T Pa),b) + (T "), b+ +
+(a,b)z"F + (Ty(a), b)an 1 4 - + (TE-1(a), b)a"

n—1
= ) (T, PH(a), b)at
d=0

Demonstragao. Denotemos a = (ag,a1,...,a, %,0,...,0) e b = (by,...,b,_1). Dessa forma
9(z) = ap + a1z + -+ ap k2" " e f(2) = bo +brx + - +by17" ! e, desse modo, g*(x) =

ng + Q1@ + -+ - + @z 4 gz,
Calculemos primeiro o produto
1
b,z E Ayl jxj
n—
B "
= (bian,k,j:cl J).

%

f(x)g*(x) = (

7

“ll
30
?r

Il
=)

j=0

Para d =14 j, temos 0 < d < n — 1+ n — k. Dividimos os valores de d em trés casos:
(1) 0<d<n—-k-1
2)n—k<d<n-1
B)n<d<n+n—-k-—1

Caso (1): Quando 0 < d <n—k—1, como d =i+ j, os valores de i e j variam de acordo com
a seguinte tabela:

ilo] v [---]d

jldld—1]--- [0
Nesse caso, 0 <i<dej=d—i,satisfaz 0 < j=d—i<d<n—k—1. Logo, a soma parcial
de f(z)g*(x),com0<d<n—k—1¢

Caso (2): Quandon—k <d <n—1, como d =i+ j, os valores de i e j variam de acordo com
a seguinte tabela:

ild=(n—k) |d=(n—k=1)]--- |d
j‘ n—k ‘ n—k—1 “0

Escrevendol =n—k—j,temos 0<[<n—kei=d—(n—k—1)=d— (n—k)+ 1. Assim,
Logo, a soma parcial de f(x)g*(x), correspondente an —k <d<n-—1¢

n—1 n—=k
Z <Z bd—(n—k)+lal> T
=0

d=n—k

Caso (3): Quandon <d<n+n—k—1, como d =i+ j, os valores de i e j variam de acordo
com a seguinte tabela:
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i| n—-1 | n—2 |- |d—(n—k)
jld=(n=1)[d+1-(n-1)]--- | n—k

Nesse caso, d—(n—k) < i <n—1e, como j = d—i, temos n—k—j = n—k—(d—i) = i—(d—n+k).
Logo, a soma parcial de f(x)g*(z), correspondente an <d<n-+n—k—14¢

n+n—k—1 n—1
Z ( Z biaz’—(d—n+k)>l‘

d=n i=d—n+k

n

Como no anel F,[z]/(z" — 1), temos 2" = T, vamos realizar a substituicio d = n + d. Ja que

% = x?, temos

n+n—k—1 n—1 n—k—1 n—1 o
E E biaz’f(dfnJrk) xd = E E bia,-_d”_k xd
d=n i=d—n+k d=0 \i=d+k
Substituindo a nova variavel d por d, podemos escrever
n+n—k—1 n—1 n—k—1 n—1
E E biafif(dfnJrk) xd = E bii—g—i | z%.
d=n i=d—n+k i

A partir dos trés casos acima, deduzimos que f(x)g*(z) é da forma

f(l’)g*(l’) Z (Zb Ap—k— d+z> xd‘f‘ Z (Zbd (n— k)+lal> xd

d=0 d=n—k
n—k—1 n—1

+ E biaz'—d—k Id
d=0 i=d+k

Para 1 <75 <n —k, temos

—J —
Tw7r (CL) = (aj, Qjt1ye ey Qn—f, O7 ce ,O, ag,...,0A;-3,05;_9, Cljfl).

Assim, ‘

<Tﬂ__j (a), b) = Cljbo + s —I— an_kbn_k_j —|— aobn_j + s + aj_lbn_l
Escrevendo d = (n — k) — j, vemos que se 1 < j <n—Fk,entdo 0 <d <n—k—1, e o produto
interno pode ser escrito como

(TP a),b) = agegy—abo + *+* + an_rba + aobasr + -+ + Au_1)—a—rbn_1

d n—1
= g Un—k—d+ibi + E @i—q—ib;.
i=0 i=d+k

Ou seja, <T,r_("_k)+d(a), b) é o coeficiente de x4 em f(x)g*(z), para 0 < d <n —k — 1.
Agora, para 0 < j < k — 1, temos

T?(a) = (0,0,...,0,a0,...,0,4,0,...,0)
————
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Assim,
<T7‘T7(CL), b> = aobj + -+ an,kbn,kﬂ-.
Escrevendo d = (n — k) + j, vemos que se 0 < j < k—1,entdon —k < d <n—1, e o produto
interno pode ser escrito como
n—k

(T30 9(a), b) = doba-(u-r) + -+~ + an-sba = Y Wb u-syi.
=0

Ou seja, (Tfrl_(n_k)(a), b) é o coeficiente de x4 em f(x)g*(z), paran —k < d < n — 1. Dessa
forma obtemos o resultado desejado. ]

Motivados pelo lema acima vamos provar o seguinte resultado:

b

Lema 4.10. Seja C' um codzgo ciclico sobre I, de polinomio gerador g(:v)
) para todo

n —k, e seja ainda a = t~'(g(x)). Entao, bECL se, e somente se, (T (a
—(n—k)gjgk—l.

€ F,[z] de grau
>:

Demonstragio. Pelo Corolario 4.5, {a, Tx(a),...,T*'(a)} é uma base de C'. Observe que um
elemento b € C* se, e somente se, b é perpendicular aos elementos de uma base de C. Por
outro lado, se b for perpendicular aos elementos de uma base de C, sera perpendicular a todos
os elementos de C' e, em particular, também serd perpendicular aos elementos 77(a) para

—(n—k) <j <0, pois também sao elementos de C. O
Lema 4.11. Sejam g(x) € Fy[z] um divisor monico de 2" —1 e h(z) = (2" — 1)/g(x). Para
todo f(x) € F,[z] temos que g(x)f(x) =0 se, e somente se, f(z) € (h(x)).

Demonstragio. Suponha g(z)f(z) = 0. Entdo existe s(x) € F,[x] tal que

g9(x)f(z) = (2" = 1)s(x).
Ja& que 2" — 1 = g(z)h(z), entao g(z)f(z) = g(x)h(z)s(z). Como F,[z] é um dominio, entao

f(x) = h(z)s(z), ou seja f(x) € (h(z)).
Suponha agora que f(x) € (h(x)). Isso implica que existe s(z) € F,[z] tal que

f(@) = h(z)s(z).

Logo, existe u(x) € Fy[x] tal que

Dessa forma,

g(@)f(z) = g(x)h(z)s(z)+ g(z)(z" — Du(z)
(an—1)

= (2" = 1)(s(z) + g(x)u()),
que implica g(z) f(z) = 0. O
Observe que se " — 1 = g(x)h(z), entao g(0)h(0) = —1 e
g(@)h(x) = g(0) " Fg(1/x)n(0)" 2" h(1/2)
= 9(0)h(0)z"g(1/x)h(1/x)
= (=D)2"((1/x)" = 1)

= " —1.

Logo, o lema anterior também pode ser aplicado aos polinémios §(x) e h(z) (de fato é isso que
faremos).
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Proposigao 4.12. Se g(z) € o polinomio gerador do cédigo ciclico C, entio C+ é ciclico e seu
polinomio gerador é h(x), onde h(x) = (2™ —1)/g(x).

Demonstracio. Pelo Lema 4.10, b € C* se, e somente se, (T?(a),b) = 0, para todo —(n — k) <
j < k — 1. Denotando f(z) = t(b), pelo Lema 4.9, a tltima asser¢do equivale a dizer que
f(x)g*(x) = 0. Como g(x) e §(z) sdo associados, entdo b € O+ exatamente quando f(z)j(x) =

0. Agora, pelo Lema 4.11, temos b = t~'(f(z)) € C* se, e somente se, f(z) € (h(z)). Em
outras palavras, t(C) = (h(z)) e, pela Proposicao 4.2, C'* ¢ ciclico. O

4.2 Cobdigos Ciclicos sobre o Anel Semilocal nao Enca-
deado

Esta secao aborda o estudo de codigos ciclicos e sua relacao com codigos duais, com o objetivo
de obter cédigos quanticos utilizando a construgao CSS (Calderbank-Shor-Steane). Os cédigos
ciclicos sao caracterizados como ideais em um anel comutativo finito. Nesta se¢ao, apresenta-
remos resultados importantes, desde teoremas até provas, que fornecem condig¢oes necessarias e
suficientes para a existéncia de coédigos ciclicos que contenham seu cédigo dual. Esses resultados
sao fundamentais para a construcao de cédigos quanticos eficientes e robustos.

Vamos explorar resultados e teoremas, que caracterizam os codigos ciclicos e seus codigos
duais. Os principais resultados serao abordados com base em referéncias como [2], [11] e [13]
onde sao apresentadas provas e estudos relacionados. Essas referéncias sao fundamentais para
o desenvolvimento da teoria e para a compreensao dos conceitos envolvidos na construcao de
cddigos quanticos utilizando a técnica CSS.

O defini¢ao de cédigo ciclico sobre R é equivalente a definicao de codigo ciclico sobre um
corpo finito.

Definicao 4.13. Um cddigo linear C' de comprimento n sobre R serd chamado de codigo
ciclico se, para todo ¢ = (co,...,ch_1) € C, temos (¢p—_1,Co, ..., Cn2) € C.

Lema 4.14. Seja C' = (1 —v)Cy & (14 v)Cy um codigo linear sobre R. Entao C' € um codigo
ciclico sobre R se, e somente se, C7 e Cy sao codigos ciclicos.

Demonstracao. Seja T, como na Definicao 2.11. Estendemos a definicao de T, a R™ de forma
natural. Ou seja, se (ag,...,a,—1) € R", entdo Tr(g, ..., 1) = (1,0, - - ., Qp_2).

Sejam ¢ € C7 e d € Cy. Se C) e Cy sao cddigos ciclicos, entao Tr(c) € C e T(d) € Cs.
Para cada o € C, existem tnicos ¢ € C} e d € Cy tais que a = (1 —v)c+ (1 +v)d. Veja que
To(a) = (1 = v)Tx(c) + (1 +v)Tx(d), como Ty (c) € Cy e Tr(d) € Cy entao Tr(a) € C, ou seja,
C' ¢ ciclico.

Por outro lado, seja ¢ € C4, entdo = (1 —v)c+ (1 +v)0 = (1 —v)e € C. Logo,
T.(a) = (1 —v)Tx(c) € C, ou seja, T(c) € C;. Da mesma forma, se d € Cy, entdo a =
(1—v)0+ (1+v)d=(1+wv)d e C. Portanto, T, (a)) = (1 +v)T,(d) € C, daf que T,(d) € Cs.
Em outras palavras, C; e C5 sao ciclicos. O

Da mesma forma que T foi estendido para uma transformacao de R™ em R"™, podemos fazer
a mesma coisa para a transformagao ¢ (ver Definigao 4.1) e estender da seguinte forma:

Definicao 4.15. Definimos o sequinte isomorfismo linear:

t:R" — Rlz]/(2" — 1),

dada por t(co,...,cn1) = co+ 1@+ -+ cpa L.
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Como o polinémio z" — 1 é moénico, o algoritmo da divisdo em R[z], com o divisor sendo
™ — 1, funciona. Ou seja, dado f(z) € R[z], existem tnicos ¢(z),r(x) € R[z], tais que

f(x) = q(x)(z" = 1) + r(2),

onde 7(z) = 0 ou grau(r(z)) < n — 1. Em outras palavras, para todo f(z) € R[z], existe um
polinémio 7(z) de grau menor ou igual a n — 1 tal que f(z) = r(z) em R[z]/(z™ — 1).
Como R = (1 —v)F, + (1 +v)F,, para todos f(x),r(z) € R[x], existem tnicos

fi(@), f2(x),r1(2),r2(2) € Fyla]
tais que f(z) = (1 —v)fi(z) + (1 +v)fo(z) e r(z) = (1 = v)ri(z) + (1 4+ v)ra(x). Além disso,
f(z) =r(x) em R[z]/(2" —1) se, e somente se, fi(x) =r1(z) e fo(r) = ra(x) em Fylz]/(z™ —1).
Lema 4.16. Seja C = (1 —v)Cy & (1 4+ v)Cy um coédigo ciclico de comprimento n sobre R.
Entdo, t(C) = ((1 —v)g1(x), (1 +v)ge(x)) e [t(C)| = ¢~ (eaula@)terania@) = onde g,(z) e
g2(x) sao os polinémios geradores de Cy e Cy, respectivamente.

Demonstragao. Como Cy = (g1(x)), Cy = (ga(x)) e C = (1 —v)Cy & (1 + v)Cy, entdo t(C) =
{(1 =v)g1(x)r1(x) + (1 4+ v)ga(x)r2(z) | r1(z), ro(x) € Fyz]}. Portanto,

t(C) € (1 = v)gi(x), (1 +v)g2(z)) € Rz]/(z" —1).

)
Seja (1 —w)gi ()t (z) + (1 + v)ga(2)la(x) € ((L=0)gi(2), (1 = v)ga(x)), onde ty(x),la(x) €
Rlz]/(z" — 1). Como g1(x)t1(x) € t(Ch) e ga(x)ta(x) € t(Cy), entao

(1 = 0)gi(@)ta(x) + (1 +0)g2(2)ta(x) € (1 = 0)E(C1) + (1 + 0)H(Cy) = H(C).
Isso implica a igualdade. Além disso, como [t(C)| = [t(C1)]|t(Cy)], temos

t(C)| = ¢* (Eraulor(@)+eran(ga(@))

]

Teorema 4.17. Seja C' = (1 —v)Cy @ (1 +v)Cy um cddigo ciclico de comprimento n sobre R.
Entao, t(C) = (g(x)), onde g(z) = (1 —v)g1(x) + (1 +v)g2(z) € gi(x) € o polinomio gerador de
C;, para 1 =1,2.

Demonstracao. Pelo Lema 4.16, s6 precisamos provar que
(9(z)) = (1 = v)gi(z), (1 + v)ga()).

Como g(z) = (1 —v)g1(z) + (1 +v)g2(x), entdo (g(x)) € (1 —v)g1(x), (1 +v)g2(z)).
Por outro lado, veja que

De forma similar, (14 v)g(z) = 2(1 4 v)ga(z). Como a caracteristica é impar, temos

(I-v)g(z) = 2711 —v)g(z) € (g(x)) e
(1+v)ga(r) = 2711 +v)g(z) € (9(z)).

Isto implica

(1 =v)gi(2), (1 +v)g2(2)) € (9()).
Portanto, t(C) = (g(z)). O
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Teorema 4.18. Seja C' = (1 —v)Cy & (1 4+ v)Cy um cdédigo ciclico de comprimento n sobre R
et(C)=((1—v)g1 + (1 +v)g2), onde g;(z) € o polindmio gerador de C;, para i = 1,2. Entdo,
C+ C C se, e somente se, 2" — 1 =0 (mod (g;(x)gs(x))).

Demonstragio. Para i = 1,2, pela Proposicao 4.12, o polinomio gerador de C;- é ﬁz(x)

Como C* C C é equivalente a C’f C(Ce CQL C (3. Provemos C’f C (] se, e somente se,
2" —1=0 (mod (g1()g1(z))), pois 0 mesmo resultado valera para i = 2.

Se Ci C (4, entdo t(Cf) C t(Ch), ou seja hy(z) € (MZ Assim, existe k(z) € F,[z] tal
que hy(z) = gi(z)k(x), ou seja, gi(x)k(r) = (2" — 1)q(z) + hi(x), para algum q(z) € F,[z].
Como gy (z) | (¢" —1), entao gi(x) | ha(z) = (2" = 1)/ga(x). Dai, g1(2)ga(2) | (2" = 1), ou seja,
" —1=0 (mod (g:(x)j1(2)). )

Suponha agora que g;(z)g1(x) | ™ — 1. Nesse caso, ¢1(z) | (z" —1)/g1(x) = hi(x). Ou seja,

hi(z) € (g1(x)). Em outras palavras, t(C{) C t(C1). O

4.3 Cobdigos LCD sobre o Anel Semilocal nao Encadeado

E importante ressaltar que os resultados e analises apresentados nesta secao sao baseados em
trés artigos importantes: [1], [10] e [12]. Tais artigos fornecem uma base sélida para nossas
investigagoes e contribuem significativamente para o conhecimento existente nessa area.

Antes de tratar codigos ciclicos LCD sobre o anel R, relembraremos alguns resultados sobre
cddigos ciclicos LCD sobre um corpo finito.

Definicao 4.19. Um cddigo linear C' de comprimento n sobre F,, é dito dual complementar
linear ou LCD, se C N C* = {0}.

Lema 4.20. Seja C um coédigo ciclico de comprimento n sobre F, de polinomio gerador g(z).
Entao, C' € um cédigo ciclico LCD se, e somente se, g(x) é auto-reciproco e todos os fatores
irredutiveis monicos de g(x) tém a mesma multiplicidade em g(x) e em ™ — 1.

Demonstragdo. Suponha que C' é LCD. Pela Proposicao 4.12, o polinomio gerador de Ct é
h(x), sendo h(x) = (2" — 1)/g(z). Assim,
{0} =t(CNCY) = (9(x)) N (h(x)) = (mme(g(x), h(x))).

Isso quer dizer que mmc(g(x), h(z)) é muiltiplo de 2 — 1. Por outro lado, mme(g(z), h(x)) é

um divisor de g(z)h(x), ou seja, (2" — 1) | g(z)h(x). Mas,

n < grau(g(x)h(x)) = grau(g(x)) + grau(h(z)) = grau(g(r)) + grau(h(z)) = n.
Como, além disso, g(x) e h(z) sdo monicos, entdo g(x)h(z) = 2™ — 1. Dai §(z) = g(z) e
h(x) = h(z). Para provar que todos os fatores irredutiveis monicos de g(x) tém a mesma
multiplicidade em g(z) e em ™ — 1, basta observar que mmc(g(z), h(x)) é multiplo de 2z — 1
e mmc(g(x), h(x)) é um divisor de g(x)h(x). Ou seja, mme(g(z), h(z)) = g(x)h(z). Em outras
palavras, mdc(g(z), h(z)) = 1. Isso equivale a dizer que todos os fatores irredutiveis monicos
de g(z) tém a mesma multiplicidade em g(x) e em 2™ — 1.

Suponha agora que g(z) é auto-reciproco e que todo fator monico irredutivel de g(x) tem

mesma multiplicidade em g(z) e em ™ — 1. Isso significa que mdc (g(x), “‘g?;;) =leg(z) =
g(z). Dessa forma se h(z) = (z" — 1)/g(x), entdo h(x) = h(z) é o polinémio gerador de C*.

Como mdc(g(x), h(z)) = 1, entdo

HCNCH) = (g(x) N (h(x)) = (mme(g(x), h(2))) = (9(x)h(r)) = (@™ = 1) = {0},
Portanto, C' é um cédigo LCD. [
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Observagao 4.21. Assim como para a,b € F, temos (a + b)P = a” + b7, também temos o
mesmo resultado em Fy|x]. Isto €, se f(x),g(x) € F,[z], entdo

(f(x) +9(x))" = f(2)" + g(x)".

Dessa forma, no contexto do Lema 4.20, se n = ng - p¢, tal que ng € primo com p, na pratica
podemos escolher g(x) e h(x) da sequinte forma:

" —1 (z™ — 1)
(flf?"'f?"frJrl"'fs)pe
£f1f2 'fr)piSfT’-‘rl "'fs)pe7

o) h(z)

onde f1,... fs sao todos os fatores monicos irredutiveis de x™ — 1.

Observagao 4.22. Observe também que se mdc(n, p) = 1, entao todo fator irredutivel de x™—1
tem multiplicidade 1. Logo, todo fator ménico irredutivel de g(x) tem a mesma multiplicidade
em g(x) e em ™ — 1. Em particular, C € um cédigo ciclico LCD, se e somente se, g(z) €
auto-reciproco.

Lema 4.23. Seja C um cédigo ciclico de comprimento n sobre Fy de polinomio gerador g(x),
onde mdc(n,p) = 1. Entao, C € um cddigo ciclico LCD se, e somente se, C' é um cddigo ciclico
reversivel.

Demonstragao. Suponha que C' é LCD. Nesse caso, pela Observacao 4.22; g(x) = g(z). Seja

c=(co,C1,--,cn1) € C, entdo g(x) | f(x), onde f(z) = co+c1x+- -+ cp_12™ 1. Isso implica
que g*(z) | f*(z). Como g(z) = g(x) e g*(x) sdo associados, entdao g(x) | f*(z). Em outras
palavras, (¢,_1,...,c0) =t 1(f*(z)) € C. Ou seja, C é reversivel.

Agora suponha que C é reversivel. Seja t~'(g(x)) = (ag, ..., an_t,0,...,0) € C. Como C
é reversivel, temos (0,...,0,a, ¢, ...,a0) € C. Em outras palavras, t(0,...,0,a,_k,...,a0) =

xk=lg*(z) € t(C) e, como C é ciclico, g*(x) € t(C). Dai g(x) | g*(x), ou ainda, g(x) | g(x).
Como g(z) e g(x) sdo monicos de mesmo grau, entdo g(x) = g(z), em outras palavras C' é
LCD. [

Definicao 4.24 (LCD). Como na Definigdao 4.19, um cddigo linear C' de comprimento n sobre
R, é dito dual complementar linear ou LCD, se C N C+ = {0}.

Teorema 4.25. Seja C' = (1 —v)C, @ (1+v)Cy um cédigo de comprimento n sobre R. Entao,
C € um codigo LCD se, e somente se, C; e Cy sao codigos LCD sobre F,.

Demonstragio. Lembremos que C' = (1 —v)C; & (1 +v)Cy e C+ = (1 —v)CF @ (1 +v)Cy.
Entao suponha que C' é um cédigo LCD, ou seja,

CNCH=1-v)0NCLa (1+0v)CyNCy = {0},
isto ocorre se, e somente se,
CiNCE={0} e CynCy ={0},
ou seja, C e Oy sao codigos LCD. [

Teorema 4.26. Sejam C = (1 —v)Cy & (1 4+ v)Cy um cddigo ciclico de comprimento n sobre
R e gi(x) o polinomio gerador de C;, para i = 1,2. Entdo, C' é um cddigo ciclico LCD se, e
somente se, g;(x) € auto-reciproco e todos os fatores irredutiveis monicos de g;(x) tém a mesma
multiplicidade em g;(x) e em 2™ — 1 para i =1,2.
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Demonstracao. Pelo Lema 4.14 e pelo Teorema 4.25, temos que C' é um cédigo ciclico LCD
sobre R se, e somente se, C; e Cy sao cddigos ciclicos LCD sobre F,. Por outro lado, pelo Lema
4.20, para i = 1,2, dizer que C; é um cédigo ciclico LCD sobre F, ¢ equivalente a dizer que g;(z)
é auto-reciproco e todos os fatores irredutiveis monicos de g;(z) tém a mesma multiplicidade
em g;(z) e em z" — 1. O

Teorema 4.27. Seja C = (1 —v)Cy @ (14 v)Cy um cddigo ciclico de comprimento n sobre R,
com mdc(n, p) = 1. Entdo, C' € um cédigo ciclico LCD se, e somente se, Cy e Cy sdo cddigos
ciclicos reversiveis de comprimento n.

Demonstracao. Como no teorema anterior, pelo Lema 4.14 e pelo Teorema 4.25, temos que C
¢ um cddigo ciclico LCD sobre R se, e somente se, C e Cy sao cédigos ciclicos LCD sobre F,.
Como mdc(n,p) = 1, aplicamos o Lema 4.23 que diz que C; e C; sao cddigos ciclicos LCD se,
e somente se, C e (5 sao cédigos ciclicos reversiveis. O

Teorema 4.28. Sejam C = (1 —v)Cy & (1 +v)Cy um cddigo ciclico de comprimento n sobre
R e gi(x) o polinémio gerador de C;, para i = 1,2, com mdc(n,p) = 1. Entao, C' € um cddigo
LCD se, e somente se, g;(x) for auto-reciproco para i =1,2.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.26, temos que C' é um codigo LCD de comprimento n sobre R
se, e somente se, g;(x) é auto-reciproco e todos os fatores irredutiveis monicos de g;(x) tém a
mesma multiplicidade em g¢;(x) e em 2™ — 1 para i = 1,2. Como mdc(n,p) = 1, entao g;(z) e
" —1

gi(x)
monicos de g;(x) tém a mesma multiplicidade em g;(z) e em 2™ — 1. O

sao primos entre si. Isso significa que, de qualquer forma, todos os fatores irredutiveis

Para os resultados a seguir vamos considerar ¢y a funcao de Gray definida como na Ob-
servacao 3.8. Além disso, vamos considerar a matriz M, que define ¢, satisfazendo MM+ =
A5, onde X\ € IF:; e I, é a matriz identidade 2 x 2.

Lema 4.29. Seja C um cédigo linear de comprimento n sobre R. Entdo, ¢o(Ct) = ¢o(C)*.

Demonstracio. Se w € ¢o(C)*, como ¢y é um isomorfismo, existe d € R" tal que ¢o(d) = w.
Como R" = (1—v)F2®(14v)F?, existem tnicos d), d® € F? tais que d = (1—v)dM+(1+v)d®.
Por defini¢ao, para todo v € ¢o(C), temos (v, w) = 0, e como ¢y é um isomorfismo, entdo para
todo ¢ € C, temos {(¢g(c), po(d)) = 0.

Provemos que d € C*+. Em outras palavras, devemos provar que para todo ¢ € C, temos
(c,d) = 0. Seja entdao ¢ € C. Como C = (1 —v)C; @ (1 + v)Cy, existem ¢V € C; e ¢ € Oy,
tais que ¢ = (1 —v)c™ + (1 + v)c?. Assim, (1 —v)e) + (1 +0)0 = (1 —v)cM € C e
(1—=0)0+(1+v)c? = (1+v)c? € C. Como ¢(d) € ¢o(C)*, entdo (do((1—v)cM), go(d)) =0
e (¢o((14v)c?), ¢o(d)) = 0. Pelo Coroldrio 3.15, temos

(¢o((1 — U)C(l)7 Po(d)) = A((c(l), d(1)> + (0, d(2)>) — )\(c(l), d(1)>.

Ou seja, (¢, dV) = 0. Da mesma forma (@o((1 + v)c - ¢o(d)) = Mc?,d?), o que implica
() d®) = 0. Portanto,

(c,d) = 2(1 — v) (M, dM) +2(1 + v){c?,d®) = 0.

Em outras palavras, d € C*. Concluimos que ¢o(C)*+ C ¢o(CH).
Reciprocamente, seja w € ¢o(C), entao existe d € C* tal que ¢o(d) = w. Para todo ¢ € C
temos {(c,d) = 0. Denotando ¢V, ¢? d) d®? como no caso anterior, temos
(e;d) = 2(1 —v)(cV,dDY +2(1 4+ v)(c?,d®) = 0.

Como R = (1—v)F,® (1+v)F,, temos (cV,dV) =0 e (c¢?, d?) = 0. Pelo Corolario 3.15, isso
implica (¢o(c), ¢o(d)) = 0 e, portanto, ¢o(d) € ¢o(C)*. Em outras palavras, ¢o(C+) C ¢o(C)™ .

Isso prova o lema. O
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Lema 4.30. Seja C' um codigo linear de comprimento n sobre R. Entado,
¢0(C N CL) — (bo(C) N QSO(C)J_

Demonstragao. Como ¢y é uma funcdo, para quaisquer conjuntos A e B, temos ¢o(A N B) =
do(A) N go(B). Dai, segue que ¢o(C N CH) = ¢o(C) N ¢o(C*). Conclui-se pelo Lema 4.29. [

Teorema 4.31. Seja C' um codigo linear de comprimento n sobre R. Entdo C é um codigo
LCD se, e somente se ¢o(C'), a imagem de Gray de C, é um cddigo LCD de comprimento 2n
sobre IF,,.

Demonstracdo. Suponha que C' seja um coédigo LCD de comprimento n sobre R. Isso significa
que C N C* = 0. Pelo Lema 4.30, temos

¢0(C) N o(C)" = do(C'NCH) =0

Em outras palavras, ¢o(C) ¢ um cédigo LCD de comprimento 2n sobre F,.
Reciprocamente, suponha que ¢o(C) seja um cédigo LCD de comprimento 2n sobre F,. Pelo
Lema 4.30, temos

do(C'NCH) = ¢o(C) N do(C): = 0.

Como ¢y é um isomorfismo sobre F,, podemos concluir que C' N C+ = 0. Portanto, C' ¢ um
cédigo LCD de comprimento n sobre R. O]

4.4 Cédigos Quanticos

Como nosso tema principal sao os cédigos LCD e suas propriedades, nao faremos uma ex-
ploragao profunda dos cédigos quanticos. No entanto, a seguir compartilharemos dois resulta-
dos interessantes sobre a existéncia desse tipo de cédigos. A definicao de cédigo quantico se
encontra em [1, Definition 3.2], e se o leitor desejar ver as demonstragdes e aprofundar-se no
assunto, pode consultar [1] e [5].

Lema 4.32 (Construcao CSS). [5, Theorem 3] Se C é um cddigo linear [n,k,d] com t(C+) C
t(C) sobre Fy, entao existe um cddigo corretor de erros quantico [[n,2k — n,d]| sobre F,.

Teorema 4.33. [1, Theorem 3.5] Seja C' = (1 —v)Cy @ (1 + v)Cy um cddigo ciclico de com-
primento n sobre R e ¢o(C) tem os parametros [2n, k,dg]. Se t(C*) C t(C), entdo existe um
cddigo quantico corretor de erros [[2n, 2k — 2n, dy]].

4.5 Exemplos

A seguir, apresentaremos uma selecao de exemplos que exemplificam e respaldam a teoria
exposta tanto na referéncia [1] como na [4]. Esses exemplos serdao utilizados com o propdsito
de enriquecer e aplicar os conceitos tedricos discutidos nessas referéncias, proporcionando uma
compreensao mais pratica e tangivel dos mesmos.

Ao explorar esses exemplos, buscamos estabelecer uma conexao mais concreta entre a te-
oria apresentada nas referéncias e sua aplicacao em situagoes reais. Através desses exemplos,
procuramos ilustrar como a teoria pode ser implementada e como seus principios subjacentes
podem influenciar diferentes cendrios.
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Exemplo 4.34. Seja R = Fs + vFs5,v? = 1 um anel finito e n = 66. Entdo

2 —1=(x+1)(x+4) (2> +2+1) (2* +4x+1) (2" + 2" + 42° + 42* + 32 + 1)
(:1:5+2;1:4+4x3+x2+:£—|—4) (:U5+3;E4+4a:3+4$2+x+1) (x5+4x4
+4a:3—|—:v2—|—3x+4) (:1:10+939—1—23:8+$7+4$6+x5+3x4+4x3+3x~|—1)
(:1:10+23:9+x7+3x6+4x5+4x4+4$3+2x2+4$+1) ($10+3x9—|—4x7
+3az6+x5+4x4+x3+2x2+x—|—1) (:U10+4a:9+2938+4x7—|—4x6+4x5
+32* + 2° + 22+ 1) € Fs[z].

e g1 = (355 + ot 42 + 42® + 3x + 1) (:cw + 2% + 228 + 27 + 42% + 2
+3z 4+ 423 + 3z + 1) ,
92 :(x5+3x4+4x3+4x2+x+1) (x10+3x9+4x7+3x6+$5+4x4
+2* + 22" + 2 + 1)
Como M = [ ; 3 satisfaz MM+ = 315, onde M € GL (F5) e I é a matriz identidade 2 x 2,

entio C' =t~ 1 ((1 —v)gy + (1 +v)ge) € um cédigo ciclico de comprimento 66 sobre R. Além
disso, ¢o(C') tem os parametros [132,102,4].

Dado que 2 — 1 = 0(modg;(x)g;(x)), para i = 1, 2, pelo Teorema 4.18, temos t(C+) C
t(C). Portanto, pelo Teorema 4.533, existe um cddigo quantico [[132,72,4]]. Este cédigo quantico
¢ superior ao cddigo quantico conhecido [[132,72,2]].

Exemplo 4.35. Seja R = F; + vF7, v = 1 um anel finito e n = 42. Entdo

e —1=@+ D (z+2)"(z+3)(x+4)"(x+5)(x+6)" € Fz].

Sejam g1 = (x +2)(x +3)%, o = (x +4)(x +5)? e M = {

onde M € GL (F;) e Iy € a matriz identidade 2 x 2.

Assim, t(C) = (1 —v)g1 + (1 +v)g2) € um cédigo ciclico de comprimento 42 sobre R e
o(C) possui os parametros (84,78, 3].

Dado que z*? — 1 = 0 (modg;(2)g;(z)), para i = 1,2, pelo Teorema 4.18, temos t(C+) C
t(C). Portanto, pelo Teorema /.33, existe um cédigo quantico [[84,72,3]], que possui a mesma
distancia minima, mas uma taza de cédigo maior do que o cddigo existente [[84, 60, 3]].

g Z ], satisfazendo MM+ = 41,

Exemplo 4.36. Seja R = Fq2 + vF52, 0% = 1 um anel finito e n = 41. Entao,
' —1=(z+2) (2* + wr’ + w’2® + wr + 1) (z* + w2’ + w2’ + wir + 1) (' + wa®
+wbz? + wx + 1) (x4 + we® +wz? + wir + 1) (x4 + 223 + wa? + 2z + 1)
(:L'4 + 223 + wia® + 22 + 1) (x4 +wda® + wr + 1) (x4 + wba?® + wa? + wlz + 1)
(z* + w'2® + w2 + Wl + 1) (2* + w2’ + w'a + 1) € Fae[z],
onde w? + 2w +2 = 0.
Sejam g1 = 2* + wad + w2 +wr +1, g =t + 203 + WP+ 224+ 1, M = [
satisfazendo MM T = (w +2)I,, M € GL (Fy) e I é a matriz identidade 2 x 2.
Observe que os polinomios g, (x) e go(x) sao auto-reciprocos. Consequentemente, de acordo
com o Teorema 4.31, o cddigo C =t~ ((1 —v)g1 +(1+v)ga) € um cédigo LCD de comprimento

41 sobre R. Portanto, a imagem de Gray ¢o(C) € um cédigo LCD com os parametros [82, 74, 4].
FEsse cddigo é considerado quase dtimo de acordo com o banco de dados [4].

1 w

2w1}
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A Tabela 4.1, que se encontra em [1], apresenta cddigos corretores de erros quanticos sobre
o corpo F,. Na primeira coluna, sao indicados os comprimentos dos cédigos ciclicos sobre R,
enquanto a segunda e terceira colunas mostram os polinémios geradores correspondentes g;(x)
para os codigos ciclicos C;, ¢ = 1,2. Os parametros das imagens de Gray dos cédigos ciclicos sao
listados na quarta coluna. Os codigos quanticos corretores de erros obtidos sao apresentados
na quinta coluna e comparados com os cddigos de trabalhos anteriores na sexta coluna. Vale

ressaltar que alguns dos codigos quanticos na quinta coluna sao novos e sao marcados como
ES
[[n, &, d]]*.

Tabela 4.1: Nesta tabela, apresentamos um novo codigo quantico com seus respectivos
parametros e destacamos as melhorias em comparagao com o antigo QECC sobre um corpo

finito de caracteristica impar.

n_ gi(@) 92(x) 0(C) ([, k- d] [/ K. d]
30 z+2 T+4 [60, 58, 2] 160, 56, 2]]5 160, 54, 2]]5[6
- (2 + 322+ +1) (2®+ 2%+ 32 +1) [124,112,4] [[124,100,4]]s  [[124, 100, 3]]5[17]
(2 +2® +2+4) (2 + 42” + 4z 4 4)
75z +4 2 +r+41 [150,147,2] [[150,144,2]]5  [[150, 138, 2]]5[4]
90 z+1 z+4 [180,178,2] [[180,172,2]]5 [[180, 168, 2]]5[4]
4s @2 +3) (x +4)(z +5) [96, 88, 3] [[96, 80, 3]]7 196, 74, 3]]7[6]
(% +z+3) (2% + 52 +5)
84 (r+2) (z +4) [168,166,2] [[168,164,2]];  [[168,162,2]];[11]
96 (x+5) (2 +2%+1) (z +3) (2" 4 622 +6) [192,182,3] [[192,172,3]];  [[192,168,3]]7[17]
98 (z+1)%(x+6) (z+1)(z +6)8 [196,178,3] [[196,160,3]];  [[196,132,3]];[17]
18 (z+3) (z+9) 36, 34, ] [[36,32,2]]15  [[36, 30, 2]]13[ 1]
0y (T+3)(@+8) (z +9)(x + 15) 48, 40, 4] [48,32,4]17  [[48,30,4]]17[11]
(22 + 4z + 16) (22 + 13z 4 16)
38 (x4 1)1z +18)° (z+1)5(z +18)1° [76,44,11]  [[76,22,11]]%,
55 (z+4)2 (x5 + 2z* (z +4)% (2° + da*+ [110,96,3]  [[110,82,3]]35
+4z3 + 22 +x+4) 4x3+m2+3$+4)
56 (24 w?) (2 + wda? (z + w?') (2% + wa? [112,92,5]  [[112,72,5]]35
+w'z + 4) (z 3+ +w'z +4) (34
wtta? + Wz + wh ) (x3 wa? + w?x + wg) (x3
+w z? + wdr + 2 +w232—|—wx+3)
60 (z+1)(z+w??) (@ +1) (z +w?)’ [120,84,8]  [[120,48, 8]]35
(x+4) (:ﬂ+wl4)4 (x+4) (x+w10)4
(z +3)? (:c+w16) (z +2)? (x+w8)
) (40!
62 (a: + 42% + 3z + 4) (:c + 22% 4+ x + 4) [124,88,8]  [[124,52,8]]35

23 + 422 +3x—|—1)
x3+2x+1)
x3+4x2+4)
(2 + 322 + 4)
(3:3+x2+4x—|—1)

23 + 322 +4x+1)
2% + 222 + 1)
x3+x—|—4)
(353+2x2+4)
(x3+4x2+x—|—1)
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Da mesma forma, a Tabela 4.2, que também se encontra em [1], traz o comprimento dos
cédigos LCD sobre R na primeira coluna. As segunda e terceira colunas mostram os polinémios
geradores correspondentes g; para os codigos ciclicos Cj;, 7 = 1,2. Os parametros das imagens de
Gray ¢o(C') dos cédigos LCD sobre R sao listados na quarta coluna, enquanto a quinta coluna
indica se um cddigo é 6timo ou quase 6timo. Além disso, alguns dos codigos listados na quinta
coluna sao novos cédigos LCD e sao denotados como [n, k, d]*.

Observa-se que chamamos um cédigo linear [n, k, d] de quase étimo (ou préximo do étimo)
quando existe um cédigo com parametros [n, k, d'] (conforme [4]) e a diferenca d' — d < 2.

Tabela 4.2: Codigos LCD 6timos e quase 6timos sobre um corpo finito de caracteristica impar
de acordo com o banco de dados [4].

n_ gi(z) 92(z) 9o (C)
48 z+1 22 +1 96,93, 2]5 Otimo
4 z41 2?41 88,85, 2] Otimo
65 2'2+42'0+32% + 28 + 27 +42% 21?4+ 221 4 2® 4 225 + 24 [130, 106, 5)%
+a® + 2t + 323 + 422 + 1 +2z + 1
20 z+1 22 +wz+1 [40,37,2]9 Quase 6timo
41 2t + w2 Fwdz? +wr+1 ot +w?aed + w3zt +w?r + 1 [82,74,4]9 Quase 6timo
20 (z+1) (2% +8z (z+1) (2® + 13z [40, 30, 6]%,
+1) (2% + 52 + 1) +1) (2% + 152 + 1)
25 (2% +5z+1) (2% + 152 + 1) [50,26,4]7,
(20 + 525 +1) (20 + 152° + 1)
28 (z+1) (28 + 112° + 32* (z+1) (2 + 82° + 3a* [56, 42, 4]71%
+11x3—|—3x2—|—113§—|—1) +8a:3—|—3a:2—|—8x—|—1)
34 (w+1) (2B + 72T (z+1) (28 + 1327 (68,50, 4]
+925 4 102® + 152* + 1023 +1525 + 162° + 82 + 1623
+922 + Tz + 1) +152% 4+ 13z + 1)
35 (22 +5z+1) (28 (2% + 15z + 1) (2b + 22° (70,56, 5]7
+82° 4+ 172° + 8z + 1) +62* +122% + 622 + 22 + 1)
26 (z+1) (2 +wz (z+1) (22 + w' 52,42, 6)7

+1) (2% + w?z + 1)

+1) (2% + wz +1)
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