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LEÓN BENITEZ, B. G. Códigos ćıclicos lineares com dual complementar sobre anéis finitos
de caracteŕıstica ı́mpar. 2023. x+38 p. Dissertação de Mestrado, Universidade Federal de
Uberlândia, Uberlândia-MG.

Resumo

Neste trabalho, investigamos os códigos ćıclicos em um anel finito não encadeado R =
Fq[x]/(x

2−1). Denotando por v a classe de x nesse quociente, temos R = Fq+vFq, em que v2 =
1. Estabelecemos condições suficientes e necessárias para um código sobre R ser considerado
um código linear com dual complementar (LCD). Além disso, exploramos as propriedades do
código dual e seu relacionamento com os códigos LCD. Demonstramos que a função de Gray
de um código LCD de comprimento n em Fq+ vFq resulta em um código LCD de comprimento
2n em F

2n
q , e outras propriedades deles.

Palavras-chave: Anel não encadeado, Código ćıclico, Código dual, Código LCD, Código re-
verśıvel e Função de Gray.

viii



LEÓN BENITEZ, B. G. Linear cyclic codes with dual complement over finite rings of odd cha-
racteristic. 2023. x+38 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlândia, Uberlândia-
MG.

Abstract

In this work, we investigate cyclic codes in a finite non-chain ring R = Fq[x]/(x
2 − 1).

Denoting by v the class of x in this quotient, we have R = Fq + vFq, where v
2 = 1. We

establish sufficient and necessary conditions for a code over R to be considered a linear code
with dual complement (LCD). Furthermore, we explore the properties of the dual code and its
relationship with LCD codes. We demonstrate that the Gray map of an LCD code of length n
in Fq + vFq results in an LCD code of length 2n in F

2n
q , and other properties of them

Keywords : Non-chain ring, Cyclic code, LCD code, Dual code, Reversible code, Gray map.
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Introdução

A teoria de códigos desempenhou um papel crucial na melhoria da confiabilidade e eficiência
de sistemas de comunicação e armazenamento de dados. Em particular, os códigos corretores
de erros têm sido fundamentais para superar os desafios da transmissão de informações em am-
bientes ruidosos. Neste trabalho, focamos nos códigos lineares com dual complementar (LCD),
a função de Gray e os códigos duais no contexto dos anéis finitos, explorando sua importância
para o desenvolvimento de sistemas de codificação robustos.

Ao longo da história, pesquisadores reconheceram a importância dos anéis finitos na teoria
da codificação. Esses anéis, como o anel finito Fq+vFq com v2 = 1, têm se mostrado ambientes
matemáticos poderosos para a construção de códigos corretores de erros eficientes. Sua estru-
tura algébrica única permite projetar e analisar códigos capazes de lidar com interferências e
erros t́ıpicos de sistemas de comunicação e armazenamento.

Os códigos LCD, em particular, despertaram grande interesse devido à sua capacidade de
corrigir e detectar eficientemente erros múltiplos. Esses códigos possuem uma estrutura especial
que aproveita as propriedades dos anéis finitos, tornando-os altamente eficazes na recuperação
de dados danificados ou distorcidos. À medida que avançamos na evolução dos códigos corre-
tores de erros, compreender e aproveitar as vantagens dos códigos LCD no contexto dos anéis
finitos tornou-se cada vez mais importante.

A função de Gray, por outro lado, tem sido uma ferramenta inestimável no design e oti-
mização de códigos corretores de erros. Sua origem remonta à década de 1940, quando Frank
Gray desenvolveu um método inovador para representar números binários de forma sequencial,
minimizando as transições entre bits adjacentes. Desde então, a função de Gray tem encontrado
aplicações em diversos campos, incluindo a teoria de códigos.

Os códigos duais têm sido um componente fundamental na teoria de códigos; aqui especi-
ficamente sobre anéis finitos. Esses códigos, que estão intimamente relacionados aos códigos
LCD, têm sido estudados e aplicados há décadas. Sua estrutura dual e suas propriedades ma-
temáticas especiais permitiram o desenvolvimento de técnicas mais sofisticadas corretoras de
erros e abriram novas possibilidades na transmissão e armazenamento de dados.

No primeiro caṕıtulo, apresentaremos as principais estruturas algébricas, como anéis co-
mutativos com unidade e álgebra linear sobre corpos finitos. Abordaremos conceitos como
espaço vetorial e módulo, fornecendo as bases teóricas para o estudo dos códigos lineares. Essa
introdução será fundamental para os caṕıtulos subsequentes, onde exploraremos os códigos line-
ares em detalhes. No segundo caṕıtulo, abordaremos os conceitos de códigos lineares, ćıclicos,
reverśıveis e duais. Exploraremos suas propriedades que possuem estruturas especiais.

No terceiro caṕıtulo, abordaremos o anel R = Fpm ⊕ vFpm e suas propriedades relevantes
para o trabalho. Faremos referência ao artigo [1] para fornecer informações detalhadas sobre o
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assunto. Além disso, introduziremos a função de Gray e discutiremos sua definição e utilidade.
Também exploraremos a matriz geradora do código linear C sobre R, apresentando suas ca-
racteŕısticas e resultados importantes. Ao longo deste caṕıtulo, forneceremos os fundamentos
teóricos necessários para entender as próximas seções do trabalho

No último caṕıtulo, abordaremos a caracterização dos códigos ćıclicos LCD em relação aos
polinômios geradores. Revisaremos a estrutura dos códigos LCD sobre um corpo finito e explo-
raremos os polinômios geradores dos códigos ćıclicos. Apresentaremos resultados teóricos, in-
cluindo teoremas e provas, que estabelecem condições necessárias e suficientes para a existência
de códigos ćıclicos que contenham seu código dual. Essa caracterização é essencial para a
construção de códigos quânticos eficientes e robustos. Ao explorar esses resultados, baseados
em referências confiáveis, aprofundaremos nosso conhecimento sobre os códigos ćıclicos LCD
e sua relação com os polinômios geradores, contribuindo para a área da teoria da informação
quântica.

Bertha Giselle Leon Benitez
Uberlândia-MG, 31 de Julho de 2023.
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Caṕıtulo 1

Estruturas Algébricas

Neste caṕıtulo forneceremos algumas definições das estruturas algébricas, que serão de muita
utilidade e que com certeza o leitor já está familiarizado com elas, esses conceitos serão encon-
trados em [3] e [9].

1.1 Anéis

Ao longo deste trabalho, anel significa anel comutativo com elemento unidade, isto é, um anel
comutativo R tal que existe 1 ∈ R que satisfaz x1 = 1x = x.

Se f1, f2, . . . , fn ∈ R, denotaremos por (f1, f2, . . . , fn) o ideal de R gerado por f1, f2, . . . , fn.
Em particular, se n = 1, o ideal gerado por f1 em R é denotado por (f1).

Observação 1.1. Não exclúımos a possibilidade na qual 1 seja igual a 0. Se sim, então para
qualquer x ∈ R, temos

x = x1 = x0 = 0

e assim R tem apenas um elemento, que é 0 . Neste caso R é o anel zero, denotado por {0}.

Definição 1.2. Seja R um anel com unidade 1 ̸= 0. Um elemento u ∈ R é um elemento
invert́ıvel de R se tiver um inverso multiplicativo em R. Se cada elemento diferente de zero
de R for invert́ıvel, então R é um corpo.

Definição 1.3. Um subconjunto S de um anel R é um subanel de R se S é um anel com
as operações de R e contém o elemento identidade de R; um subcorpo é definido de forma
semelhante para um subconjunto de um corpo.

Definição 1.4. Um anel R é chamado anel semilocal se possui apenas um número finito de
ideais maximais.

Definição 1.5. Um anel R é chamado de anel em cadeia se todos os seus ideais formam
uma cadeia sob a inclusão. Isso significa que, para qualquer par de ideais I e J desse anel, ou
I ⊆ J ou J ⊆ I.

Exemplo 1.6. Se n é um inteiro positivo e q a potência de um primo, então o anel Fq[x]/(x
n)

é um anel em cadeia. Denotando por u a classe de x módulo (xn), os ideias de Fq[x]/(x
n) são

0 ⊂ (un−1) ⊂ (un−2) ⊂ · · · ⊂ (u2) ⊂ (u) ⊂ Fq[x]/(x
n).

Por exemplo, em [11], Qian estuda códigos sobre o anel em cadeia F2[x]/(x
2).

Definição 1.7. Um anel R que não é um anel em cadeia, será chamado anel não encadeado.

Exemplo 1.8. O anel R = Fq[x]/(x
2 − 1), com q a potência de um primo ı́mpar, que iremos

estudar nesse trabalho, é um anel semilocal não encadeado (como veremos no Caṕıtulo 3).
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1.2 Ideais

A seguir vamos apresentar o Primeiro Teorema do Isomorfismo para Anéis. Uma prova desse
resultado pode ser encontrada em [3, página 307]

Teorema 1.9 (Primeiro Teorema do Isomorfismo para Anéis). Seja φ : R → R′ um homo-
morfismo de anéis. Se I é o núcleo de φ, então o anel quociente R/I também é um anel e
existe um único isomorfismo µ : R/I → φ(R) tal que φ(x) = µ(γI(x)) para cada x ∈ R, onde
γI : R → R/I é o homomorfismo canônico

Vamos apresentar um resultado muito importante ao longo deste trabalho. O leitor pode
encontrar uma prova dele em [8, página 117].

Teorema 1.10 (Correspondência de Ideais). Sejam R e R′ anéis e ψ um homomorfismo so-
brejetor de R em R′ com núcleo I. Então, R′ é isomorfo a R/I. Além do mais, existe uma
correspondência bijetora, entre o conjunto dos ideais de R′ e o conjunto dos ideais de R que
contêm I. Esta correspondência pode ser conseguida associando a um ideal J ′ de R′ o ideal
J = ψ−1(J ′) = {x ∈ R | ψ(x) ∈ J ′}. Com J assim definido, R/J é isomorfo a R′/J ′.

Definição 1.11. Dois ideais I, J , de um anel R, são ditos coprimos se I + J = (1) = R.
Para ideais coprimos temos I ∩ J = IJ .

Exemplo 1.12. No anel F[x], defina I = (x) e J = (x2 − 1). Veja que x2 ∈ I e 1 − x2 ∈ J .
Como x2 + (1− x2) = 1, então todo elemento de F[x] pode ser escrito como soma de elementos
de I e J . Em outras palavras, I + J = F[x], ou seja, I e J são coprimos. Em particular, isso
implica I ∩ J = IJ = (x3 − x).

A seguir apresentaremos o Teorema Chinês dos Restos, uma prova desse resultado está em
[9, Proposição 1.10]

Teorema 1.13 (Teorema Chinês dos Restos). Seja R um anel e I1, I2, . . . , In ideais de R,
defina o homomorfismo

f : R −→ R/I1 ×R/I2 × · · · ×R/In

x 7−→ (x+ I1, x+ I2, . . . , x+ In).

Então,

(a) Se Ii e Ij são coprimos com i ̸= j, então
n∏

i=1

Ii =
n⋂

i=1

Ii;

(b) f é sobrejetora se, e somente, se Ii e Ij são coprimos com i ̸= j;

(c) f é injetora se, e somente, se
n⋂

i=1

Ii = (0).

1.3 Espaços Vetoriais

Esta seção é um pequeno resumo das propriedades da álgebra linear, que são necessárias neste
estudo, já que grande parte da teoria de códigos baseia-se na álgebra linear sobre corpos finitos,
que o leitor pode aprofundar em [8].

Definição 1.14. Um conjunto não vazio V é dito um espaço vetorial sobre um corpo F (ou
F -espaço vetorial) se V é um grupo abeliano com relação a uma operação que indicamos com
+, e se para todos λ ∈ F , v ∈ V está definido um elemento indicado por λ · v ∈ V tal que

4



• λ · (v + w) = λ · v + λ · w,

• (λ+ γ) · v = λ · v + γ · v,

• λ · (γ · v) = (λ · γ) · v,

• 1 · v = v,

para todos λ, γ ∈ F , v, w ∈ V (onde 1 representa o elemento unidade de F com relação à
multiplicação).

Os elementos da forma λ · v serão também denotados λv. A seguir, lembremos mais alguns
conceitos da álgebra linear.

Definição 1.15. Um subespaço vetorial de um F -espaço vetorial é um subconjunto não
vazio W de V , que com as operações acima definidas de V , também é um F -espaço vetorial.
Equivalentemente, W é um subespaço vetorial de V , sempre que w1, w2 ∈ W , λ, γ ∈ F implica
que λw1 + γw2 ∈ W

Observação 1.16. Sejam F um corpo e x uma indeterminada. O anel F [x] é um F -espaço
vetorial. Seja n ∈ N, defina

F [x]n−1 = {P (x) ∈ F [x] | grauP (x) ≤ n− 1} ∪ {0}.

O conjunto F [x]n−1 é um F -subespaço vetorial de F [x] de dimensão n, com a seguinte base
{1, x, x2, . . . , xn−1}.

1.4 Módulos

Motivados pela definição de espaço vetorial, a noção de módulo será uma generalização
da mesma: ao invés de restringir os escalares a estarem num corpo, permitiremos que sejam
elementos de um anel qualquer.

Definição 1.17. Seja R um anel qualquer, um conjunto não vazio M é dito um R-módulo

(ou módulo sobre R) se M é um grupo abeliano com relação a uma operação + tal que para
todo r ∈ R e todo m ∈M existe um elemento rm ∈M satisfazendo

(a) r(a+ b) = ra+ rb,

(b) (r + s)a = ra+ sa,

(c) r(sa) = (rs)a,

(d) 1a = a,

para todos a, b ∈M e r, s ∈ R.

Definição 1.18. Um subgrupo aditivo N do R-módulo M é denominado um submódulo de
M se para todo r ∈ R e n ∈ N , temos rn ∈ N .
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1.5 A Caracteŕıstica de um Corpo

Nesta seção estudaremos algumas propriedades dos corpos finitos fundamentadas em [7].
Se um corpo K é finito, então o número de elementos q, desse corpo, é a potência de um

número primo. Como todos os corpos finitos com q elementos são isomorfos, denotaremos, de
agora em diante, um corpo finito com q elementos por Fq.

Seja K um corpo finito com elemento unidade 1. Considere o conjunto

ΛK = {n ∈ N : n1 = 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

n-vezes

= 0} ⊂ N,

em que N denota o conjunto dos inteiros positivos.
Pelo fato de K ser finito, existe um inteiro positivo n tal que n1 = 0. Logo, ΛK ̸= ∅. Assim,

ΛK é um conjunto não-vazio de N, e pelo prinćıpio da boa ordem, existe um elemento mı́nimo.
A seguinte definição é motivada por esta propriedade.

Definição 1.19. A caracteŕıstica de um corpo finito K é o inteiro positivo car(K),
definido por

car(K) = minΛK = min{n ∈ N | n1 = 0}.

Se um corpo F é um subcorpo de um corpo K, então car(K) = car(F ), pois ΛF = ΛK.

Note que K é um espaço vetorial sobre F .

Proposição 1.20. Seja K um corpo finito, então car(K) é um número primo.

Demonstração. Seja m = car(K) e suponhamos que m não seja primo. Logo, m = m1 · m2,
onde m1 e m2 são inteiros maiores do que 1 e menores do que m. Logo

0 = m1 = (m1 ·m2) 1 = m1 (m21) = (m11) · (m21)

Como K é um domı́nio, temos m11 = 0 ou m21 = 0, o que contradiz a minimalidade de m.

Proposição 1.21. Seja K um corpo finito com car(K) = p. Se para m ∈ Z e a ∈ K temos
ma = 0, então m é um múltiplo de p ou a = 0.

Demonstração. Suponhamos que ma = 0, logo, (m1)a = 0. E como K é um corpo, temos
m1 = 0 ou a = 0. Basta agora mostrar que, se m1 = 0, então m é um múltiplo de p. De fato,
suponhamos que m1 = 0. Pelo algoritmo da divisão, temos m = λp+ r, onde 0 ≤ r < p. Logo,

0 = m1 = (λp+ r)1 = λ(p1) + r1 = λ0 + r1 = r1

e como p é o menor inteiro positivo tal que p1 = 0, segue que r = 0. Portanto, m é múltiplo de
p.

Teorema 1.22. Seja K um corpo finito com car(K) = p, onde p é um número primo. Então,
K contém um subcorpo isomorfo a Zp. Em particular, K possui pn elementos para algum inteiro
positivo n.

Demonstração. Considere a aplicação:

ψ : Zp −→ K

n̄ 7−→ n1.

Primeiramente, notemos que esta aplicação está bem definida, de fato, considere n̄ = m̄, então
existe um inteiro λ, tal que, n = λp+m. Logo,

n1 = (λp+m)1 = (λp)1 +m1 = λ(p1) +m1 = 0 +m1 = m1.

Vamos verificar que está aplicação é um homomorfismo. De fato,
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(i) ψ(m̄+ n̄) = ψ(m+ n) = (m+ n)1 = m1 + n1 = ψ(m̄) + ψ(n̄).

(ii) ψ(m̄ · n̄) = ψ(mn) = (mn)1 = (m1)(n1) = ψ(m̄)ψ(n̄).

(iii) ψ(1) = 1.

Agora como K e Zp são corpos e ψ é um homomorfismo, temos que ψ (Zp) é um subcorpo
de K, isomorfo a Zp. Portanto, K é um espaço vetorial sobre Zp e como K é finito, segue que,
tem dimensão finita sobre Zp. Seja {a1, . . . , an} uma base de K sobre Zp, então, todo elemento
de K se escreve de modo único na forma

λ1a1 + · · ·+ λnan,

onde os λi ∈ Zp, com 1 ≤ i ≤ n. Portanto, segue que |K| = pn.

1.6 Potência de Caracteŕıstica

As potências da caracteŕıstica de um corpo finito possuem propriedades fundamentais que
serão abordadas nesta seção. Essas propriedades têm implicações significativas nas operações
e estrutura do corpo, e serão exploradas. Para os leitores interessados em aprofundar-se no
assunto, é recomendado consultar [7].

Proposição 1.23. Seja K um corpo finito de caracteŕıstica p e seja q = pr, para algum inteiro
positivo r. Se a, b ∈ K, então

(a± b)q = aq ± bq.

Demonstração. Provemos este resultado por indução sobre r. Pelo binômino de Newton, temos

(a± b)p = ap ± · · ·+ (±1)i
(
p
i

)

ap−ibi + · · · ± bp.

Mas como

(
p
i

)

= p!
i!(p−i)!

, temos que p |

(
p
i

)

, para todo i = 1, . . . , p − 1. Ainda, notemos

que (−b)p = −b. De fato, se p é impar o resultado é óbvio. Por outro lado, se p é par então
p = 2 e −1 = 1. Dáı segue que

(a± b)p = ap ± bp,

ou seja, o resultado vale para r = 1. Agora, suponha que o resultado seja válido para, r − 1.

(a± b)p
r

=
(

(a± b)p
r−1

)p

=
(

ap
r−1

± bp
r−1

)p

= ap
r

± bp
r

.

Portanto (a± b)q = aq ± bq.

Segue, por indução, que, se a1, . . . , an são elementos de um corpo finito K, de caracteŕıstica
p e se q é uma potência de p, então:

(a1 + · · ·+ an)
q = aq1 + · · ·+ aqn.

Temos também que, se P (x) = a0 + · · ·+ an−1x
n−1 + anx

n ∈ K[x], então

P (x)q = aq0 + · · ·+ aqn−1x
(n−1)q + aqnx

nq.

Corolário 1.24. Seja K um corpo finito de caracteŕıstica p. Se q = pr para algum inteiro
positivo r, então a aplicação fq é um isomorfismo de corpos, onde

fq : K −→ K

x 7−→ xq.
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Demonstração. Temos claramente

fq(ab) = (ab)q = aqbq = fq(a)fq(b)

e pela proposição acima,

fq(a+ b) = (a+ b)q = aq + bq = fq(a) + fq(b)

Como fq(1) = 1, segue que fq é um homomorfismo, pois veja que,

(i) fq(a+ b) = (a+ b)q = aq + bq = fq(a) + fq(b).

(ii) fq(ab) = (ab)q = aqbq = fq(a)fq(b).

(iii) fq(1) = 1q = 1.

Além disso como fq é um homomorfismo entre corpos, segue que fq é injetora e, como K é
finito, segue que fq é bijetora; logo, é um isomorfismo.
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Caṕıtulo 2

Teoria de Códigos

Neste caṕıtulo, exploraremos a teoria dos códigos, abordando a definição de alguns conceitos
fundamentais nessa área. Inicialmente, discutiremos os códigos sobre corpos finitos, apresen-
tando definições e alguns teoremas importantes que o leitor pode ver com mais detalhe no livro
[7]. Em seguida, iremos analisar como esses códigos se comportam quando são considerados
sobre anéis finitos, que são de grande importância ao longo deste trabalho. Esses aspectos
podem ser encontrados em [1] e [12].

2.1 Códigos Lineares

Uma classe muito importante de códigos utilizada na prática é a classe dos códigos lineares.
Esses códigos são constrúıdos a partir de espaços vetoriais sobre o corpo finito Fq, que serve
como o alfabeto dos śımbolos. Para cada inteiro positivo n, podemos considerar um espaço
vetorial Fnq de dimensão n, onde cada elemento é um vetor de n śımbolos pertencentes ao corpo
Fq. Os códigos lineares são subespaços desse espaço vetorial Fnq , que podem ser gerados por um
conjunto de vetores chamados vetores geradores. Essa estrutura dos códigos lineares permite
a utilização de técnicas eficientes de codificação e decodificação, tornando-os muito úteis em
aplicações práticas de comunicação e armazenamento de dados.

A construção de um código corretor de erros começa com a definição de um conjunto finito
chamado alfabeto, representado por A. O tamanho desse alfabeto, indicado por |A|, é denotado
por q.

Definição 2.1. Um código é um subconjunto adequado de An, onde n é um inteiro positivo.

Para quantificar a proximidade entre palavras, é necessário introduzir uma métrica de
distância entre elas no espaço An. A métrica de Hamming é uma medida comum usada para
medir a distância entre palavras nesse contexto.

Definição 2.2. Dados dois elementos u, v ∈ An, a distância de Hamming entre u e v é
definida como

dH(u, v) = |{i | ui ̸= vi, 1 ≤ i ≤ n}|

Definição 2.3. Seja C um código. A distância mı́nima de C é o número

dH = min{dH(u, v) | u, v ∈ C e u ̸= v}.

Definição 2.4. Um código C ⊂ F
n
q será chamado de código linear se for um subespaço

vetorial de F
n
q . Todo código linear é por definição um espaço vetorial de dimensão finita. Seja

k a dimensão do código C e seja {v1, v2, . . . , vk} uma de suas bases, portanto, todo elemento
de C se escreve de modo único na forma

λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λkvk
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onde os λi, i = 1, . . . , k, são elementos de Fq. Segue dáı que

M = |C| = qk

e, consequentemente,
dimK C = k = logq q

k = logqM.

Exemplo 2.5. Seja C ⊂ F
15
5 e suponha que a dimensão dim(C) = 3, então exitem α1, α2, α3 ∈

F
15
5 tais que

C = {aα1 + bα2 + cα3 | a, b, c ∈ F5} e |C| = 53

De maneira mais geral se C é um código linear sobre Fq de comprimento n, ou seja, C ⊂ F
n
q ,

de dim(C) = k, então |C| = qk.

Definição 2.6. Dado x ∈ F
n
q , definimos o peso de x como sendo o número inteiro

ωH(x) := |{i | xi ̸= 0}| .

Em outras palavras, temos
ωH(x) = dH(x, 0).

Definição 2.7. O peso de um código linear C é o inteiro

ωH(C) := min{ωH(x) | 0 ̸= x ∈ C}.

Proposição 2.8. Seja C ⊂ F
n
q um código linear com distância mı́nima dH . Temos,

i) para todos u, v ∈ F
n
q temos dH(u, v) = ωH(u− v);

ii) dH = ωH(C).

Demonstração. i) Temos

ωH(u− v) = dH(u− v, 0)

= |{i | ui − vi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n}|

= |{i | ui ̸= vi, 1 ≤ i ≤ n}|

= dH(u, v).

ii) Para todo para de elementos u, v ∈ C com u ̸= v, temos w = u− v ∈ C − {0} e dH(u, v) =
ωH(w).

2.2 Matriz Geradora de um Código

Considere um código linear C ⊂ F
n
q . Os parâmetros do código linear C são representados por

uma tripla de números inteiros (n, k, d), onde k é a dimensão de C sobre Fq e d representa a
distância mı́nima de C, que é equivalente ao peso ω(C) do código C. O número de elementos
em C, denotado por M , é igual a qk.

Seja B = {v1, . . . , vk} uma base ordenada de C. Podemos construir uma matriz G, cujas
linhas são os vetores vi = (vi1, . . . , vin), ou seja,

G =






v1
...
vk




 =






v11 v12 · · · v1n
...

...
...

vk1 vk2 · · · vkn




 .
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A matriz G acima é chamada matriz geradora de C associada à base B. Podemos definir uma
transformação linear T : Fkq −→ F

n
q através da multiplicação de um vetor x = (x1, . . . , xk) ∈ F

k
q

pela matriz G, ou seja,
T (x) = xG = x1v1 + · · ·+ xkvk.

Logo, T
(
F
k
q

)
= C. Note que, a matriz geradora G não é única para o código C, pois ela depende

da escolha da base B. Além disso, uma base de um espaço vetorial pode ser obtida a partir de
outra através de operações como permutação de elementos, multiplicação de um elemento por
um escalar não nulo ou substituição de um vetor por ele mesmo somado a um múltiplo escalar
de outro vetor da base.

Dessa forma, é posśıvel obter diferentes matrizes geradoras para o mesmo código C através
de uma sequência de operações, como permutação de linhas, multiplicação de uma linha por
um escalar não nulo e adição de um múltiplo escalar de uma linha a outra. Por outro lado, é
posśıvel construir códigos a partir de matrizes geradoras G, tomando uma matriz cujas linhas
sejam linearmente independentes e definindo o código como a imagem da transformação linear
T : Fkq −→ F

n
q , onde x 7−→ xG.

2.3 Códigos Duais

Nesta seção, vamos explorar o conceito de códigos duais na teoria de códigos lineares sobre o
corpo finito Fq. O código dual de um código linear C é definido como o conjunto de vetores que
são ortogonais a todos os vetores em C. Utilizando a operação de produto interno, podemos
caracterizar o código dual de forma mais precisa.

Sejam u = (u1, . . . , un) e v = (v1, . . . , vn) elementos de F
n
q . Definimos o produto interno

de u e v como
⟨u, v⟩ = u1v1 + · · ·+ unvn.

Essa operação possui as propriedades usuais de um produto interno, ou seja, é simétrica

⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩

e bilinear
⟨u+ λw, v⟩ = ⟨u, v⟩+ λ⟨w, v⟩

para todo λ ∈ Fq.

Definição 2.9. Para um código linear C ⊂ F
n
q , definimos o seu código dual C⊥ como o

subconjunto de F
n
q ortogonal a C, isto é,

C⊥ =
{
v ∈ F

n
q | ⟨v, u⟩ = 0, ∀u ∈ C

}
.

Proposição 2.10. Se C ⊂ F
n
q é um código linear, então C⊥ é um subespaço vetorial de F

n
q ,

ou seja, C⊥ é linear.

Demonstração. Claramente C⊥ ̸= ∅, pois 0 pertence ao dual. Sejam u, v ∈ C⊥ e λ ∈ Fq.
Temos, para todo x ∈ C, que

⟨u+ λv, x⟩ = ⟨u, x⟩+ λ⟨v, x⟩ = 0

e, portanto, u+ λv ∈ C⊥, provando que C⊥ é um subespaço vetorial de F
n
q .
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2.4 Códigos Ćıclicos

A partir de agora, representaremos as coordenadas de F
n
q como (x0, . . . , xn−1).

Definição 2.11. Um código linear C ⊂ F
n
q será chamado de código ćıclico se, para todo

c = (c0, . . . , cn−1) ∈ C, o vetor (cn−1, c0, . . . , cn−2) ∈ C.
Equivalentemente, o código linear C será um código ćıclico se, dada a permutação π de

{0, . . . , n− 1} definida por

π(i) =

{

i− 1 se i ≥ 1,

n− 1 se i = 0

e, sendo
Tπ (c0, c1, . . . , cn−1) = (cn−1, c0, . . . , cn−2) ,

tivermos Tπ(c) ∈ C para todo c ∈ C; ou seja, Tπ(C) ⊂ C.

Definição 2.12. Um código C, é chamado reverśıvel se para todo c = (c0, c1, . . . , cn−1) ∈ C,
temos (cn−1, cn−2, . . . , c0) ∈ C.
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Caṕıtulo 3

Anel não Encadeado e Semilocal

Neste caṕıtulo vamos apresentar algumas propriedades do anel R = Fpm⊕vFpm . Caracteŕısticas
e resultados importantes de R serão destacados, os quais o leitor pode encontrar em [1].

Seja Fpm um corpo finito de caracteŕıstica p, com p um primo impar e m um inteiro positivo.
Ao longo deste trabalho vamos usar q = pm e definimos o anel

R = Fq ⊕ vFq = {a+ vb | a, b ∈ Fq}, onde v2 = 1,

com operações de adição e multiplicação decorrentes dessa relação. Isto é, (a+ vb)+ (c+ vd) =
(a+ c) + v(b+ d) e

(a+ vb)(c+ vd) = (ac+ bd) + v(ad+ bc).

Note que R é um anel de ideais principais. Para provar isso, mostremos que R é isomorfo
a Fq[x]/(x

2 − 1). Considere a função ψ definida como segue:

ψ : Fq[x] −→ R
f(x) 7−→ f(v).

É claro que ψ é um homomorfismo de anéis, de fato, sejam f(x), g(x) ∈ Fq[x]. Então,

ψ(f(x) + g(x)) = ψ((f + g)(x)) = (f + g)(v) = f(v) + g(v),

ψ(f(x) · g(x)) = ψ((f · g)(x)) = (f · g)(v) = f(v) · g(v).

Assim, ψ é um homomorfismo. Além disso, ψ é sobrejetor pois se a+vb ∈ R, então ψ(a+bx) =
a+ bv, com a+ bx ∈ Fq[x].

Vamos provar kerψ = (x2 − 1). Se f(x) ∈ (x2 − 1), então existe g(x) ∈ Fq[x] tal que
f(x) = (x2 − 1) · g(x). Assim,

ψ(f(x)) = ψ((x2 − 1) · g(x)) = ψ(x2 − 1) · ψ(g(x)) = (v2 − 1) · g(v) = 0.

Dáı, f(x) ∈ kerψ. Isso prova (x2 − 1) ⊆ kerψ.

Se f(x) ∈ kerψ, pelo algoritmo da divisão, existem q(x), r(x) ∈ Fq[x] tais que

f(x) = (x2 − 1) · q(x) + r(x),

com r(x) = 0 ou grau r < 2. Então, existem a, b ∈ Fq[x] tais que r(x) = a+ bx, e note que

0 = ψ(f(x)) = ψ(x2 − 1) · ψ(q(x)) + ψ(a+ bx) = a+ bv ∈ R = Fq ⊕ vFq.

Dáı a = b = 0, e, portanto, f(x) ∈ (x2 − 1). Ou seja, kerψ = (x2 − 1).
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Denotemos π : Fq[x] −→ Fq[x]/(x
2 − 1) o homomorfismo canônico. Pelo primeiro teorema

de isomorfismo, veja o Teorema 1.9, existe um único isomorfismo ρ que faz o seguinte diagrama
comutar

Fq[x]
ψ

//

π

��

R

Fq[x]/(x
2 − 1)

ρ

;;

e, ρ está definido por ρ(a+ bx) = a+ bv.

Do Teorema 1.10, sabemos que existe uma correspondência biuńıvoca entre os ideais I de
R e os ideais J de Fq[x] que contêm (x2 − 1). Essa correspondência é dada por ρ(π(J)) = I e
π−1(ρ−1(I)) = J . Como Fq é corpo, então Fq[x] é domı́nio principal. Dessa forma, se J é um
ideal de Fq[x], então existe f(x) ∈ Fq[x] tal que J = (f(x)). Dáı, I = ρ(π(J)) = (f(v)), em
outras palavras, R é um anel de ideais principais.

Se J = (f(x)) é um ideal de Fq[x] que contêm (x2 − 1), então x2 − 1 ∈ (f(x)), ou seja,
f(x) | x2 − 1. Como os divisores mônicos de x2 − 1 são 1, x− 1, x+1 e x2 − 1, então os únicos
ideais de R são (1) = R, (1− v), (1 + v) e (1− v2) = {0}.

A seguir temos o seguinte diagrama dos ideais de R:

R

(1− v) (1 + v)

{0}

Em outras palavras, acabamos de provar o seguinte resultado.

Proposição 3.1. R é um anel semilocal com dois ideais maximais, a saber (1− v) e (1 + v).
Em particular, R não é um anel em cadeia.

Além do isomorfismo R ∼= Fq[x]/(x
2 − 1), também temos outro isomorfismo dado pelo

teorema chinês dos restos. Observe que para os ideais I = (x − 1) e J = (x + 1) de Fq[x],
temos IJ = (x2 − 1) e em caracteŕıstica ı́mpar, I + J = Fq[x], pois

1
2
(x + 1) − 1

2
(x − 1) = 1.

Como I e J são coprimos, pelo teorema chinês dos restos, temos também o seguinte isomorfismo
Fq[x]/(x+ 1)(x− 1) ∼= Fq[x]/(x− 1)× Fq[x]/(x+ 1) dado por

f(x) + (x2 − 1) 7−→ (f(x) + (x− 1), f(x) + (x+ 1)).

Por outro lado, Fq[x]/(x− 1) e Fq[x]/(x+ 1) são isomorfos a Fq. Esses isomorfismos são dados
pelo homomorfismo avaliação. Isto é

av1 : Fq[x]/(x− 1) −→ Fq

f(x) + (x− 1) 7−→ f(1)
e

av−1 : Fq[x]/(x+ 1) −→ Fq

f(x) + (x+ 1) 7−→ f(−1).
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A composta desses isomorfismos, juntamente com o isomorfismo

Fq[x]/(x+ 1)(x− 1) ∼= Fq[x]/(x− 1)× Fq[x]/(x+ 1),

é o isomorfismo
F : Fq[x]/(x

2 − 1) −→ F
2
q

f(x) + (x2 − 1) 7−→ (f(1), f(−1)).

Isso implica que ρ̃ = F ◦ ρ−1 : R −→ F
2
q é um isomorfismo que é dado por

ρ̃(a+ bv) = (a+ b, a− b) .

Lembre que esse é um isomorfismo caso Fq seja de caracteŕıstica ı́mpar.

3.1 Códigos Lineares sobre Anéis

A teoria de códigos lineares sobre anéis é uma área de estudo fundamental na teoria aqui
trabalhada. Ela envolve a construção de códigos que operam não apenas em corpos finitos, mas
também em anéis, que são estruturas algébricas mais gerais.

Definição 3.2. Um código linear C de comprimento n sobre um anel R é um R-submódulo de
Rn e os elementos de C são chamados palavras do código.

Definição 3.3. O código dual C⊥ de um código linear C ⊂ Rn é definido por

C⊥ = {a ∈ Rn | ⟨a, b⟩ = 0, ∀b ∈ C} ,

onde o produto interno euclidiano de dois elementos de Rn, c = (c1, . . . , cn) e d = (d1, . . . , dn),
é definido por

⟨c, d⟩ =
n∑

i=1

cidi.

Vejamos então que C⊥ é um código linear, de fato, C⊥ ̸= ∅ e para quaisquer c, d ∈ C⊥ e
λ ∈ R, temos, para todo x ∈ C, que

⟨c+ λd, x⟩ = ⟨c, x⟩+ λ⟨d, x⟩ = 0.

Portanto, c+ λd ∈ C⊥. Isso prova que C⊥ é um R-submódulo de Rn.

Definição 3.4. Um código C, é chamado auto-ortogonal se C ⊆ C⊥, e auto-dual se
C = C⊥.

Vamos estudar agora a estrutura do anel R. Para tal, vamos provar que

R = (1− v)⊕ (1 + v) = (1− v)Fq ⊕ (1 + v)Fq.

Veja que (1−v) e (1+v) são ideais de R. Quando escrevemos soma direta, estamos dizendo que
todo elemento de R se escreve de forma única como uma soma de elementos de (1−v) e (1+v).
Em outras palavras, iremos provar que R = (1 − v) + (1 + v) e (1 − v) ∩ (1 + v) = {0}. Para
provar a segunda igualdade, provaremos (1 − v) = (1 − v)Fq e (1 + v) = (1 + v)Fq. Provemos
esses resultados por etapas.

Lema 3.5. Sejam (1− v)Fq e (1 + v)Fq definidos por

(1− v)Fq = {a(1− v) | a ∈ Fq} e (1 + v)Fq = {b(1 + v) | b ∈ Fq}.

Temos (1− v) = (1− v)Fq e (1 + v) = (1 + v)Fq.
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Demonstração. Seja (1− v)(a+ bv) um elemento do ideal (1− v). Temos

(1− v)(a+ bv) = a− av + bv − bv2

= a− av + bv − b

= (a− b)− (a− b)v

= (a− b)(1− v),

com a− b ∈ Fq, portanto (1− v) ⊆ (1− v)Fq. Por outro lado, como Fq ⊆ R então (1− v)Fq ⊆
(1− v), dáı (1− v)Fq = (1− v). De forma similar (1 + v)Fq = (1 + v), pois

(1 + v)(a+ bv) = (a+ b)(1 + v).

Proposição 3.6. R = (1− v)⊕ (1 + v) = (1− v)Fq ⊕ (1 + v)Fq.

Demonstração. Vamos provar que R = (1− v)Fq ⊕ (1+ v)Fq. De fato, veja que 2 ∈ Fq e 2 ̸= 0,
pois trabalhamos em caracteŕıstica ı́mpar. Assim, 2−1 = 1

2
∈ Fq. Dado a+ bv ∈ R, temos

1

2
(a− b)(1− v) +

1

2
(a+ b)(1 + v) =

1

2
(a− b− av + bv + a+ b+ av + bv) = a+ bv.

Logo, a + bv ∈ (1 − v)Fq + (1 + v)Fq, pois
1
2
(a − b), 1

2
(a + b) ∈ Fq. Como (1 − v)Fq ⊆ R e

(1 + v)Fq ⊆ R, então R = (1 − v)Fq + (1 + v)Fq. Pelo Lema 3.5, temos (1 − v) = (1 − v)Fq e
(1 + v) = (1 + v)Fq. Assim, os ideiais I = (1− v) e J = (1 + v) são coprimos, pois R = I + J .
Pelo Teorema 1.13, temos I ∩ J = IJ . Como IJ = (1− v)(1 + v) = (0), então a soma é direta,
isto é, R = I ⊕ J .

Veja que a proposição anterior indica que todo elemento α ∈ R se escreve de forma única
como α = (1− v)a+ (1 + v)b, com a, b ∈ Fq.

3.2 Função de Gray

Motivados pelas construções acima, nesta seção vamos definir a função de Gray. Pela Proposição
3.6, a função

ψ : R −→ F
2
q

(1− v)a+ (1 + v)b 7−→ (a, b)

é uma bijeção. Essa bijeção pode ser estendida a uma função ψ0 : R
n −→ F

2n
q definindo, para

todo (α1, α2, . . . , αn) ∈ Rn,

ψ0((α1, α2, . . . , αn)) = (ψ(α1), ψ(α2), . . . , ψ(αn)).

É claro que ψ é uma aplicação linear sobre Fq, de fato, se α = (1 − v)a1 + (1 + v)b1 ∈ R,
β = (1− v)a2 + (1 + v)b2 ∈ R e c ∈ Fq, então

ψ(α + cβ) = ψ((1− v)a1 + (1 + v)b1 + c((1− v)a2 + (1 + v)b2))

= ψ((1− v)(a1 + ca2) + (1 + v)(b1 + cb2))

= (a1 + ca2, b1 + cb2)

= (a1, b1) + c(a2, b2)

= ψ(α) + cψ(β).
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Veja que ψ não é um homomorfismo de anéis pois, para c ∈ Fq ⊆ R, temos c = c
2
(1−v)+ c

2
(1+v),

isto é, ψ(c) =
(
c
2
, c
2

)
. Dessa forma, para α = (1− v)a+ (1 + v)b ∈ R, temos

ψ(cα) = (ca, cb) ̸=

(
ca

2
,
cb

2

)

= ψ(c)ψ(α).

Alguns autores, como em [6], definem a função de Gray como ψ. No entanto, em [1] a função
de Gray é definida da seguinte forma:

Definição 3.7. Seja M ∈ GL2(Fq), onde GL2(Fq) é o conjunto de todas as matrizes invert́ıveis
2× 2 sobre Fq. Como M é invert́ıvel, a aplicação linear

µ : F
2
q −→ F

2
q

(a, b) 7−→ (a, b)M

é bijetora. Definimos a função de Gray como

φ = µ ◦ ψ : R −→ F
2
q

(1− v)a+ (1 + v)b 7−→ (a, b)M.

Observação 3.8. É claro que a função φ é bijetora e pode ser estendida a uma função φ0 :
Rn −→ F

2n
q , da mesma maneira que estendemos ψ0, isto é, para todo (α1, α2, . . . , αn) ∈ Rn,

define-se
φ0((α1, α2, . . . , αn)) = (φ(α1), φ(α2), . . . , φ(αn)).

Como ψ e µ são aplicações lineares bijetoras sobre Fq, as funções φ e φ0 também são aplicações
lineares bijetoras.

Seja C um código sobre R de comprimento n, isto é, C ⊆ Rn é um R-submódulo de Rn.
Para α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ C, existem únicos ai, bi ∈ Fq tais que αi = (1 − v)ai + (1 + v)bi,
para todo 1 ≤ i ≤ n. Portanto,

α = ((1− v)a1 + (1 + v)b1, (1− v)a2 + (1 + v)b2, . . . , (1− v)an + (1 + v)bn)

= (1− v)(a1, a2, . . . , an) + (1 + v)(b1, b2, . . . , bn).

Definimos então

C1 = {a ∈ F
n
q | ∃b ∈ F

n
q tal que (1− v)a+ (1 + v)b ∈ C} e

C2 = {b ∈ F
n
q | ∃a ∈ F

n
q tal que (1− v)a+ (1 + v)b ∈ C}.

Veja que C1 e C2 são códigos lineares de comprimento n sobre Fq. Além disso, temos o seguinte
resultado.

Lema 3.9. C = (1− v)C1 ⊕ (1 + v)C2.

Demonstração. Seja α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ C. Como vimos acima, existem únicos ai, bi ∈ Fq

tais que
αi = (1− v)ai + (1 + v)bi

e, portanto,
α = (1− v)a+ (1 + v)b,

onde a = (a1, a2, . . . , an) ∈ F
n
q e b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ F

n
q . Por definição de C1 e C2, temos

a ∈ C1 e b ∈ C2. Assim
C ⊆ (1− v)C1 + (1 + v)C2.
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Por outro lado, seja a ∈ C1, então existe b ∈ C2 tal que

α = (1− v)a+ (1 + v)b ∈ C.

Como C é um R-módulo, então 2−1(1− v)α ∈ C. Assim,

2−1(1− v)α = 2−1(1− v)(1− v)a+ 2−1(1− v)(1 + v)b

= 2−1(1− v − v + v2)a+ 2−1(1 + v − v − v2)b

= 2−12(1− v)a+ 2−1(0)b

= (1− v)a.

Isso implica (1 − v)a ∈ C. De forma similar, prova-se que se b ∈ C2, então (1 + v)b ∈ C. Em
outras palavras

(1− v)C1 + (1 + v)C2 ⊆ C.

Provemos que a soma é direta, ou seja

(1− v)C1 ∩ (1 + v)C2 = {0}.

Seja α ∈ (1− v)C1 ∩ (1 + v)C2. Isso quer dizer que existem a ∈ C1 e b ∈ C2 tais que

α = (1− v)a = (1 + v)b.

Multiplicando a segunda igualdade por 1− v e como

(1− v)2 = 2(1− v) e (1− v)(1 + v) = 0,

temos 2(1− v)a = 0. Escrevendo a = (a1, . . . , an), vemos que

(2(1− v)a1, . . . , 2(1− v)an) = (0, . . . , 0).

Ou seja, para todo 1 ≤ i ≤ n,
2ai − 2aiv = 0 = 0 + 0v.

Logo, ai = 0, ou ainda, a = 0. Assim, α = 0 e, portanto,

(1− v)C1 ∩ (1 + v)C2 = {0}.

Conclui-se que
C = (1− v)C1 ⊕ (1 + v)C2.

Observe que como C ⊆ Rn, então C⊥ ⊆ Rn. Da mesma forma, como C1, C2 ⊆ F
n
q , então

C⊥
1 , C

⊥
2 ⊆ F

n
q . Com isso em mente, provamos o seguinte resultado.

Lema 3.10. C⊥ = (1− v)C⊥
1 ⊕ (1 + v)C⊥

2 .

Demonstração. Primeiro vamos definir:

C⊥ = {β = (β1, β2, . . . , βn) ∈ F
n
q | ⟨β, α⟩ = 0, ∀α ∈ C}.

Seja β ∈ C⊥, então β se escreve de maneira única como β = (1− v)x+ (1+ v)y, com x, y ∈ F
n
q

e sejam:

C⊥
1 = {a = (a1, a2, . . . , an) ∈ F

n
q | ⟨a, a′⟩ = 0, ∀a′ = (a′1, a

′
2, . . . , a

′
n) ∈ C1}
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e
C⊥

2 = {b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ F
n
q | ⟨b, b′⟩ = 0, ∀b′ = (b′1, b

′
2, . . . , b

′
n) ∈ C1}

Dado α ∈ C, nos sabemos que α ∈ C se escreve de maneira única como α = (1− v)a+(1+ v)b
com a ∈ C1 e b ∈ C2, consideremos agora

⟨β, α⟩ = ⟨(1− v)x+ (1 + v)y, (1− v)a+ (1 + v)b⟩

= ⟨(1− v)x, (1− v)a⟩+ ⟨(1 + v)y, (1 + v)b⟩,

pois

⟨(1− v)x, (1 + v)b⟩ = (1− v)(1 + v)⟨x, b⟩ = 0

⟨(1− v)y, (1 + v)a⟩ = (1− v)(1 + v)⟨y, a⟩ = 0.

Como v2 = 1, temos

(1− v)(1− v) = 2(1− v) e

(1 + v)(1 + v) = 2(1 + v).

Então,
⟨β, α⟩ = 2(1− v)⟨x, a⟩+ 2(1 + v)⟨y, b⟩ = 0.

Assim, ⟨β, α⟩ = 0. Isto ocorre se, e somente se, ⟨x, a⟩ = 0 e ⟨y, b⟩ = 0. Então, β ∈ C⊥ se, e
somente se, para todos a ∈ C1 e b ∈ C2 tais que

⟨x, a⟩ = 0 e ⟨y, b⟩ = 0.

O qual ocorre se, e somente se, x ∈ C⊥
1 e y ∈ C⊥

2 . Em outras palavras,

C⊥ = (1− v)C⊥
1 ⊕ (1 + v)C⊥

2 .

Observação 3.11. A notação C = (1− v)C1 ⊕ (1+ v)C2 usada acima, será utilizada ao longo
deste trabalho.

3.3 Matriz Geradora

A matriz geradora do código linear C sobre R é dada por:

G =

[
(1− v)G1

(1 + v)G2

]

onde G1, G2 são matrizes geradoras de C1 e C2 respectivamente e |C| = |C1||C2|. De fato
suponha que {v1, v2, . . . , vk1} é base de C1 e {w1, w2, . . . , wk2} é base de C2. Para α ∈ C
existem únicos x ∈ C1 e y ∈ C2 tais que

α = (1− v)x+ (1 + v)y,

de modo que existem únicos a1, a2, . . . , ak1 ∈ F
n
q e b1, b2, . . . , bk2 ∈ F

n
q tais que

x = a1v1 + a2v2 + · · ·+ ak1vk1
y = b1w1 + b2w2 + · · ·+ bk2wk2 .
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Então,

α = (1−v)a1v1+(1−v)a2v2+ · · ·+(1−v)ak1vk1 +(1+v)b1w1+(1+v)b2w2+ · · ·+(1+v)bk2wk2

de modo que, {(1− v)v1, (1− v)v2, . . . , (1− v)vk1 , (1 + v)w1, (1 + v)w2, . . . , (1 + v)wk2} é uma
base de C. Assim, a matriz geradora de C é
















(1− v)v1
(1− v)v2

...
(1− v)vk1
(1 + v)w1

(1 + v)w2
...

(1 + v)wk1
















=

[
(1− v)G1

(1 + v)G2

]

.

Definição 3.12. Como no caso de códigos sobre corpos finitos, definimos a distância de

Hamming entre dois elementos α, β ∈ Rn, denotado por dH(α, β), como sendo o número
de coordenadas nas quais α e β são diferentes. Define-se também o peso de Hamming de
α ∈ Rn, denotado por wH(α), como sendo o número de componentes diferentes de zero em α.
Dessa forma, para α, β ∈ Rn, tem-se dH(α, β) = wH(α − β). A distância de Hamming de
um código linear C sobre R é definida por

dH = min{dH(α, β) | α, β ∈ C e α ̸= β} = min{wH(α) | 0 ̸= α ∈ C}.

Motivados pela função de Gray vamos apresentar as seguintes definições.

Definição 3.13. Definimos o peso de Gray para c ∈ C por

wG(c) = ωH(φ0(c)).

Então, o peso de Gray para a palavra α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ C é

wG(α) =
n∑

i=1

wG(αi),

onde o peso de Gray de αi ∈ R é definido por wG(αi) = ωH(φ(αi)), para todo i = 1, . . . , n. A
distância de Gray entre duas palavras α,β ∈ C como

dG(α− β) = wG(α− β).

Além disso, a distância de Gray do código linear C é

dG(C) = min{wG(α) | 0 ̸= α ∈ C}.

A discussão acima conclui que o mapa de Gray φ0 : Rn −→ F
2n
q é uma função linear que

preserva a distância entre os espaços (Rn, dG) e (F2n
q , dH), e preserva o peso entre os espaços

(Rn, wG) e (F
2n
q , wH). Consequentemente, para um código linear [n, k, dG], sua imagem de Gray

φ0(C) é um código linear [2n, k, dG] sobre Fq, onde dG = dH .

Teorema 3.14. Seja C um código linear auto-ortogonal de comprimento n sobre R e M uma
matriz invert́ıvel 2×2 sobre Fq tal queMM⊥ = λI2, ondeM

⊥ é a transposta deM , I2 é a matriz
identidade e 0 ̸= λ ∈ Fq. Então, a imagem de Gray φ0(C) é um código linear auto-ortogonal
de comprimento 2n sobre Fq.
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Demonstração. Seja C um código linear auto-ortogonal de comprimento n, ou seja, C ⊆ C⊥, e
sejam c, d ∈ φ0(C). Então, existem α, β ∈ C tais que c = φ0(α) e d = φ0(β), onde

α = ((1− v)a1 + (1+ v)b1, (1− v)a2 + (1+ v)b2, . . . , (1− v)an+ (1+ v)bn) = (1− v)a+ (1+ v)b

e

β = ((1− v)ã1+(1+ v)b̃1, (1− v)ã2+(1+ v)b̃2, . . . , (1− v)ãn+(1+ v)b̃n) = (1− v)ã+(1+ v)b̃,

com ai, bi, ãi, b̃i ∈ F
n
q , para todo i = 1, 2, . . . , n. Para provar que φ0(C) é auto-ortogonal,

precisamos mostrar que ⟨c, d⟩ = 0. Como C é auto-ortogonal, temos que

0 = ⟨α, β⟩ =
n∑

i=1

((1− v)ai + (1 + v)bi)((1− v)ãi + (1 + v)b̃i)

=
n∑

i=1

2(1− v)aiãi + 2(1 + v)bib̃i

= 2(1− v)
n∑

i=1

aiãi + 2(1 + v)
n∑

i=1

bib̃i

= 2(1− v)⟨a, ã⟩+ 2(1 + v)⟨b, b̃⟩.

Como R = (1− v)Fq ⊕ (1 + v)Fq, temos ⟨a, ã⟩ = 0 e ⟨b, b̃⟩ = 0.

Além disso, note que φ0(α) = ((ai, bi)M)1≤i≤n e φ0(β) =
(

(ãi, b̃i)M
)

1≤i≤n
. Então,

⟨c, d⟩ = ⟨φ0(α), (φ0(β))⟩ =
n∑

i=1

⟨(ai, bi)M, (ãi, b̃i)M⟩

=
n∑

i=1

(ai, bi)M · ((ãi, b̃i)M)⊥ =
n∑

i=1

(ai, bi)MM⊥(ãi, b̃i)
⊥

= λ
n∑

i=1

(ai, bi)(ãi, b̃i)
⊥ = λ

n∑

i=1

(aiãi + bib̃i)

= λ

(
n∑

i=1

aiãi +
n∑

i=1

bib̃i

)

= λ(⟨a, ã⟩+ ⟨b, b̃⟩) = 0.

Como supomos que c, d ∈ φ0(C), temos φ0(C) ⊆ φ0(C)
⊥. Assim, φ0(C) é um código linear

auto-ortogonal de comprimento 2n sobre Fq.

Corolário 3.15. Sejam α = (1 − v)a + (1 + v)b ∈ Rn e β = (1 − v)ã + (1 + v)b̃ ∈ Rn, onde
a, b, ã, b̃ ∈ F

n
q são como no teorema anterior. Então,

⟨α, β⟩ = 2(1− v)⟨a, ã⟩+ 2(1 + v)⟨b, b̃⟩

e
⟨φ0(α), φ0(β)⟩ = λ

(

⟨a, ã⟩+ ⟨b, b̃⟩
)

.

Demonstração. Segue diretamente da prova do teorema anterior.

21



Caṕıtulo 4

Códigos LCD

O objetivo deste capitulo é caracterizar de forma abrangente o código ćıclico LCD de compri-
mento n, em relação aos polinômios geradores. Para alcançar esse objetivo, vamos primeiro
relembrar a estrutura dos códigos LCD sobre Fq, conforme estabelecido no Lema 4.20 e no Lema
4.23. Portanto, estaremos fornecendo uma compreensão completa e aprofundada dos códigos
ćıclicos LCD em relação aos polinômios geradores.

4.1 Polinômios Geradores de um Código Ćıclico

A teoria que vamos abordar nesta seção é de suma importância para as seções seguintes sobre
os códigos LCD.

Definição 4.1. Definimos o seguinte isomorfismo linear:

t : Fnq −→ Fq[x]/(x
n − 1),

dada por t(c0, . . . , cn−1) = c0 + c1x+ · · ·+ cn−1xn−1.

Vamos provar que t é uma transformação linear de Fq-espaços vetoriais. De fato, se
(a0, . . . , an−1), (b0, . . . , bn−1) ∈ F

n
q e λ ∈ Fq, temos

t((a0, . . . , an−1) + λ(b0, . . . , bn−1)) = t(a0 + λb0, . . . , an−1 + λbn−1)

= a0 + λb0 + (a1 + λb1)x+ · · ·+ (an−1 + λbn−1)xn−1

= a0 + a1x+ · · ·+ an−1xn−1 + λb0 + b1x+ · · ·+ bn−1xn−1

= t(a0, . . . , an−1) + λt(b0, . . . , bn−1).

Assim, t é uma transformação linear. Vejamos que t é injetora.

(c0, . . . , cn−1) ∈ ker(t) ⇐⇒ t(c0, . . . , cn−1) = 0

⇐⇒ c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cn−1x

n−1 ∈ (xn − 1)

⇐⇒ c0 = c1 = c2 = · · · = cn−1 = 0.

Logo, t é injetora, pois ker(t) = {0}. Como ambos espaços têm qn elementos, t é sobreje-
tora. Assim temos que t é um isomorfismo de Fq-espaços vetoriais. Note que dim (Fnq ) = n
e dim (Fq[x]/(x

n − 1)) = n. Denotemos por {e1, . . . , en} a base canônica de F
n
q . Observe que

{1, x, . . . , xn−1} é uma base de Fq[x]/(x
n − 1).

Lembremos que, se C é um código linear em F
n
q , então C é subespaço vetorial de F

n
q e,

portanto, t(C) é subespaço vetorial de Fq[x]/(x
n − 1).
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Proposição 4.2. Seja C um subconjunto de F
n
q . Temos que C é um código linear ćıclico se, e

somente se, t(C) é um ideal de Fq[x]/(x
n − 1).

Demonstração. Suponha que C é um código linear ćıclico. Já sabemos que t(C) é um Fq-

subespaço vetorial de Fq[x]/(x
n − 1), ou seja, para a(x), b(x) ∈ t(C) e λ ∈ Fq, temos

a(x) + b(x) ∈ t(C) e λa(x) ∈ t(C).

Para provar que t(C) é ideal de Fq[x]/(x
n − 1), resta provar que se a(x) ∈ Fq[x]/(x

n − 1) e

b(x) ∈ t(C), então a(x)b(x) ∈ t(C).
Seja b(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bn−1x

n−1 ∈ F[x] tal que b(x) ∈ t(C), ou seja, (b0, . . . , bn−1) ∈ C.
Então

x · b(x) = b0x+ b1x2 + · · ·+ bn−1xn

= bn−1 + b0x+ b1x2 + · · ·+ bn−2xn−2

= t(bn−1, b0, b1, . . . , bn−2)

Como C é ćıclico, (bn−1, b0, b1, . . . , bn−2) ∈ C, logo x · b(x) ∈ t(C). Se escrevemos

a(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1,

então a(x)b(x) ∈ t(C), já que por indução temos que, para todo j ≥ 0, ajxj · b(x) ∈ t(C).
Assim, t(C) é um ideal de Fq[x]/(x

n − 1).
Suponha agora que t(C) é um ideal de Fq[x]/(x

n−1). Já sabemos que C é um código linear.
Provemos que C é ćıclico. Considere (a0, ..., an−1) ∈ C. Como x · t(a0, . . . , an−1) ∈ t(C), temos

x · t(a0, . . . , an−1) = x · a0 + a1x+ · · ·+ an−1xn−1 = a0x+ a1x2 + · · ·+ an−1xn

= an−1 + a0x+ a1x2 + · · ·+ an−2xn−1 = t(an−1, a0, . . . , an−2) ∈ t(C).

Logo, (an−1, a0, . . . , an−2) ∈ C, ou seja, C é ćıclico.

Estamos agora interessados em ver como são os ideais de Fq[x]/(x
n−1). Para isto definamos

π : Fq[x] −→ Fq[x]/(x
n − 1),

o homomorfismo quociente.
Os ideais de Fq[x]/(x

n−1) são da forma π(I), onde I é um ideal de Fq[x] que contem (xn−1),
ou seja, (xn − 1) ⊆ I. Como Fq[x] é um domı́nio euclidiano, com a função grau, então Fq[x] é
um domı́nio principal. Isso implica para todo ideal I existe um único g(x) ∈ Fq[x] mônico tal
que I = (g(x)).

Se (xn − 1) ⊆ I = (g(x)) então xn − 1 ∈ (g(x)), ou seja, existe h(x) ∈ Fq[x] tal que

xn − 1 = g(x)h(x). Em particular, todo ideal de Fq[x]/(x
n − 1) é da forma (g(x)), onde

g(x) ∈ Fq[x] é mônico e g(x) | xn − 1.

Definição 4.3. Se C é um código ćıclico, o polinômio mônico g(x) ∈ Fq[x] tal que g(x) | x
n−1

e t(C) = (g(x)), é chamado de polinômio gerador do código C.

Observe que se C é um código linear ćıclico e g(x) é o polinômio gerador de C, então
C = t−1((g(x)).

Proposição 4.4. Seja C um código ćıclico. C é de dimensão k se, e somente se, o polinômio
gerador de C é de grau n− k.
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Demonstração. Da hipótese temos que t(C) = (g(x)), onde g(x) ∈ Fq[x] é mônico e divisor

de xn − 1. Se grau g(x) = n − k, devemos provar que dim (g(x)) = k. Considere o seguinte
conjunto

V = {g(x)a(x) | a(x) = 0 ou grau a(x) < k}.

Provemos que uma base de V é {g(x), xg(x), . . . , xk−1g(x)}, isto é, dimV = k. Seja a(x)g(x) ∈
V , com a(x) = a0 + a1x+ · · ·+ ak−1x

k−1 ∈ Fq[x]. Então,

a(x)g(x) = a0g(x) + a1xg(x) + · · ·+ ak−1xk−1g(x),

ou seja, {g(x), xg(x), . . . , xk−1g(x)} gera V .
Suponha que

α0g(x) + α1xg(x) + · · ·+ αk−1xk−1g(x) = 0,

para α0, α1, . . . , αk−1 ∈ Fq. Escrevendo

α(x) = α0 + α1x+ · · ·+ αk−1x
k−1,

temos α(x)g(x) = 0, ou seja, α(x)g(x) ∈ (xn − 1). Mas se α(x) ̸= 0, então

grauα(x)g(x) = grauα(x) + grau g(x) ≤ k − 1 + n− k = n− 1.

Como todo múltiplo não nulo de xn−1 é de grau maior igual a n, isto é um contradição. Logo,
α(x) = 0, ou seja, α0 = α1 = · · · = αk−1 = 0. Assim,

{g(x), xg(x), . . . , xk−1g(x)}

é base de V , ou seja, dimV = k.
Por definição V ⊆ (g(x)). Seja f(x) ∈ (g(x)), então

f(x) = g(x)f̃(x),

para algum f̃(x) ∈ Fq[x]. Lembremos que se f(x) = g(x)f̃(x), então

f(x) = g(x)f̃(x) + (xn − 1) ˜̃f(x),

para algum ˜̃f(x) ∈ Fq[x].
Além disso, como g(x) | xn − 1, definindo h(x) = (xn − 1)/g(x), temos

f(x) = g(x)(f̃(x) + h(x) ˜̃f(x)).

Pelo algoritmo da divisão, existem q(x), r(x) ∈ Fq[x], com r(x) = 0 ou grau r(x) < grauh(x) =
k, tais que

f̃(x) + h(x) ˜̃f(x) = h(x)q(x) + r(x).

Dessa forma, f(x) = g(x)(h(x)q(x) + r(x)) = (xn − 1)q(x) + g(x)r(x), ou seja,

f(x) = r(x)g(x).

Como r(x) = 0 ou grau r(x) < k, temos f(x) ∈ V . Conclúımos que

V = (g(x)) e dim(g(x)) = k.

Em particular, dimC = k se, e somente se, grau g(x) = n− k.
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Corolário 4.5. Se g(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−k−1x
n−k−1 + xn−k ∈ Fq[x] é o polinômio gerador

de C, então

{(a0, a1, . . . , an−k−1, 1, 0, . . . , 0), (0, a0, a1, . . . , an−k−1, 1, 0, . . . , 0), (0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

k−1

, a0, a1, . . . , an−k−1, 1)}

é base de C

Demonstração. Na prova da proposição anterior vimos que uma base de (g(x)) como Fq-
subespaço vetorial de Fq[x]/(x

n − 1) é

{g(x), xg(x), . . . , xk−1g(x)}.

Como C = t−1(g(x)), então

{t−1(g(x)), t−1(xg(x)), t−1(x2g(x)), · · · , t−1(xk−1g(x))}

é base de C. Note que

t−1(g(x)) = (a0, a1, . . . , an−k−1, 1, 0, . . . , 0).

t−1(xg(x)) = (0, a0, a1, . . . , an−k−1, 1, 0, . . . , 0).
...

t−1(xk−1g(x)) = (0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

k−1

, a0, a1, . . . , an−k−1, 1).

Definição 4.6. Seja h(x) = akx
k + ak−1x

k−1 + · · · + a0 ∈ Fq[x]. O polinômio rećıproco de
h(x) é h∗(x) = a0x

k + a1x
k−1 + · · · + ak. Se h(x) for mônico e h(0) ̸= 0, ou seja, se ak = 1 e

a0 ̸= 0, definimos o polinômio reciproco mônico de h(x), como sendo o polinômio mônico
associado ao reciproco de h(x) (denotado por h̃(x)), ou seja, h̃(x) = h(0)−1h∗(x).

Observe que se h é de grau k, então h∗(x) = xkh(1/x) e se h for mônico e h(0) ̸= 0, então
h̃(x) = xkh(0)−1h(1/x).

Definição 4.7. Diremos que o polinômio mônico h(x), com h(0) ̸= 0, é auto-rećıproco se
h̃(x) = h(x).

Antes de enunciar o próximo lema, gostaŕıamos de lembrar que Tπ foi definido na Definição
2.11 e o isomorfismo t foi definido no ińıcio do caṕıtulo.

Lema 4.8. Para todo c ∈ F
n
q , temos t(Tπ(c)) = xt(c).

Demonstração. Seja c = (c0, c1, . . . , cn−1) ∈ F
n
q , veja que

t(Tπ(c)) = t(cn−1, c0, . . . , cn−2)

= cn−1 + c0x+ · · ·+ cn−2xn−2

= cn−1xn + c0x+ · · ·+ cn−2xn−2

= x(c0 + c1x+ · · ·+ cn−2xn−2 + cn−1xn−1)

= xt(c).
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Lema 4.9. Sejam g(x) ∈ Fq[x] de grau n− k e f(x) ∈ Fq[x] um polinômio de grau menor que

n. Sejam ainda a = t−1(g(x)) e b = t−1(f(x)). Então,

f(x)g∗(x) = ⟨T
−(n−k)
π (a), b⟩+ ⟨T

−(n−k)+1
π (a), b⟩x+ · · ·+

+⟨a, b⟩xn−k + ⟨Tπ(a), b⟩xn−k+1 + · · ·+ ⟨T k−1
π (a), b⟩xn−1

=
n−1∑

d=0

⟨T−(n−k)+d
π (a), b⟩xd.

Demonstração. Denotemos a = (a0, a1, . . . , an−k, 0, . . . , 0) e b = (b0, . . . , bn−1). Dessa forma
g(x) = a0 + a1x + · · · + an−kx

n−k e f(x) = b0 + b1x + · · · + bn−1x
n−1 e, desse modo, g∗(x) =

an−k + an−k−1x+ · · ·+ a1x
n−k−1 + a0x

n−k.
Calculemos primeiro o produto

f(x)g∗(x) =

(
n−1∑

i=0

bix
i

)(
n−k∑

j=0

an−k−jx
j

)

=
n−1∑

i=0

n−k∑

j=0

(bian−k−jx
i+j).

Para d = i+ j, temos 0 ≤ d ≤ n− 1 + n− k. Dividimos os valores de d em três casos:

(1) 0 ≤ d ≤ n− k − 1

(2) n− k ≤ d ≤ n− 1

(3) n ≤ d ≤ n+ n− k − 1

Caso (1): Quando 0 ≤ d ≤ n− k− 1, como d = i+ j, os valores de i e j variam de acordo com
a seguinte tabela:

i 0 1 · · · d
j d d− 1 · · · 0

Nesse caso, 0 ≤ i ≤ d e j = d− i, satisfaz 0 ≤ j = d− i ≤ d ≤ n− k− 1. Logo, a soma parcial
de f(x)g∗(x), com 0 ≤ d ≤ n− k − 1 é

n−k−1∑

d=0

(
d∑

i=0

bian−k−d+i

)

xd.

Caso (2): Quando n− k ≤ d ≤ n− 1, como d = i+ j, os valores de i e j variam de acordo com
a seguinte tabela:

i d− (n− k) d− (n− k − 1) · · · d
j n− k n− k − 1 · · · 0

Escrevendo l = n− k − j, temos 0 ≤ l ≤ n− k e i = d− (n− k − l) = d− (n− k) + l. Assim,
Logo, a soma parcial de f(x)g∗(x), correspondente a n− k ≤ d ≤ n− 1 é

n−1∑

d=n−k

(
n−k∑

l=0

bd−(n−k)+lal

)

xd.

Caso (3): Quando n ≤ d ≤ n+ n− k − 1, como d = i+ j, os valores de i e j variam de acordo
com a seguinte tabela:

26



i n− 1 n− 2 · · · d− (n− k)
j d− (n− 1) d+ 1− (n− 1) · · · n− k

Nesse caso, d−(n−k) ≤ i ≤ n−1 e, como j = d−i, temos n−k−j = n−k−(d−i) = i−(d−n+k).
Logo, a soma parcial de f(x)g∗(x), correspondente a n ≤ d ≤ n+ n− k − 1 é

n+n−k−1∑

d=n

(
n−1∑

i=d−n+k

biai−(d−n+k)

)

xd.

Como no anel Fq[x]/(x
n − 1), temos xn = 1, vamos realizar a substituição d = n + d̃. Já que

xd = xd̃, temos

n+n−k−1∑

d=n

(
n−1∑

i=d−n+k

biai−(d−n+k)

)

xd =
n−k−1∑

d̃=0

(
n−1∑

i=d+k

biai−d̃−k

)

xd̃.

Substituindo a nova variável d̃ por d, podemos escrever

n+n−k−1∑

d=n

(
n−1∑

i=d−n+k

biai−(d−n+k)

)

xd =
n−k−1∑

d=0

(
n−1∑

i=d+k

biai−d−k

)

xd.

A partir dos três casos acima, deduzimos que f(x)g∗(x) é da forma

f(x)g∗(x) =
n−k−1∑

d=0

(
d∑

i=0

bian−k−d+i

)

xd +
n−1∑

d=n−k

(
n−k∑

l=0

bd−(n−k)+lal

)

xd

+
n−k−1∑

d=0

(
n−1∑

i=d+k

biai−d−k

)

xd.

Em outras palavras,

f(x)g∗(x) =
n−k−1∑

d=0

(
d∑

i=0

bian−k−d+i +
n−1∑

i=d+k

biai−d−k

)

xd +
n−1∑

d=n−k

(
n−k∑

l=0

bd−(n−k)+lal

)

xd.

Para 1 ≤ j ≤ n− k, temos

T−j
π (a) = (aj, aj+1, . . . , an−k, 0, . . . , 0, a0, . . . , aj−3, aj−2, aj−1).

Assim,
⟨T−j

π (a), b⟩ = ajb0 + · · ·+ an−kbn−k−j + a0bn−j + · · ·+ aj−1bn−1

Escrevendo d = (n− k)− j, vemos que se 1 ≤ j ≤ n− k, então 0 ≤ d ≤ n− k− 1, e o produto
interno pode ser escrito como

⟨T−(n−k)+d
π (a), b⟩ = a(n−k)−db0 + · · ·+ an−kbd + a0bd+k + · · ·+ a(n−1)−d−kbn−1

=
d∑

i=0

an−k−d+ibi +
n−1∑

i=d+k

ai−d−kbi.

Ou seja, ⟨T
−(n−k)+d
π (a), b⟩ é o coeficiente de xd em f(x)g∗(x), para 0 ≤ d ≤ n− k − 1.

Agora, para 0 ≤ j ≤ k − 1, temos

T jπ(a) = (0, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

j

, a0, . . . , an−k, 0, . . . , 0)
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Assim,
⟨T jπ(a), b⟩ = a0bj + · · ·+ an−kbn−k+j.

Escrevendo d = (n− k) + j, vemos que se 0 ≤ j ≤ k− 1, então n− k ≤ d ≤ n− 1, e o produto
interno pode ser escrito como

⟨T d−(n−k)
π (a), b⟩ = a0bd−(n−k) + · · ·+ an−kbd =

n−k∑

l=0

albd−(n−k)+l.

Ou seja, ⟨T
d−(n−k)
π (a), b⟩ é o coeficiente de xd em f(x)g∗(x), para n − k ≤ d ≤ n − 1. Dessa

forma obtemos o resultado desejado.

Motivados pelo lema acima vamos provar o seguinte resultado:

Lema 4.10. Seja C um código ćıclico sobre Fq de polinômio gerador g(x) ∈ Fq[x] de grau
n − k, e seja ainda a = t−1(g(x)). Então, b ∈ C⊥ se, e somente se, ⟨T jπ(a), b⟩ = 0, para todo
−(n− k) ≤ j ≤ k − 1.

Demonstração. Pelo Corolário 4.5, {a, Tπ(a), . . . , T
k−1
π (a)} é uma base de C. Observe que um

elemento b ∈ C⊥ se, e somente se, b é perpendicular aos elementos de uma base de C. Por
outro lado, se b for perpendicular aos elementos de uma base de C, será perpendicular a todos
os elementos de C e, em particular, também será perpendicular aos elementos T jπ(a) para
−(n− k) ≤ j < 0, pois também são elementos de C.

Lema 4.11. Sejam g(x) ∈ Fq[x] um divisor mônico de xn − 1 e h(x) = (xn − 1)/g(x). Para

todo f(x) ∈ Fq[x] temos que g(x)f(x) = 0 se, e somente se, f(x) ∈ (h(x)).

Demonstração. Suponha g(x)f(x) = 0. Então existe s(x) ∈ Fq[x] tal que

g(x)f(x) = (xn − 1)s(x).

Já que xn − 1 = g(x)h(x), então g(x)f(x) = g(x)h(x)s(x). Como Fq[x] é um domı́nio, então

f(x) = h(x)s(x), ou seja f(x) ∈ (h(x)).
Suponha agora que f(x) ∈ (h(x)). Isso implica que existe s(x) ∈ Fq[x] tal que

f(x) = h(x)s(x).

Logo, existe u(x) ∈ Fq[x] tal que

f(x) = h(x)s(x) + (xn − 1)u(x).

Dessa forma,

g(x)f(x) = g(x)h(x)
︸ ︷︷ ︸

(xn−1)

s(x) + g(x)(xn − 1)u(x)

= (xn − 1)(s(x) + g(x)u(x)),

que implica g(x)f(x) = 0.

Observe que se xn − 1 = g(x)h(x), então g(0)h(0) = −1 e

g̃(x)h̃(x) = g(0)−1xn−kg(1/x)h(0)−1xkh(1/x)

= g(0)h(0)xng(1/x)h(1/x)

= (−1)xn((1/x)n − 1)

= xn − 1.

Logo, o lema anterior também pode ser aplicado aos polinômios g̃(x) e h̃(x) (de fato é isso que
faremos).
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Proposição 4.12. Se g(x) é o polinômio gerador do código ćıclico C, então C⊥ é ćıclico e seu
polinômio gerador é h̃(x), onde h(x) = (xn − 1)/g(x).

Demonstração. Pelo Lema 4.10, b ∈ C⊥ se, e somente se, ⟨T jπ(a), b⟩ = 0, para todo −(n− k) ≤
j ≤ k − 1. Denotando f(x) = t(b), pelo Lema 4.9, a última asserção equivale a dizer que
f(x)g∗(x) = 0. Como g(x) e g̃(x) são associados, então b ∈ C⊥ exatamente quando f(x)g̃(x) =

0. Agora, pelo Lema 4.11, temos b = t−1(f(x)) ∈ C⊥ se, e somente se, f(x) ∈ (h̃(x)). Em

outras palavras, t(C⊥) = (h̃(x)) e, pela Proposição 4.2, C⊥ é ćıclico.

4.2 Códigos Ćıclicos sobre o Anel Semilocal não Enca-

deado

Esta seção aborda o estudo de códigos ćıclicos e sua relação com códigos duais, com o objetivo
de obter códigos quânticos utilizando a construção CSS (Calderbank-Shor-Steane). Os códigos
ćıclicos são caracterizados como ideais em um anel comutativo finito. Nesta seção, apresenta-
remos resultados importantes, desde teoremas até provas, que fornecem condições necessárias e
suficientes para a existência de códigos ćıclicos que contenham seu código dual. Esses resultados
são fundamentais para a construção de códigos quânticos eficientes e robustos.

Vamos explorar resultados e teoremas, que caracterizam os códigos ćıclicos e seus códigos
duais. Os principais resultados serão abordados com base em referências como [2], [11] e [13]
onde são apresentadas provas e estudos relacionados. Essas referências são fundamentais para
o desenvolvimento da teoria e para a compreensão dos conceitos envolvidos na construção de
códigos quânticos utilizando a técnica CSS.

O definição de código ćıclico sobre R é equivalente à definição de código ćıclico sobre um
corpo finito.

Definição 4.13. Um código linear C de comprimento n sobre R será chamado de código

ćıclico se, para todo c = (c0, . . . , cn−1) ∈ C, temos (cn−1, c0, . . . , cn−2) ∈ C.

Lema 4.14. Seja C = (1− v)C1 ⊕ (1 + v)C2 um código linear sobre R. Então C é um código
ćıclico sobre R se, e somente se, C1 e C2 são códigos ćıclicos.

Demonstração. Seja Tπ como na Definição 2.11. Estendemos a definição de Tπ a Rn de forma
natural. Ou seja, se (α0, . . . , αn−1) ∈ Rn, então Tπ(α0, . . . , αn−1) = (αn−1, α0, . . . , αn−2).

Sejam c ∈ C1 e d ∈ C2. Se C1 e C2 são códigos ćıclicos, então Tπ(c) ∈ C1 e Tπ(d) ∈ C2.
Para cada α ∈ C, existem únicos c ∈ C1 e d ∈ C2 tais que α = (1 − v)c + (1 + v)d. Veja que
Tπ(α) = (1− v)Tπ(c) + (1 + v)Tπ(d), como Tπ(c) ∈ C1 e Tπ(d) ∈ C2 então Tπ(α) ∈ C, ou seja,
C é ćıclico.

Por outro lado, seja c ∈ C1, então α = (1 − v)c + (1 + v)0 = (1 − v)c ∈ C. Logo,
Tπ(α) = (1 − v)Tπ(c) ∈ C, ou seja, Tπ(c) ∈ C1. Da mesma forma, se d ∈ C2, então α =
(1− v)0 + (1 + v)d = (1 + v)d ∈ C. Portanto, Tπ(α) = (1 + v)Tπ(d) ∈ C, dáı que Tπ(d) ∈ C2.
Em outras palavras, C1 e C2 são ćıclicos.

Da mesma forma que Tπ foi estendido para uma transformação de Rn em Rn, podemos fazer
a mesma coisa para a transformação t (ver Definição 4.1) e estender da seguinte forma:

Definição 4.15. Definimos o seguinte isomorfismo linear:

t : Rn −→ R[x]/(xn − 1),

dada por t(c0, . . . , cn−1) = c0 + c1x+ · · ·+ cn−1xn−1.
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Como o polinômio xn − 1 é mônico, o algoritmo da divisão em R[x], com o divisor sendo
xn − 1, funciona. Ou seja, dado f(x) ∈ R[x], existem únicos q(x), r(x) ∈ R[x], tais que

f(x) = q(x)(xn − 1) + r(x),

onde r(x) = 0 ou grau(r(x)) ≤ n − 1. Em outras palavras, para todo f(x) ∈ R[x], existe um
polinômio r(x) de grau menor ou igual a n− 1 tal que f(x) = r(x) em R[x]/(xn − 1).

Como R = (1− v)Fq + (1 + v)Fq, para todos f(x), r(x) ∈ R[x], existem únicos

f1(x), f2(x), r1(x), r2(x) ∈ Fq[x]

tais que f(x) = (1 − v)f1(x) + (1 + v)f2(x) e r(x) = (1 − v)r1(x) + (1 + v)r2(x). Além disso,
f(x) = r(x) em R[x]/(xn−1) se, e somente se, f1(x) = r1(x) e f2(x) = r2(x) em Fq[x]/(x

n−1).

Lema 4.16. Seja C = (1 − v)C1 ⊕ (1 + v)C2 um código ćıclico de comprimento n sobre R.
Então, t(C) = ((1− v)g1(x), (1 + v)g2(x)) e |t(C)| = q2n−(grau(g1(x))+grau(g2(x))), onde g1(x) e
g2(x) são os polinômios geradores de C1 e C2, respectivamente.

Demonstração. Como C1 = (g1(x)), C2 = (g2(x)) e C = (1 − v)C1 ⊕ (1 + v)C2, então t(C) =
{(1− v)g1(x)r1(x) + (1 + v)g2(x)r2(x) | r1(x), r2(x) ∈ Fq[x]}. Portanto,

t(C) ⊆ ((1− v)g1(x), (1 + v)g2(x)) ⊆ R[x]/(xn − 1).

Seja (1− v)g1(x)t1(x) + (1 + v)g2(x)t2(x) ∈ ((1− v)g1(x), (1− v)g2(x)), onde t1(x), t2(x) ∈
R[x]/(xn − 1). Como g1(x)t1(x) ∈ t(C1) e g2(x)t2(x) ∈ t(C2), então

(1− v)g1(x)t1(x) + (1 + v)g2(x)t2(x) ∈ (1− v)t(C1) + (1 + v)t(C2) = t(C).

Isso implica a igualdade. Além disso, como |t(C)| = |t(C1)||t(C2)|, temos

|t(C)| = q2n−(grau(g1(x))+grau(g2(x))).

Teorema 4.17. Seja C = (1− v)C1 ⊕ (1 + v)C2 um código ćıclico de comprimento n sobre R.
Então, t(C) = (g(x)), onde g(x) = (1− v)g1(x) + (1+ v)g2(x) e gi(x) é o polinômio gerador de
Ci, para i = 1, 2.

Demonstração. Pelo Lema 4.16, só precisamos provar que

(g(x)) = ((1− v)g1(x), (1 + v)g2(x)).

Como g(x) = (1− v)g1(x) + (1 + v)g2(x), então (g(x)) ⊆ ((1− v)g1(x), (1 + v)g2(x)).
Por outro lado, veja que

g(x) = (1− v)g1(x) + (1 + v)g2(x)

(1− v)g(x) = (1− v)2g1(x) + 0

= 2(1− v)g1(x).

De forma similar, (1 + v)g(x) = 2(1 + v)g2(x). Como a caracteŕıstica é ı́mpar, temos

(1− v)g1(x) = 2−1(1− v)g(x) ∈ (g(x)) e

(1 + v)g2(x) = 2−1(1 + v)g(x) ∈ (g(x)).

Isto implica
((1− v)g1(x), (1 + v)g2(x)) ⊆ (g(x)).

Portanto, t(C) = (g(x)).
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Teorema 4.18. Seja C = (1− v)C1 ⊕ (1 + v)C2 um código ćıclico de comprimento n sobre R
e t(C) = ((1− v)g1 + (1 + v)g2), onde gi(x) é o polinômio gerador de Ci, para i = 1, 2. Então,
C⊥ ⊆ C se, e somente se, xn − 1 ≡ 0 (mod (gi(x)g̃i(x))).

Demonstração. Para i = 1, 2, pela Proposição 4.12, o polinômio gerador de C⊥
i é h̃i(x).

Como C⊥ ⊆ C é equivalente a C⊥
1 ⊆ C1 e C⊥

2 ⊆ C2. Provemos C⊥
1 ⊆ C1 se, e somente se,

xn − 1 ≡ 0 (mod (g1(x)g̃1(x))), pois o mesmo resultado valerá para i = 2.

Se C⊥
1 ⊆ C1, então t(C

⊥
1 ) ⊆ t(C1), ou seja h̃1(x) ∈ (g1(x)). Assim, existe k(x) ∈ Fq[x] tal

que h̃1(x) = g1(x)k(x), ou seja, g1(x)k(x) = (xn − 1)q(x) + h̃1(x), para algum q(x) ∈ Fq[x].
Como g1(x) | (x

n− 1), então g1(x) | h̃1(x) = (xn− 1)/g̃1(x). Dáı, g1(x)g̃1(x) | (x
n− 1), ou seja,

xn − 1 ≡ 0 (mod (g1(x)g̃1(x))).
Suponha agora que g1(x)g̃1(x) | x

n− 1. Nesse caso, g1(x) | (x
n− 1)/g̃1(x) = h̃1(x). Ou seja,

h̃1(x) ∈ (g1(x)). Em outras palavras, t(C⊥
1 ) ⊆ t(C1).

4.3 Códigos LCD sobre o Anel Semilocal não Encadeado

É importante ressaltar que os resultados e análises apresentados nesta seção são baseados em
três artigos importantes: [1], [10] e [12]. Tais artigos fornecem uma base sólida para nossas
investigações e contribuem significativamente para o conhecimento existente nessa área.

Antes de tratar códigos ćıclicos LCD sobre o anel R, relembraremos alguns resultados sobre
códigos ćıclicos LCD sobre um corpo finito.

Definição 4.19. Um código linear C de comprimento n sobre Fq, é dito dual complementar

linear ou LCD, se C ∩ C⊥ = {0}.

Lema 4.20. Seja C um código ćıclico de comprimento n sobre Fq de polinômio gerador g(x).
Então, C é um código ćıclico LCD se, e somente se, g(x) é auto-rećıproco e todos os fatores
irredut́ıveis mônicos de g(x) têm a mesma multiplicidade em g(x) e em xn − 1.

Demonstração. Suponha que C é LCD. Pela Proposição 4.12, o polinômio gerador de C⊥ é
h̃(x), sendo h(x) = (xn − 1)/g(x). Assim,

{0} = t(C ∩ C⊥) = (g(x)) ∩ (h̃(x)) = (mmc(g(x), h̃(x))).

Isso quer dizer que mmc(g(x), h̃(x)) é múltiplo de xn − 1. Por outro lado, mmc(g(x), h̃(x)) é
um divisor de g(x)h̃(x), ou seja, (xn − 1) | g(x)h̃(x). Mas,

n ≤ grau(g(x)h̃(x)) = grau(g(x)) + grau(h̃(x)) = grau(g(x)) + grau(h(x)) = n.

Como, além disso, g(x) e h̃(x) são mônicos, então g(x)h̃(x) = xn − 1. Dáı g̃(x) = g(x) e
h̃(x) = h(x). Para provar que todos os fatores irredut́ıveis mônicos de g(x) têm a mesma
multiplicidade em g(x) e em xn − 1, basta observar que mmc(g(x), h(x)) é múltiplo de xn − 1
e mmc(g(x), h(x)) é um divisor de g(x)h(x). Ou seja, mmc(g(x), h(x)) = g(x)h(x). Em outras
palavras, mdc(g(x), h(x)) = 1. Isso equivale a dizer que todos os fatores irredut́ıveis mônicos
de g(x) têm a mesma multiplicidade em g(x) e em xn − 1.

Suponha agora que g(x) é auto-rećıproco e que todo fator mônico irredut́ıvel de g(x) tem

mesma multiplicidade em g(x) e em xn − 1. Isso significa que mdc
(

g(x), x
n−1
g(x)

)

= 1 e g̃(x) =

g(x). Dessa forma se h(x) = (xn − 1)/g(x), então h̃(x) = h(x) é o polinômio gerador de C⊥.
Como mdc(g(x), h(x)) = 1, então

t(C ∩ C⊥) = (g(x)) ∩ (h(x)) = (mmc(g(x), h(x))) = (g(x)h(x)) = (xn − 1) = {0}.

Portanto, C é um código LCD.
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Observação 4.21. Assim como para a, b ∈ Fq temos (a + b)p = ap + bp, também temos o
mesmo resultado em Fq[x]. Isto é, se f(x), g(x) ∈ Fq[x], então

(f(x) + g(x))p = f(x)p + g(x)p.

Dessa forma, no contexto do Lema 4.20, se n = n0 · p
e, tal que n0 é primo com p, na prática

podemos escolher g(x) e h(x) da seguinte forma:

xn − 1 = (xn0 − 1)p
e

= (f1f2 · · · frfr+1 · · · fs)
pe

= (f1f2 · · · fr)
pe

︸ ︷︷ ︸

g(x)

(fr+1 · · · fs)
pe

︸ ︷︷ ︸

h(x)

,

onde f1, . . . fs são todos os fatores mônicos irredut́ıveis de xn − 1.

Observação 4.22. Observe também que se mdc(n, p) = 1, então todo fator irredut́ıvel de xn−1
tem multiplicidade 1. Logo, todo fator mônico irredut́ıvel de g(x) tem a mesma multiplicidade
em g(x) e em xn − 1. Em particular, C é um código ćıclico LCD, se e somente se, g(x) é
auto-reciproco.

Lema 4.23. Seja C um código ćıclico de comprimento n sobre Fq de polinômio gerador g(x),
onde mdc(n, p) = 1. Então, C é um código ćıclico LCD se, e somente se, C é um código ćıclico
reverśıvel.

Demonstração. Suponha que C é LCD. Nesse caso, pela Observação 4.22, g(x) = g̃(x). Seja
c = (c0, c1, . . . , cn−1) ∈ C, então g(x) | f(x), onde f(x) = c0+ c1x+ · · ·+ cn−1x

n−1. Isso implica
que g∗(x) | f ∗(x). Como g(x) = g̃(x) e g∗(x) são associados, então g(x) | f ∗(x). Em outras
palavras, (cn−1, . . . , c0) = t−1(f ∗(x)) ∈ C. Ou seja, C é reverśıvel.

Agora suponha que C é reverśıvel. Seja t−1(g(x)) = (a0, . . . , an−k, 0, . . . , 0) ∈ C. Como C
é reverśıvel, temos (0, . . . , 0, an−k, . . . , a0) ∈ C. Em outras palavras, t(0, . . . , 0, an−k, . . . , a0) =
xk−1g∗(x) ∈ t(C) e, como C é ćıclico, g∗(x) ∈ t(C). Dáı g(x) | g∗(x), ou ainda, g(x) | g̃(x).
Como g(x) e g̃(x) são mônicos de mesmo grau, então g(x) = g̃(x), em outras palavras C é
LCD.

Definição 4.24 (LCD). Como na Definição 4.19, um código linear C de comprimento n sobre
R, é dito dual complementar linear ou LCD, se C ∩ C⊥ = {0}.

Teorema 4.25. Seja C = (1− v)C1⊕ (1+ v)C2 um código de comprimento n sobre R. Então,
C é um código LCD se, e somente se, C1 e C2 são códigos LCD sobre Fq.

Demonstração. Lembremos que C = (1 − v)C1 ⊕ (1 + v)C2 e C⊥ = (1 − v)C⊥
1 ⊕ (1 + v)C⊥

2 .
Então suponha que C é um código LCD, ou seja,

C ∩ C⊥ = (1− v)C1 ∩ C
⊥
1 ⊕ (1 + v)C2 ∩ C

⊥
2 = {0},

isto ocorre se, e somente se,

C1 ∩ C
⊥
1 = {0} e C2 ∩ C

⊥
2 = {0},

ou seja, C1 e C2 são códigos LCD.

Teorema 4.26. Sejam C = (1− v)C1 ⊕ (1 + v)C2 um código ćıclico de comprimento n sobre
R e gi(x) o polinômio gerador de Ci, para i = 1, 2. Então, C é um código ćıclico LCD se, e
somente se, gi(x) é auto-rećıproco e todos os fatores irredut́ıveis mônicos de gi(x) têm a mesma
multiplicidade em gi(x) e em xn − 1 para i = 1, 2.
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Demonstração. Pelo Lema 4.14 e pelo Teorema 4.25, temos que C é um código ćıclico LCD
sobre R se, e somente se, C1 e C2 são códigos ćıclicos LCD sobre Fq. Por outro lado, pelo Lema
4.20, para i = 1, 2, dizer que Ci é um código ćıclico LCD sobre Fq é equivalente a dizer que gi(x)
é auto-rećıproco e todos os fatores irredut́ıveis mônicos de gi(x) têm a mesma multiplicidade
em gi(x) e em xn − 1.

Teorema 4.27. Seja C = (1− v)C1 ⊕ (1 + v)C2 um código ćıclico de comprimento n sobre R,
com mdc(n, p) = 1. Então, C é um código ćıclico LCD se, e somente se, C1 e C2 são códigos
ćıclicos reverśıveis de comprimento n.

Demonstração. Como no teorema anterior, pelo Lema 4.14 e pelo Teorema 4.25, temos que C
é um código ćıclico LCD sobre R se, e somente se, C1 e C2 são códigos ćıclicos LCD sobre Fq.
Como mdc(n, p) = 1, aplicamos o Lema 4.23 que diz que C1 e C2 são códigos ćıclicos LCD se,
e somente se, C1 e C2 são códigos ćıclicos reverśıveis.

Teorema 4.28. Sejam C = (1− v)C1 ⊕ (1 + v)C2 um código ćıclico de comprimento n sobre
R e gi(x) o polinômio gerador de Ci, para i = 1, 2, com mdc(n, p) = 1. Então, C é um código
LCD se, e somente se, gi(x) for auto-rećıproco para i = 1, 2.

Demonstração. Pelo Teorema 4.26, temos que C é um código LCD de comprimento n sobre R
se, e somente se, gi(x) é auto-rećıproco e todos os fatores irredut́ıveis mônicos de gi(x) têm a
mesma multiplicidade em gi(x) e em xn − 1 para i = 1, 2. Como mdc(n, p) = 1, então gi(x) e
xn − 1

gi(x)
são primos entre si. Isso significa que, de qualquer forma, todos os fatores irredut́ıveis

mônicos de gi(x) têm a mesma multiplicidade em gi(x) e em xn − 1.

Para os resultados a seguir vamos considerar φ0 a função de Gray definida como na Ob-
servação 3.8. Além disso, vamos considerar a matriz M , que define φ0, satisfazendo MM⊥ =
λI2, onde λ ∈ F

∗
q e I2 é a matriz identidade 2× 2.

Lema 4.29. Seja C um código linear de comprimento n sobre R. Então, φ0(C
⊥) = φ0(C)

⊥.

Demonstração. Se w ∈ φ0(C)
⊥, como φ0 é um isomorfismo, existe d ∈ Rn tal que φ0(d) = w.

ComoRn = (1−v)Fnq⊕(1+v)Fnq , existem únicos d(1), d(2) ∈ F
n
q tais que d = (1−v)d(1)+(1+v)d(2).

Por definição, para todo v ∈ φ0(C), temos ⟨v, w⟩ = 0, e como φ0 é um isomorfismo, então para
todo c ∈ C, temos ⟨φ0(c), φ0(d)⟩ = 0.

Provemos que d ∈ C⊥. Em outras palavras, devemos provar que para todo c ∈ C, temos
⟨c, d⟩ = 0. Seja então c ∈ C. Como C = (1 − v)C1 ⊕ (1 + v)C2, existem c(1) ∈ C1 e c(2) ∈ C2,
tais que c = (1 − v)c(1) + (1 + v)c(2). Assim, (1 − v)c(1) + (1 + v)0 = (1 − v)c(1) ∈ C e
(1−v)0+(1+v)c(2) = (1+v)c(2) ∈ C. Como φ0(d) ∈ φ0(C)

⊥, então ⟨φ0((1−v)c
(1)), φ0(d)⟩ = 0

e ⟨φ0((1 + v)c(2)), φ0(d)⟩ = 0. Pelo Corolário 3.15, temos

⟨φ0((1− v)c(1), φ0(d)⟩ = λ(⟨c(1), d(1)⟩+ ⟨0, d(2)⟩) = λ⟨c(1), d(1)⟩.

Ou seja, ⟨c(1), d(1)⟩ = 0. Da mesma forma ⟨φ0((1 + v)c(2) · φ0(d)⟩ = λ⟨c(2), d(2)⟩, o que implica
⟨c(2), d(2)⟩ = 0. Portanto,

⟨c, d⟩ = 2(1− v)⟨c(1), d(1)⟩+ 2(1 + v)⟨c(2), d(2)⟩ = 0.

Em outras palavras, d ∈ C⊥. Conclúımos que φ0(C)
⊥ ⊆ φ0(C

⊥).
Reciprocamente, seja w ∈ φ0(C

⊥), então existe d ∈ C⊥ tal que φ0(d) = w. Para todo c ∈ C
temos ⟨c, d⟩ = 0. Denotando c(1), c(2), d(1), d(2), como no caso anterior, temos

⟨c, d⟩ = 2(1− v)⟨c(1), d(1)⟩+ 2(1 + v)⟨c(2), d(2)⟩ = 0.

Como R = (1−v)Fq⊕ (1+v)Fq, temos ⟨c(1), d(1)⟩ = 0 e ⟨c(2), d(2)⟩ = 0. Pelo Corolário 3.15, isso
implica ⟨φ0(c), φ0(d)⟩ = 0 e, portanto, φ0(d) ∈ φ0(C)

⊥. Em outras palavras, φ0(C
⊥) ⊆ φ0(C)

⊥.
Isso prova o lema.
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Lema 4.30. Seja C um código linear de comprimento n sobre R. Então,

φ0(C ∩ C⊥) = φ0(C) ∩ φ0(C)
⊥.

Demonstração. Como φ0 é uma função, para quaisquer conjuntos A e B, temos φ0(A ∩ B) =
φ0(A) ∩ φ0(B). Dáı, segue que φ0(C ∩ C⊥) = φ0(C) ∩ φ0(C

⊥). Conclui-se pelo Lema 4.29.

Teorema 4.31. Seja C um código linear de comprimento n sobre R. Então C é um código
LCD se, e somente se φ0(C), a imagem de Gray de C, é um código LCD de comprimento 2n
sobre Fq.

Demonstração. Suponha que C seja um código LCD de comprimento n sobre R. Isso significa
que C ∩ C⊥ = 0. Pelo Lema 4.30, temos

φ0(C) ∩ φ0(C)
⊥ = φ0(C ∩ C⊥) = 0

Em outras palavras, φ0(C) é um código LCD de comprimento 2n sobre Fq.
Reciprocamente, suponha que φ0(C) seja um código LCD de comprimento 2n sobre Fq. Pelo

Lema 4.30, temos
φ0(C ∩ C⊥) = φ0(C) ∩ φ0(C)

⊥ = 0.

Como φ0 é um isomorfismo sobre Fq, podemos concluir que C ∩ C⊥ = 0. Portanto, C é um
código LCD de comprimento n sobre R.

4.4 Códigos Quânticos

Como nosso tema principal são os códigos LCD e suas propriedades, não faremos uma ex-
ploração profunda dos códigos quânticos. No entanto, a seguir compartilharemos dois resulta-
dos interessantes sobre a existência desse tipo de códigos. A definição de código quântico se
encontra em [1, Definition 3.2], e se o leitor desejar ver as demonstrações e aprofundar-se no
assunto, pode consultar [1] e [5].

Lema 4.32 (Construção CSS). [5, Theorem 3] Se C é um código linear [n, k, d] com t(C⊥) ⊆
t(C) sobre Fq, então existe um código corretor de erros quântico [[n, 2k − n, d]] sobre Fq.

Teorema 4.33. [1, Theorem 3.5] Seja C = (1 − v)C1 ⊕ (1 + v)C2 um código ćıclico de com-
primento n sobre R e φ0(C) tem os parâmetros [2n, k, dH ]. Se t(C⊥) ⊆ t(C), então existe um
código quântico corretor de erros [[2n, 2k − 2n, dH ]].

4.5 Exemplos

A seguir, apresentaremos uma seleção de exemplos que exemplificam e respaldam a teoria
exposta tanto na referência [1] como na [4]. Esses exemplos serão utilizados com o propósito
de enriquecer e aplicar os conceitos teóricos discutidos nessas referências, proporcionando uma
compreensão mais prática e tanǵıvel dos mesmos.

Ao explorar esses exemplos, buscamos estabelecer uma conexão mais concreta entre a te-
oria apresentada nas referências e sua aplicação em situações reais. Através desses exemplos,
procuramos ilustrar como a teoria pode ser implementada e como seus prinćıpios subjacentes
podem influenciar diferentes cenários.
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Exemplo 4.34. Seja R = F5 + vF5, v
2 = 1 um anel finito e n = 66. Então

x66 − 1 =(x+ 1)(x+ 4)
(
x2 + x+ 1

) (
x2 + 4x+ 1

) (
x5 + x4 + 4x3 + 4x2 + 3x+ 1

)

(
x5 + 2x4 + 4x3 + x2 + x+ 4

) (
x5 + 3x4 + 4x3 + 4x2 + x+ 1

) (
x5 + 4x4

+4x3 + x2 + 3x+ 4
) (
x10 + x9 + 2x8 + x7 + 4x6 + x5 + 3x4 + 4x3 + 3x+ 1

)

(
x10 + 2x9 + x7 + 3x6 + 4x5 + 4x4 + 4x3 + 2x2 + 4x+ 1

) (
x10 + 3x9 + 4x7

+3x6 + x5 + 4x4 + x3 + 2x2 + x+ 1
) (
x10 + 4x9 + 2x8 + 4x7 + 4x6 + 4x5

+3x4 + x3 + 2x+ 1
)
∈ F5[x].

Seja
g1 =

(
x5 + x4 + 4x3 + 4x2 + 3x+ 1

) (
x10 + x9 + 2x8 + x7 + 4x6 + x5

+3x4 + 4x3 + 3x+ 1
)
,

g2 =
(
x5 + 3x4 + 4x3 + 4x2 + x+ 1

) (
x10 + 3x9 + 4x7 + 3x6 + x5 + 4x4

+x3 + 2x2 + x+ 1
)

Como M =

[
2 2
2 3

]

satisfaz MM⊥ = 3I2, onde M ∈ GL (F5) e I2 é a matriz identidade 2×2,

então C = t−1 ((1− v)g1 + (1 + v)g2) é um código ćıclico de comprimento 66 sobre R. Além
disso, φ0(C) tem os parâmetros [132, 102, 4].

Dado que x66 − 1 ≡ 0 (modgi(x)g̃i(x)), para i = 1, 2, pelo Teorema 4.18, temos t(C⊥) ⊆
t(C). Portanto, pelo Teorema 4.33, existe um código quântico [[132, 72, 4]]. Este código quântico
é superior ao código quântico conhecido [[132, 72, 2]].

Exemplo 4.35. Seja R = F7 + vF7, v
2 = 1 um anel finito e n = 42. Então

x42 − 1 = (x+ 1)7(x+ 2)7(x+ 3)7(x+ 4)7(x+ 5)7(x+ 6)7 ∈ F7[x].

Sejam g1 = (x + 2)(x + 3)2, g2 = (x + 4)(x + 5)2 e M =

[
3 3
3 4

]

, satisfazendo MM⊥ = 4I2,

onde M ∈ GL (F7) e I2 é a matriz identidade 2× 2.
Assim, t(C) = ((1− v)g1 + (1 + v)g2) é um código ćıclico de comprimento 42 sobre R e

φ(C) possui os parâmetros [84, 78, 3].
Dado que x42 − 1 ≡ 0 (modgi(x)g̃i(x)), para i = 1, 2, pelo Teorema 4.18, temos t(C⊥) ⊆

t(C). Portanto, pelo Teorema 4.33, existe um código quântico [[84, 72, 3]], que possui a mesma
distância mı́nima, mas uma taxa de código maior do que o código existente [[84, 60, 3]].

Exemplo 4.36. Seja R = F32 + vF32 , v
2 = 1 um anel finito e n = 41. Então,

x41 − 1 =(x+ 2)
(
x4 + wx3 + w5x2 + wx+ 1

) (
x4 + w2x3 + w3x2 + w2x+ 1

) (
x4 + w2x3

+w6x2 + w2x+ 1
) (
x4 + w3x3 + w7x2 + w3x+ 1

) (
x4 + 2x3 + wx2 + 2x+ 1

)

(
x4 + 2x3 + w3x2 + 2x+ 1

) (
x4 + w5x3 + w5x+ 1

) (
x4 + w6x3 + wx2 + w6x+ 1

)

(
x4 + w6x3 + w2x2 + w6x+ 1

) (
x4 + w7x3 + w7x+ 1

)
∈ F32 [x],

onde w2 + 2w + 2 = 0.

Sejam g1 = x4 + wx3 + w5x2 + wx + 1, g2 = x4 + 2x3 + w3x2 + 2x + 1, M =

[
2w 1
1 w

]

,

satisfazendo MM⊤ = (w + 2)I2, M ∈ GL (F9) e I2 é a matriz identidade 2× 2.
Observe que os polinômios g1(x) e g2(x) são auto-rećıprocos. Consequentemente, de acordo

com o Teorema 4.31, o código C = t−1((1−v)g1+(1+v)g2) é um código LCD de comprimento
41 sobre R. Portanto, a imagem de Gray φ0(C) é um código LCD com os parâmetros [82, 74, 4].
Esse código é considerado quase ótimo de acordo com o banco de dados [4].
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A Tabela 4.1, que se encontra em [1], apresenta códigos corretores de erros quânticos sobre
o corpo Fq. Na primeira coluna, são indicados os comprimentos dos códigos ćıclicos sobre R,
enquanto a segunda e terceira colunas mostram os polinômios geradores correspondentes gi(x)
para os códigos ćıclicos Ci, i = 1, 2. Os parâmetros das imagens de Gray dos códigos ćıclicos são
listados na quarta coluna. Os códigos quânticos corretores de erros obtidos são apresentados
na quinta coluna e comparados com os códigos de trabalhos anteriores na sexta coluna. Vale
ressaltar que alguns dos códigos quânticos na quinta coluna são novos e são marcados como
[[n, k, d]]∗.

Tabela 4.1: Nesta tabela, apresentamos um novo código quântico com seus respectivos
parâmetros e destacamos as melhorias em comparação com o antigo QECC sobre um corpo
finito de caracteŕıstica ı́mpar.
n g1(x) g2(x) φ0(C) [[n, k, d]] [[n′, k′, d′]]
30 x+ 2 x+ 4 [60, 58, 2] [[60, 56, 2]]5 [[60, 54, 2]]5[6]

62

(
x3 + 3x2 + x+ 1

) (
x3 + x2 + 3x+ 1

)
[124, 112, 4] [[124, 100, 4]]5 [[124, 100, 3]]5[17](

x3 + x2 + x+ 4
) (

x3 + 4x2 + 4x+ 4
)

75 x+ 4 x2 + x+ 1 [150, 147, 2] [[150, 144, 2]]5 [[150, 138, 2]]5[4]
90 x+ 1 x+ 4 [180, 178, 2] [[180, 172, 2]]5 [[180, 168, 2]]5[4]

48
(x+ 2)(x+ 3) (x+ 4)(x+ 5) [96, 88, 3] [[96, 80, 3]]7 [[96, 74, 3]]7[6](
x3 + x+ 3

) (
x3 + 5x+ 5

)

84 (x+ 2) (x+ 4) [168, 166, 2] [[168, 164, 2]]7 [[168, 162, 2]]7[11]
96 (x+ 5)

(
x4 + x2 + 1

)
(x+ 3)

(
x4 + 6x2 + 6

)
[192, 182, 3] [[192, 172, 3]]7 [[192, 168, 3]]7[17]

98 (x+ 1)8(x+ 6) (x+ 1)(x+ 6)8 [196, 178, 3] [[196, 160, 3]]7 [[196, 132, 3]]7[17]
18 (x+ 3) (x+ 9) [36, 34, 2] [[36, 32, 2]]13 [[36, 30, 2]]13[11]

24
(x+ 3)(x+ 8) (x+ 9)(x+ 15) [48, 40, 4] [[48, 32, 4]]17 [[48, 30, 4]]17[11](
x2 + 4x+ 16

) (
x2 + 13x+ 16

)

38 (x+ 1)10(x+ 18)6 (x+ 1)6(x+ 18)10 [76, 44, 11] [[76, 22, 11]]∗19 . . .

55 (x+ 4)2
(
x5 + 2x4 (x+ 4)2

(
x5 + 4x4+ [110, 96, 3] [[110, 82, 3]]∗25 . . .

+4x3 + x2 + x+ 4
)

4x3 + x2 + 3x+ 4
)

56
(
x+ w3

) (
x3 + w5x2

(
x+ w21

) (
x3 + wx2 [112, 92, 5] [[112, 72, 5]]∗25 . . .

+w17x+ 4
) (

x3+ +w17x+ 4
) (

x3+
w14x2 + w7x+ w15

) (
x3 w16x2 + w23x+ w9

) (
x3

+w7x2 + w5x+ 2
)

+w23x2 + wx+ 3
)

60 (x+ 1)
(
x+ w22

)5
(x+ 1)

(
x+ w2

)5
[120, 84, 8] [[120, 48, 8]]∗25 . . .

(x+ 4)
(
x+ w14

)4
(x+ 4)

(
x+ w10

)4

(x+ 3)2
(
x+ w16

)
(x+ 2)2

(
x+ w8

)

(
x+ w20

)4 (
x+ w4

)4

62
(
x3 + 4x2 + 3x+ 4

) (
x3 + 2x2 + x+ 4

)
[124, 88, 8] [[124, 52, 8]]∗25 . . .

(
x3 + 4x2 + 3x+ 1

) (
x3 + 3x2 + 4x+ 1

)

(
x3 + 2x+ 1

) (
x3 + 2x2 + 1

)

(
x3 + 4x2 + 4

) (
x3 + x+ 4

)

(
x3 + 3x2 + 4

) (
x3 + 2x2 + 4

)

(
x3 + x2 + 4x+ 1

) (
x3 + 4x2 + x+ 1

)
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Da mesma forma, a Tabela 4.2, que também se encontra em [1], traz o comprimento dos
códigos LCD sobre R na primeira coluna. As segunda e terceira colunas mostram os polinômios
geradores correspondentes gi para os códigos ćıclicos Ci, i = 1, 2. Os parâmetros das imagens de
Gray φ0(C) dos códigos LCD sobre R são listados na quarta coluna, enquanto a quinta coluna
indica se um código é ótimo ou quase ótimo. Além disso, alguns dos códigos listados na quinta
coluna são novos códigos LCD e são denotados como [n, k, d]#.

Observa-se que chamamos um código linear [n, k, d] de quase ótimo (ou próximo do ótimo)
quando existe um código com parâmetros [n, k, d′] (conforme [4]) e a diferença d′ − d ≤ 2.

Tabela 4.2: Códigos LCD ótimos e quase ótimos sobre um corpo finito de caracteŕıstica ı́mpar
de acordo com o banco de dados [4].

n g1(x) g2(x) φ0(C)

48 x+ 1 x2 + 1 [96, 93, 2]5 Ótimo

44 x+ 1 x2 + 1 [88, 85, 2]7 Ótimo

65 x12 + 4x10 + 3x9 + x8 + x7 + 4x6 x12 + 2x11 + x8 + 2x6 + x4 [130, 106, 5]#7 . . .

+x5 + x4 + 3x3 + 4x2 + 1 +2x+ 1
20 x+ 1 x2 + wx+ 1 [40, 37, 2]9 Quase ótimo
41 x4 + wx3 + w5x2 + wx+ 1 x4 + w2x3 + w3x2 + w2x+ 1 [82, 74, 4]9 Quase ótimo

20 (x+ 1)
(
x2 + 8x (x+ 1)

(
x2 + 13x [40, 30, 6]#19 . . .

+1)
(
x2 + 5x+ 1

)
+1)

(
x2 + 15x+ 1

)

25
(
x2 + 5x+ 1

) (
x2 + 15x+ 1

)
[50, 26, 4]#19 . . .

(
x10 + 5x5 + 1

) (
x10 + 15x5 + 1

)

28 (x+ 1)
(
x6 + 11x5 + 3x4 (x+ 1)

(
x6 + 8x5 + 3x4 [56, 42, 4]#19 . . .

+11x3 + 3x2 + 11x+ 1
)

+8x3 + 3x2 + 8x+ 1
)

34 (x+ 1)
(
x8 + 7x7 (x+ 1)

(
x8 + 13x7 [68, 50, 4] . . .

+9x6 + 10x5 + 15x4 + 10x3 +15x6 + 16x5 + 8x4 + 16x3

+9x2 + 7x+ 1
)

+15x2 + 13x+ 1
)

35
(
x2 + 5x+ 1

) (
x6

(
x2 + 15x+ 1

) (
x6 + 2x5 [70, 56, 5]#19 . . .

+8x5 + 17x3 + 8x+ 1
)

+6x4 + 12x3 + 6x2 + 2x+ 1
)

26 (x+ 1)
(
x2 + wx (x+ 1)

(
x2 + w10x [52, 42, 6]#25 . . .

+1)
(
x2 + w22x+ 1

)
+1)

(
x2 + w11x+ 1

)
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